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I N T R O D U C C I Ó N

Nuestro cerebro, para
mantenerse en forma, necesita
desafío, exigencia, cambio,
movilidad.

Shlomo Breznitz

Aunque no existe registro alguno de la ocurrencia de emplear modelos
matemáticos en distintas ciencias, las exigencias de la vida moderna no las
descartan como parte de pruebas de investigación y, gracias a ello, se ha lo-
grado avanzar en la solución de enigmas que han afectado o perturbado al
ser humano por siglos.

En la neurociencia, podríamos insinuar que la modelación matemática to-
mó gran importancia con el modelo de Hodgkin–Huxley (HH), el cual, expli-
ca la manera en que responde una neurona a la aplicación de una corriente
periódica. Gracias a las investigaciones de estos dos neurofisiólogos —Allan
Lloyd Hodking y Andrew Huxley—, se mejoró la interpretación del poten-
cial de acción, el período refractario, el estado de reposo y otras característi-
cas más en términos de la geometría del espacio fase. De esta misma manera,
Richard FitzHugh construyó un modelo más simple de las características bá-
sicas del impulso nervioso en 1968; aunque su modelo se derivó a partir
del oscilador de Van der Pol, sus ecuaciones pueden deducirse del modelo
de HH [9]. El modelo de FitzHugh se conoce como sistema de FitzHugh–
Nagumo (FHN), este último autor también llegó a las mismas ecuaciones
diferenciales de manera independiente [14].

A pesar del avance teórico, experimental y tecnológico que se tiene del ce-
rebro, existen aún muchos desafíos en la neurociencia como el incremento de
estudio en enfermedades neurodegenerativas y psiquiátricas, o la compren-
sión de cómo se produce una actividad mental a partir de redes neuronales
principalmente.

En un punto de vista estructural, el cerebro se asemeja a un mecanismo
que actúa como puerta y decide qué estímulos pueden entrar y cuáles deben
bloquearse [10]. Esta organización de sistema se sitúa en el campo de la neu-
robiología o neurociencia cognitiva, la cual es una rama de la neurociencia
que pretende convertirse en una meta–ciencia1 y que busca entender cómo
la función cerebral da lugar a actividades mentales como la percepción, la
memoria, el lenguaje y la consciencia a partir de una visión computacional.

1 se define como la ciencia de las ciencias y hace referencia a lo que hay más allá de esta misma.
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2 Índice de listas

En esta área de investigación se hace un análisis de proceso cognitivo que
consiste en imitar decisiones de categorización temporal largo–corto, esto es,
se clasificaba el tiempo que tardaba en reaparecer dos líneas paralelas des-
pués de presentarse por primera vez como corto o largo, con el objetivo de
estudiar la influencia del intervalo en la planificación y ejecución mediante
la medición del tiempo de reacción y el tiempo de movimiento [21]. La no-
vedad en este trabajo será el análisis cualitativo y de bifurcación del modelo
de inhibición mutua (capítulo 4) así como una modificación del modelo que
asemeje mejor las decisiones de la tarea(capítulo 5).

El análisis matemático realizado, permitió conocer las limitaciones a reali-
zar en las distintas fases del experimento, así también la determinación de
una función que produzca la dificultad de categorizar los distintos interva-
los.

en el primer capítulo se hace un recuento breve de conceptos básicos
en neurociencia que servirán de utilidad para la comprensión de esta
tesis.

en el segundo capítulo se describen los fundamentos fisiológicos y se
establece matemáticamente un modelo de inhibición mutua entre dos
nodos.

el tercer capítulo presenta un experimento de proceso cognitivo [21]
donde se emplea un modelo de inhibición mutua (modelo de estudio).
Se narra el experimento y se muestran los resultados de los ensayos
para el análisis.

en el cuarto capítulo se realiza un análisis cualitativo del modelo de
inhibicion mutua [21] con algunas reducciones.

en el quinto capítulo se realizan las imitaciones de las decisiones cate-
góricas [21]. Se expone una sugerencia de modelo de inhibición mutua
y se ilustran los resultados obtenidos así como la conclusión. También
se describen las limitaciones y posibles mejoras que se pueden realizar
en el modelo de inhibición mutua.

el apéndice a presenta los teoremas de superposición y linealización y
una introducción a los ciclos límite.

en el apéndice b se presenta el código para la imitación de las cuatro
etapas de decisiones clasificatorias realizados en XPPAut.

el apéndice c muestra los códigos para la reproducción de los Tiempos
de reacción (TR) y Tiempos de movimiento (TM).

el apéndice d despliega la media de los tiempos de reaccion y movimien-
to de las 20 personas en respuestas correctas e incorrectas [21].



1 P R E L I M I N A R E S

En este capítulo se presentan definiciones básicas utilizadas en neurociencias
para el entendimiento de los resultados mostrados en esta tesis, así también
se presenta el Modelo de HH, el cual, vale la pena mencionar por la impor-
tancia que fue y ha seguido siendo en esta disciplina.

1.1 conceptos básicos

1.1.1 Neuronas: Función y Estructura

La neurona o célula nerviosa es una pequeña estructura que recibe o trans-
mite información por medio de pulsos eléctricos llamados potenciales de
acción o spikes en el sistema nervioso (véase Figura 2). A la secuencia de po-
tenciales de acción se conoce como tren de spikes y cada tren lleva un orden
temporal.

Se calcula que el cerebro humano contiene alrededor de 100,000 millones
a 1 billón de neuronas, las cuales, se conectan unas con otras y cada una
envía señales en promedio a 1,000 neuronas y reciben alrededor de 10, 000

sinapsis [27]. La sinapsis es la “unión” de dos neuronas para la transmisión
del mensaje; realmente no existe una fusión, pero el espacio entre ellas es
tan pequeño que eso asemeja. En la siguiente sección se volverá a mencionar
este mecanismo.

No todas las neuronas tienen la misma estructura y dependiendo de la
forma su función varía. En su mayoría, una neurona se constituye de un
cuerpo celular llamado soma; diversas prolongaciones parecidas a las ramas
de un árbol que generalmente transmiten impulsos hacia el soma denomi-
nadas dendritas; una prolongación larga conocida como axón, encargado de
conducir los impulsos desde el soma hacia otra neurona u órgano, y boto-
nes terminales que son la parte extrema del axón, el cual secretan sustancias
químicas llamadas neurotransmisores [27]. Los neurotransmisores (noradre-
nalina, acetilcolina entre otros) excitan o inhiben a la neurona que los recibe
y contribuyen a generar o no un potencial de acción [23].

Las diferentes partes que componen a una neurona se presentan en la
Figura 1, donde se ejemplifica un tipo de célula nerviosa conocida como
neurona multipolar —neurona que se encuentra más frecuentemente. En la
Figura 1, se aprecian protuberancias amarillas que cubren al axón llamado
mielina, la cual, es una estructura multilaminar que permite viajar un poten-
cial de acción hasta veinte veces más rápido aunque, no todas las neuronas
contienen esta vaina. En esta tesis, consideraremos neuronas desmieliniza-
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4 preliminares

das.

Antes de continuar se debe mencionar que, a la célula que libera el neuro-
transmisor se conoce como neurona presináptica y la célula receptora de la
señal se le llama neurona postsináptica.

Figura 1: Estructura de una Neurona Multipolar. Figura obtenida de [15].

1.1.2 Sinapsis y Tipo de Sinapsis

Existen dos tipos de sinapsis: excitadora e inhibidora. La sinapsis excitatoria
aparece cuando la neurona presináptica envía un mensaje que estimule a la
actividad de la neurona postsináptica, mientras que la sinapsis inhibitoria
hace lo contrario, es decir, bloquea o disminuye la actividad.

Dos células nerviosas pueden conectarse a través de sinapsis químicas o
eléctricas, éstas difieren en su estructura y en la manera que transmiten el
impulso nervioso. En una sinapsis eléctrica los procesos pre y postsinápti-
cos son continuos, es decir, la información se dá de célula a célula por pasos
de iones a través de pequeños canales basados en conexinas y sin necesi-
dad de mediciones químicas, además la transimisión es bidireccional y no
hay despolarización (aumento de voltaje). La sinapsis química es la sinapsis
que mayormente se produce, en este proceso sucede el mecanismo de los
neurotransmisores con los receptores de la membrana postsináptica que ya
se había mencionado, y al contrario de la sinapsis eléctrica, el mensaje que
se envía es unidireccional [12]. En esta tesis, se trabajará con este tipo de
sinapsis.
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1.1.3 Potencial de Acción

Como se había aludido, los potenciales de acción son cambios rápidos del
potencial de membrana que viaja a lo largo de la membrana celular. El dispa-
ro tiene una amplitud de aproximadamente 100 mV que suele durar de 1 ms
a 2 ms y es seguido por un período refractario, período durante el cual no
se puede generar un segundo potencial de acción incluso con un estímulo
intenso. El potencial de acción comienza desde el potencial de reposo, al su-
perar el umbral se produce la despolarización (aumento de voltaje), después
una hiperpolarización o repolarización (disminución de voltaje) y al final un
período refractario, la duración total va de 3 ms a 4 ms [27]. Si la neurona no
alcanza el umbral crítico, no se producirá el potencial de acción, (véase Figu-
ra 2). A la fecha, la elección del umbral crítico de excitación en una neurona
sigue siendo desconocida, ya que esta varía todo el tiempo y determinarse
experimentalmente sigue siendo trabajo de búsqueda.

El potencial de reposo surge del equilibrio entre la fuerza de difusión y la
fuerza electrostática. Las neuronas se encuentran en un medio exterior que
tiene más Na+ y Cl− que su solución interna. La solución interna es más
rica en K+ que el exterior. Para este potencial, los canales de fuga y las bom-
bas de sodio–potasio son los principales encargados de intercambiar Na+

por K+, para mantener ésta relación. El valor usual del potencial de reposo
(VR) es de -70 mV.

Cada potencial de acción comienza con un cambio drástico de voltaje que
va de negativo a positivo, en cada uno actúan canales de fuga y bombas de
sodio–potasio, pero para la generación de potenciales de acción participan
además canales activados por voltaje, unos para el sodio y otros para el po-
tasio. Para la membrana en fase de reposo, éstos canales de activación se
hallan cerrados.

Cuando a la célula en reposo le llega un estímulo, se observa un cambio
de permeabilidad en la membrana, los iones de sodio ingresan y se produ-
ce un incremento de potencial, si este incremento de potencial no alcanza
el umbral de excitación entonces no se puede desencadenar el potencial de
acción. El mecanismo detrás del potencial de acción ocurre porque a la pre-
sentación del umbral comienza la despolarización; los canales de sodio se
abren y el Na+ ingresa hasta llegar a un pico alto de potencial, los canales
de potasio también se abren pero lentamente.

La fase de hiperpolarización se inicia cuando la célula se encuentra en el
pico alto de voltaje, ésta etapa es importante para que la neurona vuelva a
recuperar su polaridad. Como se mencionó en el anterior párrafo, los cana-
les de potasio se abren junto con los canales de sodio pero más lentamente,
cuando la célula llega al punto máximo de voltaje, las compuertas de sodio
se cierran y las del potasio ya se encuentran abiertas haciendo escapar el K+

fuera de la membrana, los encargados de regresar el K+ al exterior son las
bombas de sodio–potasio. De esta manera es como se regula a la membrana
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celular [24].

Figura 2: Fases de un Potencial de Acción. Los spikes son un ejemplo de fenómeno
umbral (sistemas excitables). Figura obtenida de [6].

1.2 modelo de hodgkin–huxley

Uno de los modelos basados en conductancia más conocidos en la neurocien-
cia computacional es el modelo Hodgkin–Huxley. Alan Hodgkin y Andrew
Huxley utilizaron el axón gigante de un calamar para construir un modelo
que explicara la dinámica del potencial de membrana de una neurona en
función de las corrientes iónicas. Su investigación les hizo ganar el Premio
Nobel de Fisiología–Medicina en 1963. En el axón encontraron corrientes
principalmente de K+, Na+ y corrientes de fuga IL como consecuencia de
los iones de Cl−. Dando así cuatro ecuaciones diferenciales no lineales

CmV̇ = Iext −GNam
3h(V − ENa)︸ ︷︷ ︸

Corr.Na+ (INa)

−GKn
4(V − EK)︸ ︷︷ ︸

Corr. K (IK)

− GL(V − EL)︸ ︷︷ ︸
Corr. Fuga (IL)

ṁ =
m∞(V) −m
τm(V)

, (1)

ḣ =
h∞(V) − h
τh(V)

,

ṅ =
n∞(V) −n
τn(V)

La primera ecuación describe la variación de voltaje en una membrana
neuronal dependiendo la corriente que reciba (Iext) y la dinámica de los
canales. EL, ENa y EK son potenciales de reposo; GL, GNa y GK son las con-
ductancias para cada corriente. Las tres ecuaciones resultantes representan



1.2 modelo de hodgkin–huxley 7

la evolución temporal de las variables de activación en m, n y h, siendo n la
variable de activación en K+, m y h la variable de activación e inactivación
correspondientemente de Na+. La función x∞(V) describe el estado estacio-
nario cuando t → ∞; la escala de tiempo en la que se tiende a este estado
estacionario lo proporciona τx(V), para x = {m,n, h}. Ambas funciones fue-
ron ajustadas por HH a partir de sus valores experimentales.

En el modelo HH se pensó al axón como un circuito eléctrico en paralelo
(véase Figura 3).

Figura 3: Circuito eléctrico equivalente a un sector de membrana para el modelo
HH.

donde la derivada temporal del potencial de una membrana es proporcional
a la suma de las corrientes en el circuito. Esto es,

V̇ = −
1

Cmi

∑
i

Ii (2)

Las suposiciones en la ecuación (2) son las siguientes:

i) Los potenciales de acción dependen de corrientes Na+, K+ y de fuga
(L).

∑
i

Ii = INa + IK + IL

ii) Cada corriente iónica se relaciona linealmente al potencial por medio
de la Ley de Ohm

Ii(t) = Gi(V(t) − Ei)

donde Gi es la máxima conductancia del canal iónico i múltiplicado
por la fracción de canales abiertos para el ión i; Ei es el potencial iónico
“reversivo” dado por la ecuación de Nernst.
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En sus mediciones, Hodgkin y Huxley obtuvieron valores y parámetros
para la descripción de cada corriente iónica (véase Figura 4 y 5) reduciendo
así al sistema de ecuaciones (1).

(a) . (b) .

(c) . (d) .

Figura 4: Dinámica del (a) potencial de membrana y (b–d) de las variables de com-
puerta como función del tiempo. Valores fijos en C = 1, Iext = 0, GNa =

120, ENa = 50, GK = 36, EK = −77, GL = 0,3 y EL = −54.
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(a) .

(b) .

(c) .

Figura 5: Activación de (a) potasio n y (b–c) activación e inactivación del sodio m
y h respectivamente en función del potencial de membrana.





2 M O D E LO D E I N H I B I C I Ó N M U T U A
D E D O S N O D O S

2.1 introducción

En 2005, se publicó un artículo acerca de un modelo de inhibición mutua
entre dos poblaciones [19], el cual era capaz de describir la integración de un
estímulo F1 en la memoria de trabajo 1, así como las tomas de decisión a la
presentación de un segundo estímulo F2. El modelo incorpora tres procesos
importantes a las apariciones de los estímulos:

1. Carga rápida inicial del estímulo F1 en la memoria de trabajo,

2. Mantenimiento lento de F1 en la memoria de trabajo y

3. Tomas de decisión.

El experimento en [19], consistía en observar lecturas de tasas de disparos
en áreas de lóbulos frontales en monos macacos cuando se les aplicaban dos
frecuencias de vibraciones mecánicas a la punta del dedo; los monos tenían
que clasificar las vibraciones como corto o largo en un monitor cuando se
presentaba la frase: “¿F1>F2? Si o No”. Para llevar a cabo las pruebas, los
simios fueron previamente entrenados [11, 16, 26].

Durante la experimentación, se encontró que la dinámica de esta clase de
neuronas, dependía de la fase de la tarea: durante la presentación de F1 en
la memoria de trabajo, la velocidad de disparo dependía del estímulo F1;
durante el mantenimiento de F1 en la memoria de trabajo, hay una persis-
tencia de larga duración de las tasas de disparo dependiente de F1 a pesar
de la ausencia del estímulo; durante la fase de comparación–decisión, tras la
presentación del estímulo F2, las tasas de disparo segregan inmediatamente
en una de las dos categorías, dependiendo la respuesta del mono para la
oración “F1>F2”.

Cabe destacar que las frecuencias se codificaron en las tres áreas del lóbu-
lo frontal aproximadamente con el mismo número de neuronas (12, 14, 17).
Las neuronas se clasificaron de dos maneras: “más” y “menos”. Las tasas
de disparo de las neuronas “más” tenían periódos de retardo creciente a la
decisión Si, mientras que las neuronas “menos” son el complemento de las
neuronas “más”, decidiéndose por la respuesta No.

Con la clasificicación de la actividad del periódo de retardo en la memoria
de trabajo a la presentación del estímulo F1 y la actividad categórica tras la
aparición de F2, se comprobó que la memoria de trabajo y las tomas de deci-
sión son variables independientes una de otra que se suponían en modelos

1 conjunto de procesos que permite almacenar y manipular temporalmente una información
para la realización de tareas cognitivas

11



12 modelo de inhibición mutua de dos nodos

matemáticos de psicología.

El estudio del modelo de inhibición mutua de dos poblaciones, se retomó
en [21] para demostrar que la categorización se destaca como un proceso
que vincula la percepción con la toma de decisión y la acción en la selección.
En esta tesis, el modelo de [21], será de nuestro interés a analizar, las tareas
y resultados del experimento de este último se presentarán en el capítulo 3.
En este caṕitulo se describe brevemente el desarrolo del modelo inhibitorio
de dos poblaciones de [19].

2.2 conectividad de red y ecuaciones dinámicas

Por estudios neurofisiológicos en el experimento [19], se encontró que en
la etapa de mantenimiento del estímulo había covariación de ruido positivo
entre pares de neuronas “más” y pares de neuronas “menos”, mientras que
entre pares de neuronas donde una era “más” y la otra “menos” se hallaba
correlación de ruido negativo (las neuronas “más” son la tasa de neuronas
que se inclinaban al estímulo F1 como largo, en cambio, las neuronas “me-
nos” preferían a F1 como corto).

De esta manera se construye la arquitectura del modelo en la Figura 6a,
donde se dan conexiones excitatorias entre neuronas del mismo signo y cone-
xiones inhibitorias entre neuronas de signos opuestos. Para tener una mejor
comprensión al modelo, se reduce a dos neuronas de cada tipo, no dejando
de lado que en realidad tratamos con muchas neuronas de cada clase.

Figura 6: Simplificaciones del modelo de inhibición. Figura obtenida de [20].

De lo anterior, se describe cualitativamente el comportamiento de estos
nodos en función de la actividad media de todas las neuronas “más” y “me-
nos”, el modelo se vuelve a reducir en la Figura 6b. La actividad media pue-
de describirse con una variable continua x, suponiendo que varias neuronas
por nodo disparan asíncronicamente haciendo que la actividad sea suave. En
estado de estacionario, x es una función de ciertas entradas excitatoria (gE)
e inhibitoria (gI) al nodo,

x = F(gI, gE) (3)
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Estas entradas van cambiando con el transcurso del tiempo, así que se
puede pensar que x estará determinada por una constante de tiempo τ. De
esta forma se generaliza la ecuación (3) a

τẋ = −x+ F(gI, gE).

donde la población de neuronas decae exponecialmente
Para describir la actividad de cada nodo se asigna a x el nodo “más” y y el

nodo de signo “menos”. Cada nodo contiene cargas wI y wE que describen
la intensidad de las salidas a las entradas del nodo (pesos sinápticos). Ade-
más se incluye que cada nodo puede recibir una señal de excitación externa
Ex al nodo más y Ey al nodo menos, obteniendo las siguientes ecuaciones

τẋ = −x+ F(wIy,wEx+ Ex)

τẏ = −y+ F(wIx,wEy+ Ey)

En estado estacionario, el valor de cada nodo se define en función del otro
nodo. Por ejemplo, para el nodo x,

ẋ = 0 ⇒ x = F(wIy,wEx+ Ex)

resolviendo para x ⇒ x = F̂(y).

donde x = F̂(y) es la curva solución conocida como “ceroclina” para x, de
manera similar se define la ceroclina para y. Las ceroclinas describen el con-
junto de puntos donde ẋ = 0. La forma y posición que adopte, dependerá
del valor de los parámetros incluidos en la ecuación. Los cruces de la x cero-
clina con la y ceroclina definirán los puntos críticos del sistema. Los puntos
críticos o fjos del sistema pueden definirse como estables o inestables, depen-
diendo del comportamiento dinámico de condiciones iniciales cercanas. Un
punto fijo es estable si condiciones cercanas se mantienen suficientemente
cerca de este. Un punto fijo es inestable si no es estable.

Durante el diseño de este modelo [18], se encontró que para el modelo de
una sola neurona, las entradas inhibitorias y excitatorias en la ecuación (3)
están determinadas por una combinación aproximadamente lineal. De esta
manera, puede ser aproximada usando un factor de escala λ, como

F(gI, gE) ≈ f (−gI + λgE).

De esta forma, las trazas de la Figura 7 siguen las ecuaciones

τẋ = −x+ f (−wIy+ Ex) (4)

τẏ = −y+ f (−wIx+ Ey)
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2.2.1 Aproximación de F(gI, gE) ≈ f (−gI + λgE)

Figura 7: Funciones de E/S en el
plano fase la cual, trazan la
dinámica de inhibición mu-
tua. Figura obtenida de [20].

Numéricamente se encontró en el mo-
delo que el cambio de gE durante la
carga, el mantenimiento, y la decisión
no cambiaba mucho la forma de la fun-
ción Entrada–Salida (E/S) y sólo la des-
plazaba a lo largo del eje de inhibi-
ción (véase Figura 8a). Por lo tanto, se
optó por calcular la función de E/S
de la neurona para el valor de gE uti-
lizado en la etapa de mantenimiento
de la memoria (curva de negra). Este
procedimiento correspondió a la apro-
ximación de la función de E/S de la
neurona por una función f (·) tal que
s = f (−gI + λgE) ≈ F(gI, gE); donde s
representa una variable de salida sináp-
tica y λ describe por cuánto la cantidad
de un cambio en las entradas excitado-
ras desplaza las funciones de E/S a lo
largo del eje de inhibidores.

Figura 8: Descripción de la función E/S de una neurona como dependiente de una
sola conductancia de entrada. Figura obtenida de [20].



3 M O D E LO D E I N H I B I C I Ó N M U T U A
PA R A U N A D E S C R I P C I Ó N
N E U R O N A L C O G N I T I VA

3.1 introducción

El estudio realizado en el modelo de inhibición mutua en [19] y [18], sir-
vió para simular los resultados de una tarea de categorización temporal en
[21]. El experimento consistía en clasificar intervalos de tiempo como corto
o largo y estudiar la influencia que tenía en la planificación y ejecución de
la acción a través de mediciones de TR y TM. El tiempo de reacción es el
tiempo medido entre la percepción de un estímulo hasta la ejecución del
movimiento y el tiempo de movimiento se inicia a partir de la realización
del desplazamiento hasta que alcanza el objetivo.

El interés de este estudio fue para verificar que la categorización es un pro-
ceso que relaciona la percepción con las tomas de decisión y de movimiento.
Intuyen que cualquier estímulo debería categorizarse por experiencias exito-
sas o no en la vida, y el tiempo posee un papel importante al momento de
clasificar el estímulo.

En este capítulo, se describe brevemente las tareas y los resultados obteni-
dos en [21], así como también el modelo de inhibición mutua propuesto.

3.2 descripción del experimento

Se eligieron veinte personas con un rango de edad 27,1 ± 5,2 años, las cua-
les fueron sentados frente a un monitor de ordenador; la barbilla y la frente
se colocaba en un apoyo para que los ojos estuvieran a 56 cm del centro
de la pantalla. La tarea consistía en categorizar ocho intervalos de tiempo
(450, 500, 619, 669, 709, 756, 870 y 920) como largo o corto con ayuda de
una palanca de mando. Esta palanca se fijó en una plataforma debajo de la
mesa, lo que impedía que los sujetos vieran su mano.

La secuencia en la pantalla para la clasificación de los intervalos era la
siguiente: Las personas debían mantener posicionado el cursor dentro de un
círculo central, después de un retardo (500+∆1000 ms), dos barras parale-
las se presentaban brevemente encima del circulo central desapareciendo en
un intervalo de tiempo y apareciendo en la misma posición (intervalo que
debía categorizarse). Después de un retraso de 1 s, dos círculos de respuesta
aparecían a la periferia del círculo central, uno de color azul en respuesta a
“largo” y otro de contorno naranja para respuesta a “corto”, círculos en don-
de las personas comunicaban su decisión. Estos dos círculos podían ocupar
8 lugares en la periferia, obteniendo 20 combinaciones al azar, la distancia

15
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de círculo a círculo podía ser de 45, 90 ó 180 grados con vértice en el centro
de la pantalla (véase Figura 9).

Figura 9: Secuencias de la pantalla para la categorización temporal. Figura obtenida
de [22].

Las personas realizaron tres sesiones separadas en diferentes días. En un
día, cada persona tenía que clasificar los 8 intervalos y la distancia de los
círculos de respuesta era al azar (45, 90 ó 180 grados), durante las tres sesio-
nes, cada intervalo se combinó con los tres ángulos haciendo un total de 480

ensayos. Antes de considerar estos datos, se realizó un entrenamiento previo
al experimento.

Al final de cada prueba (por intervalo), aparecía la palabra de “correcto”
o “incorrecto” como retroalimentación. A lo anterior, se obtuvieron tiempos
de reacción y movimiento en respuestas correctas e incorrectas, así como los
tiempos por cada ángulo de separación entre círculos de respuesta.

Para comprender las variaciones del TM se analizó la velocidad máxima
de movimiento, la área de las trayectorias, los números de submovimientos
y los cambios de decisión.

3.3 resultados del experimento

Con nivel de significancia a = 0,05 para rechazar la hipótesis nula en un
análisis de varianza se encontró que:

• El rendimiento se vió influenciado por la magnitud del intervalo. A in-
tervalos cercanos del intervalo central se observaban más errores (véa-
se Figura 10A).
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• La dificultad de categorizar no solo afectaba el proceso de decisión y
la planificación del movimiento sino también su ejecución.

• Las posiciones de círculo a círculo afectaban en la categorización del
intervalo. Para ángulos mayores el TR crecía y los TM decrecián (véase
Figura 10B).

• Las variables cinemáticas en conjunto describen el perfil de TM.

Figura 10: A) Gráficas de los intervalos en función del TR (gráfica de arriba) y
del TM (gráfica de abajo); B) Gráfica de los ángulos en función del TR
(arriba) Y TM (abajo). Figura obtenida de [22].

3.4 modelo

Se propuso un modelo de inhibición mutua que imitara los resultados obte-
nidos del experimento de categorización el cual incluye cuatro fases:

1. Lectura del intervalo a categorizar (estímulo),

2. Retraso en que el estímulo se almacenaba en la memoria de trabajo,

3. Fase de tiempo de reacción en el momento que se presentaron los círculos
y el tiempo de movimiento que expresaron para la decisión categórica, y

4. Fase de tiempo de movimiento al llegar a uno de los círculos (véase Figura
11C-F).

El modelo se compone de dos pares de poblaciones neuronales que inhi-
ben mutuamente en forma de preferir una de las dos categorías corto (S)
o larga (L): L – S y ML – MS para la memoria de trabajo. Además de dos
unidades de lectura (Downstream Reading Areas (DRA)): DRAL promedia
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la actividad de L con ML y DRAS la de S con MS. Al principio se propuso
solo la población de L – S, la cual era capaz de replicar la trayectoria de res-
puestas correctas pero no para las incorrectas, de esta manera se propone a
la población ML – MS que acumula el paso de tiempo según sea el intervalo
en la memoria (véase Figura 11A).

Figura 11: A) Construcción del modelo para las decisiones categóricas, B) Ceroclí-
nas de L en función de S para valores distintos de EL, C–F) Trayectorias
de los intervalos 450 y 920 (fila 3–4 y fila 1–2 respectivamente) en L–S y
ML–MS descritas en las cuatro fases. Figura obtenida de [22]

La población L – S se designa por las ecuaciones siguientes

τ
dL

dt
= −L+ f (EL − S) +NL (5)

τ
dS

dt
= −S+ f (ES − L) +NS

mientras que para la población de memoria se crea

τm
dML

dt
= −ML + f (EL −MS) +NML

(6)

τm
dMS

dt
= −MS + f (ES −ML) +NMS

donde

• τ (155 ms) es una constante para el paso de tiempo y se estimó re-
duciendo al mínimo la diferencia entre la duración del intervalo de
igualdad subjetiva en la simulación con la media de los intervalos a
categorizar.
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• τm es una constante de tiempo para el almacenamiento de memoria.

• EL entrada excitadora a los nodos L y ML.

• ES entrada excitadora a los nodos S y MS.

• NL, NS, NML
y NMS

son ruidos blancos .

Las entradas excitatorias varían dependiendo a la fase de trabajo (véase
Figura 11C-F). Comúnmente la función de salida f se propone como una
función sigmoidal (véase Figura 11B) descrita por:

f (x) = M

(
1

2
+

arctan
(
x
σ

)
π

)
(7)

donde M es la respuesta máxima del nodo y σ es la pendiente de la función
sigmoide. Esta función representa la salida de cada nodo que cambia con su
entrada.

Para la medición del TM, se propuso un umbral en la fase de TR que de-
pendía del ángulo de separación entre los círculos de respuesta (45, 90, y 180),
al cruzar este umbral, se generaba el movimiento (véase Figura 12).

Para estimar el rendimiento categórico en el modelo, se realizaron 10, 000

simulaciones para cada intervalo, así como los TR y TM para las respuestas
correctas e incorrectas. Se resalta que, tanto τm y los umbrales a cada TR y
TM se ajustaban usando el método de mínimos cuadrados con respecto a los
objetivos (véase Cuadro 1).

Cuadro 1: Valor del umbral para cada ángulo como inicio de movimiento. El valor
del umbral para el ángulo “movimiento” marca el final de movimiento.

Ángulo Umbral

45◦ 0.61

90◦ 0.59

180◦ 0.54

Movimiento 0.04

En el trabajo [21], además de la reproducción de los resultados experimen-
tales con el sistema de ecuaciones diferenciales (5), también se incluye un
modelo de paseo aleatorio donde se intenta replicar los comportamientos de
las 20 personas pero que en esta tesis no se abordará.

Los resultados anteriores de este capítulo y los métodos de réplica para los
resultados, servirán para la construcción de un nuevo modelo de inhibición
mutua que se tiene como objetivo en esta tesis.
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Figura 12: Representación de las trayectorias por fase. Figura obtenida de [22].
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4.1 análisis del modelo

En esta tesis, para el análisis en los sistemas autónomos (5) y (6), no se
considerará el uso de ruido blanco. El uso de ruido en los sistemas conlleva a
una investigación de ecuaciones diferenciales estocásticas que bien puede ser
usada para una tesis de maestría. De esta manera, se reescriben los sistemas
sin estos términos.

τ
dL

dt
= −L+ f (EL − S), t > 0 (8)

τ
dS

dt
= −S+ f (ES − L)

τm
dML

dt
= −ML + f (EL −MS), t > 0 (9)

τm
dMS

dt
= −MS + f (ES −ML)

donde

f (x) = M

(
1

2
+

arctan
(
x
σ

)
π

)
(10)

Observemos que la diferencia entre los sistemas de ecuaciones (8) y (9)
son las constantes de tiempo y las variables pero que cualitativamente repre-
sentan al mismo sistema. De esta manera, solo se expondrá el análisis del
sistema (8). Más adelante se explicará la influencia que tuvo el sistema (9) en
el modelo del capítulo 3 y que no utilizaremos aquí.

Mencionado lo anterior, iniciaremos con la descripción de la función (10).
Sea g(x) = arctan

(
x
σ

)
donde g : R→ (−π2 ,

π
2 ), hacemos álgebra en el rango

de g obteniendo

−
π

2
< g(x) <

π

2
⇔ −

π

2

(
1

π

)
< g(x)

(
1

π

)
<
π

2

(
1

π

)
⇔ −

1

2
<

g(x)
π

<
1

2

⇔ 1

2
−
1

2
<
1

2
+

g(x)
π

<
1

2
+
1

2

⇔ 0 <
1

2
+

g(x)
π

< 1

⇔ M(0) < M

(
1

2
+

g(x)
π

)
< M(1)

⇔ 0 < M

(
1

2
+

g(x)
π

)
< M

⇔ 0 < f (x) < M

21
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Es decir, M define el rango de f en R (véase Figura 13).

Figura 13: Función f (x) con asíntota en M cuando x→∞.

Con σ > 0, se obtienen dos casos:

i) Si σ→ 0, entonces

lı́m
σ→0+

f (x) =

{
M, si x > 0, ∀x ∈ R

0, si x < 0.

ii) Si σ→∞, entonces

lı́m
σ→∞ f (x) = lı́m

σ→∞M
(
1

2
+

arctan
(
x
σ

)
π

)

= M lı́m
σ→∞

(
1

2
+

arctan
(
x
σ

)
π

)

= M

(
lı́m
σ→∞ 12 + lı́m

σ→∞ 1π arctan
(x
σ

))
= M

(
1

2
+
1

π
lı́m
σ→∞ arctan

(x
σ

))
= M

(
1

2
+
1

π
· arctan(0)

)
= M

(
1

2
+
1

π
· 0
)

= M

(
1

2
+ 0

)
=

M

2
, ∀x ∈ R

Del análisis anterior, σ definirá la pendiente de la función f (·). En la Figu-
ra 14 se aprecia esta observación con valores en σ → 0 y σ → ∞. Posterior-
mente se podrá notar que el cambio de σ tendrá un efecto en la medición de
TR y TM de las tareas.
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Figura 14: f (x) con valores distintos de σ. A valores grandes de σ: f (x) ≈M/2.

Por último, si x = EL − S entonces x = 0 si y sólo si EL = S, así

f (EL − S) = M

1
2
+

arctan
(
EL−S
σ

)
π


= M

1
2
+

arctan
(
EL−EL
σ

)
π


= M

(
1

2
+

arctan
(
0
σ

)
π

)

= M

(
1

2
+

arctan (0)

π

)
= M

(
1

2
+ 0

)
=

M

2
, ∀x ∈ R

Recíprocamente sucede para x = ES − L. En la función f (·), x = 0 resulta
ser un punto de inflexión, es decir, el punto donde los valores de la función
pasan de un tipo de concavidad a otra.

4.1.1 Cálculo y análisis de estabilidad de los puntos fijos

Para obtener los puntos críticos del sistema, debemos igualar el campo vec-
torial a cero. De esta manera

dS

dt
= 0 ⇔ S = f (ES − L) ceroclína

dL

dt
= 0 ⇔ L = f (EL − S) ceroclína
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Figura 15: Puntos fijos definidos cuan-
do EL = ES =M/2 y σ = 1.

Dado que S y L no pueden expre-
sarse explícitamente, los puntos críti-
cos del sistema (8) estarán determina-
dos por la intersección de las ceroclinas
(véase Figura 15)

S = f
(
ES − f (EL − S)

)
y

L = f
(
EL − f (ES − L)

)
Para el caso EL = S, se halla que

EL = ES = M
2 con un máximo de tres

puntos críticos cuando σ → 0 (véase
Figura 15). En general, la presencia de
puntos fijos en un sistema de ecuacio-
nes diferenciales dependerá del valor que se elija para cada parámetro. En
la sección 4.2, se muestra la cantidad de puntos de equilibrio en nuestro sis-
tema al variar una variable y fijando a las demás.

Para establecer la estabilidad de un punto de equilibrio se enuncia la si-
guiente definición:

Definición 4.1. Sea f : Ω ⊆ Rn → Rn un campo C1 donde Ω es un abierto
en R, y sea x0 un punto fijo de x ′ = f (x).

i) Se dice que x0 es estable si para todo ε > 0 existe λ > 0 tal que pa-
ra todo x ∈ B(x0, λ), Φx(t) está definido para todo t > 0 y se tiene
Φx(t) ∈ B(x0, ε) para todo t > 0. Donde Φx(t) es el flujo de la ecua-
ción diferencial 1.

ii) Se dice que x0 es asintóticamente estable si x0 es estable y además existe
r > 0 tal que lı́mt→+∞Φx(t) = x0 para todo x ∈ B(x0, r).

Observación 4.1. Se dice que un punto es inestable si no es estable.

Estabilidad de los sistemas no lineales

Los sistemas dinámicos no lineales tienen la característica de no cumplir el
principio de superposición. Para poder hacer una aproximación local de las
soluciones de un sistema no lineal mediante un sistema lineal es necesario
asegurar que la aproximación local permita conocer el comportamiento del
sistema lineal, este proceso se llama linealización. Para establecer cuándo
un sistema no lineal responde localmente en forma similar al linealizado se
utilizan los teoremas siguientes:

1

Definición 4.2. Sea Φ : R×Ω → Ω dada por (t, x) → Φ(t, x) y tal que para cada x ∈ Ω.
Decimos que Φ es el flujo de la ecuación diferencial y satisface

Φ(t+ s, x) = Φ (t, Φ(s, x))

para todo t, s ∈ R y x ∈ Ω.
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Teorema 4.1 (De Hartman–Grobman (HG)). Sea ẋ = f (x), con f suficientemente
suave. Supongamos que x∗ es un punto de equilibrio aislado y que A =

∂f
∂x

∣∣∣
x∗

no tiene autovalores sobre el eje imaginario. Entonces existe un homeomorfismo h
definido en U, entorno de x∗, h :→ R2 que lleva las trayectorias del sistema no
lineal sobre las del sistema linealizado. En particular h(x∗) = 0.

El Teorema 4.1 establece que el sistema no lineal y el sistema linealizado
son localmente homeomorfos en una vecindad de un punto fijo, siempre y
cuando los autovalores no sean puramente imaginarios.

Teorema 4.2 (De las Variedades). Si x∗ es un punto singular hipérbolico, es decir
Re(λ) 6= 0, existen variedades locales estable e inestable del sistema no lineal de igual
dimensión que los subespacios estable e inestable del sistema linealizado en x∗. Estas
variedades son tan suaves como f que tiene la misma dimensión que los respectivos
subespacios del sistema lineal y son tangentes a ellos.

Para esta tesis, los Teoremas 4.1 y 4.2 no se analizarán con detalle, más
bien, serán utilizados para establecer los resultados cualitativos del sistema.
Para mayor referencia a estos dos teoremas consultar [17, 30].

Para el linealizado del sistema (8), definamos de la siguiente manera

dS

dt
=

−S+ f (ES − L)
τ

= h(S, L) (11)

dL

dt
=

−L+ f (EL − S)
τ

= g(S, L)

Después obtenemos la matriz Jacobiana evaluada en un punto fijo arbitra-
rio (S∗, L∗):

A =

(
∂h
∂S

∂h
∂L

∂g
∂S

∂g
∂L

)
=

 −1τ −Mπτ

(
σ

σ2+(ES−L∗)2

)
−Mπτ

(
σ

σ2+(EL−S∗)2

)
−1τ

 (12)

Con a := M
π

(
σ

σ2+(ES−L∗)2

)
y b := M

π

(
σ

σ2+(EL−S∗)2

)
, la matriz (12) se

simplifica en

A =
1

τ

(
−1 −a

−b −1

)
(13)

Para determinar los valores propios de la matriz, se utiliza la solución de
la ecuación

det(A− λI) = 0

De esta manera, los eigenvalores λ1,2 = −1±
√
ab

τ de la matriz A son pun-
tos hiperbólicos si a ∈ R/{ 1b } ó b ∈ R/{ 1a } con a, b 6= 0 y, por el teorema de
Hartman–Grobman el comportamiento local en una vecindad alrededor de
los puntos de equilibrio (S∗, L∗) coincide con el comportamiento del sistema
linealizado siempre y cuando se cumplan las condiciones.

Observación 4.2.
√
ab /∈ C porque:
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• si M y σ son de signos opuestos, a y b son negativos,

• si M y σ son positivos, a y b son positivos,

• si M y σ son negativos, a y b son positivos.

Notemos que dependiendo del valor de los parámetros, podríamos obte-
ner distintos puntos fijos. En particular, podemos obtener siempre un punto
de equilibrio en (M/2, M/2).

Evaluando al punto fijo
(
M
2 ,

M
2

)
en (13), encontramos que

A =
1

τ

(
−1 −Mπ

(
1
σ

)
−Mπ

(
1
σ

)
−1

)
con valores propios en λ1, 2 =

−1±Mπσ
τ . Así,

(
M
2 ,

M
2

)
puede ser punto silla2

[31] o asintóticamente estable dependiendo de cómo sean M y σ.

Observación 4.3. El sistema (8) al ser modelo de un problema biológico: M,
σ, EL y ES se considerarán positivas de ahora en adelante.

4.1.2 No existencia de ciclos límites

Como anteriormente se ha aludido, estamos interesados en la aproximación
de las respuestas categóricas largo – corto realizado en [21], y una de las
preocupaciones en este modelo es la existencia de ciclos límite pues se re-
quiere un modelo biestable. Al plantear la existencia de ciclos límites esta-
ríamos en la posibilidad de existencia de soluciones periódicas, lo cual no
es una condición deseable al tratar de describir esta categorización. Afortu-
nadamente, el criterio negativo de Bendixson nos proporciona la condición
necesaria que permite descartar soluciones periódicas y consecuentemente
ciclos límites.

Teorema 4.3 (Criterio Negativo de Bendixson (CNB)). Sean f , g : R2 → R2,
dos funciones diferenciables y consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales

x ′ = f (x, y)
y ′ = g(x, y).

Sea D un subconjunto abierto de R2, simplemente conexo. Si la expresión(
∂f
∂x

+
∂g
∂y

)
no es identicamente cero y no cambia de signo en D, entonces el sistema dado no
puede tener una órbita cerrada completamente contenida en D.

2

Definición 4.3. Una función diferenciable f (x, y) tiene un punto de silla en un punto crítico
(a, b) si en cada disco abierto con centro en (a, b) existen puntos del dominio (x, y)

donde f (x, y) > f (a, b), y punto del dominio (x, y) donde f (x, y) < f (a, b). El punto
correspondiente (a, b, f (a, b)) sobre la superficie z = f (x, y) se conoce como punto de silla
de la superficie.
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Demostración. Supongamos que existe una órbita cerrada Γ contenida en D,
con Γ =

(
x(t), y(t)

)
de periódo T . Entonces

dx = f
(
x(t), y(t)

)
dt

dy = g
(
x(t), y(t)

)
dt

y se tiene lo siguiente∫
Γ

(
f (x, y)dy− g(x, y)dx

)
=

∫T
0

[
f
(
x(t), y(t)

)
g
(
x(t), y(t)

)
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)]
dt = 0

usando el teorema de Green y que
(
∂f
∂x +

∂g
∂y

)
no es identicamente nula en

D y no cambia de signo, resulta

0 =

∫
Γ

[fdy− gdx] =
∫
S

(
∂f
∂x

+
∂g
∂y

)
dxdy 6= 0

lo que produce una contradicción. Por lo tanto el sistema dado no puede
tener órbitas cerradas completamente contenidas en D.

Para el sistema (11),

∂h(S, L)
∂S

= −
1

τ
y

∂g(S, L)
∂L

= −
1

τ

de esta manera
∂h(S, L)
∂S

+
∂g(S, L)
∂L

= (−
1

τ
) + (−

1

τ
) = −

2

τ
.

Por el criterio negativo de Bendixson, no puede haber órbitas cerradas y
por ende, no existen ciclos límites.

4.2 bifurcaciones

4.2.1 Bifurcación

Cuando se tiene un sistema de ecuaciones dinámicas y este depende de va-
rios parámetros, es de interés conocer los cambios cualitativos que ocurren
en el sistema al variar cada parámetro; el estudio de estos cambios cualitati-
vos en el retrato fase se le conoce como teoría de bifurcaciones. La informa-
ción de los límites de operación estable nos lo proporciona el diagrama de
bifurcación, que es la representación gráfica de la bifurcación de un sistema
dinámico. En los diagramas de bifurcación se visualizan el número de pun-
tos fijos del sistema. Así mismo se determina su estabilidad.

Existen dos tipos de bifurcaciones: locales y globales. Las bifurcaciones
locales son aquellas que pueden ser analizadas mediante sus puntos fijos,
órbitas locales u otros conjuntos invariantes mientras que las globales no,
ya que estas últimas ocurren generalmente cuando hay mayores conjuntos
invariantes en el sistema. Las bifurcaciones locales más conocidas son:
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• Bifurcación silla–nodo.

• Bifurcación transcrita.

• Bifurcación tridente o pitchfork.

• Bifurcación tangencial o fold.

• Bifurcación de Hopf.

A continuación, se muestran ejemplos clásicos de bifurcación silla–nodo y
tridente.

Bifurcación Silla–Nodo

La característica visible de una bifurcación silla–nodo es que al variar un
parámetro del sistema, dos puntos fijos se aproximan hasta aniquilarse. Un
modelo de bifurcación silla–nodo es la siguiente:

ẋ = a+ x2 (14)

donde a es una variable. En función de a se encuentran la existencia de
diferentes puntos de equilibrio.

• Si a < 0, los puntos fijos donde ẋ = 0 se encuentran en x = −
√
−a

y x =
√
−a. Así para condiciones iniciales menores a x = −

√
−a y

mayores de x =
√
−a, el campo vectorial dirige a las trayectorias en

dirección creciente (hacia la derecha en una línea fase horizontal). De
lo anterior, se encuentran dos puntos fijos, uno estable y otro inestable
(véase Figura 16A).

• Si a = 0, la parábola sube (véase Figura 16B), haciendo que los puntos
fijos se acerquen hasta colisionar a un punto fijo estable x∗ ≈ 0.

• Para a > 0, no existen puntos fijos, ya que x = ±
√
−a /∈ R (véase

Figura 16C).

Figura 16: Puntos de equilibrio de una bifurcación silla–nodo en función de a.

En este ejemplo, se dice que la bifurcación ocurre en a = 0. El diagrama
de bifurcación de x en función de a se muestra en la Figura 17.
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Bifurcación Tridente o Pitchfork

Figura 17: Diagrama de bifurcación
de tipo silla–nodo para x

en función de a para la
EDO (14).

La bifurcación tridente toma ese nom-
bre por su semejanza a un trinche. La
característica principal de esta bifurca-
ción es que los puntos fijos tienden a
aparecer y desaparecer en pares simé-
tricos. Existen dos tipos de bifurcación
pitchfork: supercrítico y subcrítico. En-
seguida, se da un prototipo de bifurca-
ción supercrítico:

ẋ = ax− x3 (15)

Obsérvese que esta ecuación es inva-
riante ya que si cambiamos x por −x

y cancelamos los signos menos se ob-
tiene la misma ecuación. Esta invarian-
za provoca la simetría mencionada. Ha-
ciendo el mismo análisis para encon-
trar los puntos fijos se obtiene que: pa-
ra a < 0, x = 0 es punto fijo y estable (véase Figura 18A). Si a = 0 , x = 0

sigue siendo estable pero más débilmente ya que la linealización desaparece
(véase Figura 18B). Si a > 0, el origen se vuelve inestable y dos puntos fijos
estables x = ±

√
a aparecen (véase Figura 18C), [29].

El diagrama de bifurcación de (15) se observa en la Figura 19.

4.2.2 Análisis de Bifurcación del Modelo

Para las lecturas de decisión corto–largo en la fase 3 y 4 de [21], es de nuestro
interés cuando EL = ES =M/2, pues se requiere que el número de trayecto-
rias para las decisiones cortas sean “las mismas” para las decisiones largas,
ya que, la probabibilidad de ambas se desea, debe ser la misma. Dicho de
otra manera, si el punto fijo que representa las decisiones cortas S∗ está más

Figura 18: Puntos de equilibrio de una bifurcación tridente en función de a.
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cerca del punto de decisión m∗ = (M/2,M/2), y L∗ (punto fijo que represen-
ta las decisiones largas) está más alejada dem∗, entonces habría más lecturas
para decisión larga (veáse Figura 20a). Reciprocamente, si S∗ está más alejada
y L∗ más cerca dem∗, habrá mayoría de decisiones cortas (veáse Figura 20b).

Figura 19: Diagrama de bifurcación
de tipo tridente para x en
función de a para la EDO
(15).

De lo anterior, los diagramas de
bifurcación que se presentan a con-
tinuación es a valores de la fase 3

y 4 dados en [21], ya que intere-
sa saber a qué valores de cada pa-
rámetro aparecen o dejan de exis-
tir los tres puntos fijos para nues-
tras lecturas categóricas. Nuevamen-
te, dado que del sistema (8), dS

dt

es cualitativamente similar al siste-
ma de dL

dt , se presentarán la re-
presentación de ambas en una mis-
ma.

En las figuras 21a) y 21b) se obtie-
nen bifurcaciones tipo tridente para M
y σ.

Observación 4.4. Durante el análisis
de bifurcación de σ y M, se observó que para todo M ∈ R, σ > 3,18 · n
donde n =M/10, esto cuando ocurre EL = ES =M/2.

Figura 20: Tamaño de trayectorias para largo–corto.

En las figuras 22a) y 22b) se obtienen bifurcaciones tipo histéresis. Las ob-
tenciones de lecturas para fase 3 y 4 de [21] se da en ≈ 2,2 < EL, ES <≈ 7,8.
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(a) Diagrama de bifurcación variando M respecto a L.

(b) Diagrama de bifurcación variando σ respecto a L.

Figura 21: Diagramas de bifurcaciones para el sistema de ecuaciones (8) con pa-
rámetros fijos en M = 10, σ = 1 y EL = ES = 5. (a) Parámetro de
bifurcación M con punto de bifurcación en PM = (5,605, 4,105). (b) Pa-
rámetro de bifurcación σ con punto de bifurcación en Pσ2 = (3,183, 5).
Para el caso cuando σ→ 0, los tres puntos fijos toman valor en L = 0, 5

y 10 (Pσ1 y Pσ2 puntos fijos estables).
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(a) Diagrama de bifurcación variando EL respecto a L.

(b) Diagrama de bifurcación variando ES respecto a L.

Figura 22: Diagramas de bifurcaciones para el sistema de ecuaciones (8) con pará-
metros fijos en M = 10, σ = 1 y EL = ES = 5. (a) Parámetro de bifurca-
ción EL con punto límitea en PEL1 = (2,185, 7,223) y PEL2 = (7,815, 2.777).
(b) Parámetro de bifurcación ES con punto límite en PES1 = (2,185, 1,34)

y PES2 = (7,815, 8,655).

a también es conocida como bifurcación fold, bifurcación tangente, punto silla–nodo o punto
de retorno y es la bifurcación asociada con la aparición de un valor propio λ = 0.



5 A P R O X I M A C I Ó N A L A S
C L A S I F I C A C I O N E S C AT E G Ó R I C A S :
S I M U L A C I Ó N , E S T U D I O Y
R E S U LTA D O S

Construir un modelo que describa algún proceso cognitivo neuronal resulta
no tan complejo si se tienen bases matemáticas bien sustentados pero, lograr
imitar resultados reales con ello se complica aún más por la varianza de
desarrollo que tiene el cerebro.

Para el inicio de esta tesis, se analizó el procedimiento realizado en [21]
reproduciendo las respuestas categóricas presentadas en el capítulo 3. A me-
dida que se familiarizaba con los conceptos neurológicos, se concluyó que la
presencia de memoria de trabajo en el modelo, no debería ser considerada de
modo independiente al sistema (5). Es así como al principio se realizó la bus-
queda de acoplamiento para los sistemas de la sección 3.4 además de incluir
influencia de nuevas variables, pero el tamaño de muestra proporcionada
en [22] (Apéndice D) no favoreció para la replica de respuestas correctas e
incorrectas de TR y TM en los modelos propuestos.

En las siguientes secciones se presentará la conducción del sistema (8)
para la imitación de las respuestas categóricas descritas en el capítulo 3. Así
también, se exhiben las simulaciones con los valores de las variables que
mejor describen las clasificaciones para este y otro modelo propuesto. La
representación de las fases y aproximación a los datos reales se realizaron
en los simuladores XPPAut y Matlab respectivamente (véase Apéndice B C).

5.1 utilización de los resultados analíticos y ex-
perimentales

Primeramente, se presenta la reproducción de las decisiones categóricas con
un modelo descriptivo, esto con el afán de presenciar las conclusiones ob-
tenidas para la construcción de un modelo predictivo. En otras palabras,
iniciaremos con la edificación de un modelo teórico para las bases princi-
pales del modelo propuesto, el cual se tiene como objetivo el estudio de la
influencia del intervalo categórico en la planificación y ejecución en [21].

La semejanza de bifurcaciones que se obtuvieron al variar M en la subsec-
ción 4.2.2, nos condujo al ajuste de los demás parámetros tratándose de ob-
tener trayectorias que describieran cualitativamente la tarea de [21] —en las
siguientes subsecciones se describe esta geometría—, lográndose en M = 10

y σ = 1; el tener esta elección de parámetros se introduce al régimen de tres

33
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puntos fijos (véase Figura 15 y 22).

Para la descripción de las cuatro fases en el cerebro (inicio de la sección
3.4), se auxilió de los estudios realizados en [19] donde se describe un pro-
ceso más experimental. De esta manera, se presenta la descripción de cada
etapa.

5.1.1 Imitación de la fase 1: carga de estímulo

descripción del punto crítico: Durante la carga de los estímulos, las
zonas neuronales largo–corto se encuentran activas junto con la entra-
das externas EL y ES. Si ambas zonas reciben la misma entrada excita-
toria, el cruce de las ceroclinas proporcionará dos puntos fijos estables.
Dado que se requiere que existan decisiones para largo y corto, requeri-
mos que el conjunto de decisión se encuentre alrededor de la separatriz
(45◦ de las diagonales del plano fase, véase Figura 23). Para que esto
último ocurra, se necesita de la inexistencia de entradas excitatorias–
descripción dada en la fase 2. Es así como se determina un punto de
equilibrio estable para la carga de los intervalos determinado por el
valor de EL = 1 y ES = 0 (véase Figura 23 y 11), el cual traza geométri-
camente los intervalos menores al Intervalo Central (IC) como cortas y
las mayores como largas.

intervalo central: Aunque bien se sabe que las decisiones de una per-
sona deben tener un comportamiento no lineal, se propone para [21],
que el IC sea en 685 (intervalo medio de 450 y 920).

condiciones iniciales: Para que el modelo realice elecciones cortas a la
izquierda y largas a la derecha del IC, se buscaron Condiciones Inicia-
les (CI) donde L ≈ S, es decir, las condiciones del IC se sitúen en la
separatriz. Las CI propuestas son L = 0,52001 y S = 6,502.

Figura 23: Traza de las trayectorias para la descripción de la carga de estímulo.
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5.1.2 Imitación de la fase 2: fase de mantenimiento

Para la fase de mantenimiento, es claro que las zonas neuronales largo–corto
se encuentran silenciadas y para que se cree una línea de atracción cerca de
la separatriz —espacio donde se desea se inicien las tomas de decisión—
, deben manipularse las variables de entrada excitatoria. Dado que en esta
etapa se piensa ya no hay presencia de estímulo, entonces EL = ES = 0 (véase
Figura 24 y 11D). Recordando nuevamente, las lecturas se hacen en t = 1000
ms para todos los intervalos, tiempo de mantenimiento en la memoria.

Figura 24: Traza de las trayectorias para la descripción de la fase de mantenimiento.

5.1.3 Imitación de la fase 3: fase de tiempo de reacción

descripción de los puntos críticos: Se propone un modelo biestable
donde se tienen dos puntos fijos estables a ambos lados de un punto
fijo inestable. El punto de equilibrio inestable permite conducir las tra-
yectorias a uno de los puntos críticos estables donde uno representa
las elecciones cortas y la otra las elecciones largas (véase Figura 25).

condición de las entradas excitatorias: En esta etapa, las neuronas
inician su elección a una de las dos categorías y se propone que el nú-
mero de trayectorias a decisiones cortas sea proporcional a decisiones
largas, para ello se necesita que las lecturas finales de la fase 2 se en-
cuentren cerca de la separatriz y que las entradas excitatorias EL y ES
sean iguales, pues de no ser así, tendríamos más elecciones largas si
EL > ES o elecciones cortas si ES > EL como se aprecia en la Figura 25.
En esta ocasión: ES = EL = 5.

propuesta de umbral: Al inicio del capítulo 1, se dijo que una neurona
desata potenciales de acción si alcanza cierto umbral pero este varía
siempre, es decir, el umbral es dinámico. Hasta la fecha, no se sabe
cuáles son las circunstancias que llevan a la célula su elección por cier-
to umbral.
De esta manera, no es de esperar que para la descripción de los TR,
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el umbral que marca el inicio de movimiento sea distinto para cada
intervalo categórico. Recordando los resultados del capítulo 3, presen-
tamos que el rendimiento en las personas se veía influenciado por la
magnitud del intervalo, esto es, se espera que para intervalos cercanos
del IC el TR sea mayor y en los más alejados sea menor.
Para computarizar los TR a la presentación de los objetivos, se propu-
sieron umbrales circulares que simbolizaban el inicio de movimiento,
de tal manera que las trayectorias al cruzar cierto umbral se iniciaba la
medición del TM (véase Figura 25). Para poder corroborar el párrafo
anterior, se manipularon los umbrales de tal manera que los TR del
modelo coincidiera con la media del TR de los datos en [21] de cada
intervalo (véase Apéndice D).

Figura 25: Traza de las trayectorias para la descripción de la fase de TR. Los círcu-
los representan los umbrales como inicio de movimiento y la zona de
decisión son las posiciones finales de la segunda fase.

5.1.4 Imitación de la fase 4: fase de tiempo de movimiento

Durante la tarea de categorización, se observó que algunas personas inicia-
ban su movimiento antes de tomar una decisión (TR más corta) y decidir
mientras se mueven (TM más larga) siempre y cuando los círculos de deci-
sión estuvieran cerca uno del otro, ya que una modificación de trayectoria
ligera sería suficiente para alcanzar el objetivo deseado.

Dado que los datos del apéndice D, muestran la disvarianza del párrafo
anterior, nuevamente se propone un segundo umbral circular que represen-
te el final de movimiento y al mismo tiempo la decisión concluyente de tal
manera que se aproxime a la media de los TM del ensayo en [21].

Así, para la traza de la última fase se sigue proponiendo un modelo bies-
table manteniéndose las mismas CI: EL = ES =M/2 (véase Figura 26).

Determinar el tiempo en que las trayectorias cruzaban los umbrales para
medir el TR y el TM era cuestión de ajustar radios. La determinación de los



5.2 determinación del modelo predictivo 37

Figura 26: Traza de las trayectorias para la descripción de la fase de TM. Los círcu-
los más pequeños ubicados en los puntos fijos laterales representan los
umbrales de final de movimiento.

radios permitió describir el comportamiento de los umbrales que en inicio se
sospechaba pues, a intervalos cercanos al IC, los umbrales son más grandes
y a intervalos extremos los intervalos son más chicos (véase Figura 27).

5.2 determinación del modelo predictivo

Como se habrá dado cuenta, gran parte del éxito en la reproducción de las
respuestas categóricas dependerá de cómo se elijan los umbrales pues, como
se aludió anteriormente, proponer un umbral fijo para todos los intervalos a
clasificar, no describe el modelo biológico en principio ya que este es dinámi-
co. Para la propuesta de umbrales se echa mano de los resultados descritos
en el capítulo 3, primero desechando los que otorgan poca información hasta
proponer la más objetiva.

(a) Respuestas correctas en TR.
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(b) Respuestas correctas en TM.

(c) Respuestas incorrectas en TR.

(d) Respuestas incorrectas en TM.

Figura 27: La longitud de los radios informa la magnitud del umbral por intervalo.
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determinación de umbral por ángulos. Recordando los resultados a-
rrojados durante los ensayos [21], se observó que la magnitud del ángu-
lo entre objetivos afectaba en la decisión del intervalo pues, a ángulos
mayores, el TR crecía y los TM disminuían. Determinar umbrales en
función del ángulo (45◦, 90◦ y 180◦) creemos, se hace reflejar en la me-
dia de las respuestas en el apéndice D puesto que —representándose
en un modelo descriptivo— es labor de correspondencia de ángulos
con umbrales: a ángulos estrechos, menor era el umbral; al final el pro-
medio de los tres se reflejaba en uno solo. A pesar de proporcionarse
los tiempos por ángulos [22], la unificación de los tiempos por perso-
na no refleja la acertación de las respuestas correctas e incorrectas y
consecuentemente, no podía utilizarse para la imitación categórica.

determinación de umbral por variables cinemáticas. Para la compren-
sión variada de los TM, además de estudiarse la distancia entre objeti-
vos, también se analizaron otras variables cinemáticas (revisar sección
4.2), encontrándose que la dirección del movimiento no influía en el
rendimiento (véase Figura 28A) de categorización pero sí en otras va-
riables :

• en los ejes de 90◦ y 270◦, la área de las trayectorias era menor
(véase Figura 28B),

• la velocidad máxima fue mayor para movimientos en 0◦ y 180◦ y,

• hubo más submovimientos en la dirección de 270◦.

Figura 28: A) Las curvas muestran el rendimiento psicométrico por persona.
B)Trayectorias de todos los movimientos de los individuos en la pantalla.
Figura obtenida de [22].
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A pesar de la influencia de la dirección en los TM, ninguna de las variables
antes mencionadas describen su perfil, pues es claro que la cinemática es
independiente del efecto en los procesos de percepción y categorización.

determinación de umbral por rendimiento. Durante los ensayos [21],
para conocer la influencia que se tenía en el rendimiento, se realizó un
ANOVA de medidas repetidas con tres factores distintos, encontrándose
lo siguiente: ni la dirección del movimiento y ni el ángulo entre los
círculos de respuesta influían en el rendimiento del individio pero la
magnitud del intervalo sí lo hacía. Para intervalos próximos al IC se
observaban más errores, así también los TR y de movimiento eran ma-
yores (véase Figura 10A).

Revisando la conducta de los radios en la sección anterior, se condujo a
la relación de los umbrales que definen el inicio y fin del movimiento
con el rendimiento de los individuos. De esta manera, se decide la
propuesta de umbrales que refleje el rendimiento en las pruebas.

5.2.1 Establecimiento del modelo

En principio, para la simulación de la fase 3 y 4, se decidió proponer como
umbral la media de los TR y TM por intervalo obtenidos de los ensayos en
[21] (véase Apéndice D), pues evidentemente se pretendía conocer la aproxi-
mación del modelo (8) a las respuestas categóricas, obteniéndose las figuras
28 y 29.

Claramente se observa que la aproximación del modelo a las respuestas
categóricas no es tan buena. La imitación de los TM en respuestas incorrec-
tas no asemeja el comportamiento de las decisiones en [21]; en cambio, para
respuestas correctas se sigue el patron creciente a intervalos cercanos del
IC y decreciente para intervalos extremos, sin embargo, se describen muy
debajo de los datos reales. Por otro lado, los TR en respuestas correctas e
incorrectas se asimilan mejor a las decisiones categoricas en excepción de
los intervalos 656 y 870 para respuestas acertadas e intervalos post inicial y
prefinal de las respuestas no acertadas.

Revisando las listas 7 y 8, se encontró que los tiempos de respuestas inco-
rrectas no representaban el tamaño de la muestra propuesta (20 personas),
pues en varias ocasiones aparece en acrónimo Not a Number (NaN), y pro-
bablemente se debía a circunstancias técnicas o indeterminaciones. Esto no
solo permite que el modelo falle sino también no se encuentre relación en las
decisiones incorrectas, por lo que se decide analizar solo a respuestas correc-
tas. La elevación de picos en los intervalos 656 y 870 de respuestas correctas
en TR, se familiarizó con la decisión particular de una persona (véase Lista 5)
provocando sesgo en los datos; mientras tanto en los TM correctos se observa
poca variabilidad entre estimadores. Particularmente, si se hiciera un ajuste
de parámetros en los TR, la imitación del modelo a los datos categóricos es
bastante buena, pero como objetivo inicial se prentende la aproximación de
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las respuestas considerando esta variabilidad.

(a) Fase 3.

(b) Fase 4.

Figura 29: Aproximación del modelo a los datos reales en respuestas correctas. Para
las lecturas en el modelo, se ingresó la media por intervalo de los TR y
TM de las respuestas dadas por los individuos.

Para la proposición del umbral por rendimiento, se adopta que las trayec-
torias de TR y TM sigan describiéndose con el promedio de los datos cate-
góricos pero en dependencia de que a intervalos cercanos al IC el tiempo de
reacción y movimiento sean mayores. De acuerdo a la descripción anterior
se propone que el nivel de rendimiento se defina en la siguiente función:

f (·)(x) = e−|x| − ae−
|x|
s (16)

donde a especifica la altura de y s afecta el decaimiento de f (·) (véase Figura
30).
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(a) Fase 3.

(b) Fase 4.

Figura 31: Aproximación del modelo a los datos reales en respuestas incorrectas.

Figura 30: Función (16) en variación de s
y a.

La media de los TR y TM en los
datos del Apéndice D, refleja que
los intervalos centrales no se hallan
en 685 pues se registran TR más ba-
jos que en TM. Para TR el interva-
lo central se encuentra ≈ 660 mien-
tras que en TM se halla en ≈ 670

—la simulación puede verse en el
Apéndice C. De esta manera se re-
plican las fases 3 y 4 (véase Figura
32).

Nuevamente se observa que la reproducción de los TM en la figura 32b)
no fueron próximas a las respuestas categóricas, pues de acuerdo a los resul-
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(a) Replicas de fase 3 con f (·).

(b) Replicas de fase 4 con f (·).

Figura 32: Imitación de las respuestas correctas en la fase 3 y 4 con f (·).

tados en el capítulo 3 la dirección del movimiento no influyó en el rendimien-
to de categorización. En la búsqueda de variables que pudieran describir el
comportamiento de los TM se halló en [25] que la experiencia visual influye
en los movimientos de las manos de punto a punto. Para regiones fronto-
paralelos en el plano los movimientos son más curvos. De esta manera se
comprende la relación de TM más largos en [21] sin llegar a otra propuesta
de umbral.

Con lo anterior se concluye que a pesar de la implicación de un movimien-
to en una reacción, la definición de una no depende de la descripción de la
otra, es decir, los tiempos de reacción y movimiento son independientes en-
tre sí; sin embargo, se realizó una gráfica de error entre el modelo propuesto
y la media de los datos categóricos (véase Figura 33), donde se encontró qui-
zas, un comportamiento de lucha de decisión largo–corto mientras se hace



44 aproximación a las clasificaciones categóricas

el movimiento.

Figura 33: Gráfica de error de los TM para respuestas correctas.

La figura 33 permitió hacer una relación de comportamiento exitoso de
vida que se menciona en [21] —pues de experimentos realizados por mí
misma— se observó que para experiencias nuevas en un sujeto, no existe
un ajuste inicial de movimiento, esta se hace cuando ya se tuvo un estímu-
lo semejante, por ejemplo: en un entrenamiento de beisbol, se realiza una
tarea llamada voladeros, el cual consiste en atrapar la pelota cuando es ba-
teada a largas distancias. El tiempo de caída de la pelota dependerá de la
curvatura que se haya arrojado, para entonces el jugador debe calcular la
distacia que caerá la pelota. En una práctica se observó que los movimien-
tos de acache en el segundo voladero para un jugador novato, dependía del
éxito o fracaso que se había tenido del primero; si la pimera vez el jugador
se encuentra a una distancia larga y el recorrido de la pelota es corta y no
se atrapa, seguramente habría un registro de TM corto pues probablemente
creería que sobraba tiempo de atrape, y si en la segunda se encuentra con la
misma circuntancia tal vez modificará su movimiento con TM más largas y
sucesivamente, describiéndose así un ajuste de trayectorias y variando el TM
como se observa en la figura 33. Desafortunadamente esto no puede afirmar-
se pero podría hacerse una propuesta de ensayo para otras investigaciones
futuras.



C O N C L U S I O N E S

De los intentos realizados para la imitación de los TR y TM, queda claro
que el comportamiento de las neuronas a la presencia de estímulos es muy
variado y complejo para su descripción. En este espacio se resumen todos
los resultados obtenidos así como algunas sugerencias para posibles trabajos
teóricos o experimentales.

En el capítulo 3, se presentó un modelo de inhibición mutua que fue ins-
pirado de los métodos de soporte mostrados en el capítulo 2 con el objetivo
de estudiar la influencia que la duración del intervalo categorizado tenía en
la planificación y ejecución del movimiento mediante la medición de los TR
y TM, lo que condujo a estudiar este modelo fue la ausencia de justificación
matemática observada en [21], pues a primer vistazo no se comprendía la re-
lación de la memoria de trabajoML–MS con la memoria de almacenamiento
temporal L–S. La similitud de los sistemas con que se representaron ambas
poblaciones realizó a analizarse solo una, concluyéndose que deberían en-
contrarse acopladas.

A lo largo de la investigación de tesis se basó en distintos modelos para
la proposición de alguno que incluyera memoria de trabajo, pero la aproxi-
mación a los TR y TM eran semejantes a los del sistema (8) por lo que se
decidió continuar el análisis en este sistema y utilizando los resultados de
[21]. De las diferentes variables estudiadas, se encontró que el rendimiento si
influía en la planificación del individuo pero no en su movimiento como se
afirma en [21]. A pesar de la propuesta de diferentes variables cinemáticas
que pudieran describir la ejecución de movimiento en [21], ninguno pudo
describir los perfiles de TM y por ende no propinó a la propuesta de un
segundo umbral que describiera el final de movimiento. Sin embargo para
esperanzas a futuro, el artículo [25] afirma que la experiencia visual influye
en los movimientos de las manos de punto a punto y bien, esta podría ser
una variable de estudio para la propuesta de umbrales al término del movi-
miento.

Además de la falta de otras variables experimentales –al menos para las
ejecuciones de los movimientos—, se encontró que la alza de pico en el in-
tervalo 870 de los TR se debía a la elección de una persona; por otro lado,
la inexistencia de algunos tiempos de reacción y movimiento (marcados con
NaN) en las listas de respuestas incorrectas (véase Apéndice D, listas D.3 y
D.4) no muestran el reflejo de decisión de 20 personas y con ello es evidente
que no existen comportamientos establecidos pues, al verse más errores, se
prevee que hubo falta de interés en los ensayos. Los tiempos de reacción y
movimiento con el sistema (8) se replican mejor si se hace un ajuste de pará-
metros pero hacer eso no creemos venga incluido en la maquinaria genética
neuronal. De esta manera se concluye que el tamaño de la población no fa-
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vorece a la imitación de los TR y TM.

Por último, de las figuras 32a y 32b se concluye que los TR y los TM son
independientes una de otra y seguramente deba incluirse influencia visual
como se sugiere en [25].



A S U P E R P O S I C I Ó N Y
L I N E A L I Z A C I Ó N

a.1 principio de superposición

Teorema A.1 (De superposición o principio de superposición). Sean y1, y2, · · ·yk
soluciones de la ecuación diferencial homogénea de orden n

an(x)
dny

dxn
+ an−1(x)

dn−1y

dxn−1
+ · · ·+ a1(x)

dy

dx
+ a0(x)y = 0

donde x esta en un intervalo I. La combinación lineal

Y =

k∑
i=1

ciyi(x)

donde ci constantes arbitrarias para i = 1, 2, · · · , k. También es una solución
cuando x está en el intervalo I.

Demostración. Se prueba el caso k = 2. Sea

L = an(x)D
n + an−1(x)D

n−1 + · · ·+ a1(x)D+ a0(x)

el operador diferencial y sean y1(x), y2(x) soluciones de la ecuación homogé-
nea L(y) = 0. Si definimos y = c1y1(x) + c2y2(x), entonces por la linealidad
de L,

L(y) = L(c1y1(x) + c2y2(x)) = c1L(y1) + c2L(y2) = c1 · 0+ c2 · 0 = 0

El teorema A.1 demuestra que cualquier combinación lineal de soluciones
de una ecuación lineal homogénea es también solución de la ecuación.

a.2 principio de linealización

En los sistemas dinámicos, la linealización es un método para estudiar la
estabilidad local de un punto fijo en un sistema de ecuaciones diferenciales
no lineales [7]. Un sistema es no lineal si no se aplica el teorema A.1.

Teorema A.2 (De primera aproximación o principio de linealización). Sea
f : Ω ⊆ Rn → Rn un campo C1, y sea x0 un punto de equilibrio de x ′ = f (x).

i) Si todos los autovalores de la derivada Df (x0) tienen parte real estrictamente
negativa, entonces x0 es asintóticamente estable.

ii) Si existe un autovalor de Df (x0) con parte real estrictamente positiva, enton-
ces x0 es inestable.
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a.3 ciclos límites

Un ciclo límite es una órbita cerrada y aislada, es decir, la imagen de una tra-
yectoria periódica. Si todas las trayectorias vecinas se acercan al ciclo límite
se dice que es estable y de lo contrario inestable; en casos donde las trayecto-
rias se alejan y al mismo tiempo se acercan del ciclo se le conoce como ciclo
límite semi–estable [29]. Los sistemas lineales pueden tener órbitas cerradas
pero no son aisladas así que no pueden tener ciclos límites.

El siguiente teorema se establecen métodos para que existan órbitas cerra-
das en sistemas particulares.

Teorema A.3 (De Poincaré–Bendixson). Supóngase que

i) R es un subcojunto cerrado delimitado del plano,

ii) ẋ = f(x) es un campo vectorial continuamente diferenciable en un conjuto
abierto que contiene a R,

iii) R no contiene puntos fijos y

iv) existe una trayectoria C que está confinada en R,

entonces C debe aproximarse a una órbita cerrada, es decir, R contiene ciclo límite.



B C Ó D I G O X P PA U T

En este apéndice se muestra el código realizado en XPPAut para la obten-
ción de lecturas en las cuatro fases (Figuras 23–26). Al compilar un código
se arroja una ventana donde puede cambiarse el valor de los parámetros di-
rectamente (véase Figura 34). Los 8 sistemas de ecuaciones corresponden a
cada intervalo para ahorro de simulación en cada uno.

Listado 1: Código de lecturas de decisión

L450’=(-L450+f(EL-S450))/tau

S450’=(-S450+f(ES-L450))/tau

L500’=(-L500+f(EL-S500))/tau

S500’=(-S500+f(ES-L500))/tau

L619’=(-L619+f(EL-S619))/tau

S619’=(-S619+f(ES-L619))/tau

L669’=(-L669+f(EL-S669))/tau

S669’=(-S669+f(ES-L669))/tau

L706’=(-L706+f(EL-S706))/tau

S706’=(-S706+f(ES-L706))/tau

L756’=(-L756+f(EL-S756))/tau

S756’=(-S756+f(ES-L756))/tau

L870’=(-L870+f(EL-S870))/tau

S870’=(-S870+f(ES-L870))/tau

L920’=(-L920+f(EL-S920))/tau

S920’=(-S920+f(ES-L920))/tau

#

f(x)=M*((1/2)+(atan(x/sigma)/pi))

#

L450(0)=.52001

S450(0)=6.502

L500(0)=.52001

S500(0)=6.502

L619(0)=.52001

S619(0)=6.502

L669(0)=.52001

S669(0)=6.502

L706(0)=.52001

S706(0)=6.502

L756(0)=.52001

S756(0)=6.502

L870(0)=.52001

S870(0)=6.502

L920(0)=.52001

S920(0)=6.502
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50 código xppaut

#

par tau=155,EL=5,ES=5

par M=10,sigma=1

#

@ total=1500,dt=0.005

@ xp=S450,yp=L450,xlo=0,ylo=0,xhi=10,yhi=10

@ nmesh=500

@ bound=100000

@ maxstor=7000000

done

Aunque ya tiene varios ańos, XPPAut es un potente programa científico
que permite solucionar ecuaciones diferenciales lineales y no lineales.

Figura 34: Ventana de XPPAut. Figura obtenida de [3].



C C Ó D I G O M AT L A B

Los códigos que a continuación se presentan corresponden a las gráficas de
TR y TM del modelo descriptivo y predictivo. Para la extracción de tiempos,
L y S eran llamadas de listas obtenidas en XPPAut.

Por reducción de tiempo, se creó un programa que arrojara las CI para
fase 2 después de haberse leído los intervalos. Las fases 1 y 2 no cambiaron
para ambos modelos.

c.1 código matlab: primera fase

Listado 2: Código de fase 1 en los modelos.

1 close all

2 clc

3

4 C=importadata(’fase1.dat’);

5

6 Int=[450,500,619,669,706,756,870,920];

7 dt=0.005;

8 F=(Int+dt)/dt;

9 IntL=zeros(8,1);

10 IntS=zeros(8,1);

11

12 disp(’Posiciones Iniciales para la segunda fase’)

13 fprintf(’\nInt L S\n’);

14

15 for m=1:8

16 IntL(m)=C(F(m),2*m);

17 IntS(m)=C(F(m),2*m+1);

18 fprintf(’ %d %f %f\n’,Int(m),IntL(m),IntS(m));

19 end

Dado que el tiempo de lectura en fase 2 era la misma para todos los inter-
valos (1000 ms), este se hacía directo de XPPAut.

c.2 modelo descriptivo: tercera y cuarta fase

Para simular los TR y TM en [21], se propusieron umbrales circulares con
centro en punto fijo. La longitud de los radios fueron aproximados a los um-
brales originales y es evidente que la magnitud de umbral esta en función
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del intervalo.

Listado 3: Código del modelo descriptivo

1 close all

2 clc

3

4 %% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

5 %ARCHIVOS A IMPORTAR

6

7 A=importdata(’fase3.dat’);

8 B=xlsread(’S1.xlsx’,’Hoja1’);

9 %Hoja1: TR Correctas, fase3.dat

10 %Hoja2: TM Correctas, fase4RC.dat

11 %Hoja3: TR Incorrectas, fase3.dat

12 %Hoja4: TM Incorrectas, fase4RI.dat

13

14 %% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

15 %OPERACION CON DATOS DE EXCEL

16

17 PromExc=zeros(8,1);

18

19 for l=1:8

20 PromExc(l)=nanmean(B(1:20,l));

21 end

22

23 %% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

24

25 C2=0.73271;

26 C1=9.2673;

27 dt=0.005;

28 indice=zeros(8,1);

29 tiempo=zeros(8,1);

30

31 Int=[450.00,500.00,619.00,669.00,706.00,756.00,870.00,920.00];

32 r=[1.18382,1.18382,1.4933,2.0784,2.03373,1.4542,1.08135,1.0345];

33 %radios TR correctas

34 %r=[0.09589,.09376,.11603,.16583,.156428,.1095,.08116,.078225];

35 %radios TM correctas

36 %r=[.49514,.631,1.1394,2.12,1.7472,1.0175,.570805,.4499];

37 %radios TR incorrectas

38 %r=[0.03404,.042655,.081526,.1592,.13545,.07378,.041176,.028934];

39 %radios TM incorrectas

40

41 fprintf(’\nInt T. Modelo T. Datos\n’);

42

43

44 for j=1:8

45 if A(:,2*j)<A(:,2*j+1)
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46 i=(C1-A(:,2*j+1)).^2+(C2-A(:,2*j)).^2<=r(j).^2;

47 indice(j)=find(i,1);

48 tiempo(j)=indice(j)*dt-dt;

49 else

50 i=(C2-A(:,2*j+1)).^2+(C1-A(:,2*j)).^2<=r(j).^2;

51 indice(j)=find(i,1);

52 tiempo(j)=indice(j)*dt-dt;

53 end

54

55 fprintf(’ %d %f %f\n’,Int(j),tiempo(j),PromExc(j));

56 end

57

58 %% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

59 %GRAFICAS DE LOS DATOS DE EXCEL Y DAT

60

61 hold on

62 plot(Int,PromExc)

63 plot(Int,tiempo,’r’)

64 title(’Duraciones Correctas’);

65 ylabel(’Tiempo de Reaccion (ms)’);

66 xlabel(’Intervalos (ms)’);

67 %title(’Duraciones Incorrectas’);

68 %ylabel(’Tiempo de Movimiento (ms)’);

c.3 modelo predictivo: tercera y cuarta fase

El siguiente código corresponde a las figuras 32a) y 32b). Las variables de
la función y(·) se eligieron de forma que se respetara la descripción de los
umbrales.

Listado 4: Código del modelo predictivo

1 close all

2 clc

3

4 %% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

5 %ARCHIVOS A IMPORTAR

6

7 A=importdata(’fase3.dat’);

8 B=xlsread(’S1.xlsx’,’Hoja1’);

9 %Hoja1: TR Correctas, fase3.dat

10 %Hoja2: TM Correctas, fase4RC.dat

11 %Hoja3: TR Incorrectas, fase3.dat

12 %Hoja4: TM Incorrectas, fase4RI.dat

13

14 %% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

15 %OPERACION CON DATOS DE EXCEL
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16

17 PromExc=zeros(8,1);

18

19 for l=1:8

20 PromExc(l)=nanmean(B(1:20,l));

21 end

22

23 %% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

24 %ALGORITMO DE MATLAB

25

26 k1=0.005;

27 dt=0.005;

28 y=zeros(8,1);

29 PromIntL=zeros(8,1);

30 PromIntS=zeros(8,1);

31 UmbralL=zeros(8,1);

32 UmbralS=zeros(8,1);

33 tiempo=zeros(8,1);

34 tiempo1=zeros(8,1);

35 Int=[450.00,500.00,619.00,669.00,706.00,756.00,870.00,920.00];

36

37 %Intervalos a clasificar

38

39 B1=[453.57,460.33,480.73,498.05,489.05,474.87,484.14,475.08]; %TR

40 B2=[594.48,625.13,677.94,824.85,682.84,652.16,709.7,668.3];

41 %B1=[308.24,301.31,319.5,286.1,329.65,324.24,332.8,339.75]; %TM

42 %B2=[639.83,646.96,672.91,687.64,711.12,673.88,682.11,653.75];

43

44

45 C1=B1/k1;

46 D1=floor(C1);

47 E1=D1*k1;

48

49 C2=B2/k1;

50 D2=floor(C2)+1;

51 E2=D2*k1;

52

53 A1=(E1+dt)/dt;

54 A2=(E2+dt)/dt;

55 k2=k1/dt;

56

57

58 a=1.01;

59 s=.91;

60 cota=42;

61 div=100;

62 Int1=(Int-660)/div;

63

64 for k=1:8
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65 if (-cota/div)<Int1(k) && Int1(k)<(cota/div)

66 y(k)=exp(-abs(Int1(k)))-a*exp(-abs(Int1(k))/s);

67 else

68 y(k)=0;

69 end

70 end

71

72 fprintf(’\nInt L S Int. Model Int. Datos\n’);

73

74 for j=1:8

75 PromIntL(j)=mean(A(A1(j):k2:A2(j),2*j))-y(j);

76 PromIntS(j)=mean(A(A1(j):k2:A2(j),2*j+1))-y(j);

77

78 if PromIntL(j)<PromIntS(j)

79 i=abs(A(:,2*j+1)-PromIntS(j))<=.00004;

80 tiempo1(j)=find(i,1);

81 tiempo(j)=tiempo1(j)*dt-dt;

82 else

83 i=abs(A(:,2*j)-PromIntL(j))<=.00004;

84 tiempo1(j)=find(i,1);

85 tiempo(j)=tiempo1(j)*dt-dt;

86 end

87

88 fprintf(’ %d %f %f %f %f\n’,Int(j),PromIntL(j),PromIntS(j),

tiempo(j),PromExc(j));

89 end

90

91 %% % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % %

92 %GRAFICAS DE LOS DATOS DE EXCEL Y MATLAB

93

94 hold on

95 plot(Int,PromExc)

96 plot(Int,tiempo,’r’)

97 title(’Duraciones Correctas’);

98 ylabel(’Tiempo de Reaccion (ms)’);

99 xlabel(’Intervalos (ms)’);

100 %title(’Duraciones Incorrectas’);

101 %ylabel(’Tiempo de Movimiento (ms)’);

Para las gráficas de la figura 27, Matlab cuenta con varias apps para hacer
ajuste de curvas, optimizaciones, entre otros.





D DATO S C AT E G Ó R I C O S

En las siguientes listas se presentan la media de los TR y TM en función de
los intervalos clasificados para cada uno de las 20 personas.

d.1 datos correctos de tr

Listado 5: Lista de TR correctas

450 500 619 669 709 756 870 920

1 488.627 507.882 557.431 503.429 522.393 547.179 511.380 527.200

2 477.681 488.114 480.732 510.953 510.026 507.370 484.545 489.014

3 472.889 481.600 483.208 552.000 583.796 538.848 510.414 503.986

4 552.887 544.234 616.238 664.000 595.281 607.288 584.286 566.153

5 552.875 578.125 570.969 559.245 596.320 539.156 554.967 575.138

6 519.250 522.638 547.963 583.961 625.903 534.512 567.723 591.738

7 453.571 460.333 502.000 525.582 502.045 487.207 490.400 488.300

8 573.899 554.894 677.940 709.925 625.196 628.760 588.645 563.242

9 468.708 482.507 503.327 498.053 489.057 474.873 484.145 475.083

10 476.556 490.806 506.246 567.605 562.327 564.153 525.592 516.814

11 534.657 563.516 521.436 527.920 578.412 547.600 530.985 520.727

12 517.479 583.268 575.328 683.964 625.364 533.824 571.854 489.309

13 563.697 605.667 588.476 609.566 587.667 599.757 589.102 575.817

14 528.861 532.060 524.776 572.000 550.085 557.119 552.746 557.556

15 594.485 625.130 632.600 705.514 638.525 593.630 564.814 578.548

16 514.130 530.358 601.021 621.286 546.089 519.393 511.455 516.343

17 516.783 503.453 600.479 560.278 556.739 585.333 551.241 549.191

18 531.912 578.594 574.444 619.875 615.245 586.917 554.302 576.985

19 494.803 499.486 536.739 535.532 637.429 652.167 582.125 524.631

20 572.172 604.339 663.600 824.852 682.840 630.914 709.700 668.292

d.2 datos correctos de tm

Listado 6: Lista de TM correctas

450 500 619 669 709 756 870 920

1 516.090 487.926 516.552 519.184 493.786 515.536 532.640 517.817

2 621.464 616.300 615.857 614.512 605.211 609.907 609.848 630.028

3 466.292 488.214 497.962 522.152 535.082 483.788 490.714 501.662

4 623.831 617.156 672.905 687.636 647.298 670.273 620.700 626.958
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5 594.097 559.472 572.828 591.566 577.760 588.178 573.754 570.646

6 326.458 342.609 335.519 358.431 343.161 350.279 332.800 345.923

7 448.271 468.203 437.485 452.509 447.864 450.414 444.260 438.467

8 308.246 301.318 319.500 286.100 329.652 324.240 334.403 339.758

9 422.375 448.380 462.827 433.658 464.429 434.600 441.942 443.250

10 465.653 468.722 450.088 415.895 458.041 478.288 459.479 480.900

11 639.829 646.953 619.333 652.240 711.118 673.873 651.970 653.742

12 500.155 528.366 560.770 554.873 521.879 534.824 572.958 529.782

13 603.924 646.939 607.302 639.547 589.407 609.027 682.102 632.467

14 378.722 389.925 363.017 314.679 384.678 377.045 381.831 392.472

15 509.727 506.043 503.673 500.108 496.725 512.935 506.458 494.242

16 389.754 383.851 415.396 415.857 412.378 386.286 410.682 420.179

17 434.580 452.500 481.000 433.111 455.674 454.074 434.000 443.088

18 376.691 357.641 382.267 408.125 392.306 398.500 380.937 384.985

19 435.493 435.306 464.609 471.129 512.071 493.633 454.804 456.215

20 420.875 420.339 403.400 408.000 429.740 447.914 436.400 415.846

d.3 datos incorrectos de tr

Listado 7: Lista de TR incorrectas

450 500 619 669 709 756 870 920

1 707.400 567.500 580.071 546.826 541.500 530.000 557.955 512.917

2 447.000 561.500 500.000 515.517 509.176 513.444 464.833 437.000

3 NaN 549.000 618.895 554.308 540.870 639.833 623.500 679.000

4 662.000 669.125 629.471 618.760 620.800 590.833 747.500 NaN

5 NaN NaN 636.625 590.842 660.298 600.889 599.000 548.714

6 NaN 612.000 707.056 583.381 609.244 589.000 617.000 688.143

7 549.000 736.000 523.167 515.353 489.700 508.233 513.364 553.000

8 659.333 679.500 659.591 752.219 718.462 759.500 814.600 900.833

9 NaN 609.000 494.400 481.824 486.486 520.765 559.000 NaN

10 NaN NaN 588.933 558.765 598.261 601.692 739.000 726.500

11 585.500 617.375 549.000 555.979 569.857 699.588 512.333 558.167

12 1063.00 561.000 656.091 547.412 653.282 705.974 714.792 732.118

13 548.667 619.333 594.667 626.053 666.000 658.857 796.538 737.083

14 NaN 633.800 595.929 563.568 573.923 510.800 1098.00 NaN

15 902.500 813.000 645.824 615.400 661.938 726.154 777.846 911.200

16 685.000 517.400 599.583 586.270 713.630 799.438 557.333 650.000

17 827.000 824.750 607.000 595.139 666.115 548.222 689.214 920.000

18 651.750 579.750 596.778 591.050 588.000 552.000 774.222 690.333

19 479.000 NaN 679.333 698.900 587.121 658.833 763.938 622.000

20 850.500 1029.40 861.432 756.578 791.182 914.500 734.583 1056.00
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d.4 datos incorrectos de tm

Listado 8: Lista de TM incorrectos

450 500 619 669 709 756 870 920

1 510.800 494.000 540.714 529.913 500.659 556.500 549.545 488.417

2 527.333 625.500 562.063 612.517 601.676 680.722 640.333 838.000

3 NaN 560.500 497.263 497.718 505.000 410.167 374.500 608.000

4 826.000 660.875 637.529 654.640 661.533 652.833 711.000 NaN

5 NaN NaN 544.250 552.316 566.340 601.852 630.091 574.857

6 NaN 320.667 365.944 324.286 336.171 331.862 444.000 346.571

7 501.500 352.000 485.667 448.529 472.720 489.791 495.636 494.500

8 340.000 317.833 364.091 332.750 322.654 322.727 306.200 329.333

9 NaN 478.000 457.850 460.853 443.027 422.706 487.667 NaN

10 NaN NaN 487.267 502.912 445.435 421.154 448.000 433.500

11 522.000 650.500 645.576 629.319 660.476 678.118 660.667 692.167

12 472.000 784.000 495.364 640.588 583.128 614.211 542.250 568.176

13 692.333 694.333 773.444 640.895 629.778 633.200 644.462 647.000

14 NaN 357.400 351.929 374.091 321.308 351.400 254.000 NaN

15 474.333 507.667 508.176 493.971 506.656 472.231 518.385 509.200

16 440.667 382.600 383.250 393.081 378.296 362.375 414.833 449.400

17 503.667 520.000 455.625 445.139 460.923 454.333 427.214 411.500

18 351.000 411.375 384.148 366.475 407.087 431.083 348.222 353.833

19 454.000 NaN 576.333 490.500 465.759 480.643 507.250 520.000

20 387.625 454.000 422.108 440.200 461.818 504.429 430.500 445.857
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conexinas. Grupo de proteínas homólogas que forman los canales inter-
membranas de las üniones comunicante"

corteza prefrontal. También es conocido como córtex prefrontal. Se ubi-
ca frente a las áreas motora y premotora; encargado de las expresiones
de personalidad, tomas de decisión y adecuación del comportamiento.

exámen psicométrico. Son medidas objetivas y tipificadas de una mues-
tra de conducta que permite hacer descripciones y comparaciones de
personas con otras o de uno mismo en diferentes momentos.

memoria de trabajo. Es un constructo teórico de la psicología cognitiva
que se relaciona con la capacidad de mantener en la mente los elemen-
tos que son relevantes para la tarea en curso. La memoria de trabajo
está relacionada con la memoria de corto plazo pero son distintas entre
sí.

pesos sinápticos. Representan la intensidad de interacción entre cada
neurona presináptica y la célula postsináptica.

ruido blanco. Llamado también como sonido blanco. Es una señal aleato-
ria (no correlativa), en donde una descomposición espectral de Fourier,
el dominio de la frecuencia se observan componentes con la misma
amplitud.

secretar. Producir y expeler las glándulas, membranas y células una sus-
tancia.

separatriz. Línea que separa dos zonas con propiedades distintas.

sesgo. En la estadística se conoce como sesgo de un estimador a la diferen-
cia entre su esperanza matemática y el valor númerico del parámetro
que estima. Un estimador cuyo sesgo es nulo se llama insesgado o
centrado.

umbral de receptor. Es la intensidad mínima de energía que un detector
puede registrar.
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CI Condiciones Iniciales

Haciendo redundancia de la palabra, son las condiciones sujetas a
una o al sistema de ecuaciones diferenciales que se imponen a sus
derivadas (Zill, 1997).

CNB Criterio Negativo de Bendixson

Siglas del teorema 4.3. Es un criterio que permite descartar la
existencia de soluciones periódicas para sistemas de ecuaciones
ordinarias tipo autónomo en el plano [13].

DRA Downstream Reading Areas

Traducido como lectura de aŕeas descendentes. DRAj promedia las
actividades de j y Mji con j = {L, S} e i = {1, 2, ..., n}, donde Mji
toma su valor de acuerdo a τmi .

E/S Entrada–Salida

Hace referencia a la función de entradas y salidas exciatorias e
inhibitorias a una población de neuronas. Como visualización
simple véase la Figura 6.

EDO Ecuación diferencial ordinaria

Siglas de referencia.

FHN FitzHugh–Nagumo

Hace referencia al sistema de FitzHugh–Nagumo, el cual, es una
simplificación del modelo de Hodgkin–Huxley.

HG Hartman–Grobman

Siglas del Teorema 4.1 el cual, nos asegura que el retrato fase local
de un punto fijo hiperbólico (Re(λ) 6= 0) es “topológicamente
equivalente” al retrato fase de linealización.

HH Hodgkin–Huxley

Hace referencia al modelo de Hodgkin–Huxley, el cual, es un
modelo de conductancia que explica el paso del potencial de acción
a través del axón.

IC Intervalo Central

Toma el nombre al intervalo medio entre el intervalo 450 y 920 de
los intervalos que se está categorizando en [21].

NaN Not a Number

En español: no es un número. Estas siglas generalmente se utiliza en
lenguajes de programación para expresar resultados imposibles de
calcular como raíces negativas, indeterminaciones etc.
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PF Punto Fijo

Se llama punto de equilibrio o solución estacionaria de una ecuación
diferencial a una solución y(x) = a constante para todo x ∈ R. Es
decir, las soluciones estacionarias son aquellas cuyas gráficas son
rectas horizontales.

TM Tiempos de movimiento

Es el tiempo que se inicia a partir de la realización del
desplazamiento al objetivo.

TR Tiempos de reacción

Es el tiempo medido entre la percepción de un estímulo hasta la
ejecución del movimiento.
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Axón, 3

Bifurcación
Silla–Nodo, 28

subcrítico, 29

supercrítico, 29

Tridente o Pitchfork, 29

Bifurcaciones
globales, 27

locales, 27

Ceroclinas, 13

Ciclo límite, 26, 50

estable, 50

inestable, 50

semi–estable, 50

Criterio Negativo Bendixson, 26,
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Dendritas, 3

Despolarización, 5

Diagrama de bifurcación, 27

Estabilidad, 24

Hiperpolarización, 5

Intervalo central, 34

Lóbulos frontales, 11

Mielina, 3

Modelo
de inhibición mutua, 11, 17

descriptivo, 33, 53

Hodgkin–Huxley, 6

predictivo, 33, 55

Neurona, 3

Neurotransmisores, 3

Órbita, 26, 50

Período refractario, 5

Pesos sinápticos, 13

Potencial
de acción, 3, 5

de reposo, 5

Principio de
linealización, 24, 49

superposición, 24, 49

Punto
de inflexión, 23

estable, 13

fijo, 13, 23, 24

hiperbólico, 25

inestable, 13

Ruido blanco, 19

Sinapsis, 3, 4

Soma, 3

Spikes, 3

Teorema
de Hartman–Grobman, 24, 65

de las Variedades, 25

de Poincaré–Bendixson, 50

Tiempo
de movimiento, 15, 66

de reacción, 15, 66

Tren de spikes, 3
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