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Introduccion

En el procesamiento digital de imagenes existen diversos enfoques para trabajar con ellas. La
morfologia matematica es uno de estos enfoques con una teoria matematica propia bastante desa-
rrollada que reviste un aspecto geométrico y algebraico muy importante que nace como resultado
del uso conceptual de la teoria de conjuntos y de los reticulos. La importancia de sus propiedades
algebraicas radica en el hecho de que estas sirven para evaluar la validez de las transformacio-
nes involucradas en esta teoria. Esta tesis presenta de manera detallada las demostraciones de la
mayoria de las propiedades elementales relativas a las operaciones fundamentales de erosion, dila-
tacién, abertura y cerradura morfologicas establecidas para conjuntos y funciones. Ademads, se dan
diversos ejemplos de las operaciones antes mencionadas y se aplican, en combinaciones especificas,
a imégenes binarias consideradas como conjuntos y a imagenes en tonos de gris consideradas como
funciones. Estas aplicaciones incluyen la deteccién de bordes, la eliminacién de ruido aleatorio y la
segmentacion de objetos para el reconocimiento de formas.

El procesamiento digital de imédgenes es un drea muy amplia que abarca desde aquellos pro-
cesos cuyas entradas y salidas son imégenes, los procesos que extraen atributos o caracteristicas
cuantificables de una imagen hasta aquellos procedimientos que permiten reconocer objetos de for-
ma individual o en grupo. Histéricamente pueden considerarse como las primeras aplicaciones del
procesamiento digital de imédgenes aquellas relacionadas con la adquisicién, mejoramiento e inter-
pretacién de imagenes sensadas por sondas espaciales [8]. Tres aspectos principales de esta area
de conocimiento son el mejoramiento, la restauracién y la identificacién de objetos [3, 8, 22]. Los
métodos de mejoramiento estan orientados al sistema visual humano mientras que los métodos de
restauracion se basan en criterios éptimos independientes de la visién humana. Por otra parte, la
identificacion o el reconocimiento de objetos forma parte del analisis preliminar de una imagen para
efectos de su interpretacion. Entre las herramientas cominmente empleadas se pueden considerar
el analisis de Fourier, los filtros lineales, los métodos estadisticos y los patrones sintacticos para
reconocimiento de objetos en imégenes.

La morfologia matematica se desarrollé en forma paralela e independiente desde mediados de
1960 como una teoria con métodos propios que se utilizo inicialmente para encontrar relaciones
entre la geometria de un medio poroso y sus permeabilidades, la cuantificacion de la petrografia de
minerales de hierro para predecir sus propiedades de molido y que hoy en dia es considerada como
una poderosa herramienta de andlisis de imégenes, especialmente en aquellas aplicaciones donde los
aspectos geométricos son relevantes [17, 26, 27]. La palabra “morfologia” considera como su prin-
cipal objetivo el andlisis de las formas y de objetos y la matematica subyacente se basa en teoria
de conjuntos, teoria de reticulos y topologia [11, 26]. La idea esencial para procesar una imagen es
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utilizar como elemento escudrinador otra imagen mas pequena con una geometria predeterminada
adecuada para evaluar las caracteristicas geométricas y topolédgicas de los objetos presentes en la
imagen y su eleccién depende de dichas caracteristicas. El objetivo final es transformar la imagen
original en otra que sea més adecuada para su andlisis e interpretacién [5, 6, 29].

La presente tesis esta organizada del siguiente modo: En el Capitulo 1, Preliminares, se expone
la perspectiva de la morfologia matematica como un enfoque al procesamiento digital de imagenes
y se plantean los objetivos de la tesis. En el Capitulo 2, Morfologia Matematica Bésica, se dan
los elementos algebraicos de conjuntos y reticulos como fundamento tedrico de las operaciones
morfoldgicas basicas para conjuntos y funciones. Las aplicaciones correspondientes con imagenes
binarias consideradas como conjuntos y para imagenes en tonos de gris tratadas como funciones, se
detallan en el Capitulo 3 de Aplicaciones al Procesamiento Digital de Imagenes. La tesis termina
en el Capitulo 4 donde se dan las conclusiones asi como las contribuciones realizadas.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Enfoques del Procesamiento Digital de Imagenes

Los métodos matematicos y las técnicas computacionales usados en el procesamiento digital
de imdgenes (PDI) dependen en general de la naturaleza de la imagen. En seguida se mencionan
algunos de estos enfoques.

e Lineal. Los métodos de este enfoque estan basados en teorias bastante desarrolladas y su
principal cardcteristica es la reversibilidad de sus operaciones [3, 8, 26]. Dentro de este en-
foque podemos encontrar tipicamente los filtros que trabajan con una representacién de la
imagen en el dominio de la frecuencia, obtenida a través de la aplicacion de la transformada
de Fourier. Aqui la frecuencia se considera como una funcién de coordenadas espaciales inver-
sas conocidas como frecuencias espaciales. Existen tres versiones de la transformada de Fourier
que son el caso continuo, el caso discreto y una técnica particular derivada de esta ultima es la
transformada rdpida de Fourier (FFT). Recientemente se introdujo la transformada Wavelet
(de “ondillas” o “pulsos”) que en el caso de imédgenes proporciona informacién multiresolu-
cién. De manera similar, se emplean las transformadas Wavelet continua, discreta y rapida [8].

Hay filtros lineales que trabajan en el dominio espacial directamente con la imagen. Por
ejemplo, la convolucion, denotada por “x”, es una operacion espacial que transforma una
imagen en otra, lo que en forma matemadtica se expresa asi: g(x,y) = f(x,y) * h(x,y), donde
g es la imagen filtrada (salida), f representa la imagen a filtrar (entrada) y h es una funcién
conocida como respuesta al impulso unitario (delta de Dirac) o funcién de transferencia (i.e.,
g = dxh = h). Para el caso discreto de la expresién anterior, g, f y h son matrices y los
elementos de esta ultima definen la naturaleza de la transformaciéon conocida como nicleo.
Por ejemplo, en un filtro promedio puede usarse como ntcleo una matriz solamente de unos
multiplicada escalarmente por un divisor que es la suma de sus elementos. El resultado es
obtener el promedio local de los pixeles vecinos a un pixel dado segin el tamano de la matriz
correspondiente a h y asignar el valor calculado como nuevo nivel de gris del pixel en la imagen
resultado. Algunas areas de PDI donde el enfoque lineal es fundamental son la tomografia y
la radiologia [3, 8.



e Estadistico. Dentro de los métodos estadisticos estan aquellos que analizan pixeles en forma
simple, por ejemplo los histogramas de niveles de gris de una imagen y que consideran datos
como la media, la varianza, el sesgo o la agudeza. En este enfoque se emplean con frecuencia
técnicas basadas en los momentos de orden k& y momentos centrales del mismo orden. Otros
métodos consideran a los pixeles en pares, por ejemplo, métodos de matrices de concurren-
cia las cuales consideran caracteristicas como el contraste, la homogeneidad y la correlacion
espacial. Los filtros estadisticos también se trabajan en el dominio espacial de la imagen [8, 22].

e Fisico-Matematico. Este enfoque considera una imagen digital como un conjunto espacial
de puntos discretos (pixeles) a cuyas posiciones y niveles de gris se les puede asociar, bajo
ciertas hipotesis, con variables fisicas que se relacionan mediante un modelo fisico matemati-
co y consecuentemente éste resulte 1til para procesar o analizar la imagen correspondiente.
Ejemplos de este enfoque son las técnicas de recocido simulado, contornos activos y del espacio
escalado [24].

e Morfologia Matematica. Este enfoque se distingue de los anteriores en ser de naturaleza
no-lineal ya que se fundamenta en la teoria de conjuntos y reticulos algebraicos [26, 27]. El
objetivo primordial de este punto de vista es obtener informacién de las formas o posibles
estructuras geométricas contenidas en los objetos de interés presentes en una imagen dada, es
decir, la morfologia de dichos objetos. Un aspecto esencial de este enfoque es el ser constructivo
y estratificado, ya que partiendo de las operaciones bésicas de erosion y dilataciéon morfologicas
y el concepto de dualidad se deducen operaciones adicionales que permiten ampliar su alcance.
Es importante mencionar que las operaciones de la morfologia matematica dependen de uno o
mas elementos estructurales que actiian como sondas o analizadores locales que al interactuar
con los pixeles de una imagen dan infomacion de caracter geométrico.

Es comun que en los enfoques de PDI listados antes se hagan mediciones (escalares o vectores) de
las caracteristicas contenidas en una imagen, las cuales se utilizan en el reconocimiento de patrones
(RP) cuyo objetivo principal es la clasificacion de objetos. Un ejemplo tipico es la clasificacién de
imagenes digitales de letras manuscritas en clases patron de la “A” a la “Z” independientemente de
las condiciones en que tales imédgenes fueron adquiridas.

1.2. Perspectiva de la Morfologia Matematica

La morfologia matematica es una técnica no lineal basada en teoria de conjuntos, teoria de
reticulos, topologia y geometria integral. La idea principal del enfoque morfologico es trasformar
una imagen en otra que sea méas apropiada para su andlisis conservando las caracteristicas esenciales
de las formas contenidas en ella. En este sentido, una imagen esta compuesta de objetos o estructu-
ras que tienen diferentes formas y niveles de intensidad las cuales son estudiadas por comparacién
con estructuras de referencia que tienen su propia forma y niveles de intensidad. Por lo tanto los
objetos contenidos en una imagen se consideran como conjuntos cuyo analisis se lleva a cabo con
simples operaciones entre ellos como interseccién, unién y complemento.



Si las diversas regiones de interés tienen asociados diferentes niveles de intensidad y es necesario
comparar los niveles de intensidad, resulta particularmente 1til la teoria de reticulos. Por otra parte,
la topologia es importante cuando se consideran aspectos como la conectividad u homotopia de los
objetos. La geometria integral por otro lado nos ayuda a determinar las dimensiones de las formas.
En la presente tesis se expondran solamente los fundamentos necesarios correspondientes a la teoria
de conjuntos y reticulos.

La morfologia matematica es especialmente ttil cuando se quiere describir y representar objetos
de una imagen ya que considera principalmente el aspecto geométrico en su andlisis. Con un sistema
de operadores morfologicos puede formarse una composiciéon que al actuar sobre objetos de formas
complejas las descomponen en las partes de interés y las que no lo son. Un ejemplo de esto es la
recuperacion de objetos en una imagen distorsionada y ruidosa.

1.3. Desarrollo de la Morfologia Matematica

La morfologia matemética nacié a mediados de los anos sesenta en Francia, cuando George
Matheron estudiaba la relacion entre la geometria de los medios porosos y sus permeabilidades y al
mismo tiempo Jean Serra cuantificaba la petrografia de los minerales de hierro con el fin de predecir
sus propiedades de molido. Estos estudios los llevaron a establecer las bases tedricas para el analisis
de imégenes binarias. Un medio poroso es binario en el sentido de que un punto del medio poroso
estd en un poro o en el material que lo rodea. De esta manera, se consideré como un conjunto al
material circundante a los poros y al conjunto de los poros como el complemento. Asi, los objetos de
la imagen se pueden procesar con operaciones simples de conjuntos. En 1967, G. Matheron propu-
so las primeras transformaciones morfologicas para determinar la geometria de las imdgenes binarias.

La mayor parte del desarrollo de la morfologia matematica se llevd a cabo en el Centro de
Morfologia Matemética (Centre de Morphologie Mathématique) en la Escuela de Minas de Paris en
Fontainebleau creado en 1968 y lidereado por ambos investigadores. El desarrollo de equipo espe-
cializado en procesamiento de imagenes, como lo fue el analizador de texturas, les permitié utilizar
nuevas transformaciones que se adaptaran al tipo de problema que trataban. Asi, el crecimiento de la
morfologia matemadtica se fue caracterizando por la interconexion entre teoria, aplicacién, métodos
y algoritmos. Durante casi una década la morfologia matemética traté solo con imagenes binarias.
A mediados de 1970, y durante otra década més, se extendié a iméagenes en escala de grises, am-
pliando sus conceptos bésicos como la erosion y dilatacién, a funciones nimericas y creando nuevos
operadores tales como el gradiente morfolégico y la transformacion sombrero de copa. A finales de
los afios 80 y principios de los 90, J. Serra, C. Ronse y H. Heijmans generalizaron la morfologia
matematica en el marco tedrico del algebra reticular, en particular su formalizacion sobre reticulos
completos. Con esta generalizacion se di6 mayor flexibilidad a la teoria y fue posible aplicarla a
una gama mas amplia de problemas relacionados con imégenes en color, secuencias temporales de
imagenes (video) y grafos discretos [5, 12, 26, 27, 28|.



1.4. Objetivos y metodologia

En esta tesis se hace un analisis de los fundamentos matematicos de la Morfologia Matematica
y se proponen soluciones mediante este enfoque al procesamiento digital de imagenes en las areas
de la ginecologia (imégenes de ultrasonido) y la histologia (fotomicrografias).

1.4.1. Objetivos general y especificos

El objetivo principal de esta tesis es de presentar en detalle las demostraciones matematicas de
las operaciones basicas de la morfologia matematica y varias de sus propiedades algebraicas, asi como
su ilustracién grafica y su aplicacion al procesamiento de diversas imagenes digitales representativas.

Como objetivos especificos listamos los siguientes:

1. Exponer los rudimentos de conjuntos y reticulos como base para el desarrollo tedrico de la
morfologia matematica.

2. Demostrar las principales propiedades de las operaciones basicas de la morfologia matematica
de conjuntos y ejemplificar dichas operaciones y sus composiciones con imagenes binarias
adecuadamente disenadas o seleccionadas.

3. Presentar las interrelaciones entre conjuntos y funciones con el proposito de establecer el nexo
entre la morfologia matemética de conjuntos y la morfologia mateméatica de funciones.

4. Demostrar las principales propiedades de las operaciones basicas de la morfologia matematica
de funciones y ejemplificar dichas operaciones y sus composiciones con imégenes en tonos de
gris adecuadamente seleccionadas.

5. Aplicar las operaciones morfolégicas descritas en 2) y 4), sus composiciones y secuenciacién a
la deteccion de bordes, eliminacién de ruido aleatorio y segmentacién de objetos o grupos de
objetos geométricos en imagenes binarias y en tonos de gris; analogamente, ajustar contornos
elipticos (dilatados) a formas semiregulares de anomalias en imdgenes de ultrasonido en tonos
de gris.

Hacemos notar que la motivacion detras del objetivo principal se debe a la consideracién de que
las demostraciones son un aspecto relevante que cominmente no se trata de forma explicita y sis-
tematica en los textos de procesamiento digital de imagenes que abordan el enfoque de la morfologia
matematica de manera superficial (por ejemplo, cf. [3, 5, 6, 8, 14, 22]).

1.4.2. Conceptos y técnicas a desarrollar

Iniciamos la exposicion del trabajo de tesis con un repaso de conceptos, propiedades y ejemplos
sencillos de conjuntos y reticulos como base para definir y demostrar las propiedades algebraicas
de las operaciones elementales de la morfologia matematica. En particular se tratan las operacio-
nes morfolégicas de erosién, dilatacién, abertura y cerradura que al componerse entre ellas mismas
o combinarlas con operaciones de conjuntos dan como resultado operaciones adicionales entre las



cuales mostramos gradientes y filtros morfolégicos, enmascaramientos por interseccion o uniéon, y
dilatacion condicional para reconstruccion de componentes conexas. Estas tltimas operaciones se
emplean en la deteccién de bordes, la eliminacién de ruido aleatorio y la segmentacion de objetos
tanto en imagenes binarias como en tonos de gris.

En la parte matematica se ha procurado dar demostraciones con el detalle suficiente para que
no haya dificultad en seguir la argumentacion deductiva partiendo de las definiciones y propiedades
o relaciones previamente demostradas. Se hace empleo de notacién estandar para distinguir con
claridad la morfologia de conjuntos de la morfologia de funciones y a la vez mantener compatibilidad
con su interpretacion para realizar los algoritmos computacionales correspondientes a las operaciones
antes mencionadas.

1.4.3. Diseno y seleccién de imagenes

Béasicamente el diseno de imagenes se refiere a dos aspectos. El primero de ellos corresponde a
la ilustracion de las operaciones morfologicas basicas de erosion, dilatacién, abertura y cerradura
empleando subconjuntos finitos de Z2. Especificamente usamos como apoyo el Visualizador de Mor-
fologia de Imdgenes de A. Conci [4] y la codificacién directa en LaTeX [1, 25] mediante el paquete
PSTricks [31]. Este dltimo paquete se utiliz6 también para las graficas ejemplo con funciones de
una variable en R para ilustrar su erosién y dilatacién. El segundo aspecto concierne al diseno de
diversos elementos estructurales generados mediante el programa de imagenes Paint Shop Pro [32]
y empleados en las aplicaciones tanto del procesamiento morfolégico de imagenes binarias como en
tonos de gris.

Por otra parte, las imagenes binarias y en tonos de gris empleadas con fines explicativos y
de aplicacién fueron cuidadosamente seleccionadas para evidenciar y resaltar la aplicabilidad de
los métodos morfoldgicos y ponderar sus alcances dentro de los objetivos planteados anteriormente.
Para el procesamiento digital de las imégenes seleccionadas, binarias y en escala de grises, aparte del
manejador de imdgenes Paint Shop Pro, se usaron las instrucciones correspondientes a la operaciones
morfoldgicas basicas asi como otras operaciones no morfolégicas de las aplicaciones computacionales
Mamba [2] y Mathcad [20]. En particular, en el caso de Mamba la programacién correspondiente se
realizé con el lenguaje de programacién Phyton (bajo nivel) y en el caso del Mathcad se codificaron
diversos algoritmos en su propio lenguaje de programacién (alto nivel).



Capitulo 2

Morfologia Matematica Basica

2.1. Fundamentos algebraicos

Al estudiar cualquier rama de las matemaéticas el concepto de conjunto es fundamental. La
morfologia matemdtica (MM) se fundamenta en la teoria de conjuntos y los reticulos. Consecuente-
mente, en esta seccién abordaremos algunas nociones basicas, notacién y terminologia de la teoria
de conjuntos y del algebra reticular.

2.1.1. Teoria de conjuntos

Intuitivamente consideramos un conjunto como una coleccion de objetos bien definida, es decir,
que dado un objeto podemos determinar si este pertenece al conjunto o no. A los objetos les llama-
remos elementos o miembros del conjunto y diremos que pertenecen al conjunto. Frecuentemente
los conjuntos son denotados por las letras maytsculas como A, B, ..., Z y los elementos por letras
minusculas como a, b, ..., z; para indicar que x es un elemento de A escribimos x € A y si x no es
elemento de A entonces escribimos = ¢ A.

Principio de extension. Dos conjuntos son iguales si y solo si tienen los mismos elementos. Si A
es igual a B lo denotamos por A = B, y por A # B cuando A y B no sean iguales.

Para especificar el contenido de un conjunto podemos escribir sus elementos entre llaves, por
ejemplo: A = {2,3,5,7,11}, indicando que el conjunto A consta de los nimeros 2, 3, 5, 7y 11.
Otra manera de hacerlo es describir la propiedad que caracteriza a los miembros del conjunto y lo
haremos de la siguiente forma: A = {x : = satisface P} y P es el predicado “z es un niimero primo”.
Aqui las llaves representan las palabras el conjunto de y los dos puntos las palabras tales que, y se
leé “A es el conjunto de los elementos x tales que x satisface la propiedad P”; otro ejemplo esta dado
por el conjunto, C'= {x : z es un entero positivo impar menor o igual que 10} = {1,3,5,7,9}.

El conjunto en el cual estan contenidos todos los objetos bajo discusion se conoce como conjunto
universal o universo del discurso y se denota por lo general con la letra U. El conjunto que no con-
tiene ningin elemento es llamado conjunto vacio o conjunto nulo y se denota por @. Un conjunto
A es un subconjunto del conjunto B si cada elemento de A es un elemento de B. Para la relacion de



inclusién entre subconjuntos y conjuntos empleamos la notaciéon A C B. También podemos decir
que “A esta contenido en B” o que “B contiene a A”; en este ultimo caso escribimos B D A.

Principio de abstraccién: dado un conjunto universal U y una propiedad P existe un conjunto
A C U cuyos elementos satisfacen P.

Decimos que “A no estd contenido en B”, si alguno de los elementos de A no esta en B y lo
simbolizamos por A € B. A continuacion se resumen las propiedades esenciales de la inclusion entre
conjuntos.

e Cualquier conjunto A estd contenido en U, es decir, A C U (contencién).
e Para cada conjunto A se tiene que A C A (reflexividad).

e Si AC By B CC(C, entonces A C C (transitividad).

e ACByBCAsiysglosi A= B (antisimetria).

Si A C B es posible que A = B. Cuando A C B y A # B, entonces se dice que “A es un
subconjunto propio de B”. En el Cuadro 2.1 se listan las operaciones bésicas entre dos conjuntos A
y B subconjuntos de U y suponemos que los elementos x estdan referidos al conjunto universal U.

Operacién entre conjuntos Expresiéon matemdtica
Unién AUB={z:x€Aox € B}
Interseccion ANB={z:x€Ayx € B}
Diferencia A-B={x:x€Ayz ¢ B}
Complemento A={r:2ecUyx¢ A}
Diferencia simétrica AAB =(AUB) - (ANDB)

Cuadro 2.1: Operaciones elementales entre conjuntos

Las afirmaciones siguientes son equivalentes y establecen la relacion entre la inclusion y las
operaciones algebraicas entre conjuntos: A C B< ANB =A<< AUB = B. En el Cuadro 2.2
se listan las leyes del dlgebra de conjuntos. Las siguientes definiciones de caracter geométrico son
especialmente importantes para la morfologia matematica. Sea A C R", la traslacion de A, denotada
por A,, consta de los elementos de A trasladados por el vector x € R, es decir,

A, ={a+z:aec A}, (2.1)
y la transposicion o el simétrico de A se define como el conjunto,
A={-a:a€c A} (2.2)

Los resultados listados en la siguiente proposicién seran de gran utilidad en las demostraciones
desarrolladas en el Capitulo 2.



Ley algebraica Expresién matemdtica

Idempotencia AUA=Ay ANA=A

Asociatividad (AUB)UC =AU (BUC)y (ANB)NC=An(BNC)

Distributividad | AN(BUC)=(ANB)U(ANC)y AU(BNC)=(AUB)N(AUC)
Identidades AU =Ay ANU=A;AUU=Uy AN =9
Involucién (A9)=A

Complementacién AUA=U y ANA=g0 ;U= y 2°=U

De Morgan (AUB)*=A°NB°y (ANB)*= AU B°

Cuadro 2.2: Leyes algebraicas de conjuntos

Proposicién 2.1 Igualdades entre operaciones de conjuntos, traslaciones y simétricos:

a) Conmutatividad de la traslacién con la unién, | J,cp A = Uyes Ba -

b) Conmutatividad del complemento con la traslacion, (B¢), = (B,)¢ = BS.
c¢) Equivalencia de interseccién de traslaciones por complementacion, (\,cp Av = (e ac(B)a -
d) Composicion de traslaciones, (A,), = Azty -

e) Distributividad de la traslacién sobre la unién, (UbE B Ab):{: = Upen Atz -

f) Conmutatividad entre uniones dobles y traslaciones, |,y (Uer B,) = Uyey (Upex Bx)y .

—

g) Distributividad del simétrico sobre la unién, |J A4, = | A, .
beB beB

— ~

h) Oposicién de una traslacién por simétrizaciéon, B, = B_, .



Demostracion:

a) r € UAb<:>E|a€A,bEB talque z=a-+b
beB

sJdeBacAtalque r=b+tas € UBa
acA

b) ye (B, < y=0+ztalque ¥ e B°sy#b+axVbeBeye (B,) R
o Nv=(Uwn) =(Uns) = U
beB

beB acAc acAc

d) ze(A)yez=(a+2)+y,acAsz=a+(r+y), ac A ze€ Ay

e) yG(UAb)x@)EIaEA,bEB tal que y = (a +b) +x

beB
S JdaceAbeB talque y=a+ (b+1z) & UAbﬂ,
beB
f) z € U ( UBy) SdreX,yeY talque z=(b+y)+=x
zeX yeYy v

sIyeYreX talque 2= (b+z)+ys 2z € U(UBE)

yeY zxeX 4

g) UE,:{—(a—I—b):aeAybeB}:U;l\b

beB beB

—

h) B,={-(b+x):beBy={-b—x:-be B} =B_,

De manera anédloga se pueden demostrar las igualdades de los incisos e), f) y g) para la interseccién
de conjuntos.

2.1.2. Ordenes parciales y reticulos algebraicos

Las definiciones de las operaciones de la morfologia matemética suponen que el conjunto en el
cual se trabaja estd dotado de una estructura de reticulo completo ya que se identifican con esta
estructura de modo natural. Por ello, en esta subseccién se presentan los conceptos de ordenes y
reticulos asi como algunos ejemplos, propiedades y tipos de reticulos.

Definiciéon 2.1 Se dice que A es un conjunto parcialmente ordenado cuando lo dotamos de una

relacion binaria <, que leemos como “precede a” y que para x,y y z € A se cumplen las siguientes
propiedades [13, 15, 16],
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o r <z Vuae A (reflexividad).
e Sizx Xyyy=z= 1z = z(transitividad).
e Siz Xyyy=<x=x=y; (antisimetria).

Denotamos un conjunto parcialmente ordenado por la pareja de objetos (A, <), que resalta el hecho
de que A es el conjunto en el cual actia la relaciéon <. A continuacién se dan tres ejemplos de
ordenes parciales:

Ejemplo 2.1 Sea P(A) la familia de las partes de un conjunto A. La relacién de inclusién de
conjuntos “C” es un orden parcial en P(A), la demostracion es trivial y estd basada en la relacién
de pertenencia entre elementos y conjuntos.

Ejemplo 2.2 Sean m,n € Z%, se dice que “m divide a n” y se denota por m | n, si existe un
entero k tal que mk = n. Justificamos a continuacién que esta relacion es un orden parcial. Para
la reflexividad vemos que m | m ya que m -1 = m (k = 1). En el caso de la transitividad, si
suponemos que m | n y n | p entonces existen k,¢ € Z* tales que mk = n y nl = p, por tanto
(mk)t = m(kl) = nl = py como kl = q € Z*, entonces mq = p, es decir, m | p. Finalmente,
para la antisimetria, por hipétesis m | n y n | m, o equivalentemente, mk = n y n{ = m entonces
m(kl) = (mk){ = nl = m si ¢ = kl € Z* entonces mq = m, lo cual implica que ¢ = 1 y en
consecuencia k¢ = 1, de modo que, k =1y ¢ =1 por lo tanto m = n.

Ejemplo 2.3 Sea R(A) el conjunto de todas las particiones de un conjunto A. Sean R; y Ra
€ R(A), se dice que Ry es un refinamiento de Rs si cada conjunto de R esta contenido en algin
conjunto de Ry. Definamos la relacién C como sigue: R; C Ry < Ry es un refinamiento de Rs.
Entonces (R(A),C) es un orden parcial.

Se dice que dos elementos de A son comparables si y sélo si, a = b o b = a, de lo contrario se
dice que a y b no son comparables. La palabra “parcial” se usa para enfatizar que algunos pares de
elementos no son comparables. En cambio, si cualesquiera dos elementos de A en un orden parcial
(A, <) son comparables, entonces se dice que (A, <) es un conjunto totalmente ordenado o forma
una cadena.

Ejemplo 2.4 Sean A y B dos conjuntos totalmente ordenados, entonces el conjunto producto
(producto cartesiano) A x B también es totalmente ordenado, mediante la relacién (a,b) < (a’,b')
siysélosi,a=<ad oa=dadyb=1¥, denominada orden lexicogrdfico u orden de diccionario.

Sea A un conjunto parcialmente ordenado. Los elementos a,b € U son llamados cota superior
de Asixz < ay cota inferior de A si b = x para todo x € A. A la menor de las cotas superiores se le
conoce como el supremo de A, denotado por sup(A), y a la mayor de las cotas inferiores se le conoce
como infimo de A el cual se simboliza por inf(A). Si sup(A) € A, entonces, sup(A4) es llamado el
mdzimo de Ay se denota por méax(A); mientras que si inf(A) € A, entonces, éste es llamado el
minimo de A, denotado por min(A). Un conjunto parcialmente ordenado A puede reprentarse del
siguiente modo. El elemento a es predecesor inmediato de b en A o b es un sucesor inmediato de a
en A, denotado por a < b, si no existe un elemento x tal que a < x < b. El diagrama de Hasse
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de un conjunto finito parcialmente ordenado A, se construye asi: si a < b, se traza una linea que
une a y b donde b se escribird por encima de a y los vértices del diagrama seran los elementos del
conjunto.

Ejemplo 2.5 Sea A = {1,3,4,8,12,15,16,24} con la relacién “z divide a vy y B = {1,2,3,4}
con la relacién de orden “R; refinamiento de Ry en R(B)”. La figura 2.1 a) y 2.1 b) muestra los
diagramas de Hasse de A y R(B), respectivamente.

16 24 1234

E‘S 1‘2 15
\\\ /// \\\ /// 14/32 /234 124/3 13|24 123/4 134 12/34
4 3

[ ]
1/23/4 2/3 1/24/3\ / 13/2/4 12/3 1/2/34

1/2/3/4
a) b)

Figura 2.1: Diagramas de Hasse de dos d6rdenes parciales: a) relacién “x divide a y” en Ay b) “R4
es un refinamiento de Ry” en R(B); para simplificar la notacién de una particién, escribimos p.ej.,
la particion {{1,2}{3,4}} como 12/34.

Definicién 2.2 Sea L un conjunto no vacio parcialmente ordenado. Un reticulo, denotado por
(L, A, Y), es una estructura algebraica en la cual estdn definidas dos operaciones binarias llamadas
encuentro y reunion, denotadas por A y Y, respectivamente, para las cuales a A b = inf(a,b) y
a Y b=sup(a,b), existen y pertenecen a L para cualquier par de elementos a,b € L.

Si no hay lugar a confusién con las operaciones de encuentro y reunién podemos simplificar la
notacién de (L, A, Y) y escribir simplemente L.

Definicién 2.3 L dotado de las operaciones binarias A y Y es un dlgebra reticular si para cuales-
quiera a,b y ¢ € L, se cumplen las siguientes leyes:

eailb=bAa y aYb=bYa (conmutatividad).

o (aib)Lce=a A (bic) v (aYb)Yc=aY (bYc) (asociatividad).
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eai(aYb)=a y aY(aAb)=a (absorcién).

Comprobaremos que las Definiciones 2.2 y 2.3 son equivalentes, ya que las operaciones, A y
Y, cumplen las propiedades que definen un algebra reticular. Analogamente, dada un algebra re-
ticular podemos definir un orden parcial de la siguiente manera: z < y si y sélosi x Ay = z, o
equivalentemente, x < y si y solo si x Y y = y. Verificamos primero que Y es un orden parcial en L,

e Para la reflexividad usamos la propiedad de absorcién dos veces de modo que, © A © =
x A (zY (x Ay)) ==z (por idempotencia), lo cual implica, por definicién, que = < z.

e Para la transitividad, supongamos que xr < y v que y < z, entonces, t Ay =2y y A 2z =1y,
asl, z Az=(r Ay)Az=x A (y Az2)=2xAy=ua,y por definicién, z < z.

e Para la antisimetria, si x < y y y < x, entonces, xt Ay =z y y A x = y. Por la propiedad
conmutativa tenemos que, x = Ay =y A x =y, por lo tanto, z = y.

Por otra parte, considerando L como un &algebra reticular, vemos que,
e (zAyhez=asA(yrz)=zA(zAy)=(rAz)Ay=uzAy; ademds,
e (TAy)hy=zA(yry)=z iy rziy3rzyrly3y.

Ahora, suponiendo que z = x'y z =< y, entonces, z A x = zy 2z Ay = z. Consecuentemente,
(zAx) A(zAy)=2Az=z loqueequivale a, z A (z A y) = z y por tanto, z < = A y. Reciproca-
mente, si z < x Ay, yyaque, x Ay XzyaxAy =y, por transitividad obtemos que, z <xy z < v.
Por lo tanto, queda demostrado que un algebra reticular L es un reticulo W

Dado un reticulo L y H C L, se dice que H es un subreticulo de L si x A y,x Y y € H para
cualesquiera x,y € H. A continuacién se numeran las propiedades generales de los reticulos asi como
las propiedades que definen varios tipos de reticulos.

Definiciones
e Consistencia, r <y rxAy=2 y 2y cYy=y.
e Idempotencia, t Az =2 y =Y x ==
e Elemento minimo, si 3min(L) € L = min(L) A = min(L) y min(L) Y 2 =z, Vo € L.
e Elemento maximo, si 3max(L) € L = max(A) Ax =z y max(A) Y x = max(A), Vx € L.
e Regularidad, Vx,y € L, se cumple que, z Ay Sz, 2 Ay Sy, z Yy vy yzYy.
e Monotonia, siy <z entonces, t Ay=<xAz y xYy=zY 2
e Sub-distributividad, (z Ay) Y (z A z) Rz A(yYz) v Y (yAz)X(zYy) A(xY 2).

e Sub-modularidad, siz <z=2Y (y A 2) X (z Y y) A z
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Tipos de reticulos

e Si un reticulo L cumple con la propiedad de subdistributividad en ambos sentidos de la
relacion =, es decir, que satisface las igualdades respectivas, entonces se dice que L es un
reticulo distributivo.

e Un reticulo L paralecual z <z =z Y (y A 2) = (x Y y) A 2, se denomina reticulo modular.

e Si un reticulo L tiene un elemento maximo y un elemento minimo, se denomina reticulo
acotado y se denota como (L, A, Y, max(L), min(L)).

e Sea L un reticulo acotado entonces x’ es el complemento de z si y sélo si A 2’ = min(L) y
x Y 2’ = max(L). Es claro que min(L)" = méx(L) y max(L)" = min(L). Si todo x € L tiene
complemento se dice que L es reticulo complementado.

e Un reticulo L que cumple que todos sus subconjuntos no vacios tienen infimo y supremo, se
dice que es un reticulo completo; en particular, todo reticulo completo es acotado. Si un reticulo
es completo y distributivo entonces, dado un elemento z, este tiene un tinico complemento z’.

La propiedad de distributividad implica la propiedad de modularidad. Sin embargo, aunque todo
reticulo distributivo es modular lo contrario no siempre se cumple. Para més detalles el lector puede
consultar [16].

Ejemplo 2.6 Anteriormente, se mencion6 que (P(U),C) es un conjunto parcialmente ordenado.
Si definimos A A B=ANBy AY B = AU B, para cualesquiera A, B C U, entonces (P(U),N,U)
es un reticulo completo en el que min(P(U)) = @ y méx(P(U)) = U.

Ejemplo 2.7 Sea D,, el conjunto de los divisores de un niimero entero positivo exento de cuadrados
(en su descomposiciéon como producto de niimeros primos). Entonces, como se vié en el Ejemplo 2.2,
(D, |) es un conjunto parcialmente ordenado bajo la relacién de divisibilidad. Si definimos p A ¢ =
mem(p, ¢) (minimo comn multiplo) y pY ¢ = med(p, ¢) (méximo comun divisor), para cualesquiera
p,q € D, entonces (D,,, mcm, med) es un reticulo completo en el que min(D,,) = 1 y méx(D,,) = n.

2.2. Concepto de transformacion morfolégica

La idea intuitiva que tenemos acerca de la estructura de los objetos no basta, pues ésta no siem-
pre puede precisarse. Ademas, es practicamente imposible dar una descripcion objetiva y completa
de un objeto cualquiera. Un observador vera un objeto de manera personal, haciendo énfasis en
ciertas caracteristicas que le interesen y asi transformara este objeto en otro con ciertos detalles
resaltados. El observador dira que la parte del objeto que le interesa tiene picos, es cuadrado o re-
dondo, pequeno o grande. Estos atributos son el resultado que la persona obtuvo tal vez comparando
cierta parte del objeto bajo estudio con una estrella, un cuadrado, un circulo, u objetos similares en
forma y tamano. A estos ultimos objetos se les puede identificar como elementos estructurales y a la
manera de relacionarlos como una transformacién morfolégica. Asi pues, la morfologia matematica
es una teoria que considera los aspectos geométricos locales que sean de interés particular al analizar
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uno o mas objetos.

Las transformaciones de la morfologia matematica deben cumplir ciertas restricciones, las cua-
les se conocen como principios y a continuacién se describen brevemente. El lector interesado en
profundizar en el significado de estos principios puede consultar el tratado de J. Serra [26].

1. Invarianza bajo traslaciones. La transformacién ¥ es invariante bajo traslaciones si el
trasladar el conjunto A mediante el vector z y aplicarle ¥ es equivalente a aplicar la trans-
formacion ¥ a A y luego trasladar el conjunto resultante a x. Asi, la trasformacién ¥ es
invariante bajo traslaciones siempre que dada x € R",

U(A,) = [W(A)]. - (2.3)

Esta condicion se considera natural ya que en general la estructura de los objetos no cambia
debido a su posicion en el espacio. Por tanto, las trasformaciones que la satisfacen no dependen
de la localizacién de los ejes coordenados.

2. Invarianza al escalamiento. Este principio se caracteriza mateméaticamente de la siguiente
manera, se dice que la transformacién W es invariante al escalamiento si y solo si,

U(AA) = A\U(A) con A € RT . (2.4)

Esta caracterizacion es también bastante plausible ya que, en general, la estructura de los
objetos no cambia por reducciones o ampliaciones.

3. Conocimiento local. Las condiciones experimentales como el tamano del area a estudiar
y la resolucion espacial de los instrumentos de visualizacién imponen la restriccién de un
conocimiento parcial. Asi dado un conjunto X, conocemos solo la interseccion de X con un
conjunto Z, es decir, X N Z (donde el conjunto Z estd determinado por los instrumentos).
Nos interesa saber que la transformacién ¥ aplicada a X N Z sea suficiente para el andlisis
de X. En este sentido, las transformaciones que seran consideradas dentro de la morfologia
matematica son aquéllas trasformaciones cuya aplicacién a X acotada por otro conjunto Z’
(regién de interés) es lo mismo que acotar X por Z, aplicar ¥ y finalmente acotar nuevamente
por Z'. Mateméaticamente, este principio se describe como sigue,

VZ'" acotado, 3Z acotado tal que: ¥(X)NZ' =[¥(XNZ)|NZ. (2.5)

Béasicamente, esta igualdad significa que la transformacion ¥ solamente requiere de un cono-
cimiento local de los objetos y que se tiene la flexibilidad de seleccionar mediante Z y Z’ una
region del espacio que sea de interés para analizar dichos objetos.

4. Semicontinuidad. Este principio esta asociado al problema de determinar la frontera fisica
como el contacto entre dos fases de un medio material. Asi, un primer conjunto de condiciones
experimentales, como la resolucién y magnificaciéon de los instrumentos de visualizacion y
medicion determinaran tres conjuntos. En particular, los dos primeros, denotados por X y
X', incluyen las zonas que podemos asegurar se encuentran en una u otra fase, y el tercer
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conjunto, Ay, estd determinado por las zonas cuya pertenencia a una u otra fase es imposible
de decidir. Cambiando el conjunto de condiciones experimentales es posible determinar otro
conjunto, A,, tal que Ay C Ay, con grosor diferente de cero. Continuando de esta manera,
podemos construir una sucesion encajada {A;} que tienda a un limite A # @& (ver topologia
en Apéndice A). Naturalmente, condicionamos que los conjuntos A; contengan su frontera, es
decir, desde el punto de vista de la topologia, que dichos conjuntos sean cerrados. Si ahora
modificamos la representacion del medio material con una transformacion ¥ creciente, es
decir, si A C B entonces ¥(A) C ¥(B), consecuentemente se dice que la transformaciéon ¥ es
aceptable! en morfologfa matemdtica siempre que W(A;) tienda a U(A).

Los cuatro principios de las tranformaciones morfoldgicas son la base conceptual de la morfologia
matematica tanto de conjuntos como de funciones. En las siguientes secciones se aplicaran los
principios 1) y 2) mientras que los principios 3) y 4) se usaran implicitamente en el contexto de las
aplicaciones de las operaciones morfologicas basicas al procesamiento digal de imagenes binarias o
en tonos de gris. En general estos principios se verifican en tanto no limiten el desarrollo de la teoria
y se han planteado diversos problemas para los cuales la aplicacién de métodos morfolégicos que
los cumplen ha resultado exitosa [6, 7, 11, 17, 29].

2.3. Operaciones basicas morfolégicas de conjuntos

El objetivo central de las operaciones de la morfologia matematica es extraer las posibles es-
tructuras geométricas relevantes de los objetos contenidos en una imagen considerandola como un
subconjunto del plano R? o de la cuadricula Z2. Esta extraccién se logra mediante un sondeo con
otro conjunto denominado elemento estructural (EE) cuya forma geométrica y tamano dependen de
la informacién que se quiera obtener de los objetos presentes en la imagen. Hacemos notar que el
elemento estructural puede considerarse también una imagen que generalmente es de mucho menor
tamano que la imagen original. Las operaciones fundamentales morfolégicas han sido propuestas o
disenadas para que el EE interactie con los objetos de interés de la imagen y al recorrerlos punto a
punto pueda verificarse si este encaja o toca con dichos objetos. Los elementos estructurales usados
para explorar imagenes bidimensionales (en 2D) son conocidos como elementos estructurales planos
ya que tienen la misma dimension que la imagen bajo estudio. En cambio, los elementos estructu-
rales de dimension 3 son llamados volumétricos o en escala de grises.

Notese que los elementos estructurales planos solo dependen de su extension o dominio espacial y
por tanto son independientes de la escala de grises. Al usar elementos volumétricos estos deben tener
valores en la misma escala de grises que la imagen de entrada. En cualquier EE se requiere fijar entre
sus elementos un punto de referencia, por lo general su centro, que permite modificar la accién de las
operaciones morfolégicas de modo que al trasladarse por la imagen el centro del EE se coloca en cada
punto o pixel de la imagen. Como se mencion6 anteriormente la forma y el tamafno deben adaptarse
a las caracteristicas geométricas de los objetos contenidos en la imagen. Por ejemplo un EE con
forma rectangular es adecuado para extraer objetos cuya forma esté compuesta por rectangulos. A

LEl Apéndice C describe muy brevemente el fundamento teérico relativo a la frontera entre dos medios materiales
desde el punto de vista de la morfologia matemaética.
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continuacién definimos las operaciones morfoldgicas fundamentales para el procesamiento y analisis
de imagenes binarias. Los conjuntos considerados en las definiciones siguientes son subconjuntos del
espacio euclidiano R".

2.3.1. Erosion y dilatacion

Definicién 2.4 La erosion del conjunto A por el elemento estructural B, denotada como A & B,

se define como,
Ao B={x:B, C A}, (2.6)

donde B, es el trasladado de B. El resultado de la erosién es un conjunto que contiene aquellos
puntos z € R" tales que B esta propiamente contenido en A cuando su centro se coloca en x.

Teorema 2.1 La erosién puede expresarse mediante la igualdad siguiente,
ASB=()Ay,. (2.7)
beB
Demostracion:
reAeoB & B, CA

& b+r=yeAVbe B

< rx=y—>btalque ye AVbeEB
& rveA,VbeB
=

T e ﬂA—b [ |

Definicién 2.5 La dilatacion del conjunto A por un elemento estructural B, denotada por A® B,

se define como, R
Ao B={x:B,NA# 0} (2.8)

El resultado de la dilatacién es un conjunto que contiene aquellos puntos z € R™ para los cuales al
colocar el centro de B en x se cumple que B, N A # &. Se dice que B, “toca” o “pega’ con A.

Teorema 2.2 La dilatacion puede expresarse del modo siguiente:
AeB=JA. (2.9)
beB
Demostracion:
1€ABGB & B,NA#D

< dy tal que yef?x yyeA

& y=xz—bparaalgin be By ye A

& r=y+bparaalgin be By ye A

& € Ay paraalgin be B

e zelJ4, =
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Proposicién 2.2 Se verifica la distributividad del simétrico sobre la dilatacién, es decir, se cumple
la igualdad y: ©B=A®B.

Demostracion:

/@:UE, Ut=JAs=JA=4cBn (2.10)

beB beB beB beB

En la igualdad anterior se us6 el inciso g) de la Proposicién 2.1.

En la figura 2.2 se muestran los resultados de erosionar y dilatar un subconjunto finito de Z2
(puntos en negro), con cuatro elementos estructurales distintos. Las coordenadas de los elementos
estructurales (EEs) utilizados son: {(0,0), (1,0)} para el segmento horizontal, {(0,—1), (0,0)} para
el segmento vertical, {(1, 1), (2,2)}, para el segmento diagonal y {(0,—1)(—1,0),(0,0),(1,0),(0,1)}
para la cruz.

Notese que con base en la definicién de la dilatacién, los EEs anteriores se simetrizan antes de
realizar dicha operacién. En la figura 2.2, el conjunto del inciso a) es reducido por la erosién a unos
cuantos puntos debido a que solo en estos puntos los EEs estuvieron contenidos en el conjunto (en
cada caso). Observamos que el resultado de una erosién depende de la forma y el tamano del EE;
ademds, el EE del inciso d) en la misma figura no contiene al origen. Mds adelante veremos que el
resultado es simplemente la traslacion de la erosion de la imagen por el EE, cuyo origen ha sido
trasladado al centro de la malla donde se encuentra la imagen. Por otra parte, las dilataciones del
conjunto original, contienen algunos puntos que se encuentran cerca del objeto. Las definiciones de
las operaciones morfolégicas de erosion y dilatacion dadas en esta tesis corresponden a las dadas por
R.M. Haralick [11] y para una explicacién de las diferentes notaciones empleadas puede consultarse
P. Soille [29]. Ya que no existen las operaciones inversas correspondientes a la erosién y dilatacién,
las operaciones morfologicas compuestas descritas en la siguiente seccion recuperan en la medida
que es posible al conjunto original.
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Figura 2.2: a) Subconjunto de puntos del producto cartesiano [—6,6] x [—6,9] C Z2. Los EEs utilizados
son: b) un segmento horizontal, (¢c) un segmento vertical, d) un segmento diagonal y e) una cruz; f), g),
h), e i) son el resultado de erosionar la imagen binaria a) con los EEs b), ¢), d) y e) respectivamente, y
j), k) 1) y m) son el resultado de dilatar la “mariposa” en a) con los EEs simétricos de b), c¢) d) y e),
respectivamente.
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2.3.2. Abertura y cerradura

A partir de las operaciones de erosién y dilatacién se construyen otras operaciones a través de su
composicién algebraica, como la abertura y cerradura morfologicas que a continuacion se definen.

Definicién 2.6 La abertura de un conjunto A por el elemento estructural B, denotada por Ao B,

se define como,
AoB=(AeB)® B, (2.11)

En palabras, la abertura consiste en aplicar una erosién de A por B seguida de una dilatacién del
conjunto resultante por B. Esta nueva operacion selecciona los puntos de A que quedan cubiertos
por alguna traslacién del elemento estructural B que esté completamente contenido en A. Asi,
la abertura de A se obtiene haciendo que el elemento estructural B pase dentro de A, inclusive
tangencialmente en parte de la frontera de A pero sin que ningiin elemento de B salga de A. En la
siguiente proposiciéon podemos observar este hecho.

Teorema 2.3 La abertura puede expresarse de la siguiente manera,

AoB= | B.. (2.12)

B,CA
Demostracion:

r€AoB & xe(AoB)@B
B,N(AcB) 42

Jy tal que yeﬁmyye(AQB)
dHeB talquey=2—-by B,CA
dbeB talquer=y+by B,CA
re B, CA

re | B, ™

ByCA

S A R O

Definicién 2.7 La cerradura de A por el elemento estructural B, denotada por A e B, se define
como,

AeB=(A®B)SB, (2.13)

En palabras, la cerradura consiste en aplicar una dilatacién de A por B seguida de una erosion B.
La idea central de esta operacién morfoldgica es recuperar la forma inicial del conjunto dilatado. La
siguiente proposicién muestra que la cerradura es equivalente a la interseccién de los complementos
de las traslaciones del elemento estructural contenidas en el complemento de A.
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Teorema 2.4 La cerradura puede expresarse como,
A.B:( U Em) - N B. (2.14)
B,CA° B,CA°

Demostracion:

8
m
b

. re(A®B)oB

B, CA®B

(A® B)° C B¢

ye(Ae B)=ye€ B;
ByNA=@=y+z+bVbeB
B,CA=>z4y—bvbeRB
§y§A0:>x¢§y

y CA°=1z€ B
v€ B, VB, CA°
T e ﬂ f?;l

B,CAe

™
(A
s

La abertura morfologica remueve los puntos que no quedan cubiertos por las traslaciones del ele-
mento estructural que encajan localmente en las partes del conjunto A, mientras que la cerradura
morfoldgica anade los puntos que no son cubiertos por las traslaciones de B contenidas en el com-
plemento de A.

En la figura 2.3 se muestran los resultados de abrir y cerrar un subconjunto finito de Z* (puntos
en negro), con dos elementos estructurales distintos. Las coordenadas de los elementos estructurales
(EEs) utilizados son: {(0,0), (0,—1)} para el segmento vertical y {(£1,—1),(0,0),(£1,1)} para el
aspa.

Notese que con base en la definicién de la dilatacién, los EEs anteriores se simetrizan antes de
realizar dicha operacién. En la figura 2.3, el conjunto del inciso a) es reducido por la erosién a unos
cuantos puntos debido a que solo en estos puntos los EEs estuvieron contenidos en el conjunto (en
cada caso). Observamos que el resultado de una erosiéon depende de la forma y el tamano del EE;
ademads, el EE del inciso d) en la misma figura no contiene al origen. Mds adelante veremos que el
resultado es simplemente la traslacion de la erosion de la imagen por el EE, cuyo origen ha sido
trasladado al centro de la malla donde se encuentra la imagen. Por otra parte, las dilataciones del
conjunto original, contienen algunos puntos que se encuentran cerca del objeto.
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Figura 2.3: a)Subconjunto de puntos del producto cartesiano [—7,15] x [—6, 6] C Z?. Los EEs son:
b) un segmento vertical y ¢) un aspa. Los incisos d) y e) son el resultado de aplicar la operacién
de abertura a la imagen binaria a) con los EEs b) y ¢) respectivamente, mientras que f) y g) son
el resultado de aplicar la operacién de cerradura a la imagen binaria a) con los mismos elementos
estructurales respectivamente.
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2.3.3. Propiedades generales

Sea A y B dos subconjuntos de R? o Z2. A continuacién se listan las principales propieda-
des algebraicas que interrelacionan las operaciones basicas de la morfologia matematica incluyendo
explicitamente sus demostraciones.

Dualidad. La erosion y la dilatacién morfolégicas son operaciones duales respecto a la comple-
mentacién de conjuntos y analogamente la abertura y la cerradura son también duales en el mismo
sentido. Esto es,

a) Ao B = (A°® B)°,
b) Ao B = (A°e B)".

Demostracion:

a) (A°®B)° (UAC) :((ﬂAb)c>czﬂAb=A@B,

beB beB

b (aeB)=(( U E)) | B.=4oB ®
Bocias B,CA

Relaciones de orden. Se cumplen las siguientes relaciones de orden,
a) 0 e B=A6BCACADB,

b)) AcBC AC AeB.

Demostracion:

a) x € A6B = B, C A ypuestoque, 0 € B =z =x2+0¢€ A Seax € Ay como
0e B=x=x—0¢€ B,, porlo tanto, B, A # &,

b) Ao B = U B, C A. Puesto que, U LA?IQAC:>AQ< U LA?I)C:AoBI

B;CA EIQAC gngc

Monotonia. La erosién, la dilatacién, la abertura y la cerradura morfdlogicas son operaciones
crecientes en el sentido de la inclusién de conjuntos, esto es, si A C (', entonces,

a) Ao BCCoB,
b)AbBCC® B,
c) AoBC (CoB,
d) AeBC (CeB.
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Demostracion:
a)r€e AB=B,CAC(C=B,CC=z2e€(CoOB,

b) Nétese que ANC = A C C puesto que A C C, luegosiz € A® B
=B, NA#20=B,N(ANC)# 2, yyaque B,N(ANC)C B,.NC
= B,NC#o=2xec(CaB,

c¢) Aplicando el inciso b) al a) obtenemos que, (A6 B)® BC (Co B)® B
y por lo tanto, Ao B C C o B,

d) Aplicando el inciso a) al b) obtenemos que, (A® B)o BC (C @& B)©o B
y por lo tanto, Ae BC CeB N

Idempotencia. La abertura y la cerradura morfolégicas son operaciones idempotentes. Lo que
significa que una segunda composicién con el mismo elemento estructural no cambia el conjunto
obtenido mediante la primera aplicacion del elemento estructural. Asi,

a) (AocB)oB=AoB,
b) (AeB)eB=AeD.

Para la demostraciéon de las igualdades anteriores utilizamos la siguiente observaciéon: B, = B, o B,
para demostrar esta igualdad de conjuntos, vemos que, por la relaciéon de orden del inciso b),
B, o B C B,. Por otra parte, ya que B, C B,, entonces B, C UBngy B, = B, o B. De aqui se
concluye que B, = B, o B.

Demostracion:

a) B, CA& B,oBCAoB< B, CAoB
=AoB= ) B,= |J B,=(40B)oB,

B,CA ByCAoB
b) (AeB)e B = ((As B) 0 B = (((4°0 BY) o B)*
= ((A°0B)oB)*=(A°cB)°=AeB I
Distributividad. La erosiéon es distributiva con respecto a la interseccion de conjuntos, en tanto
que la dilatacion es distributiva con respecto a la unién de conjuntos. En cambio, la erosiéon de un
conjunto con la uniéon de EEs corresponde a la interseccion de las erosiones del conjunto con cada

EE y la dilatacién de un conjunto con la unién de EEs es igual a la unién de las dilataciones del
conjunto con cada EE. Las expresiones matematicas respectivas son las siguientes:

a) (AnC)eB=(AeB)Nn(Ce B),
b) (AuC)e B=(A® B)U(C& B),
c) Ac(BUC)=(AeB)n(Ae (),
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d) A (BUC)=(AeB)U(Aa ().

Demostracion:

a)xre(ANC)e B B, CANC
B, CAy B, CC
reAeByre(CoB

re(AeB)n(Ce B),

(A

B,N(AUC)# @
B,NA#@ 6 B,NC+#0
re€(A®B) 6 z € (C®B)
ve(AeB)U(C®B),

b)ze (AUC)® B

(N

c)re Ao (BUC) (BUC), CA
(B,UC,) C A

B, CAy C,CA
reAeByxeAaC

re(AeB)N(As (),

(A

d)zeAd (BUC) (BUC) NA# O

(B,UC,)NA+

(B,NAU(C,NA) +£ o
€(B,NA) oze(CynA

re(AeB)UAGC) B

te o

Iteratividad. Las siguientes igualdades hacen referencia a la composiciéon de la dilatacion y erosion
con elementos estructurales no necesariamente iguales, es decir B # C|

a) (A@B)@C=Aa (BoO),
2. b) (AeB)eC=Ae(B&C).

Demostracion:
»(Aenec = Jaen.=J(Ua) =U(UB)
ceC ceC beB ceC a€cA
- U(Us) ~Umsaecn=-UJ 4.
a€A ceC acA be BaC
b) (AeB)oC = (AeBXa()=(A@B)®C) =(A®Bal)"

= U@ (Bel)=4cBoC) N

25



Las propiedades anteriores permiten descomponer una operacion morfolégica mediante un ele-
mento estructural de mayor tamano y complejidad geométrica en la misma operaciéon pero con
elementos estructurales de menor tamano y de geometria més simple.

Invarianza bajo traslaciones. La dilatacién, la erosion, la abertura y la cerradura morfolégicas
son invariantes bajo traslaciones.

(ApB),=A, ®B=A® B,,
(AeB),=A,6B=A6B_,.
(
(

b) (Ao B), =A,0oB=A® B,,
AeB),=A,eB=A®B,.
Demostracion:
a) A, ®B = U(Ax)b = UAx-i-b = U(Ab)x =(A®DB).,
beB beB beB
A®B, = UAb:U(Bm)a:<UBa> :<UAb> :(A®B)I7
beB, a€A a€A v beB v

b) A,0oB = (4,©B)@B=(A©B),®B=((AcB)®B),=(A0cB),,
A,eB = (A, oB)eB=(A®B),cB=(A®B)oB),=(AeB), K

Conmutatividad de la dilatacion. Se cumple la igualdad, A ® B = B ® A.
Demostracion:

AoB=JA=JB.=BoAN

beB acA

Propiedades adicionales

La erosion morfolégica no es una operacién conmutativa salvo en el caso de que los conjuntos A
y B sean simétricos respecto al origen. Sin embargo, en combinacién con la simetrizacién y la
complementacién de conjuntos verifica las siguiente igualdad,

AOB=DBco A°.
Demostracion:
A@B:(ACEB§>C:(E@AC)CIEC@AC:B\C@AC [

Para algunas de estas propiedades en el Apéndice A se dan demostraciones alternativas basadas en
las propiedades de unién e interseccion, asi como en los resultados de la Proposicién 2.1.
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2.4. Operaciones morfoldgicas de funciones

Las definiciones y el calculo de la morfologia matematica de conjuntos no pueden aplicarse di-
rectamente al caso de funciones reales de variable real. Por esta razon, en esta seccién, se introducen
conceptos adicionales que permiten hacer uso de la morfologia matematica de conjuntos y median-
te ésta definir y calcular adecuadamente las mismas operaciones con funciones. En particular, lo
anterior se logra asociando un conjunto tnico a una funcién dada.

Definicién 2.8 Sea f : Dy — R, el simétrico de f denotado como J?, se define como sigue:

f:D; =R y fx)=f(-x). (2.15)

Definicién 2.9 Sean A CR", Dy = {z € R"!: Jy € R tal que (z,y) € A} y R* = RU {do0} el
conjunto de los reales extendidos. El tope de A es una funcién denotada por:

T(A): Dy — R* tal que T(A)(x) =suply: (z,y) € A}. (2.16)

Definicién 2.10 Sea D; CR" 'y f: D; — R. La sombra o umbra de f se define como el siguiente
conjunto:

Ul = {(z,y) € Dy xR :y < f(x)}. (2.17)

Lema 2.1 Sea f: D; CR"! x R — R una funcién entonces,

TS =T (2.18)

Demostracién: A continuacién se demuestra que los dominios de las funciones f y T (U[f]) son el
mismo.

Siz € Dy = JyeR tal que (z,y) eU[f] ={(z,y) e Dy xR:y< f(z)} =2 €Dyf, y
sizxe Dy yy=fr)=>y< f(r)=JyeR tal que (z,y) € U[f] = = € Dy = Dujp) = Dy .

Para finalizar demostremos que 7 (U[f](x) = f(x) Vo € Dy . En particular,
TUN(@) =sup{y : (z,y) eU(f)} =sup{y:y < f(2)} = f(x) = TWU))=f

Definicién 2.11 Sea I C R un conjunto de indices y F = {f;|fi : Dy, = R, con i € I} una familia
de funciones reales. Definimos las funciones infimo y supremo de F, denotadas por A F: Dy — R
y V F: Dy — R, respectivamente, por las siguientes expresiones,

A F@ = (N\F)@ = A\ fle) =f{fi@} : Da=Dr . (2.19)

V Fla) = (V)@ =V o) = swplfi@) e e D} o Dy =Dy (2.20)
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Lema 2.2 Sea F la familia de funciones reales f; indizada por I dotada de las operaciones de infimo
y supremo, y P(R™) la familia de subconjuntos de R™ dotada de las operaciones de interseccién y
unién. Entonces, la sombra es un homomorfismo de reticulos completos, (F, A, V) y (P(R"™),N,U),
es decir,

u( A fi) =N uts, (2.21)

u(V 1) =Juts. (2.22)

Demostracion: Sean f, g € F, entonces,

U(N\F) ={@y) € Dy xRey < (A F) (@)
={(z,y) € DA xRy < /\fi(z)}
={(z,y) € D xR :y < fi(z) paratoda i € I}
= {(x,y) € D xRy < fi(x)}

iel

:mu[fi]

iel

U(\ £) ={@y) e Dy xRy < (\/ )}

iel iel
={(z,y) € Dy xR:y < \/ filx)}
iel
={(z,y) € Dy x R:y < fi(x) para algin i € [}
= J{(z,y) e Dy xR :y < fil2)}
iel
- UU [f;] ™
iel
Definicién 2.12 La funcion erosion de f,g € F, denotada por, f © g : Dysy — R, se define como
el tope de la erosién de sus respectivos conjuntos sombra, simbdlicamente,

feg=TWU() eUlg)). (2.23)
Teorema 2.5 La erosién de f con g es equivalente a la siguiente expresion,
(feg) @)= \{f(x+a)—g(a)} con (x+a)e Dy, y (2.24)
a€Dy
Dicyg =D D,. (2.25)
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Demostracion: Haciendo los cambios de variable, x =2’ —a y y = 3/ — b, se tiene que,
{(«",y) = (a,b) : v/ < f(a), 2" € Dy} ={(z,y) 1y < f(x +a) —b, (x+a) € Dy}, (2.26)

En lo que sigue omitiremos el hecho que (z + a) € Dy con el fin de abreviar las expresiones
intermedias y al final restituimos esta condicién. Continuando, si y < f(z + a) — g(a), entonces,
y < f(x+a) —b; es decir, Vb < g(a) se tiene la inclusion,

{(z,9) cy < flata)—g@} C () {(z,9) 1y < fle+a) — 0}

b<g(a)

= () {(zy) :y < fla+a) = b} ={(z,9) :y < f(z +a) - g(a)}. (2.27)

b<g(a)

Ahora, considerando las definiciones previas y resultados anteriores, vemos que,

uifeug) = (| UhHaw= () L@y —(ab)  y<fl@)}

(a,b)eU(g) a€Dgy,b<g(a)
= () {@y:y< fle+a)—b})
ac€Dg  b<g(a)
= (@) 1y < flz+a)—gla)})
= Ulfa—g@]=U[ N\ (f-a —9(a))], (2.28)

donde la ultima igualdad se sigue del Lema 2.2. Asi,

feg=TU) oU@)=TU[ N\ (fa—9@)]) = N (fa— 9(a)) (2.29)

a€Dy a€Dy

= (fog(x)= \ {f(x+a)—g(a)} con (x+a)€Dy.

a€Dy

Finalmente, por la Definicién 2.11 y el Teorema 2.1, se tiene que,

Dicg= () (Df)—a=D;© D, B (2.30)

a€Dy

Corolario 2.1 La sombra de la erosién de f,g € F estd dada por U[f © g] = U[f] © U|g].

Demostracion: de las Ecs. (2.28) y (2.29) vemos que,

uifledlgl=u[ N\ (f-a—gla)] =Ulfo g ®

a€Dy
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Definicién 2.13 La funcion dilatacion de f,g € F, denotada por, f @ g : Dseg — R, se define

como el tope de la dilatacién de sus respectivos conjuntos sombra, simbdlicamente,
feg=TWU()®U(g)).

Teorema 2.6 La dilatacién de f con g es equivalente a la siguiente expresion,

(f@g)(x)= \/ {f(z—a) +g(a)} con (x—a)e Dy, y

a€Dy

Digyg=Ds® D,.
Demostracion: Haciendo los cambios de variable, x = 2’ +a y y = v + b, vemos que,

{(«",y) + (a,b) : v/ < f(a), 2" € Dy} ={(z,y) 1y < f(x —a) + b, (x —a) € Dy}

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

En lo que sigue omitiremos el hecho que (z —a) € Dy con el fin de abreviar las expresiones
intermedias y al final restituimos esta condicién. Por tanto, si y < f(z — a) + b, entonces y <

f(x —a)+ g(a); asi, ¥V b < g(a) se tiene la inclusién,
U {@y) vy <fla—a)+0} S{(z,y):y < flz—a) + g(a)}
b<g(a)

= U@y y<fla—a)+0} ={(z,9) :y < fz —a) + g(a)}.

b<g(a)
Ahora, considerando las definiciones previas y resultados anteriores, se tiene que,

upoug = | U= U @y +b):y<f@)

(a,b)eU(g) a€Dy,b<g(a)

- U (Ut :y< fao—a)+b)

a€Dy  b<g(a)

= J{@y) :y < flz—a)+gla)})

= J ulfa+g@)=u[\ (fa+9(a)]

donde la ultima igualdad se sigue del Lema 2.2. En consecuencia,

feg=TUoUlg)=TU[\ (fa+9@)]) =\ (fa+g(a))

a€Dy a€Dy

= (f®g)(z) = \/ {f(z —a) +g(a)} con (z—a)€ D;.

a€Dy

Finalmente, por la Definicion 2.11 y el Teorema 2.2, se tiene que,

Dyag = U (Dy)a=Dyo D, W

a€Dy
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Corolario 2.2 La sombra de la dilatacién de f,g € F estda dada por U[f @ g] = U[f] ® U[g].
Demostracion: de las Ecs. (2.36) y (2.37) se obtiene,

ufloulgl=u[ \/ (fo+g@)] =Ufog ®

a€Dy

Corolario 2.3 La sombra de la abertura y cerradura de f por g, donde f,g € F, estd dada
vespectivamente por, ULf o g] = ULf| o Ulg] ¥ ULf » g] = Ulf]  Ulg).

Demostracion: Como consecuencia de los Corolarios 2.1 y 2.2 no es dificil ver que,

Ulfogl=U[(fSg) @]
=U[(f ©g) eUld]
= U[fleUlq]) & Ulg]
=U[f]oU]g],

Ulfogl=U[(f®g)O Y]
=U[(f ®g)] oUlg]
= U[fleUlg]) ©Ulg]
=U[fleU[g] M

Es importante hacer notar que las igualdades establecidas entre la sombra de una operacién mor-
fologica de funciones y sus respectivas sombras con la misma operacién de conjuntos son el meca-
nismo algebraico mediante el cual se corresponden las operaciones de la morfologia matemaética de
funciones con las operaciones de la morfologia matematica de conjuntos.

Ademas, el dominio de las funciones erosién y dilatacién se expresa por la misma operacion
morfologica entre los conjuntos dominio de las funciones f y ¢ respectivamente. Por analogia de
nomenclatura, a la funciéon g se le conoce como funcion estructurante la cual interactia con f.
Las expresiones matematicas dadas por los Teoremas 2.5 y 2.6 son de capital importancia para
el procesamiento digital de imagenes en tonos de gris ya que establecen férmulas que permiten el
calculo numérico de la erosién o la dilatacién y son relativamente faciles de implementar en algin
lenguaje de programacion.

Ejemplo 2.8 Considérense las siguientes funciones, f : R — R tal que f(z) =22y g: [—¢,¢] = R
tal que g(z) = —z* + 1 (ver Fig. 2.4). A continuacién se calcula la erosién y la dilatacién de estas
dos funciones. Sea h,(a) = f(z+a)—g(a) con a € [—¢, €]. Sustituyendo los correspondientes valores
de las funciones, realizando los cdlculos y simplificando se tiene que h,(a) = 2a? —|— 2ax + 2% — 1.
Entonces, hi,(a) = 4a+ 2z y hlj(a) =4 >0 Va € (—¢,¢€). Asi, hl(a) =0 a = —5 Vo € (—2¢,2e¢).
Como hj] > 0y a = —35 es el tinico extremo relativo en [—¢, €], entonces a = —% es el minimo
absoluto en [—¢, €]. Por lo tanto, Vo € (—2¢, 2¢), h;, tiene un minimo absoluto en a = —%. Por otra
parte, si « > 2¢ entonces h/, > 0, de modo que h es estrictamente creciente y su minimo absoluto se

alcanza en a = —e y h,(—€) = 2% — 2ex + 2¢® — 1. Ahora, si © < —2¢ entonces I/, < 0 y la funcién
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h, es estrictamente decreciente y alcanza su minimo en a = € donde h,(€) = 2% + 2ex + 2¢* — 1.
Consecuentemente,

22+ 2ex + 262 -1 si r < —2€,
(fog(r)= 1 si —2 << 2, (2.39)
2?2 —2ex + 262 -1 si T > 2€.

Para f @ g, pongamos h,(a) = f(z — a) + g(a) donde a € [—¢, €], entonces h,(a) = z* — 2ax + 1.
Luego, si x > 0, entonces la funcién h, es decreciente y alcanza su maximo en a = —e y si x < 0,
entonces h, es creciente y alcanza su maximo en a = e. Por lo tanto,

22 —2ex+1 si <0,

(f®g)(x)= (2.40)
2 +2x+1 si x>0.

8,,

7,,

6,,

5+ o f o f

4 + oy oy

T feg feg

2\ ofdyg fdy

1 1
ST S I

Figura 2.4: Grafica de las funciones, original f (en rojo), estructurante g (en verde), erosionada
f © ¢ (magenta) y dilatada f @ ¢ (azul); f es la misma en ambos casos pero el dominio de g es
diferente, en la izquierda, e = 1 y en la derecha, e = 1/2.

Corolario 2.4 5i ¢ = 0 y hacemos B = D,, entonces las definiciones de erosién y dilatacién
morfoldgicas entre funciones se simplifican, respectivamente, a las siguientes expresiones,

(feB)(x)= N\ flz+b) = )\ f con (z+b) €Dy, (2.41)
beB beB

(foB)(x)=\/fle=b=\/fi con (z—1b)e€D;. (2.42)
beB beB

En estas expresiones simplificadas, se observa que el valor funcional de la erosién y la dilatacién
en un punto x es el minimo o maximo, respectivamente, considerando la ventana definida por el
elemento estructural B (soporte de g) cuando su origen se traslada a x. Ademds, Dyop = Dy © B
y Dtep = Dy @ B. En este caso particular, ya sea g = 0 o B = Dy, se les denomina elemento
estructural plano y la morfologia correspondiente se conoce como “morfologia matematica plana”.
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Ejemplo 2.9 Considérese la funcién f: R — R tal que f(z) = 2% y B = [—¢, €| (ver Fig. 2.5). A
continuacién se calculan la erosion y dilatacién con el elemento estructural B. Para la erosion, sea
h.(a) = f(x+a) = (x+a)? con a € By x € R, entonces h,(a) = 2(x+a) y h(a) = 2 Va € (—¢,¢).

Por tanto, si z € (—¢,€), h, alcanza su minimo en a = —z y f(x+a) = f(0) = 0. Si = > €, entonces,
h!.(a) > 0 Ya € [—¢,€]; asi, la funcién es creciente y alcanza su minimo en x = —e. Pero si x < —¢
entonces h, es decreciente y alcanza su minimo en a = €. En consecuencia,
(x—e)? si  x<—e,
(feB)(x) = 0 si —e<uz<e, (2.43)
(x+¢€)? si r>e€.

Para la dilatacién, tomando h,(a) = (x—a)? con a € B, entonces h/.(a) = —2(x—a) y h/’(a) =2 > 0
Va € (—¢,€) y consecuentemente, h, no tiene méaximos relativos en (—e¢,€). Si a = €, entonces,
he(a) = (x —€)? y si a = —¢, entonces, h,(a) = (x4 ¢€)?. Paraz > 0, (z —€)? < (z + €)%y si z < 0,
(r —€) > (z + ¢)2. Por lo tanto,

si <0,

vem@-{ % 3 Tsy (2.49)

o f o f
°B B
fOB fO B
f®B f OB

—4-3-2-1 1 2 3 4 1 2 3 4

Figura 2.5: Gréfica de las funciones, original f (en rojo), estructurante B (en verde), erosionada
f © B (magenta) y dilatada f @ B (azul); f es la misma en ambos casos pero el conjunto B es
diferente, en la izquierda, e = 1 y en la derecha, e = 1/2.

Definicién 2.14 Sean f,g € F, entonces la abertura y cerradura de la funcién f con la funcién g
estan dadas, respectivamente, por,

fog=(fog)®g v [feg=([Dg)Og. (2.45)

Teorema 2.7 Las operaciones morfolégicas de abertura y cerradura de dos funciones f,g € F se
determinan con base en sus sombras y el tope como sigue,

fog=TWU[floUlg]) v [feg=TU[feU[g]). (2.46)
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Demostracion: Aplicando la funcién tope al resultado obtenido en el Corolorario 2.3 para la abertura
y cerradura en términos de sus respectivas sombras, se tiene que,

fog=TWU[feg])=TWU[fTeoUlg]),
feg=TWU[feg])=TU[fleUg]) B

Las propiedades de las operaciones de la morfologia matematica de funciones son similares a las
propiedades de la morfologia matematica de conjuntos. Excepto por nomenclatura y notacién, las
demostraciones de dichas propiedades se fundamentan en las relaciones establecidas entre sombras
segun los Corolarios 2.1, 2.2 y 2.3, de modo que para evitar razonamientos analogos hacemos la
descripcion de estas propiedades asi como sus respectivas demostraciones en el Apéndice B.

34



Capitulo 3

Procesamiento Morfolégico de Imagenes

3.1. Representacion matematica de imagenes digitales

Una imagen continua puede ser considerada como la representaciéon visual de una coleccion de
objetos contenidos en una escena. Matematicamente puede ser descrita como una funcién f de dos
o tres variables espaciales, que corresponden a un dominio espacial de coordenadas bidimensionales
x e y (denotadas como 2D), o de coordenadas tridimensionales z, y y z (denotadas como 3D), res-
pectivamente. Para una imagen digital f(x,y) o f(x,y, z) representa un valor o nivel de intensidad
en el sentido fisico en el punto (x,y) o (z,y, z). En el presente contexto, la funcién f se considera
acotada y su rango de valores depende de la escala de intensidades que se esté utilizando. En parti-
cular, una imagen digital es una funcién f que ha sido discretizada espacialmente y cuantizada en
intensidad. Entonces, las imagenes digitales en 2D y 3D se reprensentan como las matrices A = (a;;)
y A = (a;j), respectivamente, donde a;; = f(z;,vy;) v @ije = f(xi,y;, 2x) y los subindices correspon-
dientes recorren los intervalos siguientes i = 1,...,m, 5 =1,...,ny k=1,...,p. Los a;; 0 a;j; son
denominados como elementos de imagen o simplemente pizeles. Hacemos notar que en la notacién
matricial los subindices ¢ y j estan asociados a la posicion del pizel y a; ; corresponde a la intensi-
dad del pizel. En este trabajo restringimos la discusién a imagenes digitales bidimensionales (en 2D).

Segin se defina la escala de intensidades, las imégenes se clasifican en binarias, en tonos de
gris, o en color. En nuestro caso trataremos tnicamente con las dos primeras clases de imagenes.
Especificamente, una imagen binaria es una funcién f definida de D; C Z* a {0,1}, donde Dy es el
dominio espacial de f. Andlogamente, una imagen en tonos de gris es una funcién f que va de Dy C
Z%a{0,1,....,L—1} C N, donde L — 1 es el valor maximo de la escala de intensidades empleada. En
ambos casos, D es un rectangulo o cuadrado, y por convenio, L = 2¥ siendo k un entero positivo que
establece el niimero de bits utilizados para codificar binariamente los ntimeros enteros especificados
en la escala correspondiente. Al conjunto G' = {((z,y),2) € Z>* x N : 2 = f(x,y)} se conoce como
el grafo de G que aparte de representar una imagen digital 2D también puede representarse como
una superficie de intensidades en 3D. Una operacion monaria comunmente empleada es la siguiente:
el complemento o negativo de una funcién discreta y acotada, f : Dy C Z* — {0,1,...,L — 1}, se
denota por ¢y se define como,

[ y) = (L =1) = f(z,y) . (3.1)
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3.2. Tratamiento de imagenes binarias

Como se mencioné anteriormente una imagen binaria es una funcién f con valores en {0, 1}. Si
un punto pertenece a algiin objeto en la imagen, al pixel correspondiente lo asociamos con el nimero
1 y lo representamos en color “negro”, de lo contrario se le asigna el nimero 0 y se representa en
color “blanco”. De acuerdo a esta codificacion, los objetos en una imagen binaria se ven en negro y
el fondo es blanco. También se emplea la codificacién invertida entre negro (0) y blanco (1) como
una representacion alternativa. En este caso, los objetos de la imagen se ven en blanco y el fondo en
negro. Para fines ilustrativos usamos la primera codificacion y en las aplicaciones hacemos empleo
de la codificacién invertida.

Los objetos (subconjuntos) en una imagen binaria estdan formados por puntos en el plano bidi-
mensional que pertenecen al dominio de definicién Dy de la imagen. Asi, en una imagen binaria dis-
tinguimos dos subconjuntos: el conjunto de los objetos, denotado por, Q = {(z,y) € Z* : f(z,y) = 1}
y el conjunto del fondo, simbolizado por ® = {(z,y) € Z* : f(z,y) = 0}. Claramente, D; = QU ®
y QN ® =@. A continuacion, ilustraremos las diferentes operaciones morfologicas aplicadas a una
imagen binaria que en particular corresponde a Grecia continental y algunas de sus islas. Por ello
usaremos nomenclatura geografica para explicar el efecto de las operaciones morfélogicas de manera
local en diferentes partes de la imagen. Los elementos estructurales utilizados para los siguientes
ejemplos son los que se muestran en la figura 3.1.

bk orNnwas
bk orNnwas

bk orNnwas
Ok orNwaa
Ok orNwaa

3-2-101234 32101234 3-2-101234 3-2-101234 -3-2-101 2 3 4
a c d e

Figura 3.1: Elementos estructurales que contienen el origen (0,0): a) el cuadrado B. de 3 x 3
puntos, b) el cuadrado 2B. = B. @ B. de 5 x 5 puntos, ¢) la cruz By con 5 puntos, d) el diamante
2B; = By ® By con 13 puntos y e) el segmento horizontal By, de 1 x 3 puntos.

De esta manera, la Fig. 3.2 ilustra las operaciones de erosion y dilatacion; similarmente, la Fig. 3.3
ilustra las operaciones de abertura y cerradura. En relacién a la Fig. 3.2, la segunda fila muestra que
el resultado de erosionar la imagen binaria es otra imagen en la que han permanecido las regiones
que tienen igual forma y un tamano mayor o igual que el elemento estructural, en consecuencia
las zonas geograficas terrestres en la imagen se reducen y las bahias o lagos se agrandan. Una de
las aplicaciones frecuentes de la erosion binaria es la eliminacién de detalles irrelevantes dado que
dicha operacién es antiextensiva (cf. Cap. 2, Secc. 2.3). Por otra parte, como la dilatacién es una
operacion extensiva, observamos en la tercera fila de la misma figura que varias zonas terrestres han
sido agrandadas haciendo que bahias o lagos se reduzcan y en algunos casos desaparezcan; ademas,
si el espacio entre regiones es suficientemente pequeno entonces estas se unen.

Por parte, en la Fig. 3.3, la abertura binaria, que se muestra en la segunda fila, suaviza las orillas
de las diversas regiones geograficas internamente, elimina pequenas peninsulas, islas e istmos entre
regiones cuando son de menor tamano que el elemento estructural pero mantiene en proporcién el
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tamano de las regiones contenidas en la imagen. La cerradura, como se muestra en el tltima fila, por
su parte rellena todas las estructuras de fondo que son mas pequenas que el elemento estructural,
rellena pequenos lagos o bahias dentro de diversas zonas, rellena canales uniendo regiones cercanas,
suaviza las orillas externamente y en de manera similar a la abertura mantiene en proporcién el
tamano de las regiones contenidas en la imagen.

Figura 3.2: lera fila, imagen binaria; 2da fila, erosiones y 3era fila., dilataciones. Los EE’s por columna,
de izq. a der., son el cuadrado 2B, el diamante 2B, y el segmento horizontal By,.
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Figura 3.3: lera fila, imagen binaria; 2da fila, aberturas y 3era fila, cerraduras. Los EE’s por columna, de
izq. a der., son el cuadrado 2B,, el diamante 2B, y el segmento horizontal By,.

3.2.1. Eliminacion de ruido

En esta subseccion se presentan ejemplos de eliminacion de ruido aleatorio en imagenes binarias.
Como en estas imédgenes los valores estan en el conjunto {0, 1}, el tinico tipo de ruido aleatorio a
considerar es el ruido impulsivo cominmente conocido como ruido de “sal” y “pimienta” para refe-
rirse al cambio de 0 a 1y de 1 a 0, respectivamente. Sea A = (a;;) una imagen binaria (rectangular)
de tamano m x n con mn pixeles. Entonces, una imagen ruidosa de A se define como una imagen
A, = (aj;) afectada por ruido impulsivo donde una fraccién p € [0,1] de sus pixeles, los cuales se
seleccionan aleatoriamente siguiendo una distribucion de probabilidad uniforme, cambian su valor
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mediante la siguiente expresion,
ai; = 7(p(1) < p, 1 —ay,a;), (3.2)

parai=1,...,m,j=1,...,nydonde 7(c,e,, ey) es la funcién condicional cuyos argumentos son la
condicién légica a evaluar ¢, la expresion a evaluar e, en caso de que ¢ = 1 (verdadera) y la expresion
a evaluar ey en caso de que ¢ = 0 (falsa). Ademsds, p(1) es una funcién generadora de ndimeros
aleatorios con distribucién uniforme en el intervalo (0,1). En un contexto computacional la funcién
p(x) se denota por rnd(x) la cual proporciona al azar un ntimero real en el intervalo (0, x). Nétese
que T verifica que el valor del pixel a modificar sea parte de la fraccién total de los pixeles sujetos
a cambiar su valor. De este modo, la construccién dada por la Ec. (3.2), garantiza la aleatoriedad
en la contaminacion de la imagen binaria. En particular, si p = 0 entonces A, = af; = a;; = A
(imagen original, sin ruido) y si p = 1 entonces A, = af; = 1 —a;; = A° (imagen invertida, negativo
o complemento).

La abertura morfolégica aplicada a una imagen binaria ruidosa es capaz de suprimir el ruido
de “sal” ya que primero realiza una erosion del fondo y los objetos contenidos en la imagen, pero
no asi el ruido de “pimienta” ya que al dilatar la erosién previa no cambian aquellos pixeles objeto
que originalmente fueron modificados de 1 a 0. Dualmente, la cerradura morfolégica aplicada a una
imagen binaria ruidosa es capaz de suprimir el ruido de “pimienta” ya que primero realiza una
dilatacién tanto de los objetos como del fondo pero no asi el ruido de “sal” ya que al erosionar la
dilatacién previa no cambian aquellos pixeles del fondo que originalmente fueron modificados de 0
a 1. Sin embargo, una abertura seguida de una cerradura o viceversa logran, segin la naturaleza
del elemento estructural empleado, suprimir primero el ruido de “sal” y luego el de “pimienta” o
viceversa. A estas composiciones se les conoce como filtros morfoldgicos. De este modo, los filtros
morfolégicos abrir-cerrar y cerrar-abrir se definen por las siguientes expresiones:

Pac(Ar, B) = (A, o B)e By ¢ca(Ar, B) = (A, @ B)oB. (3.3)

En las figuras 3.4-3.7 se presentan ejemplos de eliminaciéon de ruido con los filtros morfolégicos
abrir-cerrar y cerrar-abrir usando los elementos estructurales cuadrado y cruz, respectivamente, de
la figura 3.1 correspondientes a los incisos a) y c); en ellas pueden verificarse las observaciones
anteriores concernientes a la accién de la erosiéon y dilatacion segun el orden de composicién como
corresponde a la abertura y cerradura y consecuentemente en ¢,.(A,, B) y ¢ca(A,, B).

En la primera fila de la figura 3.4 se muestra la imagen de Grecia modificada con ruido impulsivo
aleatorio del 5% (lera col.) y 10% (2da col.). La segunda fila muestra el resultado de aplicar la
operacion morfolégica abertura a las imagenes ruidosas de la primera fila y en la tercera fila se aplica
una cerradura a las imagenes de la segunda fila. El elemento estructural utilizado en ambos casos fue
el cuadrado. Al final se coloco la imagen original para su comparacién con los resultados del filtrado
mofolégico ¢..(A,, B.). De manera similar, en la figura 3.5 se utiliza el filtro morfoldgico ¢..(A,, By)
usando en este caso el elemento estructural cruz. Es facil distinguir donde se utilizé el cuadrado o la
cruz puesto que en los bordes de los objetos aparecen sus formas. Notese también que el ruido del
10 % es mas agresivo y por lo tanto es mas dificil “recuperar” completamente la imagen original.
Anélogamente, en las figuras 3.6 y 3.7 se muestra el uso del filtro morfologico ¢ca(A,, B). Para
esta imagen en particular, debido a sus cardcteristicas, el filtro morfolégico ¢ea(A,, B) da mejores
resultados que el filtro morfolégico ¢..(A,, B).
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Figura 3.4: Filtrado morfolégico ¢ac(A,, B.): lera fila, imagenes con 5% y 10 % de ruido impulsivo; 2da
fila, aberturas; 3era fila, cerraduras (resultado del filtrado) y 4ta fila, imagen binaria original A.
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Figura 3.5: Filtrado morfoldgico ¢ac(A,, By): lera fila, imégenes con 5% y 10 % de ruido impulsivo; 2da
fila, aberturas; 3era fila, cerraduras (resultado del filtrado) y 4ta fila, imagen binaria original A.
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Figura 3.6: Filtrado morfoldgico ¢ca(A,, B.): lera fila, imagenes con 5% y 10 % de ruido impulsivo; 2da
fila, cerraduras; 3era fila, aberturas (resultado del filtrado) y 4ta fila, imagen binaria original A.
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Figura 3.7: Filtrado morfol6gico ¢ca(Ar, Bg): lera fila, imégenes con 5% y 10 % de ruido impulsivo; 2da
fila, cerraduras; 3era fila, aberturas (resultado del filtrado) y 4ta fila, imagen binaria original A.
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3.2.2. Deteccién de bordes

Aqui presentamos tres operaciones simples para la deteccién de bordes en imagenes binarias. En
particular se definen las siguientes diferencias de conjuntos en R? dadas por:

Ai(A,B)=A— Ao B, (3.4)
A(A,B)=A& B— A, (3.5)
AJA,B)=A®B-ASB. (3.6)

Las diferencias de conjuntos anteriores reciben el nombre de gradiente interior, gradiente exterior y
gradiente central, respectivamente. En el presente contexto, a las expresiones anteriores se les conoce
como gradientes morfologicos debido a la similitud que tienen con el concepto de gradiente de una
funcién en analisis, relacion que se detalla més adelante. En las figuras 3.8 y 3.9 se muestran ejemplos
de deteccién de bordes usando el gradiente exterior e interior y considerando elementos estructurales
que contienen el origen. Estos gradientes son diferencias de operaciones que son extensivas y anti-
extensivas y localizan puntos donde hay un cambio de tono dentro de una vecindad dada. El
gradiente exterior A.(A, B) es el resultado de hacer la diferencia entre la dilatacién de una imagen
y ella misma. Ya que la operacion de dilatacién es extensiva entonces contiene a la imagen original
y asi el borde son todos aquellos puntos que fueron anadidos por la dilatacion de la imagen original.
De manera similar ocurre con el gradiente interior A;(A, B) pero en este caso el borde serdan todos
aquéllos puntos de los objetos en la imagen original que fueron removidos por la erosion del conjunto.
Por otra parte, el gradiente central A.(A, B) es la diferencia entre la dilatacién y la erosién y
constituye un borde grueso que se usa con frecuencia en el procesamiento digital de imagenes para
enfatizar la separacion de conjuntos de objetos; por ejemplo, en la figura 3.10 se muestra el borde
central de la imagen de Grecia. En seguida se demuestra que si 0 € B entonces el gradiente central
es la unién de los gradientes exterior e interior.

Proposicién 3.1 Sean A, B dos conjuntos en R? y 0 € B entonces,
A.(A,B) = A.(A, B)UA;(A, B). (3.7)
Demostracion:

(AGB—AUA—ASB)=(AGB)NA)U(AN(AS B)*

(4
= [(A®B)nA)U AN KM@B) AU (A6 B)
=[((AeB)uA)nAUAIN[(A® B)U(AS B)) N (A°U (A6 B))
=((A®@B)UA)N MA@B)(A@BYWNA@Bﬂ
=((A®@B)UA)N MA@B)(A@mﬁumeBw
=((AeB)uA)n(Aec B)

= (

A@B)(A@By
—AaB-AcBN
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Figura 3.8: Deteccién del borde interior: 1ra fila, imagen original (duplicada); 2da fila, erosiones y 3ra fila,
diferencias entre originales y erosiones. Los EEs son By (izq.) y B, (der.)
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Figura 3.9: Deteccién del borde exterior: 1ra fila, imdgen dilatadas; 2da fila, imagen original (duplicada)
y 3ra fila, diferencias entre dilataciones y originales. Los EEs son By (izq.) y B, (der.)
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Figura 3.10: Deteccién del borde central: 1ra fila, dilataciones; 2da fila, erosiones y 3ra fila, diferencias
entre dilataciones y erosiones. Los EEs son By (izq.) y B (der.)
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3.2.3. Segmentacién de particulas

En esta tltima subseccion damos un ejemplo de segmentacion en iméagenes binarias entendiendo
por ello el proceso de separar grupos de objetos que satisfacen ciertas condiciones. Un paso en el
preprocesamiento de imagenes en algunas aplicaciones en miscroscopia concierne al problema de
aislar particulas quasi-circulares individuales de particulas similares que se traslapan en grupos
de dos o més particulas (ver la fig. 3.11). Suponiendo que todas las particulas son del mismo
tamano después de haber sido adecuadamente binarizadas, damos a continuacién una secuencia de
operaciones morfolégicas basicas que resultan en tres imagenes consistentes respectivamente de: a)
las particulas que tocan el marco rectangular de la imagen, b) los grupos de particulas internas al
marco que se traslapan, y c) las particulas individuales internas al marco de la imagen.

P1 La imagen binaria a procesar se considera como el conjunto A.

P2 Inicializamos la imagen binaria con la marcaciéon de las particulas que tocan el marco de la
imagen considerando el conjunto, M, = 0A, que es el borde rectangular que limita a A. En
este caso, el tamano de una particula circular es a lo més de 24 x 24 pixeles.

P3 Empleamos el esquema iterativo de dilatacion morfoldgica condicional para obtener el conjunto
de las particulas que tocan el marco de la imagen A, usando ésta misma imagen como conjunto
limitante a la propiedad extensiva de la dilatacién. De este modo, PF = (PF~')®B,)NA, donde,
k=1,...,0,y P = M, (corresponde al inciso a)); en particular, para esta reconstruccion,
l, = 20 y By denota la cruz como EE de 3 x 3 px. El resto de las particulas que no se encuentran
tocando el marco rectangular de A es el conjunto R = A — Plf b

P4 Para extraer los grupos interiores de la imagen que constan de particulas pegadas o traslapadas
empleamos una familia de elementos estructurales la cual consta de segmentos rectilineos con
diversas orientaciones y cuya longitud es mayor que el diametro de un particula. Especifi-
camente, la familia de EEs estd dada por {Bj}§:1 = {0°,30°,45°,60°,90°,120°,135°, 150°},
donde las vecindades son de 31 x 31 px para j par y de 25 x 25 px para j impar. Mediante
esta familia se construye la imagen binaria de marcacién de las particulas que se traslapan,
denotada por el conjunto M;, y que es igual a U?:1(R © B;). Con esta tltima imagen iniciali-
zamos el esquema iterativo de dilatacion condicional para reconstruir los grupos de particulas
correspondientes. Asi, P¥ = (P} @ By) N R, donde, k = 1,...,4, y P® = M,; en particular,
para esta reconstruccién, ¢; = 45.

P5 El conjunto, R = R — P/*, obtenido del paso anterior nos dé practicamente el conjunto de
las particulas individuales internas salvo por unos fragmentos de particulas que pertenecen a
algunos grupos de particulas traslapadas. Estos fragmentos pueden eliminarse por una triple
erosiéon de modo que el conjunto auxiliar, My = ((R' © B.) © B.) © B.) = R © 3B,, nos
proporciona la imagen binaria de marcaciéon para obtener exclusivamente las particulas solas
o individuales y con ella reconstruirlas en forma analoga a las anteriores por dilataciéon con-
dicional. Por lo tanto, P* = (P*!'® B;) N R, donde, k = 1,..., ¢, y P® = M, (corresponde
al inciso c)); en este caso la reconstruccién se realizé tomando /5 = 8.
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P6 Los fragmentos de particulas eliminados en el paso anterior se recuperan en el conjunto, R” =
R'— P* de modo que éstos se reincorporan con los grupos de particulas traslapadas formando
el conjunto final de grupos de particulas traslapadas, es decir, P/* = P/* UR" (corresponde al
inciso b)).

De los pasos anteriores obtenemos finalmente la segmentacién de la imagen binaria A segun las
condiciones impuestas sobre el tipo de particulas a extraer. Esta segmentacion corresponde a una
particién de A, ya que A = PP UP*UPS y PPN Pl =@, PPUPs =@y PlYU Pl = @,
Para efectos de ver la separacién lograda, las tres clases de particulas relativas a los incisos a), b)
y ¢), se muestran respectivamente con los colores verde, azul y naranja en una misma imagen (ver
fig. 3.12).
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Figura 3.11: Arriba de izq. a der.: imagen binaria original (particulas circulares), marcacién de
particulas que tocan el marco de A y particulas de borde extraidas. Abajo de izq. a der.: particulas
interiores (traslapadas e individuales), marcacién de grupos de particulas traslapadas e imagen final
con particulas traslapadas extraidas.
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Figura 3.12: Imagen con particulas solas o individuales, imagen con particulas traslapadas (repetida
de la figura anterior) e imagen coloreada compuesta con los tres tipos de particulas especificados
por a) en verde, b) en naranja y c) en azul.
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3.3. Tratamiento de imagenes en tonos de gris

Como se explicé mas arriba (Secc. 3.2), una imagen en tonos de gris es una funcién f con valores
en {0,1,....,L — 1} C N, donde L — 1 es el valor maximo de la escala de intensidades empleada. El
histograma normalizado de f se define por el vector hy = ng/n, donde k = 0,...,L — 1, ny es el
numero de pixeles con valor de gris k£ y n es el nimero total de pixeles en la imagen. En particular,
el histograma normalizado se identifica con la funciéon de densidad de probabilidad de ocurrencia
de los niveles de gris k presentes en la imagen.

Considerando una imagen en tonos de gris cuyo histograma se distribuya sobre toda la escala
de grises, los pixeles pertenecientes a uno o mas objetos pueden distinguirse de aquellos pixeles
que pertenecen al fondo siempre que dicha distribucién sea bimodal. En tal caso, el nivel de gris
(umbral) que separa los tonos obscuros de los tonos brillantes se encuentra entre ambos modos del
histograma y permite distinguir pixeles objeto de los pixeles de fondo. De acuerdo a esta descripcion,
los objetos en una imagen en tonos de gris se ven en tonos claros o brillantes y el fondo es grisaceo
u obscuro. Es importante mencionar que si el histograma de una imagen en tonos de gris no es
bimodal entonces es mas complejo distinguir que pixeles forman objetos y cuales no. Si empleamos
el complemento de f (“negativo”), es decir, f¢ = (L — 1) — f, entonces se invierte la tonalidad de
grises de objetos y fondo. En este caso, los objetos de la imagen se ven obscuros o grisaceos y el
fondo es claro o brillante. Para fines ilustrativos mostraremos imagenes “positivas” y “negativas”
segtn el contexto de aplicacion.

Los objetos (subconjuntos) en una imagen en tonos de gris estan formados por puntos de una
superficie en el espacio tridimensional. Asi, en general, en una imagen en tonos de gris distinguimos
tres subconjuntos: el conjunto de los objetos, denotado por, Q = {(z,y) € Z? : f(2,y) > Umax}, €l
congunto del fondo, simbolizado por ® = {(z,y) € Z* : f(x,y) < Umin} v €l conjunto interfaz entre
objetos y fondo dado por A = {(z,y) € Z* : f(z,y) € (Umin, Umax) }- Bl conjunto (Umin, Umax) € un
intervalo de tonos de gris (umbrales) los cuales pueden considerarse que no corresponden a pixeles
objeto o de fondo. Claramente, Dy = QUOUA, QNO =0, QNA =2y PNA =2 (en el caso
binario, « = Upin = Umax ¥ A = 9).

A continuacién, ilustraremos las diferentes operaciones morfologicas aplicadas a una imagen en
tonos de gris que en particular corresponde a un edificio (ver figuras 3.13 y 3.14). Los elementos
estructurales utilizados para estos ejemplos son los mismos de la figura 3.1 de modo que estamos
considerando el caso de morfologia matematica de funciones cuyos elementos estructurales son “pla-
nos”. Hacemos notar que las partes de los objetos en la imagen conectadas con el marco rectangular
que la delimita no cambian tanto su morfologia como las que se encuentran en el interior de la
imagen. Esto se debe a que parte del elemento estructural empleado se encuentra fuera del dominio
de definicién de la operacion morfolégica. Una manera de hacer frente a este problema de frontera
es extenderla en sus cuatro lados al menos en la mitad del tamano del EE y asignarles el valor de
gris 0, L — 1, o una combinacién de estos segiin sea necesario. Por otra parte, puede observarse
que en cuanto a los tonos de gris, sus valores disminuyen por erosiéon y aumentan por dilatacién
(cf. las Ecs. (2.41) y (2.42)). Consecuentemente, el efecto de la erosién y dilatacién morfolégicas de
una imagen mediante un elemento estructural plano (¢ = 0y B = D) consiste en obscurecerla o
abrillantarla respectivamente.
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Figura 3.13: De arriba a abajo: imagen en grises, erosiones y dilataciones; por columna de izq. a der., los
EEs son el cuadrado 2B, el diamante 2B, y el segmento horizontal Bj,.
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Figura 3.14: De arriba a abajo: imagen en grises, aberturas y cerraduras; por columna de izq. a der., los
EEs son el cuadrado 2B, el diamante 2B, y el segmento horizontal Bj,.
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3.3.1. Eliminacion de ruido

En esta subseccion se presentan ejemplos de eliminacién de ruido aleatorio en imagenes en tonos
de gris. Como en estas imagenes los valores estan en el conjunto {0, ..., L—1}, existen diversos tipos
de ruido aleatorio los cuales siguen una determinada funcién de densidad de probabilidad (p. €j.,
Gaussiana). Sin embargo, para fines demostrativos y en analogia al caso de las imédgenes binarias,
consideraremos tnicamente el ruido impulsivo (i.e., de “sal” y “pimienta”). Sea f = (f;;) una imagen
en tonos de gris (rectangular) de tamano m x n con mn pixeles. Entonces, una imagen ruidosa de f
se define como una imagen f, = (f7;) afectada por ruido impulsivo en donde una fraccién p € [0, 1]
de sus pixeles, los cuales se seleccionan aleatoriamente con probabilidad uniforme, cambian su valor
mediante la siguiente expresion,

T=7(p(1) <p,7(p(1) £0,5,0,L—1), f;) (3:8)

parai=1,...,m, j =1,...,n y donde 7 y p son las mismas funciones definidas anteriormente
al tratar la eliminacién de ruido en imdgenes binarias. Nétese que 7(p(1) < 0,5,0, L — 1) verifica
que la asignacion del valor minimo o maximo de la escala de grises, 0 o L — 1, ocurra con la
misma probabilidad. De este modo, la construccién dada por la Ec. (3.8), garantiza la aleatoriedad
equiprobable en la contaminacién de la imagen en tonos de gris. En particular, si p = 0 entonces
fr = f; = fi; = f (imagen original, sin ruido) y si p = 1 entonces f, = fi; € {0, L — 1} para toda
(1, 7) lo que quiere decir que el ruido impulsivo al 100 % destruye toda la informacién relativa a los
niveles de gris contenidos en el conjunto {1,..., L — 2}.

La abertura morfolégica aplicada a una imagen binaria ruidosa es capaz de suprimir el ruido
de “sal” ya que primero realiza una erosién del fondo y los objetos contenidos en la imagen, pero
no asi el ruido de “pimienta” ya que al dilatar la erosién previa no cambian aquellos pixeles objeto
que originalmente fueron modificados de a;; a 0 pues el nuevo valor de pixel es el max jyep{ai;}-
Dualmente, la cerradura morfolégica aplicada a una imagen binaria ruidosa es capaz de suprimir
el ruido de “pimienta” ya que primero realiza una dilatacion tanto de los objetos como del fondo
pero no asi el ruido de “sal” ya que al erosionar la dilatacion previa no cambian aquellos pixeles
del fondo que originalmente fueron modificados de a;; a L — 1 ya que el nuevo valor de pixel es
el ming; jyep{a;;}. Sin embargo, una abertura seguida de una cerradura o viceversa logran, segin
la naturaleza del elemento estructural empleado, suprimir primero el ruido de “sal” y luego el de
“pimienta” o viceversa. A estas composiciones se les conoce como filtros morfolégicos. De este modo,
los filtros morfoldgicos abrir-cerrar y cerrar-abrir se definen por las siguientes expresiones:

Q/)ac(fraB) = (fr © B) B y ¢ca(fr>B) = (fr b B) oB. (39)

En las figuras 3.15-3.18 se presentan ejemplos de eliminacién de ruido con los filtros morfolégicos
abrir-cerrar y cerrar-abrir usando los elementos estructurales cuadrado y cruz, respectivamente, de
la figura 3.1 correspondientes a los incisos a) y c); en ellas pueden verificarse las observaciones
anteriores concernientes a la accién de la erosion y dilatacion segun el orden de composicién como
corresponde a la abertura y cerradura y consecuentemente en u.(fy, B) y ¥ac(fr, B).
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Figura 3.15: Filtrado morfol6gico 1 (fr, Be): lera fila, imagenes con 5% y 10 % de ruido impulsivo; 2da
fila, aberturas; 3era fila, cerraduras (resultado del filtrado) y 4ta fila, imagen original en tonos de gris f.
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Figura 3.16: Filtrado morfolégico ¥,.(fr, Bg): lera fila, imdgenes con 5% y 10 % de ruido impulsivo; 2da
fila, aberturas; 3era fila, cerraduras (resultado del filtrado) y 4ta fila, imagen original en tonos de gris f.
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Figura 3.17: Filtrado morfol6gico ¥ca(fr, Be): lera fila, imagenes con 5% y 10 % de ruido impulsivo; 2da
fila, cerraduras; 3era fila, aberturas (resultado del filtrado) y 4ta fila, imagen original en tonos de gris f.
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Figura 3.18: Filtrado morfolégico tea(fr, Bg): lera fila, imdgenes con 5% y 10 % de ruido impulsivo; 2da
fila, cerraduras; 3era fila, aberturas (resultado del filtrado) y 4ta fila, imagen original en tonos de gris f.
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3.3.2. Deteccién de bordes

Similarmente al caso de la imagenes binarias, aqui damos tres operaciones simples para la de-
teccion de bordes en iméagenes en tonos de gris. En particular se definen las siguientes diferencias
de funciones dadas por:

Gi(f.B)=f—-[foB, (3.10)
Ge(f>B):f@B_fa (311)
GJf.B)=f®B—-foB. (3.12)

Las diferencias de las funciones anteriores reciben el nombre de gradiente interior, gradiente exterior
y gradiente central, respectivamente. En el presente contexto, a las expresiones anteriores se les
conoce como gradientes morfologicos debido a la similitud que tienen con el concepto de gradiente
de una funcién en andlisis, relacién que se detalla a continuacion. En las imagenes en escala de
grises los bordes se consideran como el conjunto de pixeles donde los cambios locales de intensidad
son abruptos relativos a una vecindad dada. El concepto de gradiente en la fisica-matematica nos
indica en que direccién una funciéon cambia mas rapidamente; de forma geométrica el gradiente es
un vector normal a la superficie de nivel en el punto bajo estudio.

Definicién 3.1 Sea f una funcién de R? — R. El gradiente de f, denotado por V£, es el siguiente

vector,
vi= (af 8f) . (3.13)

dry’ Oy

En el campo del procesamiento de imagenes los gradientes son manejados a través de sus médulos
y direcciones mas que con su representacion vectorial. La magnitud del gradiente estd dada por,

o () - ()

(Vf)e = arctan (%/%) : (3.15)

y la direccion del gradiente por,

Esta definicién de gradiente definida en R? como espacio Euclideano se aplica a funciones continuas,
por lo tanto no puede aplicarse directamente a las imagenes digitales ya que éstas se definen en un
espacio discreto como Z2.

Definicién 3.2 Sea f una funcién definida en R? y pB un disco de radio p, entonces el gradiente
morfolégico G(f), se determina por el siguiente limite,

G(f) = lim L.EPB =TS pB.

3.16
T (3.16)
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Entonces, si f es diferenciable y = € R?, se tiene,

(f ®pB)(z) = Sup f) = f(x) +plVf(x)|+V(p), (3.17)
(fepB)(z) = Sup fy) = f(x) = p|Vf(z)] + V' (p). (3.18)

donde, V(p) v V'(p) son términos de error que tienden a cero cuando p — 0. Ademds, puede
concluirse que,

(f © pB)(z) = (f © pB)(x) = 20|V f(z)| + (V(p) = V'(p))- (3.19)

De modo que, si p — 0 entonces,

G(f) =IVSl. (3.20)

Asi, siendo f una funcién diferenciable, entonces el gradiente morfolégico corresponde al médulo
del gradiente de f. Por otra parte, la ecuacién 3.16 no puede ser aplicada directamente al caso
discreto, puesto que en este caso el valor del radio méas pequeno posible es p = 1. La definicién de
gradiente en el caso discreto, dada por S. Beucher [23], es entonces la diferencia entre la dilatacién
y la erosiéon por un elemento estructural pB, esto es:

G(f,pB) = f@®pB— fopB. (3.21)

Notemos que la expresién anterior corresponde al miembro derecho de la ecuacion 3.16 para p =
1 salvo el factor de escala 1/2 que no afecta el resultado del gradiente morfolégico debido a la
consideracién establecida por el 2do principio de las transformaciones morfolégicas. De hecho, si
p =11a Ec. (3.21) corresponde al gradiente central G.(f, B) dado al principio de esta seccién. Asi,
G(f, pB) representa la maxima variacién de los niveles de intensidad segin la interaccién local con el
elemento estructural y en consecuencia los gradientes morfoldgicos son frecuentemente aplicados en
problemas de segmentacion para localizar bordes entre regiones que delimitan objetos y regiones que
pertenecen al fondo ya que dichas diferencias enfatizan o resaltan las variaciones altas de intensidad.
En las figuras 3.19, 3.20 y 3.21 se muestran ejemplos de deteccion de bordes usando el gradiente
interior, exterior y central donde los elementos estructurales son la cruz y el cuadrado (planos) que
contienen al origen.
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Figura 3.19: Deteccién del borde interior. Por renglones: imagen en grises original (duplicada), erosiones
y diferencias entre original y sus erosiones; de izq. a der. en 2do renglén, los EEs usados son By (cruz) y
B, (cuadrado), respectivamente.
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Figura 3.20: Deteccién del borde exterior. Por renglones: dilataciones, imagen en grises original (duplicada)
y diferencias entre dilataciones y original; de izq. a der. en ler renglén, los EEs usados son By (cruz) y B,
(cuadrado), respectivamente.
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Figura 3.21: Deteccién del borde central. Por renglones: dilataciones, erosiones y diferencias entre di-
lataciones y erosiones; de izq. a der. en ler renglén, los EEs usados son B,y (cruz) y B. (cuadrado),
respectivamente.
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3.3.3. Segmentacién de particulas

De una forma andaloga al caso de imagenes binarias pero en el contexto mas general de las imége-
nes en tonos de gris, el area de especialidad del procesamiento digital que trata de determinar la
distribucion del tamano de particulas se conoce como granulometria. Sin embargo, en la practica
rara vez las particulas de diferente tamano se encuentran adecuadamente separadas para su con-
teo. Por ello es necesario realizar una segmentacién para separar grupos de particulas de distinto
tamano y posteriomente contarlas. En esta subseccion damos un ejemplo particular de este tipo de
segmentacion y como se logra mediante una secuencia de operaciones morfologicas.

En la esquina superior izquierda de la figura 3.22 se muestra la imagen en tonos de gris de
un conjunto de trozos de madera de dos tamanos diferentes con tonalidades claras sobre un fondo
gris obscuro. En seguida damos la secuencia de operaciones morfoldgicas basicas que resultan en la
separacion respectivamente de: a) los trozos grandes de madera y b) los trozos chicos de madera,
ambos internos al marco rectangular de la imagen de tamano 403 x 512.

P1 La imagen en tonos de gris a procesar se considera como la funcién f.

P2 Dado que los trozos chicos de madera tiene un didmetro de aproximadamente 30 pixeles,
iniciamos extendiendo la imagen original aumentando su marco rectangular por 15 pixeles por
lado (denotada por f.) para poder efectuar una erosién morfolégica de funciones usando como
elemento estructural plano un disco de radio p = 15 que denotamos por 155 y cuyo centro
son las coordenadas (14, 14). Por tanto, la imagen en tonos de gris dada por M, = f. © 15B
resulta en una imagen de marcacion de los trozos grandes de madera. Debido al tamano del
EE empleado, esta erosion reduce y obscurece convenientemente en forma simultanea todos
los trozos chicos eliminando a la vez el granulado de la superficie de madera en las marcas
remanentes correspondientes a los trozos grandes.

P3 Para obtener los trozos grandes de madera cerramos por dilatacion la imagen de marcas obte-
nidas en el paso anterior usando el mismo elemento estructural 158. Asi, la imagen suavizada
que representa los trozos grandes esta dada por M, ; = M,®158. Con la finalidad de recuperar
la textura de la madera presente en la imagen original, obtenemos primero una imagen en
grises umbralizada en el nivel de gris 92, posteriormente binarizada en el nivel de gris 64 y
escalada nuevamente a la escala de grises {0,255} (negro y blanco). Estas tltimas operaciones
las podemos representar matematicamente como:

T, = 255B(r (M, 92),64),

donde, f(a;;,b) =0sia;; < by B(aij,b) =1sia;; > b,y 7(a;,u) =0sla;; <uy7(a;u)=a;
si a;; > u. De este modo, los trozos grandes con su textura de madera se obtienen formando
la imagen S, = min(f.,T}) la cual se determina pixel a pixel.

P4 Finalmente, obtenemos los trozos chicos realizando la resta de la imédgenes en tonos de gris
dada por S¢, = fe — S,. La imagen en color falso mostrada en la esquina inferior derecha de
la Fig. 3.22 muestra la superposicién de las imagenes segmentadas S, y Se, donde claramente
los colores asignados distinguen entre ambos conjuntos de trozos de madera.
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Figura 3.22: ler renglén, imagen en grises f de trozos de madera y su erosion M, mediante el EE 15B5;
2do renglén, dilatacion M; de M, mediante el EE 15B y texturizaciéon de los trozos grandes dada por
Sg; 3er renglén, imagen en grises Sy, de los trozos chicos de madera y superposicién en color falso de la
segmentacién de ambos conjuntos de trozos de madera.
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3.4. Realce de formas en imagenes de ultrasonido

Un wultrasonido (US) es una onda sonora cuya frecuencia es mayor (rango del ultrasonido médico
de 1 a 20 MHz) que la frecuencia de las ondas sonoras perceptibles para el ser humano (rango
audible 20 Hz a 20 kHz). Las imdgenes por ultrasonido también llamadas ecografias son aquéllas
obtenidas a través de un dispositivo de ultrasonido que consta de un transductor el cual se coloca
sobre la piel del paciente y al que previamente se le aplica un gel especial para eliminar el aire entre
la piel y el transductor. Este, emite vibraciones generadas por un pulso eléctrico y transmite un haz
ultrasénico que se propaga dentro del paciente y que es parcialmente reflejado hacia el dispositivo
y produce vibraciones que se convierten en corriente eléctrica y que posteriormente se modifican
para convertirse en imagenes digitales. El transductor no emite ultrasonidos de manera continua si
no que alterna dos fases, emisién de ultrasonidos y recepciéon de reflexiones o ecos.

En las imagenes digitales obtenidas por ultrasonido, los niveles bajos de gris se asocian con las
reflexiones mas intensas (debido a la codificacién inversa realizada después de la transduccién). El
agua, por ejemplo, es el mejor transmisor de ultrasonidos y esta genera una imagen blanca. Asi, los
tejidos con poca cantidad de agua como los fibroadenomas® o los quistes (pequefios sacos llenos de
liquido, p.ej., leche), generan tonos bajos de gris. En la actualidad las imagenes de ultrasonido de
senos son utilizadas con bastante frecuencia por que ayudan a detectar anomalias, su localizacién y
sus caracteristicas morfologicas. En presencia de tumores benignos sus bordes se presentan bastante
bien definidos, son esféricos u ovoides de aspecto liso y mévil y aparecen en tonos mas claros. En
cambio, los tumores malignos son de forma irregular, de aspecto poco uniforme, adheridos entre
si y pueden invadir tejidos subyacentes. Debido a estas caracteristicas se ven en tonos mas obscu-
ros. Esta seccién presenta ejemplos ilustrativos de realce y aproximacion de formas para mejorar
la visualizacion de éstas en algunas iméagenes de ultrasonido usando operaciones de la morfologia
matematica, de conjuntos y algunas de uso comun en PDI.

En las figuras 3.23 y 3.25 se presenta el procedimiento seguido para realizar una deteccién de
bordes junto con una aproximacion de forma eliptica para delimitar el objeto de interés. La imagen
en la parte superior de cada figura muestra una imagen f de ultrasonido de seno en el que aparece
un objeto con forma de évalo que puede resaltarse en la misma imagen. Como puede observarse, los
contornos del 6valo se presentan en tonos claros pero también se presentan otras regiones en niveles
de gris altos que no necesariamente pertenecen a los bordes del objeto bajo estudio. Asi, en este
caso, realizamos un pre-procesamiento que consta primero de aplicar un filtro espacial suavizante de
tipo Gaussiano cuyo proposito es homogeneizar las diferentes regiones de gris incluyendo al objeto
mismo y al resultado fg se le aplica una funciéon de cambio de contraste potencial para obtener una
imagen en grises donde los tonos claros aumentan su brillo y los tonos bajos se obscurecen, es decir,
disminuyen su valor. Esta segunda imagen la denotamos por f.

1'Un fibroadenoma se compone de tejido de glandula mamaria y tejido que ayuda a sostener a éste y es el tumor
benigno de las mamas més comtn y la protuberancia mamaria mas comin en mujeres menores de 30 anos.
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Las expresiones que definen a estas dos primeras operaciones con imagenes en tonos de gris estan
dadas por,

fala,y) = s(f(z,y) x e~ @otv/2e%), (3.22)
fe(@y) = s((fa(z,y))?). (3.23)

En la Ec. (3.22), se realiza una convolucién de la imagen f con un nucleo de tipo Gaussiano con
media cero y varianza o? = 257 ~ 78.5, donde (x,,y,) pertenecen a una vecindad de 9 x 9 pixeles
y s es un escalamiento lineal que mapea el rango de fg a la escala de grises {0, ...,255}. El cambio
de contraste dada por la Ec. (3.23) simplemente eleva al cuadrado el valor de cada pixel y lo rescala
linealmente al conjunto {0, ...,255} mediante s.

En seguida se hace una umbralizacién sobre f{; que asigna a los pixeles con nivel de gris mayor
o igual a un umbral v < p, donde u es el promedio global de gris de ff, el tono blanco (255) y
todos aquellos pixeles que estan por debajo de este umbral constituyen el conjunto de fondo y se
les asigna el tono negro (0). En el caso de estas imagenes de ultrasonido los histogramas de las
regiones de interés son en general unimodales y en consecuencia la determinacion de un valor de
umbral 6ptimo no es facil. Especificamente, la imagen binaria A, y el valor de p estan dados por,

] 255 st fh(x,y) >
aew={ 57 3 EEn e

m—1n—1

i 3 felay)

z=0 y=0

Observemos que en la imagen original hay regiones adyacentes al objeto de interés que practicamente
no tienen borde y que en esta binarizacion partes del supuesto borde del objeto se unen o desaparecen
debido al nivel de umbral seleccionado. Por tanto, la aplicacion directa de la extraccion de bordes en
la imagen binarizada no es una buena idea para realizar una segmentacién adecuada. Una técnica
util para resolver esta dificultad consiste en marcar el objeto con un punto interior que aproxime su
“centro” y hacer crecer esta marca por dilatacién morfolégica con un elemento estructural eliptico
E para que éste aproxime al objeto deseado lo mejor posible. La primera imagen binaria del tercer
renglén de las figuras correspondientes 3.23 y 3.25 muestran el resultado de dilatar k veces una
elipse colocada en el punto marcado. La elipse inicial se define por los siguientes pardametros: las
coordenadas del centro (h, k), la longitud del semieje menor a, la longitud del semieje mayor b y un
angulo de rotacion 6. La expresién matematica para construir el conjunto E es la siguiente,

E(o,y) = [(z — h)cosf Z;(y — k) sin 0)? N [(z — h)sind ;2(y — k) cos 0)? <1 (3.24)

Después se determina el borde de la elipse dilatada, dada por Es = E @ kB,., mediante el gradiente
exterior morfolégico, dado por A.(Es, B.) = Es @ B. — Ej, y se une a la imagen binaria resultado
de la binarizacién. De ésta imagen, dada por A! = A, U A.(Ejs, B.), ya es posible determinar los
bordes de la imagen realizando asi una aproximacion de la forma completa del objeto en cuestién.

68



La imagen de bordes, A = A (A, B.) = A, ® B, — A,, se presenta en la primera imagen del
segundo renglén de las figuras 3.24 y 3.26. La segunda imagen en las mismas figuras (2do renglén)
muestran la composicion f* = méx(f, Averqe) de la imagen de ultrasonido original f con los bordes
sobrepuestos en color verde para remarcar la diferencia entre las zonas contrastadas con diversos
niveles de gris tanto del 6valo deseado como de las regiones circundantes. En la tercera y tltima
imagen de la misma figura se resalta en color falso la regién correspondiente al évalo, es decir, se

muestra la composicién max(f*, Eguinda)-

El resultado final es una imagen mejorada en que el objeto de interés, quiste o fibroadenoma,
se muestra delineado para efectos de una representacion visual que puede facilitarle al médico el
analisis y el diagnostico de anomalias presentes en este tipo de imagenes. El Cuadro 3.1 resume la
informacién relativa al valor de umbral empleado, el valor del elemento estructural (elipse inicial) y
el nimero de veces que ésta fué dilatada para ajustarse a los bordes existentes del objeto deseado.

Descripcién del parametro Valor, imagen US-1 | Valor, imagen US-2
Umbral u < 54 < 62 54 < 62
Centro (h, k) (143,120) (122,128)
Semieje menor «a 18 34
Semieje mayor b 30 26
Rotacion 6 (radianes) —7m/10 0
Dilataciones k& 3 )

Cuadro 3.1: Descripcion y valor de parametros en el realce de objetos

Es importante aclarar que en este par de ejemplos la aplicacién de la morfologia matematica
combinada con operaciones elementales de conjuntos es una manera de abordar el problema de seg-
mentacion de objetos en iméagenes de ultrasonido; en particular, es una solucién parcial en el sentido
de no ser del todo automéatica debido a las caracteristicas propias de este tipo de imagenes. Tam-
bién cabe mencionar que, independientemente de las facilidades que una técnica de procesamiento
imagenes pueda ofrecer, debe tomarse en cuenta que un diagnéstico robusto depende también en
su mayor parte de un conocimiento amplio por parte del especialista en el uso de los dispositivos
de ultrasonido y de su experiencia clinica en el andlisis e interpretacién de estas imagenes.
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Figura 3.23: ler renglén, imagen US-1 que presenta un quiste; 2do renglén, de izq. a der., imagen filtrada
con nucleo Gaussiano, correccion de contraste gamma y binarizacion; 3er renglén, elipse dilatada, borde
de la elipse dilatada y superposicién de ésta con la imagen binarizada.
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Figura 3.24: ler renglén, imagen US-1 que presenta un quiste (referencia); 2do renglén, de izq. a der.,
imagen de bordes de la imagen binarizada con el contorno eliptico sobrepuesto, imagen compuesta por
enmascaramiento de la imagen de bordes (en verde) con la imagen original e imagen final realzada con la
elipse dilatada (en guinda).
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Figura 3.25: ler renglén, imagen US-2 que presenta un fibroadenoma; 2do renglén, de izq. a der., imagen
filtrada con nucleo Gaussiano, correccién de contraste gamma y binarizacién; 3er renglén, elipse dilatada,
borde de la elipse dilatada y superposiciéon de ésta con la imagen binarizada.
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Figura 3.26: ler renglén, imagen US-2 que presenta un fibroadenoma (referencia); 2do renglén, de izq. a
der., imagen de bordes de la imagen binarizada con el contorno eliptico sobrepuesto, imagen compuesta
por enmascaramiento de la imagen de bordes (en verde) con la imagen original e imagen final realzada con
la elipse dilatada (en guinda).
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Capitulo 4

Conclusiones

4.1. Conclusiones generales

Las imégenes digitales sirven como herramienta para resolver problemas interdisciplinarios. En
particular, la morfologia matematica, que nacié con el propdsito especifico de cuantificar las carac-
teristicas minerales de secciones delgadas obtenidas de muestras geoldgicas, es un enfoque que se
ha ido utilizando en otras areas de investigacion.

En esta tesis se expuso la teoria basica de la morfologia matematica asi como su correspondiente
aplicacion al procesamiento digital de imagenes. Esta exposicion incluye el desarrollo detallado de la
gran mayoria de las demostraciones relativas a sus operaciones basicas, sus propiedades algebraicas
y las interrelaciones entre conjuntos y funciones. Ademas, se presentaron ejemplos ilustrativos de
algunos de los conceptos tedricos asi como el tratamiento morfolégico en diversas aplicaciones con
imdgenes binarias y en tonos de gris. Un resumen del contenido de este trabajo se presenté oralmente
en sesién simultdnea durante el XVLII Congreso de la Sociedad Matematica Mexicana [18].

4.2. Conclusiones particulares

A continuacién listamos las conclusiones especificas derivadas de este trabajo.

Descripcion y fundamentos

e Se describieron los enfoques principales al Procesamiento Digital de Imagenes que muestran
de manera general como trata cada uno de ellos las iméagenes digitales, como las sitian en
determinado contexto matematico y a grosso modo como trabajan con ellas.

e Se di6 una descripcién intuitiva y un resumen histérico del desarrollo de la morfologia ma-
tematica.

e Se expuso brevemente lo relativo a conjuntos, érdenes parciales y reticulos, conceptos que
forman la base para la presentacion tedrica de la morfologia matematica.
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Aspectos teodricos de la Morfologia Matematica

e Se explicaron las operaciones morfolégicas basicas para conjuntos incluyendo las demostracio-
nes detalladas de varias de sus propiedades y se dieron ejemplos ilustrativos de como actian
estas operaciones con subconjuntos finitos de Z? con pocos elementos.

e Se presentaron las operaciones morfolégicas basicas para funciones incluyendo las demostra-
ciones detalladas de varias de sus propiedades y se elaboraron ejemplos demostrativos de
funciones definidas en R.

e Se realizé la justificacion de la morfologia matematica para funciones a partir de la morfologia
matematica de conjuntos mediante los conceptos de sombra o umbra de una funcion y el tope
de un conjunto, resaltando la correspondencia de la sombra del minimo o méximo de una
familia de funciones con la intersecciéon o unién de sus sombras respectivamente. Ademas, se
hizo énfasis en considerar la sombra como un homomorfismo entre funciones y conjuntos.

e En los Apéndices A y B se exponen demostraciones alternativas o complementarias, respec-
tivamente, de diversas propiedades de la morfologia matematica de conjuntos y de funciones.
En particular, el Apéndice C muestra un breve resumen del concepto de semicontinuidad en
relacion al 4to principio que deben satisfacer las transformaciones morfolégicas.

Aplicaciones en imagenes digitales

e Se trataron la deteccién de bordes, la eliminacién de ruido aleatorio (impulsivo) y la separacion
o segmentacién de grupos de objetos (particulas) en imdgenes binarias.

e Similarmente, se consideraron la deteccién de bordes, la eliminacién de ruido aleatorio (im-
pulsivo) y la separacién o segmentacién de de grupos de objetos regulares (trozos de madera
de diferente didmetro) en imégenes en tonos de gris.

e Finalmente, se mostré un procedimiento hibrido consistente en un pre-procesamiento no mor-
fologico, la deteccion morfoldgica de bordes y un ajuste mediante elipses dilatadas a regiones
de interés en iméagenes de ultrasonido para completar la frontera de regiones anatémicas con
posibles anomalias como son, por ejemplo, los quistes o fibroadenomas en glandulas mamarias.

4.3. Contribuciones de la tesis

Aqui hacemos énfasis en los aspectos méas relevantes de este trabajo de tesis ya que los puntos
a mencionar por lo general no se exponen de manera explicita o aparecen en forma dispersa en la
literatura técnica consultada (ver referencias bibliogréficas).

1. Se dieron las demostraciones detalladas de las propiedades elementales de la morfologia ma-
tematica de conjuntos y funciones siguiendo la notaciéon de operaciones binarias como es
comunmente empleada.
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2. En particular, las demostraciones correspondientes a la erosién y dilatacién morfologicas de
conjuntos expresadas como la interseccién o unién de conjuntos trasladados (cf. Teoremas 2.1
y 2.2 resp.); andlogamente, las demostraciones para las mismas operaciones pero con funciones
en términos del infimo o supremo de una familia de funciones trasladadas (cf. Teoremas 2.5 y
2.6 resp.).

3. Se realizo6 el diseno y la seleccion adecuada de los ejemplos ilustrativos con conjuntos finitos,
funciones en R y similarmente se llevo a cabo una eleccién representativa de imagenes binarias
y en tonos de gris para ilustrar las operaciones elementales de erosién, dilatacién, abertura y
cerradura morfologicas.

4. Se dieron las soluciones explicitas a diversos problemas planteados en el contexto de las apli-
caciones tanto con imagenes binarias como en tonos de gris. Especificamente, la secuenciacién
de operaciones morfologicas en combinacién con operaciones de conjuntos asi como la compo-
sicién de resultados finales en una sola imagen empleando color para una mejor visualizacién
de los resultados.
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Apéndice A

Morfologia Matematica de Conjuntos:
Demostraciones Alternativas

Este apéndice presenta algunas demostraciones alternativas del Capitulo 2. Estos resultados
derivan principalmente de las propiedades de uniones e intersecciones de conjuntos asi como los
resultados enumerados en la Proposicion 2.1 asi como en los Teoremas 2.1 y 2.2.

Relaciones de orden

a)0e B=>A0BC A®B.

Puesto que ﬂAbgAbg UAb Vbe B = sib=0, se tiene que

beB beB
(]mgAng%%eB:>A@BgA@B
beB beB

Monotonia. Si A C B entonces,
a) Ao BC CoB,

b)) Ao BCC® B,

c) Ao BC CoB,

d) AeBC CeB.

para los incisos a) y b) se tiene por hipdtesis que A C C, y si b € B, entonces A, C .
Demostracion:

a) (14 C()C = A6BCACB

beB beB

hUsclJG = AeBCcCaB

beB beB
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c)Si B, C A= B, CC, por tanto, U B, C U B,=AoBC(CoB

B,CA B,CC

d) Si B, C C°= B, C A° por tanto,

UscUsB=(UH®s)c(Us)

B, CC*¢ B, CAc B, CAc¢ B,CC*¢
= (] B.)C () (B.) = AeBCCeB R
B,CAc¢ B,CC*c

Distributividad. Si A C B entonces,

a) (ANC)e B = (Ao B)N(C o B),
b) (AUC)® B = (A® B)U(Ca B),
¢) AS(BUC) = (AcB)N(ASC),

d) A (BUC)=(Ae B)U(Aa ().

En relacién al comentario hecho después de la Proposicién 2.1, inciso ¢), i.e., a la distributividad
de la traslacion sobre la interseccién, observemos explicitamente que,

(N4).=(UA)),=(Us).)
(l)ELJBAb”) :bgg Ap i)’ beLJBAb—HE

a) (ANC)eB=()ANB)y=(ANB)=()4N[)C=(A8B)n(CeB)

beB beB beB beB

b) (AUC) @ B = UAbUBb (UAb) (Uob) (A® B)U(C @ B)

¢) Ao (BUC) = ﬂAd_ﬂBuC ﬂ(BUC)a:ﬂ(Ecﬁﬁc)a

deBuC acA¢ acA¢ acA¢
- NE - (E)0(NE) - (N4) (N
acAc acAe a€A° beB ceC

—(AeB)N(48C)
) AaeBue) = |J 4=Jsuo.=(Us)u(Uc)=(1epuuacn

be BUC beA beA beA
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Apéndice B

Morfologia Matematica de Funciones:
Demostraciones Complementarias

Las siguientes demostraciones son las correspondientes a las propiedades de la operaciones de la
morfologia matematica de funciones. Estas demostraciones hacen uso de los resultados de la mor-
fologia matemfica para conjuntos asf como del Lema 2.2 relativo al homomorfismo de sombras, las
definiciones que involucran el concepto de tope y sus equivalencias con infimos y supremos.

Dualidad. Siz € (D& D,) N (Dy & Z)\g) entonces,

—(fog)=(=fHeg) v —(fog)x)=(-f)eg)(z)

Demostracion: .
Sea x € (D & D,) N (Dy & D,) entonces, considerando que, x — a’ € Dy (equivalentemente a
x+a € Dy), vemos que

~(fe9)x) =~ {fle—d)+g(d)} = N\ {~[f(z—d) +g(a)]}

a’€Dy a’€Dy
= A {~f@+a)—g(-a)} = N\ {(-H=+a)—G(a)}
—a€Dy aGDg

=((=fHeg)(s)n

—(fog)=—[(feg @gl=—-(fecg oy
=((-flegoeg=(-flegnN

En las demostraciones de la dualidad entre la erosién y la dilatacion se usa el siguiente hecho: Dado
A C R se tiene que sup(—A) = —inf(A).

Relaciones de orden

a)Sig(0)=0=fog<[f<fdy,
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b) fog<f<fey

Demostracion:

a) ¢(0)=0=0¢eUlg]
= U[fleUlg] CUlf] CU[f]aU]g]
=U[fog CUlf]CUf®y]
= fog<lf<fdyg

b) Ulfogl CUlfI CU[f]eUlg]
= U[fogl CU[fICU[f o]
= fog<feg M

Crecimiento. Si f < k entonces,

a) feg<koy,

b)feg<k®gy,

c) fog<koy,

d) feg<key.

Demostracion: Puesto que f < k entonces U[f] C U[k]; asi,

Ulfleulg C Ukl ol
=U[fog] CUkOJ]
=fog<kogh

Las demostraciones para los demés casos se hacen de forma andloga a esta demostracion.

Idempotencia
a) (fog)og=fogy,
b) (feg)eg=fegy.

Demostracion:

La demostracion para el caso de la cerradura es semejante a esta tltima demostracion.
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Distributividad

a) (fAg)ek=(fek)A(gek),
b) (fvg)ek=(fok) V(gak),
o) felgVvk)=(fok)V(gohk),
d) fe(gVk)=(fok) V(gak).
Demostracion:

(fAg)ek=TU[fANgleUK])
=TU[fInUlg]) ©U[K])
=T(U[fleUlg)) N U[gloUlK]))
=T(U[fog])nUgok]))
=T(U(fog)N(gok))

—
~

Sg)N(gok) R
Las demostraciones restantes se hacen de manera analoga.
Iteratividad
a) (feg)ek=rfe(gak),
b)(feg)ek=Ffo(gok)

Demostracion:

INg
—~

(feg) ok [

© gl S UK])
fleulgl) o Ulk])

J & Ulg] @ UlK))

(

o~~~
—

ORI

| I |
~ 335
S =

S

=

<
o
s
o
x>

Conmutatividad. f&g=9g& f.

Demostracion:

fog=TWUfloUld) =TUgloUf])=go A
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Apéndice C
Semicontinuidad

La idea de considerar conjuntos cerrados para aproximar a la frontera fisica entre dos medios
materiales, hizo importante el estudio de la familia de los conjuntos cerrados de R"denotado por
F(R™). En 1969, G. Matheron introdujo en F(R") la topologia “todo” o “nada”! que es la topologfa
generada por los siguientes conjuntos.

Definicién C.1 Sea G = {Gy,...,G,} un coleccidn finita de conjuntos abiertos y K = { Ky, ..., K, }
una coleccioén finita de conjuntos compactos, donde G; y K; son subconjuntos de R" para toda 7, j,
se define el conjunto Vg x como sigue:

Vox ={CeFR"):CNG #2yCNK, =2, Vi j} (C.1)

Resulta que los elementos de la colecciéon Vg x asi definida generan una topologia. De acuerdo a
esta topologia se definen los siguientes conceptos.

Definicién C.2 Dada una coleccién F; de elementos de F(R"), se denota por limF; y limF;, a la
interseccion y unién de los puntos de adherencia de F; respectivamente.

Ahora se define el concepto que caracteriza el cuarto principio de las transformaciones de la morfo-
logia matemadtica (semicontinuidad).

Definicién C.3 Sea A un espacio separable y ¥ una funcién de A sobre F(R™), entonces ¥ es
semicontinua superiormente (funcion s.c.s) si,

TmW(z;) C W(z), (C.2)

para algin z € A y alguna sucesién {z;} tal que x; — x. De manera similar, U es semicontinua
inferiormente (funcién s.c.i) si,

V() C Hm¥ (), (C.3)

para alguna sucesién x; con x € A tal que z; — x.

IDel francés, “tout” o “rien”; en la bibliografia de habla inglesa se expresa con las palabras “hit” or “miss”
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En particular, se tiene el siguiente resultado.

Proposiciéon C.1 Sean A y B dos conjuntos localmente compactos, Hausdorff y separables y ¥
una funcién creciente de F(A) en F(B), entonces ¥ es semicontinua superiormente si y sélo si
F; | F en A implica que V(F;) | ¥(F) en F(B).

La notacién, F; | F, significa que F;,y C F; y F' = () F;; andlogamente, W(F;) | Y(F) es lo
mismo que V(F; 1) C U(F) vy Y(F) = (VY(F;). El resultado de esta proposicién implica que la
propiedad de semicontinuidad es equivalente al cuarto principio de la morfologia matemética (para
una exposicién detallada el lector puede consultar el Capitulo III del tratado de J. Serra [26]).
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