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Capitulo 1

Introduccion

Subconjuntos del plano como el conjunto de Cantor, la curva de Koch y el tridngulo
de Sierpinski son objetos geométricos conocidos como fractales. El término fractal fue
propuesto por Mandelbrot en 1975 y proviene del latin fractus, que significa fracturado,
fragmentado, roto o quebrado. Este término hace referencia a que son objetos que cuentan
con una estructura bastante irregular, a diferencia, por ejemplo, de un circulo que es una
curva suave.

Comenzaremos construyendo el tridngulo de Sierpinski. Tomemos un tridngulo equila-
tero junto con su interior. Marcamos los puntos medios de cada lado y los unimos con un
segmento de recta. Al unir los puntos medios nos queda un tridngulo equilatero invertido
inscrito en el tridngulo original. El tridngulo invertido lo «recortamos» de la figura original,
por tanto nos quedan 3 tridngulos equildteros, donde cada uno toca a los otros 2 en uno
de sus vértices. Ahora repetimos el proceso en cada uno de los 3 tridngulos obtenidos, es
decir, esta vez en cada uno de los tridngulos marcamos los puntos medios de sus lado;
en cada tridngulo unimos con un segmento los puntos medios de sus lados. El resultado
son 3 tridngulos equilateros invertidos, cada uno inscrito en uno de los tridngulos. Los 3
tridngulos invertidos los «recortamos». El resultado son 9 tridngulos. Repitiendo el proceso
una vez mds en cada uno de los 9 tridngulos, recortaremos 9 tridngulos invertidos. El
tridngulo de Sierpinski se obtiene después de repetir este proceso infinitas veces, ver Figura
1.1.

Denotemos al tridngulo de Sierpinski por 7'. Obsérvese que 7' estd formado por 3
copias reducidas en factor de % y la traslacion de estas copias, ver Figura 3.3. Si denotamos
estas tres transformaciones como S, S5 y S3, entonces 7' es invariante respecto a la unién
de estas transformaciones, es decir:
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Figura 1.1: Tridngulo de Sierpinski
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Figura 1.2: Cada color en la figura corresponde a una transformacion.



Consideremos f1, fo ..., f,, contracciones sobre un espacio métrico completo X, pode-
mos definir la siguiente operacién: Dado A C X compacto, se define:

Hy, .. (A) = fi(A). (1.1)
=1

John F. Hutchinson describe la ecuacion (1.1) en [4]. La operacion Hy, ¢, . 7, se
conoce como operador de Hutchinson asociado a las contracciones fi, fs, ..., f,. Obsérve-
se que el operador se construye a partir de un Sistema de Funciones Iterado o IFS, es decir,
a partir de una familia finita de funciones definidas sobre un espacio métrico completo X.

De hecho, el tridngulo de Sierpinski es un punto fijo del operador de Hutchinson aso-
ciado a tres contracciones Sy, Sz, S3 en R?, es decir, Hg, s, 5,(T) =T

Definamos H(X) = {A C X : A es compacto y no vacio }. Como cada f; es continua
por ser contraccién entonces si A es compacto se cumple que f;(A) es compacto. Luego el
operador de Hutchinson es la unién finita de conjuntos compactos y por tanto esta unién es
compacta. Es decir, el operador de Hutchinson asociado a las contracciones fi, fo, ..., f,
tiene como dominio y contradominio a H(X).

En el Lema 2.3.2 de la tesis probamos que Hy, ., es una contraccion sobre H(X).
Y si X es un espacio métrico completo entonces H (X ') con la métrica de Hausdorff tam-
bién es un espacio métrico completo, ver Teorema 2.3.1 . Por el Teorema del Punto Fijo
C € H(X). Al punto fijo se le llama conjunto atractor del operador Hy, . .. Al conjunto
atractor se le conoce también como conjunto fractal del operador de Hutchinson asociado
a las contracciones f1, ..., f,.

Por ejemplo, el tridngulo de Sierpinski es el conjunto fractal del operador de Hutchin-
son definido por las transformaciones Sy, So y Ss.

1.0.1. Medidas fractales

Consideremos ahora a X un espacio métrico compacto. Sea B la sigma dlgebra ge-
nerada por subconjuntos abiertos de X, es decir, B3 es el dlgebra de Borel asociada a X. El
dlgebra de Borel B hace de X un espacio medible, al que denotaremos por (X, B).

Sea P(X) el conjunto de medidas de probabilidad sobre (X, B). Podemos imitar la
construccién que se hace del operador de Hutchinson en P(X). De hecho la métrica de
Hutchinson dada en la Definicién 3.1.1 hace a P(X) un espacio métrico completo cuando
X es completo, ver Proposicion 3.1.2.

Una familia de funciones, {f; | f; : X — X, paracadai € {1,...,n}}, pesadas
con un vector de probabilidades (pi, ..., p,) definen un operador 7 : P(X) — P(X)
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semejante al definido en (1.1) de la siguiente forma:

T* (1) (A) = sz-(u o f71(A)) (1.2)

con A subconjunto Borel de X.

En la proposicion 3.2.4 se demuestra que si las funciones fi, ..., f,, son contracciones
entonces 7™ es contraccién. Y por lo tanto 7™ tiene un tnico punto fijo p (Ver Teorema
3.2.2). A este punto fijo u se le llama medida atractora o medida fractal.

Una relacién entre conjuntos compactos y medidas la da el soporte de la medida.
Donde el soporte de una medida p se define como: el conjunto de x € X tales que la
medida x4 de todos los abiertos que contienen al punto x es positiva.

El operador de Hutchinson H definido en (1.1) y el operador 7™ definido en (1.2) estdn
relacionados en el sentido de que el punto fijo de H es el soporte del punto fijo de 7. La
prueba de esta afirmacién se da en el Teorema 3.3.3.

1.0.2. Autosimilitud

Calcular el area o la longitud de los conjuntos fractales suele ser poco informativo. Es
comun encontrar ejemplos de conjuntos fractales cuya longitud es infinita y sin embargo
tienen area cero. Es decir, su tamafio unidimensional es infinito y su tamafo bidimen-
sional es cero. Felizmente las medidas de Hausdorff nos permiten calcular una nocién de
«tamafio» en la dimension adecuada, siempre que extendamos la nocién de dimension a
ndmeros no enteros.

La medida de Hausdorff generaliza la idea de longitud, drea y volumen. La medida
de dimension cero cuenta el nimero de puntos en un conjunto si el conjunto es finito y
es infinita si el conjunto lo es. La medida unidimensional mide la longitud de una curva
suave en R! . La medida bidimensional mide el 4rea de un conjunto en R? y andlogamente
la medida tridimensional el volumen de un conjunto en R3. En general por cada dimensién
se puede definir una medida de Hausdorff.

La medida de Hausdorff s—dimensional de un conjunto K se denota por H*(K) y
se define de la siguiente manera: Se cubre al conjunto /K con una cantidad numerable de
conjuntos que tenga didmetro a lo mas €, con € > (. Se calcula la suma de los didmetros
elevados a la potencia s. Cuando € tiende a cero, si s es pequefio entonces el valor de los
diametros elevados a la potencia s tiende a 1. Por tanto la suma de los didmetros elevados
a la potencia s diverge. Y si € tiende a cero y s es grande entonces los didmetros elevados
a la potencia s tienden a cero. Luego la suma de los didmetros elevados a la potencia
s converge a cero. Existe un valor critico en el que se da el cambio de oo a 0. A este



Figura 1.3: Cada figura es union de objetos semejantes con factor de escala %

valor critico se le llama dimensién de Hausdorff. La dimensién de Hausdorff puede tomar
valores no enteros.

El siguiente ejemplo nos ayuda a comprender qué significa que un objeto tenga dimen-
sién no entera.

Un intervalo de longitud 1 es la unién de dos intervalos semejantes con factor de escala
de %, entonces la suma de sus factores de escala cumple que % + % = 2(%)1 = 1. Un
cuadrado de area 1 es la union de cuatro cuadrados semejantes con factor de escala de (%)2
entonces al sumar los factores de escala se cumple que: (3)%+(5)?+(3)2+(3)? =4(3)* =
1. Un cubo de volumen 1 es la unién de ocho cubos semejantes con factor de escala de
(3)?, entonces la suma de sus factores de escala cumple: (1) + -+ (3)* = 8(3)* = 1.
Ver Figura 1.3.

Observamos que los exponentes en cada una de las igualdades coinciden con la dimen-
sion del conjunto. Para el tridngulo de Sierpinski, vemos que este objeto estd hecho de 3
copias semejantes con factor de escala % De manera analoga a la recta, el cuadrado y el
cubo, para el tridngulo de Sierpinski se debe cumplir que:

_ log(3)
log(2)

El nimero D se puede pensar como la dimension del tridngulo de Sierpinski.

Un objeto tiene la propiedad de autosimilitud si el objeto es similar a una parte del
mismo. La autosimilitud exige que el objeto sea similar a una parte de él via una similitud.
Una similitud es una transformacién S : (X,d) — (X,d) tal que para algin r > 0 se
cumple que d(S(z), S(y)) = rd(z,y) para todo z,y € R™. A r se le llama radio o factor
de escala. Para definir autosimilitud, el factor de escala solo se toma en el intervalo (0, 1),
es decir, cuando se trata de una contraccion. Existen conjuntos fractales como el conjunto
de Mandelbrot donde se utilizan otras nociones de similaridad.

Si una familia de similitudes {S;, S, ..., Sy} cumple que: SN 7P = 1,a D se le
llama dimension de similitud de esta familia.

Hutchinson en [4] da la siguiente definicion de autosimilitud : Si K C X, s es la
dimension de Hausdorff y #°(K) es la dimension de Hausdorff s—dimensional entonces
K es autosimilar respecto a la familia de similitudes {51, Ss, ..., Sy} si: K es el conjunto

1
%?D:1:2D23:[) ~ 1,5849.
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fractal para el operador de Hutchinson definido por la familia de similitudes, su medida de
Hausdorff es positiva, es decir, H*(K) > 0y el conjunto donde se intersecta la imagen de
las similitudes tiene medida 0, es decir, H*(S;(K) N S;(K)) = 0, parai # j.

El Tridngulo de Sierpinski estd hecho a base de infinitas copias de si mismo. Las copias
se traslapan a lo més en un punto, es decir, en conjuntos de medida cero y su medida de
Hausdorff es positiva, por lo tanto, es autosimilar.

En el teorema 4.2.2 se prueba que cuando 0 < H¥(K) < oo para un conjunto K
entonces K es autosimilar si la dimension de Hausdorff y la de similitud coinciden.

En el desarrollo de esta tesis serdn necesarios conocimientos basicos en analisis, topolo-
gia y teoria de la medida, se usan también algunos teoremas importantes como el Teorema
del punto fijo de Banach, el Teorema de representacion de Riesz y el Teorema de extension
de Hahn-Banach, que en su momento se enunciaran.

Las imdgenes mostrados en esta tesis se hicieron con un programa ejecutado en Matlab.

Maria Cristina Cid Zepeda

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.
noviembre de 2012
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Capitulo 2

Conjuntos Fractales.

Al observar muchos de los conjuntos llamados fractales (por ejemplo el tridngulo de
Sierpinski, el conjunto de Cantor o la curva de Koch), surgen varias preguntas alrededor
de estos objetos: (En qué espacio viven estos objetos?, ;Se pueden crear otras figuras
fractales?, y de ser cierto esto ;Como explicamos que esto sea posible? Son precisamente
estas preguntas las que motivan este capitulo y cuyo fin es darles una respuesta.

2.1. Espacios Métricos

En el espacio de los niimeros reales se tiene la nocién de distancia entre cualquier
par de puntos si nos fijamos en el valor absoluto de su diferencia. Esta no es la tnica
distancia que se puede definir en R, ni R es el tnico espacio en el que podemos definir
una distancia. Podemos fijarnos en lo que caracteriza al concepto de distancia y dar una
definicion general de manera que se pueda construir, para un espacio X una distancia. Esta
idea junto con algunos resultados en espacios métricos, seran los preliminares necesarios
para definir el espacio al que pertenece un conjunto fractal.

Definicion 2.1.1. Sean X un conjunto no vacio. Una funcion d : X x X — R es una
métrica en X si para cada x,vy,z € X satisface las siguientes propiedades:
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A la pareja ordenada (X, d) se le llama espacio métrico .

Muchos conceptos que se tienen en R™ con la métrica usual pueden ser trasladados a
espacios métricos mas generales, por ejemplo, la continuidad. En adelante, expondremos
algunas nociones basicas de espacios métricos.

Dado g € X yr > 0, la bola abierta con centro en z( y radio r, denotada por
B(zy, 1), es el conjunto

B(xzg,r) ={z € X|d(z,z0) > r}.

Un conjunto A serd abierto si para cada x € A existe r, > 0, tal que B(z,r,) C A.
Un conjunto B serd cerrado si su complemento es abierto.
Es posible definir la continuidad en términos de abiertos y cerrados.

Proposicion 2.1.1. Sean (X, dy), (Y, dy) espacios métricosy f : X — Y una funcion. f
es una funcién es continua si para cada A abierto en'Y se cumple que f~'(A) es abierto
en X.

De manera equivalente esta proposicion se tiene para cada C' cerrado en Y.

Un tipo particular de funciones continuas son las llamdas funciones de Lipschitz. Da-
dos X y Y espacios métricos, decimos que una funciéon f : X — Y es Lipschitz si existe
una constante M > 0 tal que dy (f(z), f(y)) < Mdx(z,y), para todo z,y € X. A la
minima constante M se le llama constante de Lipschitz para f y suele escribirse también
como Lip f.

En adelante Lz’pﬁgl)(X ) denotard al conjunto de todas las funciones Lipschitz con
constante menores o iguales a 1.

Una sucesién de Cauchy, en un espacio métrico X, es una sucesion {x, },en que
satisface la siguiente condicion:

para cada € > 0, existe N(¢) € N, tal que d(z,,z,,) < esin,m > N.

Se dice que X es un espacio métrico completo, si toda sucesiéon de Cauchy converge en
X.

La siguiente proposicion nos dice que ciertos espacios métricos completos surgen co-
mo subespacios cerrados de un espacio métrico completo.

Proposicion 2.1.2. Sea X un espacio métrico completo, Y un subespacio de X.Y es un
espacio métrico completo siy sélo si Y es un subespacio cerrado de X.

En espacios métricos existe la nocion de conjunto acotado.
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Definicion 2.1.2. Sea A un subconjunto no vacio de X. A serd acotado si existe k € R,
k > 0 tal que para todo x, y € A, se tiene que d(z,y) < k.

Al hacer referencia a un conjunto acotado A, tiene sentido fijarnos en el supremo del
conjunto de ndmeros reales: {d(z,y)|z,y € A}, lo cual lleva a la siguiente definicién:

Definicion 2.1.3. Si A es un subconjunto no vacio y acotado, llamamos didmetro de A al
niimero

diam(A) = sup{d(z,y) : z,y € A}.

Un concepto mas fuerte que el de conjunto acotado, lo da el de conjunto totalmente
acotado, ya que todo conjunto totalmente acotado es acotado pero el reciproco no siempre
se cumple.

Definicion 2.1.4. Diremos que A C X es un conjunto totalmente acotado o precompacto,
si para cada € > 0, existe un conjunto finito de puntos 1, ..., x, € A, tales que

AC OB(mi,e)

=1

En R, una funcién continua sobre un intervalo cerrado y acotado, alcanza su maximo
y su minim. En la bisqueda de cual era la caracteristica importante en los intervalos cer-
rados y acotados para obtener el resultado anterior, condujo al concepto de compacidad.
Para hablar de compacidad es necesario dar primero la definicion de cubierta abierta y
subcubierta finita.

Definicion 2.1.5. Sea A C X. Si A C Uael U, con U, conjunto abierto de X, a la
familia {Uy,}ocr se le llama cubierta abierta de A. Si I' C I es tal que A C |J,cp Uas
entonces dcimos que {U, }oc1 es una subcubierta de A. Si ademds I’ es un conjunto finito,
entonces {Uy, }aer es una subcubierta finita de A.

Definicion 2.1.6. Decimos que A C X es compacto si toda cubierta abierta de A tiene
una subcubierta finita.

La siguiente proposicion nos caracteriza la compacidad de una espacio métrico.

Proposicion 2.1.3. X es un espacio métrico completo y totalmente acotado si 'y sélo si es
compacto.

Proposicion 2.1.4. Sea f : X — X continua sobre el espacio métrico (X,d). Si A C X
es compacto entonces f(A) es compacto.
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DEMOSTRACION. Sea {U, },cr una cubierta abierta de f(A), entonces { f~1(Uy,)}acr €5
una cubierta abierta de A.
Como A es compacto, existen «y, . . . , o, tales que

AcC Lnj fHU,).
=1

Entonces

=1 =1

f(A) C f(U FHU)) = 1 (U) € | U,

Por lo tanto f(A) es compacto. O

La proposicion anterior nos dice que dado un subconjunto compacto de un espacio
métrico X y una funcién definida sobre X, si la funcién es continua entonces la imagen
del compacto es también un subconjunto compacto.

2.1.1. El espacio de sucesiones.

Un espacio métrico que serd de gran utilidad mas adelante es el siguiente.

Sean [ := {1,...,N} con N € Ny X := IN, es decir, el producto cartesiano de
infinitas copias numerables del conjunto /. Los elementos de > son sucesiones infinitas
de la forma i= (i ...4,...),donde i; € I, Vj € N. El conjunto ¥ es llamado espacio de
sucesiones o espacio de itinerarios .

Se define la funcién dr : X x X — R como

PN ‘Zn - ]n’
dp(i,j) =)  —n- (2.1)
neN (N T 1)

paratodo i= (i1ig... 70, ...), j= (Jijo .- -Jn...) € X.
A dr se le conoce como métrica de Fréchet.

Definicion 2.1.7. Un cilindro es un subconjunto de Y. de la siguiente forma: dado p € N

y una sucesion {xo, x1, ..., T, | x; € I}, se define el cilindro como:
C(p, {xo, 21, .., 2,}) ={i € X | ipys = a1, conk € {0,...,n}}. (2.2)
Los cilindros mads sencillos son de la siguiente forma:
C(p,z) ={w € E|w, = x}, (2.3)

conp € Ny x € [ fijos. Es decir, todos los puntos de > que en la coordenada p tienen el
valor x.
Nos preguntamos ahora como son las bolas abiertas en este espacio métrico.
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Proposicion 2.1.5. Sean i,i’ € ¥. dp(i,i) < s Sty solo siVk € {1,...,n} i

N+1)"
N

U

DEMOSTRACION. Dados i,i’ € ¥ supongamos que en sus primeros n términos son
iguales, entonces

.. oo lij—i%] 00 Ji5—i%] —n
dF(lvll) = Zj:l (]\]]+1])j = Zg =n+1 (]\J[+1)J < Z] =n-+1 (N+1)J - (N + 1)

li;— Z|

De manera equivalente si suponemos que dp(i,i') < ET +1)n, entonces ) o <

P N7 H)] lo cual es cierto si los primeros n términos son los mismos. [
Por la proposicién 2.1.5, el conjunto:

B(Nil)n (i) = C(1,{i1, - in}), (2.4)

es decir, el cilindro que tiene en el lugar k el valor de ix, con k € {1,...,n}, es la bola

con centro en i y radio —— N+1)

2.1.2. El Teorema del Punto Fijo de Banach.

Dado 7" : X — X una transformacion, un punto x € X se llama punto fijo de
T si T(z) = z. Es importante saber bajo qué condiciones una transformacion tiene un
punto fijo. Existen varios teoremas relacionados con este problema y en esta seccidon nos
enfocamos en uno de ellos, a saber, el Teorema del Punto Fijo de Banach.

Definicion 2.1.8. Sea f : X — X una transformacion sobre un espacio métrico X. f es
una contraccion si existe o € (0,1) tal que d(f(z), f(y)) < ad(x,y), para todo x,y en
X.

A « se le llama factor de contractividad de f.

Es claro que f es contraccion si Lip f < 1. De la definicion se puede observar que una
contraccion es una funcién uniformemente continua.

El siguiente teorema es uno de los més usados en cuanto a problemas de punto fijo se
trata, algunas de sus aplicaciones pueden ser consultadas en [8].

Teorema 2.1.1. (Teorema del Punto Fijo de Banach) Sea f : X — X una contraccion
sobre (X, d) un espacio métrico completo. Entonces, existe un vinicox € X tal que f(x) =
x y mds avin la sucesion {f"(x) : n € N} para cada x € X converge a x. Esto es,
lim,, o f"(x) = %, para cada x € X.
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2.2. La métrica de Hausdorff.

Felix Hausdorff, matemaético aleman, introdujo la distancia o métrica de Hausdorff en
1944. Dados dos subconjuntos de un espacio métrico la métrica de Hausdorff mide que
tan lejos se encuentran el uno del otro.

Denotemos por H(X) al conjunto de subconjuntos compactos no vacios del espacio
métrico X, es decir, H(X) = {A C X : Aescompactoy A # (}.

Sean (X, d) un espacio métrico, x € X, B C X y r > 0. La distancia del punto x al
conjunto B se define como: d(x, B) =inf{d(x,b) : b € B}.

La r-vecindad de A se define como N, (A) = {y € X : d(y,A) < r, para algin
a € A}. A N,(A) suele conocérsele también como la nube de radio r centrada en A.

Sea X un espacio métrico y sean A y B subconjuntos de X , decimos que A y B estan
dentro de una distancia de Hausdorff r entre si si y sélo si cada punto de A estd a una
distancia menor que r de algin punto de B y cada punto de B estd a una distancia menor
que 7 de algiin punto de A. Vista como una definicion de métrica, esta idea se enuncia de
la siguiente manera.

Definicion 2.2.1. Sean A, B C X conjuntos compactos no vacios. Se define
h:H(X)xH(X)— R como

h(A,B) =inf{r >0: ACN,(B)y BCN,.(A)}
A h se le llama métrica de Hausdorff
La siguiente proposicion da una definicion equivalente para la métrica de Hausdorff.

Proposicion 2.2.1. Sean A,BC X conjuntos compactos no vaciosy h : H(X)xH(X) — R
la métrica de Hausdorff. Entonces

h(A, B) =mdx {d(a, B),d(b,A) : a € Ab € B}.

DEMOSTRACION. Sean A,BC X conjuntos compactos no vacio y definamos:
h=imf{r>0:ACN.(B)yBCN,.(A)} (2.5)

h' = méx{d(a, B),d(b,A) : a € Ab € B}. (2.6)

Entonces A C N, (B) y B C Nj(A), es decir d(a, B) < hparacadaa € Ay d(b,A) <h
paracadab € B.

En particular max{d(a, B),d(b, A) : a € Ab € B} < h, por tanto h’' < h.

Por otra parte, observemos que d(a, B) < h/ paracadaa € Ay d(b, A) < h/ para cada
b € Bentonces A C N}y (B) y B C Ny (A),asi h < I
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Figura 2.1: Ejemplo de la métrica de Hausdorff entre Xy Y

Concluimos que h = 1/. O

La figura 2.1 se calcula la métrica de Hausdorff entre el conjunto X (curva cerrada
verde) y el conjunto Y (curva cerrada azul).

La proposicién 2.7 nos facilita la prueba de la siguiente propiedad que sera de utilidad
mds adelante.

Proposicion 2.2.2. Sea f : X — X entonces
h (U Ai, U Bi) < mdxierh(A;, By), (2.7)
iel el
donde I ={1,... N}, N € N.
DEMOSTRACION. Es suficiente probarlo para N = 2, ya que [ es un conjunto finito.

h(Al U AQ, Bl U BQ) -

méx{d(a, Bl U Bz), d(b, A1 U AQ) rac Al U AQ, be B1 U B2} (28)
Observemos que:

méx{d(a, Bl U Bg) a e Al U AQ} =

méx{d(al, Bl U BQ), d(ag, B1 U BQ) tay € Al, ay € AQ} (29)

Asi, supongamos que el maximo en la ecuacion (2.8) es d(a, By U By) cona € A; U Asy
que este valor se alcanza para algin a € A; entonces:
]’L(Al U AQ, Bl U BQ) = méx{d(a, Bl U BQ) a e Al}
S d(Al, Bl) = méx{h(Al, Bl), h(AQ, BQ)}



16 CAPITULO 2. CONJUNTOS FRACTALES.

La prueba se tiene de manera equivalente si el maximo se alcanzara en d(b, A) para b €
By U Bs. ]

Teorema 2.2.1. Sea (X,d) un espacio métrico, entonces H(X) con la métrica de Hausdorff
es un espacio mérrico.

DEMOSTRACION. Sean A, B,C' € H(X)

i) Se cumple que h(A, B) > Oyaqueel conjunto{r >0: A C N,.(B)yB C N,(A)}
estd acotado inferiormente por 0.

ii) Si h(A,B) = 0, se tiene que A C No(B) y B C Ny(A). Pero Ny(B) = By
No(A) = A. Por lo tanto A = B.
Si A = Bentonces A C N, (B) y B C N,(A) paratodar > 0, asi h(A, B) = 0.

iii) En el conjunto {r > 0: A C N,(B)y B C N,(A)} se puede intercambiar el orden
de Ay B sin que afecte a la definicion de h, asi h(A, B) = h(B, A).

1v) Resta probar la desigualdad del tridngulo.

Usando la definicién de h se demostrard que el inf{r > 0 : A C N,(C) y C C
N, (A)} es menor que h(A, B) + h(B,C).

Sea e > 0. Dado a € A existe b € B tal que d(a,b) < h(A
existe ¢ € C'tal que d(b, ¢) < h(B, C) + € entonces d(a, c)
2e.

Sear = h(A, B) + h(B,C) + 2¢, la desigualdad anterior nos dice que para cada
a € Aexiste c € C'tal que A C N,(O).

, B) + €, de igual forma
< hA,B)+h(B,C)+

De manera similar se demuestra que C' C N,.(A).

Asi h(A,C) < h(A,B) + h(B,C) + 2¢ y como se cumple para todo € > 0, se
concluye que h(A,C) < h(A, B) + h(B,C).

]

Ya que los elementos de 7 (X') son subconjuntos de X (es decir son elementos que a
la vez son conjuntos), también se suele decir que (X ) es un hiperespacio de X.

Observemos que la condicién de que A C X sea compacto y no vacio es vital para que
H(X) sea espacio métrico. Tomemos como ejemplo el siguiente caso: R con la métrica
usual, la distancia entre {0} y [0, 00) es oo, por lo tanto se restringe el uso a conjuntos
acotados; h((), {0}) = oo, asi, se restringe el uso a conjuntos no vacios y 4([0,1), (0,1)) =
0 pero [0, 1) # (0, 1), por lo tanto restringimos el uso a conjuntos cerrados.
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1a iteracion

2a iteracion Conjunto fractal

Figura 2.2: Primera, segunda y tercera iteracion del operador de Hutchinson aplicado a A.

2.3. Conjuntos fractales.

En R? consideremos las siguientes contracciones:

fl(‘r7y) - (%7 %)7 fz(l’,y) - (% + %’ %)7 f3<l’,y) = (%’ % + %)

Al aplicar cada una de ellas a la figura de la esquina superior izquierda Ay (mostrada en
la Figura 2.1.) y unir las imdgenes de las contracciones se obtiene la figura de la esquina
superior derecha. Si ahora a esta nueva imagen la llamamos A; y aplicamos nuevamente
cada una de las contracciones a Aj, se obtiene la figura de la esquina inferior izquierda,
esta imagen sera ahora As. Repitiendo el proceso se obtiene se obtiene la figura de la
esquina inferior derecha o A3. En el limite de este proceso se obtiene el conjunto conocido
como Tridngulo de Sierpinski.
Definase ahora en R? las contracciones:

fila,y, 2) = (%’ %7 §>’ folz,y,2) = (% + %’ %7 %)a
fs(l’,y,Z) - <%’ % + %’ %),f4(l’,y, Z) = (%7 %7 % + %)

Con un procedimiento andlogo al que se usé para crear el tridngulo de Sierpinski se obtiene
la Figura 2.2.

Surge la pregunta de por qué ocurre esto y para responderla es necesario tener un
espacio en el cual sea posible realizar tal estudio, H (X ) es precisamente ese espacio. El
Teorema del Punto Fijo de Banach (Teorema 2.1.1) permite probar esta afirmacion, via su
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Figura 2.3: Piramide de Sierpinski.

aplicacion a H (X ). Por tanto es necesario saber como son las contracciones en H(X) y
verificar que este espacio es completo.
Se dan los siguientes lemas como medio para definir una contraccién sobre H (X ).

Lema 2.3.1. Sea f : X — X una contraccion sobre un espacio métrico (X, d) con factor
de contractividad s. Entonces f : H(X) — H(X) definida por

f(B) ={f(z):x e B}.

para cada B € H(X), es una contraccion sobre (H(X), h(d)) con factor de contractivi-
dad s.

DEMOSTRACION. Como f es contraccion, por lo dicho en la seccién 2.1.2, f es continua.

Por el Lema 2.1.4, f transforma compactos en compactos, lo cual prueba que estd bien
definida, es decir, f(H (X)) C H(X).
Para probar que f es contraccion, sean A, B € H(X).

h(f(A), f(B)) = inf{r > 0: f(A) C N.(f(B)) y f(B) C N:(f(A))}
Dado b € B, se cumple que d(f(b), f(A)) < h(f(A), f(B)), es decir:

inf{d(f(b), f(a)) : a € A} < h(f(A), f(B)).
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Como f es contraccion,
inf{d(f(b), f(a)) : a € A} < inf{sd(b,a) :a € A}
= sinf{d(b,a) : a € A}
= sd(b, A). (2.10)
Este valor es una cota superior para d(f(b), f(A)), entonces h(f(B), f(A)) < sd(b, A).

De la misma forma se prueba que h(f(A), f(B)) < sd(a, B). Ya que se cumple para todo
a € Ay paratodo b € B, se tiene que

h(f(A), F(B)) < sh(A, B)

[
Definicion 2.3.1. Sea { f1, ..., fy} un conjunto de contracciones sobre un espacio métrico
completo (X, d). Sea H : H(X) — H(X) tal que
N
H(A) =] fi(A), A € H(X). (2.11)
i=1

A H se le conoce como operador de Hutchinson.

La definicion anterior se debe al matematico australiano J. Hutchinson, quien fue el
primero en discutir sus propiedades en [4].

El siguiente lema nos da un método para combinar distintas contracciones en un espa-
cio métrico y generar una nueva contraccion.

Lema 2.3.2. Sea (X, d) un espacio métrico. Sean f,, : H(X) — H(X), n € {1,...,N}
contracciones con factor de contractividad s, cada una. Entonces el operador de Hutchin-
son es una contraccion con factor de contractividad S =mdx{s, : n € 1}, para cada

B e H(X).
DEMOSTRACION. Sean A, B € H(X).

N N

h(H(A), H(B)) = h(| ] fi(4), U fi(B))

=1 %
< maz;erh(fi(A), f;(B)) por ecuacién (2.7)
< (maziersi)h(A, B)
= Sh(A, B).
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O]

El Lema 2.3.1 nos asegura que se puede definir al operador H como en el Lema 2.3.2
,yaque {f, : H(X) — H(X) : f. contracciéon y n € I} por ser un conjunto finito de
contracciones tenemos una union finita de compactos la cual es también un compacto. Asi,
H es una forma general de tener una contraccién en H (X ), esta es la segunda consecuencia
importante derivada de la métrica de Hausdorff.

Haremos la siguientes observaciones, necesarias para la prueba del teorema que se
enuncia inmediatamente después.

Observacion 2.3.1. Para probar la compacidad de A, se prueba primero que es cerrado
y por ser un subconjunto de un espacio métrico completo es completo ( Por proposicion
2.1.2). Luego se demostrard que es totalmente acotado y por la proposicion 2.1.3 sabe-
mos que ser completo y totalmente acotado implica compacidad, con lo cual habremos
terminado.

Observacion 2.3.2. Una sucesion { A, } C H(X) converge a A € H(X) siy sélo si dado
€ > 0, existe N € N tal que sin > N entonces A, C N (A)y A C N.(A,).

Las siguientes proposiciones nos permitiran probar la completez de H(.X).

Teorema 2.3.1. Sea (X, d) un espacio métrico completo. Entonces (H(X), h(d)) es un
espacio métrico completo.

DEMOSTRACION. Sean {4, : A, € H(X)} una sucesién de Cauchy y
A = {x € X :existe una sucesion de Cauchy {z, € A,} que converge a z}.

La prueba se divide en dos partes: en la primera se demuestra que la sucesién {A4,,} con-
verge a A y en la segunda parte se demuestra que A € H(X).

1)Demostracién de que la sucesién {A,,} converge a A.

Como {A,} es de Cuachy para todo ¢ > 0 existe N € N tal que si m,n > N se tiene
que h(A,, A,) < e. Tomemos n € N tal que cumpla con esta desigualdad. Sea y € A,
escojamos una sucesién de enteros k; < ky < --- tales que ky = ny h(Ay,, An) < 27 ¢
para todo m > k;. Definimos una sucesién (Yr )ken con yy, € Ay como sigue:

Para k < n escogemos y;, € Ay, arbitrario, para k = n tomamos y, =y ysik; < k <
kj41 escogemos y, € Ay con d(yy,, yx) < 277, entonces (Y )ren es de Cauchy, por tanto
convergente, ya que X es completo. Si x es su limite, entonces z € A, es decir, A # ().
Mas aun, obsérvese que d(y, z) = limg_0od(y, yx) < €, es decir existe N’ € N tal que si
k> N',d(y,z) < e entonces y € N (A), por lo tanto A,, C N (A).
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Ahora se probard que A C N (A,,). Sea x € A, existe {x} }ren con z;, € Ay tal que
7, — x, es decir, existe ny € N tal que si k > ng, d(xy,r) < 5. Como A;, es de Cuachy,
existe n; € N tal que si n,m > ny, h(A,, Ay,) < 5. Sea N =max{ng,n,} entonces
si k,n > N implica que dado x;, € Ay existe y € A, tal que d(xy,y) < §. Por tanto,
d(z,y) < d(z,zr) + d(zg,y) < € entonces A C N (A,,). Tomando N; =méx{N’, N}, se
cumple que paran > Ni: A, C N(A)y A C N (A4,).

Por lo tanto { A,,} converge a A.

2) Se probard que A € H(X). Ya se demostré que A # () asi que resta probar que es
compacto.

Para probar que A es cerrado tomaremos » € A y se demostrard que existe una sucesion
2, € A, que converge a x, y por tanto A C A. Asi, dado x € A existe {x, },eny C A tal
que z,, — x, es decir, existe ng € N tal que si n > ng, d(z,,z) < 2%

Por otro lado, para cada n € N, existe z, € A, tal que d(z,,z,) < h(A,, A) +27".
Sea n > ng entonces d(z,,x) < d(zn,x,) + d(2y,2) < h(A,, A) + 5= + 5+. Cuando
n — 00, h(An, A) + 5= + 5= converge a 0. Asi {z, }nen — =, es decir, z € A, por tanto
A es cerrado.

Resta probar que A es totalmente acotado. Sea n tal que h(A,, A) < £, o de manera
equivalente A, C Ne¢(A)y A C Ne(A,). Como A C Ne(A,), existe a, € A, tal que
d(a,a,) < 5. Ya que A, es compacto entonces es totalmente acotado, por tanto dado
$>0existe B = {yi,...,ym} C Ay talque A, C ", B(y;, 5), entonces dado = € A,
existe y; € I tal que d(z,y;) < 5. Puesto que A, C N¢(A) para cada y; existe z; € A
tal que d(z;,y;) < §, entonces el conjunto £’ = {xy,...,z,} cumple que &2 C N (E).
Asi, dado a € A, existe z; € E' tal que d(a, z;) < d(a, a,)+ d(an,y;) + d(y;, x;) < €, por
lo tanto A C |J;_, B(x;, €), es decir, A es totalmente acotado. O

Definicion 2.3.2. Sea X un espacio métrico completo. Sean f, : X — X contracciones,
n €{1,...,N}y H el operador de Hutchinson asociado a esta familia de contracciones.
Si A es el tinico punto fijo de H, a A se le llama conjunto fractal o conjunto atractor
respecto a H, es decir,

A:=lim, o H"(E), (2.12)

donde E € H(X).

La existencia y unicidad del conjunto fractal se sigue del Teorema 2.3.1.

Ejemplo 2.3.1. Para el siguiente conjunto de contracciones:
fl(xvy) = (_%y + %7 %ZE), fQ(xay) = (%?/ + %7 —%..'If + %)’ f3(1'7?/) = (%l’ + i, %1’ + %),
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Figura 2.4: Conjunto fractal cuyo factor de escala es %

el operador de Hutchinson para estas contracciones estd dado por H(A) = Uf\il fi(A),
A € H(X) y cuyo punto fijo se muestra en la Figura 2.4.

Ejemplo 2.3.2. Para el siguiente conjunto de contracciones:

hiwy) = (=32, 59), folw,y) = (=57 + 5, 39), fa(z,9) = (32,50 + 3),

el operador de Hutchinson para estas contracciones estd dado por H(A) = Y, fi(A),
A € H(X) y cuyo punto fijo se muestra en la Figura 2.5.

Concluimos este capitulo con algunas propiedades del conjunto fractal respecto a .
Supéngase {g1, ..., gy} una familia finita de transformaciones tal que g; : X — X, para
fines practicos definimos

Giyoip = Gi1 © - © Gi- (2.13)

En adelante se usara la siguiente notacién
Ail...ip = gil...ip<A)- (2.14)

Hacer uso de la notacién dada en 2.14, mas que simplificar el trabajo, hace evidente el
itinerario que sigue A bajo el efecto de las tansformaciones g;, . Siguiendo esta notacion se
puede afirmar lago mas.

Proposicion 2.3.1. Si { f1, ..., fn} es una familia finita de contracciones y p € N, se tiene
que
diam(A;, i) < s, ... s, diam(A), (2.15)
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Figura 2.5: Conjunto fractal con factor de escala %

por tanto, dz’am(Ail,_ip) — 0 cuando p — oo, donde Si; es el factor de contractividad de
fij J € {1...p}.
DEMOSTRACION.

diam(A;,..,) = sup{d(fi,..i,(x), fi,..:,(y)) : 2,y € A)}
< sup{s;, d(fi..:, (), fis.iy(y)) 1 2,y € A)}
< sup{si, Siyd( fis..ip (), fis.i,(y)) : w,y € A)}
Repitiendo el proceso,
diam(A;,. q,) < siy - s, sup{d(z,y) 1 x,y € A)}
=5, -5, diam(A).
Como 0 < s;; < 1, diam(A,,..;,) — 0 cuando p — oo. O

Recordando el ejemplo que se di6 para generar el tridngulo de Sierpinski, sabemos
ahora que dicho objeto es un punto fijo para el operador de Hutchinson formado por la fa-
milia de contracciones dadas y mds atin que podemos acercarnos a este punto fijo después
de un cierto nimero de iteraciones.

El teorema que se enuncia enseguida es una primera explicacién del por qué al tomar
una parte cualquiera de un punto fijo del operador de Hutchinson y llevarlo a la escala de
la figura original, es igual a esta.

Proposicion 2.3.2. Dado p € N,p > 2y H el operador de Hutchinson, se tiene que:
HA) = | Ans (2.16)

i1...ip€{1,...,N}P
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DEMOSTRACION. La prueba se hard por induccion.
Seap=1.

lo cual es cierto, ya que coincide con la definicion del operador de Hutchinson.
Supongamos que se cumple para p, entonces,

HPTH(A) = H(H"(A))
= H( U Ay i)

i1...ip €{1..N}P

= U HC U A

i1...ip €{1..N}P

N
= U U Ajiy .

j=liy..ip €{1...N}P

= U Ay i

1. 0p+1 E{l...N}p+1

Proposicion 2.3.3. Si A es el conjunto fractal respecto a H, entonces

A= |J  A,peEN (2.17)

i1...0p 6{1...N}P
DEMOSTRACION. Sean p € Ny A el conjunto fractal respecto a H, luego H?(A) = A.
Por proposicién (2.3.2) HP(A) = Uil...ip c(1.N}» A .i,,p € N. Con lo cual se completa
la prueba. 0



2.3. CONJUNTOS FRACTALES.

25



26

CAPITULO 2. CONJUNTOS FRACTALES.



Capitulo 3

Medidas fractales.

Un conjunto X equipado con una o—algebra A es un espacio medible, en el cual
podemos definir medidas; las cuales son funciones i : A — [0, c0) tales que cumplen:

D u(®) =0.
2) p(U2 A) =57 u(A;), donde A; N A; = () parai # j.

Asi, cuando tenemos un espacio X, una o—adlgebra A de X y una medida p sobre la
o—algebra diremos que es un espacio de medida y se denotard como (X, A, ). Al con-
junto de medidas definidas sobre el espacio medible (X, A) lo expresaremos como M (X).

Para relacionar la estructura topoldgica con la de medida es necesario considerar la
o—algebra de Borel B la cual es la 0 —algebra mas pequefia que contiene a los subconjun-
tos abiertos de X. Si X es un conjunto y B es la o —algebra de Borel asociada al conjunto
entonces al par (X, B) se le conoce como espacio de Borel.

Sean (X, B) y (Y, B') espacios de Borel. Si la preimagen de la funcién f : (X, B) —
(Y, B’) preserva subconjuntos medibles, a la funcion se le conoce como Borel medible.
Mas atn, si ¢ : (X1, B) — (X2, 8') es una funcién Borel medible, podemos asignarle a
cada medida u sobre 1B una medida sobre B’ mediante la funcién p# : M(X) — M(X)
definida de la siguiente manera:

" (1) (B) = u(e™"(B)), B € Fa.

La siguiente proposicion puede pensarse como una formula de cambio de variable.
Proposicion 3.0.1. Sea ¢ : (X, Fi, ;1) — (Y, F2) una funcién medible, entonces

Jy fdo# = [y fopdpu

27
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paracada f € C(X)

DEMOSTRACION. Sea B C Y un subconjunto medible y yp la funcién caracteristica
definida sobre B, se tiene:

/Ydeso#u = 0" u(B) = u(¢~'(B)),

la igualdad se debe a la definicién de . Por la definicién de preimagen de una funcién y
haciendo algunos célculos se tienen las siguientes igualdades

o (B)) = plw € X : p(x) € B} = /X xa(o(x))dp = /X -

Asi, se cumple la proposicidn para cualquier funcidén caracteristica. De esto, se cumple
también para funciones medibles no negativas, escogiendo una sucesion creciente de fun-
ciones simples que converja puntualmente a la funcién medible no negativa. En particular
se cumple para f continua si se considera la parte positiva y negativa de f.

Por lo tanto, la prueba se tiene para cada f € C(X). [

Una nocidn que utiliza tanto la estructura topoldgica como la de medida es la de soporte
de medida.

Definicion 3.0.1. Sea (X, d) un espacio métrico y sea x una medida de Borel. El so-
porte de u es el conjunto de = € X tales que u(B(x,¢)) > 0 para todo € > 0, donde
B(z,e) ={y € X : d(y,z) < €}.

De esta definicién podemos decir que el soporte de una medida es el conjunto cerrado
mads pequefio cuyo complemento tiene medida cero, como lo afirma la siguiente proposi-
cion.

Proposicion 3.0.2. Sean (X, d) un espacio métrico y 1 una medida de Borel. Entonces
el soporte de una medida y es el conjunto cerrado mas pequefo A, tal que (X \ A) = 0.

DEMOSTRACION. Sea A = {z € X : Ve > 0 u(B(z,€)) > 0}, probaremos que el
complemento X \ A es abierto.

Seax € X \ A entonces existe ¢y > 0 tal que u(B(z, €)) = 0.

Afirmamos que B(x,¢p) C X \ A de lo contrario existirfa 2’ € B(x,€) N A.

Puesto que 2’ € B(z,€y) entonces B(z', ¢y — d(x,2’)) C B(x,€). Y como 2’ € A
implica que u(B(2', e — d(z,2"))) > 0

Por tanto 0 < pu(B(2', 9 — d(z,2"))) < u(B(x,€)) = 0y esto es una contradiccion.

Por lo tanto B(z,¢)) C X \ A, es decir, A es cerrado. De esto se observa también
que A es el conjunto cerrado mds pequeio cuyo complemento tiene medida cero, ya que
si existiera otro conjunto mas pequefio con la misma propiedad digamos B, entonces A
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intersectaria al complemento de B pero esto no puede ocurrir por lo hecho en la prueba.
]

Una medida de probabilidad sobre un conjunto X es una medida con la propiedad de
que x(X) = 1. Si la medida p no es de probabilidad pero se cumple que u(X) < oo
entonces se puede normalizar, es decir, definir una nueva medida po(A) = ﬂ (()A;% para
cada A subconjunto medible, lo cual genera una medida de probabilidad. Al conjunto de
medidas de probabilidad definidas sobre el conjunto X lo denotaremos como P(X).

En este capitulo dotaremos al conjunto P(X) de una métrica de tal forma que sea
posible definir una transformacién 7' : P(X) — P(X) cuyos puntos fijos tengan relacion
con los conjuntos atractores del operador de Hutchinson, definido en el capitulo anterior.

A esta transformacion se le conoce también como sistema de funciones iterado o IFS y se

genera a partir de una familia de funciones {wy, ..., wy} borel medibles.
Se dard un teorema que nos dice que es posible visualizar el punto fijo del IFS, si
tomamos zo € X y escogemos z,, € {wi(zy_1),...,wy(z,—1)} con n € N, donde la

eleccion de z,, depende de la probabilidad p; asociada a la funcién w;. Y graficamos los
puntos con n suficientemente grande de tal manera que nos asegure que z,, € A, donde
A es el conjunto atractor del operador de Hutchinson formado por la familia de funciones
dadas.

Ademas, encontraremos una manera <<universal>> de codificar la dinamica de los
puntos del conjunto atractor y que nos serd de gran utilidad para ver la relacién que guarda
éste conjunto con el soporte de su medida.

Para tal fin serdn necesarios algunos resultados de anélisis funcional que en su momen-
to se mencionardn.

3.1. La métrica de Hutchinson

Definimos la métrica dy en P(X), el espacio métrico resultante (P(X), dp) serd com-

pleto.

Recordemos que Lip]%l)(X ) es el conjunto de todas las funciones ¢ : X — R Lips-
chitz continuas con constante < 1.

Si € P(X) podemos definir una funcional lineal 4 : Lz‘pﬁgl)(X ) — R tal que

1(8) = [ d(x)dp(x), con ¢ € LipE" (X).
Definicion 3.1.1. La métrica de Hutchinson sobre P(X) se define como:
di(p,v) == sup{u(¢) — v(¢) : ¢ € Lipt (X)), 3.1)

para toda i, v € P(X).
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Daremos las siguientes observaciones, necesarias para demostrar la proposicion 3.1.1.
Observacion 3.1.1. Si ¢ € sz(* )(X) entonces —¢ estd en Lipﬁgl)(X).

Observacion 3.1.2. Dado 1 € P(X)y ¢ € Lz’pgl)(X) se tiene que j1(—@) = —u(¢p) ya

que (i(—¢) = [ —pdp = — [ ¢dp = —pu(9).
De esto se cumple también que 1(¢) = —pu(—9).

Proposicion 3.1.1. (P(X),dy) es un espacio métrico.

DEMOSTRACION. Sean u,v, 0 € P(X).

i) Probaremos que dy(u, v) > 0.

Supongamos que dy (u, v) < 0.

Dado ¢ € Lip]%l)(X ) entonces por la definicién de dy se tiene que p(¢) — v(¢p) < 0
yu(—¢) — v(—¢) < 0 (por observacion 3.1.1)

Por otra parte p(—¢) — v(—¢) = —u(¢p) + v(¢) (por observacion 3.1.2).

Como p(¢) — v(¢) < 0 entonces —u(p) + v(¢) > 0, es decir, u(—¢) —v(—¢) > 0lo
cual es una contradiccion.

Asidg(p,v) > 0.

ii) Se demostrara ahora que p = v siy solo si dy (u,v) = 0.

Noétese que ;4 = v siy solo si paratoda ¢ € sz(— )(X) se cumple que [ ¢pdp = [ ¢pdv,
es decir, ;(¢) — v(¢) = 0 esto es cierto si y solo si dy(p, v) = 0.

iii) Se probard ahora la simetria de dj;. Obsérvese que:

sup{(¢) — v(¢) : ¢ € Lips " (X)} = sup{u(—o) — v(—0)) : ¢ € Lipe" (X))},

esto es cierto por obs. 3.1.1.
Y por obs 3.1.2 se tiene que:

sup{u(—¢) — v(—¢)) : ¢ € Lipg" (X)} = sup{v(¢) — pu(¢)) : ¢ € Lipi" (X)}.
Por lo tanto dy (u, v) = dg (v, ).

iv)Resta probar que dy es transitiva.
dp(p,v) = sup{p(¢) — v(¢) : ¢ € LipE" (X)}
= sup{p(¢) +o(¢) —o(¢) — (¢) ¢ € Lipt™" (X)}
< sup{u(9) — 0(¢) : ¢ € LipE" (X)} + sup{o(¢) — v(¢) : ¢ € Lip=" (X))}
=dg(p, o)+ dg(o,v).

]
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Proposicion 3.1.2. (P(X),dy) es un espacio métrico completo.

Para probar la proposicion anterior son necesarios los siguientes resultados.

Sea X un conjunto. Una funcién f : X — R se llama no negativa si y solo si f(z) > 0
para toda x € X. Una funcional lineal ¢ definida sobre un espacio vectorial U se llama
positiva si 'y solo si ¢(f) > 0 para toda funcién f € U no negativa.

Se dice que una sucesién de funciones { f,, }.en de valores reales decrece a cero si'y
solo si fi(x) > fo(x) > ... paratodo x € X y lim, o0 fn(z) = 0 paratodo x € X. Una
funcional lineal ¢ definida sobre un espacio vectorial U se llama o — suave si y solo si
&(fn) — 0 para cada sucesion { f,, }nen C U que decrece a cero.

Teorema 3.1.1. (Teorema de Dini) Sea X un espacio compacto. Sea f, : X — R una
sucesion de funciones continuas que decrece a cero. Entonces f, converge uniformemente
a cero sobre X.

El siguiente teorema es una version del Teorema de Representacion de Riesz para
funcionales sobre el espacio de funciones Lipschitz con valores reales.

Teorema 3.1.2. Sea X un espacio métrico y sea ¢ una funcional lineal positiva o —
suave sobre el espacio de funciones Lipschitz con valores reales. Entonces existe una
tinica medida Borel finita v sobre X tal que

o(f) = [ fdv
para cada f en el espacio de funciones Lipschitz con valores reales.

Las pruebas de estos teoremas pueden ser consultada en [2].
Probemos ahora que (P(X), dy) es completo.

DEMOSTRACION. Sea {1, }nen C P(X) una sucesién de Cauchy, es decir:
Dado € > 0, existe N(¢) € N :si m,n > N(e) entonces

di (i, fim) = sup{pin(@) — pim(d) : ¢ € Lip]%l)(X)} <€

Asi, para cada ¢ € Lipﬁgl)(X ) se cumple que {i,,(¢) }nen €8 una sucesion de Cauchy de

numeros reales y por tanto convergente.

Entonces existe una funcional lineal f tal que f : Lz’pﬁgl)(X ) — R estd dada por:

f es o — suave, ya que si {¢,, } men €s una sucesion de funciones con valores en los reales
que decrece a cero, por el teorema de Dini ¢,, converge uniformemente a cero sobre X, es
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decir, dado € > 0 existe M (e) € N tal que si m > M(e) se tiene que ¢,,(z) < € para cada
x € X. Como para cualquier n y m > M (e) se cumple que

(6 (X)) = /X Do () (1) < €1n(X) = €.

entonces lim, oo f (¢m) = 0.

Por la version del Teorema de Representacion de Riesz para funcionales definidas
sobre el espacio de funciones de Lipschitz existe una inica medida Borel finita ;4 sobre X
tal que:

f(6) = /X o 3.3)

Resta probar que u es de probabilidad.

Obsérvese que p(X) = [, 1du = limy, ,oofin(1), la Gltima igualdad se da por las
ecuaciones (3.2) y (3.3).

Por otra parte limy, —ooftn(1) = limpy oo [ 1dpty = iMoo tin(X).

Entonces (1(X) = limy,_oopin(X) = 1, ya que {jin }nen C P(X).

.. j es de probabilidad.

.. P(X) es completo. O

3.2. Sistema de Funciones Iteradas con probabilidades.

En el capitulo anterior se estudi6 la forma de construir contracciones sobre H(X) y
vimos que estas contracciones tenia un unico punto fijo; a este punto fijo se le llamo6 con-
junto atractor o conjunto fractal. Veremos que en P(X) se da una situacién andloga, es
decir, la existencia de medidas atractoras.

A continuacion se definen lo que es un Sistema de Funciones Iteradas con probabili-
dades, el cual utilizaremos para la construccion de una medida atractora. En adelante X
serd un espacio métrico compacto.

Sea C(X) el espacio de Banach de todas las funciones continuas con valores reales
sobre X, con norma:

[flloe = max {[f(z)[ : x € X}, [ € C(X). (3.4

Seaw:= {w; : X — X : 7 =1...N} una coleccién de funciones Borel medibles sobre
X.Seap:= {p;]i = 1... N} un vector de probabilidades, es decir, p; > 0y 2111 p; = 1.
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Definicion 3.2.1. {X w,p} es un Sistema de Funciones Iterado con probabilidades si y
solo si el conjunto de probabilidades p asociado es tal que el operador T sobre C(X),
dado por

(Tf)(x) = Zm(f ow;)(z), para f € C(X), (3.5)

tiene la propiedad T(C(X)) C C(X).

El sistema de funciones iterado es conocido también como (IFS) debido a sus siglas en
inglés.

Notese que si cada w; es continua entonces {X,w,p} es un IFS con probabilidades,
para cualquier conjunto p de probabilidades asociado, en este caso el IFS se escribird como
{X,w} y nos referiremos a éste simplemente como IFS.

En el resto de este capitulo { X ,w,p} se utilizard para denotar un IFS con probabil-
idades donde w:= {w; : X — X : 4 = 1...N} una coleccién de funciones Borel
medibles sobre X.

Ejemplo 3.2.1. Sea X = [0,1], wy(z) = 3z, wp(2) = sz + 2, N = 2. Entonces {X,w,p}
es un IFS para cualquier conjunto de probabilidades p= (p1, p2).

3.2.1. Medida atractora.

Sabemos que (P(X), dy) es un espacio métrico completo, entonces para poder hablar
de una medida atractora es necesario crear primero una contraccion en este espacio, para
ello son necesarias las siguientes definiciones y teoremas.

El siguiente teorema es una version del Teorema de Representacion de Riesz para
funcionales sobre C(.X') con X un espacio métrico compacto.

Teorema 3.2.1. Sea X un espacio métrico compacto y sea ¢ una funcional lineal positiva
sobre C(X). Entonces existe una vinica medida Borel finita v sobre X tal que

o(f) = [ fdv
para cada f en C(X).

Supéngase que Z es un espacio normado sobre el campo K, donde K puede ser C o R,
los elementos del dual Z* se designan usualmente como z* y escribimos

(2,2%) (3.6)

en lugar de z*(z2).
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Proposicion 3.2.1. Sean 'Y, Z dos espacios normados. A cadaT' € B(Y, Z) le corresponde
un vinico T* € B(Z*,Y™*) que satisface

(Ty,2") = (y, T"2") 3.7)
paratodoy €Y, z* € Z*. Mds aiin T* satisface | T* ||=|| T ||.

Proposicion 3.2.2. Dada pn € M(X) y T una transformacion tal que T : C(X) — C(X)
entonces [ Thdu = [ hdT*u para cada h € C(X).

DEMOSTRACION. Dada g € M(X)y h € C(X) sabemos que i : C(X) — R define
una funcional lineal tal que ;1(h) = [ hdp, es decir, u € C(X)*.

Entonces [ Thdu = p(Th) = (Th, ), la Gltima igualdad se da por ecuacién (3.6).

De manera andloga se tiene que [ hdT*p = (T*p)(h) = (h, T*p).

Por la proposicién 3.2.1 se cumple que (T'h, ) = (h,T*u), con lo cual termina la
prueba. U

El Teorema de Representacion de Riesz para funcionales sobre C(X') con X espacio
métrico compacto nos dice que el espacio dual de C(X) es el espacio de Banach de todas
las medidas Borel finitas sobre X, denotada por M (X).

Proposicion 3.2.3. Sea el operador lineal T : C(X) — C(X) definido por

(TD@) =3 pif (wila), 68

entonces su operador adjunto T* : M(X) — M(X) es el siguiente

(Tv)(B) = 3_pi(w!)(v) B (3.9)

para todo B subconjunto Borel de X.

DEMOSTRACION. Sea f € C(X), por proposicion 3.2.1 se tiene que dado T € B(C(X))
existe T € B(M (X)), que satisface

(Tf,v)=(f,T"), (3.10)

Abhora, (.,v) define una funcional lineal sobre *B(C(X)), por el Teorema de Repre-
sentacion de Riesz existe 1 una medida de Borel sobre X tal que:

Tt0) = [T~ | ipi(fowi)(x)du,
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la ultima igualdad se da por ec. (3.2.4). Y por proposicion 3.0.1 se tiene que:

N
— /)(Zpifdwi#(u)- (3.11)
=1

Sea B subconjunto Borel de X y témese f = xp en ec. (3.11) entonces

AzpiXBdwz#(u) =D _piw! (1)(B).

Asi,
N
(T*v)(B) = ) _pi(w])(v)B,
i=1
para todo B € B(X) O
Recordemos que una familia de funciones fi,...,f, conn € N, f; : X — X es

contraccién si existe un ndmero [; € [0,1) tal que d(f(z), f(y)) < Lid(z,y) para todo
z,y € Xei€{l,...,n}. Al nimero /; se le llama factor de contractividad de f;. El op-
erador de Hutchinson para esta familia de funciones es una contraccién en 7 (.X) al tomar
como su factor de contractividad el nimero [ =max{ly,...,[,}. En el caso de nuestro
espacio de medidas si queremos crear contracciones se debe agregar alguna condicién al
IFS que nos permita definir una funcidon que sea contraccion. La siguiente definicion da
esta condicion.

Definicion 3.2.2. Un IFS con probabilidades { X ,w,p} se llama hiperbdélico con factor de
contraccion s si'y solo si existe una constante 0 < s < 1 tal que

(wi(z), wi(z"))

: e X1 < 3.12
i ) r,x' € X} <s (3.12)

d
sup{

parai =1...N, donde d denota la métrica sobre X.

Enunciamos ahora el teorema que nos asegura la existencia de puntos fijos en P(.X).

Teorema 3.2.2. Sea {X,w,p} un IF'S hiperbdlico con probabilidades. Entonces existe
una tinica medida de probabilidad 1 sobre P(X) tal que T* 1 = p, donde T* estd dado
como en la proposicion 3.2.3. Mds aiin cada medida de probabilidad v € P(X) es atraida
a p en el sentido: T*"v — u, donde la convergencia es en la métrica de Hutchinson dy.



36 CAPITULO 3. MEDIDAS FRACTALES.

Enunciaremos primero algunas definiciones, teoremas y proposiciones necesarios para
la prueba del teorema 3.2.2.

Un proceso de Markov es la cuarteta (X, F, i, P) donde P es un operador positivo no
expansivo sobre L'(X, R, 11).
No expansivo se refiere a que la norma:

I P ll= sup{|Pfl:[ f o<1} < L. (3.13)

Y positivo significa que para cada f € L'(X, R, ) y f > 0, se cumple que Pf > 0.

Ahora, sea {X,w,p}un IFS con probabilidades. Considérese el siguiente proceso de
Markov en tiempo discreto (X, B(X), 1, P), donde B(.X) denota el algebra de subconjun-
tos Borel de X'y

N
=1

es la probabilidad de que dado x € X al aplicarle cada una de las funciones Borel medibles
se cumpla que x € B.

Observemos que por lo hecho hasta este momento el operador 7™ esta definido sobre
M (X), pero nuestro interés es s6lo en las medidas de probabilidad. El siguiente teorema
nos asegura que el operador 7™ tiene puntos fijos aun si se restringe al espacio P(X).

Teorema 3.2.3. Existe una medida de 1 tal que

u(B) = [ Pl Bdula), (3.15)

para todo subconjunto Borel B de X.
Enunciamos primero dos teoremas necesarios para la prueba

Teorema 3.2.4. (del Punto Fijo de Schauder) Sea M un subconjunto compacto, convexo,
no vacio de un espacio de Banach X, y suponga T’ : M — M continua. Entonces I tiene
un punto fijo.

Teorema 3.2.5. (Alaoglu) La bola unitaria cerrada S* = {z* :|| 2* ||< 1} de X* es
compacta en la topolgia débil*.

Prueba del teorema 3.2.3

DEMOSTRACION. El operador lineal 7" definido por

(Tf)(z) = me(w(x)) (3.16)
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transforma C(.X) en si mismo de manera continua. Por lo tanto, el operador adjunto 7*
transforma el conjunto P(X') de medidas de probabilidad sobre X en si mismo continua-
mente débil*.

P(X) es un conjunto convexo y por el teorema de Alaoglu es un conjunto compacto
débil* y por el teorema del punto fijo de Schauder 7 tiene un punto fijo u € P(X).

Por lo tanto el punto fijo u satisface:

u(B) = (T*p)(B) = Zpiwz#(u)(B) = Zzom(uf1

para todo B subconjunto Borel de X. 0

La siguiente proposicion nos dice que el operador 7* es una contraccion en P(X).

Proposicion 3.2.4. El operador T* : P(X) — P(X), dado por

N
=> pi(w] ov)B, (3.17)
=1

es una contraccion con factor de contractividad s.

DEMOSTRACION. Sean p,v € P(X)ysea¢ € sz(<1)(X). Entonces

T —T v = Zpi(wl# o p)(¢) = > pi(w ov)(9)

Se tiene que:
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N
<Y pisdu(p,v) (3.18)
i=1
= SdH(,ua V)'
La ecuacion (3.18) se debe a que Lip(s™ ¢ o w;) < s7'1s = 1, ya que:

|o(wi(x)) — P(wi(y))] < 1d(wi(x), wi(y)) < 1sd(z,y).
Por lo tanto, dg (T, T*v) = sdy(p, v). O
Con lo dicho hasta ahora se puede dar la prueba del teorema 3.2.2.

DEMOSTRACION. Como IP(X) es una espacio métrico completo con la métrica de Hutchin-
son diy y T™ es una contraccion en este espacio, basta aplicar el teorema del punto fijo de
Banach para asegurar la existencia de una tnica medida p € P(X) tal que sea punto fijo
para el operador 7™ y que dada cualquier otra medida v, T*"v — p con la métrica de
Hutchinson. 0

Definicion 3.2.3. La medida |1 definida en el Teorema 3.2.2, se llama medida atractora o
p-balanceada del IFS { X ,w,p} con probabilidades.

3.3. Elsoporte de una medida atractora.

Ahora veremos cual es la relacién entre el soporte de una medida y el atractor A.
Este problema se resuelve haciendo uso del espacio de cddigos asociado a un IFS con
probabilidades. Para esto, se usard la misma notacion que se us6 en la seccion 3.2.3.

La transformacion shift izquierdo se define como 7; : 2 — X

Ti(il,ig, PN ,in, .. ) = (i7i1,i2, ce i’m .. ) (319)

En adelante el par (X,7) denotard a un IFS hiperbdlico para cualquier conjunto de
probabilidades, donde 7= {r,..., 75} con N € N.

Proposicion 3.3.1. Sea la transformacion shift izquierdo 7; : ¥ — X para todo i €
{1,..., N}, entonces el par (X,7) es un IFS hiperbdlico para cualquier conjunto de
probabilidades.

DEMOSTRACION. Se demostrard que existe una constante 0 < s < 1 tal que para todo i,
i’ € Xy i#i’ se cumple:
dp(7;(i), 7:(i'))
su — <s
p{ dp(i, 1) } ’




3.3. EL SOPORTE DE UNA MEDIDA ATRACTORA. 39

Obsérvese que por la definicion de shift izquierdo se cumple que 7;(i)); = 7;(i’));. En-

tonces
& (i) — (7 (1)) & li; — 1]
dp (7). 7:(i) = |(7:(i)), (Tz(l )l _ 1
]:1 ]:2
factorizando N_+1 y recorriendo el indice en la dltima igualdad se tiene que

o0

Z |Z]_Z _ dF<iai/)
N+1 1)i-t N+1°

Jj=

para cada i,i’ E YNy i#i

Ya que w5 +1 < 1 entonces el par (X,7) es un IFS hiperbdlico. O

Rercodemos que (3, dr) es un espacio métrico compacto. Ahora al conjunto X le
daremos la estructura de espacio medible, para esto debemos dar una familia de conjuntos
medibles que contega a las bolas abiertas de ..

Por la definicion de los subconjuntos de Y llamados cilindros, dada en el capitulo 2,
tomamos la familia que contiene a todas las uniones e intersecciones finitas de conjuntos
de la forma C'(i, x). Esta familia es un dlgebra F;, conocida como el dlgebra de cilindros.
Y genera una familia de subconjuntos medibles de > que denotaremos por F. Observemos
que todas las bolas de radio 27" alrededor de cualquier punto i€ > estdn contenidas en F
y por tanto se trata de la 0 — dlgebra de Borel.

Ya que {3, 7 } es un IFS hiperbdlico, a {¥, 7 } le podemos aplicar el Teorema 3.2.2
para tener una Gnica medida de probabilidad p € P(X), es decir, la medida p —balanceada
para este IFS.

Para el espacio de medida (X, F, p) podemos definir los operadores analogos a 7" y
T*, los cuales denotaremos por © y ©* respectivamente y que se definen de la siguiente
forma:

N
= pif(n(i), (3.20)
=1
paratoda f € Cr(X). Y
N
=Y _nilif ov)E, (3.21)
=1

para toda v € Mp(x) y paratodo F € F.

Proposicion 3.3.2. El atractor de un IFS hiperbdlico (X, T) es 3.
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DEMOSTRACION. Dado i € ¥ definimos el operador de Hutchinson, H (i) = X, 7(i).
Si A es el atractor para el IFS, entonces por proposicion 2.3.2
A= lim H"(i) = lim U Tir i (1)

n—00 n—00 )
i1yeenyin €{1,...,N }7

Es decir, A = X ya que en A estan todas las sucesiones cuyas componentes estan en
{1,...,N}. O

El siguiente teorema relaciona el atractor A de un IFS hiperbdlico { X,w, p} con ¥ el
atractor de (3, 7).

Teorema 3.3.1. Supongase que {X,w,p} es un I F'S hiperbdlico con probabilidades y que
A es su uinico atractor.
Entonces existe un transformacion continua sobreyectiva v : ¥ — A,

V(1) = limy ooy, © Wiy © ... w;, (), (3.22)

donde el limite existe y es independiente de © € X. En otras palabras A = vX

DEMOSTRACION. Seai € {1,...,N}. Dado x € X, w;, ; (z) es una sucesién de
funciones, la cual es de Cauchy, ya que:

d(wi,...i, (), Wiy, (7)) < s"diam(X), (3.23)

donde ny ="""{"""} y 5 es el factor de contractividad para el IFS hiperbélico.

Asi, dado € > 0 escojamos n tal que s"diam(X) < e.

Entonces, sin,n’ > ng : d(w,..q,(x), w;,..i (7)) < ¢ lo cual implica que w;,..;, ()
es de Cauchy y por tanto convergente ya que X es completo.

Mas aun, si z, 2’ € X, se cumple también que

d(wi,..i, (), w5y, (2) < s™diam(X),

es claro que, cuando n,n’ — oo, d(wy, 4, (z), wi,..;,(2')) — 0y como w;,. ;,(x) con-
verge, entonces 1im,, oo w;,. ., () = Hmy, o wi, ., (2).

Por tanto el limite en la ecuacion (3.22) existe y es independiente de x € X.

Si A(z) := lim,_W"(z). Entonces el limite pertenece a A(x).

Probemos ahora la continuidad de ~.

Sean n € N tal que s"diam(X) < ey i,i’ € {1,..., N}" tales que sus primeros n
términos son iguales, es decir:

dp(i,i') < (N + 1)~", por proposicién 2.1.5.
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Entonces,
d((i),7({)) < e

Para probar que v es sobreyectiva tomemos a € A(x). Por definicion
A(l’) = lim {wllzn(x)]z] € {1, e ,N},j € {1, e ,n}},
n—oo

Asi,si tomamos a € A(z) existe una sucesion {i,} C X tal que lim, . w;, (z) = a,
donde w;, (z) = w;, ., (x).

Como ¥ es compacto la sucesion {i, } es convergente en X. Sea j€ ¥ su punto limite
entonces dr(i,,j) — 0, entonces si:

a(n) — oo cuando n — oo, es decir, para n suficientemente grande la cantidad de térmi-
nos que coinciden de i, y j aumenta.

Ast dp(w;, (), wj, ;. (2)) < s*“@diam(X).

Por lo tanto:

7() = lm wj, () = lim w, (2) = a

]

Definicion 3.3.1. Sea p una medida p-balanceada para un IFS {X,w} y sea T definido
sobre Li(X, ) como en la ecuacion (3.2.4). Un subconjunto cerrado G C X se llama
recurrente para T si para cada subconjunto O no vacio abierto en G y cada x € G existe
un entero n tal que (T x0)(x) > 0.

El siguiente teorema serd de mucha utilidad para ver la relacion entre el soporte de una
medida y el atractor.

Teorema 3.3.2. .Sea p una medida p-balanceada para un IFS {X,wp}. Si G C X es
recurrente para Ty (G) > 0, entonces cada subconjunto abierto O no vacio de G tiene
medida estrictamente positiva.

DEMOSTRACION. Sea O C @ abierto y no vacio. Sea

SO, = {reC: (T""vo)(z) > %}

para cada k, m € N, entonces S,gm es un subconjunto Borel de X.

Como G es recurrente para 7', se cumple que G = U S,g m

k,m
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Entonces 0 < u(G) = M(U S,gm) < ZM(S,COM), es decir, existen myg, ky € N tal que

0 < (S mo)-
Asi, como 1™ = u:

M(O)_/ Xodﬂ_/ XodT*u—/XodT*mO,u—/TmOXodu>O.
X X X X

Veamos que si A es el atractor de una IFS hiperbélico entonces es recurrente para 7.

Teorema 3.3.3. Sea atractor A de un IFS hiperbdlico entonces A es recurrente para T,
en particular, el soporte de i es el atractor de A.

DEMOSTRACION. Seaz € X y O un subconjunto abierto no vacio de A, se demostrard que
existe m € N tal que 7" xo(x) > 0.
Observemos primero que

T"xo(z) = Z Piy " Pinn XO © Wiy iy, ().
{i1...im }€{1,..N}™

Tomemosa € O C Ay e > 0 tal que B(a) = {zx € X|d(z,a) < €} C A. Por el teorema
3.3.1 existe i € ¥ tal que (i) = 1m w;, i, () = a, es decir, existe N € N tal que si
n > N, entonces d(a, w;, ;. (z)) <

Entonces para cada j € B.(i) = { € X|dr(j,1) < €}, se tiene:

w;,..jx () € Be(a) C O.

Por lo tanto xo o w;, iy = 1, es decir T yo(x) > 0.
Como el atractor A es recurrente para 7' cada subconjunto abierto de A tiene medida
estrictamente positiva y por la proposicion 3.0.2 A es igual al soporte de la medida po. [

El siguiente paso es describir la relacion entre la medida p-balanceada ;v de un IFS
hiperbdlico con probabilidades { X,w,p} y la medida p-balanceada p del IFS hiperbdlico
{X¥, 7}. Para esto, tomemos la funcién +y definida en el teorema 3.3.1 y observemos que el
operador lineal I" : C(A) — C(X) definido como

() = (D) (3.24)

es inyectivo, ya que I'(f) = I'(g) siy s6lo si f(v(i)) = g(y(i)) para cadai € . Como vy
es sobreyectiva, f(x) = g(x) para cada x € A, por tanto f = g.
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Por lo tanto, la transformacion
'fe—f (3.25)

estd bien definida y es una transformacion lineal continua de I'C(A) sobre C(A), ya que
') =1.

El siguiente resultado es de gran importancia en andlisis funcional y serd de utilidad
en la prueba de la proposicién que se enuncia inmediatamente después.

Teorema 3.3.4. (Teorema de Extension de Hahn-Banach) Sea X un espacio lineal nor-
mado sobre un campo Ky sea U C X un subespacio lineal. Entonces cada funcional
lineal continuo ¢ : U — R puedes ser extendido lineal y continuamente a todo X de tal
forma que preserve norma, es decir, existe un funcional lineal continuo ) : X — R con
las propiedades

VueU:du=opuyl¢e|=[v]

Proposicion 3.3.3. La transformacion T'* : P(X) — P(A) es sobreyectiva.

DEMOSTRACION. Se desea probar que Vv € P(A), I/ € P(X) : IV = v.
Dado v € M(A), definimos x, : C(2) — R como

k(D f) = v(f), (3.26)

es decir, K, es la composicion de v con I' ver ecuacion definida en (3.25).

Entonces, x, : ['(C(A)) € C(¥) — R define una funcional lineal continua sobre
I'(C(A)), por el teorema de Extension de Hahn-Banach (ver Teorema 3.3.4) existe una
funcional lineal continua ,, : C(X) — R tal que

yllEll = llrll = 1.
Por el teorema de representacion de Riesz, existe v/ € P(X) tal que

Ky (g9) = /gdu', Vg e C(Y). (3.28)

Obsérvese que v 'y I'*1// € P(A). Entonces v = I'*/ siy solo si [ ¢dv = [ ¢dI'*1/ para
cada ¢ € C(A).
Asi,

/qbdl“* ’:/Fogbdy':/{V(Fogb),
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la ultima igualdad se da por la ecuacion (3.28) y por la ecuacion (3.27) se tiene que
FuL 0 §) = k(T 0 9).

Por la ecuacion (3.26) se tiene que x,(I' o ¢) = v(¢).
Por lo tanto, [ ¢dl™*v' = v(¢) = [ ¢dv, con lo cual se completa la prueba. O

Teorema 3.3.5. Sea {X,w,p} un IFS hiperbdlico con probabilidades, entonces su medida
p-balanceada 1 estd dada por ji(E) = (v# o p)E, para todo E € F.

DEMOSTRACION. Sea T la restriccién de 7' a C(A).

El teorema (3.3.1) implica la conmutatividad del siguiente diagrama

Yy 25 A

J

> —— A
Y

es decir, yow; : ¥ — Ay 1; 07 : % — A. Por otra parte:

N

(CT)(HE) = (T ) = Zpi(f ow)(v(i)) = Y pi(f o7)(7(i))

— 6f(+(i) = OT)(i) = (OD)(/)(),

por lo tanto para cualquier n € N se tiene
(CT™)(f)(E) = (©"T)(N))-
Como (I'T™)* = T*"T* y (©"I')* = ["*©*", entonces

Por proposicion anterior, dado cualquier x € P(A) existe v € P(X) tal que [v = &
y . .
Tk =T"T"y =T"0""v — [p,
ya que p es la medida p-balanceada de {¥, 7}.
Por lo tanto I'*p es el dnico punto fijo si 7 en P(A) y por tanto en P(X). O

Es posible visualizar el soporte de la medida atractora de un IFS. Si tomamos zy €
R? y escogemos z,, € {wi(T,_1),...,wn(7,_1)} conn € N, donde la eleccién de z,
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Figura 3.1: conjunto fractal conocido como la hoja de Barnsley

Figura 3.2: conjunto fractal que ocurre como el soporte de una medida

depende de la probabilidad p; asociada a la funcio6n w;. Y graficamos los puntos con n
suficientemente grande de tal manera que nos asegure que x,, € A, donde A es el conjunto
atractor del operador de Hutchinson formado por la familia de funciones dadas, entonces
la imagen resultante seréd el soporte de la medida atractora o fractal. De esta forma se
concluye que un conjunto fractal ocurre como el soporte de una medida. Las imdgenes
mostradas en la Figura 3.1 y la Figura 3.2 se obtiene con este procedimiento.
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Capitulo 4

Conjuntos Autosimilares.

Una transformacion afin T es la composicién de una transformaciéon A : R — R"
y una traslacion, es decir, 7 : R" — R™ es tal que T'(z,y) = A(x,y) + ¢ donde ¢ es un
vector columna en R”. Hay un tipo de transformacién .S llamada similitud que es un caso
particular de una transformacion afin tal que cumple la igualdad d(S(z), S(y)) = rd(x,y)
para todo =,y € R™. A r suele llamarsele radio de escala. En este capitulo trabajaremos
con similitudes donde 0 < r < 1.

Obsérvese que S tansforma un conjunto en otro que es similar de manera geométrica,
de aqui el nombre de similitud.

En este capitulo se verd la relacion que existe entre el punto fijo del operador de
Hutchinson formado por un conjunto de similitudes 51, ..., S, , la medida de Hausdorff
de este punto fijo y el concepto de autosimilitud.

4.1. Medida y dimension de Hausdorff.

La dimension y la medida de Hausdorff tienen la ventaja de poder ser definidas para
cualquier conjunto, su mayor desventaja es quiza que suele ser muy complicado calcularlas
por métodos computacionales, sin embargo, es esencial para comprender la matemaética
que existe alrededor de un conjunto fractal.

Para definir la medida de Hausdorff, se hablard primero de lo que es una medida ex-
terior, dos métodos para construirla y veremos que la medida de Hausdorff construida
precisamente por uno de estos métodos, bajo ciertas condiciones, es una medida. Cabe
recalcar que la razon por la cual la medida se construye a partir de una medida exterior es
que esta se define para cualquier conjunto, como se verd en la siguiente seccion.

47
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4.1.1. Medidas Exteriores.

La medida de Hausdorff se define a partir de una medida exterior. A diferencia de una
medida, la medida exterior se define para todo A subconjunto de X, es decir, para cada
A € 2%, donde X es un conjunto.

Una medida exterior sobre X es una funcién M : 2% — [0, o] que satisface:

1) M(0) = 0.

2) M(Upen An) < 32020 M(An).

3) AC B= M(A) < M(B).

Mencionaremos dos métodos para construir medidas exteriores.

METODO 1.

Sea {U;|i € I C N} una cubierta de subconjuntos de X para A C X. Si ademds
se cumple que 0 < diam(U;) < e para cada i € I, entonces a {U;} se le conoce como
€ — cubierta de A.

Sean X un conjunto, A una familia de subconjuntos de X tales que cubren a X y
C: A — [0, 00| una funcién.

Teorema 4.1.1. Existe una tinica medida exterior M sobre X tal que:
1) M(A) < C(A) para cada A € A.

2) Si M’ es cualquier otra medida exterior sobre X con M'(A) < C(A) para cada
A € Aentonces M'(A) < M(A) VA € A.

En la demostracion del teorema 4.1.1 se define la medida exterior de la siguiente man-
era: M(A) =inf)_,_, C(B), donde B C X y D una cubierta de A. El infimo es sobre
todas las cubiertas de A. Se dice que una medida estd construida por el método I, si hace
referencia a este teorema y se define precisamente de esta manera.

En [1] se puede consultar la demostracion del teorema anterior.

El fin que se persigue es crear una medida, la definicion siguiente nos dice cuando los
conjuntos son medibles respecto a una medida exterior.

Definicion 4.1.1. Sea M una medida exterior sobre un conjunto X. Un conjunto A C X
es M —medible (en el sentido de Caratheddory) siy solo si

M(E) = M(ENA)+ M(E\A)VE C X.
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El teorema 4.1.2 da las condiciones bajo las cuales la medida exterior es una medida.

Teorema 4.1.2. La coleccion F de conjuntos M-medibles es una o-dlgebra y M es nu-
merable aditiva sobre F.

Mas adelante construiremos una medida exterior y una sigma algebra haciendo uso del
Teorema 4.1.2, para asegurar que esta medida exterior es una medida.

Consideremos el siguiente ejemplo de una medida exterior sobre R construida por el
método L.

Ejemplo 4.1.1. Tomemos la coleccion A = {[a,b) : a < b} de intervalos semi-abiertos y
la funcion C : 2% — [o, 00| definida por C([a, b)) = /b — a. Si M es la medida exterior
correspondiente al teorema 4.1.1 (método 1) entonces el intervalo [0, 1] no es M—medible
(en el sentido de Caratheddory).

Para comprobar esto observemos que el singular {[0,1)} cubre a [0, 1) entonces

M([0,1)) < C([0,1)) = 1. 4.1

Por otra parte si tomamos a; < b; con i € N tales que [0,1) C |J,.y[a1, b;) entonces
de acuerdo a la medida de Lebesgue se tiene que 1 < > "° (b; — a;). Por lo tanto

(Z\/bi_ai)z:Z(\/bi_ai)2+22\/bi_ai\/bj_aj EZ(bi—ai) > 1.

Entoncgzzl Vb, —a; > 1.
Como M([0,1)) = inf Y p.p, C(B) donde el infimo es sobre todas las cubiertas D
formadas por elementos de A, tenemos

M([0,1)) > 1. (4.2)

Asi, por las ecuaciones (4.1) y (4.2), obtenemos que M([0,1)) = 1.

De manera similar se prueba que M([—1,0)) = 1.

SiE={[-1,1)} y A=[0,1], A no es M—medible (en el sentido de Caratheddory).
Ya que, por el teorema 4.1.1

M(E) < C(B) = V2

MENA+ME-A)=1+1=2>2>M(E)

Por lo tanto A = [0, 1] no es medible.
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El ejemplo 4.1.1 hace evidente que al construir una medida por el método I no nos ase-
gura, en particular, que un conjunto cerrado sea medible, por tanto hacen falta condiciones
e incluso ver si existe otro método para la construccién de una medida exterior.

Existe un segundo método para la construccion de medidas exteriores que resuelve las
dificultades con las que nos encontramos en el ejemplo 4.1.1, y para probar esta afirmacion
es necesario hablar primero de una medida métrica exterior.

Medida métrica exterior. Al trabajar con conjuntos lo deseable es que sean medibles.
En el caso de que sean subconjuntos de un espacio métrico estos conjuntos generalmente
son abiertos o cerrados o estan construidos a partir de abiertos o cerrados, en particular
estos conjuntos suelen ser conjuntos Borel. Daremos una condicién que nos asegura que
los conjuntos Borel son medibles.

Dos conjuntos A, B en un espacio métrico (X, d) tienen separacién positiva si y solo
sid(A, B) > 0, esto es, existe > 0 tal que d(x,y) > r,paracadaz € Ayy € B.

Definicién 4.1.2. Sea M una medida exterior sobre un espacio métrico. Decimos que M
es una medida métrica exterior si'y solo si M(AU B) = M(A) + M(B) para cualquier
par A, B C X con separacion positiva.

La razén por la cual se define medida métrica exterior es que los conjuntos Borel con
esta medida son medibles como lo corrobora el siguiente teorema.

Teorema 4.1.3. Sea M una medida exterior métrica sobre un espacio métrico X. En-
tonces todo subconjunto Borel de X es M-medible.

La medida M que se obtiene al restringir M a conjuntos medibles, se llama medida
métrica.

METODO II.

En el ejemplo dado para la medida exterior construida por el método I, vimos un con-
junto cerrado que no es medible respecto a esta medida. El método que a continuacién se
expone soluciona este problema.

Sean A una familia de subconjuntos de un espacio métrico X, supongamos que para
cadaz € Xye>0existe A€ Aconz € Ay diam(A) < eyque C : A — [0,00] es
una funcion.

Una medida exterior se construird basdndonos en estos datos.

Para cada ¢ > 0 sean A, = {A € A : diam(A) < ¢} y M, la medida exterior del
método I determinada por C' usando la familia 4., es decir,

M(E)=inf > C(B), (4.3)
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donde el infimo es sobre todas las cubiertas numerables D de E formadas por elementos
de A..

Se define M(E) = lim oM (E) = supoM.(E).

Esta construccién de una medida exterior M de una funcién de conjuntos se conoce
como método II.

El siguiente teorema nos asegura que con una medida construida por el método II, los
subconjuntos Borel son medibles.

Teorema 4.1.4. La funcion de conjuntos medibles M definida por el método II es una
medida exterior métrica.

DEMOSTRACIC'E . Se probard que para cualesquiera A, B C X con separacion positiva
se cumple que M(A + B) = M(A) + M(B).
Sean A, B C X, cond(A, B) > 0. Como M es una medida exterior, se cumple que

M(A|JB) < M(A) + M(B). (4.4)

Para la otra desigualda, sean ¢ > 0 tal que 0 < ¢ < d(A, B) y D una € — cubierta
de A|J B, entonces para cada D € D se cumple que diam(D) < € por tanto D solo
intersecta al conjunto A o a B debido a la condicién de separacién positiva, entonces
existen dos cubiertas ajenas tal que D; | JDy, = D, donde D; cubre a Ay D, cubre a B.

Asi, si M es la medida exterior construida por el método I se tiene:

> CD)y= ) CD)+ ) C(D) > M(A)+ Md(B),

por 1) del Teorema 4.1.1.

Tomando el infimo sobre todas las cubiertas de A|J B y aplicando 2) del Teorema
4.1.1 se tiene que M (A|J B) > M (A) + M (B).

Tomando el limite cuando € — 0, se cumple que

M(AJB) = M(A) + M(B). (4.5)

E(A U B) = M(A) + M(B), por ecuaciones (4.4) y (4.5).
.. M es una medida métrica exterior. O

4.1.2. Medida y dimension de Hausdorff.

La idea de definir medidas usando cubiertas de conjuntos fue introducida por Carathéodory
en 1914. En 1919 Hausdorff us6 este método para definir la medida que ahora lleva su
nombre.
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Sea X un espacio métrico y sea s > ( un posible candidato para la dimension. La
medida exterior de Hausdorff s-dimensional es la medida exterior del método II para la
funcién de conjuntos C'(A) = (diam(A))*® y se escribe como H+. La restriccién a conjun-
tos medibles se conoce como medida de Hausdorff s-dimensional y se denota como #°.
Debido a que estd construida por el método II, es una medida exterior métrica. Asi, en
particular, los conjuntos Borel son medibles.

Se da ahora una definicién mas precisa.
Dado A C X y s > 0. Para cualquier ¢ > 0 se define

HE( 1nf{z (diam(U;))® - {U};2, es una e-cubierta de A}. (4.6)

Para valores mds pequefios de ¢ la clase de cubiertas para A se reduce y el valor de
H?(A) incrementa.
Asi, se define:

HO(A) = lim H2(4) = sup,_,H(4). “.7)

A H?*(A) se le conoce como la medida de Hausdorff s-dimensional.
Veremos una propiedad de la métrica de Hausdorff que nos ser4 util mds adelante.

Proposicion 4.1.1. (Propiedad de escala). Sea g una transformacion de similitud con
A > 0 como factor de escala. Si A C X entonces H*(g(A)) = NH?(A).

DEMOSTRACION. Sea {U, };cn una e—cubierta de A, entonces una Ae— cubierta de g(A)

es {g(U) Yien y 2o(diam(g(Ui)))* = A* 3 (diam(U;))*.

Hi (g(A)) = fnf{Z(dmm(Ui’))S : {U/} es una Ae-cubierta de g(A)}
<in {Z diam(g(U;)))® : {U;} es una e-cubierta de A}

= inf )\S{Z (diam(U;))® : {U;} es una e-cubierta de A}
= )\S’Hf(A).
Aplicando el limite cuando € — 0 a la desigualdad anterior se tiene que

H(g(A)) < AH(A). (4.8)
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Para la otra desigualdad, sea {U; };cry una e—cubierta de g(A), entonces {g~*(U;) }ien
1

es una ye—cubierta de g y procediendo de manera equivalente se tiene que
H(9(A)) = XH(A). (4.9)
La igualdad se tiene por las ecuaciones (4.8) y (4.9). ]

Obsérvese que en la definicion de la medida de Hausdorff s—dimensional, la Unica
condicién que se impone a s es que sea positiva, surge entonces la pregunta de qué sucede
cuando varia el valor de s, veremos que cuando el valor de s aumenta, la medida de Haus-
dorff s—dimensional decrece, en el siguiente teorema se prueba esta afirmacion y se da
mads informacién de lo que sucede con diferentes valores de s.

Teorema 4.1.5. Sean B un conjunto Borel y 0 < s < t. Si H*(B) < oo entonces H'(B) =
0. Si H'(B) > 0 entonces H*(B) = oc.
DEMOSTRACION. Sean € > 0, B un conjunto Borel y {U; };cx una e-cubierta de B.

o0 o)

> (diam(Uy)) =Y “(diam(U;))' = < " (diam(Uy))*,
i=1 i=1 i=1
entonces HL(B) < € *H:(B).
Si H*(B) < oo, entonces
H'(B) < lim e *H!(B) =0-H*(B) = 0.

e—0

Asi, se prueba la primera afirmacién y la segunda es cierta por ser la contrareciproca
de la primera. [

El teorema anterior nos dice que dado cualquier B C X, X espacio métrico, existe un
valor critico sq € [0, 0o] para el cual se cumple que

0 sisg<s
H(B) =

oo sil < s < sg.

Este valor critico se llama dimension de Hausdorff de B y lo denotaremos como
dimy B. Ver Figura 4.1.
De manera formal:

dimygB =inf{s > 0: H*(B) =0} = sup{s > 0: H*(B) = co}. (4.10)
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[==]

H={E)

1
Dimy, B

Figura 4.1: Gréfica de H*(B) contra s. La dimension de Hausdorff es el punto en el que
se da el «salto» de oo a 0

4.2. Conjuntos Autosimilares.

El concepto de dimensién de similitud estd asociado al de escala. Como ejemplo, con-
sideremos subconjuntos de R, R? y R? que estén divididos en sub-longitudes, sub-areas o
sub-voltimenes, de longitud € respectivamente y asumamos que tienen longitud (L), drea
(A) o volumen (V') igual a 1. Si se divide la linea en segmentos de longitud €, entonces ¢

es un valor de escala, es decir, + = e con L = 1, obsérvese que L. = Ne = 1, entonces
_1
€= +- . .
De manera equivalente para la superficie se tendrian N partes de area ¢
— N2 — 2 1 3_ 1
A= Ne© =1, asf ¢ = .Y para el volumen se concluye que € = .

El exponente de e coincide con la dimension euclidiana del espacio en el que se encuen-
tra el subconjunto. Si denotamos por D a dicho exponente de manera general se tendria

2 entonces

que NeP =1, es decir, D = %.
Teorema 4.2.1. Sea (X, d) un espacio métrico y una familia de similitudes {Sy, Sa, ..., Sn}

donde Lip(S1) = r; < 1. Entonces existe un tinico niimero no negativo s que satisface
N

> =1L

DEMOSTRACION. Consideremos la funcién @ : [0, 00) — [0, oo defininida como

N

d(s) = er

=1

Notese que P es una funcion continua, ®(0) > 1y lim,_,,.P(s) = 0 < 1, entonces por el

Teorema del Valor Intermedio, existe un valor s tal que ®(s)

La derivada de ® es N
Z r; logr;.
i=1

1.
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La cual es menor que 0, por tanto es estrictamente decreciente, por lo tanto existe un unico
valor sy tal que ®(sg) = 1. O

Definicion 4.2.1. Si Zfil rP =1a D se le llama dimension de similitud de la familia de

similitudes {S1, Sa, ..., Sn}-

Para fines précticos usaremos la siguiente notacion:
Si S; es una similitud para algin ¢ € Ny K C X entonces denotaremos K; = S;(K)

Definicion 4.2.2. Un subconjunto K C X es autosimilar respecto a la familia de simili-
tudes {S1, S2,..., SN} si

i) K=UY, K.
i) H*(K) >0, H¥(K; N K;) =0parai# jyk = dimg.

Observacion 4.2.1. Si K es el punto fijo del operador de Hutchinson asociado a la familia
de similitudes y cumple ii) de la definicion 4.2.2 entonces es autosimilar.

El siguiente teorema proporciona informacion sobre la relacion entre la dimension de
Hausdorff y la dimencién de similitud. Para demostrarlo la siguiente proposicion sera de
utilidad.

Proposicion 4.2.1. Si (X, d) un espacio métrico, {S1, S, ..., Sy} una familia de simil-
itudes con Lip(S;) = r; < 1y D la dimension de similitud de la familia de similitudes,
entonces

oo =0 rPr=1 (4.11)
(i1...ip)€{1,...N}P i=1

DEMOSTRACION. La prueba se hard por induccién. Si p = 1, por el Teorema 4.2.1 se
cumple
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Supongamos que se cumple para p — 1, entonces

N
D D .D
> =2 > e,

(i1...ip)€{1,...N}P i=1 (i1..ip—1)€{1,...,N}P—1

N N
§ : D § : D
T Tz
=1 =
N
D
=y

=1

O

Al inicio de este capitulo se dijo que se tenia como propdsito ver la relacion que existe
entre el punto fijo del operador de Hutchinson formado por un conjunto de similitudes
{51, Ss, ..., SN}, lamedida de Hausdorff de este punto fijo y el concepto de autosimilitud.

El teorema que enunciaremos en seguida es el mds importante de este capitulo. En
particular, nos dice que un conjunto es autosimilar si su dimensién de Hausdorff y la de
similitud son iguales.

Teorema 4.2.2. Si H es el operador de Hutchinson asociado a la familia de similitudes
{S1,Ss, ..., SN} con constantes de Lipschitz Lip(S;) = r; < 1. Sea D es la dimension de
similitud de esta familia. Entonces si K es el punto fijo de H y dimy = k,

i) HP(K) < ooy por tanto k < D.

ii) Si0 < HF(K) < oo entonces (K es autosimilar <= si k=D).

DEMOSTRACION.
Demostraremos 7).

Como K es el punto fijo para el operador de Hutchinson, por proposicién 2.3.3, dado
p € N se cumple que:

K= U K.

i1.p €{1...N}P

En particular U K, .., €s una cubierta para K.
i1..4p €{1..N}P
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Obsérvese que

Z (diam(K;, ;)" < Z ri) vy (diam(K))P

11...0p G{l...N}p 11...0p G{l...N}p
N
< (Z rP)?(diam (K ))Ppor ecuacién (4.11)
=1
= (diam(K))".

Sirg = max{r; : 1 <i < N} entonces diam(K;, ;) < rodiam(K).
Observemos que diam (K, ;,) — 0 cuando p — oo, es decir, diam(Kj, ;) puede ser
tan pequefio como se desee y como K es compacto, se concluye que HP (K) < oo.

Se demostrara ahora 7).
Supongamos 0 < H*(K) < ooy K es autosimilar, asi H*(K; N K;) = 0si i # j.

Entonces
N

HAE) = HAIEG) =) i HMNK),
=1 =1
por propiedad de escala (ver proposicion 4.1.1).
Por tanto .~ 7% = 1yasi k= D.

Supongamos ahora que 0 < H*(K) < oco. Entonces

HY(K) < 3 HP (K = 3 rPHP(K).

Como SV 7P = 1 entonces HP(K) = SN, HP(K;), asi K; N K; = (sii # j, por lo
tanto HP (K; N K;) = 0, sii # j. O

Una aplicacion del teorema anterior es que, en el caso de los conjuntos fractales, su
dimension de Hausdorff se puede calacular de manera sencilla, como se muestra en el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.1. La curva de Koch, ver la figura 4.2, por ser un conjunto autosimilar tiene
dimension de Hausdorff igual a log %.

Para probar esta afirmacion, observemos primero que este conjunto es el punto fijo
para el operador de Hutchinson definido por las siguientes contracciones

fl(xmy) = (%(L’, %y>’
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Figura 4.2: Conjunto fractal conocido como la curva de Koch

folz,y) = (éx - %?ﬁ % % + éy),
fs(w,y)z(éﬂgyﬂt;, \? +6y+§)
filw.y) = G+ 3. 30).

Si sg es la dimension de similitud, sabemos que debe cumplir: Z?Zl(%)s() =1, en-

tonces sy = log%. Por ser autosimilar la dimension de Hausdorff y la de similitud son
iguales.
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