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Introduccién

Las opciones son una pieza fundamental dentro del desarrollo de los
mercados financieros modernos. Es tal su importancia que en paises
como Francia o Espana, su negociaciéon ha sido sintoma de la moder-
nizacién de sus respectivos mercados financieros.

Retrocediendo en el tiempo, conviene senalar que los fenicios, los
griegos y los romanos negociaban clausulas de opcién sobre las mercan-
cias que transportaban en sus naves. El primer mercado de opciones
con cierto nivel de organizacion aparece en Holanda en el siglo XVII.
En 1668, José Penso de la Vega en su libro Confusion de confusiones
analizé las operaciones de opcién y forward que se realizaban en la
Bolsa de Amsterdam sobre las acciones de la Compania de las Indias
Orientales.

A principios del siglo XVIII, en Inglaterra comenzaron a negociarse
opciones sobre las acciones de las principales companias comerciales. El
escandalo producido por la fuerte caida de los precios de la South Sea
Company en 1720, atribuido en parte a la especulacién con opciones
sobre acciones de esta compania, provocé que el mercado de opciones
fuese declarado ilegal, prohibicién que estuvo vigente hasta el inicio del
siglo XX.

Las opciones sobre acciones se negociaban en los mercados ameri-

canos desde hace doscientos anos. Un ejemplo ilustrativo es uno de los



consejos a los clientes de la firma Tumbridge & Company, con sede en
el Wall Street en 1875:

“si usted piensa que las acciones se irdn hacia abajo, compre una
PUT, si piensa que las acciones subirdn, adquiera una CALL.”

En 1952, Harry Markowitz con su tesis doctoral Portfolio Selec-
tion sento las bases para la teoria matematica financiera. En ella des-
cribe una nocién de primas y covarianzas para acciones ordinarias que
permitian cuantificar el concepto de “diversificaciéon” en un mercado.
El mostré como calcular estas primas y varianzas para un portafolio
dado cuya varianza es minimal entre todos los portafolios con la misma
prima.

En 1969, Robert Merton introdujo el Calculo Estocastico en el estu-
dio de las finanzas. Al mismo tiempo y con la colaboracién de Merton,
Fisher Black y Myron Scholes descubrieron su celebrada féormula de
valuacién de opciones europeas. Este trabajo gand en 1997 el pre-
mio Nébel en Economia. Ellos encontraron una solucién satisfacto-
ria a un importante problema practico, encontrar el precio justo para
opciones del tipo Call Europeo. En el periodo de 1979-1983, Harri-
son, Kreps y Pliska usaron la teoria general de procesos estocasticos
a tiempo continuo, colocando la formula de Balck-Scholes sobre bases
tedricas solidas, logrando como resultado encontrar el precio de nu-
merosos “derivados”.

El propédsito fundamental de esta tesis consta, en primera instancia
de entender el trabajo realizado por estos autores para poder obtener
asi el precio de algunas opciones exoticas, en particular de las opciones

barrera del tipo knock-out y de las lookback.
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La tesis se encuentra organizada de la siguiente forma; en el primer
capitulo se describen los principales elementos de la teoria de proce-
sos estocasticos. En el capitulo 2 se da una descripcion del proceso
de Wiener, asi como algunos resultados importantes del mismo, que
fundamentan los capitulos subsecuentes.

En el capitulo 3 se da un bosquejo general del cédlculo estocastico,
asi como la construccién de la integral de Ito, cabe senalar que en
esta parte de la tesis se omiten demostraciones, pues solo necesitamos
la parte préactica de este tema. Dentro del capitulo 4, se presenta
el marco tedrico bajo el cual el modelo de Black-Scholes-Merton se
sustenta, utilizando como herramienta principal el teorema de Girsanov
asi como la idea de portafolios autofinanciables.

Por 1ultimo, en el capitulo 5 se aplica la teoria desarrollada en el
resto de la tesis para encontrar el precio de opciones exéticas del tipo
barrera y lookback, asi como un apartado para las conclusiones de la

tesis.






CAPITULO 1

Conceptos preliminares.

Un proceso estocdstico es un modelo matematico que nos permite
analizar un fenémeno aleatorio a través del tiempo. La aleatoriedad
de este proceso es modelada en un espacio medible (€2, F), denomi-
nado espacio de probabilidad, dotado de una medida de probabilidad P
y donde F es una o-algebra de subconjuntos de ). Este proceso es-
tocdstico es una coleccién de variables aleatorias X = {X; : 0 <t < oo}
sobre (€2, F), donde cada funcién X; toma valores en un segundo es-
pacio medible, que para los fines de este trabajo serd (R,S), donde
R es la recta real con la topologia euclideana y S es la o-dlgebra de
Borel, es decir, S = Z(R) es la minima o-dlgebra que contiene a to-
dos los intervalos abiertos. Si fijamos un punto w € €, a la funcién
t — X;(w) parat > 0, se le denominard la trayectoria del proceso X
asociado a w.

Dentro de la teoria de la probabilidad y en particular de los proce-
sos estocasticos, un concepto de gran relevancia es el de funcion medi-
ble, puesto que para poder estudiar una variable aleatoria necesitamos
conocer su comportamiento con respecto a la medida de probabilidad.

Para ello, introducimos la siguiente definicion.

DEFINICION 1.1. Sean (Q, F,P) un espacio de probabilidad y X una

variable aleatoria sobre ). Decimos que X es F-medible, si para todo

A€ B(R) se cumple que X 1(A) € F.
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Una funcién relevante asociada a una variable aleatoria es aquella
que nos proporciona el “promedio” de todos los valores que ésta puede

tomar, la cual se define formalmente como sigue:

DEFINICION 1.2. Sea X wuna v.a. sobre (Q,F,P). Definimos la

esperanza de X, denotada como E(X), como sigue:

E(X) = /Q X (w)dP(w)

Diremos que X es integrable si E|X| < oco. A esta funcion también se

/XdIP’

Notemos que cuando la variable X es discreta su esperanza se re-

le denota como

duce a una suma sobre todos sus posibles valores; por ejemplo, si X
toma valores x1, xs, . . ., ¥, con probabilidades p(x;), parai=1,...,n,
entonces la esperanza se calcula como E(X) = Y% | z;p(x;). Cuando
X es una variable aleatoria real continua, con funcién de densidad
f(x), su esperanza se expresa como ffooo zf(x)dx. Cabe senalar que la
esperanza es un operador lineal, por lo que se cumple que para toda

constante a y cualesquiera variables aleatorias X,Y
E(aX +Y) =adE(X) +E(Y).

Continuando nuestro estudio de los procesos estocasticos, podemos ver
que al ser éstos una coleccién de variables aleatorias indexadas en un
conjunto (el de los naturales para andlisis discreto, o bien, un inter-
valo, comunmente [0, T 6 [0, 00) para andlisis continuo), que nos repre-

sentan la evoluciéon de un fenémeno a través del tiempo, necesitamos
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conocer de alguna manera la informacion que nos brinda el pasado y
su influencia en el presente. Para ello, definiremos la esperanza condi-

cional de una variable aleatoria con respecto a una o-algebra.

DEFINICION 1.3. Sea X una v.a. sobre (Q,F,P) y sea G una o-
dalgebra contenida en F. Entonces, la esperanza condicional de X dado

G se define como la variable aleatoria E(X|G), tal que

(1) E(X|G) es G-medible;
(2) para todo A € G

/E(Xyg)cm» = / XdP < oo
A A

Algunas propiedades generales de esta variable se presentan a con-

tinuacién.

TEOREMA 1.4. Sea (Q, F,P) un espacio de probabilidad y sean X,Y
variables aleatorias integrables sobre él y sean G, H o-dlgebras con-
tenidas en F. Entonces, la esperanza condicional tiene las siguientes

propiedades:

1) E(aX +bY|G) = aE(X|G) + DE(Y|G), para toda a,b € R;
E(X]9)) = E(X);

E(
2) E(
E(XY|G) = XE(Y|G), si X es G-medible;
E(
E(

3
4) E(X|G) = E(X), si X es independiente de G;
E(X[9)IH) = E(X[H), si H C G;

6) St X >0, entonces E(X|G) > 0.

(
(
(
(
(5
(

)
)
)
)
)
)
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DEMOSTRACION. (1) Sea B € G dado, entonces

/(aE(X]g)+bE(Y\g))dP:a/ ]E(X]g)dIP’er/ E(Y|G)dP

B B

:a/XdIP’—I—b/YdIP
B B

= / (aX + bY)dP,
B

lo cual prueba la primera propiedad.

(2) Por la segunda condicién, de la definicién 1.3 se cumple que

E(E(X|G)) = /

E(X|G)dP = / XdP = E(X).
Q Q

(3) Primero verificaremos el resultado para X = [, (funcién car-
acteristica del conjunto A), donde A € G. En este caso, ten-

€IMnos que

/BHAE(ng)dP:/ E(Y|G)dP

ANB

:/ YdP

ANB

:/]IAYd]P,
B

para todo B € G. Por lo tanto, podemos concluir que

LE(Y|G) = E(LYG).

10



De manera analoga se obtiene el resultado cuando X es una

funcion simple G-medible, es decir

X = i (leAJ.,
j=1

donde A; € G para j = 1,2,..., m. Finalmente, el resultado
en el caso de que X sea no negativa se sigue de aproximar a X
por funciones simples G-medibles, llevando esto al caso general
en el que a una variable aleatoria cualquiera se le descompone
en su parte positiva y su parte negativa a las que se les puede
aproximar por funciones simples.

(4) Como X es independiente de G, las variables aleatorias X y I
son independientes para todo B € G. Entonces

/BE(X)dIP’—IE(X)/ dP

= E(X)E(I,)
= E(X1p)

:/Xm,
B

lo cual prueba la propiedad 4.

(5) Por la definicién 1.3, tenemos que

me@wzéxw,

para cada Be€ Gy

Ammmm:Axw,
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para cada A € ‘H. Como H C G, se sigue que

/A E(X|G)dP = / E(X|H)dP

A

para cada A € H. Aplicando de nueva cuenta la definicién 1.3,

tenemos que
E(E(X|G)[H) = E(X[H).
(6) Consideremos los conjuntos
1
A, = {E(X]g) < ——} para cada n € N.
n
Entonces A,, € G. Si X > 0 casi en todas partes, entonces,

og/ XdIP:/ E(x|g)dIP>§—lIP’(An),
An Ay, n

lo cual significa que P(A,,) = 0. Puesto que

(E(X]6) < 0} = | 4.

entonces

P{E(X|G) < 0} = 0.

Por lo tanto, E(X|G) > 0 casi en todas partes.
0

La caracteristica temporal de un proceso estocastico sugiere un flujo
de tiempo en el cual, para cada instante ¢ > 0, podemos hablar acerca
del pasado, presente y futuro, y comparar lo que un observador del
proceso conoce en el presente con lo que sabia de él en el pasado o

lo que sabra en el futuro. Para esto, equipamos a nuestro espacio de
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probabilidad (Q, F,P) de una filtracion, que consiste de una sucesién
no-decreciente {F; : t > 0} de o-algebras de F, es decir, Fy C F; C
F,para 0 < s <t < 0.

Diremos que (2, F,P,{F;}) es un espacio de probabilidad filtrado
cuando estemos considerando un espacio de probabilidad dotado de
una filtracién.

Dado un proceso estocdstico (X), la eleccion méas pequena que
podemos hacer de una filtracion es la generada por el proceso mismo,
es decir

Ff=0(X,:0<s<t),

y es tal que (X;) es FX-medible para cada s € [0,t]. Para cada A € FX
es posible decidir al tiempo t, si el evento A ha ocurrido o no.

La introduccién de una filtracion sobre el espacio (€2, F,P) abre la
posibildad de analizar conceptos ttiles e importantes como el que se

presenta a continuacion.

DEFINICION 1.5. El proceso estocdstico X es adaptado a la fil-
tracion {F;}, si para cada t > 0, X; es una variable aleatoria Fi-

medible.

A partir de este momento, todos los procesos que analizaremos en
el presente trabajo cumpliran con esta propiedad.
Dos tipos de procesos de gran relevancia son los que a continuacién

se definen.
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DEFINICION 1.6. Un proceso estocdstico X, es de Markov, si para

cada 0 < s <ty AeB(R), se cumple que

Esta igualdad establece que el estado del proceso para instantes fu-
turos ¢ > s es independiente del pasado, (tiempos antes de s), dado el
estado del proceso en el presente (en el intante s > 0). Esta propiedad
se encuentra presente en fendémenos cuya evolucion queda perfecta-
mente determinada una vez que se establece la ley de movimiento y un
estado inicial del sistema, no influyendo lo sucedido antes del estado
inicial. Por tal motivo, un proceso de Markov determina una funcién

de probabilidad de transicién de un estado a otro dada por,
p(s,z,t,A) =P(X; € A|X; = x),

donde 0 < s<t, z € Ry A€ B(R). Esta funcién de cuatro variables
proporciona la probabilidad de que el proceso se encuentre en A al
tiempo t dado que se encontro en el estado x en un instante anterior s.

El otro tipo de procesos a los que haremos referencia son aquellos
que poseen la propiedad de ser Martingala, concepto introducido por
Paul Pierre Lévy y desarrollado en gran parte por Joseph Leo Doob,

al pretender demostrar la existencia de juegos infalibles.

DEFINICION 1.7. Una sucesion {&,}n>0 de variables aleatorias es

llamada Martingala con respecto a la filtracion {F,}n>o si:

(1) &, es integrable, para cada n € N;
(2) &, es F,-medible, para cada n € N

14



(3) E(&ni1|Fn) = & c.s., para cada n € N.

EjempPLO 1.8. Caminata Aleatoria Simétrica. Para hacer la cons-
truccion de este proceso consideremos el experimento que consiste en
lanzar una moneda, donde la probabilidad de que el resultado sea daguila
(A) o sol (S) es igual a 1/2 en cada caso. Denotemos la sucesion de
posibles resultados como w = wyws---. FEn otras palabras, w es una

sucesion infinita de lanzamientos donde w, es el n-ésimo resultado.

Sean
1 st w; =S,
(1.1) X, =
-1 siw; =A,
k
(1.2) M, =Y X;, keN,
j=1

constderando My = 0 por simplicidad. Entonces el proceso My es una
caminata aleatoria simétrica. En cada lanzamiento, el proceso sube o

baja una unidad con la misma probabilidad. En la figura (1) se ejem-

plifica una caminatalaleatoria en 5 pasos.
My
1 -
Mo :
1
14+
24

F1GURA 1. Caminata aleatoria
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Una caracteristica importante que tiene el proceso (M,,) del ejem-
plo anterior es la de ser una martingala. Para verificar esto, elegimos

enteros no negativos k < [. Entonces

= E[Ml — Mk|fk] + E[Mk|fk],
= E[M; — My|Fy| + My,

= E[M;, — M) + M, = M,.

Por lo tanto, M; es una martingala.
En general, si {X;}°, es una sucesién de variables aleatorias i.i.d.,

entonces la sucesion {M,,}5°, se llama caminata aleatoria, donde
M, =X+ -+ X,.

Se puede probar que si S, = X; + --- 4+ X,, define una caminata
aleatoria unidimensional y sin pérdida de generalidad, X; € L(P),
entonces {5, — nEX;}5°, es una martingala. Incluso, si ademds X; €

L2(P) y EX; = 0, entonces {M? —nVarX;}2, es una martingala.

1. Tiempos de paro

La definicién de martingala se puede generalizar para procesos con-
tinuos de forma natural. Diremos que un proceso (X;) posee esta
caracteristica si es adaptado a la filtracion F; e integrable para cada
t > 0 y ademés para cada 0 < s < ¢, se cumple que E(X;|F,) =

X, casi en todas partes.
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Una de las herramientas mas importante que se deriva de esta
definicién es el teorema de paro éptimo, el cual establece que dado un
fenémeno particular, es necesario poner especial atencién en un instante
7(w) en el cudl este fenémeno se manifiesta por primera vez. Entonces,
de manera intuitiva, podemos fijarnos en el evento {w : 7(w) < t} que
nos dice si el fenédmeno ocurre antes o en el instante ¢t. Esta idea la

podemos formular en la siguiente definicion.

DEFINICION 1.9. Sea (Q, F,P,{F:}) un espacio de probabilidad fil-
trado. La variable aleatoria T es un tiempo de paro con respecto a la
filtracion {F;}, si el evento {7 < t} pertenece a la o-dlgebra Fy, para

cada t > 0.

Lo anterior significa que podemos decidir si 7(w) ocurrié o no, sobre
la base de informacién disponible hasta el instante ¢, evitando asi tener
que ver hacia el futuro. Por ejemplo, consideremos la caminata aleato-
ria simétrica del ejemplo (1.8). Definimos 7 como el primer instante en

que M; =1, esto es
T=inf{i >0: M; =1};

entonces 7 es un tiempo de paro. Por otro lado, si definimos la variable
p=sup{i>0:M; =1}

vemos que ésta no es un tiempo de paro. Ahora bien, si consideramos
un tiempo de paro 7 y una martingala X,, entonces la variable X, es
también un tiempo de paro y una martingala véase [2], donde 7 A n es

el minimo de 7 y n.

17



Notemos que cuando un proceso X, es una martingala, se cumple
que E(X;) = E(Xy), para cada t € [0,00); sin embargo, la igualdad
E(X;) = E(Xy) no necesariamente ocurre cuando 7 es un tiempo de

paro. El teorema de paro éptimo permite superar este inconveniente.

TEOREMA 1.10. (Teorema de paro éptimo). Sea (2, F,P,{Fi}i>0)
un espacio de probabilidad filtrado. Supongamos que el proceso { X }i>o0

es una martingala y existe k € R tal que P{T < k} = 1. Entonces,

DEMOSTRACION. Notemos que
Xr = Xonn + (X7 — Xp)Lrsn,
lo cual implica que
E(X,) = E(Xrn) + E(X o) — E(X,Ls).

Por hipoétesis, el tltimo término tiende a 0 cuando n tiende a co. Ahora,

como X, integrable, la serie
E(X,) =Y E(XiIL )
k=1

es convergente; por lo tanto, el término medio

o

E(XLsn) = Y E(XiL—)

k=n+1
18



tiende a 0 cuando n tiende a co. Por tltimo, como X, es una mar-

tingala, se cumple que

Por lo tanto,
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CAPITULO 2

Procesos de Wiener

A principios del siglo XX, Albert Einstein propuso un modelo fisico
para el movimiento de las particulas de polen suspendidas en el agua,
movimiento que fué descubierto y descrito por el botanico Robert
Brown en 1827. Einstein propuso la funcién de transicion para el
movimiento browniano, (como se le denominé en honor a Brown), en
su teorfa cinético-molecular del calor. Sin embargo, el tratamiento ri-
guroso de este modelo fue desarrollado por Norbert Wiener. Por esta
razon, al movimiento browniano también se le denomina Proceso de
Wiener. Este tratamiento ha resultado ser un modelo extremadamente
util para el desarrollo de la probabilidad y del analisis matemético en
general. El objetivo principal de este capitulo es el de analizar las

propiedades principales de este proceso.

DEFINICION 2.1. El proceso de Wiener (o movimiento browniano)

es un proceso estocdstico W = {W; : 0 <t < oo}, tal que:

1) Wy =0 c.s.;

2) Las trayectorias t — W, son continuas c.s.;

3) Para cada sucesion finita de tiempos 0 < t; < -+ < t, y
cualesquiera conjuntos Borel Ay, ..., A, C R, la probabilidad

P{Wi, € Ay, ..., Wyea,}

21



tiene densidad conjunta

n

[z, mn) = Hp(tj — i1, %1, 25),

J=1

(z—y)*

donde xo =0, to =0, p(t,z,y) = \/;We_ 2 para cada T,y €

R, yt>0.

A la funcién f(zy,...,z,) de la definicién anterior se le denomina

densidad de transicion.

TEOREMA 2.2. Sean (Q,F,P,F;) espacio de probabilidad filtrado
y Wy un proceso de Wiener adaptado a la filtracion F;. Entonces W,

cumple las siguientes propiedades:
(1) E(W;W;) = min{t, s}.
(2) E(|W; = Wi[?) = [t — 5.
(3) (W — W) ~n(0,t—s), para 0 < s < t.

DEMOSTRACION. (1) Sean s,t € R, tales que 0 < s < t. La

condicién 3) de la definicién (2.1) implica que,
f(@,y) = p(s,0,2)p(t — s,2,y), para z,y € R,

por lo cual

E(W / zyp(s,0,2)p(t — s, x, y)dzdy

o0

-/
/ 2p(s,0, ) /OO yp(t — s, 2, y)dy)dx
/

88

—00

88

ZL‘pSOZL‘ T =S.

8

ln(p, o) representa a la distribucién normal con media u y desviacién estdndar o
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(2) Sean s,t € R. Supongamos, sin pérdida de generalidad que
0 < s <t. Entonces, por el inciso 1) tenemos que
E (|W, — W,|*) = E (W*) — 2E (W, W;) + E (W,?)
=t—2s+s=t—s.

Como lo anterior se cumple para toda s,t > 0, podemos con-

cluir que

E (|W, — W) = |t — s].
(3) Sean s,t € R, tales que 0 < s <ty A C R Borel. La condicién
3) de la definici6én (2.1) implica que
f(@,y) =p(s,0,2)p(t —s,x,y) paraz,yecR.

Entonces,

P{W, — W, € A} = // p(s,0,2)p(t — s, 2, y)dzdy
{(z,y):y—z€A}

_ / p(5.0,2)( / Pt — 5,2, y)dy)de
—00 {y:y—z€A}

= /_00 p(s,O,x)(/Ap(t — s,x,x + u)du)dx

o0

_/_oo p(s,O,x)(/Ap(t—S,O,u)du)dac

o0

:/p(t— S,O,u)du/ p(s,0,x)dx
A

—00

:/p(t — 5,0, u)du.
A

De lo anterior podemos concluir que W; — W ~ n(0,t — s).

U
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La siguiente definiciéon nos ayudara a entender el comportamiento

de las trayectorias que sigue el proceso de Wiener.

DEFINICION 2.3. La variacién de una funcion f : [0,T] — R se

define como:

n—1
[, fUT) = limsup Y [ f(tis1) — f(5:)]
At—0 i—0
donde 0 =ty <ty <---<t, =T es una particion de [0,T] y

Veamos que, aunque el proceso de Wiener no es diferenciable en
todo punto, su variacion cuadratica si es finita; caracteristica que uso

Ito al definir su integral.

TEOREMA 2.4. Sea W; el proceso de Wiener y sea n € N fijo.
Sea 17 = %T, con i = 0,1,...,n, una particion homogénea de [0,T].
Denotemos con

A?W = VVt?H - Wt?‘

Entonces,
n—1
(W, W)(T) = lim > (A}W)* =T en L.
=0

DEMOSTRACION. Por lo discutido en el inciso 3) del teorema (2.2)

tenemos que AW ~ 7(0, L), lo cual nos dice que E(ATW) =0y que

E ((AITV)?) = Var(AITW) - (B(ATW)) =
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Por otra parte, para calcular E[(A?V)?] usamos la funcién carac-

teristica de AW

d4
a d/\4 A=0

d* [ T
= — / eMp [ =,0,z | dz
d)\ A=0LJ—00 n
d* 1 o
= 1 / e 25dm}

d4 r 1 A2 T 0 _(ﬂb—i)\%)2
= d)\4 pe 6_2/ (& 2% dl‘] .
A=o by f2m () -

E ((ArW)") E(exp (iAA] V)

Haciendo el cambio de variable u = 5’;7;_’\;, obtenemos
W

4 r —Ai% 00
E(amwyy = L |2 oL / e“Qdu]
AN ol for(Ly V1 S

d* P T
€ 2
~ x|l oV 2—%‘?]
oty for(T) "
_ A e
dA A=0
2 3 4
= {3T—26%)‘2£ - 6A2T_3€*%X"% + A4T_4€;A23;]
" " n A=0
T2
= 3?
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De lo anterior se sigue que

E (Ei;(A;lW)? — TT) =F ({: ((A?W)Q - %) r>
5 (-2

B (@) —2Lp () + 5

—_

N

3
—_

™

I
~ O

(2

~— [37?% 21? T? 27
=2 e T T T 7
=0

cuando n — oo. O

Del teorema anterior, se puede deducir que, abusando un poco de
la notacién (dW;)? = dt.

Como se menciond anteriormente, una propiedad relevante para
obtener informacién de los procesos estocasticos es la de Markov, es
decir, dados 0 < s < ¢, Wy — W es independiente de {W, }o<u<s, @
lo que también se le conoce como pérdida de memoria. Ademds, se
pueden caracterizar los procesos de Wiener a partir del concepto de
martingala, lo que se establece en el teorema de Lévy cuyo enunciado
y demostracion se vera en el siguiente capitulo. El siguiente resultado
es de nuestro interés dado su uso en el calculo del valor de una opcién

en el capitulo 5.
TEOREMA 2.5. La funcion Vi3 es una martingala.

DEMOSTRACION. Sea F; la filtracién asociada a W;, para cada t >
t .., . .
0. Como e"*~2 es una composicién de funciones continuas y W, es

adaptada a F;, entonces W3 es adaptada a F;.
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Ahora bien, sea 0 < s < t, como W, es F, — medible y W; — W, es

independiente de F; entonces

E (€Wt|f8) —F (eWt*WseVVs

Fs)
=V E (| F)

W (MY
Por el inciso 3 del teorema (2.2), Wy — W, ~ n(0,t — s), por lo que,

E (") = / e“p(t — s,0,x)dx

o0

=e 2'/ p(t—s,0,x —t)dx

Esto implica que,

S

E (eWt_%U-"s) = W3,

por lo que también es integrable. Por lo tanto, W3 es martingala. [J

A la funcién del teorema anterior se le denomina martingala expo-

nencial.

1. Principio de Reflexién

La propiedad de Markov en el proceso de Wiener se puede definir
de forma equivalente utilizando la variable auxiliar p que sea un tiempo
de paro para W = {W, : 0 <t < oo}, tal que para cada t > 0 el evento
{p <t} dependa tinicamente de la historia del proceso hasta el instante

L.
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Ahora bien, al fijar un nivel a, nos gustaria saber en qué momento
el proceso pasa por este nivel, en particular el primer instante en que
W; = a, que definimos como

inf{t >0: W, =a} sip, <0
(2‘1> Pa =
00 d.o.f.
Se puede ver que p, es también un tiempo de paro, ya que por la

continuidad de las trayectorias de Wy, se cumple
{pa <t} ={Ws=ua}, paraalguna0<s <t.

Tenemos grandes ventajas al usar el proceso de Wiener como base en un
modelo, pues recordemos que las trayectorias de éste, vistas como limite
de caminatas aleatorias, tienen cierta simetria. Esta caracteristica nos

ayudara para calcular la distribucion de p,.

LEMA 2.6. Sea {W;}i>o el proceso de Wiener y sea a > 0, entonces
Plpa < t] = 2P[W; > d

DEMOSTRACION. Si W; > a, por la continuidad de las trayectoria
del proceso de Wiener, p, < t. Ademas, como p, es un tiempo de paro,
entonces por la propiedad fuerte de Markov, {W;.,, — W,, }+>0 es un

proceso de Wiener, asi que usando la simetria de este proceso tenemos
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que P[W, — W, > 0|p, < t] = ;. Entonces
PW; > a]l =Plp, < t, W, —W,, > 0]
=Plp, < t|P[W; = W,, > 0|p, < ]

1
— ~Pp, < .
2[p<]

Una versién mas refinada del teorema anterior es la siguiente.

TEOREMA 2.7. Principio de reflexion. Sea {W;}i>o un proceso de
Wiener y sea p un tiempo de paro. Definimos
— Wt; t S P

2W, — Wy, T > p;

entonces {W, }i>0 es también un proceso de Wiener estdndar.

Para ver la utilidad del teorema anterior, consideremos el instante
p = pa y en la funcién Wy — Wt que refleja la porcion de la trayectoria

después de p, a través del nivel a, como se muestra en la figura 1.
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Wi

FiguraA 1. Trayectoria del proceso de Wiener y su reflejo

La demostracion del teorema 2.7 hace uso de la propiedad fuerte de
Markov, por lo que unicamente haremos uso de €él, si se desea analizar

a detalle se puede consultar en [4].

LEMA 2.8. (Distribucién conjunta del Proceso de Wiener y su mdzimo).
Sea M; = maX{ogsgt}{Ws}, el niwvel mdximo que alcanza el proceso de

Wiener en el intervalo [0,t]. Entonces, para a > x > 0 y toda t > 0,

20 — x
PM, >a, W, <z|=1-—® )
Mz 0, W < 4] S

donde

x 1 a2
O(z) = / \/%eru

es la funcion de distribucion normal estandar.

DEMOSTRACION. Sea a > 0y sea p, definida como en 2.1. Notemos
que M; > 0y es no decreciente. Entonces {M; > a} = {p, < t}.

Tomando p = p, y usando el principio de reflexiéon paraa >z > 0y
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P[M; > a,W; <z =Plp, <t, W, < ]
=Plp, <t,2a— x> W]
Esta tultima igualdad se obtiene dado que, cuando Wt > 2a — x ocurre,

es porque el proceso {W}s>o necesariamente ha pegado en el nivel a

antes de t. Por lo que podemos concluir que

20 —x
PM, >a, W, <z|=1—-® .
Mz 0, W < 4] S

31






CAPITULO 3

Calculo Estocastico

Alrededor del ano 1900, Bachelier propuso un modelo matemaético
para el precio de bienes del Paris Stock Exchange. Asumié que los
incrementos infinitesimales dX; del precio son proporcionales al incre-

mento dW; del proceso de Wiener:
dXt == O'th,

donde o es una constante positiva. Como resultado de ésto, tenemos

que si el precio inicial es Xy = x, entonces para t > 0
Xt =T+ O'Wt.

Esta aproximacién de Bachelier tiene un defecto; que el precio del bien
puede tomar valores negativos. Para corregir esta falla, Paul Samuelson
observo que los inversionistas trabajan en términos de sus pérdidas o
ganancias dX; y en proporcion al capital invertido X;. Ademas, los
precios relativos dTX; de un bien fluctian demasiado; es decir, pueden

ser proporcionales a dW;,

(3.1) dX (t) = o X,dW,.
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Esta igualdad es una ecuacién diferencial, con la dificultad de que W,
es no diferenciable. Una manera de solucionar este problema fue de-
sarrollada por K. Ito en la década de los 40’s, quien da un significado
riguroso de (3.1) en el desarrollo de su teoria de integracion estocdstica y
ecuaciones diferenciales estocdsticas, escribiéndola como una ecuacién
integral que involucra una nueva clase de integrales. De esta forma, la

igualdad (3.1) se podra escribir como:
t

Xt =x+ O-/ Xtth7
0

donde la integral del lado derecho es denominada Integral de Ito.

1. Construccion de la integral de It6.

Con la intencién de dar sentido a la integral de 1t6 para un proceso
estocéstico {X;,0 < t < T} respecto al proceso de Wiener, es decir, la

integral de la forma

T
(3.2) / X,dW,,
0

desarrollaremos su construccién, primero para procesos simples y de-
spués se extendera a una clase mas grande de procesos por aproxi-
macién. Esta construccion nos conducira a enunciar sin demostracién
algunos resultados técnicos.

Consideremos entonces como elementos iniciales un espacio de prob-
abilidad filtrado (2, F,P,{F:}) y un proceso de Wiener estdndar uni-
dimensional {W;};>¢. Pediremos que tanto el proceso {X;} como {W,;}

sean adaptados a la filtracién.
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Denotaremos por L*(P) al espacio vectorial de variables aleatorias

X que son cuadrado integrables, es decir, que cumplen la condicién
1X | 22e) = (E|X[*)"? < oo

La funcion X — ||X||z2p) define una norma en L*(P) y este espacio
es completo respecto de esta norma, es decir, es un espacio de Hilbert.
Esto quiere decir que toda sucesién de Cauchy dentro de este espacio
es convergente.

Paso 1: Integral para procesos simples. Sea 0 =ty < t; < --- <
t, = T una particién del intervalo [0, T]. Un proceso estocéstico simple

es un proceso de la forma

n—1
Xt = Z Xkﬂ[tkﬂgk_‘_l),
k=0

en donde X* es una variable JF; -medible y cuadrado integrable. Un
proceso simple es entonces un proceso “constante” por pedazos y con
trayectorias continuas por la derecha y con limite por la izquierda. De-
notaremos por H3 al espacio vectorial de todos los procesos estocasticos
simples. La integral estocastica de It6 de un proceso simple X respecto
del proceso de Wiener, denotada por I(X), se define entonces de forma

natural como la variable aleatoria

n—1

T
[<X) - ZXk(Wthrl - Wtk) = /0 X dW.
k=0

Notemos que esta variable aleatoria es integrable, ademas es cuadrado

integrable y cumple la siguiente igualdad fundamental llamada isometria
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de Ito,

(3.3) H(X2@) = [1X ] 22 @xcan

T 1/2
| X || 2 @xar) = <E/ |Xt|2dt) .
0

En efecto, si AW}, denota la diferencia Wy, — W, v Aty =ty — 1

donde

entonces,

HHXNEMZE<

= ||X||%2(]P’><dt)'

Por lo tanto, la integral estocastica asigna entonces a cada elemento
del espacio HZ una variable aleatoria dentro del espacio L*(P). De esta
forma se tiene el mapeo lineal I : HZ — L?(IP), que resulta ser continuo
por la isometria de It6. Paso 2: FExtension por aproximacion. Ahora
extendemos la integral estocdstica a procesos més generales. Sea H?

el espacio de todos los procesos {X;,0 < ¢t < T} medibles y adaptados
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tales que

T
E (/ |Xt|2dt> < 0.
0

El espacio H? resulta ser un subespacio lineal cerrado de L*(P X dt).
Notemos que la unica diferencia que existe entre estos dos espacios es
que a los elementos de H? se les pide que sean medibles y adaptados.
Podemos decir que todo proceso simple es un elemento de H?2, por lo
que tenemos la siguiente contencién de espacios Hz C H? C L*(P x dt),
donde puede probarse que HZ es denso en H? respecto de la norma
L3(P x dt). Por tal motivo, para cualquier proceso X € H? existe una

sucesién de procesos X* € HZ tales que
(3.4) Jim. 1X — X¥||r2@xan = 0.

Esta aproximacion se puede llevar a cabo por truncacion, asi todo pro-
ceso en H? puede ser aproximado por un proceso acotado. A su vez,
todo proceso en H? acotado puede ser aproximado por procesos aco-
tados continuos, los que a su vez se pueden aproximar por procesos

simples, que son de la siguiente forma

Z th ) ]I[tj:tjﬂ)(t)’
j=0

donde 0 =ty < t; < -+ < t, = T es una particién homogénea de

[0,T]. Por la isometria de It6, la sucesién {I(X*)} es una sucesién de
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Cauchy en el espacio L*(IP), puesto que para k,[ € N, se cumple que

I1(X*) = I(X) 2y = (X = X)||2)
= ||Xk - Xl||L2(IP>xdt)

< [|X — Xk“L?(det) + || X — XlHL?(Idet)-

Finalmente, por la propiedad 3.4, la ltima expresién se puede hacer
tan pequena como se desee tomando k y [ lo suficientemente grandes.
Entonces de manera natural, se puede definir, para cada X € H?,

I(X) = lim I(X"),

k—o0

donde este limite debe entenderse dentro del espacio L*(P). Esto sig-
nifica que la variable aleatoria I(X) es un elemento de L*(P) y es tal
que

Jim ||X — X¥|| 2y = 0.

Para analizar lo anterior con mayor detalle ver [5].

La isometria de Ito y la propiedad de esperanza nula se cumplen
también para procesos en H2. De esta forma tenemos un mapeo lineal
y continuo de la siguiente manera, I : H? — L?*(P).

Paso 3: La integral como un proceso. Ahora sélo resta hacer una
pequenia extensién de forma continua. Para cada t € [0,7T] y X € H?

se define

T t
I(X) = / X, T g(s)dW, = / X, dW,.
0 0
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Esto permite ver a la integral estocastica no como una variable aleato-
ria sino como un proceso. Este proceso no tiene que ser continuo,
sin embargo existe una version continua de él con la propiedad de ser
martingala con respecto a la filtracion natural del proceso de Wiener.
Denotaremos por el mismo simbolo a tal martingala.

Paso 4: FExtension por localizacion. Mediante un procedimiento
llamado de localizacion es posible extender la definicién de integral de

[to a procesos medibles y adaptados que cumplen la condicién mas

T
P (/ | Xy|?dt < oo) =1
0

el espacio de los procesos que cumplen esta

relajada

2

Denotaremos por Lj .

condicién. El proceso de localizacién hace uso de tiempos de paro.

El nuevo espacio £2. contiene a H? y es de tal forma que, para cada

2

iLes €xiste una sucesion creciente de tiempos de paro

proceso X € L
{72 : n > 1} tal que X;-I(;, 51 € H?, en donde 7,, — T cuando n — oc.
Se define entonces la integral estocastica

X dW, = lim | X, - Tog(s) - Trsp (w)dW,.

0 n=ee Jo

De nuevo, es posible demostrar la existencia de este limite y su inde-
pendencia de la sucesion de tiempos de paro con la que localizamos.
En este caso ya no es posible garantizar que la integral sea una mar-
tingala, pero si una martingala local, es decir, el proceso [in., (X) es
una martingala para cada n € N. En particular, para cualquier funcién

continua f, el proceso {f(W;) : 0 < ¢t < T'} tiene trayectorias conti-

2

iy tiene sentido la

nuas y acotadas, por lo tanto, es un elemento de £
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expresion

n—1

/ f(WS)dWS - nlggo Z f(Wti)<Wti+1 - Wtz)
0 i=0

Con esto se concluye la parte de ideas generales bajo las cuales puede

construirse la integral de It6. Para mayor detalles ver [7].

2. Propiedades de la integral.

La integral estocastica de Ito cumple varias propiedades aunque

solo mencionaremos algunas de ellas a manera de resumen. Iniciaremos

2

2 — L*(P) es lineal, su esperanza

mencionando que la integral I; : £

es cero y se cumple la isometria de Ito

2 t
= IE/ | X, |2ds.
0

En particular, para X € H? la integral [;(X), vista como un proceso,

t
E‘/ X dWy
0

es una martingala, es decir, es integrable, adaptado y para 0 < s <t

se cumple E(I;(X)|Fs) = I,(X). Ademds, existe una versién continua

2
loc?

de tal proceso. En general para X € £ , la integral I;(X) ya no es

una martingala sino una martingala local, véase [4].
3. Ecuaciones diferenciales estocasticas.

Una ecuacién diferencial estocastica es una ecuacién de la forma
(35) dXt = b(t, Xt>dt + O'(t, Xt)th, donde t € [0, T],

con condicion inicial Xy que se asume Fy-medible y X; independiente
de W, para cada t € [0,T)]. La incégnita en esta ecuacion es el proceso

X y los coeficientes b(t, X) y o(t, X) son funciones de [0,T] x R — R,
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conocidos usualmente como coeficientes de tendencia y difusion re-
spectivamente. Recordemos que en sentido estricto dW; no esta bien
definido, sin embargo la ecuacién (3.5) se puede interpretar como la

ecuaciéon integral
t t

(3.6) X, = Xo 4+ / b(s, X.)ds + / o (s, X, )dIW,
0 0

donde la primera es una integral de Riemann mientras que la segunda
es una integral estocastica de It6. Este proceso puede interpretarse
como un sistema determinista gobernado por la parte no aleatoria de
la ecuacion pero perturbado por un ruido aditivo dado por la inte-
gral estocastica. A un proceso de la forma (3.6) se le llama proceso
de Ito. Para que esta ecuacion tenga alguna solucién se le deben im-
poner condiciones a los coeficientes. De manera anédloga al caso deter-
minista, los teoremas basicos de existencia y unicidad para ecuaciones
diferenciales estocasticas establecen que bajo ciertas condiciones de re-
gularidad los coeficientes b y o satisfacen la condicién de Lipschitz en

la variable x,
[b(t, 2) = b(t, y)* + lo(t, 2) — o(t,y)I* < K|z —yl,
y la condicién de crecimiento en x,
[b(t, 2)* + |o(t, )] < K(1+ ]z,

para alguna constante K > 0. En este caso, existe un proceso es-
tocastico X; solucién de (3.5) que es adaptado, continuo y uniforme-

mente acotado en L*(P), es decir, supy<,<p E(X?) < 0o y es ademés
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unico en el sentido de indistinguibilidad, es decir, si X; y Y; son solucién,
entonces P(X; =Y, para 0 <t < T') = 1. En este caso a tal solucién se
le llama solucion fuerte de la ecuacién. Lo anterior permite identificar
y plantear una forma de resolver el problema que, por la compleji-
dad de sus calculos, no es una técnica muy aplicable. Sin embargo,
la famosa formula de Ito es el resultado clave para realizar algunos de
estos calculos. Este importante resultado establece que si X; es un
proceso de It6 dado por la ecuacién (3.5) y f(t,z) es una funcién de
clase C! en t y de clase C? en z, entonces el proceso Y; = f(t, X;) es

también un proceso de Ito y satisface la ecuacién
1
(3.7) dY; = fi(t, Xp)dt + f.(t, X;) + §fm(t,Xt)(dXt)2,

donde los subindices indican derivada parcial y (3.5) se sustituye en

(3.7) usando la siguiente tabla de multiplicacion de McKean.

X dt AWy
dt 0 0
awyl O dt

Notemos que como las derivadas involucradas son funciones continuas,
las integrales estocasticas estan bien definidas. Un resultado inmediato
de esta formula es la llamada regla del producto de Ité que nos dice que,

dados dos procesos de Ito X; v Y;, se cumple que
(3.8) d(X,Y;) = XidY; + Yid Xy + dX,dY;.

En efecto, si tomamos f(t,z,y) = xy, entonces f, =0, f, =y, f, =z,

foe = 0, foy = 1y fyy = 0, entonces sustituyendo en la ecuaciéon
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(3.8) obtenemos lo deseado. Una aplicacién importante de la regla del
producto se da en el siguiente teorema, donde tinicamente daremos una

idea general de la demostracion.

TEOREMA 3.1 (Teorema de caracterizacion de Lévy). Sean W =
{W; : 0 <t < oo} un proceso estocdastico y F = {F, = o(Ws,s <t):
0 <t < oo} la filtracion generada por este proceso. Entonces Wy es un

proceso de Wiener si y solo si se cumplen las siguientes condiciones:

1) Wy =0 c.s;
2

3

Las trayectorias t — W, son continuas c.s;

(1)
(2)
(3) Wy es una martingala con respecto a la filtracion Fi;

(4) (W, W|(t) =t para toda t > 0.

DEMOSTRACION. Dentro de las condiciones del teorema de Lévy,
resalta que no pide normalidad al proceso. Sin embargo, dentro de la
definicion del proceso de Wiener se pide que sus incrementos sean nor-
males, por lo que el método para establecer esta condicién serd compro-
bar en la férmula de It6-Doeblin, las tinicas propiedades del proceso de
Wiener que se utilizaron; un proceso continuo con variacion cuadrética
[W,W](t) = t. Por lo tanto, la férmula de Ito-Doeblin garantiza que

para cada funcién f(t, z) cuyas derivadas parciales existan y sean con-

tinuas,

Como dW,dW, = dt, integrando la ecuacién anterior tenemos que

(3.10)
flt, W) = f(O,W0)+/O [ft(S,Ws)—i-%fgm(S, Ws)]der/O fu(s, Ws)dW;.
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Ahora, por hipétesis, W; es una martingala, asi que la integral

/0 (s W)W,

también lo es. Asi en t = 0, esta integral toma el valor cero, por lo
que la su esperanza siempre es cero. Aplicado la esperanza en (3.10),

se obtiene
(3.11)

Ef<t7wt) =
t 1 t
FOW0) +E [ s, + 5 Foals Wlds + [ ol Wy

Sea u € R fijo. Definimos

f(t,x) = exp{uzr — %th},

entonces fi(t,7) = ~Su2f(t, ), folt,x) = uf(t,2) ¥ fuu(t.2) = u2f(t,2).

En particular,

ot 7) G Fealt ) =0
Para esta funcién f(¢, z), el segundo término del lado derecho de (3.10)
es cero, por lo que Eexp{ulV; — %th} =1, es decir,

E exp{uW;} = ezt

Que es la funcion generadora de momentos para la distribuciéon normal
con media cero y varianza t, por lo tanto (W;) es un proceso de Wiener.

O
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CAPITULO 4

Medida neutral al riesgo

Una herramienta importante para resolver la ecuacién diferencial
parcial de Black-Scholes-Merton, es el teorema de Girsanov, el cual
postula que, bajo un cambio de medida de probabilidad, el valor des-
contado de los activos es una martingala. Para ello, haremos uso de
algunos resultados de la teoria de la Medida , véase [1].

Comenzamos con un espacio de probabilidad (2, F,P) y una varia-
ble aleatoria Z tal que E(Z) = 1. Entonces, podemos definir una nueva

medida de probabilidad P dada por
(4.1) P(A) = / Z(w)dP(w) para cada A € F.
A

Cada variable aleatoria X definida sobre nuestro espacio de probabili-
dad, tiene ahora dos esperanzas, una bajo la medida original P, y otra
bajo I?’, la cual denotaremos como EX. Ambas estdn relacionadas por

la siguiente ecuacion:
(4.2) EX = E[XZ].

SiP{Z > 0} = 1, entonces para cada conjunto A C Q tal que P(A) = 0,
también P(A) = 0. Por lo tanto

(4.3) E(X)=E [5]
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Donde Z es la derivada de Radon-Nikodym de P con respecto a P,

denotada como _
B dP

4 =—.
dP

EJEMPLO 4.1. Sea X una v.a. con distribucion normal estandar

sobre el espacio (Q, F,P). Definimos
L
Z =exp{—0X — 59 1
donde 0 es una constante positiva. Entonces, bajo la medida

P(A) = /A Z(w)dP(w),

la variable aleatoria Y = X +0 tiene distribucion normal estandar. En

particular, E(Y) = 0, mientras que E(Y) = E(X) + 60 = 0.

De manera analoga al ejemplo anterior, este cambio de medida se
puede hacer no sélo con una variable, sino con un proceso, bajo ciertas
restricciones. Para verificar esto, consideremos un espacio de probabil-
idad filtrado (2, F,P,{F:}) con 0 <t < T donde T estd fijo. Supon-
gamos ademds que Z es una variable aleatoria positiva casi en todas
partes que satisface que E(Z) = 1. Entonces podemos definir el proceso

derivado de Radon-Nikodym
Zy=E[Z|F], 0<t<T.
Notemos que para 0 < s <t < T,
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por lo cual Z; es una martingala. Ademés de ser martingala, a nuestro
proceso le vamos a pedir que cumpla con otras condiciones, las cuales

se enuncian en los siguientes lemas.

LEMA 4.2. Seat € [0,T] dado y sea'Y v.a. Fy — medible. Entonces
E(Y) = E[Y Z,].
DEMOSTRACION. Se cumple que

E(Y) = E[YZ] = E[E[Y Z|F]] = E[Y Z)].

LEMA 4.3. Sean s,t tales que 0 < s <t < T dados y sea Y una
v.a. F;-medible. Entonces

. 1

s

DEMOSTRACION. Al ser Zis y E[Y Z,|F,] funciones Fg-medibles, el
producto es Fs-medible. Ahora probaremos que se cumple la igualdad
propuesta en el lema. Sea A € F,, entonces

1 ~ ~ 1
/ LRy 2| F)dP = B |Ta—E[Y Z| F)
7 2

= E[E[LaY Z|F]]
= E[I4Y Z)]

E[I4Y]

/ Y dP.
A
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Lo cual verifica el lema. O

TEOREMA 4.4. (Girsanov unidimensional). Sea Wy, 0 <t <T un
proceso de Wiener sobre el espacio de probabilidad filtrado (Q, F, F;, P).

Sea O, 0 <t <T, un proceso adaptado a la filtracion. Definimos
t 1 t
(4.4) Z, = exp {—/ O,dW, — 5/ @3du} ,
0 0

N t
(4.5) Wy =W, +/ O,du,
0
Y asumimos que
T
(4.6) E/ 0?%,2%,du < .
0

Sea 7 = Zr.Entonces E(Z) =1 y bajo la medida de probabilidad P, el

proceso Wy es un proceso de Wiener.

DEMOSTRACION. Primero demostraremos que el proceso W, es un
proceso de Wiener. Con este fin haremos uso del teorema de Lévy.

Notemos que

o 0
WOIWQ+/ @udu:()
0

Para verificar la segunda condicién del teorema de Lévy, veamos que
AW, dW, = (dW, + O,dt)* = dW,dW, = dt

lo cual implica que [W, W](t) = [W, W](t) = t. Ahora solo resta veri-
ficar que Wt es una martingala bajo P. Primero observemos que Z; es

martingala bajo I?P;, con este fin verificamos que Z; es una martingala
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bajo IP, para ello definimos

t 1 t
X, = —/ 0,dW, — —/ Oldu y  f(x)=¢"
0 2 Jo
Entonces f'(x) = e* = f"(x), por lo que
d(Z;) = df (X:)
1
- f,(Xt)dXt "‘ Ef//(Xt)dXtht
1 1
=Xt (—@tth — §®t2dt) + §extefdt
= _@tthWt-

Integrando ambos lados de la ecuacion anterior, se obtiene
t
Ly = Zy— / Oy 2, dW,,
0

por lo que Z; es una integral de It6 y la condicién (4.6) garantiza que
ademds es una martingala. En particular, E(Z) = E(Z7) = E(Zy) = 1.

Por definicién Z = Zr y como Z; es martingala, se cumple que
Zy = E|Zy|F] = E[Z|F], 0<t<T.

Lo anterior prueba que Z; es un proceso derivado de Radén-Nikodym

para cada t € [0,T]. Ahora resta probar que fW;Zt es una martingala
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bajo IP. Para ello, usaremos la formula del producto de [t6 y calculamos

AW, 2,) = WydZ, + Z,dW, + dW,dZ,
— _/th@tthWt + thVVt + Zt@tdt
+ (AW, + Odt)(—0, Z,dW})

= (—W,0; + 1) Z,dW,.

Como la expresion final no tiene términos que dependan de dt, el pro-
ceso /I/Iv/tZt es una martingala bajo P.
Sean 0 < s < t < T dadas. Por el lema (4.3) y aplicando la

propiedad de martingala para WtZt bajo P vemos que

~ —~— 1 —~ 1 — —
E[Wt|fs] - 7E[WtZt|]:s] - 7WSZS - Ws.

S

Esto prueba que Wt es martingala bajo P. U

De aqui en adelante, nos referiremos a la medida P como medida
neutral al riesgo, porque bajo ella el valor descontado de un activo es

una martingala.

1. Modelo de Black-Scholes-Merton

En esta seccién veremos el caso simplificado donde tenemos un stock
cuyo valor se modifica en una sucesion de instantes 0 =ty < t; < --- <
t, =T. Consideremos un inversionista con capital inicial de yq délares
en el instante 0. Durante el periodo de tiempo (n,n + 1) veremos el
cambio en su stock para instantes posteriores a n. Basados en esta

informacion decidiremos comprar A, ; acciones.
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Las inversiones negativas estan permitidas en este mercado, si-
Ap(w) < 0 para alguna n y w, entonces estamos en una venta corta
6 short selling para esta w. Esto significa que vendemos A, (w) stocks
que no tenemos, esperando que en el instante 1" ganemos lo suficiente
para pagar nuestras deudas.

Sea S, el valor del stock en el instante n. Simplifiquemos aiin mas
nuestro modelo asumiendo que |S, 11 — S,| = 1. Esto es, el valor del
stock fluctiia exactamente una unidad en cada instante y el valor de las
acciones se actualiza precisamente en cada instante n = 1,2,---. Al
instante 7' se le denomina fecha de maduracion y en este caso coincide
con la fecha de expiracion.

Sea € la coleccién de todos las posibles sucesiones w = (wy, ..., wr)
donde cada w; toma posibles valores 1. Intuitivamente, w; = 1 si
y solo si el valor de nuestro stock sube 1 délar en el instante j. Asi,
w; = —1 significa que el stock bajé una unidad y € es la coleccién de
todos los posibles movimientos del stock que son teéricamente posibles.
Podemos ver que estamos en el caso del ejemplo (1.8).

Supongamos que tenemos una opcién call europea a C' délares. Si
St(w) > 0 entonces ganaremos St(w) — C' ddlares. Esto porque pode-
mos comprar el stock a C' délares y venderlo instantdneamente a Sr(w).
Por otro lado, si Sy(w) < C no es aconsejable comprar. Por lo tanto,
no importa lo que suceda el precio de la opcion es (Sy(w) — C)*. En-
tonces una pregunta importante a resolver es jcudl serd el valor justo
de una opcion call europea?. Esta pregunta fué resuelta por Black y

Scholes (1973) y Merton (1973).
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Si bien, el trabajo realizado por Black y Scholes es independiente

del que hiciera Merton, ambos coinciden en las siguietes hipdtesis:

10

20

30

40

Ausencia de costos de transaccion e igualdad en impuestos.
Los mercados estan abiertos todo el tiempo y las operaciones
se pueden llevar a cabo de forma continua. Los préstamos y
las ventas en corto se permiten sin restricciones. Las tasas de
activos y pasivos son iguales.

El precio del subyacente se modifica de forma continua. Sea
S = S(t) la funcién que denota el precio al instante ¢ de un
bien de responsabilidad limitada como una accién de un stock.
La posicién dinamica para el retorno puede describirse por una
integral estocédstica de [t0 con trayectorias continuas simples

dadas por

dS = [aS — Dy(S,t)]dt + o SdW,

donde: « es el parametro de tendencia de precio del bien, o
es el de difusion y D, es el pago de dividendos. Aqui D; debe
satisfacer que D;(0,t) = 0.

El precio de los bonos es libre de riesgo. En la formulacién
original del modelo de Black y Scholes se asume que la tasa de
interés instantanea es constante.

Todos los inversionistas estan de acuerdo con la volatilidad,
es decir, no van a influir en el precio del bien obligando a

variaciones en el mismo.
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5° La funcién S que denota el precio de la opcién es de segundo

orden con respecto de t.

En el caso particular de que no haya pago de dividendos (D; = 0) y
o constante, estas hipdtesis llevan a la formula de Black-Scholes para
una opcion de tipo Call Europea con precio de ejercicio L y fecha de
maduracién 7.

Para poder establecer la solucion a la pregunta inicial necesitamos

establecer una definicién financiera.

DEFINICION 4.5. Una estrategia A es una estrategia de cobertura
St
a) Usando A no nos conduce a la quiebra; es decir, M,(w) > 0

para todan =1,...,T, donde,
(A7) Mp(w) = Ma(wr,. . wn) =90 + > Aj(w)[Sj(w) — Sj-1(w)]
j=1

y la sucesion {A;(w)}_, es nuestra estrategia de inversion.

b) M alcanza el valor del stock en el instante T'; es decir,
My (w) = (Sp(w) — O)".

Por supuesto, toda estrategia A es también previsible.

Bajo las hipotesis del modelo, tenemos que gy, es el “precio justo”
de una opcion dada. Si empezamos con gy, dolares podemos encontrar
una estrategia de inversion que reproduzca el valor de dicha opcién en
el instante 7', sin importar como se modifique el valor del stock.

La solucién de Black y Scholes transcrita en el presente modelo sim-

plicado depende en primer lugar del espacio de probabilidad (2, 22(Q2)).
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Aqui Z(Q2) denota el conjunto potencia de 2. Definimos la medida de
probabilidad P de forma que X,(w) = w; son variables aleatorias i.i.d.
que toman valores +1 con probabilidad 1/2 respectivamente, como
en la secciéon anterior. Asi bajo la medida P el valor del stock varfa
aleatoriamente pero de forma justa, es decir, le permite al poseedor de
la opciéon cumpir con sus obligaciones con el duenio del bien por el que
se firma la opcién.

Otra forma equivalente de definir a P es como la medida producto:

P(dw) = Q(dwy) -+ - Q(dwr)  para cada w € Q,

donde Q({1}) = Q({—1}) = 1/2. Usando este espacio de probabili-
dad (Q, 2(Q),P), {4122, {9:}22, y {M;}22, son procesos estocasticos.

Bajo esta notacion, presentamos la famosa formula de Black y Scholes.

TEOREMA 4.6. (Fdrmula de Black y Scholes). Una estrategia de

cobertura existe si y solo si
yo = E[(Sr — C)"].

DEMOSTRACION. Necesidad. Supdéngase que existe una estrategia
A de cobertura. Entonces, por definicién, M, > 0 para toda n y
My = (S7 — C)7T casi en todas partes. Por otro lado, por la igualdad
[4.7] se cumple que

EMT = EMl = Yo

Por lo tanto, yo = E[(Sr — C)*] como se deseaba. O

Para probar la segunda parte necesitamos el siguiente teorema.
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TEOREMA 4.7. Representacién de Martingala. En (2, 2(Q),P),
el proceso S es una martingala. Cualquier otra martingala H es una

transformada de S; es decir, existe un proceso predecible J tal que
(4.8) H,=EH, + Z Ji(S; — Si1) para todan =1,---,T.
i=1
DEMOSTRACION. Como H es adaptado, H,, es una funcién tinicamente

de (w1, ,wy). Abusando un poco de notacién, podemos decir que
(4.9) H,(w)=Hy(wy, - ,w,)  paracada w € .

Por la propiedad de martingala, se sigue que E[H,,|-%,| = H, casi
en todas partes. Ahora, supdngase que ¢ - - , @, son funciones aco-
tadas tales que para cada ¢ =1,...,n, y; es funciéon unicamente de w;.

Entonces, por la independencia de las w;’s, se cumple

E H‘szn—s—l]
i=1
(4.10) = l/ ﬁ i(wi) Hpq1 (Wi, - -, wn, —1)Qd(wr) - - - Qd(wy)
2 Ja i=1

—|—%/Qill%(wi)ﬂnﬂ(wl,...,wml)Qd(wl),“Qd(wn)

=E

H szNn] ’
=1

donde N,(w) = 1Hpp1(wi,. .., wp, —1) + $Hpp1(wr, - . ., wy, 1). Nétese
que N, es Z,-medible para cadan =1,...,T. Ademds, por (4.10) y
la propiedad de Martingala de H se sigue que M = N casi en todas
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partes. Es por esta razén que se da la siguiente igualdad
1 1
(411) Hn<W) = §Hn+1(w1, vy, Wh, 1) -+ §Hn+1(w1, ey Wh, —1),

para casi toda w € . De hecho, como € es finito y P es medida
positiva sobre los elementos de €2, la igualdad se da para toda w. Mas
atn, como ZF, = {0,Q} entonces lo anterior sigue siendo vélido para
n =0 si se define Hy = E(H,).

1

Como H,(w) = $H,(w) + 1 H,(w) la siguiente igualdad se da para

toda 0 <n<T—1ytodawe:
(4.12) Hpp1(wi, .. ywn, 1) — Hy(w) = Hp(w) — Hygr (w1, oo ywyp, —1).

Si definimos d; = H,;i1 — H;, entonces H,y1(w) — Hy = >0 di(w).
Aplicando lo anterior, se sigue que

n

Hy1(w) — Ho = Y [di(w)ay(wig) + di(@)[_1y (wis1)]

=0

= Z (Hiva(wr, .- w5, 1) = Hy(w)) [Ty (wis1) = Ty (wirn)]

n

= (Hiy1(wi, -5 wiy 1) = Hy(w)) [Sig1 (w) = Si(w)].

i=0
Por lo tanto, se cumple (4.8) con J;(w) = H;(w1,...,w;, 1) — H;_1(w) y
Hy=EH,. U

Ahora, veamos la segunda parte de la demostracién de la férmula

de Black y Scholes.

DEMOSTRACION. Suficiencia. El proceso Y,, = E[(St — C)"|.%#,]

donde 0 < n < T, es una martingala no negativa. Ademas, este proceso
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* casi seguramente y de aqui que lo cumple

cumple que Yr = (Sy — C)
para toda w € 2. Por el teorema de representacién de martingala,
podemos encontrar un proceso predecible A tal que

n—1

Y, =EY; + > Ai(S; - Sic).

i=1
Por lo tanto, A es una estrategia de cobertura con y, = EY;. Por la
propiedad de martingala, se tiene que EY; = EY; = ... = EY,. Esto

implica que yo = E [(S7 — C)*], lo que prueba el teorema. O
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CAPITULO 5

Valuacion de opciones exdticas

1. Opciones Exodticas

Las opciones exoéticas, son aquellas en las que, a diferencia de las
Europeas, su pago depende de la trayectoria que sigue el precio del
subyacente. Los tipos de opciones exodticas consideradas dentro de este

trabajo, son del tipo barrera y lookback.

2. Opciones Barrera del tipo Knock-Out

Existen muchos tipos de opciones barrera dependiendo de la ubi-
cacion de la misma y de la forma en la que se llega a ella. Si el precio
del bien comienza abajo de la barrera y la cruza hacia arriba, causando
el llamado knock out, se dice que la opcién es del tipo up-and-out. Una
opcion down-and-out tiene la barrera abajo del precio inicial del suby-
acente y tiene un knock out si el precio cae por debajo de la barrera.
Otras opciones son las knock in, que al igual que las knock out tiene
sus versiones up-and-in y down-and-in.

En esta seccion trataremos una opcién call up-and-out sobre un
proceso de Wiener geométrico. La metodologia con la que se calculara
su valor se puede aplicar de forma andloga a las up-and-in, down-and-

out y down-and-in en sus versiones put y call.
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2.1. Call Up-and-out. Consideremos el precio del subyacente S;

como el proceso de Wiener geométrico dado por
(51) dSt = TStdt + O'Stth,

donde Wt es un proceso de Wiener bajo la medida neutral al riesgo P.
Consideremos ahora un call Europeo con fecha de expiracion T', precio
de ejercicio K y una barrera up-and-out B, donde K < B.

La solucion de la ecuacion diferencial estocastica que denota el valor

del precio del subyacente es

2

— 1 —
St _ Soeawt—i-(r 300t _ Soe"Wt,

donde /Wt = ot + Wt, y a = % (7“ — %02). En efecto, considérese la
funcién de descuento D; = e, donde r es la tasa de interés fijada en

la opcion, entonces

por lo que
—~ 1
DSy = Spexp{oW; + (o — 1 — 502)t}.
Seana=0yb=a—r—2%, entonces si f(t,x) = e®® T se cumple que

2
or
ot

ﬁ—af ?\2, :an

ow W2

=0f,

lo que implica que
df a? —
— =(b+ —)dt + ad
7 (b+ 2) + adW,
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de donde

dD 1 2 —~
Dtit =(a—r— =0+ U—)dt + odW

2 2
= (a—r)dt+ odW

a—r

= o( )dt + odW

o

= 0Odt + odW = o(Odt + dW).
Considérense
—  O2 - ~ -
Zt = eXp{—@Wt + 7}, Wt = Wt + @t ]P)(A) = / ZdIED
A
Por el teorema de Girsanov, el proceso /Wt es un proceso de Wiener en

(Q,F, @), por lo que

thSt gt
= odW
DS,

entonces

t
DtSt = SQ +/ O'DuSuqu
0
Como dW = —Odt + d/I/IZ entonces
dS, = aSdt + os,(—Odt + dW)
= aSydt — Sy(a — r)dt + UStdW

— Syrdt + 0S,dW.

Por lo tanto
2

S, = Sy exp {oW,; + (1 — %)t},

es la solucién de (5.1).
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Ahora, definimos

—~

M, = max Wi,

0<t<T
por lo que,

max S; = Spe”MT.
0<t<T

La opcion tendra knock-out si y solo si SOeUAA/[T > B. De otra forma,

si Soe"MT < B, el pago de la opcién esta dado por
(Sr — K)* = (Spe”"r — K)*.
Es decir, el pago de la opcién es

Vi = (Spe”"" — K)*1

(SoeoI\A/ITgB)

= (Spe’r — K)I

(Soeng >K, SoegﬁT SB)

(5.2) - (SO€UWT - K)]I(WTZIC, My <b)’
donde:
1 K 1 B
5.3 k=—-log=, b=—log—.
( ) o 08 5'07 o & So

Veamos que el precio de una opcion call up-and-out satisface la ecuacién
de Black-Scholes-Merton con las modificaciones pertinentes de la barre-
ra. La metodologia seguida para la obtencién del precio de esta opcién

funciona en situaciones donde la solucién analitica puede ser obtenida.

TEOREMA 5.1. Sea v(t,z) la funcion que denota el precio de una
opcion call up-and-out, con las hipotesis de que la opcion no ha tenido

un knock-out hasta el instante t y que S; = x. Entonces v(t,x) satisface
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la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes-Merton
2

0 0 1 5,50 B
(5.4) at’u(t, x)+ r:caxv(t, x) + 50 % 8x2v(t’ x) =rv(t, )

en el rectangulo {(t,x);0 <t <T,0 <z < B} y satisface las condi-

ciones de frontera:

(5.5) v(t,0) =0, 0<t<T,
(5.6) u(t, B) =0, 0<t<T,
(5.7) v(T,z) = (x — K)T, 0<z<B.

Para justificar las condiciones de frontera, veamos que la condicién
(5.5) se cumple debido al principio de no arbitraje, es decir, cuando
el precio del bien o subyacente comienza en el valor 0, permanece ahi.
La condicién (5.6) se sigue de que al ser S; un proceso de Wiener
geométrico, que se caracteriza por oscilar demasiado, en cuanto llega
al nivel B inmediatamente baja y vuelve a cruzar infinidad de veces,
entonces el valor de la opcién es cero, puesto que estd en el punto
de knock-out. Sin embargo, el precio del bien no puede ser 0. Para
solucionar este inconveniente definimos una nueva variable, p como el
primer instante en el que S; = B, por lo que S; < B para 0 <t < p
y S, = B. Si el precio del bien no pega en la barrera hasta la fecha
de expiracion, diremos que p = oo. La tnica excepcion se da cuando
durante la vigencia de la opcion, la trayectoria del precio del bien no le
pega a la barrera en instante alguno hasta la fecha de expiracién, por

lo que su valor seria igual al que tuviera una opcion call Europea.
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Noétese que la variable p es un tiempo de paro. En particular, el
proceso

e "V, s, 0 <t < p,
(5.8) e "I, =

e PV, s, p<t<T,

es @—martingala, por el teorema de paro dptimo.

Ahora, demostraremos el teorema (5.1).

DEMOSTRACION. Calculemos la derivada del valor descontado de
la funcion de pago de la opcién call up-and-out:

(t, St)dt + Q'U

d(e "(t, Sy)) = e " [—rv(t, Sy)dt + gv 5

ot
1 02
t55.2Y v(t, Sy)dt]

= e "—rv(t,Sy) +

(t,S;)dS;

v(t, St) + rStﬁv

ox (t, 5t)

9

ot
1y, 8 L0

+ O' St W/U(t St)]dt+€ rO'Sta—U(t St>th

Como deseamos que el valor descontado de la funcién de pago sea

martingala, es decir, queremos que se cumpla
—rt —rt 9 7 74
d( (t St)) O'Sta—v(t, St)th,
x

entonces

2

ot S) + = a2st O ot St = 0,

0
U(t, St) + T'St a B

e "—ru(t, Sy) + pe

0
ot
lo cual prueba que la funciéon de pago de la opcién call up-and-out

satisface la ecuacion de Black-Scholes-Merton. L]
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3. Calculo del precio de la opciéon del tipo Call Up-and-Out

Para valuar este tipo de opciones, usaremos las siguientes hipdtesis
que ya han sido justificadas en la seccion 2.1.

Consideremos el precio libre de riesgo de una opcion call up-and-out
con funcién de pago V;, dada por la ecuacién (5.1) que en el instante
cero es Vy = Ele TV,

Usando la funcion de densidad conjunta del proceso de Wiener y
su méximo, asi como los valores dados en (5.3) vemos que, para k > 0
debemos integrar sobre la region {(m,w) : k <w <m <b}. Si k<0
la region de integracién es {(m,w) : k <w < m,0 <m < b}.

Hemos asumido que Sy < B, por lo que b debe ser estrictamente
positivo, pues de no ser asi la opcién estaria “out of the money”. De

manera natural S > 0 y b, k son finitos. Cuando 0 < Sy < B, el valor

de la opcién en el instante cero de la opcion call up-and-out es

(5.9)

b b

2(2m — 1 1

Vo= / / e (Spe™ — K) 202m - w) w>6aw*5a2T7ﬁ(2m7w)Qdmdw
k Jwt T 27T

' m=b
- _/ e (Spe”™ — K) —21 Teaw—%QQT B
F n m=w
! ' T 127 L a2
VAT /k (Soe™ — K e rTHow 3o T g gy
1

b
1.2 1 2
(Soeaw K’) efrTJrawaa T — 57 (2b—w) dw
V21T /k

= Soly — K1y — Sols + K1y,
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donde

1 _la27_ 1
[1 — — W= rT+aw a T w dw
V2m
_ 127 12
12 — — e rT+ow—sa T—smw dw,
V2r
1 ’ cw—rT+ow—2a2T— L (2b—w)?
]3 = ﬁ e 2 2T dw,
T
b
14 — e—rT+o¢w—%a2T—%
V2nT
Haciendo el cambio de variable y = ﬁT, vemos que cada una de estas
integrales es de la forma
1 b

b
_ 1.9
BTz gy

VorT J T

—¢ 142748

1 1
e—ﬁ(w—"/T)Q-FgVQT-FBdw

wa

I

_%dey.

Usamos la propiedad de simetria de la normal y la ultima igualdad

para ver que

(5.10)

s [ () (52
) (o)
o )

= (G e 7))
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Definimos

(5.11) 0y = a%/? {logs + (r + %oﬁ)} .

La integral I; es de la forma (2.3) con = —rT — 10*T y y = a + o,
asi que %sz +8=0y~yo=1r+ %02. Por lo que,

(o (1) e (3))

De forma andloga, la integral I, es de la forma (2.3) con 8 = —rT —

10’T y v =, asf que 34?7+ = —rT y yo =1 — 02 Por lo que

el (7)) o (- 5)

Para I3 tenemos que § = —rT — $a°T — % yy=a+0+2 asique
2r
1, Sp\ !
22T — oo [ 22
57T+ 6 =log (B) )

1 B\?
vyol = (r+502)T+log (S_o) .

Por lo que,
So\ e B? B
= (22 oo (T =) ) =nlo. (T, =) ).
=(5) " b (i) o (- (05)]
Por tltimo, para I, tenemosqueﬁ:—rT—%aQT—¥yﬂy:oz—i-%b,
asi que
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Por lo que,

(37 b () (e ()

Sustituyendo los valores obtenidos en y bajo la hipdtesis de que
0 < Sy < B, tenemos que la formula para calcular el precio de una

opcién del tipo call up-and-out es

(5.12)

=8l (55) (e ()

B () +(e ()]

(5 o ) e ()
(3 Do () o ()

Sea t € [0,T) dada, y 0 < x < B tal que S; = z. Si la opcién

_67
- B

no ha pegado en la barrera hasta el instante ¢, su valor se obtiene
reemplazando 7' por la fecha de expiraciéon 7 = T — ¢ y reemplazando
So por z en (5.12), lo que nos d& el precio de un call como la funcién

de dos variables

it =2 [o (5 (r ) =0 (0 (. 5))



donde 0 <t <Ty0<z < B. La férmula (5.13) se obtuvo bajo las
hipdtesisde que 7 >0y 0 < ax < B. Para0 <t <T yx > B, tenemos
que v(t,z) = 0 por la naturaleza de la opcion. Si el precio del bien pega
en la barrera antes de la fecha de expiracion, entonces inmediatamente
excede la barrera, por lo que v(t, B) = 0 para 0 < t < T, sin embargo,
v(T,B) = B— K. Para z =0, v(t,0) = 0 porque la opcién estd “out
of the money”. Finalmente, si la opcién no pega en la barrera hasta
la fecha de expiracion, entonces el pago de la opcién es el de una call
Europea, es decir, v(T,z) = (z — K)*. En restimen, v(¢,x) satisface

las condiciones de frontera (5.5)-(5.7).

4. Opciones Lookback

El precio de esta opcion esta en funcién del valor maximo que al-
canza el precio del bien durante la vigencia de la misma. En esta seccién
consideraremos una opcién lookback con fecha de ejercicio variable, lo
que implica analizar un nuevo tipo de diferencial que no esta en funcién

del tiempo ni del proceso de Wiener.

4.1. Opcion Lookback con fecha strike variable. Considere-

mos el modelo para el precio del bien como
W,
St == 8060 t,

donde W, = at + W, y a =1 (r—30?). Definimos

M,=maxW,, 0<t<T,

0<u<t
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para escribir el méximo del precio del bien hasta el instante ¢t como

Y, = max S, = Spe”Mt.
0<u<t

Consideraremos ademas, la funcion de pago de la opcién lookback en

la fecha de expiracién como
Viep=Yr—Sr.

Notemos que esta funcién es no negativa, ya que Yr > Sy. Seat € [0,7]
dada. En el instante t el precio libre de riesgo para una opcién lookback

es

(5.14) V,=E |e T (Yy — S7)

]

Como el par de procesos (S, Y;) tiene la propiedad de Markov, existe

una funcién v(t, z,y) tal que
V;f = /U(ta Sta Y;)a

que como veremos en el siguiente teorema, cumple con las condiciones

de la ecuacién de Black-Scholes-Merton.

TEOREMA 5.2. Sea v(t,z,y) la funcion que denota el precio de la
opcion lookback con fecha strike variable, en t, donde Sy =x y Y; = y.
Entonces v(t,x,y) satisface la ecuacion diferencial parcial de Black-

Scholes-Merton

9, 9, 1 0?
15) Z < So22 -
(5.15) atv(t,w,y) —|—maxv(t,x,y) oot axzv(t,x,y) ro(t, x,y),
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en la region {(t,xz,y) : 0 <t <T,0 <z <y} y satisface las condiciones

de frontera

(5.16) v(t,0,2) = e "Iy, 0<t<T,y>0
0

(5.17) 5Vt y,y) =0, 0<t<T,y>0
y

(5.18) (T, z,y) =y — x, 0<z<uy.

Para realizar la prueba de este teorema, procedemos de manera anédloga
a lo realizado con las opciones barrera, derivando la funcién de pago
descontado de la opcion lookback, donde al hacerlo aparecera el término
dY;. Como Y; es un proceso continuo y no decreciente, entonces su
variacion cuadrética es cero. Para ver esto, consideremos la particion

0=ty <ty <--+<ty,="Tdel0,T], entonces

Cuando m — 00, max;—1,_m (Y;j - Ytj,l) — 0 por la continuidad del
proceso Y;. Por lo tanto, la variaciéon cuadratica acumulada de Y; es

cero, lo que quiere decir que

dY,dY, = 0.
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Por otra parte, el término dY; no esta en funcion de dt, o equivalente-

mente el proceso Y; no puede ser escrito de la forma
t
(5.19) Y, =Y +/ O(u)du
0

para alguna funcién O(t). Es claro que Y; es una funcién no decreciente,
continua y el conjunto en donde Y; es estrictamente creciente tiene
medida 0. Esto tdltimo debido a que si Y; es estrictamente creciente,
entonces S; tambien lo es, pero S; no lo puede ser en un conjunto grande
puesto que es no diferencible. Por lo que la longitud de los “puntos
planos” de Y; sobre el intervalo [0, 7] suman 7. Ademas, si la ecuacién
(5.19) se diera, la funcién ©(u) tendria que ser 0 para toda u € [0, 7]
porque al ser ©(u) Lebesgue integrable y creciente, suponiendo que
para alguna u, O(u) fuese mayor que 0, existirfa un intervalo en el
cual seria estrictamente positiva lo que es una contradiccién. Este
argumento implica que Y; = Yj para toda t € (0,7, pero Y; > Y, para
toda t > 0. Por lo tanto, concluimos que Y; no puede ser expresado
como (5.19).

Afortunadamente podemos trabajar con la diferencial de Y;. Hemos
mostrado que dY;dY; = 0, de forma similar se puede argumentar que

dY;dS; = 0. Ahora probaremos el teorema.

DEMOSTRACION. Calculamos la derivada de la funcién de pago de

una opcién lookback con fecha strike variable usando la féormula de
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Ito-Doublin

d( - (t St7}/;f)) - 7rt |:_TU <t7St7}/;f) dt+ gv<t75’t’}/t)

ot

2

0

+ %U(t, S, YY) + 2022
+ sy

ayv ) t7 t

U(t, St, Y;)dStdSt

= {—m(t, S, Y,) + —wv(t, S, ;)

9
ot
+7"St8—'0(t St,Y;g)+ —0 Sta 5 (t,St,Yt) dt
+ertos, 2 (t, Sy, Y;)dW,

g ta:cv y Oty It ¢

0
(5.20) + e’”a—yv(t, St, Yy)dY;.

El coeficiente del término dt debe ser 0 porque v(t, S;, Y;) es martingala
lo que nos da la formula de Black-Scholes y Merton. A diferencia del
precio de la opcién barrera, aqui aparece el término e~ a v(t, S;, Vi)
que también debe ser 0. Cuando S; < Y;, Y; permanece constante y
naturalmente dY; es cero. Sin embargo, cuando S; = Y}, el término
e "L 8 v(t, S;,Y;) debe ser 0 porque dY; es “positivo”, lo que nos da la
condlclon [41]. La condicién [42] es el pago de la opcién. Si en algin
instante ¢, S; = 0 entoces, ST = 0, por lo que la variable Y; permanecera
constante en el intervalo [t, T, es decir, si Y; = y entonces Yr =y y el

precio de la opcién en el instante ¢ sera el valor descontado desde T' a

t, lo que nos da la condicién [43]. O

4.2. Reduccion de dimensién. Un inconveniente para trabajar

con las opciones lookback bajo el modelo de Black-Scholes-Merton, es
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que su precio queda determinado en funcion de tres variables. Notemos

que v(t, x,y) tiene la siguiente propiedad escalar
v(t, \x, \y) = Av(t,z,y), paratoda A > 0;

lo que nos permite cambiar a v(t, z,y) de una funcién de tres variables

a la funcién u(t, z) de acuerdo a la siguiente igualdad
u(t, z) =v(t, 2z, 1), 0<t<T, 0<2<1;

asi, podemos cambiar a v(t,x,y) de la siguiente forma

o(t,z,y) = yolt, =, 1) = yult, =),  0<t<T, 0<z<y, y>0
Y Y

De acuerdo a la ecuacion anterior, podemos obtener las derivadas par-

ciales para posteriormente sustituirlas en la ecuacion de Black-Scholes-

Merton
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Sustituyendo en la ecuacién de Black-Scholes-Merton

0=—rv(t,z )—l—av(ta; )—i—r:cafu(tat )+1 szazv(ta; )
= — _— —_— _O' [
) 7y at ) 73/ 83; ) 73/ 2 8,:(:2 ) 73/

oyl () 2 () e (B) 2 (1
_y 7y at 7y Y (92 7y
L\ O (e

27 y) 022\ y) |’

Dividiendo entre y y haciendo el cambio de variable z = 5 vemos que
u(t, z) satisface la ecuacion de Black-Scholes-Merton
2

1
t,z) + rzgu(t, z) + —02228—u(t, z) = rul(t, z),

(5-21) 0z 2 022

9
ot
donde 0 <t < T, 0 < z < 1. Las condiciones de frontera [40]-

[42] también se cumplen para u(t,z) y pueden ser obtenidos a partir

v(t,z,y) de la siguiente forma

e Ty = o(t,0,y) = yu(t,0)
lo que implica que
(5.22) u(t,0)=e"TD 0<t<T.

Ademads

0 0
0= 8_yv(t7 yay) - U’(t7 1) - &U(lﬁ, 1)

lo cual implica que

(5.23) u(t,1) = aﬁ(t, 1), 0<t<T.

z
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Finalmente,
y—x=v(T, z,y) =yu (T,§>
Y

lo que implica que
(5.24) w(T,z)=1—2, 0<2z<1.

La ecuacién (5.21) y las nuevas condiciones de frontera determinan
la unicidad de la funcién wu(t, z). Como consecuencia, también queda

determinada la unicidad de la funcién v(¢, z,y).

4.3. Calculo del precio de una opcién lookback. Calculare-
mos la funcién v(t,z,y) para 0 <t < T y 0 < x < y. Esta tltima
condicién es suficiente, dado que Y; > S;. Seat € [0,T)y 7 =T — t.

Entonces

YT — Soeo'ﬂteo'(]/\ZT—Mt) — }/teo'(]\/ZT—]/\Zt)‘

Si maxy<,<r Wy, > My, es decir, si W tiene un nuevo maximo en [t, T,
entonces

My — My = max W, — M,.

t<u<T
De otra forma, si maxi<,<r W, < M,;, entonces My = M,. En cada

caso tenemos que,
—_~ —_~ —_~ —_~ +
MT — Mt = |:maX Wu — Mt‘|
t<u<lT
—_~ —_~ —_~ —_~ +
- [max ((Wu W) — (M, — Wt))} .
t<u<T
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Multiplicando la ecuaciéon anterior por ¢ y considerando que S; =

Soe™t v Y, = Spe™: | tenemos que

(5.25) o (MT — ]\/4\15) = {max o (Wu — ﬁ/\t> — log E} ! )

Sustituyendo Y7 en la expresion (5.14) y desarrollandola, tenemos que

e = = 1A
Vi=e ""E | Y, exp Lr&ag%a (Wu — Wt) — log E} ]-"t]
(5.26) — ¢"E {e—TTST‘ft} .

Como el valor descontado del precio del bien S; y Y; son I?P/’—martingala,

la ecuacion anterior toma la siguiente forma

—~ Y,
(5.27) V; = e ""Y,E |V exp Lmax o (W, =W,) ~ log —t] Fi| -5

<u<T St

Definimos la funcién

t<u<T

(5.28) g(x,y) = IEeXp { [max U(/Wu — W\t) — log %] } ,

donde x = S;yy = Y. Sustituyendo (5.28) en la ecuacién (5.27)

tenemos que

V= e TTYig(S, Vi)~ S
o equivalentemente

(5.29) o(t,,y) = e Tyg(a,y) — .
Para calcular g(z,y), notemos que

max O'(Wu - /Wt) = 0 max (Wu - /VIZ)

t<u<T t<u<T
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y mathugT(Wu — /MZ) tiene la misma esperanza condicional bajo P que
maXtSuST(Wu_WO) = ]\//L. Entonces la funcién g(x, y) puede escribirse

CcOo1mo

g(z.y) = Eexp{ [ — log } }

1 a'MT
= P{M, S;log }+ E[ Lt > logy}]

Ahora para calcular el lado derecho de la ecuacién anterior, veamos
que si reemplazamos T por la variable 7 y a m por 1log ¥ de modo
g X

que

1 |1 Y 1 Y 1,
B Bl P A - locZ — [r ==
et =g st a)

donde 4 (7, s) esta definido por (5.11).
El primer sumando del lado derecho de (4.3) tiene la forma (5.40)
del apéndice A, por lo que

(5.30)
A= e =o(o- (- 2) - () (0 ()

dado que

200 . Y 2r Yy _ (Y\E
31 DLog?y = L) —:<—) .
(5.31) exp{a ng} exp{<02 >ng} -
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Ahora, veamos que

(5.32) TRl -

y {MT> log y}]

x [ ~
=— e’ f= (m)dm
Yy /[1;1ng M

x [ 2

_ _eamfi(mfaT)Qd

Liog 2 V 2rT

x [ —m — QT
- = 2aelTH2)my) (—) dm.
Yy /;logz \/F

donde
E /OO 2 eomfi(mfaT)Qdm
Y Jlioge V2T
— 2we’” > e—%(m—a‘r—arﬁdm_
Yv22mT J1liogy
Ahora, haciendo el cambio de variable £ = W%, el limite inferior

de la integral anterior se modifica por

L + —110y lo + —l—l =9 v
\/? T T o ggj 0'\/_ g T 20'7' = 04 T,y .

Con estas modificaciones, tenemos que

T é , 2
Jm_%(m_aT)de _ 2xe” +(T y) 6_%£2d£

/ log % V VT yv2onT

2xe’™ ( ( x) )
— T] 5+ T, — .
Yy )

Para calcular el segundo término en (5.32), debemos integrar sobre la

(5.33)

region que se muestra en la siguiente figura:
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1
I m
1
1
1
1
1
|
1
1

Como o + 2o = %T entonces

xz [ —m — QT
5.34 —— 207 H2e)m — | d
( ) Y [logy “ ! \/? .

00 %(7mfa7')
__fow / /f "3 dgdm
yv 2m Llog¥ J—o0

—o-(r,%) p-&/T-ar
_ 2 / “ / 23 g
yYv2m J oo Liog ¥

o

Calculando la integral interior tenemos que,

m=—&/T—ar

—1 Y
m=-log

O o2r(-evi—an)—3¢2 _ 9 Zlogt—3¢?



Pero

2 1 ) 2
2 (—er—ar) - Lo = & 2lyT  2rar
o 2 2 o o
1 2ry/T\° r 2rar
= _5 £+ 5~
o o o
1 2r\/T > opr
=5 (§+ = ) ?(r—aa)
2
1 2r\/T
= —— (g + \/_) + rT,
2 o
y 2
eorlog §—38 _ <g>72 e‘g.
x
Asi que
_5\/;_057— /T 2 2r
/ eam=3E gy, = ze_%<§+2 SE) e 9 <g> . efg.
1log L 2r 2r \x

Ahora, sustituyendo el resultado anterior en (5.34), obtenemos

T

(5.35) ;

/w
7 log 2

aox

aaace

206€(U+201)m77 (

_ry\/ 2m

—m—oar\
VT

PO (o) e,

= (T,ﬁ

s /m

—(r,Y) -
G

T

(&

)dg

ryV2m

oo
+_<
.

y)i’é—l
X

1~ (2)
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En la primera integral del lado derecho de tltima igualdad hacemos el

cambio de variable v = £ + %fﬁ y el limite superior se modifica por

2 1 1
B EE L (1))
z o o\ T T 2
iy ()]
= log—+ |r+-0" |7
o\ T Y 2
x
=0,(7,—).
+( y)

Asi, concluimos que

(5.36) —~ / 2 2my (M) im

Yy log ¥

-t s 2) 2 () o (5 ()

Ahora, recapitulando un poco, recordemos que la funcién v(t, z,y) con
0<t<Ty0<uz<ysecambié por la funcién g(x,y) y hasta este
momento se han calculado los términos involucrados en la ecuacion

(5.29), obteniendo
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La ultima expresion corresponde al precio de una opcién look-back.

5. Conclusiones

El presente trabajo cumple la finalidad primordial de analizar el
marco tedrico de modelo de Black-Scholes-Merton, asi como su imple-
mentacion en la valuacién de opciones del tipo look-back y barrera. Si
bien, existen opiniones divergentes acerca de la validez de este modelo,
en la practica contintia teniendo vigencia, dada su simplicidad com-
putacional, parte que ya no pudo ser analizada en esta tesis, pero que
tiene gran relevancia para trabajos posteriores.

La idea mas brillante en el desarrollo del modelo de Black-Scholes-
Merton es la forma en la que obtienen su famosa férmula, basandose
en portafolios auto-replicables, cuyo tratamiento fué limitado, pero que
de ser analizado con mayor detalle puede ser explotado de mejor forma
para la valuacion de diversos instrumentos financieros. Si bien, la idea
original era explotar este modelo hasta sus tltimos alcances, lo extenso
que resulta este trabajo impidié concluir este objetivo; sin embargo,
dado que el marco tedrico que se mostrd esta bien fundamentado, se
puede proceder de forma casi andloga con la obtencién del precio de

otras opciones como es el caso de las asiaticas.
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Apéndice A

Funcién de distribucion conjunta de un Proceso de Wiener
con tendencia a y su maximo.

Sea Wt con 0 < t < T un proceso de Wiener definido sobre un
espacio de probabilidad (2, F, I?D), tal que bajo la medida P, W, tiene

tendencia cero (i.e. es martingala). Sea o € R y definanse los procesos

—_—

/W\t:Oét—i—Wt y MT: max /MZ

0<t<T

Notese que /I/IZ tiene tendencia a bajo ﬁ’, ]\/ZT >0y ﬁf\t < M\T, por lo
que, el par de variables aleatorias (]\/4:, /V[7T) toma valores en el conjunto,

{(m,w);w < m,m >0} que se muestra en la siguiente figura:

A 1

w=m

Para calcular la funcién de distribucién conjunta de (J\//TT, WT), defini-

mos la martingala exponencial

Z\(t) _ e—ont—%ozzt _ e—aWt—I—%aZt, 0 S t S T.
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Por lo que podemos definir una nueva medida de probabilidad P como
P(A) = / Z(T)dP, para cada A € F.
A

Entonces, por el teorema de Girsanov, W; es un proceso de Wiener con
tendencia cero, por lo que la funcion de distribucién conjunta bajo P

€s

(5.37) fﬁT,VT/T<m7w> =
Ahora bien,
ITD{]\//TT < m,/WT <w} = E []I

=~ .1
—F [eaWTf§a2T]I

{Mr<m,Wr S’w}:|
{MT<m7WT<w}1

{]\/ZTSm,WTSw}}
w m T L2y o
=/ / eV o 5 (o, y)dady.

Asi, la densidad de (]/W\T, /WT) bajo P es

2

~

~ o~ — 17 1
P{My < m, Wy <w) = W2 fy @ (m,w)

(5.38)

mow

La férmula anterior es valida cuando w < m y m > 0, de otra forma
es cero, por lo que para valores fijos m y w en la regién de integracién,

se tiene que

~ 2(2m — w)

r ¥ = 7 fanT

De la férmula anterior podemos deducir integrando sobre el rango

eocw—%ocQT—%(Qm—w)2

(5.39)

el rango del par de variables (]\/ZT, /WT), el siguiente resultado:
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(5.40) P{Mr <m} =n (m\;;T> —e*my) (W—\/_T(XT) , m>0,

donde la funcién de densidad bajo P de la variable aleatoria J/\/[\T es

(5.41)
~ 2 —m—aT
T ) = e et gy (0T

Esta tltima expresion es la que se usard en la seccién 3 del capitulo 5,
para calcular el precio de la opcion tipo call con barrera up-and-out.

Para mayores detalles ver [6].
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