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Introduccion

L muérdago es una planta hemipardsita ! que muy pocos notamos. Se
E encuentra en los arboles de todo el mundo, proporcionando recursos va-
liosos para muchos organismos, tienen una ecologia tnica con las plantas
hospederas que parasitan; las aves que dispersan las semillas actuan como
vector y las semillas como macroparasitos. El muérdago puede danar a las
plantas hospederas hasta matarlas. Pero la coevolucion ha llevado a la resis-
tencia de los mecanismos de los hospederos y por ende la especializacion del
muérdago. Las aves actian como “vectores de la enfermedad” estableciendo
una relacion mutualista beneficiosa con las aves que dispersan las semillas
del muérdago. El muérdago dispersar sus semillas, atrae y manipula a las
aves (vectores de la “epidemia”). Los muérdagos son elementos importantes
del paisaje que influencia en la distribucién espacial de los recursos del eco-
sistema. Su distribucién en los parches y sus interacciones complejas hacen
intrigante su biologia y manejo. Por lo que, una mejor comprension de las in-
teracciones de muérdagos con otros organismos y procesos de los ecosistemas,
ayudarian a desarrollar estrategias de gestién y conservacién de los arboles.
De ahi la importancia de modelar las pobalciones de muérdago, arboles y
vectores (aves).

La finalidad principal que persigue este trabajo es modelar la dinamica
poblacional del muérdago, ya que es un problema natural que afecta a miles
de arboles, danando mas a los de zonas urbanas, debido a que su mecanismo
de defensa contra organismos invasores se encuentra débil por el mal estado
en el que encuentran.

IEspecie vegetal parcialmente parasita, provista de clorofila que le permita relizar la
fotosintesis, pero que necesita obtener el agua y las sales minerales (savia bruta) de la
planta parasitada.

XI



xii Introduccién

Para bosquejar una posible solucién al problema, se crearon diversos modelos
que permiten dar un panorama mas amplio de la dindmica de crecimiento del
muérdago. Para llevar a cabo esta tarea, se investigé con expertos sobre el
tema, lo cual fue complicado encontrar, porque curiosamente hay muy pocos
investigadores en el pais que se dediquen al estudio del muérdago, ademas
de que no existen datos. De los pocos expertos que se logrd entrevistar, la
arborista, Diana Marchal quien explicé a detalle la biologia del muérdago,
enfatizando en el importante deterioro del arbolado de ciudad universitaria
de la UNAM. Tal problematica no sélo afecta a la Ciudad de México, sino
también Puebla y el resto del pais. Es tan lamentable saber que la sociedad en
general tiene muy poco conocimiento sobre el comportamiento, del muérdago
y como repercute su existencia a largo plazo, decreciendo el niimero de estos
gigantes. Ademds de que la tnica forma de poder controlarlo es por medio de
podas las cuales, desafortunadamente, se hacen de forma incorrecta llegando,
en ocasiones, a matar al arbol.

De esta indagacién se tiene que, no existen datos, en donde no se han
reportado mediciones a través del tiempo del crecimiento de la pobalcion.
Por lo que ésta tesis se centra en crear modelos apegados lo mas posible a la
realidad, teniendo como referencia la explicacion de los expertos y los articu-
los revisados.

Para el desarrollo del trabajo, se elaboraron tres capitulos, de los cuales
se da a continuacion una breve descripcién.

En el capitulo uno se describe con detalle la biologia del muérdago, don-
de se consideran las conductas de las aves, los polinizadores, etc. Se muestan
figuras de la realidad que se esta viviendo, donde se percibe claramente el
crecimiento del muérdago.

Teniendo en cuenta que para modelar hay que comenzar con lo mas simple
hasta lo més complejo, en el capitulo dos se hace una descripcion del modelo
depredador presa de Lotka-Volterra, posteriormente se hacen modificacio-
nes al modelo de Volterra y una reinterpretacion para modelar al muérdago
considerando ahora la saturacion en el hospedero, esto para que sea lo mas
cercano al problema original, asi mismo, se hace una segunda modificacion
considerando la saturacién para el hospedero y la poda de la poblacién del
muérdago para su control. Sin embargo, no se habia introducido a la pobla-




cion el vector, lo cual es importante por lo que se realizé otro modelo pero
esta vez con la interaccién del vector (aves).

De los articulos revisados, uno de ellos explica a detalle la modelacién
espacio-temporal del muérdago del cual se basa el capitulo tres, en éste articu-
lo se usaron sistemas de ecuaciones diferenciales con retardo que para éste
capitulo se omitio, para la modelacién se supone una zona cerrada tomando
dos casos, uno es cuando las aves toman fruta uniformemente y la otra cuan-
do las aves toman las frutas con preferencia. En el articulo de Liu hace uso
de datos los cuales también ocupamos para las simulaciones, el problema de
éstos datos es que son de las zona aridas de Estados Unidos. Sin embargo, el
modelo es apto para cualquier tipo de muérdago y arboles.

Para finalizar, tenemos las conclusiones, dejando libre algunas ideas para

posteriormente darle seguimiento al trabajo , referencias y anexos utilizados
que complementan el contenido de los capitulos.

XIII
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Capitulo 1

Biologia del muérdago

“ Los hechos que mantenian mi tiempo cientificamente ortodoro son

los de adaptacion -las masas de polen en Asciepias- el muérdago, con su polen
transportado por insectos y sus semillas por las aves- el pdjaro carpintero,

con sus patas y cola, pico y lengua, le sirve para subir al drbol y atrapar
insectos.

Para hablar del clima o el hdbito lamarckiano producir dicha adaptacion

con otros seres orgdnicos es inutil. Esta dificultad, creo que he superado ”.

Carta a Asa Gray por Charles Darwin, 1857.

1.1. Antecedentes

As enfermedades de las plantas se han conocido desde la antigiiedad, pe-
L ro generalmente fueron atribuidas a fuerzas sobrenaturales. La primera
enfermedad vegetal para la que describié un origen patoldgico fue la caries o
carbén del trigo producida por Tilletia caries.

Muérdagos han sido durante mucho tiempo una fuente de fascinacion para
los humanos, y las referencias a estas plantas parésitas se pueden encontrar
entre las leyendas y supersticiones de personas en todo el mundo. En algu-
nas culturas se cree que los muérdagos fueron dotados con poderes misticos,
ya que crecen en las ramas de otras plantas y porque muchas especies de
muérdago dan frutos en invierno, cuando otras plantas de zonas templadas
estan latentes. La palabra “muérdago ” proviene de las palabras anglosajonas
“tan” (rama) y la segunda palabra es: “Sefiol” (estiércol) que significa “excre-
mento en la rama’”.



2 1. BIOLOGIA DEL MUERDAGO

Las interacciones entre muérdagos y los animales fueron utilizadas por
Darwin como ejemplos iniciales de la adaptacién evolutiva (Burkhardt y
Smith, 1990 [6]). Linne es reconocido como el primero en describir la historia
de la vida del muérdago (Watson M., 2001 [28]), senialando que se forman
zorzales con bayas y las semillas pegajosas son expulsadas a los demas arbo-
les. De hecho, la mayoria de las especies de muérdago son dispersadas por
los animales, principalmente las aves y ésta estrecha relacion se ha tratado
como un sistema modelo para el estudio de la dispersién de la fruta.

Como Darwin observé los muérdagos también son polinizados por anima-
les. De hecho, la mayoria de los registros de las interacciones de los animales
con el muérdago han sido incidentales, una gran cantidad de informacion
anecdotica esta contenida para cada especie en cuentos, estudios y obras de
historia natural. En fin las interacciones de muérdago y animales no se han
documentado ni apreciado en todo el mundo (Watson, 2001 [28]).

1.2. Biologia del muérdago

Los muérdagos son un grupo polifilético ! de plantas con flores que com-
prende mas de 1300 especies de una amplia gama de hébitats en todos los
continentes excepto la Antartida. En concreto, Loranthaceae y Viscaceae se
han estudiado bien y se distribuyen en todo el mundo, que comprende la
mayoria, es decir, mds del 98 % de especies de muérdago, aproximadamente
940 y 350 especies, respectivamente. Estas familias no son taxonémicamente
hermanas de forma que se cree que han evolucionado de forma independiente
(Watson, 2001 [28]), véase la figura 1.1, aunque en las diversas clasificaciones
tambien hay una que senala que todos los muérdagos pertenecen a la familia
Loranthaceae, que reune unos 40 géneros agrupados en subfamilias Lorant-
hoide (muérdagos gigantes o tropicales) y Viscoidae (muérdagos templados
0 enanos).

Con base a los fésiles del periodo Cretécico, Loranthaceae se considera
un género de Gondwana que se dispersé hacia Africa, Europa y América del
Norte. Por el contrario, Viscaceae se cree que se originé en el este de Asia,

lque no comparten un antepasado comun incluido en el grupo.
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Viscaceae

¢ [ Santalaceae
_: Santalaceae
* Eremolepidaceae

Santalaceae

Opiliaceae

Loranthaceae

Misodendronaceae

Schoepfia

Olacaceae

Figura 1.1: Ramas con lineas gruesas indican los taxones muérdago, y los asteriscos
indican hipotéticos origenes evolutivos independientes del habito hemiparésita aérea.

que se irradia a través de Laurasia en el periodo Terciario temprano, en se-
gundo lugar, dispersando a los continentes del sur (Barlow, 1983 [3]).

El Loranthaceae y Viscaceae, actualmente se han distribuido ampliamen-

te en toda Europa, las Américas, Africa, Asia y Australasia (con excepcién
de Tasmania), que van desde los climas boreales a las zonas templadas, tropi-
cales y aridas, y ausente solamente de regiones extremadamente secas o frias
(Barlow, 1983 [3]).
Son numerosas las especies de vegetales parasitos que viven a expensas de
otras plantas bien sobre el pie de planta como el muérdago o en el suelo pa-
rasitando las raices como Cuscuta epithymum. Suelen diferenciarse dos tipos
de organismo vegetal parasito atendiendo a la presencia o no de clorofila,
las plantas holoparasitas son aquella cuya alimentacion depende totalmen-
te de su hospedador, al ser incapaz de realizar actividad fotosintética, las
hemiparésitas poseen una cierta independencia del hospedador aunque por
lo general no pueden sobrevivir sin él, el término de hemipararsita se usa
porque la mayoria de los muérdagos realizan la fotosintesis.

Las semillas del muérdago se adhieren firmemente a la rama usando una
conexion vascular denominada haustorio, éste disco adhesivo sirve para co-
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Figura 1.2: Haustorio de Struthanthus venetus introduciendose en una rama de Frazinus
uhdei (Fresno) a) muérdago.b haustorio. ¢ Fresno. d xilema.

nectar la planta del muérdago al huésped, el cual va creciendo a través de
los tejidos primarios y secundarios del hospedero, separando la corteza ex-
terna, el cortex, el floema, hasta llegar al xilema de donde toma las sales y
el agua esenciales para la vida del arbol (Pérez et al., 2006 [22]) (Figura 1.2).

Ademas de absorber agua y sales minerales del xilema, los haustorios li-
beran hacia los érboles reguladores de crecimiento que mantienen abiertas
las vias de recursos y minimizan las reacciones defencivas del arbol. Si la
invacifon resultara muy agresiva, la rama podria compartimentar el tejido y
la infeccién fracasaria. (Marchal, 2009 [19]). Los muérdagos ocasionan danos
irreversibles y un lento decaimiento en el hospedero, primero deforman las
ramas hasta aduenarse de la copa, después reducen el desarrollo del individuo
y por ultimo de acuerdo a su avance, la muerte, que también sera la suya
propia.
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Cuadro 1.1: Polinizacién y fruto

1.2.1. Polinizacién y frutas

Aunque varias especies de muérdago (en particular en el Viscaceae) utili-
zan explosién hidrostatica para dispersar las semillas, las aves juegan un pa-
pel importante en la dispersion a larga distancia y el muérdago generalmente
es considerado como ornitécoras. Se han hecho evaluaciones que sugiere que
los dispersores son vertebrados que puedieron haber desempenado un papel
clave en la diversificacion de las especies de muérdagos. La mayoria de los es-
tudios de dispersion de muérdago se han concentrado en un pequeno ntimero
de aves altamente especializadas (Watson M., 2001 [28]).

El muérdago proporciona abundante néctar, se ha registrado que una
amplia gama de especies insectivoras se alimenta de las flores del muérdago,
también se conoce que varios mamiferos se alimentan del néctar de muérdago.

Los frutos de las especies de muérdago muestran una gama de atributos,
es grande, dulce y de color muy visible, cuando estan maduros. Las compo-
siciones de la pulpa del fruto pueden variar, pero en la mayoria tienen altos
contenidos de carbohidratos. Los frutos de algunas especies loranthaceous
son ricos en lipidos. Los frutos de las especies viscaceous tienden a tener mu-
cho més altas fracciones de proteinas que otras frutas. Al igual que con otros
tejidos del muérdago, sus frutos también contienen altas concentraciones de
minerales. A pesar de la reputacién de ser venenoso el muérdago, sélo un
pequeno numero de especies dentro de la Viscaceae presentan toxidad.

Los periédos de fructificaciéon son muy variados en las distintas especies
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de muérdago que van desde los que frutifican todo el ano como en los bos-
ques nubosos de Colombia, pero también se ha demostrado que la variaciéon
depende a los diferentes patrones asociados a los climas regionales.

Considerando que la mayoria de las especies de muérdago son polinizadas
por aves, los miembros del Viscaceae son polinizadas principalmente por el
viento y los insectos. La familia Loranthaceae es polinizada principalmente
por aves ( Rodl T. y Ward D., 2002 [24]), y muestran el conjunto tipico de
caracteristicas asociadas con la ornitéfilia 2, con gran polinizacién de flores
inodoras que suelen ser de colores vivos (amarillo, naranja, rojo) con corolas?
robustas, pedicelos? cortos, y a menudo en inflorescencias masivas.

1.2.2. El muérdago como fuente de alimento

Las especies de 66 familias de aves y 30 familias de mamiferos han si-
do registrados que consumen muérdago que se extiende a 12 y 10 6rdenes,
respectivamente. Aunque en general se acepta que todos los especialistas de
frutas muérdago son las aves, la informacién recientemente publicada (Wat-
son, 2001 [28]).

Segtin un estudio menciona que las aves utilizan mas a menudo areas con
altos niveles de infestacién de muérdago (Ward y Paton, 2007 [27]). Vedse
figura 1.3

Dada la disponibilidad durante todo el ano de frutos de muérdago en
muchas regiones, existe una gran diversidad de especies que dependen de
muérdago. Muchos de estos consumidores pueden actuar como dispersores
ocasionales, pero la mayoria depredan las frutas.

2es la polinizacién de las flores por parte de las aves

3Conjunto de pétalos, generalmente coloreados, que estan en el interior del ciliz de la
flor y protegen los érganos de reproduccién

4Columna carnosa que sostiene el sombrerillo de las setas.
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Hospedero"

Figura 1.3: Los Muérdagos juegan un papel doble en los sistemas ecolégicos. Son mu-
tualistas de sus dispersores (flechas positivas funcionar en ambas direcciones) y pardsitos
de sus hospederos (flecha de muérdago negativo para el hospedero, flecha positiva para
el muérdago). Las aves que consumen sus frutos y dispersan sus semillas son ambos dis-
persores de semillas y vectores de la enfermedad. En el desierto del suroeste de Norte
America ilustrado en la imégen, el pardsito es el muérdago del desierto ( Californicum
phoradendron), los vectores son Phainopeplas (Phainopepla nitens) y los hospederos son
terciopelo mezquite (Prosopis velutina) y otros arboles leguminosos (Aukema J., 2003 [2])
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1.3. El muérdago en México

En nuestro pais existen 9 géneros: Antidaphne Poepp. y Endl., Orycthant-
hus Eichler, Phthirusa Mart., Arceuthobium Bienb., Phoradendron Nuttall,
Dendrophthora Eichler, Cladocolea van Tieghem, Struthanthus Mart. y Psit-
tacanthus Mart. (Chazaro B. y Oliva R., 1991 [7])

Los muérdagos conocidos como injertos o seca palo son plantas parasitas
siendo abundantes e importanes en nuestro pais, llegan a afectar importan-
tes extenciones de arbolado, afectando la produccion de frutos y semillas.
Ademads de inhibir la altura y voliimen del huésped.

Los muérdagos son el segundo agente bioldgico de perturbacién de los
bosques de clima templado; estimandose pérdidas anuales por mas de 2 mi-
llones de m?3 de arbolado de madera; sin considerar la muerte de arbolado y
la creciente suceptibilidad de estos al ataque de plagas y enfermedades fores-
tales.

Estudios realizados sobre plantas parasitas indican presencia de 10 géne-
ros y 150 especies de muérdago distribuidos en todo el pais (Chézaro et al.,
1992 [8]). Estas plantas constituyen el tercer agente de destruccién de los
bosques de clima templado frio, después de los incendios e insectos descor-
tezadores, ya que se encuentran en mas del 10 % de la superficie arbolada,
lo que equivale a cerca de 1.8 millones de hectareas de bosque de coniferas
y latifoliadas. Por efecto del parasitismo de estos muérdagos se pierde un
volumen medio maderable, lo que representa una pérdida anual a nivel na-
cional de cerca de 2 millones de m?® de madera en rollo, esto sin considerar
el volumen perdido por muerte del arbolado (Vazquez, 2006 [26]).

Para realizar la evaluacién de los arboles infectados se usa el sistema de
avaluacién de cuatro clases propuestas por Gutiérrrez, las cuales se describen
en la figura 1.4.
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NIVEL 'PORCENTAJE DE INFESTACION CATEGORIA

0 % respecto al volumen total de la copa y follaje,

tinicamente del hospedero. Arbol sano

Leve, de 1 229 %, respecto al volumen total de la
copa, con follaje mixto y hospedero sin ramas
apicales secas.

Arbol con dafio
leve

Media, de 30 a 59% respecto al volumen total de
w la copa, presencia de follaje mixte, hospedere con Arbol con dafio
hojas escasas y cloroticas. ‘medio

Algunas ramas apicales secas.

Severa, de 60 a 100 % respecto al volumen total
de Ia copa. Follaje inicamente de la pardsita Asbol con dafio
Hospedero con abundantes ramas apicales secas, severo

debilitado en su totalidad.

v er Arbol muerto por muérdago. Arbol seco

Figura 1.4: Escala de muérdago verdadero en arbolado

1.3.1. EL muérdago en zonas urbanizadas

El arbolado urbano cobra importancia por el beneficio que aporta a la co-
munidad. Cada ciudad contiene un ecosistema propio que se mantiene equi-
librado, si no se excede un determinado nivel de contaminacién. El limite
aceptable supera muchas veces lo establecido como normal; por lo cual la po-
blacién tolera demasiado, llegando a una vida que convive con la enfermedad.

Las grandes ciudades deterioran dia a dia su ambiente urbano, y al mismo
tiempo disminuye la calidad de vida de sus habitantes. Uno de esos elemen-
tos es el arbolado de las calles, que debe cumplir la funciéon de reconstruir el
medio ambiente.

En la ciudad se utiliza el arbolado urbano para marcar limites y zonas,
proporcionar aislamiento o crear barreras visuales. El arbolado urbano tiene
como elemento de composicién al arbol, que puede ser utilizado de manera
aislada o formando pequenos grupos, grandes masas o alineaciones en calles.

El arbol es parte de un sistema fragil que aporta considerables mejoras
al medio urbano como dar sombra, atenuar la accién de los vientos, suavizar
los ruidos, ablandar la rigidez de las edificaciones, refrescar la ciudad, rete-
ner la humedad, embellecer la ciudad con sus colores, formas y texturas; en
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suma, mejorando nuestra calidad de vida. Si queremos que perdure debemos
cambiar nuestra actitud hacia este patrimonio.

En nuestras ciudades, se plantan arboles sin una debida planificacién, sin
una correcta eleccion de las especies e implantacién que respete las medidas
minimas entre arboles y viviendas. Todo esto conlleva a tener arboles débiles,
con formas que entran en conflicto con las viviendas, los tendidos eléctricos,
las luminarias, los automoviles y otros elementos urbanos. Debido a esta ma-
la planificacién, la poblacion opina y actia contra el arbol argumentando
que las hojas caen sobre los techos y tapan las canaletas, las ramas rozan los
cables eléctricos, las raices levantan las banquetas, molesta barrer las hojas,
provocan alergia, que por sus ramas entran a la casa cucarachas, ratas y otros
bichos, que tapan el cartel de los negocios, etc. Para solucionar estos proble-
mas se realizan “podas drasticas ” que consisten en una abrupta reduccién
del tamano de la copa. Este tipo de poda es terriblemente perjudicial, ya que
los arboles asi podados pierden su porte natural y por lo tanto su belleza, y se
los priva de importantes reservas que almacenan en sus ramas, debilitandolos
y haciéndolos mas vulnerables al ataque de plagas y enfermedades.

Al recorrerse varias zonas de la ciudad puede concluirse que no existen
mapeos completos del estado de los arboles de la ciudad; en consecuencia
muchos ejemplares enfermos sin salvacién y otros ya decrépitos permanecen
en pie y los que se pueden salvar necesitan de un tratamiento adecuado y a
tiempo. Hoy en dia el arbolado publico se encuentra desprotegido, sin politi-
cas adecuadas que lo amparen, sin mantenimiento apropiado, sufriendo podas
drasticas e indiscriminadas, con un mal manejo de especies, sin el respeto de
una gran parte de la poblacion. Este es un patrimonio colectivo y cultural que
todos estamos invitados a conocer para quererlo, disfrutarlo y protegerlo; es
nuestro, y nos brinda beneficios a nuestra ciudad y a nuestro medio ambiente.

En este contexto general, el muérdago juega un papel relevante, debido
al deteriodo que causa sobre estos gigantes. Las imagenes siguientes fueron
proporcionadas por Victor Diaz Coppe y Diana Marchal Valencia quienes
han tenido un gran seguimiento del muérdago en la Ciudad de México, las
cuales se muestran en los cuadros 1.2, 1.3, 1.4, 1.5 y 1.6.




1.3. El muérdago en México 11

8 de octubre del 2008 11 de junio del 2009

%

7 de noviembre del 2010 23 de marzo del 2012

Cuadro 1.2: Alamillos (Populus tremuloides) que estdn en la zona cultural de C.U. El
muérdago es Struthanthus interruptus.

19 de marzo del 2008 12 de diciembre del 2011 25 de marzo del 2012

Cuadro 1.3: Alamillo de C.U., sobre el circuito Mario de la Cueva. También es Strut-
hanthus interruptus.
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10 de enero del 2008 22 de noviembre del 2008 25 de marzo del 2012

Cuadro 1.4: Alamillo en el estacionamiento de Investigaciones Juridicas, al que se le
desgajé una rama por el peso del muérdago (Struthanthus).

e ———

12 de octubre del 2008 4 de abril del 2011 3 de agosto dek 2012

Cuadro 1.5: Alamillos en el Circuito Interior, cerca de Chapultepec. Actualmente las
puntas de los drboles ya estdn muertas, y el muérdago (Struthanthus) ya estd secandose,
es visible que varias de las ramas estan secas.
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13 de octubre del 2008 9 de mayo del 2009 25 de enero del 2012

Cuadro 1.6: Nogal emblemaético, en la glorieta de los Coyotes, en Coyoacan. La especie
del muérdago es Cladocolea loniceroides. En la primera foto, se puede observar el arbol
con hojas, y las masas de muérdago. En la segunda, que es cuando el nogal pierde la
hoja (en invierno), se ven sélo las masas de muérdago. Después de eso lo desmocharon (la
Delegacién), y en la del 2012 se puede ver cémo tiene nuevamente muérdago, pero el drbol
estd muy disminuido.

1.4. Control del muérdago

La mayoria de las especies de muérdago mejor estudiados se clasifican,
por los forestales, como plagas. El foco de investigaciéon ha sido, y es, la
bisqueda de maneras de luchar contra estas plagas. Los muédagos no sélo
son plagas, sino que también contribuyen directa e indirectamente a la bio-
diversidad (Glatzel y Geils, 2008 [13]).

Hay diversos agentes que pueden ayudar a controlar al muérdago como
aves, roedores o insectos en México se han registrado especies de insectos que
se alimentan de tallos de muérdago enano pero no son considerados efecti-
vos. Existen hongos que destruyen los tallos de los muérdagos, pero la plaga
persiste en el interior de las ramas o tallo. Otra posible forma de controlar
el muérdago es limitando la fecundacién de las flores femeninas, reduciendo
la fructificacién del muérdago, lo que indica controlar a los polinizadores.

En cuanto al control quimico, los mejores resultados se han observado pa-
ra arbolados jovenes y de renuevo. Aunque existe un control biolégico usando
algas diatomeas, pero que ocasionan danos severos por muerte de ramas as-
perjadas. (Coria et al., 2008 [10])
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La poda es otra importante herramienta para el control de los muérdagos
mediante la eliminacién fisica del parasito. La cual se debe hacer sobre las
ramas infectadas. El manual de (CONAFOR, 2007[9]) indica que para aplicar
un control es necesario podar todas las ramas con muérdago; sin exceder del
50 % de la copa, pues en este caso el arbol muere; procurando también podar
las ramas que puedan presentar una infeccién. En caso de que el muérdago
se encuentre en el tronco, el drbol se debe remover y a su vez realizar una
reevaluacion del rodal cada dos anos para evitar nuevamente una infeccién
por este pararsito. Se recomienda que las podas se realicen en otono-invierno,
ya que esto favorece la cicatrizacién, y de esta manera se reduce el riesgo de
la afectacién por plagas.

Por otro lado, en estudios realizados en Nueva Zelanda se ha observado
una reduccion de las densidades de los polinizadores nativos de aves causa-
das por la introduccién de mamimeferos carnivoros, asi que es probable que
se redusca la densidad de los muérdagos adultos en la siguiente generacion
(Kelly et al., 2007 [17]), ademds de una disminucién en la poblaciones de
muérdago en todo el pais, causada por insectos herbivoros llevando al declive
la poblacién de los muérdagos. (Sessions, 2001[25])




Capitulo 2

Muérdago: Poblacional

“Las comunidades de vegetales no son estdticas

o estdn en equlibrio, sino que mds bien existe

una lucha constante

dentro y entre ellas. De esta forma, cualquier equilibrio es perturbado
por cambio de factores fisicos, cambios introducidos

por los animales y/u hongos y luchas entre las plantas”.

Naturista botdnico considerado fundador de la ecologd Eugen Warming (1895)

N primera instancia para el estudio de la modelacion matematica se hard una
E revisiéon del modelo Depredador- Presa de forma general sin hacer analogias
con el problema a tratar, de ésta manera comprendera facilmente el como se
debe modelar, partiendo de varaiantes del modelo Depredador-Presa, de for-
ma sencilla pero haciendo uso de la informacién que se tiene con el muérdago

2.1. Hechos historicos

Un aporte importante de los modelos matematicos deterministas al andli-
sis de los sistemas consistentes de varias especies que comparten un mismo
medio y el buen comprendimiento de sus alcances, lo vi6 Luwontin, quien
consideré que en su época se estaban produciendo grandes trasformaciones
para la ecologia, la que paso de ser una ciencia descriptiva a una ciencia cua-
litativa, cambio producido por los trabajos de Volterra (Farina et al., 1997

[11]).

15



16 2. MUERDAGO: POBLACIONAL

En 1925 el matematico Vito Volterra, quien estaba interesado en ecua-
ciones diferenciales, tubo una platica con su futuro yerno, el bidlogo marino
Umberto DAncona. DAncona realizé realizé registros pesqueros en el mar
Adriatico durante y después de la Primera Guerra Mundial notando que la
proporciéon -en promedio- de peces depredadores habia incrementado y de
las presas decrementado. Hecho, en principio, contrario al sentido comtn.
Por ello, consulté a Volterra en busqueda de una explicacién matematica de
este hecho. Alfred Lotka habia propuesto las mismas ecuaciones en su libro
publicado en 1925. Sin embargo, Lotka y Volterra disenniaron sus modelos
no como herramienta de prondstico cuantitativo, sino que para facilitar la
comprension cualitativa de ecosistemas.

2.2. Descripcion del modelo clasico de
Lotka-Volterra

Los supuestos de modelacion son:

1. La especie depredadora se alimenta exclusivamente de la especie presa.
2. La especie presa se alimenta del medio con recursos ilimitados.

3. La especie depredadora se alimenta tnicamente de la presa.

4. Ambas poblaciones son homogéneas, es decir, no hay diferenciacién de
edades y sexos.

5. La distribucion poblacional en el medio, para ambas especies, es ho-
mogéneo.

6. Los encuentros de la especie presa y depredadora son igualmete proba-
bles.
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De los primeros dos supuestos de modelacion se sigue que la poblacion de
las presas, en ausencia de depredadores, tiene un crecimiento per carcapita
constante a > 0. Luego, si se denota por z(t) al tamano de la poblacién de
las presas, se tiene que:

o bien que

x(t) = ax(t)

El ntimero de presas en ausencia del depredador crece exponencialmente.

Ahora, tomando en consideracion que el depredador se alimenta sélo de
la presa en el medio que ambas comparten, resulta natural suponer que la
muerte natural de la presa es irrelevante y que es la tasa per capita de
muerte es proporcional al taman o de la poblacién depredadora, con constante
de proporcionalidad b. En consecuencia, la evolucién del crecimiento de la
poblacion de la presa viene dada por la ecuacion:

M o)

(t

=-

~—

8

o bien por

&(t) = x(t)(a — by(t)) (2.1)

Con respecto a la poblacion de depredadores en ausencia de las presas,
tendran un decrecimiento per capita constante ¢ > 0. Si se denota y(t) al
tamano de la poblacién de los depredadores se tiene que:

(t
t)

.
S~—

=—c,c>0

<
—~

o bien que:

y(t) = —ey(t)
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Lo que significa que el nimero de depredadores en ausencia de las presas
decrece exponencialmente.

Considerando que el depredador se alimenta sélo de la presa en el medio
que ambas comparten, resulta natural suponer que la muerte natural de la
presa es irrelevante y que es la tasa per capita de crecimiento es proporcional
al tamano de la poblacién depredadora, con constante de proporcionalidad d.
En consecuencia, la evolucién del crecimiento de la poblacién del depredador
viene dada por la ecuacién

(t
t)

.
~—

= —c+dy(t)

<
—~

o bien dada por

#(t) = y(t)(—c+ dy(t)) (2.2)

Bajo la discucién anterior tenemos un modelo que toma la siguiente forma:

i(t) = z(t)(a—by(t)) = f(z,y)
W) = y(B)(—c+ da(t) = g(z,y) (2.3)

con x >0,y > 0y los parametros a, b, ¢ y d, son nimeros reales positivos.

2.2.1. Analisis cualitativo del modelo

En ésta seccion se analizard el comportamiento geométrico del sistema,
empezando por obtener los puntos de equilibrio o constantes del sistema las
cuales se obtienen igualando a f y g a cero, de donde se obtiene el punto de
equilibrio trivial Py = (0,0) y el no trivial P, = (z*,y*) = (5, %)

A continuacién se presenta la estabilidad local la cual se lleva a cabo con
la linealizacién alrededor de los puntos de equilibrio.

Para el estudio de la estabilidad de éstos dos estados de equilibrio, se
linealiza (2.3), a través de la matriz jacobiana
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a
b(——uwy —bx
Jf (2, 9), 9(2, y)](2y) = <bdy> <x__5>d (2.4)
d

Al evaluarla en Py = (0,0), se tiene:

JIf: gl = (8 _OC) (2.5)

De 2.5 se tiene que:

trJ[f, 9](0,0) =a—c

Yy
detJ[f, glo0 = —ac <0
Por lo que P, es localmete un punto silla.
Haciendo lo mismo para el estado de equilibrio no trivial P, se tiene que:
0 %
Jfdeay =4 (2.6)
(d’ b> 5 Y
de donde se sigue que:
trdJf,gljc ay =0
<d’ b)
y

detJ[f,g](<E E) =ac >0

Consecuentemente los valores propios de (2.6) son:
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|
y'<0 : y'>0
|
| | I
1] T i
v |l ' \Y,
x'>0 : x'>0
y'<0 | y'>0
l
: LS
c/d X

Figura 2.1: Esquema del comportamiento de las derivadas en los subcuadrantes

A = +ivea

De este analisis local se suguiere que es un centro. En éste caso la par-
te real de los valores propios es cero. Asi que la aproximacion lineal no da
informacion sobre la dinamica local en el punto P;. Posteriormente se vera,
no obstante, que P; no sélo es un centro local si no que es un centro global.
Vedse apéndice (A).

. . , a c
Para describir el espacio fase se trazan las lineas y = 5 r = —, las cuales

dividen el primer cuadrante en 4 subcuadrantes, en los que se tienen 4 dife-
rentes comportamientos de &(t) y ¢(t) como lo demuestra la figura (2.1):

Las trayectorias en los ejes coordenados son como se describen en la figura
(2.1); esto es légico ya que si no hay especies para cazar los depredadores
mueren o si no hay depredadores que cazan la poblacién de las presas au-
mentara.
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Se nota que si una trayectoria nace en el subcuadrante I entonces alcanza
sucesivamente al los subcuadrantes I1, ITI, IV y I cada uno en tiempos finitos.

Sea J = [0,7) y si considera el ejemplo de una trayectoria (z(t), y(t)) que
c a
comience sobre un punto 0 < 7 < z(0)y 0 < 5 < y(0) en el cuadrante I para

0 <t < 7 entonces se tiene que x(t) es siempre decreciente y y(t) siempre
creciente. Por otra lado, se tiene que:

d x(t)
dtlnx():%:a—by(t)g—r
ilny()z%zcx(t)—dzs

De aqui se sigue que:

< z(t) <z(0)e™
> y(t) > y(0)e”

OI&

> e

(2.7)

De (2.7) notamos que para t € J, (x(t),y(t)) estan confinadas en la si-
guiente region:

o |

< z(t) < z(0)e™ <y(t) <y(0)e”

> e

De donde se concluye que para un valor de t = 7 finito x(7) alcanza la
c
recta © = — con y(7) finito. Y por ser (1) negativa la trayectoria entra al

subcuadrante dos. Con el mismo arguemento se verefica que la trayectoria
entra al subcuadrante II, I, IV y I en tiempos finitos.

Partiendo del hecho de que t € J, se sigue que la trayectoria entra en el
subcuadrante superior izquierdo, y asi sucesivamente, se va de un subcua-
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Figura 2.2: Movimientos de las trayectorias entre cuadrantes

drante a otro como lo muestra la figura (2.2):

Después de todo lo anterior, aiin no se sabe como son las curvas solucién
en su espacio de fase.

Con la finalidad de construir una funcién de Liapunov, (vedse apéndice

D) para el sistema (2.3), se propone como primera integral del sistema una
funcién U como una suma de dos funciones

U(z,y) = F(x) + G(y)

Si se calcula la derivada de U a lo largo de la solucién del sistema (2.3),
se obtiene
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d _dF 4G,

Ua,y) = DU y)(f(w.y) = ZU (), 9(0) = G’ + Ty

luego entonces:

: dF dG
Ulw,y) = a—-(a—by) +y—-(dz —c)

Para que las soluciones de (2.3) vivan en las curvas de nivel de U se debe
cumplir:

d

SU (1), y(0) = 0

Al separar las variables x y y se tiene que

dF y@
Tdr _ T dy
de—c by—a

Como x y y son variables independientes la igualdad de arriba es posible
si y solo si los dos términos son una constante, poniendo dicha constante
igual a 1 se tiene que:

dF c
I
dx T
G _, _a
dy Yy
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Integrando encontramos:

F(z) = dx — cIn(x)
G(x) = by — aln(y)

Asi, U es de la forma U(z,y) = dz — clog(z) + by — alog(y), definida para
x>0yy>0.

A partir ésta primera integral U se buscara una funcién de Liapunov, por
lo que es necesario determinar los puntos criticos de U. Como

ou oU c a
(5e5) = (1-50-5)

ca
se tiene que el punto critico de U es P, = (z*,y*) = (a, E)

Para ver que P; es un punto de minimo de U , es suficiente verificar que
la matriz hessiana de U en P; es definida positiva. Como

0*U  0°U
02 0x0y % 0
Hy(Py) = =" a
U PU 0
0xdy 0—y2
se tiene que Hy(P;) es definida positiva

Sea

m=U(P,) =dz* — cln(z") + by* — aln(y")

De esta manera,

V() = Ule.y) = m = [de — a) el 7]+ by —y") — aln( )] (25)
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Representacién de Aspecto geométrico
las curvas de nivel que se ilustra.

Gréfica de 2.8

es una primera integral y funciéon de Liapunov en el primer cuadrante para el
x

sistema (2.3). En efecto, observando que la funcién f(z) = d(z —2*) —cln —
x

tiene la forma que se muestra en el cuadro 2.2.1 inciso b), por tanto, al con-
siderar las dos funciones sumando de V', teniendo ambas el mismo aspecto,
uno concluye que la grafica V' es como la ilustrada en el cuadro 2.2.1 inciso c).

Es inmediato ver que V(z,y) > 0 para todo (z,y) € R con (z,y) #
(z*,y*), en consecuencia las soluciones del sistema 2.3 son funciones periédi-
cas. Pues la funcion de Liapunov es constante a lo largo de éstas y las curvas
de nivel de la funciéon de Liapunov son curvas cerradas. En conclusién en
punto de equilibrio P; es un centro global como ya se habia mencionado. En
el cuadro (2.2.1) inciso a) se muestra una representacién de las trayectorias
solucién del sistema 2.3

Para un estudio mas detallado del modelo de depredador-presa se mues-
tra vease apéndice B.

A continuaciéon se proponen y analizan, algunos modelos en donde se
intentara modelar la dindmica del crecimiento poblacional del hospedero y
parasito, en donde el parasito es el muérdago y el hospedero son los arboles,
el cual se revisa a continuacion.
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2.3. Modelo de Volterra con saturacion

Ahora se considera al modelo de Volterra pensando en que la poblacién de
hospederos ya no tiene recursos ilimitados, por lo que la hipétesis 2 del mo-
delo clésico se modifica. Esta nueva interpretacion es més precisa si se piensa
en una zona acotada, donde no es posible tener una poblaciéon de tamano
ilimitado. En cuanto a la poblaciéon parasito no hay necesidad de poner una
poblacion con recursos limitados porque ésta depende del hospedero. Dada
esta discusién obtenemos el modelo siguiente:

i) = polt) (1- 52 ) = wattnto) = ey -

y(t) = y@)(vz(t) — p) = g(z,y)

donde [ > 0 es el crecimiento per capita de los arboles, K > 0 es la poblacion
de saturacién de arboles y « es la interaccion de las aves con el muérdago
infectando a los arboles, v es la interaccién del ave con el muérdago favore-
ciendo a la poblacion de muérdago y o es la muerte per capita del muérdago.

2.3.1. Analisis cualitativo

De manera similar que para el modelo cldsico, encontramos los puntos de
equilibrio los cuales son: el equilibrio trivial Ey = (0,0) y E. = (%, ye) =

i 5))

Si se definen las rectas Ly y Ly como sigue:

L= (e )8 ~ o~y = 0} ¥ I = (. )by — = 0)

se tiene la siguiente:

Afirmacion 2.3.1 §i p > K, es decir, que la muerte del muérdago es
suficientemente intensa entonces el muérdago se extingue y Ey es el inico
punto de equilibrio.
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A B

x|

K Xe= W X
£ Xe:k K\ A
L1 Y L1

Cuadro 2.1: Posicién de Ly y Lo para diferentes valores de los parametros. 4) u > vK.
B) p <K,

esto es claro por el cuadro (2.1 , A) donde el tinico punto de equilibrio admi-
sible es Fy, pues E. es inadmisible.

Si se considera a . < K (u < vK) entonces E, es admisible y las rectas
Ly y Ly se presentaran como la cuadro (2.1, B). De ésta manera se tiene a
la siguiente:

Afirmacion 2.3.2 Siz. < K, es decir, up < vK entonces:
1. El estado de equilibrio trivial es un punto silla.
2. El estado de equilibrio endémico E, es global y asintoticamente estable.

Demostracién 2.3.1 Para i) se recurre a linealizar el sistema 2.12 para ob-
tener la aproximacion lineal del sistema, alrededor del equlibrio Ey, la matriz
Jacobiana es:

p
b — 2Ex — Ky —KI
7Y vE = p
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La cual evaluada en Ey, toma la forma:

J[f, 9](0,0) = (g _Ou)

De donde es directo ver que el estado de equilibrio trivial Ey es un punto
silla:

Por lo tanto, en una cierta vecindad de Ey, las trayectorias de (2.9) tie-
nen un comportamiento del tipo hipérbolico (i.e., FEy es un punto silla ) .

Si se evalud en la matriz jacobiana (2.10) en E, se tiene:

VYe 0

—ﬁx —KT
IS 9)weve) :( K™* e)

Yy como

B
trJf, 9l (@eye) = —Exe <0 ydetJ[f, gl y) = VETeYe > 0

Se concluye que E, es local y asintoticamente estable.
Para probar la estabilidad global del estado de equilibrio no trivial E.,
considérese la funcion de Liapunov

Viethp) = (1- 25 )i +x (125 )i (2

Se nota que la funcion es la misma que se propuso para el modelo cldsico
de Volterra y por la misma construccion es claro que V(x,y) > 0 para todo
(z,y) € RZ con (z,y) # (ze,ye). Falta por probar que V(x(t),y(t)) <0

. Te . Ye .
Vi(z(t),yt)) = v(l - @>x(t) + %(1 - m)?ﬁ)

Sustituyendo el valor de x., y., (t) y y(t), haciendo el dlgebra necesaria
se tiene que:
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Cuadro 2.2: Dindmica de (2.9): A) Oscilaciones del modelo. B) Espiral estable.

<0

+

'  [(B((t)? | 2uPr(t) | @B
V(’C’y)_—< X K VK)

Por lo tanto, E, es asintoticamente estable.

Se concluye que si las poblaciones de hospederos y parasitos tienen un
equilibrio, no trivial entonces las dos poblaciones coexisten en una vecindad
de E.. Lo cual es muy apegado a la situacion real del muérdago, pues por
millones de anos han coexistido con los arboles.

Pero que sucedera si ahora se considera que los jardineros hacen una
poda al arbol, es decir, cortando el haustorio que como ya se mencion6 en el
capitulo anterior es el nombre de la raiz con la que se adhiere el muérdago al
arbol. En la siguiente seccion se discute lo dicho.

2.4. Modelo de Volterra con saturacién y po-
da

En ésta seccion se propone el mismo modelo de la seccion anterior pero
con la accion de poda, es decir, considerando que hay jardineros que cortan al
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parasito para eliminar el muérdago a una tasa constante e. De los supuestos
ya dados para el modelo (2.9), se sigue que el modelo viene dado por:

. 0
(t) = Pz(t)(1——) — rkx(t)y(t
@ = soto) (1- 52 = walonto -

g(t) = y@)(ya(t) —p) —€

2.4.1. Analisis cualitativo

Los puntos de equilibrio del sistema (2.12), se obtienen halldando los ceros
del sistema algebraico :

Bx (1 — %) —kry = 0 (2.13)
(2.14)
y(yx —p)—e = 0 (2.15)

despejando de (2.15) a y, se obtiene:

€
y:
VT = p

y se sustituye en (2.13), se tiene:

(2.16)

o bien

Br(yx — p) <1 — %) — Kexr =

Sean G(z) = fx(yr—p) (1 — %) = OByz(x—x,) (1 — %), donde z, = %

y F(z) = kex.
Para hallar los puntos de equilibrio, considérense varios casos:

Caso A : z. < K, lo cual es mas claro si se ve la figura 2.3
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Caso B

Caso C

~40f

Figura 2.3: G(x) y F(z) para el caso z. < K

De donde se ve que los posibles puntos de equilibrio que son las inter-
€

secciones de F'y GG. Claramente, para xj = 0 se tiene que y; = —— < 0.
14

Por lo tanto Ey = (0, —€/p) es inadmisible.

Si0=uzaf <z <a} <y < K entonces Ef = (z1,y7) v E5 = (23, y5)
son admisibles.

El espacio fases de este caso se muestra en el cuadro 2.4, A.

: 7, = K, entonces G(x) = fyKz(r — z.) (K — z) = —fyKz(z — .)?,
vease figura 2.4.

De la figura se puede observar que la tnica intersecciéon de F'y G es en
. € . . .
x; = 0, luego se tiene y; = —— < 0. Por lo tanto Ey es inadmisible.

: Si x, > K entonces los posibles puntos de equilibrio son las intersec-
ciones de F' y G. Por considerar varios subcasos:

» Si zj = 0 entonces Ey es inadmisible.

" Si0 =2z < K <2} <z <z, entonces Ef = (a3,yf) vy E5 =
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Cuadro 2.3: Dindmica de (2.12): A) Se muestra a (2.16) que es la hipérbola y a la recta

B

y=—(1- %) y esto para el caso z. < K . B) Espacios fases .
K

401

20+

Xy

40k

sk

80|

Figura 2.4: G(z) y F(z) para el caso z. = K
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(x5, y3) son inadmisibles. Como puede verse (2.16) rescrita como:

_ €/
T — T,

De lo anterior se tiene:

Afirmacion 2.4.1 Sea

c_1h
© 6RK
Si 0 < € < €. entonces EY es estable y E5 es un punto silla.

[K? + 22 + (K — z0)]

Afirmacién 2.4.2 Si ¢ > E. entonces la interseccion de las curvas G(x)
y F(x) se reduce a z* = 0. Por lo tanto el sistema (2.12) tiene a E* =
€

(o~
V.
un (xo, yo) € R2 eziste t* > 0 talque y(t*) = 0, es decir, que el muérdago se

extingue.

como unico punto de equilibrio. Lo que ademds significa que dado

Para entender mejor esta afirmacion vease el cuadro 2.4, A.

Lo cual es importante para el problema que se tiene, porque es de nuestro
interés lograr eliminar al muérdago.

Es natural notar que el modelo 2.12) estd més apegado al problema real,
aunque la poda sea muy pequena en la realidad, es claro que si la poda fue-
ra lo suficientemente intensa se lograria la extincién del parasito, lo cual es
bastante coherente.

Pero hasta éste momento no hemos considerado a la poblacién de aves
o mejor dicho del vector, que como se planteo en el capitulo 1, es parte
importante de la expansién del parasito. Es por ello que necesitamos de
modelos mas complejos que describan la manera mas correcta este tipo de
interaccién.

2.5. Modelo epidemiolégico con vector

En esta seccién se desarrolla un modelo epidemiolégico que toma en cuen-
ta al vector. Para el caso que nos ocupa, las aves.
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Cuadro 2.4: Dindmica de (2.12): A) Se muestra a (2.16) que es la hipérbola y a la recta
B

y=—(1- %) y esto para el caso . = K . B) Espacios fases .
K

Las poblaciones de arboles y aves se dividen en clases de individuos sus-
ceptibles e infecciosos. Tenemos asi cuatro clases que representan las den-
sidades de &rboles susceptibles, es decir, sin muérdago (S); arboles infesta-
dos con muérdago (I); las aves sin haber tenido contacto con el muérdago
(U); v, las aves que han manipulado muérdago (V). Los arboles susceptibles
pueden llegar a ser contagiados cuando tienen interaccién con una ave que
ingiri6 muérdago. Las aves suceptibles pueden ingerir muérdago en un arbol
infestado. El modelo que se propone es el siguiente:

%S = 5—; — ps — KsV (2.17)
%j = KSSTV—,UI (2.18)
%U = %B — pp — kgl (2.19)
%V = KJB%—,[LB (2.20)

Donde los supuestos de modelaciéon son muy similares a los supuestos
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de la seccion 2.2 y el lector curioso puede sin dificultad dilucidar, pensando
en poblaciones de arboles y aves que han rebasado ya su tasa de méaximo
crecimiento (poblaciones con crecimiento desacelerado). Modelo que se puede
reescribir como sigue:

S = Bs—psS—ksSV (2.21)
I = kSV — il —¢ (2.22)
U = Bg—ugU —kplU (2.23)
V = kplU—pgV (2.24)

En la tercera ecuacion se ha modificado, agregando el termino —e, que
representa la poda sobre los arboles con muérdago. Como la vida media
esperada 1/pug del arbol sano es mayor que la del arbol infestado 1/p;, es
natural suponer que pug < p;. Y como la vida media esperada del arbol
es comparativamente mas grande que la vida media esperada del ave, se
supondréd que p; << ppg

2.5.1. Analisis del modelo

Los puntos de equilibrio del sistema (2.21), se obtienen resolviendo el
sistema de ecuaciones algebraicas siguiente:

Bs — psS —ksSV = 0 (2.25)
RSV —pul —e = 0 (2.26)
BB - ,UBU — K,B]U = 0 (227)
KB[U — ,UBV = 0 (228)

Sumando (2.27) y (2.28), se obtiene
pp(U+V) =P (2.29)

y de (2.27) se tiene:
BB

= 2.30
s+ kgl (2:30)

Sustituyendo (2.30) en (2.28) se tiene que:
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VZQEC—ﬁi—) (2.31)

pup \pB+ Kl
De (2.25) despejando a S:
Bs
S=—""— 2.32
Us + /<¢5V ( )
De (2.32) y (2.31) se tiene:

Bsps(ps + kpl)
ppps(pe + kpl) + Bprprs]
Sustituyendo (2.31) y (2.33) en (2.26) se tiene:

S =

(2.33)

B BsPprstpl
0 = —prl —€
pspip(pp + kpl) + Bprpksl

= —urkp(psps + Beks)® — (uipsph — BsBrkskn
+erp(pusps + Bsks)) I — sy (2.34)

De este modo, hallar los puntos de equilibrio no triviales! se reduce a hallar
las raices de la ecuacién cuadratica (2.34). La cual se puede reescribir como:

al> + b +c.=0 (2.35)
donde

a = purkp(psis + Bpks)
be = urpsis + exp(usip + Bsks) — BsPpriskn

2
Ce = €sHp

Ahora, para que esta ecuacién tenga raices reales es necesario que A, >
0 (A =0b? — dac,).

'El lector puede verificar directamente de (2.30), (2.31) y (2.33), que en ausencia de
muérdago (i.e., V.= 0y I = 0), la solucién de equilibrio trivial esta dada por Ey =
(ﬂS//’LSa 07 BB/:UBa O)
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Para indagar cuando A, > 0 es conveniente introducir el niimero repro-
ductivo basico Ry, el cual esta dado por:

_ ﬁsﬁBHSSLB (2.36)
HsiIip

el cual representa el niimero promedio de contagios secundarios.

Ry
Escribiendo A, en términos de Ry:
A, = bf — 4ac,

2
€ KRgK
— (s’ [RO _ (1 N (KB N M))}
HIlB Uspp

—A(prpp(psps + Bpks)) sphe

(2.37)

Y observando que A, > 0, para € = 0, si se tiene que Ry > 1. Se sigue,
por continuidad, que A, > 0 para 0 < € < €., para alguna €. > 0, si Ry > 1.

Ahora como A, = 0 si y sélo si

2
€ Bskgk
(usprph)” {Ro - (1 + (HB + M))} —4(prpp(pspptBprs)) psphe =
129927} HskB

y haciendo el dlgebra necesaria 2 se llega a que

2A. = 0 equivale a resolver la ecuacién cuadrética

(A—eB)> - Ce=0

donde A =Ry—1, B = |:I£B + ﬂSHSKB] y C = el (uspp + Bpks) cuya raiz
HIkB HskB ks

positiva mas pequena esta dada por:

_ 24B+C - ,/C(4AB+0)
- 2

ce 2B
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0 < . MI,UB(]ZO K1>
K <] [35’ S)
HsHB

Resumiendo se ha demostrado la siguiente:

(2.38)

Afirmacion 2.5.1 §i Ry > 1 entonces A, > 0, para 0 < € < €., donde €,
dado por (2.38).

El polinomio cuadratico (2.35) tendra ambas raices positivas (0 < I; <
L), sib. <0, —b. > VA y A > 0.

Como

0< A, =0 —4ac. < V?

se sigue que

VA <] b |

de donde por esta desigualdad y la afirmacién anterior, se tiene que se cumple
la segunda de las condiciones anteriores para 0 < € < €.
Ahora, escribiendo a b, en términos de Ry:

be = purpispis [Ro - {1 +— <"€B + BS%SKB)H (2.39)
HIkB HsiB

se tiene que b, < 0, si:

y como 2AB + C — \/C(4AB + C) = 2AB, se sigue que ¢, = A/B, que es precisamente
la expresion (2.38)
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€
HIkB

Ry <1+ Psrskn S“S’{B]

|:I<LB +
HsiB

Es decir, si Ry — 1 < €. donde:
prps(Ro — 1)

. (1 n ﬁsfis)
HskB

Notese que si b = 0 entonces el polinomio tiene raices imaginarias. Por
lo tanto no son admisibles. Lo cual no tiene interés bioldgico.

(2.40)

€c

Resumiendo, se ha demostrado el siguiente:

Teorema 2.5.1 Si Ry > 1 y se toma a €. > 0 como en (2.40) entonces para
el modelo de cuatro poblaciones para el muérdago con poda (2.21) tiene dos
estados de equilibrio admisibles no triviales Eo; = (ST, 17, U, V") y By =
(S5, 15,U3,V5') (I < 1) para 0 < € < €,

El corolario directo de este teorema es tan importante como el teorema
mismo, el cual -biolégicamente- dice cual es la intensidad de la poda (e > ¢.)
con el objeto de extinguir al muerdago. Esto en consecuencia inmediatamente
del teorema, pues si € > €. entonces los estados de equilibrio E.; y F. no
triviales dejan de ser admisibles. Lo que constituye un indicio relevante para
conjeturar que existe un ¢y < oo para el cual el muérdago se extingue.

2.5.2. Caso sin poda
Si ahora se considera que no hay poda (i.e., e = 0) el polinomio (2.35) se

reduce a:

lwrps(psps + Boks) — (BsBprskp — prpsip)|l =0 (2.41)

Asi se obtienen dos valores reales para I:
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I; =
Iy

0
MS,MB(RO - 1)
wsiip + Beks

(2.42)
(2.43)

Nétese que I3 es admisible si y s6lo si g > 1. Y que IJ =17, si Ry =1

Para I7 = 0 se tiene al punto de equilibrio trivial Ej:

El =

(%5 0,52 o)

s UB

Estabilidad del estado de equilibrio trivial

(2.44)

Para estudiar la estabilidad local del sistema (2.21), considérese a la ma-
triz Jacobiana asociada a la aproximacion lineal de este sistema, evaluada en
el estado equlibrio Ej. Esto es, a la matriz:

0

cuyo polinomio caracteristico:

—ps — A

0
det[J(E) — ] =
0

0 0 —I{S&
Ais
— 1 0 /fslu—s
S
Bp
—Kp— —lB 0
AiB
g2 0 —B
KB
0 0 —Hg&
éls
—pr — A 0 K
Hs
_/{BB_B —ps — A 0
B
K,B—B 0 —UB — A

(2.45)

(2.46)
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resulta ser:

Kok

PO = (A s) A+ i) |+ )+ pu) — DEBESEB 19 47y

HsiB

Si se define a
Kok
q(N) = N+ (pr + pp) A+ prps — PsPrtistiz
HsitB
el cual se puede reescribir como

q(\) = N + (ur + pp)A + prps(l — Ro) (2.48)

se sigue que p(\) es estable® si y sélo si el polinomio ¢(\) es estable. Y como
q(\) es estable® siy sélo si Ry < 1, se ha demostrado el siguiente:

Teorema 2.5.2 Si Ry < 1 entonces

a) El sistema (2.21) admite como tnico estado de equilibrio admisible, el
estado de equilibrio trivial.

b) El estado de equilibrio trivial del sistema (2.21) es localmente asintdti-
camente estable.

Este teorema constituye también un indicio para conjeturar que la esta-
bilidad asintética del estado de equilibrio trivial es global.

3Se dice que un polinomio p(\) es estable si y sélo si todas sus raices tienen parte real
negativa.

“Es bien sabido que el polinomio cuadratico q(\) = A2 + b\ + c es estable si y sélo si b
y ¢ son positivas.
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Estabilidad del estado de equilibrio no trivial

Como ya se mencion6 antes, si Ry > 1 entonces el punto de equilibrio EJ,
es admisible (Le., B} € int(R%)).

Y por otro lado, es directo ver que si Ry > 1 entonces el estado de
equilibrio trivial £} es un punto hiperbdlico, como se sigue de (2.48). Asi, es
natural conjeturar que el estado de equilibrio no trivial es asintéticamente
estable. Conjetura muy plaucible que esta fuera de los alcances de éste trabajo
y que se deja para su investigacion futura.




Capitulo 3

Modelado de la dispersion del
fruto del muérdago

“No existe victoria ni derrota en el ciclo de la naruraleza:
existe movimiento”.

p. C.

ste capitulo se basa en el articulo de Rongsong Liu, carlos matinez del
E Rio y Jianhong Wu, el cual lleva por titulo Spatiotemporal Variation of
Mistletoes: a Dynamic Modeling Approach, cabe mencionar que el articulo
utiliza ecuaciones diferenciales con retardo por lo que fue omitido en ésta
tesis.

El objetivo de este capitulo es formular un modelo que describa la dinami-
ca del muérdago en una region que consideraramos aislada, que contiene n
arboles diferentes, es decir, son diferentes en términos de velocidad de esta-
blecimiento del muérdago, siendo n un entero arbitrario, como bien vimos
en el capitulo 1 las semillas dispersadas por aves frugivoras juegan un papel
muy importante en la vida del muérdago.

3.1. Planteamiento del modelo

Consideraremos un entorno compuesto de n arboles, los cuales seran de-
notados por 11, ..., T, respectivamente. Sobre el cual se estudiara la prolife-
raciéon de muérdago.

43



3. MODELADO DE LA DISPERSION DEL FRUTO DEL
44 MUERDAGO

Al desarrollar el modelo matematico es necesario el estudio de la propaga-
cion del muérdago es conveniente considerar varias de sus etapas: inmadurez,
madurez, reproductividad y hasta el proceso de la recolecta de sus frutos por
parte de las aves lo cual se ilistra en la Figura 3.1. Pero por razones de simpli-
cidad sera consideradas solo dos etapas: la de inmadurez y madurez, ademas
de suponer que solo los individuos maduros producen frutos.

Muert
N Muérdago Muérdago Muerte
— n
maduro inmaduro p—

Las aves
distribuyen las
semillas por los

arboles

Reproduccién

s Dispersados por
 E— las aves

Frutos del

muérdago

Frutos removidos
por las aves

s

Figura 3.1: El siguiente esquema es el ciclo del muérdago.

Se supondra que la tasa de mortalidad per cdpita es constante y diferente
para los muérdagos en diferentes etapas. Dependiendo del tipo de arbol, la
tasa per capita de mortalidad se denotaran por d,,; especimen maduro en el
1-ésimo arbol.

También se denotard por M;(t) al niimero total de muérdagos adultos en
un tiempo t en el i-ésimo arbol. Y por r;(M;(t)) al total de frutos producidos
por los muérdagos en el arbol i - ésimo en el tiempo t. Asi, se tiene que
r; : R — R es una funcién continua que satisface:

ri(0) =0, ri(M;) >0 para M; > 0.

La funcién mas sencilla que cumple con estos requerimientos es

TZ(MZ) = 5;M; (3~1)

con s; > 0. y es la que sera considerada en este estudio.
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3.1.1. Reclutamiento de frutos

Para la descripcion de la recolecta de los frutos, usaremos una funcion
tipo Holling II. Como senalamos anteriormente el nimero total disponible
de frutas en el tiempo ¢ en el i-ésimo arbol es r;(M;). Sea St el tiempo que
pasa el ave en la busqueda del fruto cuando esta en el arbol y a la tasa de
encuentro por fruto. Sea o el coeficiente de eleccién que indica si el ave ingiere
o no la fruta después del encuentro. Entonces el nimero total de frutos que
come un pajaro en un arbol es:

Sr-a-o-ri(M)

Ahora si h denota la propocién de tiempo de manipulacion que el ave
pasa sobre el fruto, entonces el tiempo de manipulacion total estda dado por:

h-Sr-a-o-r; (M)

Usando la respuesta funcional tipo Holling I (véase apéndice C )se ob-
tiene que la tasa de frutos extraidos, la cudl se define como el ntiimero total
de frutos removidos por las aves dividido por la cantidad total de tiempo
(es decir, tiempo de busqueda y el tiempo de manipulacién combinados), se
tiene que la tasa de frutos extraidos esta dada por:

L STQO"T’Z'(MZ') . ao"r’i(Mi)

~ Sp 4 hSraory(M;) 14 haor(M;)
En consecuencia en el tiempo t el nimero de frutos removidos del i-ésimo

arbol es f;(M;)xB; donde B; es el nimero total de aves en el i-ésimo arbol

que se describird con mas detalle en la siguiente seccién. Asi el niimero total
de frutos retirados del muérdago con el fin de germinar es:

fi(M;) (3.2)

> fi(M,)B;
i=1

3.1.2. Preferencia de las aves o dispercion uniforme

Ahora procedemos a modelar la dispercién de las semillas que excretan
las aves después de comer los frutos, que a la vez se adhieren a las ramas de
los arboles. En este estudio, nos concentraremos en el muérdago extendido a
una escala local, en un entorno aislado y se supondra que las aves no tienen
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preferencia especial por determinado arbol después de haber comido fruta
de uno de ellos, como ya se mencioné anteriormente. Esto es, se supondra la
preferencia de las aves por los arboles infectados. Atn cuando esto realmente
no sabe.

Por lo tanto, se comienza en un caso general donde el nimero total de
aves en el medio ambiente es una constante B fija, pero con una distribucién
(B, ..., B,), donde B; denota la cantidad de aves que visita al i-ésimo &rbol,
en un momento dado. Esta distribucién no tiene por que ser uniforme, pero
bien puede variar con el tiempo, con esto se refiere a que en un cierto arbol
un ave puede permanecer un cierto tiempo y en otro quizas menos, igual o
mas tiempo, por lo que en el tiempo no necesariamente es uniforme.

n
Notese que B = Z B; para toda t > 0.
i=1
La dependencia del tiempo B; se debe a la dependencia temporal de las
poblaciones de aves en los diferentes arboles. En este estudio, nos centraremos
en dos casos especiales:

= [BP1]:Las aves que se distribuyen uniformemente entre estos n drboles,
en este caso tenemos:

B
Bi = Bi(Ml, 7Mz> = "+ w 1€ 1, ., n (33)

La constante w cuantifica la observacion de aves posadas en otras ca-
racteristicas del entorno que son irrelevantes a la dindmica de infectacion del
muérdago.

» [BP2]: Las aves tienden a visitar a los arboles que estan parasitados,
en este caso tenemos que:

Bi = Bi(Ml, ceny Mn) =B

(3.4)

j=1

de nuevo, la constante w se utiliza para reflejar el hecho de que las aves se
detienen en otros arboles y estructuras irrelevantes para el procedimiento
dindmico del muérdago.
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3.1.3. Emergencia de plantulas y maduracion

De la discusién anterior, se obtiene que la cantidad total de semillas ma-
nipuladas (incluyendo las comidas) en todo el entorno esta dada por:

S = Z fi(M;(1)Bi(t) (3.5)

y que la cantidad total de semillas que con éxito germinan en el i-ésimo
arbol esta dada por:

i 3 HM(0) B0 (3.

donde «; es la tasa de posibilidades de que una semilla se fije con éxito en el
1-ésimo arbol.

Por lo tanto, el modelo para la dindamica del muérdago es la siguiente:

ML) _ bi(My(t), ..., My(t)) — dpiM; ~ para >0
dt (3.7)

M;(t) = My(t), i=1,2,....n

donde M;y(t) representa la condicién inicial y

(M, Ma) = i S (M (0)) By (M, o M)

Los términos del modelo pueden ser interpretados bidégicamente. Ya que
se tienen el total de muérdagos que sobreviven en el - ésimo arbol menos los
que mueren. Ademads, los muérdagos que mueren se cuantifican por el d,,; en
el i-ésimo arbol.

Las definiciones de los parametros se cuantifican en la siguiente tabla:
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Cuadro 3.1: Definicién de los parametros y datos para la
simulacién, donde los subindices ¢ se refiere al i -ésimo
arbol. Los valores se encuentran en (Aukema, 2002 [1]) y
(Aukema, 2003 [2])

Tabla de valores de los parametros

Parametro Definicién Valor

n Numero de arboles aislados en el parche variable
i tasa de mortalidad de los muérdagos adultos | 1/(365  10)
a tasa de encuentros de frutos con aves 0.01

h tiempo de manejo del frutos 0.01

o indican si se ingieren o no los frutos L7

S tasa de reproduccién de los muérdagos adultos variable
«; tasa de establecimiento en el i-ésimo arbol variable
B Numero total de aves en el medio ambiente variable
w Aves posadas en lugares irrelevantes variable

3.2. Dinamica local

Para describir la dindmica local, en términos del nimero reproductivo
béasico. Primero pasemos a hallar los puntos de equilibrio del modelo (3.7);
esto es, a resolver el sistema de ecuaciones algebraicas:

1N . . . .
Qi Zl [iM7) By (M7, ..., M) = dpi M =0, i=1,2,....n. (3:8)
p

Es inmediato ver que el sistema tiene como solucién al estado de equilibrio
trivial Ey = (0,0,...,0) € R™.

Para determinar los estados de equilibrio no triviales, conviene reescribir
al sistema (3.8) como sigue

Q; . * * * .
; D S(M)B (M, M), i=1,2,..n (3.9)
mi ]:1

n
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de donde se tiene que determinar los estados de equilibrio no triviales corres-
ponde a mostrar que el conjunto de puntos fijos de este sistema con M; no
todos nulos y diferente del vacio.

Pero observando que el valor de la suma que aparece en el lado derecho
de la ecuacion (3.9) anterior es igual para toda i, se tiene que

dpi MY dpi My

= , 1=2,3,...,n
Q4 €3]
Ahora, si se denota
se tiene que
M} = pipy MY, i=1,2,..,n (3.11)

Multiplicando la ecuacién (3.8) por d;,} se tiene que

n K3

0 ij Bj(M;, .., M) — M =0

Luego, sustituyendo la ecuacion (3.11) en la ecuacién anterior, se obtiene
que

pl—ng pipy M) Bj(pipy "My, papy M) = M7 =0 (3.12)

que es una ecuacién algebraica escalar para determinar a M7, la primera
componente de un estado de equilibrio £*, en términos de la cudl, usando
(3.11), se determinan todas las demds componentes de E*. La relacién (3.11)
describe la distribucion espacial en el estado de equilibrio £* determinado.

Notese que la distribucion espacial esta completamente determinada por
parametros especificos p; con 1 <7 < n.
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3.2.1. Caso I: aves con distribucion uniforme

Si se supone que las aves se distribuyen uniformemente por todos los
arboles, entonces se obtiene
B

Bi(Mjy, ..., M,) = —— para cada i € {1,...,n}. (3.13)

Asi el modelo toma la siguiente forma:

dM _ —Z aos; M B

— dpi M (T 14
1+haas] (t)n+w ®) (3:.14)

Para el estudio geométrico de las soluciones del modelo se describe en
términos del niimero reproductivo béasico dado por :

1 B
R, = Zaas]ozjd L (3.15)

nn+w

Teorema 3.2.1 Si R, < 1 entonces el estado de equilibrio trivial Ey =
(0,0, ...,0) es el dnico equilibrio en R"} y es localmente asintéticamente esta-

ble.

Si R, > 1 entonces Ey es inestable y existe un unico estado de equilibrio no
trivial en el interior de R E, = (M;", My, ..., M;f), donde M;" = p;py ' My
para i = 1,...,n, siendo M la interseccion de la curva positiva

1 B & aos;pjpy - M;
My) = pi— I 3.16
f) plnn+wzl+haas]p]pl "M (3.16)

con la linea recta y = M. Mas aun es localmente asintoticamente estable.

Veasé el comportamiento geométrico del teorema (3.2.1) en la figura (3.2)
De ésto se tienen las siguienetes observaciones:
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L

Figura 3.2: En la grafica se ilustra el resultado del teorema (3.2.1). Si R, < 1, la curva
f(M{) y la recta y = M tienen una interseccién positiva en R’} ; si R, > 1, la curva
f(M7) y la linea recta y = M; tienen una tnica interseccién positiva en R} .

Observacién 3.2.1 R, es el numero reproductivo basico que indica si los
muérdagos pueden persistir en este entorno que se compone por drboles n.
«; es la tasa de supervivencia desde el establecimiento hasta la edad adulta.
La R, representa la produccion neta de una sola semilla en todo el entorno
que consta de los n darboles. Si R, < 1, los muérdagos no puede persistir

mientras que si R, > 1,los muérdagos persisten y llegar a un equilibrio dada
por (3.16).

Observacién 3.2.2 Se han realizado algunas simulaciones numéricas para
reforzar e ilustrar el resultado tedrico anterior. En las simulaciones, supone-
mos que hay 3 drboles en un entorno aislado. Se fajan los parametros excepto
la tasa de «; establecimiento y la tasa de produccion s;, 1 = 1,2,3. Los va-
lores de los pardmetros se dan en la tabla (3.1). En la figura (3.2, A), se
asume que las tasas de establecimiento son 0,0028, 0,0011, y 0,0006, respec-
tivamente, las tasas de reproduccion son 30, 10, y 3, respectivamente. En
este caso, se puede calcular que Ru > dm y los muérdagos van a establecese
en este ambito. Debido a los diferentes valores de esblecimiento y tasas de
reproduccion, el numero de muérdagos en los tres drboles son diferentes. En
el primer arbol tiene el mayor nmero de muérdagos con 5 matas. En la figura
(3.2, B), disminuye la tasa de reproduccion en el primer drbol con s; = 10,
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Numero de muérdagos
Numero de muérdagos

o o 20 000 0 o0 Touch

Tiempo (Afios) Tiempo (Afios)

R, > d,, muérdago establecido R, < d,, muérdago extinto.

Cuadro 3.2: Nimero de muérdagos en los tres arboles. Donde se asumié que las aves se
distribuyen uniformemente en el medio.

manteniendo todos los demads pardametros sin cambios desde los valores uti-
lizados para la figura. (3.2, A3). En virtud de este conjunto de pardmetros,
Ru < dm y los muérdagos tienden a morir en esta drea.

Demostracién 3.2.1 Primero sustituimos (3.2) y B; definida en (3.13) en
(3.12), se tiene que:

M:=0 (3.17)

*
1

1 « acs;pipy L M B
p1—§ : iPiP1 _11 . _
n 1+ haos;jpjp; Min+w

Se observa que los puntos de equilibrio se encuentran sobre la interseccion de
la curva y = f(M]) definida en (3.16) con la recta y = My. Claramente el
origen siempre es un elemento de esta interseccion.

Y como se tiene que

/ 1 B aos;p;pi"
M* _ 1 JEJL]
f (M) plnn+w Z [1 + haos;p;p;* M;)?
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se sigue que la funcion f(M]) es mondtonamente creciente. Mds ain, que
es concava hacia abajo, pues

" 1 B < 0oy )R
f (Mik) = —p = Z (agsjp]pl zl . <0
nn-+w = 1+ haos;pjp;  M;

Nétese que f'(0) es precisamente R,. Pues:

, 1 B
f(0) = Z aosjayd, ) = R,

nn-+ w4
J=1

Sea M* = (M;,....., M) un estado de equilibrio de (3.14)dado, la lineali-
zacion de este modelo en M* estd dada por:

dM;(t) 1< acs; B
dt an;[lehaast;]?n—i-w () (t) (3.18)

Luego, si se toma M;(t) = X;(t)ayd,}, entonces se tiene que:

ma’

sz(t) 1 dXz(t) 1 “ CLO’SjOéjdgll- B
dt mi T @ n; [1+ haos; MZ]? n 4w i(t) — aiXi(?)
O sea que:
dXZ(t) 1 - CLO’SjOéjd;é B
dt n [+ haos; M2 n + w i(1) (t) (3.19)

Como la estabilidad de (3.19) estd determinada por los valores propios de
su matriz coeficiente A = [a;;] € R™*", cuyas entradas vienen dadas por
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1 aasiozid;li B
"n [l + haos; M2 n +w

a; = d —dy  para  J =1

Yy por

-1
1 aosja;d,; B

P o,
n [l + haos;M; > n +w para. j 7

Cl,ij =

Aplicando el teorema de Gershgorin que dice:

Teorema 3.2.2 El conjunto de los valores propios de matriz A de nxn
estd contenido en la union de los siguientes n discos, D; en el plano complejo:

n

Di={ eC:A-az|< Y lay|} 1<i<n (3.20)

=157

Se tiene que:
1 aosjoud,) B = 1 aosja;d;} B
(< > Id y |

Re(N)+dpi—dmi— i —
[Re(A)+ n (14 haos; M]*> n + w n[1 4 haos; M;]> n 4w

J=1j#i
O bien que
1 <~ aosja;d;} B
Re(N) < —dpi + dpi— - 3.21
e = * n; [1+ haos; M;|> n +w (3:21)

Para el caso del estadio de equilibrio trivial Ey, donde My =0 para 1 < j <
n, se obtiene que:

1O . B
Re()) —dmi[1 — - ; aosjajdmﬁin T

]

IN
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De donde se sigue que, si R, < 1, entonces Re(\) < 0 para todo \ autovalor
de A. Y por lo tanto, el estado de equilibrio trivial Eqy es localmente asintoti-
camente estable.

Para el caso R, > 1, considérese el equilibrio no trivial E, el cudl se
obtiene de las relaciones .MJ-Jr = pjpl_ljwfr para 1 < j < n, ya M{ dela
interseccion de la curva concaba hacia abajo f(M{) dada en (3.16) con la
linea recta y = M;. Consecuentemente, en la interseccion positiva M, , como

la pendiente de la recta y = My es igual a 1, necesariamente se tiene que
f (M) < 1. Esto es, que

/ 1 B aos;p;py"
M) = g <1
f ( 1) 1nn+w; [1—|-haasjpjp1_1M1+]2
O bien que
/ 1 B " aos;p;
A = L Iy <1
(M) nn+w Z 1+ ha,USjpjpl_le_]2

j=1

De la desigualad (3.21), evaluada en E., y la desigualad anterior, se
obtiene que

n

Re(A) < —dp |1 — — > ol 1 <0
nn—+w = (1 + haos;p;p; M|

Por tanto, si R, > 1 entonces existe un unico estado de equilibrio no
trivial E , el cudl es localmente asintéticamente estable.

En el articulo se llega a demostrar no sélo estabilidad local si no hasta
estabilidad global, el resultado se logra haciendo uso de la teoria de semiflujos
mondétonos, dicho resultado ya no se llegd a revisar.
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3.2.2. Caso 2. Aves con prefencia de frutos

Este caso es el [BP2], las aves tienden a visitar a los arboles que estan
fuertemente parasitados. Se tiene el modelo

dMZ(t) 1 i CLO'Sij(t) B Sij(t)
dt n 1+ haos;M;(t) > 7 sMg(t) +w

j=1

(3.22)
se considera el caso donde d,,; = d,,, para 1 <1 << n. Bajo éste supuesto
se tiene:

dM;(t)
dt

M,
dt

+ d M; (1) = (i) ()7

FdnM;(t)] 1<ij<n (3.23)

o equivalentemente

Ll Mi(1)] = () o) e M (1] 1< G <n

Ahora se tiene
et M(t) — Mi(0) = (ai)(ay) e M;(t) — M;(0)]
que implica
M;(t) = () (ay) " M (t) + et [M;(0) — (ai) (o)~ M;(0)]
En particular

M;(t) — ai(ay) "My (t) — 0 t— o0, 1<ij<n
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es decir,

~ ~—1
Mz’ ~ oy OéiMl

Por el resultado de (Mischaikow et al, 1995 [20]) el sistema (3.22) esta
determinada por la siguiente ecuacién escalar para M (t):

d o d N B ~ aos;q;r(t) $;q;%(t)
7 (@(D) = —dna(t) + ZHMUSJ% )R GERT (3.24)

g = aj(ar)™! 1<7<n

Es claro que z* = 0 es un equilibrio de (3.24). Si las soluciones posivas
existen estan dadas por:

B ao(s;q;)?
G — - J4)
(7) = Z 1+ haasjqj [, Skqrx + W)

=d, (3.25)

Notamos que G(0) = G(o0) =0y

) B 1 " w— hao (D> 1_,)s;q;z*
G = (1 — )2 k=1/°34j
(x) = @ n > or_ SkqeT + w)? jzl(sjq]> [ (1+ haos;jq;z)? ]

con

Zsyq] @ hao(d s g, (3.26)

(1+ haos;q;x)?

calculamos su derivada se tiene que:

22 (85q5)%hao (3 p_, Skqr)S;4;)x + w) ~ 0
(14 haosjqjz)3
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Por lo tanto H es una funcién decreciente con H(0) > 0 > H(c0). En conse-
cuencia existe un z. tal que H(z.) = 0 entonces tenemos:

H(x) > 0para0 < x < x.y H(z) < 0 para z > z.. Esto implica que
G(x) es creciente para (0, x.) y decreciente para (z., 00).

También G(z) alcanza su méximo en x = z.. Esto implica que si d,,, >
G(z.), (3.25) no tiene soluciones positivas, pero si d,, < G(z.), (3.25) tiene
dos soluciones positivas, denotadas por M y M}, con

M < z. < M,

Si d,, = G(z.) es un punto critico donde (3.25) tiene un doble cero so-
bre z.. En concreto se ha demostrado que (3.24) tiene un tnico equilibrio
z = 0 cuando d,, > G(z.) y tiene tres equilibrios cuando 0 < M} < M7 si
dy < G(2,).

Para describir la estabilidad de estos equilibrios, notamos que si d,, <
G(z.) entonces

G (M) > 0> G (M. (3.27)
La ecuacién (3.24) la escribimos como:

d
Z(t) = —dna(t) + 2(H)G(2(t)

Linelizando (3.24) sobre un equilibrio z* dado tenemos que:

%x(t) = —dpz(t) + G(z*) + 2°G (z")x(t) (3.28)

Si z* = 0, tenemos que G(x*) = 0 y por tanto (3.28) se convierte en:

d
ax(t) = —dx(t)

Por lo tanto x* = 0 es siempre asintoticamente estable.

Si z* > 0 tenemos que G(z*) = d,,, y por lo tanto (3.28) viene dado por:
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%x(t) = —dpa(t) + dpa(t) + G (2")x(t) = 2°G (2*)x(t)

Haciendo uso de la desigualdad (3.27) tenemos que si d,,, < G(z,):

d /
Si M} tenemos Em(t) = 2*G (M;)z(t) por lo tanto M| es inestable.
d /
Si My, tenemos Em(t) = —2*G (My)z(t) por lo tanto M, es localmente

asintoticamente estable.

En el articulo (Rongsong L., 2011 [23]), usa nuevamente teoria de semi-
flujos monotonos para poder probar que tiene un atractor global.
Resumiendo la discucién anterior tenemos el siguiente teorema:

Teorema 3.2.3 Sea G(z) definida como en (3.25) y sea x. el unico cero de
H(z) dado por (3.26). Entonces se tiene:

1. Sid,, > G(x.), el modelo (3.22) tiene un unico equilibrio no negativo
M* =0 que es localmente asintoticamente estable.

2. Sidy, < G(z.) el modelo (5.22) tiene tres equilibrios no negativos M° <
M} < My con My = (0,0,...,0), M- = (M, My;,..., M) y My =
(M5, My, ..., M) tal que My, = (aj)(on) "' My, paral < j <mn, h =
1,2. Los equlibrios M° y M, son localmente asintdticamente estables
y M" es inestable. Las soluciones de (3.22) con condiciones iniciales
en R son generalmente convergentes a M° o M, .

La figura (3.3) se ilustra la gréafica del resultado del Teorema (3.2.3).

Observacién 3.2.3 En la figura (3.3) Muestra algunos resultados de simu-
lacion numérica para un entorno de tres drboles donde las aves tienen su
preferencia por los drboles infectados. Se observa una situacion en donde si
los muérdagos se establecen (véase la figura 8.3, A) o morir (véase la figura
3.3, B) que depende de las condiciones iniciales.
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G(X)

X

Figura 3.3: En la grafica se ilustra el resultado del Teorema (3.2.3). Si d,,, > G(x.) el
modelo (3.22) tiene un tnico equilibrio no negativo, si d,,, < G(z.) el modelo (3.22) tiene
dos equilibrios empezando por el origen.
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R, > d,, muérdago establecido R, < d;, muérdago extinto.

Cuadro 3.3: Ntimero de muérdagos en los tres drboles. Donde se asumié que las aves se
distribuyen uniformemente en el medio.
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Especie No. de ind. Para. Semillas ¢ o S;
Cercidium 93 21 (22.7) 21(30.4) 1 0.0004 15
microphyllum
constricta
Acacia 37 5(9.0) 6 (12.1) 2 0.0002 10
tesota Olneya 21 15(5.1) 16 (6.8) 3  0.001  30.5
f rosopis Ae- 14 0(34) 12(46) 4 0000205 3
utina
Acacia greggii 3 0 (0.7) 0(1) 5 0.00001 3

Total 168 41 95

3.3. Simulaciones numéricas

En Aukema y Del Rio (2002) [1] se reporta un estudio de campo para
investigar las diferencias en la infeccion del huésped por el muérdago del de-
sierto, californicum Phoradendron. Ellos examinaron uno de los procesos que
contribuyen a estas diferencias: variacion en la deposicién de semillas entre
los individuos y las especies de acogida.

Su base de datos contiene cinco arboles hospederos diferentes, constricta
Acacia, Acacia greggii, Cercidium microphyllum, tesota Olneya y Prosopis
Aelutina. En el cuadro (3.3) se muestra el nimero de arboles sanos, infesta-
dos y el nimero de las semillas recibidas entre los huéspedes de P. californi-
cum, encontrando diferencias significativas en la prevalencia e intensidad de
muérdago entre individuos entre las especies.

Para este estudio se usé el modelo (3.22) y los datos reportados en Au-
kema y Martinez del Rio [1] para simular la propagacién del muérdago. Se
asume una zona con 168 arboles divididos en 5 especies tal como se describe
en la Cuadro (3.3), quienes encontraron que las semillas depositadas fueron
superiores en arboles infestados que en los no infestados. Utilizando el mo-
delo en el que las aves tienen preferencias e ignorando la heterogeneidad de
altura de los arboles de la misma especie. Aunque en el mencionado estudio
se indica que hay dependencia de la deposicion de las semillas depende de la
altura y follage en algunas especies de arboles.
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Cabe decir que todos los demas parametros para la simulaciéon se encuen-
tran en el cuadro (3.1), excepto s; y «;, que en este caso son especies hospe-
dadoras especificas y que se dan en la cuadro (3.3). El pardmetro i representa
el nimero de especie hospedera. Se supone que hay 924 aves dispersantes de
semillas y que se distribuyeron por igual en cada arbol en promedio de 5.5
aves por arbol. Se asumieron cinco hospederos infestados con el mayor grado
de infestacion cercidium microphyllum y con la menor Acacia greggii. En el
cuadro (3.4 A) se ilustra como en los parches evolucionan las cargas parasi-
tarias en cinco especies arboles a travez del tiempo respectivamente. Estas
evoluciones fueron obtenidas resolviendo numéricamente el modelo (3.22),
suponiendo que las aves distribuyen las semillas de la fruta de muérdago
de su preferencia. Claramente se ve que la carga de parasitos del arbol que
pertenece a Olneya tesota tiene la més rapida tasa de crecimiento (de ti-
po exponencial). Esto se debe a la suposicién de que los muérdagos en este
tipo de arboles tienen una tasa de produccion de fruta superior. Tomando
en cuenta que se asume una produccién lineal de fruto. Aun que, en reali-
dad, la tasa de produccion de fruta esta limitada por los recursos disponibles.

En la figura (3.4) se muestra la evolucién de la carga parasitaria de los
cinco arboles pertenecientes a cinco especies diferentes bajo el supuesto que
las aves se distribuyen uniformemente las semillas de los muérdagos en los
arboles, obtenidas resolviendo numéricamente el modelo (3.14). Dado que los
valores de los pardmetros y los valores iniciales son exactamente los mismos
en las Figuras (3.4) y (3.4) se puede ver que el patrén de distribucion de las
semillas por las aves juega un papel importante para el establecimiento del
muérdago.

Notese que la evolucion de las cargas parasitarias en el segundo de estos
casos tiene practicamente crecimiento lineal con tasas muy bajas.

En Aukema [1] se reporta que el nimero de muérdagos por individuo
hospedero y la carga parasitaria difieren significativamente entre las espe-
cies. Encontrando que Olneya tesota tuvo el promedio més alto de carga
parasitaria (2,8), Cercidium microphyllum y Acacia constricta tuvieron mu-
cho menores cargas parasitarias (0.6 y 0.3, respectivamente). En el cuadro
(3.4, B) da las cargas parasitarias promedio de las cinco especies de 100 afios
que son las de color azul y las cargas de parasitos de las cinco especies en
1998 de color rosa. En el cuadro (3.4, A) se muestra un posible trayectoria
que se inicié 100 anos atras con la condicién inicial especificada en la zona.
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A B

m— Cercidium microphyllum /

— Acacia constricta
Olneya tesota
s PrOSODIS ARlutina

s— Acacia greggil

=

Carga pariésita
Carga parasita en 100 anos

03

(] 20 ) @ a0 100 120

AROS Especies

Resultados de la simulacion de carga parasita Simulacion de los resultados y cargas medias parasitas.

Cuadro 3.4: En esta figura del panel (A) da la carga parasitaria de los cinco arboles
pertenecientes a cinco especies diferentes de resolver numéricamente el modelo (3.22), en
el supuesto de que las aves distribuyen las semillas de los muérdagos con la fruta de
preferencia. El el panel (B) muestra la carga parasitaria promedio de especies diferentes
de los resultados del modelo con una linea azil, y el resultado de pruebas de campo con
una Yinea rosa, en el supuesto de que en esta zona los muérdagos habia establecido para
unos 100 anos, cuando la prueba se llevd a cabo.
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s Cercidium microphyllum

141 A Aracia constricta
Olneya tesota

e Prosopis Aelutina
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Figura 3.4: La carga parasitaria de cinco drboles pertenecientes a cinco especies diferentes
resuelta numéricamente por el modelo (3.14), bajo el supuesto de que las aves distribuyen
uniformemente las semillas muérdagos a los arboles. Los valores de los pardmetros y el
valor inicial son los mismos que la figura (3.4).

Dado que sélo en un ano se recogieron los datos de campo, la prediccién del
modelo sélo pudo ser verificada usando datos de campo en el futuro. En el
cuadro (3.4, A) se ilustra, con los pardmetros presentados en el cuadro (3.3),
que los arboles hospedantes parasitados tienden a acumularse a una veloci-
dad determinada, en gran medida debida a la interaccién entre «; (tasa de
establecimiento) y s; (la tasa de reproduccién de los muérdagos). Debido a
que los pardmetros del modelo (?7) se pueden medir facilmente, se espera que
este modelo pueda ser utilizado como un marco un referente para el diseno y
la interpretacion de los estudios de campo para la dispersién y distribucién
del muérdago.
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Esde la antigiiedad las enfermedades en los arboles han existido y cada
dia se han ido incrementado a consecuencia del deterioro ambiental, las
cuales aumentan més en las zonas urbanas. Estas enfermedades tienen un
gran impacto negativo en la naturaleza causando la muerte a miles de arbo-
les en el mundo, por lo tanto, esto nos afecta en gran medida ya que los
arboles son los principales pulmoénes del planeta. Sin ellos, los seres vivos no
podriamos habitar en la Tierra. Por esta y otras razones mas, fue importante
destacar la existencia de plantas parasitas que afectan a los arboles.

El muérdago es una planta parasita que causa enfermedades y que ademés
aprovecha del grado de susceptibilidad en la que se encuentran los arboles
de la Ciudad, por eso desarrollar un modelo matematico que nos ayude a
comprender mejor el crecimiento poblacional del muérdago, se ha convertido
en una de las principales estrategias para el estudio de la propagacion de ésta

plaga.

En éste trabajo se proponen modelos que intentan responder diversas pre-
guntas en relacion al crecimiento poblacional del parasito respecto al tiempo.

Para esto se comenzé revisando al modelo clasico de Volterra, tomando en

cuenta que este modelo no contempla muchos aspectos que son importantes
en la naturaleza. Una de las limitaciones fue considerar que, la especie presa
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tiene ilimitado su alimento ademas de que no considera un cierto control del
muérdago.

De tal forma, se consideran algunas variantes del modelo de Volterra,
introduciendo la saturacién del medio ya que cuando se refiere a una zona
cerrada es claro que no pueden crecer arboles ilimitados porque no habria
espacio, pero el modelo no contempla la existencia de los jardineros y recolec-
tores de muérdago quienes hacen una limpieza fitosanitaria o bien, para uso
medicinal, de esta manera se pretende reducir a la poblacion de muérdago y
mejorar la calidad de vida del arbol, permitiendo alcanzar un promedio de
vida mayor que cuando juega el papel de hospedero. Lo cual es bueno, porque
con éste modelo nos permite mostrar bajo qué condiciones puede disminuir
su poblacién.

Por otro lado, la poblacion de aves forman parte fundamental de la
dindmica, por tal motivo se modelé desde el punto de vista epidemilogi-
co es decir, como vector, donde la enfermedad es el muérdago y la poblacion
susceptible son los arboles, éste modelo es todavia mas apegado a la realidad.

En investigaciones anteriores sobre la dindmica poblacional del muérda-
go como parasito, se abordan técnicas matematicas que resultan ser bastante
interesantes debido a que cada una aporta importantes apliaciones biolégicas
que permiten dar una mejor aproximacion en cuanto a su comportamiento.

Sin embargo, la falta de datos surge como un importante inconveniente,
esto se debe a que hasta el momento no existe alguna base de datos en la
que se lleve un seguimiento continuo o actualizacién periddica a través de los
anos, por lo tanto no es posible verificar con datos reales.

En éste modelo, se le considera a la poblaciéon de muérdago como depen-
diente de los arboles y a su vez también se modelan las interacciones de las
aves en el que se dividen en dos casos, cuando hay una distribucién uniforme
o cuando hay preferencia del fruto. Para ésta simulacion se tomaron datos
reales de Arizona, justificado con lo anteriormente expuesto.

Para el desarrollo de trabajos posteriores, se propone abordar la im-
portancia de estudiar méas sobre sistemas dindmicos en especial semiflujos
mondtonos, ya que estos resultados son de suma importancia porque con
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ellos se puede mostrar que existe estabilidad global, lo cual es muy valioso.
Ademas, aplicar los modelos aqui propuestos con datos obtenidos en la ciu-
dad de Puebla de Zaragoza, iniciando por ejemplo, en ciudad universitaria
de la BUAP, ya que es un espacio que cumple con la mayoria de las hipétesis
para el modelo propuesto por Rongsong Liu.

Por 1ltimo, para concluir debo mencionar que la modelacion es una de
tantas areas de las matematicas aplicadas a la bilogia, en la que juegan un
papel sumamente relevante.
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Apéndice A

Diagramas de fases de los
sistemas planos

El bosquejo del diagrama de fases del sistema lineal homegeneo y autono-
mo en el plano:

Ty = anT + a12% (A1)
Ty = Q2171 + AT
estda determinado por los autovalores A;, Ay de la matriz:
ai; Q12
A= (A.2)
a21 22
o sea, por las raices de la ecuacién caracteristica

ap; — A Q12

pa(A) = det(A—N) = oy — A

' =0 (A.3)
El origen es siempre un punto de equilibrio aislado, si det(A) # 0.

= Silos autovalores son reales y de distintos signo (As < 0 < A;), entonces
el origen es un punto de silla. Las dos semirrectas que, junto con el
origen, componen el autoespacio E()\y) son trayectorias que se acercan
al origen cuando ¢ — oo mientras que las que componen FE(\;) se
alejan de él. Las demas trayectorias son curvas de aspecto hiperbélico
que se acercan asintéticamente a E(\;) cuando t — oo y a E(\)
cuando t — —oo (Figura A.1).
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///i ="
/4

Figura A.1: Punto silla

= Si los autovalores son reales distintos y del mismo signo (AjAy > 0), el
origen es un nodo. Dos casos a considerar:

(i) Si son ambas negativas (As < A; < 0), se tiene un nodo estable.
Luego, todas las trayectorias solucién del sistema tienden al origen
cuando t — oo0. Hay cuatro trayectorias especiales que son las
semirrectas que componen E(\) y E()\y) y las demds curvas que
tienden al origen son tangentes (en el limite) a la recta FE(A;).
(Figura A.2).

X1

Figura A.2: Nodo estable

(i) Silos autovalores son ambos positivos (0 < Ay < A1), se tiene que
el origen es un nodo inestable. Luego, todas las trayectorias so-
lucion del sistema se alejan del origen cuando ¢ — oo. tangentes
a E()\2) cuando t — —oo (Figura A.3).

= Si el polinomio caracteristico p4(A) tiene una raiz doble A (i.e., A tiene
un autovalor doble) y A es diagonalizable, entonces el sistema (A.4)
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A
7

Figura A.3: Nodo inestable

R

se tranforma, en un nuevo sistema de coordenadas determinado por
autovectores, en:

o= Ay

. A4

Yo = Ayo (A4)
de donde se sigue que el origen es un punto estrella estable, si A < 0
e inestable si A > 0 y el diagrama de fases se muestra en la (Figura

Ad).

Figura A.4: Puntos estrella

= Si A tiene un autovalor doble A y no es diagonalizable entonces
el origen es un nodo impropio, estable, si A < 0, e inestable, si
A > 0. En el primer caso, todas las trayectorias tienden al origen cuando
t — oo y en el segundo, todas se alejan del origen cuando ¢ — oo.
Aparte del origen, hay dos trayectorias especiales, dos semirrectas que
con el origen forman un subespacio invariante E(\) asociado a A. Las
demads trayectorias solucién, cuando A < 0 (respectivamente, A > 0)
entran (respectivamente, salen) en el origen tangentes a la recta E(\).
(Figura A.5).
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Figura A.5: Nodo impropio estable

= Si los autovalores de A son un par de ntimeros complejos conjugados
a £ ib, b > 0, el origen es un foco o punto espiral. Las trayectorias
aparte del origen son curvas espirales que tienden al origen cuando
t — oo si a < 0 (punto espiral estable Figura A.6) y se alejan de
él (cuando t — —00); y si @ > 0 (punto espiral inestable). (Figura
AT).

'd P
. “__’___
-7 o ¥y
X '
s
-

Figura A.6: Espiral estable
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Gt T | X
b -
P
.
\

Figura A.7: Espiral inestable

= Si los autovalores son un par de nimeros imaginarios conjugados +ib,
b > 0, el origen es un centro. Ademas de éste, las trayectorias del
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sistema son elipses de centro en el origen. (Figura A.8).

X

N

Figura A.8: Centro

En la figura que sigue (A.9) describe esquematicamente la clasificacion del
estado de equilibrio del sistema (A.4), en términos de la traza de A (TrA),
el determinante de A (detA) y el discriminante de A (A = (TrA)? —4detA).

det A
A=0
Espirales Espirales
estables inestables
A<0,TrA <0 A<0, Tr A0
Jz,
g, i
& =
5
=
@
(=]
MNodaos estables Nodos inestables
A=0,TrA<0 A0, TrA>0
TrA

Puntaos de silla
detA <0

Figura A.9: Tipos de diagramas de fases
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Apéndice B

Leyes de Lotka-Volterra

Ley del ciclo periddico.

Proposicion B.0.1 El cambio de los tamanos poblacionales de ambas espe-
cies presa y depredadora son periodicos y el periodo depende solamente de a,
b, c y d y del tamano inicial de las dos especies.

No es dificil convencerse que no existe una expresion analitica para el pe-
riodo de oscilaciéon de las trayectorias solucion del sistema de Lotka-Volterra.
Sin embargo, es posible dar una expresion para el periodo de oscilacién de
oscilaciones pequenas alredeor de P;.

Sise toma x = x* + &, y = y* + 1 se tiene que:

dn dy ., .
T =Y~ )+ o)
= (y" +n)d¢
Por lo tanto
dn .
i (y" +mn)d§

Analogamente para la otra ecuacion, se tiene:
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Figura B.1: Comportamiento periédico en las especies presa y depredadora al aumentar
el tiempo.

d€ _ *
P —bn(z" +¢§)

Luego, si se depprecian los términos cuadraticos se obtiene:

T)(t) = caé con cyt =
E(t) = —bin con br*=0b (B.1)

Ahora recordando el movimiento armoénico simple que:

B k
T (B.2)
T = —v

y el periddo es:

m
T =21,
™ %

Ahora, se pone al sistema (B.2) semejante al del movimiento arménico

simple, multiplicando por —3. su primera ecuaciéon y tomemos z = —byt,
1
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obteniendo que:

dn_
dz bl
s _
dz
de donde se obtiene que:
T, =2n ﬁ
C1

y como el signo menos en z sélo invierte el sentido del recorrido, se con-
cluye que:

1 1 b
T=-T, = —(2 —
bl bl ( (&1 )
o bien que:
T 2w

Este resultado se debe a Lotka.
Ley de la conservacion de los promedios
Proposicion B.0.2 Los promedios de los tamanos poblacionales de la espe-

cie presa y de la depredadora son independientes de su tamano inicial y son
respectivamente:

@)

7:— 7:— B3
T=- Yy (B.3)
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Demostracién B.0.1 Sea (x(t),y(t)) una solucion del sistema (2.3) de pe-
riodo fundamental T > 0.

Si a la primera ecuacion del modelo se divide entre x(t) y se integra res-
pecto a t desde O hasta T de ambos lado de la igualdad, se obtiene:

/OT ﬁdt = /OT(a — by(t))dt

x(t)

o bien

T
Inz(T) —Inz(0) = al — b/ y(t)dt
0
y como se ha supuesto que xz(t) es periddica, de periodo fundamental T,

entonces se tiene que x(t + 1) = x(t) es vdlida para todo t, en particular
para t =0, por lo que parat = 0 la parte izquierda de la igualdad anterior se

anula y entonces la expresion aterior se transforma en:

T
aT:a/ y(t)dt
0

de donde se obtiene

4 %/0 y(t)dt =7 (B4)

De manera andloga para la sequnda ecuacion del modelo (2.3) y para
y(t) # 0, que

c_1 /T z(t)dt = 7 (B.5)

El sigiuiente resultado, es la tercera ley de Volterra:

Ley de la perturbacion de los promedios 6 principio de Volterra
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Proposicién B.0.3 Si las poblaciones de ambas especies (depredadoras y
presas) son capturadas a una razén proporcional a su tamano poblacional
entonces el promedio de las presas aumenta; mientras que el de depredadores
disminuye. Por otro lado, un incremento en la proteccion de la presa incre-
menta el promedio de ambas especies.

Demostracién B.0.2 Sean ¢ y v las constantes de proporcionalidad de las
presas y depredadoras, respectivamente. Al introducir las constantes al siste-
ma (2.3) con captura toman la forma:

(1) = [(a = ) = (o)1)
0(t) = [(—c — ) + de(t)]y () (B:6)

Por el teorema anterior se tiene que las poblaciones promedio bajo captura
estan dadas por:

7_a—5
=
(B.7)
j_c+7
- d

Esto nos dice que una forma de proteger a las presas es reduciendo el
nimero de encuentros y o controlando el apetito de los depredadores. Es
decir, si los pardmetros b y d serian menores entonces los promedios de (B.7)
aumentaran. Otra forma de ayudar a las presas consiste en el aumento de
las tasas de captura y percapita de m uerte de los depredadores, como de
la disminucién de su apetito. comentarios analogos corresponden a la de los
depredadores en funcién de las presas.
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Apéndice C

Respuesta funcional

En el estudio de la interaccion predador-presa, una de las variables mas
importantes es la densidad de presa, y se pueden plantear diferentes pre-
guntas, como por ejemplo: ;Cémo responden los predadores a los cambios
en la densidad de presas? Entre las distintas respuestas de los predadores a
variaciones de la densidad de presas se destacan la respuesta numérica y la
respuesta funcional.

La respuesta numeérica se refiere a los cambios en la densidad de predado-
res debidos a variaciones en la reproduccién y/o supervivencia, y la respuesta
funcional se refiere a los cambios en el nimero de presas consumidas por pre-
dador por unidad de tiempo.

Para los consumidores es de gran importancia la densidad de su alimento,
ya que por regla general, cuanto mayor es la densidad del alimento mayor es
el consumo del predador. La variacion de la tasa de consumo de un individuo
en funcién de la densidad de las presas (respuesta funcional) es variable, y
fue clasificada en tres tipos de respuestas por Holling en 1959: las respuestas
de tipo I, IT y III.

Respuesta de tipo 1
El nimero de presas consumidas (/NV,) por unidad de tiempo (7') aumenta
en forma lineal con el nimero de presas disponibles (/V), hasta que alcanza

un maximo, a partir del cual la tasa de consumo permanece constante figura
( C.1, 1). En este caso, la pendiente de esta relacién (a) representa la eficien-
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cia de busqueda del predador (o tasa de ataque) y es la proporcién de presas
comidas por unidad de tiempo.

En la naturaleza los ejemplos de respuesta de tipo I completas, alcanzan-
do el méximo estable, son raros. En general, la tasa de consumo se incrementa
en forma lineal para un amplio rango de disponibilidad de presas. Un ejem-
plo de este tipo de respuesta es la tasa con que Daphnia magna consume
células de levadura. Esto se debe a que las células de levadura son extraidas
de un volumen constante de agua que pasa a través de su aparato filtrador.
La cantidad de células consumidas se incrementa en forma constante con la
concentracion, hasta que alcanza al maximo que pueden deglutir, y a partir
de ahi el consumo permanece constante.

Respuesta de tipo 11

Es la respuesta mas frecuente en la naturaleza. La tasa de consumo au-
menta con la densidad de la presa, pero disminuyendo la velocidad de aumen-
to hasta alcanzar una plataforma en la cual la tasa de consumo permanece
constante, independientemente de la densidad de presa disponible figura (C.1,
2). Esta disminucién se debe a que el predador utiliza una parte del tiem-
po (T') para manipular cada presa que consume (7}, tiempo de manipuleo),
que consiste en perseguir, dominar y consumir a la presa y prepararse para
la siguiente busqueda. A medida que aumenta la densidad de las presas, el
tiempo de busqueda disminuye, pero el tiempo de manipulacion permanece
constante y, por lo tanto, ocupa una proporcién cada vez mayor del tiempo
del consumidor. Cuando la densidad de las presas es muy alta, el predador
se pasa practicamente todo el tiempo manipulandolas y su tasa de consumo
se vuelve constante, determinada por la cantidad de presas que un depreda-
dor puede manipular por unidad de tiempo. Este tipo de respuesta funcional
ha sido observado frecuentemente en insectos, por ejemplo en Notonecta ali-
mentandose de larvas de mosquito. La ecuacién que representa este tipo de
respuesta es la “ecuacién de los discos de Holling”.
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Figura C.1: Respusta funcial del tipo I, IT y III, segtin Holling (1959) .

NTa
N,= —————
1+ a1, N

Respuesta de tipo 111

Existe un incremento inicial en la tasa de consumo con el aumento de
la densidad de presas hasta un punto de inflexion, en la cual comienza una
desaceleracion hasta alcanzar un plateau similar al que se da en la respuesta
de tipo II figura (C.1, 3). En conjunto, este tipo de respuesta tiene una cur-
va sigmoidal. Este tipo de respuesta se puede explicar porque el incremento
en la densidad de alimento lleva a un aumento en la eficiencia de busqueda
del predador o a una disminucién de su tiempo de manipulacién. Este tipo
de respuesta ha sido observado tanto en invertebrados como en vertebrados,
y entre las explicaciones posibles se incluye la heterogeneidad del habitat
(presentando refugio limitado para pocas presas), falta de aprendizaje de
busqueda a densidades de presa bajas y el cambio a presas alternativas cuan-
do la abundancia de presas es muy baja. Una de las ecuaciones mas sencillas
que representan este tipo de respuesta es la siguiente:

_ TbN?
" 1+bN2,

Esta ecuacién es similar a la de tipo II, pero a (tasa de ataque) no es
constante, y se representa como bN.
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Apéndice D

Estabilidad

En el estudio del comportamiento geométrico de las trayectorias solucién
del sistema auténomo de ecuaciones diferenciales & = f(x), sus puntos de
equilibrio x. juegan un papel central. Un punto de equilibrio se dice estable si
las soluciones con condicion inicial proximas a €él, permanecen proximas para
todo instante posterior. Y se dice asintoticamente estable si éste es estable y
toda trayectoria solucién con condiciones iniciales proximas a él, convergen
a éste cuando t — 00. Y se dice que es globalmente asintoticamente estable
si toda trayectoria solucion del sistema converge a éste cuando t — oo Las
definiciones precisas son las siguientes:

Definicién D.0.1 Se dice que x.(t) es una solucion de equilibrio del sistema
T = f(x), si z.(t) = x., para toda t (i.e., una solucion de equilibrio es una
solucidn constante).

Claramente, z, es una solucién de equilibrio del sistema & = f(z) si y
sélo si f(z.) = 0.

Definicién D.0.2 Sea x. un punto de equilibrio del sistema © = f(x).
Se dice que x. es estable si dado € > 0 existe 6 = d(e) > 0, tal que si
| o — z. ||< d, entonces la solucion ¢(t,xq) del problema de Cauchy:

& = flz) (D.1)

z(0) = x (D.2)

estd definida y satisface || p(t,x0) — T ||< € para todo t > 0.
Y se dice que x. es localmente asintoticamente estable si es estable y
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st toda solucion p(t, xg) con || zo — z. ||< § tiende x. cuando t — oo.
Un punto de equilibrio x. se dice que es inestable si no es estable.
D.0.1. Estabilidad para sistemas no lineales. I: Linea-
lizacién
Sea D C R™ un dominio. En lo que sigue se supondra que el campo vec-
torial f : D C R™ — R", definido por el sistema de ecuaciones diferenciales
& = f(x) es continuamente diferenciable

Sea r. € D un punto de equilibrio del sistema & = f(z). Tomando
Yy =T — T, se tiene que

y=1=f(y+wz.)

desarrollando a f(x) en serie de Taylor alrededor de ., se obtiene que

j = f(ze) + Df(xe)y + O(llyl*)

Pero como f(z.) = 0, se sigue que

iy =Ay+O(|lyl*)
donde

Lj

A=Df(z,) = (gf : <xe>)

Asi, despreciando los términos de orden superior se obtiene el sistema lineal
homegéneo con coeficientes constantes:

y=Ay
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a éste sistema se le llama linealizacién, aproximacion lineal o primera
aproximacion de & = f(x), alrededor del estado de equilibrio z.. Sistema
al cual se recurre para estudiar las propiedades locales de estabilidad del
sistema @ = f(z) alrededor del estado de equilibrio z.. La justificacién de
este procedimiento descansa en el siguiente teorema fundamental de la teoria
geométrica local de las ecuaciones diferenciales ordinarias. Para ello, es con-
veniente antes recordar que un estado de equilibrio x. del sistema @ = f(z)
se dice que es hiperbaolico si todos los eigenvalores de la matriz A en su linea-
lizacion y = Ay alrededor de x. tienen parte real no nula.

Teorema D.0.1 Hartman-Grobman Sea D C R" un abierto, . € D y
By(x,) C D para algin d > 0. Sea f € CY(D,R") tal que f(z,) =0, A =
Df(xe) y x. un punto de equilibrio hiperbdlico. Entonces existen vecindades
abiertas x. € U y 0 € V y un homeomorfismo H : U — V tal que las
soluciones ¢(t, o) de la ecuacion

{xmg; e

son topologicamente equivalente a las soluciones de su linealizacion

{ y = Ay,
y(O) = Yo
(i.e., H(p(t, z0)) = expyo, yo = H(x0)), para todo zo € U y |t| < 1.

Para su demostracion vedse (Hartman Ph. [15]).

En particular, de éste teorema se sigue que si y = 0 es un estado de
equilibrio asintéticamente estable del sistema y = Ay entonces z. es un
estado de equilibrio localmente asintéticamente estable del sistema & = f(z).
Y que si y = 0 es un estado de equilibrio inestable entonces x. también lo es.

D.0.2. Estabilidad para sistemas no lineales. II: Lya-
punov
Sea V : D — R una funcién continuamente diferenciable. Se usara el

simbolo de {V < ¢} como abreviatura del conjunto {x € D : V(z) < ¢}, lo
que designaremos también como V.
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La variacién de V' a lo largo de las soluciones z(t) del sistema & = f(z) es:

V@) = VV((t)- ()
= VV(x(t) - f(2(t)) (D.3)
= OnV(@(®)fr(@(t) + -+ OV (x(t)) ful2(t)) (D4)

Teorema D.0.2 (Lyapunov). Sea x = 0 un punto de equilibrio de & = f(x)
y sea D C R™ un dominio que contiene el origen. Sea V : D — R una
funcion continuamente diferenciable tal que

V(0)=0 Y V(z) >0 en D —{0} (D.5)
Si

V(z) <0 en D (D.6)
entonces x = 0 es estable. Y si

Viz) <0 (D.7)
en una vecindad del origen entonces x = 0 es localmente asintoticamente
estable.

Para su demostraciéon vease (Hartman Ph, [15]).

Una funcién continuamente diferenciable que satisface (D.5) y (D.6) se
denomina funcion de Lyapunov. La hipervariedad V(z) = ¢ se denomina
variedad de Lyapunov o variedad de nivel. Usando las variedades de Lyapu-
nov (la figura D.0.2 da una interpretacién intuitiva del teorema (D.0.2)). La
condicién V' < 0 implica que cuando la trayectoria alcanza la variedad de
Lyapunov V(x) = ¢ se introduce en el conjunto U, = {x € R" : V(z) < ¢}
y nunca puede ya salir de él. Cuando V < 0, la trayectoria al alcanzar la
variedad de Liapunov V(x) = ¢, la cruza hacia el interior de U,.. A medida
que ¢ decrece, las variedades de Lyapunov V' (z) = ¢ se hacen mds pequenas
hasta reducirse al origen. Lo que dice que las trayectorias solucién tienden
al origen cuando t — oco. Si s6lo se sabe que V < 0, no se puede asegurar
que las trayectorias tienden al origen, pero se puede concluir que el origen es
estable.




Estabilidad 89

€1 << 0y << Cy

Figura D.1: Curvas de nivel de una funcién de Lyapunov

Teorema D.0.3 Sea x = 0 un punto de equilibrio de & = f(x). Y sea
V :R"™ = R una funcion continuamente diferenciable tal que

i) V(0)=0y V(z) > 0Vz #£0.
i) || x || = oo entonces V(x) — o0
ii) V(x) <0, Vz #£0

entonces x = 0 en globalmente asintoticamente estable.
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