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INTRODUCCION

Lo dltimo que uno sabe, es por dénde empezar.

— Blaise Pascal —

¢Para qué estudiar a los cédigos LDPC? Para saber que LDPC quiere decir Chequeo de Paridad de Baja Densidad

(Low Density Parity Check por sus siglas en inglés). Que estos codigos fueron inventados por Gallager olvidados
un cierto tiempo y redescubriertos por Mackay y Neal, para saber que los cédigos LDPC son una clase de cédigos
de blogue lineal, que su caracteristica esencial es tener una matriz de chequeo de paridad de baja densidad, que
tienen una representacion grdfica bipartita conocida como grafo de Tanner, y que su decodificacion es mediante
algoritmos iterativos de paso de mensaje; y ademds, que se acercan bastante bien al limite de capacidad establecido
en el teorema de Shannon. En si, para saber que los cédigos LDPC tienen una estructura matemdticamente
interesante. Esta podria ser una razén, pero la realidad es que los cédigos LDPC son estudiados para dar solucién
a un problema: al problema central de la teoria de la comunicacién, cuyo objetivo es lograr construir un sistema
de codificacién y de decodificacién que haga posible la comunicacion confiable, eficaz y segura; y ademds, que
sea aceptable para las aplicaciones prdcticas, es decir, requerimos buenos cédigos detectores-correctores de errores
capaces de ser implementados para recuperar la palabra-cédigo original produciendo asi, una buena transmisién
de la informacién. Entonces, el interés por los cédigos LDPC se debe a que son codigos que pueden recuperar
la informacion original ante la presencia de grandes cantidades de ruido y tienen baja complejidad para su
implementacién en una gran variedad de medios de comunicacion. Los cédigos LDPC no son los tinicos que
intentan dar solucién al problema de la comunicacion pues existen otros cédigos.

En este proyecto de tesis, presentamos un acercamiento al estudio de la teoria fundamental de los cédigos
LDPC, aunque el objetivo principal es realizar un andlisis detallado de tres teoremas que establecen una cota para
la distancia minima del cédigo. Para llevar a cabo esto, debemos conocer un poco sobre la teoria de cddigos, teoria
de grafos (o grdficas), teoria de la informacion, y el dlgebra lineal, esto se revisard y estudiard en los capitulos 2 y
3, en el capitulo 4, nos centraremos en los codigos LDPC; y para contextualizar a los cdigos LDPC, en el capitulo
1, hablaremos un poco sobre el problema de la teoria de la comunicacién. El trabajo de la tesis estd dividido en
cuatro capitulos, los cuales describimos a continuacion.

En el capitulo uno contextualizamos a los cédigos. Abordamos la problemdtica de la comunicacion, dando
un panorama acerca de cémo poder dar solucién a ese problema, a partir del uso de cédigos como el cédigo de
repeticion Rz y el [7,4]-cédigo de Hamming. Para ambos cédigos analizamos su codificacion y decodificacion, y
en el caso del [7,4]-cédigo de Hamming vemos que estos procesos puede analizarse mediante una representacion
grdfica, para finalmente dar un primer enfoque de que hay grafos asociados a c6digos y viceversa.

En el capitulo dos definimos los objetos a usar. Revisamos los conceptos bdsicos de un cédigo, la estructura de
los cddigos lineales, el sindrome de decodificacion, lo que es un cédigo detector-corrector de errores, asi como un
teorema importante que nos permite saber cuantos errores es capaz de corregir un cédigo conociendo su distancia
minima. Después, enunciamos el Teorema de codificacién de canal con ruido de Shannon para darnos una idea de
lo que establece. También, revisamos conceptos bdsicos de grafos, la matriz de adyacencia e incidencia, ast como
el concepto de grafo bipartito; ademds, estudiamos el concepto de expansion de un grafo bipartito. Y finalmente
estudiamos la relacion entre los cédigos lineales y los grafos bipartitos.

En el capitulo tres revisamos los resultados a ocupar. Analizamos algunos conceptos y resultados de dlgebra
lineal, como valores propios, vectores propios, diagonalizacién y ortogonalizacion. También, estudiamos el Teorema
de descomposicion espectral. Y finalmente el espectro de un grafo no dirigido.

Por iiltimo, en el capitulo cuatro estudiamos a los codigos LDPC. El objetivo es estudiar el concepto de un
codigo LDCP regular e irreqular, luego, caracterizamos la irregularidad de un cédigo LDPC a partir del cdlculo de
las distribuciones de grado. Y ademds, realizamos un andlisis detallado sobre las demostraciones de tres teoremas
que establecen una cota para la distancia minima del cédigo. Pero antes de eso, damos una introduccién sobre el
panorama general de lo que abarca el estudio, la implementacion y las aplicaciones de los cédigos LDPC.

Esperamos que esta tesis “Cédigos LDPC: un acercamiento” sea un buen referente para aquellos lectores que
estén interesados en introducirse al tema, pues este trabajo estd basado en diversos escritos sobre cédigos LDPC.
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PRELIMINARES

Tres cosas deberian ser consideradas:
los problemas, los teoremas, y las aplicaciones.

- Gottfried Wilhelm Leibniz —

En este capitulo hablaremos sobre la problematica de la comunicacién digital. El proceso de comunica-
cién puede describirse de la siguiente manera: se tiene un emisor el cual desea transmitir, almacenar
o enviar algun tipo de informacién; esta informacion es transmitida a través de un medio o canal con
ruido, esto provocard errores en la informacioén produciéndose asi una informacién modificada, de tal
forma la informacién que recibe el receptor serd una informacién diferente de la original. En si, esto
no es deseable para ningln sistema que realice este proceso de comunicacién, por lo que poco a poco
fueron surgiendo diferentes maneras de solucionarlo, y una de las cuales fue la implementacién de los
coédigos detectores-correctores de errores.

El texto base revisado para el desarrollo de este capitulo fue [Maco3].

1.1 EL PROBLEMA DE LA COMUNICACION

Hoy en dia, las redes de comunicacién comparten el mismo principio fundamental de operacién, ya
sea que se trate de paquetes de datos a través de la Internet, o sefiales en una red telefénica, o via
satélite, y también en el almacenamiento digital de datos, la informacién se transmite de la misma
manera, a través de un canal de comunicacién ruidoso. El ruido provoca errores que impiden obtener
una buena transmisién de la informacién, produciéndose pérdida de informacién, falta de seguridad y
fiabilidad en la red o sistema. De esta manera, una de las interrogantes mds esenciales de esta situacién
es: jcomo podemos lograr una comunicacién perfecta sobre algo imperfecto, es decir, sobre un canal
de comunicacién con ruido? Durante el desarrollo de esta seccién obtendremos una idea de cémo es
posible lograr una comunicacién perfecta a través de canales de comunicacién imperfectos.

Algunos ejemplos de canales de comunicacion ruidosos:

Ejemplo 1.1 Linea telefénica, sobre los cuales dos médems comunican informacién digital. Los proble-
mas que enfrentan es que: o bien sufre de conversaciones cruzadas, o ruido en la sefial de
transmision, o distorsién de la linea.

’M(’)dem © Linea de teléfono © Médem‘

Ejemplo 1.2 Enlace de comunicacién de radio, como el enlace que existe desde la nave espacial mo-
viéndose en la 6rbita de Jupiter, Galileo, a la Tierra. Esta transmisién a parte de ser una
sefial muy débil, el canal por el que viaja recibe radiacién terricola y cdsmica.

’Galﬂeo © Ondas deradio © Tierra‘

Ejemplo 1.3 Unidad de disco, escribir un digito binario en el material magnético y fallar al momento
de leer la memoria del digito almacenado.

’ Memoria del ordenador © Unidad de disco © Memoria del ordenador ‘

El daltimo ejemplo muestra que la comunicacién no tiene que involucrar informacién que esté yendo
de un lugar a otro.
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En todos estos casos, si transferimos datos, por ejemplo, una cadena de bits, sobre un canal, hay
cierta probabilidad de que el mensaje recibido no sea idéntico al mensaje transmitido. Lo ideal seria
tener un canal de comunicacién con probabilidad de error muy cercana a cero. La Figura 1 describe la
problematica del proceso de comunicacién de la forma mds simple.

Medio Ruidoso | — ‘ Informaciéon + Errores ‘

Figura 1: Proceso de comunicacién, esquema sin cédigo, en la que se almacena o transmite informacién la cual
atraviesa por un medio ruidoso que modificard la informacién.

Pasemos a una estructura un poco mds rigurosa, usando terminologia matemdtica. Consideremos
una unidad de disco ruidoso que transmite cada bit correctamente con probabilidad 1 — f (probabili-
dad de éxito) e incorrectamente con probabilidad f (probabilidad de fracaso). Este modelo de canal
de comunicacién es conocido como canal simétrico binario (CSB). Definamos lo siguiente: x mensaje
transmitido, y mensaje recibido, f probabilidad de que el bit sea intercambiado.

Py =03 =0) =1—f, Py, =1lx1 =0) =1;
Ply; =0xp =1) =f, Ply=1x2=1)=1—1;

2
y Z P(yjlxi) =1 paracadai=1,2.
j=1

X1 :O@;» EOZU]

f
f

XZ:1E—>E1:y2

Figura 2: Canal simétrico binario (CSB).

La Figura 2 representa el modelo del CSB. Describiremos su funcién de la siguiente manera: cada
mensaje transmitido x y mensaje recibido y estd constituido de una secuencia de bits, en este caso de
los digitos binarios 0 y 1, supéngase que el primer bit transmitido es 0, el cual al pasar por el canal
tiene probabilidad de éxito 1 —f, es decir, la probabilidad 1 —f es la capacidad que tiene este bit 0
de ser enviado correctamente, asi el bit recibido seria nuevamente 0, pero no se debe descartar la otra
opcién, donde dado que el primer bit transmitido es 0 y que el bit recibido sea 1, diferente del bit
original, debido a la probabilidad f de que el bit sea intercambiado. Supéngase ahora que el segundo
bit transmitido es 1, éste de igual forma cuenta con dos opciones, la probabilidad 1 —f que indica
la capacidad de enviar el bit sin errores y éste sea 1, el mismo que el original, o la probabilidad f
que causaria que el bit recibido sea 0 distinto del original. Debido a que tanto el bit 0 y 1 tienen dos
opciones con las mismas probabilidades de éxito y fracaso, ésta es la razén de que se cumple con la
simetria del modelo.

Lo descrito en el parrafo anterior, podemos resumirlo en la matriz del canal Mc, la cual estd definida
como la matriz cuyas componentes son las probabilidades de transicién en el canal, en este caso para
el canal simétrico binario la matriz del canal es:

0 1
0 P(y]‘X]) P(y2|X]):| [11: f :l . C . . .
Mc = = Matriz del canal simétrico binario.
ST [Pyilk2) Plyzlx2) £l

Para responder a la pregunta planteada en el primer péarrafo tenemos dos tipos de soluciones: la
solucién fisica y la solucién del sistema, las cuales platicaremos a continuacién.
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1.1.1  La solucidn fisica

En el apartado de la solucién fisica tenemos las soluciones que en realidad sélo tratan de mejorar las
caracteristicas fisicas del canal de comunicacién para reducir la probabilidad de error. Para lo cual

debemos:
1) Usar mds componentes confiables en el sistema de circuitos.

2) Evacuar el aire desde la cerradura del disco asi como eliminar la turbulencia que perturba al leer la
cabecera desde la pista.

3) Usar un parche magnético més grande para representar cada bit.

4) Utilizar sefiales muy poderosas o enfriar el sistema de circuitos en orden para reducir el ruido
termal.

Sin embargo, estas modificaciones fisicas incrementan los costos del canal de comunicacién.

1.1.2 La solucidn de sistema

La teorfa de la informacién y la teoria de la codificacién ofrecen una alternativa distinta, ya que con la
préctica de estas teorias, es posible detectar y corregir los errores introducidos por el canal al mensaje
original, obteniendo asi el mensaje de salida con la menor cantidad de errores.

Fuente Salida

Codificar | — — | Canal ruidoso | —— | Decodificar

Figura 3: Proceso de comunicacién, esquema con cédigo.

La Figura 3 es un esquema sobre la solucién de sistema afiadida al proceso de comunicacién, logran-
do asi una comunicacién confiable sobre un canal ruidoso. Observemos que afiadimos una codificacion
antes del canal y una decodificacién después. El codificador codifica el mensaje fuente s obteniendo un
mensaje transmitido t, al realizar la codificacién lo que realmente ocurre es que se agrega redundancia al
mensaje original de algtin modo para reducir la probabilidad de fracaso y mejorar la probabilidad de
éxito. El canal afiade ruido al mensaje transmitido, produciendo el mensaje recibido v, donde el mensaje
recibido r es el mensaje transmitido t con posibles errores. Posteriormente, el decodificador decodifi-
ca el mensaje recibido r para obtener un mensaje de salida §, esta decodificacién se realiza para tratar
de detectar y corregir los errores, y asi obtener un mensaje de salida § el cual deseamos que sea lo
suficientemente idéntico al mensaje original s.

Esta solucién de sistema hace mds confiable la comunicacién, pero atin se tienen limitantes, tanto los
desarrollos tecnolégicos como los avances tedricos.

1.2 CODIGOS DETECTORES-CORRECTORES DE ERRORES PARA EL CA-
NAL SIMETRICO BINARIO

¢Cudl es el camino mds simple para afiadir redundancia ttil en una transmisién?
Reglas del juego:

e Ser capaces de detectar y corregir errores.
e La retransmisién no es una opcion.

o Tener una sola oportunidad para codificar, transmitir y decodificar.

3
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1.2.1  Céddigos de repeticion

En un cddigo de repeticion la idea es repetir cada simbolo de informacién un ntimero predeterminado
de veces.

Definicién 1.1. Ry C FJ* es un cédigo de repeticion de longitud m, si dado ¢ = (co,c1,..., Cm—1) € R se

cumple que co =cy =+ = Cp_1.

Ejemplo 1.4 El c6digo de repeticién de longitud 3, R3, se muestra en la Tabla 1.

Secuencia fuente

Secuencia transmitida

S

t

0

000

1

111

Tabla 1: Cédigo de repeticion R3.

1.2.2  Codificacion: Uso del cddigo de repeticion R3

El ejemplo siguiente nos permitird observar el proceso de comunicacién implementando cédigos
detectores-correctores de errores, que se analizé en la Figura 3.

Ejemplo 1.5 Sea s el mensaje o vector fuente, t el mensaje o vector transmitido, e el vector ruido, r el
mensaje o vector recibido, § el mensaje o vector de salida, y f el nivel de ruido en el canal (CSB) que es
la probabilidad de que el bit sea intercambiado. Imaginemos que transmitimos el mensaje fuente

s=0 0 1 0 1 1 0

sobre un canal simétrico binario con nivel de ruido f = 0.1 usando el cédigo de repeticiéon R3.

s 0 0 1 0 1 1 0
AN AN AN AN AN AN S
t 000 000 111 000 111 111 000
e 000 001 000 000 10T 000 000
T 000 001 111 000 010 111 000

Tabla 2: Un ejemplo de transmisién usando R3.

En la Tabla 2, observamos que el primer renglén es el mensaje fuente s = 0010110, el segundo renglén
es el mensaje transmitido t = 000000111000111111000 en donde cada bit de s fue codificado de acuerdo
al c6digo de repeticion R3, luego el tercer renglén es el vector ruido e = 000001000000101000000 que
se afiade al canal, y finalmente obtenemos el mensaje recibido r = 000001111000010111000 que es el
resultado de la suma de t y e médulo 2, es decir, el mensaje recibido es r =t + e (mdd 2).

1.2.3 Decodificacién: {Cémo decodificamos el vector recibido r?

La idea central del algoritmo éptimo de decodificacién es, observar a los tres bits recibidos al mismo
tiempo y elegir uno por mayoria de votos. La decisiéon éptima de decodificacién (6ptima en el sentido
de tener la menor probabilidad de estar equivocado) es encontrar cuél valor de s es més probable, dado
. Consideremos la decodificacién de un solo bit s (aqui s denota un solo bit del vector fuente), el cual
fue codificado como t(s) = t1(s)t2(s)tz(s) por el cédigo de repeticién R3 y dados los tres bit recibidos
T =T117273, queremos hallar el valor de s mds probable dado T, es decir:

P(s|r).
Ahora bien, P(s|r) es la probabilidad condicional definida como:

P(rnNs)

Probabilidad Condicional.
P(r)

P(sr) =
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Al multiplicar por la unidad tenemos:

P(slr) = YR

Obteniendo asf, el resultado conocido como Teorema de Bayes:

P(rls)P(s)

Pisin) = =515

(1.1)

No perdamos de vista que nuestro interés es calcular P(s|r) = P(s|ryr,73). Para los valores de s solo
hay dos alternativas, pues s € {0, 1}, y usando el resultado (1.1) tenemos que:

P(rirar3]s = 0)P(s = 0)

P(rirar3) ’ (1:2)

P(s =0frqmor3) =

P(T]T2T3|S = 1)P(S = ])
P(ri7a13) '

P(s = Tjrqmar3) = (1.3)

Dichas probabilidades (1.2) y (1.3), estin determinadas por los valores de P(s), P(r17r213ls) y P(r17273).

Pero solo nos enfocaremos en calcular los valores de P(s) y P(ryr273]s), y no necesitaremos calcular
P(ry17273), pues al encontrar la decisién 6ptima de decodificacion, supondremos que:

. 0 si P(s=0|r)>P(s=1]r),
1 si P(s=1Jr) > P(s =0[r).

Notemos que P(s) es un valor conocido, ya que como mencionamos anteriormente s solo toma

dos valores y estos son equiprobables, asi, P(s) = 3 con s € {0, 1}. Considerando esta observacién, y

tomando en cuenta las igualdades (1.2) y (1.3), las condiciones de la decisiéon 6ptima de decodificacién
se reducen a:

X {o si P(rls =0) > P(rs = 1), (1.4)

"1 si P(ls=1) > P(rfs = 0).
Asumiendo que estamos sobre un canal simétrico binario con nivel de ruido f < 0.5, calculemos
P(r]s):
P(rls) = P(ryrar3ls)
= P(ryrars3it(s)) (t(s) es la codificacion de s)
= P(rimarslti (s)ta(s)ts(s))
= P(mlti(s)tz(s)tz(s)) - P(ralts (s)ta(s)ts(s)) - P(rslty(s)ta(s)ts(s))
(dado que 11, 72, T3 son independientes dos a dos)

= P(rlt1(s)) - P(r2lt2(s)) - P(r3lt3(s))
(debido a que 1 solo depende de ti(s),i=1,2,3)

N=3
= ] Priltats)),
i=1
donde N es el niimero de bits transmitidos en el bloque, y:

1—f, si ri=t4,
=70 T
7 1 1-

5
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Luego, considerando el cociente de probabilidades para las dos hipétesis de (1.4), tenemos:

Pirls =1) _ [Ti5° P(rilti(1)) H P(rilt;i (1)
P(rls =0) TIN5 P(rilt;(0)) P(ri/t;(0)) )

cada factor % esigual a ]—;f siti =1y 1 siri = 0. Asi, definimos el cociente:
1—f

Y=

Con lo que, dado f < 0.5 podemos decidir que valor otorgarle a § el bit de salida, tomando en cuenta
que:

e Si :Iz é% > 1 eso implica que P(r|s = 1) > P(r|s = 0) entonces P(s = 1jr) > P(s =0|r) yasi§ = 1.

. P(r|s=1)

< 1 eso implica que P(r|s = 0) > P(r|s = 1) entonces P(s = O|r) > P(s = 1|r) y asi

Por lo tanto, la decodificacién por mayoria de votos es la decodificacién 6ptima si asumimos que el
canal es un canal simétrico binario y que los dos posibles mensajes fuentes 0 y 1 son equiprobables.

Secuencia recibida v Cociente de probabilidades r}S 1 g Secuencia decodificada §
000 v3 <1 0
001 Y <1 0
010 y <1 0
100 vyl <1 0
101 vy >1 1
110 v >1 1
011 vy >1 1
m v3>1 1

Tabla 3: Resultados del algoritmo de decodificacién por mayoria de votos para R3.

La Tabla 3 muestra los resultados de la decodificacién aplicada a las posibles secuencias recibidas de
R3.

s 0 0 1 0 1 1 0
t 000 000 111 000 111 111 000
e 000 001 000 000 101 000 000
T 000 001 111 000 010 111 000
8 0 0 1 0 0 1 0
Errores corregidos 4
Errores no corregidos X

Tabla 4: Resultado de la decodificacion al vector recibido r.

Apliquemos el algoritmo de decodificacién al vector recibido r de la Tabla 2. Para el primer bloque
000, los tres primeros bits recibidos son todos 0, asi al decodificar este bloque obtenemos 0, aqui es
notable que no hay error que corregir. En el segundo bloque 001, hay dos 0’s y un 1, asi al decodificar
obtenemos 0, en este caso corregimos el error. Para el tercer bloque 111, todos los bits son 1, decodifi-
cando obtenemos 1, y nuevamente no habia error. Es observable que para los bloques de bits cuarto,
sexto y séptimo no hubo problema ni error de correcién. Sin embargo, para el quinto bloque 010, habia
dos bits 0 y un bit 1, al decodificar obtenemos 0, pero es claro que no corregimos el error, pues el bit
fuente en realidad fue 1. Veamos como result6é nuestra decodificacién, Tabla 4.



Observemos, que dicho algoritmo es capaz de corregir un solo error, y en donde haya dos errores o
mads esta decodificacién no tiene la capacidad de corregirlos, es decir, el error no sera corregido y de
esta forma el algoritmo fallara.

La probabilidad de error es determinada por las probabilidades de que dos o mds bits en un bloque
de tres sean intercambiados, la probabilidad de intercambio de dos bits de tres es f2 y la probabilidad
de intercambio de los tres bits es f3. Al considerar el caso para el c6digo de repeticién R3, tenemos 3
combinaciones de dos de tres bits que pudieran ser intercambiados para los que siempre sucede que
un bit sigue siendo el mismo con probabilidad (1 — f), por lo que la probabilidad de error estd dada
por 3f2(1 —f) + f3. En nuestro ejemplo, tenemos el canal simétrico binario con un nivel de ruido de
f = 0.1, asf al implementar el c6digo de repeticién R3 se tiene una probabilidad de error después de la
decodificacién, Py, ~ 0.03 por bit. Generalizando, la probabilidad de error para el c6digo R, el cédigo
de m repeticiones, donde m es impar, esta dado por:

m

m . .

P. = i1 _ pym—1i
b= D ( : ) (1 1)
j=—m+tl

Por lo tanto, la probabilidad de error es reducida al usar algin cédigo de repeticién R, en un canal
simétrico binario con nivel de ruido f, aunque no se asegura por completo que el mensaje de salida §
sea identico al mensaje fuente s.

1.2.4 Un ejemplo implementando el cddigo de repeticion R3 y el algoritmo de decodificacion por
mayoria de votos

Considérese una imagen binarizada como la Figura 4, ésta sera codificada con el cédigo de repeticion
R3, para luego afiadirle ruido al canal, finalmente la decodificamos usando el algoritmo por mayoria
de votos. Al final del programa realizado en el entorno de Processing 2 [FRo1], Cédigo 1, mostramos
los resultados de la ejecucion, las imagenes de salida, Tabla 5.

<IM

www fofm. suap.mx

Figura 4: Imagen fuente.

Codigo 1: Programa que muestra el resultado de una codificacién y decodificacién.

PImage img;
int w, h;
void setup()
{
img=loadImage("img_fuente.png");
img.loadPixels();
w=img.width;
h=img.height;
size(w,h);
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code();
}
int i=0, j=0;
float aux, P, pl=1.0, p2=1.0, p3=1.0;
float s; // bit fuente
float t1l, t2, t3; // bloque de bits transmitidos, t = t1t2t3
float rl, r2, r3; // bloque de bits recibidos, r = rlr2r3
float b; // bit salida
float f = 0.125; // nivel de ruido en el canal
float R; // cociente de probabilidades

void code()

{

println(wxh);
while(i<(wxh))

{

S

if(s==255) // codificacion de bit fuente s (codigo de repeticion R3)

= red(img.pixels[i]); // bit fuente

{
tl1 = 1;
t2 = 1;
t3 =1;
}//blanco
else
{
tl = 0;
t2 = 0;
t3 = 0;
}//negro

aux = int(random(7)); // *x

if(aux==0) // transmision de t por el canal con ruido e obteniendo r (r

{

rl = (t1+0) %2;

r2 = (t2+0) %2;

r3 = (t3+0) %2;
}
else if(aux==1) // 001
{

rl = (t1+0) %2;

r2 = (t2+0)%2;

r3 = (t3+1) %2;
}
else if(aux==2) // 010
{

rl = (tl+l) %2;

r2 = (t2+1) %2;

r3 = (t3+0) %2;
}
else if(aux==3) // 100
{

rl = (tl+l) %2;

r2 = (t2+0) %2;

r3 = (t3+0) %2;
}
else if(aux==4) // 101
{

rl = (t1+0) %2;

r2 = (t2+1) %2;

t+e)

xxx // 000
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r3 = (t3+0) %2;

}
else if(aux==5) // 110
{
rl = (t1+0) %2;
r2 = (t2+0) %2;
r3 = (t3+0) %2;
}
else if(aux==6) // 011
{
rl = (t1+0) %2;
r2 = (t2+40) %2;
r3 = (t3+0) %2;
}
else if(aux==7) // 111
{
rl = (t1+0) %2;
r2 = (t2+0) %2;
r3 = (t3+0) %2;
}

for(j=1; j>=0; j--) // decodificacion de r (decodificacion por mayoria de votos) sxxx

{

P = pl*p2xp3;
if(rl==j)
{

pl = 1-f;
}
else
{

pl = f;
}
if(r2==j)
{

p2 = 1-f;
}
else
{

p2 = f;
b
if(r3==j)
{

p3 = 1-f;
}
else
{

p3 = 1f;
}

R = P/(pl*p2*p3); // calculo de cociente de probabilidades sxxxx
println(R);

if(R<1.0) // decision optima **x*x
{
b = 0;
}//negro
else if(R>1)
{

9
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b = 255;
}//blanco

img.pixels[i] = color(b,b,b); // bit salida
R =1;
i++;
}
image(img,0,0);
save("img_salida.png");
}

a) Ruidos 001, 010 y 100. b) Ruidos 001, 010, 100 y 110.

<IM

wwaafofm. suapmx

c¢) Ruidos 001, 010, 100, 110y 111. d) Ruidos 001, 010, 100, 110, 011 y 101.
iy i 380

(i bt &k T t 3 =t

Tabla 5: Imagenes de salida con diferentes ruidos en el canal.

En la Tabla 5, mostramos diferentes salidas de la ejecucién del programa, Cédigo 1. Al observar la
imagen a), vemos que los bloques de ruidos contenian un solo error, pero al pasar por la decodificacién
estos fueron corregidos y la imagen resulto ser la misma que la trasmitida, en cambio para las imagenes
b), ¢) y d) no ocurrié lo mismo, ya que sabemos que estd decodificacién aplicada es capaz de corregir
un solo error, al encontrar més, esta decodificacién ya no es tan efectiva. Este proceso de codificaciéon y
decodificacién estudiado, en si nos ayuda un poco con el problema de la comunicacién, sin embargo no
es del todo confiable, por lo que es necesario estudiar otros algoritmos de codificacién y decodificacién.
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1.3 CODIGOS DE BLOQUE: CODIGOS DE HAMMING

Nos gustaria comunicarnos con probabilidad de error muy pequefia y con una tasa grande. ;Podemos
mejorar los cédigos de repeticion? ;Qué ocurre si afiadimos redundancia a los bloques de datos en
lugar de codificar un bit a la vez? Ahora estudiaremos un cédigo de bloque simple que sigue siendo
un cédigo detector-corrector de error.

Un cédigo de bloque es una regla para convertir una secuencia de bits fuente s de longitud k, en
una secuencia transmitida t de N bits de longitud. A esta secuencia transmitida t se le llamaréa palabra-
cédigo. Para anadir redundancia, hacemos N mas grande que k. En un c6digo de bloque lineal, los bits
extras M = N —k estdn en funcién de los k bits originales; estos bits extras son conocidos como bits
de chequeo de paridad. Ademds, la razén o cociente de proporcionalidad R = &, es llamada la tasa
del cédigo.

Un ejemplo de un cédigo de bloque lineal es el [7,4]-cédigo de Hamming, el cual transmite N = 7 bits
por cada k = 4 bits fuentes, tiene M = N —k = 7 —4 = 3 bits de chequeo de paridad, y una tasa de
R=F%=4.

Hablando un poco sobre la familia de cédigos de Hamming, estos cédigos fueron descubiertos por
dos personas por Marcel Golay en 1949 y por Richard Hamming en 1950. Quizdas esta familia sea la
mads famosa de todos los cédigos detectores-correctores de errores. Ademads, son lineales, faciles de
codificar y decodificar. En particular, todos los c6digos de Hamming binarios son equivalentes a los
codigos ciclicos, y algunos cédigos de Hamming no binarios también son equivalentes a los cédigos
ciclicos. En los siguientes apartados trabajaremos con el [7,4]-c6digo de Hamming binario.

1.3.1  Codificacién del [7,4]-cédigo de Hamming

El [7,4]-c6digo de Hamming es un cédigo de bloque lineal, en el que por cada secuencia fuente s
de longitud k = 4, es decir, s estd constituido de 4 bits (recodar que seguimos trabajando con los
digitos binarios 0 y 1), se transmitird una secuencia t (palabra-cédigo) de longitud N = 7 bits, donde
los M = 3 bits de chequeo de paridad estardn en funcién de los k = 4 bits fuentes. La operacién
de codificacién para el [7,4]-c6digo de Hamming estd mostrado en la siguiente representacién grafica,
Figura 5, [Macos3].

Figura 5: Representacion grafica de la codificacién del [7,4]-c6digo de Hamming.

Antes de continuar expliquemos que la paridad es la cualidad de ser par o impar de cualquier
numero, en el caso de una secuencia binaria tenemos:

e Paridad par: el valor asignado es 0 y esto se cumple cuando el ntimero de unos que tengamos
sea par o dicho de otra manera que la suma de esos unos sea 0 médulo 2.

e Paridad impar: el valor asignado es 1y esto se cumple cuando el ntimero de unos que tengamos
sea impar o que la suma de esos unos sea 1 médulo 2.

1"
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El [7,4]-c6digo de Hamming es descrito a continuacién a partir de la Figura 5. Dado un arreglo
s = 81525354 de cuatro bits, se obtendrd un arreglo t = tjtyt3tststet; de siete bits. El arreglo t de
los siete bits transmitidos estd representado en tres circulos intersectados. Los primeros cuatro bits
transmitidos tqt,t3t4, son iguales a los cuatro bits fuentes s1ss354, es decir, t1 = s1, t) = s, t3 =53
y t4 = s4, cuyos bits son colocados en las intersecciones de los circulos como se muestra en la Figura 5.
Luego, los tres bits de chequeo de paridad ts5tet; son colocados de tal manera que la suma de los bits
dentro del circulo siempre de 0 usando aritmética médulo 2: el primer bit de chequeo de paridad ts
es 0 si la suma de los primeros tres bits es par, y 1 si la suma es impar, claramente usando aritmética
moédulo 2, s1 + 52 + 53 = t5 (mdd 2), entonces de acuerdo a nuestra representacion grafica el primer
circulo en sentido de las manecillas del reloj representa el primer chequeo de paridad; el segundo bit
de chequeo de paridad t¢ es la paridad de los tres tltimos bits fuentes, s; + s3 +s4 = tg (méd 2) ,
con lo cual el segundo circulo representa al segundo chequeo de paridad; y el tercer bit de chequeo de
paridad t; es la paridad de los bits fuentes uno, tres y cuatro, s1 +s3 +s4 = t; (méd 2), y el tercer
circulo representa al tercer chequeo de paridad. Y asi, obtenemos la palabra-cédigo t = s1s2s354t5t4t7,
la cual es obtenida a partir de la codificacién por el [7,4]-c6digo de Hamming.

Ejemplo 1.6 Como un ejemplo, en la Figura 6 se muestra la palabra-cédigo transmitida t = 1000101
que fue obtenida para el caso s = 1000.

Figura 6: Palabra-cédigo t = 1000101, secuencia fuente s = 1000.

Es facil ver, que los primeros cuatro bits de t son los mismos bits de s, y luego los tres bits de chequeo de
paridad 101 se obtienen de las respectivas paridades de los circulos, es decir, s1 +s; +s3 = 1+0+0 =1
(méd 2) asits =1,s2+53+54 =04+0+0=0 (m6d 2) luegotg =0:ys1+s3+s4=14+0+0=1
(méd 2) obteniendo t; = 1. Por eso la palabra-cédigo obtenida de s = 1000 es t = 1000101.

La Tabla 6 muestra las palabras-cédigo t generadas por cada una de las 2 = 16 combinaciones de
los cuatro bits fuente, las cuales son las secuencias fuente s. Esas palabras-c6digo tienen la propiedad
especial de que cualquier par difiere uno del otro en al menos tres bits, que posteriormente se definird
como distancia minima.

S t S t S t S t
0000 0000000 0100 0100110 1000 1000101 1100 1100011
0001 0001011 0101 0101101 1001 1001110 1101 1101000
0010 0010111 0110 0110001 1010 1010010 1110 1110100
0011 0011100 0111 0111010 1011 1011001 1111 1111111

Tabla 6: Las 16 palabras-codigo t del [7,4]-c6digo de Hamming generadas por las secuencias fuente s.

Si denotamos a € como el conjunto de las palabras-c6digo, entonces el conjunto de las palabras-
cédigo para el [7,4]-cédigo de Hamming es:
€ ={0000000,0001011,0010111,0011100,0100110,0101101,0110001,0111010,

1000101,1001110,1010010, 1011001, 1100011, 1101000, 1110100,1111111}. (5)
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1.3.2  Visién general de codificacion para el [7,4]-codigo de Hamming

Debido a que el [7,4]-cé6digo de Hamming es un cédigo lineal, podemos escribirlo compactamente en
términos de matrices como sigue.

Dada la secuencia fuente s € F3, la palabra-cédigo t € € donde € es el conjunto de las palabras-
cédigo es obtenida desde s a partir de una operacién lineal, la cual iremos construyendo. Sea s un
vector renglén de longitud k = 4:

§ = (51152/ $3, 54)'

Como describimos en la Figura 5, la palabra-cédigo t de longitud N =7, t = (t1,t2,t3,t4,t5,t6, t7)
un vector renglén, estd determinada por s, con respecto a las relaciones:

t1 =51
t2 =s2
t3 =53
ty =584

ts =81 +5s2+ 53
te =s2+s3+ 54

t;7 =s1+s3+s4

ahora, consideremos a sy, s2, s3 y s4 variables libres tales que s1,s2,s3,54 € F, = {0,1}. Para lo
siguiente usaremos el superindice T que significa transpuesto(a). Entonces:

t S1 1 0 0 0

t So 0 1 0 0

t3 S3 0 0 1 0
t! = th | = S4 =351 |0 4+s2|0]+s3|0]|+s4]|1

ts s1+5s2+5s3 1 1 1 0

tg S2+s3+5s4 0 1 1 1

ts S1+S3+S4 1 0 1 1

Denotemos lo siguiente:

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0
g1=|(0], g=|0|, 9¢3=]0 y ga=|1 (1.6)

1 1 1 0

0 1 1 1

1 0 1 1

Los vectores g1, g2, g3 y ga son linealmente independientes, y dichos vectores generan a € lo cual
denotamos por C = [{91 ,92, 93, 94}} , eso implica que B ={g1, 92,93, 94} esbase de Cy asila dim C = 4.
Luego, la matriz generadora del c6digo esta formada por los vectores (1.6):

91 1000 1 01
g2 o100 110

C=lgs|=lo o1 01 11 (.7)
94 0001 011

Notar que las primeras cuatro columnas de G forman la matriz identidad de tamafio 4 x 4, esto es:

’ (18)

£

|
c oo =
oo —=o
©c - oo
— o o o

13
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y denotemos las columnas restantes como una matriz transpuesta PT donde P € M344(IF,) tal que:

1 0 1
1 1 0
T _
P’ = 11 71 (1.9)
0 11
Entonces, con lo analizado escribimos a la matriz generadora G € M7« 4(F2) (1.7) como:
G= {14 | PT}, con I4 definida en (1.8) y PT definida en (1.9). (1.10)
Definida la matriz G, podemos escribir lo siguiente:
81 ! t\
10001 01 2 2
G- )01001107 3 7t3 .
§G = (81,82,83,84 001 0 1 1 1 - +S4+ - t4 -
0001011 517752783 5
$2 +S3+S4 tg
S1+S3+S4 ts
Por lo tanto, todas las palabras-cédigo t son obtenidas de la siguiente operacién lineal:
t =sG, con s € ]F‘Z1 y G la matriz generadora definida en (1.10), (1.11)

dicha operacién de codificacion (1.11) usa aritmética médulo 2, es decir, la suma y multiplicacién
definidas sobre el campo F, ={0, 1}

+]0 1 o 1
00 1 0jo o
11 0 110 1

Mas atin, en la operacién de codificacién (1.11) asumimos que s y t son vectores renglén, ahora, si s
y t fuesen vectores columna, entonces esta operacion es remplazada por:

t=GTs, (1.12)

donde GT es la matriz generadora transpuesta del c6digo, dada como:

1000
01 0 0

. 00 1 0
GT:[;}:OOO1
1110
01 1 1
10 1 1

Ambeas relaciones (1.11) y (1.12) determinan el mismo conjunto de soluciones C de las palabras-
c6digo (1.5) para el [7,4]-cédigo de Hamming. € constituye un subespacio del espacio vectorial IF5
sobre el campo IF;, llamado cédigo de bloque lineal binario.

1.3.3 Decodificacién del [7,4]-cédigo de Hamming

Cuando se estudia una codificacién més complicada s — t, la tarea de decodificar el vector recibido
T se vuelve menos simple. Debemos recordar que cualquiera de los bits pueden ser intercambiados,
incluidos los bits de paridad. Si asumimos que el canal es un canal simétrico binario (CSB) y que todos
los vectores fuentes son equiprobables, entonces la decodificacién éptima identifica el vector fuente s
cuya codificacién t(s) difiere del vector recibido r en pocos bits.

Se puede resolver el problema de decodificacién, Figura 7, midiendo qué tan lejos estd v de cada una
de las dieciséis palabras-cédigo en la Tabla 6 y entonces escogemos el méas cercano. ;Hay un camino
mas eficiente de encontrar el vector fuente mas probable?
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Figura 7: ;t y r son iguales o qué tan similares son?

1.3.4 Sindrome de decodificacidn para el [7,4]-cédigo de Hamming

Para el [7,4]-c6digo de Hamming existe una solucién grafica al problema de decodificacién, basado
en la Figura 5 de codificacién, [Maco3]. En las secciones anteriores 1.3.1 y 1.3.2 acabamos de estudiar
como realizar la codificacién para este c6digo, obteniendo asi la palabra-cédigo t = titatstatststy,
ahora estudiaremos su decodificacién, entonces dada la palabra-cédigo t la cual es transmitida sobre
un canal simétrico binario y es afectada por la presencia de ruido e = ejezezesesege7, obteniendo asi
la secuencia recibida r = 1111314757677, con T = t+ e (mdOd 2), esta secuencia r va ser decodificada
para hallar el vector de salida § = §15,8384, y el vector de salida § tiene que ser lo més idéntico posible
al vector fuente s.

La tarea de decodificacién es encontrar los bits que fueron intercambiados, es decir, aquellos que no
satisfacen las reglas de paridad. El patrén de error cuando no se satisfacen los chequeos de paridad es
llamado sindrome, y pueden ser escritos como un vector binario z = z1z3z3, cuyas componentes del
vector tienen valor de, 1 si el chequeo de paridad no es satisfecho 6 0 si es satisfecho, pasando a través
de los chequeos en el orden de los bits 15, 16 y 17.

Z1

z3 z2

Figura 8: Vector recibido r = r1 113714757677 con su sindrome z = z1z5z3.

La decodificacion del [7,4]-cédigo de Hamming es descrito a continuacién con ayuda de la Figura
8. Nuestro objetivo es comprobrar que se cumplan las siguientes igualdades 1 +12+713 =715, 12+
T3+T4 =76 y T1+713+714 =717, para lo cual basta con checar la paridad de vy +72 + 713+ 75,
T2 +13+T14+76 y T1+713+714+77; v luego tomar una decisiéon 6ptima. Entonces al obtener la
palabra recibida r = r1121314757T67T7 NOs concentramos en los 4 bits que estdn en el primer circulo (en
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sentido de las manecillas del reloj) de la Figura 8, es decir, en 11171375, entonces al sumar los bits
tenemos que 11 + 712 + 713 + 15 = 0 si la cantidad de 1’s es par, o bien, 11 + 1, +13 4+ 15 = 1 si la cantidad
de 1’s es impar. Al obtener 0 de la suma diremos que la igualdad 1 + 1, + 13 = 15 se cumple, pero en
caso de obtener 1 de la suma diremos que la igualdad 11 + 12 + 13 = 15 no se cumple y ademas que
alguno de los bits involucrados posiblemente fue intercambiado. Al final de dicho analisis obtenemos
el primer bit z; que forma parte del sindrome z. A esto nos referimos al decir que estamos realizando
el chequeo de paridad. Ahora, este proceso se repite para los 4 bits del segundo circulo 1131416 COn
lo cual obtenemos el bit z,, y para los 4 bits del tercer circulo ryr31417 obteniendo el bit z3. Una vez
realizado esto tenemos al sindrome z = z1z,z3 que nos dard una idea de cual es el bit intercambiado y
poder tomar la decisién 6ptima.

Sindrome z 000 001 010 011 100 101 110 111

Bit intercambiado ninguno 17y T4 T4 Ts5 T T T3

Tabla 7: Sindrome de decodificacién para llevar a cabo la toma de decisién 6ptima.

La Tabla 7 muestra los resultados del algoritmo de decodificacién para el [7,4]-cédigo de Hamming,
enlistando el vector sindrome z junto con el bit intercambiado, y obteniendo esto, es posible tomar la
decision 6ptima de decodificacién, siempre y cuando solo se haya afectado a un bit del bloque.

Ejemplo 1.7 Como un primer ejemplo para ilustrar la decodificacién del [7,4]-c6digo de Hamming,
asumimos que la palabra-cédigo transmitida fue t = 1000101, que es tomada del Ejemplo 1.6 de
codificacién, y que el ruido e = 0100000 afecta al segundo bit, asi el vector recibido es r =t+e =
1000101 4+ 0100000 = 1100101. Escribimos el vector recibido r = 1100101 dentro de los tres circulos
como mostramos en la Figura 9.

Figura 9: r = 1100101 es el vector recibido.

Verifiquemos si el chequeo de paridad de cada circulo es par, en caso de no obtener chequeo de
paridad par, los circulos de los cuales su paridad sea impar son trazados en lineas punteadas como se
muestra en la Figura 10. En si, el sindrome para cada chequeo de paridad de los circulos es z = (1,1,0),
porque los primeros dos circulos (en sentido de las manecillas del reloj) tienen chequeo de paridad
impar, esto es, paridad 1, recordar que para calcular el chequeo de paridad del primer circulo debemos
sumar los bits dentro de éste, asi 11 + 12 +13+15 =14+ 1+0+1 =1, la suma de los bits del segundo
circuloes 1y +13 +14+715 =14+ 0+0+0 = 1; y el tercer circulo tiene chequeo de paridad par, es decir,
paridad 0, porque la suma de los bits de este circuloes 11 +13+14 +17 =14+0+0+1 =0, (no olvidar
que las operaciones usan aritmética médulo 2).
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Figura 10: El sindrome es z = (1,1,0), porque tenemos dos circulos de chequeo de paridad impar y solo uno de
chequeo de paridad par.

Para resolver la tarea de decodificacién, nos planteamos la siguiente pregunta: ;podemos encontrar

al bit que fue intercambiado dentro de todos los circulos de chequeo de paridad impar y fuera de todos
los circulos de chequeo de paridad par?
Si es asi, el bit intercambiado seria la causa o razén del sindrome observado. En este caso el bit 1, = 1
afecta dentro de los dos circulos de chequeo de paridad impar y no afecta el circulo de chequeo de
paridad par, Figura 11, ningtn otro bit tiene esta propiedad, asi v, = 1 es el tinico bit capaz de explicar
el sindrome z = (1,1, 0).

Figura 11: v =1 es el bit capaz de explicar el sindorme z = (1,1,0).

Para hallar el bit que fue intercambiado, r, = 1 mostrado en la Figura 11, dada la Figura 9, pro-
cedemos de la siguiente manera: lo primero que debemos realizar (como ya lo hicimos) es calcular
el chequeo de paridad de cada circulo, y obtuvimos que los dos primeros circulos tienen chequeo de
paridad impar y el tercero chequeo de paridad par, esto es, sindrome z = (1,1,0), Figura 10; ahora
descartaremos todos los bits que estdn en el circulo de chequeo de paridad par, para este caso los bits
descartados son 11 = 1,13 =0, 174 =0y r7 = 1, con esto los tinicos sospechosos son r; =1, 15 =1
y 16 = 0 que estdn en los circulos de chequeo de paridad impar excluyendo la interseccién con el
circulo de chequeo de paridad par, ilustrado en la Figura 12. Finalmente teniendo los bits sospechosos,
pondremos nuestra atencién en el bit que esta en la interseccién, v, = 1, pues éste pareciera ser el bit
que provoca que la paridad de estos circulos resulte ser impar, nuestra idea se basa en esto debido a
que al haber realizado la codificacién teniamos en cuenta que se obtenia un chequeo de paridad par en
cada circulo. Por lo tanto, habremos encontrado el bit intercambiado, r; = 1, Figura 11.
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Figura 12: vy, v3, 14 y 17 son los bits descartados (¥*); y 72, 5 y 16 son los bits sospechosos (4).

Y por tltimo cambiaremos el valor de este bit r; = 1 por v, = 0, como en la Figura 13, obteniendo
asi, chequeo de paridad par en cada circulo.

Figura 13: El valor de r, = 1 es cambiado por r, = 0, obteniendo asi paridad par en cada circulo.

Entonces la secuencia resultante de la decodificaciéon de r = 1100101 es 1000101, ademads, después de
haber tomado la decisién 6ptima de decodificacién concluimos que la secuencia de salida es § = 1000,
y es exactamente la misma que la secuencia fuente s = 1000.

Trabajemos con un par de ejemplos mas.

Ejemplo 1.8 Tomando la misma secuencia transmitida del Ejemplo 1.7, t = 1000101, sea ahora la
secuencia recibida r = 1000001, como se muestra en la Figura 14, aqui ocurre que el bit transmitido ts
el cual es uno los bits de chequeo de paridad, es intercambiado por el ruido, el cual fue e = 0000100.

Realizando un analisis similar al anterior, vemos que z = (1,0, 0) pues el primer circulo tiene chequeo
de paridad impar, y que el segundo y tercer circulo tienen chequeo de paridad par; descartando los
bits que estan en los circulos de chequeo de paridad par, solo nos queda el bit r5 = 0, que es el posible
bit sospechoso que afecta dentro de ese circulo de chequeo de paridad impar y fuera de los otros
dos circulos de chequeo de paridad par, asi 5 es identificado como el tinico bit capaz de explicar el
sindrome z = (1,0,0).
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Figura 14: Decodificacién de la secuencia recibida r = 1000001.

Cambiando este bit r5 = 0 por r5 = 1, obtenemos la secuencia resultante 1000101 de la decodificacién
de v = 1000001, Figura 15, entonces la secuencia de salida es § = 1000, donde la decodificacién volvié
a ser Optima pues se corrigio el error, debido a que podemos verificar que la secuencia fuente s = 1000
es idéntica a la de salida.

Figura 15: Resultado de la decodificacion.

Ejemplo 1.9 Nuevamente tomemos a la secuencia transmitida t = 1000101, y ahora supongamos que el
bit central 3 es el bit intercambiado, es decir, es el afectado por el ruido e = 0010000, luego la secuencia
recibida es r = 1010101. Continuando con su decodificacién calculamos el chequeo de paridad de cada
circulo, tenemos que los tres circulos tienen chequeo de paridad impar, como mostramos en la Figura 16.
Ahora, para identificar al bit intercambiado nos fijaremos en el bit que esta en la interseccién de los tres
circulos, ya que ese bit interviene en los tres chequeos de paridad, asi el bit r3 = 1 es identificado como
el bit sospechoso que afecta dentro de los tres circulos y es capaz de explicar el sindrome z = (1,1, 1).

Una vez identificado el bit intercambiado r3 = 1, modificaremos su valor por r3 = 0, con lo que
después de la decodificacion de r = 1010101 obtenemos la secuencia resultante 1000101, Figura 17,
entonces la secuencia de salida es § = 1000 la misma que la secuencia fuente s = 1000, con lo que
podemos decir que la decodificacién volvié a resultar 6ptima.
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Figura 16: Cuando el bit 3 es afectado por el ruido, ocurre que los circulos tienen paridad impar.

Finalmente, en la Figura 17 mostramos que la paridad de cada circulo vuelve a ser par pues en este
caso el error fue una vez mds corregido.

Figura 17: Al corregir el error la paridad de cada circulo vuelve a ser par.

Notemos que en los tres ejemplos anteriores, era un solo bit el intercambiado o afectado por el ruido,
entonces si tratamos de intercambiar alguno de los 7 bits, encontraremos que un sindrome diferente
es obtenido en cada caso, siete sindromes no-cero, uno para cada bit. Hay otro sindrome, el sindrome
cero que indica que ningtn bit fue intercambiado. Asi, si el canal es un canal simétrico binario con
un nivel de ruido pequefio f, la decodificacién éptima de no intercambiar més de un bit, depende del
sindrome, como mostramos en la Tabla 7. Sin embargo, también ocurre que cada sindrome podria ser
causado por otro patrén de ruido, pero cualquier otro patrén de ruido que tenga el mismo sindrome
podria ser menos probable porque eso involucraria un gran niimero de eventos ruidosos.

Nuestra siguiente pregunta serfa: ;qué ocurre si el ruido realmente intercambia més de un bit?
Abordemos un ejemplo.

Ejemplo 2.0 Consideremos la situacién cuando dos bits r3 y v7 son intercambiados, dado una vez maés
t = 1000101 con s = 1000, y sea el ruido e = 0010001 que afectard a dos bits, r3 y 17, tenemos que
T = 1010100 como se ilustra en la Figura 18.
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Figura 18: Situacién cuando dos bits son afectados por el ruido, r3 y 7.

Calculando el sindrome z = (1,1,0) obtenemos dos circulos de chequeo de paridad impar y uno de
chequeo de paridad par, como se ilustra en la Figura 19.

Figura 19: El sindrome para este caso es z = (1,1,0) con lo cual se estaria diciendo que el bit sospechoso es 13,
pero sabemos que ese bit no es el intercambiado.

Como el sindrome es z = (1,1,0), hace sospechoso al bit r, de acuerdo a la Tabla 7, entonces
al aplicar el algoritmo de decodificaciéon Optima para ese supuesto bit intercambiado, en realidad
obtenemos como resultado una secuencia decodificada con tres errores como mostramos en la Figura
20. Estarfamos diciendo que la secuencia resultante de la decodificacién de r = 1010100 es 1110100
cuando la secuencia transmitida fue t = 1000101, més atn la secuencia de salida resulta ser § = 1110,
pero en realidad sabemos que la secuencia fuente fue s = 1000, y en este caso concluimos que no
resulté Optima la decodificaciéon pues en lugar de corregir los dos errores, produjimos tres errores y
obtuvimos algo muy distinto de la secuencia inicial.
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Figura 20: Decodificaciéon no satisfactoria.

Con esto podemos decir, que si usamos el algoritmo de decodificacién optima, cualquier patrén de
error con 2 bits intercambiados por el ruido, conducird a una decodificacién con un vector de 7 bits
que contendra tres errores.

1.3.5 Visidén general de decodificacién para cédigos lineales:
Sindrome de decodificacién

También podemos describir el problema de decodificacién para un cédigo lineal en términos de matri-
ces; nuevamente usaremos la notacién del superindice T que indica transpuesta(o) segin sea el caso.

Dado r el vector recibido:
T= (T1 ,72,73,74,75,T6, T7) .

Los primeros cuatro bits recibidos, 11,1374, sSe proponen ser los cuatro bits fuente, y los tres tltimos
bits recibidos 571677, se proponen ser las paridades o los bits chequeos de paridad de los bits fuente,
como estd definido por la matriz generadora G (1.7). Evaluamos los tres bits de chequeo de paridad
para los bits recibidos, r1721374, y veamos si ellos corresponden a los tres bits recibidos r57¢77, es decir,
tenemos que verificar si se cumplen las siguientes igualdades:

Ts =T1+T2+7T3
Te =T2+7T3+T4
T7 =T1+713+T14

El sindrome z = (z1,z2,23) " del vector recibido r, esta dado por:

Z1=T1+T2+71T3—7T5
Z2 =T2+T3+T4—T6 (1.13)
Z3 =T1+T3+T4—T7

luego, por aritmética médulo 2:
Ty +T2+T3+T5 =29

T2 +T1T3+T4+T6 =22
TN +T3+T4+77 =23
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Del sistema de ecuaciones anterior (1.13), podemos obtener su representacién matricial:

T

T2

T3 21

4|l =12z21. (1.14)
T5 Z3

Te

T7

—_
o

— o
(@ Qg
—
—_ = O
o o =
o = O
—_ O

Definimos a H como la matriz de chequeo de paridad del cédigo dada por:
T 110100
H=(0 1 1 1 0 1 0]. (1.15)
T 0110 01

Notar que las tres tltimas columnas de H forman la matriz identidad de tamario 3 x 3:

10 0
I3=(10 1 0}, (1.16)
0 0 1

y definamos las primeras cuatro columnas de H como la matriz P donde P € M3y 4(IF,):

1110
pP={({0 1 1 1], (1.17)
10 1 1

luego, podemos escribir a la matriz de chequeo de paridad H € M3 7 (1.15) como:
H= [P \ 13}, con P definida en (1.17) e I3 definida en (1.16). (1.18)
Antes de continuar con el andlisis de la decodificacién, es importante observar que la matriz genera-
dora G del codigo, esta asociada con la matriz de chequeo de paridad H del cédigo. Recordar que G
fue definida en (1.10) como:
G= {14 | PT},

donde 14 es la matriz identidad 4 x 4 y Pl = con P € M3y4(F,). Ahora, la matriz trans-

C — - -
_ —_ a o
_—_— O =

11
puestade PTesP= [0 1
1 0
de chequeo de paridad H = [P \ 13} definida en (1.18).

10
1 1],y eslamisma P definida en (1.17), la cual forma parte de la matriz
11

Esto es, si tenemos G = {14 | PT} donde I, es la matriz identidad de tamafio 4 x4y P € M344(IF;)

entonces H = [P | 13] donde P € M344(F;) e I3 es la matriz identidad de tamafio 3 x 3, y viceversa.

Cuando esto ocurre, para un cédigo lineal binario, se dice que G es la matriz generadora estdndar del
cédigo y H es la matriz de chequeo de paridad estandar del cédigo.

Continuando con el andlisis de la decodificacién, definida la matriz H, podemos escribir la represen-
tacion matricial (1.14) como:

Hr' = z,

asfi, el célculo del vector sindrome z es una operacién lineal.
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e Si el sindrome es cero, es decir, z = (0,0,0) = 6, lo cual ocurre si los tres bits de chequeos de
paridad son satisfechos, esto es:

Hr' = 6,

entonces el vector recibido r es una palabra-cédigo en C, y la decodificacién més probable esta
dada al leer esos primeros cuatro bits, esto es, el vector de salida serfa § = (r1,72,713,74).

e Si el sindrome no es cero, es decir, z # 0, lo cual ocurre si alguno de los tres bits de chequeos de
paridad no fue satisfecho, esto es:

Hr' =+ 0,

entonces las secuencias de ruido para este bloque no fue cero, y el sindrome es el punto mds
probable de patrén de error.

Podemos decir que todas las palabras-cédigo t = sG del cédigo C satisfacen:
Ht" =0. (1.19)

Luego, desde que el vector recibido 1 estd dado por r =t + e = sG + ¢, donde e es el ruido, y para el
problema de la decodificacién del sindrome tenemos que verificar:

Hr' =z = H(t+e)T =z (puest=t+e)
= Ht' +He' =2z (usando la propiedad de linealidad)
= 04+He' =z (por (1.19))
= He' =z

Con lo que el problema de decodificacién se reduce a encontrar el vector de ruido més probable e que
satisface la ecuacion:

He'! =z

El algoritmo de decodificacién que resuelve este problema es llamado un decodificador de maxima
probabilidad.

1.3.6  ¢(Qué ocurre con la probabilidad de error para el [7,4]-cédigo de Hamming?

Resulta ser que este codigo detector-corrector de error, nos referimos al [7,4]-c6digo de Hamming, al
igual que el cédigo de repeticion Rz, s6lo es capaz de corregir un error, entonces posiblemente cada
vector recibido de longitud de 7 bits es alguna de las palabras-cédigo de C, u ocurre que algunos
de sus bits fueron intercambiados y no fue exitosa la decodificacién, obteniendo un vector de salida
incorrecto. Las probabilidades de error no cambian mucho, pero las tasas de los cédigos si difieren
mas notablemente pues para el c6digo de repeticién R la tasa es R = & = % y para el [7,4]-c6digo de
Hamming es R = % = %, con lo que somos capaces de decir que si se consigue mejorar los cédigos de

repeticién usando los cédigos de bloque.

Como ya hemos estudiado hay tres restricciones de paridad, y cada una podria o no ser satisfecha,
luego se tienen 23 = 8 sindromes distintos. Pueden ser divididos en siete sindromes no cero, uno para
cada bit de los patrones de error, y el sindrome cero, correspondiente al caso en el que el ruido fue
cero y ningtin bit fue afectado.

La tarea de decodificacién 6ptima no acttia si el sindrome es cero, de suceder lo contrario usamos
los resultados del algoritmo de decodificacién mostrado en la Tabla 7 para hallar el bit sospechoso que
fue intercambiado.

Obtenemos un error de decodificacién si el vector de salida § no es igual al vector fuente s, es decir,
si uno o mds de los cuatro bits de salida §1, 82, §3, §4 decodificados no corresponden a los bits fuente
1, 82, 83, S4. Luego, la probabilidad de error por bloque Py es la probabilidad de que uno o maés bits
decodificados en un bloque falle al hacer la correspondencia con los bits fuente:

PB = P(g 7é S).
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La probabilidad de error del bit Py, es la probabilidad promedio de que un bit decodificado falle al
hacer la correspondiencia al bit fuente:

K
1 .
Po =1 D P(3i # s0).
i1

En el caso del [7,4]-c6digo de Hamming, un error de decodificacién ocurrird cuando el ruido ha
cambiado mds de un bit en un bloque de 7. La probabilidad de error por bloque es por tanto la
probabilidad de que dos o mds bits sean intercambiados en el bloque. Esa probabilidad es de orden
O(f?), como ocurrié en la probabilidad de error para el codigo de repeticién R3. Pero la buena noticia
es que el cédigo de Hamming se comunica con una mayor tasa, R = %, con lo cual mejoramos la

transmision del mensaje.

1.3.7 Simetria del [7,4]-cédigo de Hamming

Para probar que el [7,4]-c6digo de Hamming protege todos los bits igualmente, comencemos con la
matriz de chequeo de paridad Hj:

1110100
Hy=(0o 111010 (1.20)
101 10 0 1

La simetria entre los siete bits transmitidos serd mads facil de ver si reordenamos los siete bits usando
la siguiente permutacién o:

o= <t] ty t3 tg ts5 tg t7> (1.21)
ts tr t3 tg4 t1 tg ty
Entonces reescribimos Hj (1.20) como:
1 1 01 00
H,=10 1T 1T 1 0 1 0 (1.22)
0 0 1T 1 0 1

Al comparar las matrices H; en (1.20) y H, en (1.22), observamos que las matrices no son iguales,
entonces es légico pensar que el conjunto de soluciones para H; es distinto del conjunto de solucio-
nes para H;, y estarfamos obteniendo dos cédigos €y y C;, respectivamente. Y esto no seria lo mds
apropiado porque ya no trabajariamos sobre el [7,4]-c6digo de Hamming. Sin embargo, resulta ser
que dos cédigos €y y €, son equivalentes si uno se obtiene a partir del otro por una permutacién de
los componentes de sus palabras-codigo. De esta manera, Hy y H, generan el mismo cédigo (salvo
equivalencia).

Ahora, si tomamos cualesquiera dos restricciones de paridad que satisfacen t de la nueva matriz H,
(1.22), y los sumamos, conseguimos otra restricciéon de paridad. Por ejemplo, el renglén 1 de (1.22),
ts +t2 +1t3+1t1 =0y el renglon 2 de (1.22), t2 + 13 +t4 +tg =0, y la suma de esas dos restricciones
es:

ts +2t) +2t3+t1 +tg +tg =0 (1.23)
usando aritmética médulo 2 simplificamos la ecuacién anterior (1.23) obteniendo:
ts+ti+ta+tg=0

la cual podremos afiadirla a la matriz chequeo de paridad H; (1.22) como un cuarto renglén, el conjunto
de vectores que satisfacen H 5>tT = 0 no cambia, pues esta nueva restriccion es resultado de la suma de
dos restricciones de H,. Por lo tanto definimos:

(1.24)

O = =
C = = .
Y )
_—_— O =
— o = o
o -0 o
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Asi, el cuarto renglén de Hj en (1.24) es la suma médulo 2 del primer y segundo renglén de H;. Notar
que el segundo, tercer y cuarto renglén son todos desplazamientos ciclicos del renglén de arriba. Si des-
pués de haber afiadido la cuarta restriccién redundante, descartamos la primera restriccién, obtenemos
una nueva matriz de chequeo de paridad:

0111010
HY=|0 01 1 1 01 (1.25)
1001110

la cual atin satisface Hyt" = 0 para todas las palabras-codigo. Esto se da, porque el conjunto de
soluciones para H, y HJ son equivalentes, pues notemos que todas las columnas de H, han sido
intercambiadas a la derecha, y la columna del extremo derecho ha reaparecido a la izquierda, esto es,
una permutacién ciclica de las columnas, obteniendo asi a HY' (1.25).

Esto establece la simetria entre los siete bits, ya que si iteramos el procedimiento anteriormente dicho
cinco veces mds, podemos hacer un total de siete matrices diferentes para el mismo cédigo original,
bajo el término de equivalencia, donde cada matriz asigna a cada bit un rol distinto.

Pudiéramos también construir la matriz de stper-redundancia de siete renglones de chequeo de
paridad para el c6digo, la cual es:

11710100
0111010
0011101
HY =100 1 110 (1.26)
0100111
10100 11
117010 0 1

Esta matriz H)” (1.26) es redundante en el sentido que, al reducir la matriz a su forma escalonada,

tenemos que el nimero de renglones linealmente independientes, es 3, luego el rango(H)') = 3,y
ademads, su espacio generado es un espacio de dimensién 3.

Observamos que esta matriz es una matriz ciclica. Cada fila es un corrimiento ciclico hacia la derecha
de la fila superior. Y la dicha matriz nos da lugar a la siguiente definicién.

1.4 CODIGOS cicLICOS

Si hay un ordenamiento de los bits de las palabras-cédigo, tal que un cédigo lineal tiene una matriz de
chequeo de paridad ciclica, entonces el cédigo es llamado un cddigo ciclico.

Definicién 1.2. Un cddigo lineal C C F} es un cédigo ciclico si, para cada palabra-cédigo ¢ = (co,c1,¢2,...,
cn—1) € C, el corrimiento ciclico a la derecha de c, implica que (cn—1,¢co,¢1,...,cn—2) € C.

Por ejemplo, el siguiente cédigo lineal con 16 palabras-cédigo es un cédigo ciclico, ya que satisface
la Definicién 1.2:

€y ={0000000,1110100,0111010,0011101,1001110,0100111,1010011, 1101001,
1011000,0101100,0010110,0001011,1000101,1100010,0110001, 1111111},

Ahora, si usamos la permutacién o definida en (1.21), que indica que permutando la primer compo-
nente por la quinta componente de cada una de las palabras-cédigo del cédigo ciclico €y, obtenemos
las palabras-cédigo que se enlistan en la siguiente Tabla 8, y a tal c6digo lo denotamos como €;:
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€ | [
00000001[0000000
1110100 1110100
01110101(0111010
0011101 (1011001
1001110 1001110
0100111 (1100011
1010011 0010111
1101001 01011071
1011000 0011100
01011001([1101000
00101101([1010010
0001011 ([0001011
1000101 (10001071
1100010 0100110
0110001 1([0110001
T111111 1111111

Tabla 8: Permutacion de las palabras-cédigo del cédigo ciclico €y para obtener el cédigo €.

Al aplicar la permutacién sobre €7, obtenemos 16 nuevas palabras cédigo, pero en realidad este
nuevo cédigo lineal C; es el [7,4]-c6digo de Hamming, el cual podemos verificar con el conjunto dado
en (1.5). Esto es, el [7,4]-c6digo de Hamming, consiste de 7 desplazamientos ciclicos de las palabras-
coédigo 1110100 y 1011000, y las palabras-c6digo 0000000 y 1111111. De tal manera, el [7,4]-cédigo de
Hamming es equivalente a un cédigo ciclico bajo una permutacién.

1.5 GRAFOS CORRESPONDIENTES A cODIGOS

Al disefiar un cédigo detector-corrector de error y un algoritmo de decodificacién, posiblemente nos
demos cuenta que es mads ficil inventar un nuevo cédigo que hallar su decodificacién éptima. Existen
varios caminos para disefiar cédigos, y lo que sigue es una de las maneras de construir un nuevo
codigo.

En la subseccioén 1.3.1 introdujimos una representacion gréfica del [7,4]-c6digo de Hamming, Figura
5. Si observamos esa figura veremos que en cada uno de los circulos hay cuatro bits de la palabra-
cédigo transmitida, estos cuatro bits determinan el chequeo de paridad de cada uno de los circulos,
entonces lo que haremos es reemplazar cada uno de los bits transmitidos por un nodo bit y conectar los
cuatro nodos bit que estan en cada circulo por un nodo chequeo de paridad, como en la Figura 21.

@) Nodo bit

B Nodo chequeo de paridad

Figura 21: Cada circulo tiene un nodo chequeo de paridad que conecta a cuatro nodos bit.
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Entonces, al prescindir de los tres circulos y nombrar a cada nodo bit y nodo chequeo de paridad,
obtenemos una representacién del [7,4]-c6digo de Hamming por un grafo bipartito como se muestra
en la Figura 22, [Macos].

t7 ts

S4

Figura 22: Grafo bipartito del [7,4]-c6digo de Hamming.

Los 7 circulos pequefios nombrados nodos bit son los 7 bits transmitidos. Los 3 cuadrados pequefios
son los nodos chequeo de paridad, es decir, los nodos restriccién (no deben ser confundidos con
los 3 bits de chequeo de paridad, los cuales son los 3 circulos mads periféricos). El grafo es un grafo
bipartito porque sus nodos se subdividen en 2 clases -bits y chequeos- y las aristas unen nodos de
clases diferentes.

Muchos cédigos pueden ser representados mediante un grafo bipartito. La conexién que existe entre
los coédigos lineales y los grafos bipartitos es la matriz de chequeo de paridad H, en donde cada nodo
chequeo de paridad corresponde a una fila de H y cada nodo bit corresponde a una columna de H, y
por cada 1 en H, existe una arista entre el correspondiente par de nodos. Entonces, dada la matriz de
chequeo de paridad H definida en (1.15):

S1 52 s3 sS4 t5 tg t7

cp1 /1 1. 1.0 1 0 0

H = cpa(0 1 11010
cp3\1 0 1 1 0 0 1

podemos ver cémo la matriz que describe al [7,4]-c6digo de Hamming también puede describir al
grafo bipartito ilustrado en la Figura 22.

Una vez establecida esta conexion entre c6digos y grafos, un camino para construir cédigos lineales
es simplemente pensar en un grafo bipartito.

Nodo bit

Nodo restriccién

Figura 23: Grafo bipartito asociado al (30, 11]-c6digo dodecaedro.
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Por ejemplo, un grafo bipartito interesante puede ser formado por poligonos regulares, como dos
pentdgonos y un decdgono. Ahora, si por cada vértices colocamos un nodo restriccién y a la mitad de
cada arista un nodo bit, conseguimos el grafo bipartito ilustrado en la Figura 23.

Esta construccién define una matriz de chequeo de paridad en la cual cada columna tiene peso 2
y cada renglén tiene peso 3. El peso de un vector binario es el ntimero de unos que éste contiene.
Este cédigo tiene N = 30 nodos bit, y al parecer M = 20 nodos restriccién, pero solo hay M =
19 nodos restricciéon independientes; el vigésimo nodo restriccién es redundante pues dado que 19
nodos restriccién se satisfacen, entonces el vigésimo se cumple; luego el nimero de bits fuente es
k=N—-M =30—-19 = 11. Ademads, con el grafo bipartito podemos formar un poliedro con doce caras,
un dodecaedro. Por lo tanto, el c6digo que define se le conoce como (30, 11]-c6digo dodecaedro.

Es dificil hallar un algoritmo de decodificacién para este c6digo, pero podemos estimar las probabi-
lidades de error encontrando las palabras-cédigo de peso més bajo. Si intercambiamos todos los bits
rodando una cara del dodecaedro original, entonces todos los nodos restriccion serdn satisfechos; asi el
cédigo tiene 12 palabras-c6digo de peso 5, uno por cada cara. Como el peso mds bajo de las palabras-
coédigo es 5, decimos que el cédigo tiene distancia d = 5, el [7,4]-c6digo de Hamming tiene distancia
d = 3 y corrige todos los errores de un solo bit intercambiado. Un cédigo con distancia d = 5 es capaz
de corregir todos los errores dobles de los bits intercambiados, pero hay algunos errores triples de bits
intercambiados que no puede corregir.

Asi, el error de probabilidad de este c6digo, suponiendo un canal simétrico binario, es menor, al
menos para bajos niveles de ruido f, por un término de orden f3:

5\ .3 2
12<3>f (1—1)27.

Algunos cédigos lineales tienen una descripcién gréfica simple, pero sus grafos son mas complicados
de analizar debido a que sus aristas se cruzan mucho, como el pequeiio [16,4]-codigo de Gallager cuyo
grafo bipartito se ilustra en la Figura 24, dicho cédigo de bloque lineal tiene longitud N = 16 nodos
bit, M = N —k =16 —4 = 12 nodos restriccién y tasa R = % =1g=

ENEN

Figura 24: Grafo bipartito con tasa R = % que representa al [16,4]-c6digo de Gallager (un cédigo LDPC) de bloque
de longitud N = 16 nodos bit y M = 12 nodos restriccién.

Ademds, no hay razén para apegarse a los cédigos lineales, ciertamente algunos cddigos no lineales,
cédigos cuyas palabras-c6digo no puede ser definidas por una ecuacién lineal como Ht" = 0, tienen
muy buenas propiedades. Pero la codificacién y decodificacion de un cédigo no lineal hace esas tareas
aun mas dificiles.
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El matemadtico, que se encuentra bajo su diluvio de
simbolos, y trabaja, al parecer, con verdades puramente
formales, puede atin alcanzar resultados de infinita
importancia para nuestra descripcion del universo fisico.

- Karl Pearson —

En este capitulo introduciremos las nociones basicas de la teoria de cédigos, la teoria de grafos, el
concepto de un grafo expandido, enunciaremos el Teorema de codificacién de Shannon, y la relacién
que existe entre los cédigos lineales con los grafos bipartitos, dichos conceptos son esenciales para el
estudio de los c6digos LDPC.

2.1 ESTRUCTURA BASICA DE LOS CODIGOS

Las reglas bajo las cuales el codificador y el decodificador funcionan son especificadas por el cédigo
particular que es utilizado.

El tipo de codigo sobre el cual trabajaremos son cédigos de bloque, estos c6digos convierten una
secuencia fuente u (mensaje fuente) de k digitos de longitud, en una secuencia transmitida x (palabra-
c6édigo) con n digitos de longitud. Una vez que el mensaje fuente u es codificado en la palabra-cédigo x,
x es enviada por el canal, pero debido al ruido del canal x es afectada y el vector recibido esy =x +e,
y quiza sea diferente de x. Con lo cual se define el vector error e = y — x (patrén de error), el cual
nos ayudard a determinar el sindrome de decodificacién s para luego tomar la decisién 6ptima y asi
obtener la palabra de salida decodificada 1.

En esta seccién se describe la estructura que tiene este tipo de c6digos de bloque, para poder analizar
su proceso de codificaciéon y decodificacion; los textos revisados para el desarrollo de dicha secciéon
fueron [LA14], [McEo4], [Romg2] y [RU08].

2.1.1  Conceptos basicos de un cédigo

Comenzaremos con las definiciones y conceptos bésicos de un cédigo.

Definicién 2.1. Un cédigo C de longitud n y cardinalidad finita M sobre un campo F es una coleccién de M
elementos de F™, es decir,

C= {xm,...,x[M]}, XM e, 1<m<M, (2.1)
ast, C es un (n, M)-cédigo.

Comentario 2.1. Los elementos del cédigo C, x'™! son llamados palabras-cédigo y el pardmetro . es llamado la
longitud de las palabras-cédigo o simplemente la longitud del cédigo.

Ejemplo 2.1. Sea el campo F, = {0, 1}. El cédigo de repeticién binario de longitud n = 3 con M = 2 palabras-
codigo es € ={000,111}.

Comentario 2.2. Es natural y conveniente usar campos finitos para realizar la codificacién. Debido a esto, el
campo sobre el cual trabajaremos es el campo binario IF,, consistente de los elementos O y 1, con adiciéon médulo
2 (2.2), y multiplicaciéon médulo 2 (2.3).

+ 10 1
0|10 1 Suma sobre F, = {0, 1} (2.2)
111 0
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Multiplicacion sobre F, ={0,1} (2.3)

o OO
—_ O =

0

1

En otras palabras, si usamos el campo F, = {0, 1} entonces representamos informacion en términos de secuen-
cias de bits (digitos binarios).

Ahora, demos la definicién de cédigo sobre IF;.

Definicién 2.2. Sea F} el conjunto de n-adas de elementos de IFy, IF% es un espacio vectorial sobre el campo
IF,. Se dice que C es un cédigo de longitud n sobre IF; si € es un subconjunto de IF}. Un (n, M)-cédigo C sobre
IF; es un cédigo de longitud n y tamafsio M.

Comentario 2.3. A estos cddigos sobre el campo IF, se les conoce como cédigos binarios, y sus palabras-cédigo
como palabras-cédigo binarias.

Ejemplo 2.2. Sea [F} el conjunto de todas las n-adas de longitud 7 sobre el campo binario Fy = {0,1}. Y sea
CCFy,

€ ={0000000,0001011,0010111,0011100,0100110,0101101,0110001, 0111010,
1000101,1001110, 1010010, 1011001, 1100011, 1101000, 1110100, 1111111}

Decimos que € es un cédigo de longitud n = 7 y tamasio M = 16 palabras-cédigo. Entonces, C es un (7,16)-
codigo binario.

Ahora definiremos algunos pardmetros importantes de los cédigos.

Definicién 2.3. La tasa R de un cédigo binario C se define como la proporcion entre la longitud de los k bits del
mensaje fuente w y la longitud de los n bits de la palabra-cédigo x. Es decir, la tasa del cédigo es

R= n (2.4)

que indica la capacidad que tiene el c6digo C en codificar k bits del mensaje fuente w en un total de n bits de la
palabra-cédigo x.

Definicién 2.4. La distancia de Hamming entre dos vectores x,y € IF%', la cual denotamos por d(x,y), se define
como

dixy) =Hi:T<i<nx #yil, (2.5)
es decir, es el niimero de posiciones de las coordenadas en las cuales x e y difieren.

Ejemplo 2.3. Sean x = (0,1,1,1,0,1,0),y = (1,0,0,1,1,1,0) vectores de IFZ Luego, la distancia de Hamming
entre x ey es

d(x,y) =11,2,3,5} =4,
ya que 1,2, 3 y 5 son las posiciones de las coordenadas en las que x e y difieren.

Definicion 2.5. La distancia minima de Hamming d(C) de un cédigo C, se define como
d(€) = min{d(x,y) : x,y € €, x #y}, (2.6)

es decir, es el minimo de todas las distancias para cada par de palabras-codigo.

Observacién 2.1. Para encontrar la distancia minima d(€) de un (n, M)-cédigo €, necesitamos calcular (N!)
distancias, y si M es un niimero entero grande la cantidad de distancias por calcular seria bastante grande.
Basta con notar que para el Ejemplo 2.2, teniendo el (7,16)-cédigo C es necesario calcular (19)= % =120
distancias para conseguir la distancia minima.
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Definicién 2.6. El peso de Hamming w(x) de un vector x € FY, se define como

wx) =[{i:T<i<n,x #0}, (2.7)
es decir, es el niimero de posiciones de las coordenadas no cero en x.
Definicién 2.7. El peso minimo w(C) de un cédigo C, se define como

w(€) = min{fw(x) : x € € —{0}}, (2.8)
es decir, es el minimo de los pesos de todas las palabras-cdédigo no cero en C.

Ejemplo 2.4. Consideremos el (7,16)-cédigo C C IF5 dado en el Ejemplo 2.2, y calculemos el peso de Hamming
w(x) para cada palabra-cédigo x € C, ast, como el peso minimo w(C) del (7,16)-cédigo C, véase la Tabla 9.

| Palabras-codigo de € | Peso w(x) |
0000000
0001011
0010111
0011100
0100110
0101101
0110001
0111010
1000101
1001110
1010010
1011001
1100011
1101000
1110100
1111111

Peso minimo w(C) \

WA w A A w A w AW ww s wo

Tabla 9: Peso de Hamming para cada palabra-cédigo x € €y el peso minimo de C.

Observacion 2.2. De las Definiciones 2.4 y 2.6, dados x,y € FY}, se sigue que d(x,y) = d(x—y,0) =
w(x —y), ya que si d(x,y) = d, entonces hay d coordenadas en las que x e y difieren y n — d coordenadas
en las que x e y coinciden, luego, en la diferencia x —y hay n — d ceros y d coordenadas distintas de cero, ast,
wx—y)=d

Definicion 2.8. Definimos la interseccion de vectores binarios x = (x1,...,Xn) €Yy = (Y1,...,Yn) como el
vector

XNy = (Xx1y1,-.-, XnYn), (2.9)
el cual tiene un 1 en la i-ésima posicion si y sélo si x ey tienen un 1 en la i-ésima posicion.
Lema 2.1. Six = (x1,...,Xn), Yy = (Y1,...,yn) € F} entonces

w(x+y) =w(x) +w(y) —2w(xNy). (2.10)

Demostracion. Sean w(x) = p y w(y) = q. Supéngase, sin pérdida de generalidad, que 0 < p < q < n.

Sip =0 = q entonces x =0 =y y el resultado es trivialmente cierto. Sip =0y p < q entonces x =0y
x+Yy =y, de ahi que, w(x +y) = q, ademds x Ny =0 y w(xNy) = 0, por consiguiente, w(x +y) = q =
0+qg—2-0=w(x)+w(y)—2w(xNy), es decir, wix +y) = w(x) +w(y) —2w(xNy). Si0<p < qy
T =w(xNy) entonces x e y coinciden en r coordenadas, de ahi que, r < p < q. Hay p — r coordenadas
con 1’s en x, ninguna de las cuales coincide con q — r coordenadas con 1’s en y. Entonces, al sumar
x e Yy se obtienen r coordenadas con 0’s y hay (p —r) + (q —r) coordenadas con 1’s, las coordenadas
restantes tienen 0's, asi, w(x +y) = p + q — 2r, por otro lado, w(x) + w(y) —2w(xNy) = p + q — 2r, por
lo tanto, w(x +y) = w(x) + w(y) —2w(x Ny), con lo cual queda establecido el resultado. O
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El siguiente resultado establece que la distancia de Hamming es una métrica.

Teorema 2.1. La funcion distancia de Hamming d : F} x F} — IN U{0} dada por d(x,y), satisface las
siguientes propiedades para toda x,y,z € F},

i) d(x,y) >0,y d(x,y) =0siysdlosix=y.
i) d(x,y) = d(y,x).
iii) d(x,y) < d(x,z) +d(z,y).
Por lo tanto, el par (IF}, d) es un espacio métrico.
Demostracion. Sean x,y,z € ]FE1

i) Si x =y entonces d(x,y) = 0. Si x # y entonces x e y difieren en al menos una coordenada, de
ahi que, d(x,y) > 1 > 0. De cualquier forma, para cualquier x, y en F%, d(x,y) > 0. Ahora bien,
si d(x,y) = 0, esto significa que hay cero coordenadas en las que x e y difieren, es decir, x = y.
Por consiguiente, d(x,y) =0 si y sélo si x =y.

ii) Ahora, d(x,y) = {i: 1T <1< nx Zyif =i :1 <1< nyp # xi) = dly,x), es decir,
d(x,y) = d(y,x).

iii) Finalmente, como w(x —y) = w(x+1y) y 2z = 0 tenemos que:

d(XIU) =

2

(x—y)
(x+y)
w(x+2z+vy)
w((x+2z)+ (z+y)
(
(
(x

I
é

I
s

x+z)+w(z+y)—2w((x+z)N(z+y))
x+z)+w(z+y
wx—z)+w(z—y

d(x,z) +d(zy)

N

w

)
) —
)
)

de ahf que, d(x,y) < d(x,z) + d(z,y).

Por lo tanto, d es una distancia, llamada distancia de Hamming y (F%, d) resulta un espacio métrico.
O

2.1.2 Cddigos lineales

Definicién 2.9. Un cédigo C C F} es un cédigo lineal binario si es un subespacio del espacio vectorial F} .
Comentario 2.4. Indistintamente usaremos el concepto de cédigo lineal binario o cédigo lineal sobre IF;.

Definicién 2.10. Sea H € M _y)xn(IF2) arbitraria. Llamamos cédigo lineal binario C con matriz H al
conjunto que consiste de todos los vectores x € IFY tales que Hx" = 0, es decir,

€ ={xeF}:Hx" =0} (2.11)

Observacién 2.3. De la Definicion 2.10 veamos que el conjunto C (2.11) es un subespacio de Fy. Dados x,y € C
y A € Fy entonces Hix +y)T = HxT + HyT = 0+0 =0y HAx)T = HAxT = AHxT = A0 = 0, es decir,
H(x+y)T =0y HAX)T = 0 para cada x,y € C y A € Ty, por consiguiente, si x,y € C y A € I, entonces
x+y € Cy Ax € C. Asi, queda demostrado que C es un subespacio de F5.

Ejemplo 2.5. El [7,4]-cédigo de Hamming estudiado en la seccion 1.3 del capitulo 1 es un (7,16)-cédigo lineal
binario y es subespacio vectorial de IF%. Otro ejemplo, es el [8,5]-cédigo LDPC que es un (8,32)-cédigo lineal
binario y es subespacio vectorial de F$ estudiado en el Ejemplo 4.1. Un ejemplo mds, es el [9,4]-cédigo LDPC
que es un (9,16)-cddigo lineal binario y es subespacio vectorial de F5 estudiado en el Ejemplo 4.2.
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Observacion 2.4. En la misma Definicion 2.10 de cédigo lineal binario, mencionamos una matriz H del cédigo
C, es importante sefialar que de acuerdo a la Observacién 2.3, C es el espacio vectorial de las soluciones de la
ecuacion matricial Hx" = 0, esto es, dado x = (x1,X2,...,Xn) € FY y la matriz H = (hij) € M(n_x)xn(F2),
entonces Hx" = 0 es equivalente a

h11%q + hi2x2 + -+ RinXn = 0
ho1xq + hooxo + -+ honXxn = 0
hnxix1 + hnk2x2 + -+ 4+ hpyxnxn = 0

por lo tanto, los renglones de H son los coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas y las solucio-
nes son precisamente las palabras-cédigo en C. Estas ecuaciones lineales son llamadas ecuaciones de chequeo de
paridad, ya que un chequeo de paridad en un cédigo lineal binario C es hx' = 0 para cada palabra-cédigo x € €
y cada renglén h de la matriz H. De este modo H es conocida como la matriz de chequeo de paridad del cédigo C.

Definicién 2.11. Sea H € M, _y)xn (IF2). H es llamada la matriz de chequeo de paridad de un cédigo lineal
binario C, si H es la matriz asociada al sistema de ecuaciones lineales homogéneas cuyas soluciones determinan a
C.

Otra matriz relacionada con el cédigo lineal binario C, es la matriz generadora, ya que desde que C
es un espacio vectorial, lo podemos describir proporcionando una base.

Definicién 2.12. Sea C un cédigo lineal sobre F; y G € Mycxn (F2). Una matriz G cuyo espacio renglén es
igual a C es llamada una matriz generadora para C. Reciprocamente, si G es una matriz con entradas en F3, su
espacio renglon es llamado el cédigo lineal binario generado por G.

Observacion 2.5. Si € es un cédigo lineal binario con matriz generadora G, entonces las palabras-cédigo en C
son precisamente las combinaciones lineales de los renglones de G. Esto es,

€ ={x € F} :x =uG; u € Fk} (2.12)

Esto proporciona un método muy simple para codificar los digitos del mensaje fuente u, ya que los renglones de
G forman una base para C. En general, diversas matrices generadoras G describen el mismo cédigo lineal binario
C, pues recordemos que la base de un espacio vectorial no es iinica.

Comentario 2.5. La matriz de chequeo de paridad H de un cédigo lineal binario C no es inica, ya que al
realizar operaciones elementales sobre los renglones tendriamos matrices equivalentes por renglones, que seguirian
determinando el mismo conjunto de soluciones. Similarmente ocurre con la matriz generadora G de un cédigo
lineal binario C.

Si usamos la codificacién sistemética obtenemos una palabra-cédigo x en donde las primeras k
componentes de x son iguales a los bits del mensaje fuente u, seguida por n — k bits de redundancia,
y al usar esta codificacién podemos hallar a la matriz generadora y a la matriz de chequeo de paridad
en su forma estandar.

Definicion 2.13. Una matriz generadora G de un cédigo lineal binario C estd en la forma estdndar si
G = [Ik | AT] , (2.13)

donde Iy es la matriz identidad de tamafio k x kK y AT es una matriz de tamafio k x (n — k) con entradas en 5.
Decimos que G es la matriz generadora estdndar del cédigo lineal binario C.

Definicion 2.14. Una matriz de chequeo de paridad H de un cédigo lineal binario C estd en la forma estdndar si

H=[A | L, (2.14)

donde A es una matriz de tamafio (n — k) x k con entradas en IFy e 1,,_y es la matriz identidad de tamafio
(n—k) x (n—k). Decimos que H es la matriz de chequeo de paridad estdndar del cédigo lineal binario C.

Proposicién 2.1. Si C es un cédigo lineal binario con matriz de chequeo de paridad H = [A | I,_y] €
M (n—k)xn (IF2), entonces su matriz generadora es G = [Ik \ AT] Yy viceversa.
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Demostracion. Se puede revisar la demostracién en [LA14] pag. 11 —12. O

Proposicién 2.2. Si C es un cédigo lineal sobre F, con matriz de chequeo de paridad H = [A | Tn_y] €
M (n_x)xn (F2), entonces dim € = k y |€ = 2%,

Demostracion. Dado que rango(H) = n—k, dimF} = n y conocemos el resultado que establece que
dim F} = nulidad(H) + rango(H), de esto se sigue que

nulidad(H) = dimF} —rango(H)
= n—(n—%)
= n—nm+k
k.

Ahora, debido a que C = {x € F} : Hx" = 0}, tenemos dim € = nulidad(H) = k. Adema4s, como toda
palabra-c6digo x se puede escribir como combinacién lineal de k vectores en €, es decir, x = ) i ; atix4

donde o; € Fp, y x; € Ccon i = 1,..., k. Entonces, hay 2% posibles combinaciones lineales, luego
e = 2% O

Teorema 2.2. La distancia minima de un cédigo lineal binario C es igual al peso minimo de cada palabra-cédigo
diferente de cero.

Demostracion. Sea d(C) la distancia minima de un cédigo lineal C, es decir,
d(€) = min{d(x,y):x,y €Cx#y}
= mln{d(x_yro) X,y € ¢ x 7é y}
= minfw(x—y):x,y € C x £y},
como x,y € Cyx #yentonces z:=x—y € Cy z # 0, de ahi que, min{w(x —y) : x,y € C,x #y} =
min{w(z) : z € €,z # 0} = w(C), por lo tanto, d(C) = w(C). O

Teorema 2.3. ([Romgz], pdg. 95-96) La tasa de un (n, M)-cédigo lineal C sobre el campo IF, es
1
R = —1log, M. .
—log, (2.15)

Demostracion. Sea € un (n, M)-cédigo lineal binario con M = |C| = 2k, luego, M = 2k, Entonces

M=2 & logleong
< logM =k-log2
logM

k= log 2 =log, M. (2.16)

Ahora, sabemos que la tasa de un c6digo es

k
R = o (por Definicién 2.3 de tasa)
log, M
- &M (por (2.16)).
n
Por lo tanto, la tasa del (n, M)-cédigo lineal binario C es R = % log, M. O
Ejemplo 2.6. La tasa del (7,16)-cédigo binario C definido en el Ejemplo 2.2 es R = 17log2 16 = 17 . lffg]f =

17 4 = %. Ahora, este codigo es el [7,4]-codigo de Hamming estudiado en la seccién 1.3 del capitulo 1, en donde
se obtuvo que k =4 yn =7, asi, de acuerdo a la Definicién 2.3 de tasa de un cédigo vemos que R = % = %. Con
esto intentamos mostrar que de acuerdo a ciertos pardmetros conocidos es posible determinar la tasa del cédigo.

Comentario 2.6. Denotemos por [n,k, d] los pardmetros de un cédigo lineal C donde n es la longitud de las
palabras-cédigo o simplemente la longitud del cédigo, k es la dimension del cédigo lineal € (dimC = k), y d
es la distancia minima del cédigo lineal € (d(C) = d). Entonces, la notacion usual para describir a un cédigo
lineal © de longitud n, dimension k y distancia minima d serd [n, k, d]-cédigo lineal C, en caso de no conocer
la distancia minima, la notacién serd [n, k]-cédigo lineal C.
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Para cada c6digo lineal binario € asociamos el cédigo dual €.
Definicién 2.15. Sea C un cédigo lineal binario. El conjunto
et=veF}:xw! =0,vx e, (2.17)
es llamado el cédigo dual de C.
Comentario 2.7. El cédigo dual Ct de un cédigo lineal C, también es un cédigo lineal.

Teorema 2.4. i) Si G es una matriz generadora para C, entonces

et = eF}:Gv' =0 (2.18)
2

ii) El dual @+ de un codigo lineal es un [n, n — kl-cédigo lineal.
iii) Para cualquier cédigo lineal C, tenemos C++ = C.
Demostracion. Se puede revisar la demostracién en [Romgz] pag. 199 — 200. O
Observacién 2.6. De acuerdo al Teorema 2.4, podemos decir que el cédigo dual C estd caracterizado por
Ct=(veF:v=uH,uecF}y %} ={veF}:Gv' =0}
En la misma forma que el cédigo lineal C por
C={xeF}:x=uG,ueF5}={xeF}:Hx" =0}

Esto es, si H es una matriz de chequeo de paridad del cédigo lineal C, entonces H es una matriz generadora
para el cédigo dual C. Y si G es una matriz generadora del cddigo lineal C, entonces G es una matriz de chequeo
de paridad para el cédigo dual C+.

2.1.3  Sindrome de decodificacién

Un proceso de decodificacién eficiente para cédigos lineales puede obtenerse a través del uso de la
matriz de chequeo de paridad H del cédigo lineal C. Si x es transmitida, x es una palabra-cédigo,
luego, Hx" = 0. Si el canal provoca algunos errores, esto es, definamos el vector e = y — x llamado el
patrén de error tal que, si e # 0, entonces es muy probable que Hy' # 0 donde y = x + e conocida
como la palabra recibida. De esta manera obtenemos el vector s = Hy' llamado el sindrome, el cual
definimos a continuacién.

Definicién 2.16. Sea C un [n, kl-cddigo lineal, con matriz de chequeo de paridad H € M _y)xn (F2). Para
cualquier y € FY, la palabra s = HyT es llamada el sindrome de .

Comentario 2.8. Es importante mencionar que y € C si y solo si el sindrome de y es 0.

Observacién 2.7. El sindrome depende sélo del patrén de error e y no de la palabra-cédigo x transmitida, pues
Sis= HyT =H(x+e)T =Hx" +He" =0+ He" = He', es decir, s = He. El sindrome proporciona cierta
informacién sobre e, pero no la suficiente. Esto es debido a que para un s € IF} fijo, el conjunto de soluciones de
He' = s forma una clase del cédigo C.

Definicién 2.17. Sea (F},+) un grupo, € < Y, para cada a,b € F} decimos que a es congruente a b médulo
C, lo cual denotamos a =b (méd C) siysélosia—b € C.

Lema 2.2. La relacion a =b (moéd C) es una relacién de equivalencia.
Demostracion. Veamos que para cada a, b, c € F} se cumple lo siguiente:

i) a=a (méd C).
Como a—a =0 € C tenemos que a = a (mdd C).

ii) a =b (méd €) implica que b = a (méd C).
Supéngase que a =b (mdd €) entonces a —b € €, luego, como € es un grupo, —(a—b) € C, eso
implica que b—a € G, de ahi que, b = a (mdd €).

37
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iii) a=b (méd €) y b =c (mdd €) implica que a =c (mdd C).
Supéngase que a =b (mdéd €) y b =c (mdd C) entoncesa—b € Cyb—c € C, luego, (a —b) +
(b—c) € € es decir, a —c € C, por consiguiente, a = ¢ (méd C).

Por lo tanto, a = b (mdéd €) es una relacién de equivalencia en F}. O

Definicién 2.18. Sea la relacion de equivalencia a = b (moéd C) en FY, definimos la clase de a, lo cual se
denota por @ o [al, como

[a] ={x e F} :a=x (mdd C)}. (2.19)
Proposicién 2.3. Para cada a € FY, [a] = a+C.

Demostracion. Sea a € FY.
[a] = {beFy:b=a (méd C)}
= {beFy:b—ael}
= {beFj:b—a=xparaalginx € C}
= {beF}:b=a+xparaalginx € C}
= a+0C.
Por lo tanto, [a] = a+ C. O
Proposicion 2.4. Sea C un [n,k]-cédigo lineal binario. Entonces
i) Todo vector b € Y estd en alguna clase.
i) Dos vectores a y b estdn en la misma clase si y sélo si a —b € C.
iii) Cada clase contiene 2% vectores.
Demostracion. Sea € un [n, k]-c6digo lineal binario.

i) SeabeF},b=b+0cb+C€ yaqueO € C, esdecir, b € b+ C. Asi, todo vector b € [F}* estd en
alguna clase.

ii) Supongase que a,b € u+ C para algtin u € F} entonces a = u+x7 y b = u+x, para algunos
x1,x2 € Cluego a—b = (u+x7) —(u+x2) =x1 —x2 € €, es decir, a —b € €. Reciprocamente,
sia—b € €entonces a—b = x para algin x € €, luego a=b+x € b+ €, de ahi que, a € b+C,
por consiguiente, a,b € b+ C.

iii) Finalmente, como € tiene 2* palabras-cédigo distintas entonces a + C tiene 2X vectores distintos,
ya que si a+x7 = a+xy para xj # x, en C entonces x; = x3, lo cual es absurdo.

O

Comentario 2.9. La relacion de equivalencia a = b (méd C) en FY induce una particion de IF en clases de
equivalencia no vacias y disjuntas por parejas, teniendo asi, el conjunto de todas las clases de equivalencia F%/ =
={la] : a € F}}.

Observacién 2.8. Como [F}| =2", |[a+C| = 2ky F} = U{a+C: a € F}}, tenemos que, 2™ = |U{a +C:
acF}) = 12% donde 1 es el niimero de clases de equivalencia en IF}, luego 2™ = 2% de ahi que, T = m—k,

Hay 2™~¥ clases de C, correspondientes a los 2™~ ¥ posibles sindromes s. Ast, una vez que el receptor calcula s,
reduce su buisqueda para e de 2™ a 2 posibilidades, a saber, los elementos de la clase correspondiente a s.

Comentario 2.10. Al considerar V =F3 y W = C, con € < V, construimos V/W el conjunto cociente que
al darle la estructura de espacio vectorial es un espacio cociente con la operacion suma definida como (a+ W) +
(b+W) = (a+b) +W y la operacién multiplicacion por un escalar dada por A(a + W) = Aa + W.

En el siguiente teorema daremos algunas propiedades del sindrome de decodificacién.

Teorema 2.5. Para un [n,k]-cédigo lineal binario € con matriz de chequeo de paridad H € M _y)xn (F2),
sea s = Hy' el sindrome de la palabra recibida y. Entonces
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i) s es un vector columna de longitud n —X.
ii) Sie=(ey,e2,...,en) € IF?yei). =Tlparai; €{1,2,...,n},j=1,...,t es tal que y = x + e entonces

t

s = Z Hy, (2.20)

j=1

donde Hij es la ij-ésima columna de H, es decir, el sindrome s es igual a la suma de las columnas de H en
donde los errores ocurren.

iif) Dos vectores estdn en la misma clase de C si y sélo si ellos tienen el mismo sindrome.
iv) Hay una correspondencia uno a uno entre los sindromes y las clases.
Demostracion. i) La primera propiedad es inmediata a partir de la Definicién 2.16 de sindrome.

ii) Sea {vi{}{* ; la base candnica de F}, dado e € F} tenemos que e = > ', eivi donde e; € F,.

Entonces
s = HyT
= He' (por Observacioén 2.7)
n
= H() ew)'
i=1

j=1
donde Hij es la ij-ésima columna de H.

iii) Sean u; y u, dos vectores en F}'. Denotamos como s7 y s> los sindromes de 1y y u; respectiva-
mente.

u,uw eu+€ & u—uy el
= H(u1 —uz)T:O
& HuI:Hu;
< S1 = 82.

iv) La dltima propiedad se sigue de que como hay 2™~ ¥ clases distintas hay 2"~ sindromes distin-

tos.
O

2.1.4 Cddigo detector-corrector de errores

Al disenar un algoritmo de decodificacién lo ideal serfa que se lograra detectar y corrigir todos los
errores producidos en el canal; sin embargo, la cantidad de errores detectados y corregidos no siempre
serdn iguales, ya que en ocasiones no es posible corregir todos los errores detectados. En si, necesita-
mos una probabilidad de decodificacién correcta muy cercana a uno, y ademads, tampoco se garantiza
detectar todos los errores, pues la probabilidad de no detectar el error deberia ser muy cercana a cero.

Sea F C %, considérese a F como el conjunto de patrones de error e que tienen probabilidad
moderada de ocurrir en el canal. Ahora, sea E el subconjunto de patrones de error e en F que tienen
probabilidad alta de ocurrir. Dado un cédigo lineal €, deseamos disefiar, si es posible, un decodificador
que detectara los patrones de error e en F y corregira los patrones de error e en E.
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Definicion 2.19. El cédigo C es llamado E-corrector, F-detector, si es posible disefiar un decodificador para C tal
que para cada patrén de error e, si e € E, e serd corregido, y si e € F, e serd detectado o corregido.

La distancia minima del c6digo juega un papel esencial en la respuesta a la pregunta jcuantos errores
puede corregir un c6digo?, pero antes de responder dicha pregunta damos la siguiente definicién.

Definicién 2.20. La esfera (o esfera de Hamming) de radio v y centro u, lo denotamos por Br(u), se define como

Br(u) ={ve F}:d(u,v) <rh (2.21)
Teorema 2.6. Un cédigo C con distancia minima d (o peso minimo d) puede corregir [% (d—1)] 6 menos errores.

Demostracion. Sea t = [% (d—1)] (t es el mayor entero menor o igual a %(d — 1)), si una palabra-cédigo
x es transmitida y ocurren t 6 menos errores, la palabra recibida y se encontrard en la esfera de radio
t alrededor de la palabra-cédigo transmitida x. Para que el c6digo pueda corregir t errores o menos
verifiquemos que las esferas de radio t con centro en las palabras-c6digo son disjuntas. Sean x1,x, € €
y supéngase que B¢(x7) N B(x2) # 0, entonces existe v € IF} tal que v € Bi(x1) y v € Bi(x2), por
consiguiente, d(x1,x2) < d(x1,v)+d(v,x2) < t+1t = 2t, es decir, d(x1,x2) < 2t pero d < d(x7,x2) < 2t
entonces d < 2t. Dado que t < Ta-1, puesto que t = [%(d— 1)], tenemos que 2t < d —1 luego
d <2t <d—1, deahi que, d < d—1, lo cual es absurdo. En consecuencia, las esferas de radio t con
centro en las palabras-cédigo son disjuntas. De manera que, la palabra recibida y estd mds cerca de x
que de cualquier otra palabra-cédigo u. Asi, la decodificacién de vecino mds cercano corregira estos
errores. O

2.2 TEOREMA DE CODIFICACION DE CANAL CON RUIDO DE SHANNON

Una vez discutidos algunos conceptos escenciales sobre los cédigos lineales, en el sentido de la co-
dificacién y decodificacién, platicaremos un poco sobre lo que ocurre en el proceso intermedio de la
comunicacién, es decir, la transmisién de la palabra-cédigo sobre el canal. Algo que nos interesa saber
es, jcudl es la tasa maxima alcanzada sobre un canal dado para la transmisién de un mensaje? La res-
puesta fue probada por Claude Shannon en 1948, en el Teorema de Codificacién de Canal con Ruido,
consultar [Sha48].

La intencién de esta seccién es tinicamente enunciar el Teorema de Shannon sin demostraciones, ya
que este teorema asegura la existencia de un cédigo a partir de algunas condiciones y el cual tendrd
ciertos pardmetros. Para enunciar el teorema, debemos introducir primero el concepto de entropia, una
medida de incertidumbre para los valores asumidos por las variables aleatorias, pero antes la siguiente
definicién.

Definicién 2.21. Un canal discreto sin memoria consiste de simbolos de entrada de un alfabeto X, simbolos de

salida de un alfabeto Y, y un conjunto de probabilidades del canal p(y;|x;), que satisface

t

> plyjhi) =1 (2.22)

j=1
para toda iy donde p(yjlxi) es la probabilidad condicional de y; dado x;.

Definicion 2.22. La entropia de una variable aleatoria discreta X, H(X), es

1
H(X) = XGZXp(x) log - (223)

Comentario 2.11. A su vez, son definidas las entropia conjunta H(X,Y) de dos variables aleatorias discretas X
y Y, y la entropia condicional H(Y|X), como:

1

HXY) =) ) ploy)log o,

xeXyey
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HYX) = > p(H(VIX=x)=> ) plxylo

xeX xeEXyYeY
respectivamente. Ademds H(X,Y) = H(X) + H(Y|X) = H(Y) + H(X]Y).

1
plylx)’

Definicion 2.23. La informacion mutua entre dos variables aleatorias X y Y, I(X;Y), es

=> > plxy)log (() ()) (2.24)

xeXyey

Observacion 2.9. Notar que I(X;Y) = H(X) — H(X|Y) = H(Y) — H(YIX). Al suponer un canal binario, el
mdximo valor de H(X) es 1, con las unidades expresadas en bits. Luego, si hay ruido la correspondiente reduccion
en la informacién mutua refleja la pérdida de la informacion durante la transmision.

Ahora, la capacidad C de un canal es la méxima cantidad de informacién que puede ser enviada a
través del canal, el mdximo es tomado sobre todas las distribuciones de entrada.

Definicién 2.24. La capacidad de un canal es la mdxima informacion mutua 1(X;Y), tomada sobre todas las
distribuciones de entrada p(x;) de X, esto es,

C = max I[(X;Y). (2.25)
p(xi)

El problema de determinar la capacidad de un canal arbitrario es dificil. Sin embargo, es posible
determinar las capacidades de algunos tipos especiales de canales, incluyendo el canal simétrico, sobre
el cual nuestro trabajo estd encaminado.

Teorema 2.7. La capacidad de un canal simétrico es

1
=logt— Z plyjlxi)log —— (2.26)
i (95 Ixi)
paracadai=1,...,s. Ademds, la capacidad es lograda por la distribucién de entrada uniforme p(x;) = %
Demostracién. Podemos revisar la demostracién en [Romgz] pag. 85. O

Corolario 2.1. La capacidad del canal simétrico binario con probabilidad f de recibir incorrectamente el bit y con
probabilidad 1 — f de recibirlo correctamente, es

C=1-H(f (2.27)
donde H(f) es la funcién entropia.

La idea del Teorema de Shannon es que, asociado con cada canal discreto sin memoria, hay un
nimero no negativo C llamado la capacidad del canal con la siguiente propiedad. Para cualquier e > 0
y R < C, y un n suficientemente grande, existe un cédigo de longitud n y tasa > R, es decir, con al
menos 2R™ palabras-cédigo distintas, y un algoritmo de decodificacién apropiado, tal que, cuando el
cédigo es usado sobre el canal dado, la probabilidad de error de la decodificacién es < e.

Teorema 2.8. Consideremos un canal discreto sin memoria con capacidad C. Para algiin niimero positivo R < C,
existe una secuencia Cr, de cédigos q-arios, y sus correspondientes algoritmos de decodificacion, con las siguientes
propiedades:

i) Cn es un (n,[q™R])-cédigo, es decir, Cy, tiene longitud n y tasa de al menos R. ([q] es la parte entera de
q.)

ii) La probabilidad mdxima de error del algoritmo de decodificacion se aproxima a O cuando n — oo, esto es,

P4 (n) — 0. (2.28)

Demostracion. Podemos consultar la demostracién en [Romgz2] pag. 107 — 111. O

Para mads detalles sobre los conceptos definidos y el teorema el lector puede consultar las siguientes
referencias [Shag8], [Rom9gz2], [McEo4] y [WKo3].
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2.3 ELEMENTOS DE LA TEORIA DE GRAFOS

La interpretacién teérica que se da de los grafos a los cédigos detectores-correctores de errores ha
conducido a técnicas para la construccién de cédigos cuyo desempefio es muy cercano al limite de
Shannon establecido en el Teorema 2.8, por lo que nos interesa conocer la estructura bésica de los
grafos.

Comenzaremos con la definicién para un grafo y procederemos a discutir la clase importante de
los grafos bipartitos. Ademds, presentaremos dos métodos para transformar un grafo no bipartito en
un grafo bipartito a través del uso de grafos de incidencia arista-vértice y la cubierta doble que mds
adelante serdn de utilidad.

Los textos revisados para el desarrollo de tal seccién fueron [BMo8], [Dieos], [Grio4] y [WKo3].

2.3.1  Conceptos basicos de grafos

Definicién 2.25. Sea V un conjunto finito no vacio y sea £ C V]2 = {X C V| X es de cardinalidad 2 (|X| = 2)}.
Una grifica o grafo G es un par G = (V, E) consistente del conjunto V = {v1,v,,...,vn} de vértices 0 nodos y
del conjunto E ={eq,ey,...,em} de aristas.

Observacién 2.10. Para evitar ambigiiedades asumimos que ENV = ().

Observacion 2.11. A un grafo § = (V, E) se le conoce como grafo no dirigido cuando no nos interesa la
direccion de sus aristas. La estructura del grafo G es que sus aristas son pares no ordenados de vértices, esto es,
e=1{a,blcon a,beV.

Observacion 2.12. A un grafo G = (V, E) se le conoce como grafo dirigido o digrafo cuando si nos interesa
la direccion de sus aristas. La estructura del grafo G es diferente a la establecida en la Definicion 2.25, pues
E C V x V y sus aristas son parejas ordenadas de vértices, es decir, e = (a,b) con a,b € V donde a es el vértice
inicial de la arista y b es el vértice final de la arista, [Grioq] pdg. 514. Nosotros no trabajaremos sobre digrafos,
pero se hace la mencion debido a que mds adelante en uno de los resultados habrd un concepto relacionado a ellos.

Comentario 2.12. La forma usual para ilustrar un grafo es, dibujar un punto para cada vértice y unir por medio
de una linea dos vértices si estos forman una arista. Entonces los puntos representan a los vértices y las lineas a
las aristas, y ast obtendremos el dibujo de un grafo.

Definicién 2.26. Sea § = (V, E) un grafo. Una arista de G cuyos vértices extremos son idénticos es llamado
lazo, es decir, e = {v,v} € E con v € V. Una arista de G cuyos vértices extremos son distintos es llamado un

enlace. Dos o mds enlaces con el mismo par de vértices como extremos son conocidos como aristas miiltiples.

Ejemplo 2.7. En la Figura 25 mostramos: un lazo donde V = {1} y E = {{1,1}}; un enlace donde V. ={2,3} y
E ={{2,3}}; y las aristas miiltiples donde V = {4,5} y £ = {{4,5},{4, 5},{4,5}}.

O——~) (=)

Lazo Enlace Aristas multiples

Figura 25: Lazo, enlace y aristas multiples.

Definicién 2.27. A un grafo G = (V, E) se le conoce como grafo simple si éste no tiene lazos o aristas miiltiples.

Comentario 2.13. La mayor parte de la teoria que relaciona a un grafo dentro de este trabajo estd enfocada al
estudio de grafos simples y no dirigidos.
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Ejemplo 2.8. En la Figura 26 ilustramos el grafo § = (V,E). El grafo G consiste del conjunto de vértices
V =1{1,2,3,4,5,6} y del conjuto de aristas £ = {{1,4},{2,4},{3,5},{4,5}}, tal grafo G es un grafo no dirigido
pues las aristas no contienen direccion, ademds, de ser un grafo simple pues no tiene aristas miiltiples ni lazos.

Figura 26: Grafo § = (V,E).

Descripcién de terminologia.

e Un vértice es incidente con una arista, si un vértice v forma parte de una arista e, es decir, v € e.
Y una arista es incidente con el vértice, si e es una arista del vértice v.

e Dos vértices vi, v, de § son adyacentes o vecinos, si e = {vq,Vv;} es una arista de §. En otras
palabras, cuando dos vértices estdn conectados por una arista se dicen que son adyacentes.

Definicién 2.28. Un multigrafo G es un par G = (V, ) de conjuntos disjuntos de vértices y aristas junto con
una funcion que estd definida de E — V U [V]? asignando para cada arista cualesquiera uno o dos vértices como
extremos. Ast, los multigrafos también pueden tener lazos y aristas miiltiples.

Comentario 2.14. La Definicion 2.28 de multigrafo se enuncia pues en la seccién 2.4 se construirdn algunos
ejemplos que tienen que ver con dicho concepto.

Definicién 2.29. Sea § = (V, E) un grafo. Un conjunto de vértices o de aristas en G es independiente si dos de
sus elementos no son adyacentes.

Definicién 2.30. Sea § = (V, E) un grafo. Si todos los vértices de G son parejas adyacentes, entonces G es un
grafo completo.

Comentario 2.15. Un grafo completo con n vértices se denota por K™.

Ejemplo 2.9. Sea § = (V,E) con V ={1,2,3,4} y £ ={{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}}, tal grafo es un
grafo completo con n = 4 vértices, ast, G es un K%, el cual, ilustramos en la Figura 27.

Figura 27: Grafo completo K*.

Definicién 2.31. Sea § = (V, ) un grafo. El niimero de vértices n del grafo G es su orden, y se denota como
ISl o [VI. Y su niimero de aristas m es denotado por ||| o |E|.

Definicién 2.32. El grado de un vértice v es el miimero de aristas |E(v)| incidentes sobre un vértice v, esto es
igual al miimero de vecinos de v. El grado de un vértice es denotado por dg(v) o simplemente d(v).
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Comentario 2.16. El niimero de aristas puede ser calculado al sumar todos los grados de los vértices en el grafo G,
con lo cual contamos cada arista dos veces, una vez por cada uno de sus vértices, por lo tanto, |E| = % Zvev d(v),
vedse [Dieos] pdg. 5.

Definicién 2.33. El niimero 5(§) := min{d(v) | v € V} es el grado minimo de G.
Definicion 2.34. El niimero A(G) := max{d(v) | v € V} es el grado mdximo de G.
Definicién 2.35. El niimero d(G) := ‘1@ > vev d(v) es el grado promedio del grafo G.
Observacion 2.13. Claramente se da la siguiente relacion: 5(G) < d(§G) < A(9).

Comentario 2.17. El grado promedio cuantifica globalmente lo que estd medido localmente por los grados de los
vértices, es decir, el mimero de aristas de G por vértice.

Ejemplo 2.10. Para el siguiente grafo § = (V,E) donde V = {1,2,3,4} y £ = {{1,2},{2,3}}, ilustrado en Ia
Figura 28, calculemos los conceptos que acabamos de definir.

Figura 28: Grafo § = (V,E) con V ={1,2,3,4} y E ={{1,2},{2,3}}

El grafo G tiene n = 4 vértices, ast, su orden es |G| = 4.

§ tiene m = 2 aristas, es decir, |G| = 2.

El grado para cada uno de los vértices es:

— Paravy =lesd(vy) =1
— Paravy, =2es d(vy) =2.
— Paravz =3esd(vz) =1
— Paravg =4 es d(v4) = 0, este vértice es aislado.

El grado minimo de G es, 5(G) = 0.

El grado mdximo de G es, A(G) = 2.

El grado promedio de G es, d(G) = Iéil 2 vevdlv) = %(d(\)])—l— d(v2)+d(vs) +d(vgq)) = %(1 +2+
1+0)=1-4=1.

Definicién 2.36. Sea § = (V, E) un grafo. El grafo G es regular si todos los vértices del grafo tienen el mismo
grado. Si cada vértice del grafo reqular es de grado v, diremos que el grafo G es v-regular. Y un grafo G es irregular,
si éste no es regular.

Ejemplo 2.11. Sea el grafo G = (V,E) con V = {1,2,3,4,5,6} y £ = {{1,2},{1,3},{1,4},{1,5},{2,3},{2,5},
{2,6},{3,4},{3,6},{4,5},{4, 6},{5, 6}}, ilustrado en la Figura 29. Si observamos todos los vértices del grafo G
vemos que tienen el mismo niimero de aristas, es decir, d(vi) =4 paratodoi=1,2,...,6, entonces el grafo G es
reqular de grado v = 4, esto es un grafo G 4-regular.
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Figura 29: Grafo G 4-regular.

Definicién 2.37. Un camino simple o trayectoria es un grafo no vacio P = (V, E) de la forma V = {vp, v1, ..., vk},
E = {{vo,v1}, {v1,v2}, ... {vk—1, Vi ]}, donde los vi son todos distintos. Los vértices vo y vy estdn unidos por la
trayectoria P y son llamados vértices extremos; los vértices v1, ..., vic—1 son los vértices interiores de P.

Observacion 2.14. El niimero de aristas de un camino simple es su longitud, y el camino simple de longitud k es
denotado por P¥. Frecuentemente nos referimos a trayectoria por la secuencia natural de sus vértices, escribiendo

P =vovy..vx y llamamos P una trayectoria desde vy a vy.

Ejemplo 2.12. Ilustramos en la Figura 30 el camino simple P = (V,E) con V ={1,2,3,4}y E ={{1,2},{2,3},
{3,4}}. Como P va desde 1 a 4, P = 1234, y debido a que tiene longitud k = 3 es un camino simple P3.

O—0——®

Figura 30: El camino simple o trayectoria P3.

Definicién 2.38. Si P = vovi..vk_1 es una trayectoria y k > 3, entonces el grafo C := P +{vi_1,vo} €s
llamado un ciclo.

Observacion 2.15. Usualmente nos referimos a un ciclo por su secuencia ciclica de vértices, es decir, C =
Vo...Vk—1Vo. La longitud de un ciclo es su niimero de aristas (o vértices). Y ademds, el ciclo de longitud k es un

k-ciclo y es denotado por C¥.

Ejemplo 2.13. Ilustramos en la Figura 31 el ciclo C = P +{4,1} donde P = 1234, este ciclo tiene longitud
k = 4, luego, podemos decir que es un ciclo C*,

Figura 31: Ciclo C*.
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Ahora hablemos un poco del concepto de conectividad para grafos no dirigidos y digrafos.

Definicién 2.39. Sea § = (V, E) un grafo no vacio. Decimos que G es conexo si cualesquiera dos de sus vértices
estdn unidos por una trayectoria en §. Y un grafo G que no es conexo serd llamado disconexo.

Ejemplo 2.14. Seael grafo G = (V,E) con V ={1,2,3,4,5,6,7} y E ={{1,3},{1,5},{2,7},{3,6},{4,7},{5,6}},
ilustrado en la Figura 32. G es un grafo disconexo, pues no existe una trayectoria entre el vértice 7 y el vértice 3.

Figura 32: Grafo G disconexo.

Definicién 2.40. Sea § = (V, ) un digrafo. Decimos que G es fuertemente conexo si para cada par de vértices
a,b € V existe una trayectoria dirigida de a hacia b y una trayectoria dirigida de b hacia a.

Definicion 2.41. Sea § = (V, E) un digrafo. Decimos que G es débilmente conexo si al reemplazar todos sus
aristas dirigidos por aristas no dirigidos obtenemos un grafo no dirigido conexo.

2.3.2 Matriz de adyacencia e incidencia de un grafo

Quizas la forma mds usual de describir un grafo, es definiendo el conjunto de vértices y el conjunto de
aristas; otra forma mads, seria simplemente teniendo una representacion ilustrativa del grafo, es decir,
tener al grafo descrito con un dibujo; pero hay otras formas méas de poder describir a un grafo, las
cuales son, mediante su matriz de adyacencia o su matriz de incidencia. Esta manera de representar
a un grafo mediante una matriz, nos permite estudiar a los grafos desde una estructura diferente e
interesante, que iremos desarrollando poco a poco.

Definicion 2.42. La matriz de adyacencia A = (aij)nxn de un grafo G = (V, E) de orden n estd definida por
1, si {Vi,\)j}e E,
aij i= (2.29)

0, en otro caso.

Definicién 2.43. La matriz de incidencia B = (byj)nxm de un grafo § = (V,E) con V. = {vy,..,va} y
E ={e1, ..., em} es definida sobre {0, 1} por

1, sivi €e;,
bij = ' ) (2.30)
0, en otro caso.

Ejemplo 2.15. En la Figura 33 ilustramos el grafo G = (V,E), donde V = {vq,v32,v3,v4,v5}y E ={eq, ez, €3,
ey, es, eg, e7}. Ademds, describimos la matriz de adyacencia A del grafo G en (2.31) y la matriz de incidencia B
del grafo G en (2.32).

La matriz de adyacencia A es de tamafio 5 x 5 pues el orden del grafo G es 5, ademds, las componentes de la
matriz A son 06 1, pues 0 indica que no hay una arista entre el par de vértices y 1 que si hay una arista que une
a los vértices. La matriz de incidencia B es de tamafio 5 x 7 pues su niimero de renglones lo determina el miimero
de vértices de G que es 5, y su mimero de columnas es el niimero de aristas de G que es 7, también la matriz B
tiene como componentes a 0 6 1, 0 si el vértice no es incidente con la arista y 1 si el vértice es incidente con la
arista.
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Figura 33: Grafo § con su respectiva matriz de adyacencia A y la matriz de incidencia B.

Vi1 V2 V3 V4 V5

vi/0 1 1 0 0
\'%} 1 1T 1 0
A = v3|1 1 0 1 1 (2.31)
vglO 1T 1T 0 1
vs \O 0 1T 1 0
€1 €2 €3 €4 €5 €g €7
vi/1T. 000 0 10
va [T 1 0 0 00
B = v3|0 1 1 0 0 11 (2.32)
vglO 01T 1T 1T 0 0
vs \O 0 0 0 1 0 1

2.3.3 Grafos bipartitos
Los grafos bipartitos desempefian un papel importante dentro de los cédigos lineales, y este concepto
proviene de la idea general de grafos r-partitos, por lo que a continuacién damos su definicion.

Definicién 2.44. Sea v > 2 un entero. Un grafo G = (V, E) es llamado r-partito si V admite una particion de v
clases tales que cada arista tiene sus extremos en diferentes clases; los vértices en la misma clase de la particién
no deben ser adyacentes.

Ejemplo 2.16. Dado el grafo G = (V,E) con V ={1,2,3,4,5,6} y E = {{1,3},{1,4},{2,4},{5, 6}}. De acuerdo

Figura 34: Grafo § = (V, E) 3-partito, pues el conjunto de vértices admite una particién de 3 clases.

al conjunto de aristas E podemos observar que el conjunto de vértices V admite una particion de v = 3 clases,
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Vi ={1}, Vo =1{2,3,6}, y V3 = {4,5}, pues los vértices de la misma clase no son adyacentes y los extremos de
las aristas estdn en diferentes clases. Siendo ast, conseguimos un grafo G 3-partito que se ilustra en la Figura 34.

Ahora bien, de la Definicién 2.44 en particular para r = 2 tenemos la siguiente definicién.

Definicién 2.45. Un grafo bipartito, es un grafo G = (V, ) donde el conjunto de vértices V puede ser dividido
en dos conjuntos de vértices, V1,V2C V, tales que estos dos conjuntos son disjuntos, es decir, V1 N\'Vy =10, y su
union es todo el conjunto V, esto es, V1 UV, = V. Ademds, no sucede que cualquier par de vértices que estén en
el mismo conjunto sean adyacentes.

Comentario 2.18. Podemos denotar a un grafo bipartito como G = (V3 U Vy, E).

Ejemplo 2.17. Dado el grafo § = (V,E) con V ={1,2,3,4,5} y E = {{1,3},{1,5},{2,3},{2,5},{4, 3}, {4, 5}}.
Al observar al conjunto de aristas, podemos notar que los vértices 3 y 5 nunca son adyacentes, pero estos si se
conectan a los vértices 1, 2 y 4, los cuales tampoco son adyacentes entre si. Ahora, si consideramos los siguientes
conjuntos, Vi = {1,2,4} y Vo = {3,5}, que son subconjuntos de V, tales que son disjuntos y que su union es
todo V, entonces el grafo G es un grafo bipartito G = (V1 U V3, B), el cual ilustramos en la Figura 35

\2 Vs,

Figura 35: Grafo bipartito § = (V, E), ya que V admite una particién de 2 clases V7 y V5.

Definicién 2.46. Un grafo bipartito reqular es un grafo bipartito § = (V7 U V3, E), tal que todos los vértices
en Vq tienen un mismo grado, denotado por dv,,, y todos los vértices en V, también tienen un mismo grado,
denotado por dv/,, y donde los dos grados no necesariamente son iguales. Un grafo bipartito irregular es un grafo
bipartito que no es regular.

Comentario 2.19. Un grafo bipartito regular con grados dv, y dv, de sus correspondientes conjuntos de
vértices, es nombrado un grafo bipartito (dv,,, dv, )-regular.

Observacién 2.16. Para un grafo bipartito irregular, dv, y dv, denotan los grados mdximos para su conjunto
de vértices correspondiente.

A continuacién se presenta un método para transformar un grafo no bipartito en un grafo bipartito
a través del uso de grafos de incidencia de arista-vértice. De esta manera, los grafos de incidencia arista-
vértice pueden ser usados para obtener un grafo bipartito a partir de grafos que no son bipartitos.

Definicion 2.47. Sea § = (V, ) un grafo con E un conjunto de aristas y V un conjunto de vértices. EI grafo de
incidencia arista-vértice ' = (V',E') de G, es el grafo bipartito con conjunto de vértices V' = E UV y conjunto
de arista B ={{e, v} € (E, V) : v es un punto extremo de la arista e}.

Ejemplo 2.18. En la Figura 36 ilustramos un grafo y su grafo de incidencia arista-vértice. Sea un grafo G =
(V,E), con V = {A,B,C} y E = {e1 = {A,B},ex = {B,C},e3 = {A, C}}. Luego, el grafo de incidencia
arista-vértice de G es ' = (V/,E’), donde V' = EUV = {ey,ez,e3,A,B,C} y E/' = {{e,v} € (E,V) :
v es un punto extremo de la arista e} = {{e1, A},{e1, B}, {e2, B},{e2, C},{e3, A}, {e3, C}}.
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€1 €3

€2

Figura 36: Al construir el grafo de incidencia arista-vértice del grafo no bipartito , conseguimos un grafo bipartito

g’

G es un grafo 2-regular, luego, el grafo de incidencia arista-vértice G’ de G, resulta ser un grafo bipartito
(2,2)-regular.

También podemos obtener un grafo bipartito desde un grafo no bipartito a través del uso de la
cubierta doble.

Definicién 2.48. Dado un grafo G = (V, E), definamos un grafo bipartito G = (V', '), con el conjunto de
vértices V1 U V3 tal que V1 y V3 son copias de V, y un vértice en V1 y un vértice en V, son adyacentes solo si
los vértices correspondientes en V son adyacentes en G. Y asi, §' es llamado la cubierta doble de G.

Ejemplo 2.19. En la Figura 37 ilustramos un grafo y su cubierta doble. Sea un grafo § = (V,E), con
V ={a,b,c,d,fly E ={{ab}{a,c}{b,c}{c, d},{c f},{d, f}}. Luego, la cubierta doble de Ges G’ = (V',E'),

Figura 37: Al construir la cubierta doble del grafo no bipartito G, conseguimos un grafo bipartito §'.

donde V' = V3 UV, con Vi y V, copias de V, es decir, renombrando los vértices de V tenemos Vi =

{a1,b1, C1, d] ,f]} y Vz = {az,bz, Co, dz,fz}, asz’, V, = {CI],b] ,C1, d],ﬁ , a2, bz, Co, dz, fz}, adema’s, E/ =

{{ar, b2} {ay, calfby, az}iby, c2licy, azkict, baklcr, da}, {c1, f2} {d1, cat {ds, f2}, {f1, cal, {f1, d2}}
Notemos que G es un grafo irreqular, luego, la cubierta doble G’ de G, resulta ser un grafo bipartito irreqular.

Comentario 2.20. En los dos métodos anteriores, hemos notado que si comenzamos a trabajar con un grafo
r-regular obtenemos un grafo bipartito (dv/,, dv,)-regular, y si trabajamos con un grafo irregular conseguimos
un grafo bipartito irreqular.
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2.4 EXPANSION DE GRAFOS

En esta seccién estudiamos el concepto de grafo expandido. En si, la nociéon bésica de expansion es
que todos los conjuntos pequefios deberfan tener vecindades grandes. La meta al hablar de grafos es
establecer buenas propiedades de conectividad sin tener muchas aristas. Asi, la construccién requie-
rirfa que se expandan por un factor constante y que tengan un ntimero grande de vecinos con pocas
aristas. Tales grafos con esta caracteristica existen. Y es posible demostrar la existencia de una familia
de expansiones lineales usando construcciones probabilisticas, pues un proceso aleatorio simple pro-
duciria uno con alta probabilidad. Sin embargo, las construcciones explicitas o deterministas son més
deseables, lamentablemente estas construcciones son mds dificiles de tener.

Los grafos expandidos fueron definidos por Bassalygo y Pinsker, y su primera existencia fue probada
por Pinsker en los inicios de los 70’s. Margulis encontré6 una manera para construir explicitamente
expansiones lineales, con lo cual él di6 la primera construccién explicita de una familia infinita de
grafos expandidos.

La manera mds comun para probar que un grafo es una buena expansion es examinando su segundo
valor propio mds grande Ag de su matriz de adyacencia. Para grafos regulares, los resultados son
basados en el cdlculo de Ag. Sean A1, Ay, ..., Ay los distintos valores propios del grafo de orden n tales
que A1 = A2 = ... 2 An, y sea Ag el segundo valor propio més grande en valor absoluto de G, [WKo3].
Suponiendo que G es un grafo k-regular con n vértices. Notemos que Ag = max(| Az |,| A |) si § no
es bipartito, ya que al tener un grafo k-regular se cumple que A7 = k con multiplicidad Ty A, > —k,
consultar Proposicién 3.2 y 3.3; ahora, Ag =| A, | si § es bipartito, y ademds, A7 = k y A, = —k,
consultar Proposicién 3.4 y Teorema 3.14.

Fue mostrado por Alon y Tanner que un grafo § es una buena expansién si y sélo si A1 y Ag
estdn separados, es decir, si el segundo valor propio més grande estd distante del primer valor propio,
[WKo3]. Por lo tanto, para encontrar una buena expansién de un grafo G, es suficiente con checar el
valor de Ag. La siguiente cota inferior para Ag

liminfAg > 2vk—1,

n—oo
es la maxima separacién posible entre el primer y segundo valor propio més grande en un grafo. Esta
cota fue lograda en la construccién explicita de Margulis, y Lubotzky, Phillips, y Sarnak, [SS96].

La razén por la que hablaremos de este concepto de expansién de grafos es que, antes de fijarnos
en la decodificacién de la palabra recibida, podemos usar la expansion de un grafo bipartito para
garantizar la capacidad de correccién de error del cédigo asociado. En si, si el grafo bipartito es una
buena expansién, entonces el c6digo asociado serd un buen cédigo.

A partir del conocimiento de este concepto se puede acotar la distancia minima de un cédigo. Una
ventaja es que el concepto se aplica directamente a los grafos de tamario finito, pero la desventaja, es
que la cota derivada por estos métodos es pésima y no reflejan el verdadero potencial de correccién de
error observado en la préactica.

La expansién es un concepto matematico fundamental, que bien merece ser investigado a fondo
propiamente, sin embargo, aqui sélo estudiaremos la definicién para grafos bipartitos que mds nos
interesa, al igual que algunas propiedades y mostraremos algunos ejemplos.

Los textos revisados para el desarrollo de esta seccién fueron [AGMS87], [Alo88], [GG81], [HLWo6],
[Lub1o] y [RU0S].

2.4.1  Concepto basico de expansion de grafos bipartitos

Hay muchas variaciones de la definicién de expansién de grafos, en particular para grafos bipartitos,
aunque tales definiciones son esencialmente las mismas. A continuacién enunciaremos varias de estas
definiciones, pero las Definiciones 2.51 y 2.52 son con las cuales trabajaremos més adelante. Definamos
el concepto de expansién para grafos bipartitos regulares, comencemos con la definicién cuando las
dos clases de vértices tienen el mismo grado, es decir, es k-regular.
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Definicién 2.49. Una (n, X, c)-expansion es un grafo bipartito k-regular G = (1U O, E) con I el conjunto de n
vértices de entrada y O el conjunto de n vértices de salida y a lo mds k - n aristas, tal que para cada subconjunto
X de vértices de entrada, X C 1, se cumple la siguiente relacion,

N > {1 e (1 _ 'Xn'ﬂ X, (2.33)

donde Tx es el conjunto de los vértices de salida conectados a X.

Definicién 2.50. Sea ¢’ > 0. Una (n, k,c’)-expansion es un grafo bipartito k-regular G = (IU O, E) con I el
conjunto de los vértices de entrada y O el conjunto de los vértices de salida, es decir, las aristas van de 1 a O, y
con || = |O| =, tal que, para cualquier X C I con |X| < 5 tenemos [Tx| > (1 + cIX|.

Una definicién mds completa.
Definicién 2.51. Una (n, k, c)-expansion es un grafo bipartito k-regular G = (1U O, E) sobre 1 el conjunto de
vértices de entrada y O el conjunto de vértices de salida, donde |I| = |O| =n, y a lo mds k - n aristas, tal que para

cada subconjunto X de entradas, X C 1, con [X| < %, X estd unido a las aristas por lo menos [X|+c (1 — %) IX|
diferentes vértices de salida, es decir, se cumple la sigquiente relacion,

si X<

N3

= [Ixl> {1 +c (1 Eiﬂ X, (2.34)

donde Tx denota el conjunto de todos los vecinos de los vértices conectados a X.

Comentario 2.21. Algunos de los grafos bipartitos expandidos que estudiaremos son construidos por cubiertas
dobles de grafos no-bipartitos Definicién 2.48, y por un conjunto de permutaciones.

Las definiciones anteriores fueron planteadas para grafos bipartitos k-regulares, la que enunciamos
a continuacion es sobre grafos bipartitos (1, r)-regulares.

Definicién 2.52. Sea G = (1U O, E) un grafo bipartito (1, v)-regular con 1 el conjunto de n nodos de entrada de
grado 1y O el conjunto de % -m nodos de salida de grado m. Decimos que G es una (1,7, o, y)-expansion si para
cada subconjunto X de 1, X C 1, de a lo mds o - n. nodos de entrada, Tx el conjunto de nodos de salida los cuales
estdn conectados a X es al menos vy - |X|- L.

Comentario 2.22. La idea para expandir grafos bipartitos es clara, ver Figura 38. Un conjunto X de nodos de
entrada tiene |X| - 1 aristas de salida y pueden por lo tanto estdn conectados a lo mds [X| - 1 nodos de salida. Por
consiguiente, 'y representa el minimo de tal fraccion el cual se obtiene del grafo dado donde el minimo es sobre
todos los conjuntos no vacios X de cardinalidad a lo mds « - n. Si la expansion es suficientemente grande, la
distancia minima del cédigo asociado es una fraccion lineal de la longitud del blogue.

A continuacién se menciona el concepto de una familia de expansiones.

Definicién 2.53. Una familia de expansiones lineales de densidad k y expansion c es un conjunto {G;}3° 4,
donde G; es una (ny, k, c)-expansion si ny — ooy % — 1 cuando i — oo.

1
Observacion 2.17. Esto es, una famila de expansiones es una familia de grafos k-reqular (para un X fijo y n que
tiene al infinito) los cuales son todos c-expansiones para algiin c.

Comentario 2.23. Cada grafo k-regular finito conexo es una expansion para algiin ¢ > 0 en una forma trivial.
La nocién es de interés solo cuando uno considera una familia infinita de grafos. En diversas aplicaciones, se
requiere una familia de (n,k, c)-expansiones donde n tiende a infinito y k y c son fijos. Usualmente (pero no
siempre) se prefiere que k sea tan pequefio como sea posible, y es siempre deseable que c sea lo mds grande posible.
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Vértices de entrada I Vértices de salida O

Si para cada X C I
X[<an = [Ix| = vIX[L,
entonces, el grafo bipartito § = (IUO, E)
es una (1,1, &, v)-expansion.

I’x

Figura 38: Concepto de expansion de un grafo bipartito.

Podemos encontrar otras definiciones de expansion de grafos en la literatura. Aunque todas son esen-
cialmente equivalentes con algtin cambio o modificacién en las constantes. La idea bésica es siempre
que para cada subconjunto del conjunto de vértices se garantiza que se expande por alguna cantidad
fija como ilustramos en la Figura 38.

2.4.2 Existencia de expansiones

Es dificil mostrar la existencia de expansiones y todavia mds dar una construccién determinista. Existen
dos métodos para la construccion explicita de familias de expansiones: el primero dado por Margulis,
quien construy6 expansiones con la ayuda de la propiedad (T) de Kazhdan de la teoria de representa-
cién de grupos de Lie semi-simples; la segunda construccién realizada por Lubotzky-Phillips-Sarnak,
y Margulis, quienes usaron la conjetura de Ramanujan para este propésito, [Lub1o].

El siguiente par de proposiciones son ttiles para encontrar grafos expandidos; sin embargo, no
abordaremos sus respectivas demostraciones pues no es el objetivo de la seccion.

Proposicion 2.5. Sea k > 5 un enteroy ¢ = % Entonces para algiin grafo k-reqular con n vértices se satisface
que |Ix| > c|X| para subconjuntos X de tamafio menor o igual a . Para n grande, la mayoria de los grafos
k-requlares con n vértices satisfacen lo anterior. En particular, estos grafos son expandidos.

Demostracion. Ver la demostracién en [Lub1o] pég. 5. O
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Proposicién 2.6. Sea m un entero positivo y Vi = % X %. Definimos un grafo sobre el conjunto Vi

conectando cada (a,b) € Vi por o1(a,b) = (a+1,b), 02(a,b) = (a,b+1), 03(a,b) = (a,a+b) y
04(a,b) = (—b, a). Entonces {Vin} es una familia de expansiones.

Demostracion. Revisar la demostracién en [Lub1o] pag. 32. O

2.4.3 Ejemplos de grafos expandidos

Los grafos expandidos pueden ser grafos simples, no simples, multigrafos, bipartitos, entre otros. A
continuacién mencionamos algunas familias distintas de grafos expandidos.

Ejemplo 2.20. Una familia de grafos 8-regular G para cada entero m. El conjuntos de vértices es Vi =
Zn X Zm. Los vecinos de los vértices (a,b) son (a+b,b), (a—b,b), (a,b+a), (a,b—a), (a+b+1,b),
(a—b+1,b), (a,b+a+1), (a,b—a+1), todas las operaciones son médulo m. Esta familia de grafos, debida
a Margulis, es la primer construccion explicita de una familia de grafos expandidos, [HLWo06] pdg. 453.

Ejemplo 2.21. Una familia de grafos bipartitos Gy, con n vértices donde para cada entero m, n = m? y
el conjunto de vértices es Vin = {0,1,..., m—1} x{0,1,...,m —1}. Los grafos bipartitos G son obtenidos
de 5 permutaciones en V. Las permutaciones son: o1(a,b) = (a,b), 02(a,b) = (a,a+b), o3(a,b) =
(a,a+b+1), 04(a,b) =(a+b,b), o5(a,b) = (a+b+1,b), donde + es médulo m, [GGS81]. Esta familia
de grafos bipartitos son expansiones.

Damos algunos ejemplos concretos.

Ejemplo 2.22. Considérese cuatro permutaciones arbitrarias o1,07,03, y 04 del conjunto {1,2,3,4,5}. Cons-
truimos un grafo G conectado con una arista del vértice (i,0) al vértice (o1(i),1), (02(i),1), (03(i),1) ¥
(04(1),1), como vemos en la Tabla 10.

1 2 3 45
op [3 1 4 25
o2 |1 4 3 5 2
o3 |5 1 4 2 3
04 1 2 5 3 4

Tabla 10: Estas son las 4 permutaciones con las que trabajamos.

En la Figura 39 ilustramos a G = (1U O, E) el grafo bipartito resultante que es un multigrafo pues con-
tiene aristas miiltiples. Analicemos el grafo bipartito G = (1U O, E), tiene como conjunto de vértices de en-
trada 1 = {1,2,3,4,5}, el conjunto de vértices salida es O = {1,2,3,4,5)}, el conjunto de aristas es E =
{0, 000, {0, 35 {1,55,{2, 13,42, 13, {2, 23, {2, 4}, {3, 3}, {3, 41, {3, 4}, {3, 5}, {4, 2}, {4, 2}, {4, 3}, {4, 5}, {5, 2}, {5, 3},
{5,4},{5,5}}. Luego, |I| = |0| = 5 y los grados de los dos conjuntos de vértices son d;y =4y do = 4. Asi, Ges
un grafo bipartito 4-reqular con 5 vértices de entrada y de salida y a lo mds k -n =4 -5 = 20 aristas.

Figura 39: Grafo bipartito obtenido de 4 permutaciones.

Para verificar que es un grafo bipartito expandido tenemos que revisar que se satisface la Definicién 2.51, es
decir, que se cumple la siguiente relacion:

‘ X
Si |X|<% = |rx|>{1+c<1|n>}|X|. (2:35)
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El grafo bipartito G satisface las condiciones de la definicion. Ahora, tomemos un subconjunto X de 1 con
XI < 3 y veamos que ocurre con Tx.

t Subconjuntos  |X| X x I"x|
1 {1} - {1,3,5} 3
5\ 12 o (1,24 3
( 1 ) - 1T B = (345 3
1 {4} -  {2,3,5} 3
1 {5} - {2,3,4,5} 4
t Subconjuntos  |X| X x I"x|
2 {r,2v — {1,2,3,4,5} 5
2 {,3y — {1,3,4,5} 4
2 {1,4y — {1,2,3,5} 4
(5)210 2 {15} = {1,345 5
2 2 2,3t — {1,2,3,4,5} 5
2 2,4y — {1,2,3,4,5} 5
2 2,5 — {1,2,3,4,5} 5
2 3,4y — {2,3,4,5} 4
2 3,50 — {2,3,4,5} 4
2 {4,5 — {2,3,4,5} 4

Ahora, tenemos que hallar el valor de ¢ que cumpla con la relacién (2.35), por lo que procedemos de la manera
siguiente:

o para |X| =1 tenemos que |Ix| = 3,4, entonces,

3> [T+c(1-D]1=2>2c=>c<3,

- N

4z M+c(1-D]1=3>2c=>c<

o para |X| = 2 tenemos que |I'x| = 4,5, entonces,

)]

4>1+c(1-%)]2=2>%c=c< 3,

N W

7

5>[1+c(1-2)]2=3>8c=c<

luego, tomando a ¢ = min{3, %, %}, tenemos que el factor constante que satisface la relacién es ¢ = % Por lo
tanto el grafo bipartito 4-reqular G es una (5,4, %)-expansién.

Ejemplo 2.23. Sean m =2y V, ={0,1} x{0,1} ={00,10,01,11}, luego, n = m?2 = 4 es el niimero de vértices
para el grafo el cual aiin no es un grafo bipartito. Ahora sean o1 = (a,b), 02 = (a,a+Db), 03 = (a,a+b+1),
04 = (—b,a) y 05 = (a+b+1,b), las 5 permutaciones sobre V, usando aritmética médulo 2, la Tabla 11
muestra los resultados de las permutaciones:

00 10 01 11
o1 100 10 O 11
o2 |00 11 01 o1
o3 |01 10 00 11
o4 |00 10 11 10
os |10 00 01 11

Tabla 11: Resultados de las permutaciones.
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Ahora, con ayuda de la rejilla de puntos y las permutaciones, veamos que los vecinos del punto 10 son 10, 11, 10,
10, y 00, con los cuales forma aristas entre ellas lazos y enlaces como ilustramos en la Figura 40.

Figura 40: Rejilla de puntos de las permutaciones.

Al continuar realizando lo mismo para los puntos restantes contruimos el grafo mostrado en la Figura 41 que es
un multigrafo.

Figura 41: Grafo resultante.

Luego, renombremos a cada vértice de una manera distinta, para 00 — 0, 10 — 1,01 — 2y 11 — 3, asi, el
conjunto de vértices es Vo ={0,1,2,3}, y de esta manera la tabla anterior ahora seria la Tabla 12:

o1 2 3
op |0 1 2 3
02 0o 3 2 1
03 2 1 0 3
o4 |0 1 3 2
o5 |1 0 2 3

Tabla 12: Renombrando los vértices de la Tabla 11.

Y usando el concepto de la cubierta doble dado en la Definicion 2.48, construimos el grafo bipartito G, que ilus-
tramos en la Figura 42. Analicemos el grafo bipartito G, = (1U O, &), tiene como conjunto de vértices de entrada
I =V, el conjunto de vértices salida es O = V3, el conjunto de aristas es E = {{0, 0},{0, 0},{0,0},{0, 1}, {0, 1},
{0,2},{0,2}, {1,03,{1,0, {1, 1}, {1, 1}, {1, 1}, {1, 3}, {1, 3}, {2,0}, {2, 0}, {2, 2}, {2, 2}, {2, 2}, {2, 3},{2, 3}, {3,1},{3, 1},
{3,2},{3, 2}, {3,3},{3,3},{3,3}}. Luego, |I| = |O| = 4 y los grados de los dos conjuntos de vértices son d; = 7
y do = 7. Ademds, observamos que sigue siendo un multigrafo. Ast, G, es un grafo bipartito 7-regqular con 4
vértices de entrada y de salida y a lo mds k -n =7 -4 = 28 aristas.
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Figura 42: Grafo bipartito obtenido de la cubierta doble.

Para verificar que es un grafo bipartito expandido tenemos que revisar que se satisface la Definicién 2.51, es
decir, que se cumple la relacion (2.35) enunciada en el ejemplo anterior. Entonces, considerando que el grafo
bipartito G, cumple con las condiciones de la definicion, tomemos los subconjuntos X de 1 tales que |X| < % =2
y veamos que ocurre con I'x.

# Subconjuntos

Xl X Ix "I
s 1 {0 —  {0,1,2} 3
( ] > =4 1 {1y - {0,1,3} 3
1 2y — 10,23} 3
1 {3t — {1,2,3} 3
t Subconjuntos  |X| X Ix x|
2 {0, 1} — {0,1,2,3} 4
( 4 > iy 2 {022 — {01,23 4
2 2 0,3t — {0,1,2,3} 4
2 {1,2} — {0,1,2,3} 4
2 {1, 3} — {0,1,2,3} 4
2 {2,3} — {0,1,2,3} 4

Ahora, tenemos que hallar el valor de ¢ que cumpla con la relacién (2.35), por lo que procedemos de la manera
siguiente:

o para |X| =1 tenemos que |I'x| = 3, ast,
3> [1+c(1—%)]1:>2>%c¢c<§;
o para |X| = 2 tenemos que |I'x| = 4, ast,

4> 1+c(1-2)]2=2>c=c<2;

entonces tomemos a ¢ = min{%,Z}. Asi, el factor constante que satisface la relacién es ¢ = 2. Por lo tanto el
grafo bipartito 7-regular G es una (4,7, 2)-expansion.
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2.5 RELACION ENTRE CODIGOS LINEALES Y GRAFOS BIPARTITOS

La interpretacién tedrica que se da entre los cédigos lineales y los grafos bipartitos es importante, no
sOlo para la construccién de cédigos sino también para el disefio de algoritmos eficientes de decodifi-
cacién, ya que los grafos bipartitos representan o estan asociados a algin cédigo lineal; y sucede que,
el proceso de codificacién y decodificacién del cédigo lineal puede basarse en esta representacion del
grafo bipartito asociado.

Entonces, existe una relaciéon interesante entre los c6digos lineales y los grafos bipartitos. Considere-
mos la matriz de chequeo de paridad H de un cédigo detector-corrector de error C, y sean los conjuntos
V7 y V2 que denotan las columnas y renglones de la matriz H, respectivamente. Entonces, podemos
definir un grafo bipartito § = (V3 U V3, E), tal que u; € V7 y vi € V2 forman una arista {u;j,vi} € E, si
la componente de la matriz de chequeo de paridad H del cédigo C, en la columna j y el renglén ies 1,
y en caso de que la componente sea 0 los vértices no forman una arista. Inversamente, dado un grafo
bipartito § = (V71 U V3, E), podemos definir una matriz binaria cuyas columnas estdn relacionadas con
los elementos de V; y los renglones con los elementos de V;, y cuya componente de la matriz en la
columna j y el renglén i es 1 si {u;,vi} € E, en caso contrario seré 0, esta matriz binaria es la matriz de
chequeo de paridad H que define un cédigo lineal €, [WKo3].

Por consiguiente, uno puede definir un cédigo lineal desde un grafo bipartito y viceversa. Esto es,
considérese una matriz de chequeo de paridad H = (hi;) de un cédigo lineal € y un grafo bipartito
G = (V1 UV, E), donde {u;,vi} € E con uj € V7 yv; € V2 (Vj representa la clase de vértices columna
y V2 la clase de vértices reglén en la matriz H) si y s6lo si hyj # 0, entonces la matriz de adyacencia A’
del grafo bipartito G es:

, (0 H
A_<HT O).

Con la siguiente proposicién se puede asegurar que si tenemos una matriz de adyacencia A de un

grafo G, y existe una permutacién tal que puede llevar a la matriz A a la forma A’ = (HOT lg), eso

implicard que § es un grafo bipartito.

Proposicién 2.7. ([ADH9S], pdg. 16) Sea G un grafo con vertices v1,v3,...,vn ¥ A = (ay;j) una matriz de
adyacencia. Entonces G es un grafo bipartito si y solo si existe una permutacion 7 del conjunto {1,2,...,n} asi
que la matriz A" = (ar(1)n(j)) tiene la siguiente forma:

Al = <HOT E) , (2:36)

donde H es la transpuesta de H.

Comentario 2.24. A la representacion de los cédigos lineales mediante grafos bipartitos se le llama grafo de
Tanner. Ademds, existe una relacion avin mds estrecha entre la matriz de chequeo de paridad H del cédigo lineal
C y el grafo bipartito G, pues la matriz de chequeo de paridad H del cédigo lineal C puede verse como una matriz
de adyacencia A del grafo bipartito G asociado.

Veamos algunos ejemplos sobre esta interesante relacion.

Ejemplo 2.24. Sea H la matriz de chequeo de paridad de un cédigo lineal C de tamafio 3 x 4, con Vi =
{uq,uz,u3,ua} el conjunto que denota a las columnas y Vo = {v1,v3,v3} el conjunto que denota los renglones,
dada por:

U Uz u3z ug
vi/l1 100
H = w1 010
vs\1 0 0 1
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Asi, teniendo la matriz H es posible construir el grafo bipartito G = (V1 U V2, E) conocido como grafo de Tanner,
ilustrado en la Fiqura 43, recordar que por cada 1 en H se tiene una arista relacionada con la columna y el renglén

uq uz us ug
Vi V2 V3
Figura 43: A partir de la matriz de chequeo de paridad H de un cédigo lineal €, construimos el grafo bipartito

§ y su matriz de adyacencia A. Este grafo también es conocido como grafo de Tanner debido a que
representa a un cédigo lineal C.

respectivos:

Y también, obtenemos la matriz de adyacencia A del grafo bipartito G:

Vi
V2
V3
A = w
uz
us3
Ug

Vi V2 V3 U7 Uz uz ug

S O = = O O O

0

o = O = O O

0

— O O = O O

S O O O = = =

1

S O O O OO

0

S O O O o —

0

S O O o —= O

Ejemplo 2.25. Ahora, definamos el grafo bipartito G = (V7 U V3, E), donde Vi = {t1,12,t3,14,t5,t¢, t7},
VZ = {T1/T21T3}/ y E = {{t],T]},{t],T3},{tz,T]},{tz,TZ},{t3,T]},{t3,Tz},{t_g,T3},{t4,TZ},{t4,T3},{t5,T]},
{te, T2}, {t7,r3}}, Figura 44.

ty
t2
T

t3

tq T2

T3
ts

t7

Figura 44: A partir del grafo bipartito G, construimos la matriz de chequeo de paridad H de un c6digo lineal €, y
asf, la matriz de adyacencia A del grafo bipartito §. Ademas, G es un grafo de Tanner y H puede verse
como una matriz de adyacencia de G.
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Entonces, dado el grafo bipartito G es posible obtener la matriz de chequeo de paridad H de un cédigo lineal C,
recordar que V1 define las columnas de H y V, define los renglones, asi:

ty ta t3 t4 t5 tg t7
/1 1. 1.0 1 0 0

H = 1, (o 11101 o), (2.37)
r3\1 0 1 1 0 0 1

en si, la matriz de chequeo de paridad H puede verse como una matriz de adyacencia de G, sin embargo, la matriz
de adyacencia A del grafo bipartito G es:

T T2 T3t tr t3 tg ts tg ty

m /0001110100
00001 11010
3]0 001 01 10 0 1
|1 010000000

A _ T 100000000
t3{1 1 1000000 0
t4[0 1T 1000000 0
ts[1 0 0000000 0
ts{0 1T 0000000 0
t\0 0100000 0 0

Antes de concluir el ejemplo, notemos que la matriz H (2.37) es la matriz de chequeo de paridad del [7,4]-cédigo
de Hamming obtenida desde el capitulo 1. En si, el grafo bipartito dado en la Figura 44 tiene una forma distinta
del grafo bipartito que obtuvimos en la Figura 22, pero en realidad sélo separamos las clases de vértices. Entonces,
el codigo lineal que representa este grafo bipartito G, Figura 44, es el [7,4, 3]-cédigo de Hamming.






ALGUNOS RESULTADOS DE ALGEBRA LINEAL
Y DEL ESPECTRO DE UN GRAFO

Las matemasticas poseen no sélo la verdad,
sino cierta belleza suprema.

— Bertrand Arthur William Russell —

En este capitulo hablaremos de los valores propios y vectores propios de una matriz, de la diagonaliza-
cién y ortogonalizacion, enunciaremos algunos teoremas que involucran estos conceptos para después
enunciar y demostrar el Teorema de Descomposicién Espectral, y finalmente todos los conceptos seran
de utilidad para poder definir el espectro de un grafo, ya que el espectro de un grafo proporciona
mucha informacién acerca de éste y dicha informacién serd usada posteriormente. Algunos ejemplos
mostrados serdn realizados con ayuda del software wxMaxima 16.04.2 [VLIK15].

La teoria dada en este capitulo estd enunciada en términos de matrices debido a que las matrices
describen un grafo y algunos grafos estan asociados a un cédigo, entonces al trabajar los resultados
directamente con la matriz nos hard mas facil revisar los resultados para cédigos. Sin embargo, estos
conceptos y resultados pueden encontrarse enunciados para un operador lineal, pero esto no deberia
causar ningin problema pues recordemos que un operador lineal siempre tiene asociado una matriz,
y es indistingible estar trabajando con un operador lineal o una matriz y viceversa, siempre y cuando
estemos trabajando sobre espacios vectoriales de dimensién finita.

3.1 ALGUNOS CONCEPTOS Y RESULTADOS DE ALGEBRA LINEAL

Comenzaremos con las definiciones de valor propio, vector propio, polinomio caracteristico, y espacio
propio. Enunciaremos algunos resultados esenciales que usaremos y después definiremos la diagonali-
zacién y ortogonalizacién.

Los textos revisados para el desarrollo de esta seccién fueron [BCog], [HK71] y [Poo11].

3.1.1  Valores propios y vectores propios

Definicién 3.1. Sea A = (ayj) una matriz de tamafio n. Sea A un niimero real o complejo. Entonces A es un
valor propio de A cuando existe un vector diferente de cero v en R™ o C™ tal que Av = Av. El vector no cero v
es llamado el vector propio de A correspondiente al valor propio A.

Comentario 3.1. Si el valor propio A es un niimero real, entonces el vector propio v es un vector con componentes
reales. Sin embargo, si A es un niimero complejo, que puede ocurrir aiin si la matriz A es de componentes reales,
el vector propio v puede ser un vector con componentes complejas.

Definicién 3.2. Si A = (ayj) es una matriz de tamafio n. entonces P (t) = det(tln — A) es un polinomio en
t de grado n y es llamado el polinomio caracteristico de A.

Observacion 3.1. Recordemos lo siguiente,

Aesunaraizde Pa(t) & Pa(A)=0
det(AI—A)=0
Al — A no es invertible
Ker(AI— A) #£{0}
FeV-{0}: AI—-A)(v)=0
Alv—Av =0
Av = Av

A es un valor propio de A.

te o0 TD
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Comentario 3.2. Como Pa (t) es un polinomio de grado n, Pa (t) tiene n raices no necesariamente distintas,
entonces A tiene n valores propios Ay, A2, ..., An. Ast, el conjunto de los n valores propios conforma el espectro
de A.

Definicién 3.3. Sea A = (ai;j) una matriz de tamafio n y sea A un valor propio de A. La multiplicidad de
A es su multiplicidad como una raiz del polinomio caracteristico P (t). Por lo tanto la multiplicidad de un
valor propio de A es un entero entre 1 y n. El espacio propio de A correspondiente a A estd definido como
Vi ={x € C™ : (MIn — A)x = 0}. El espacio propio de A correspondiente a A es el espacio nulo de la matriz
Aln — A, y asi es un subespacio de C™. El espacio propio consiste del vector cero y todos los vectores propios de
A correspondientes a A, asi, tiene dimension de al menos 1.

Comentario 3.3. Si todos los n valores propios de A son miimeros reales, entonces los espacios propios son
subespacios de R™. Pero si A tiene un valor propio complejo, entonces los espacios propios se consideran como
subespacios de C™. Ademds, la multiplicidad geométrica de N es la dimension del espacio propio V.

Ahora, enunciaremos algunos teoremas que nos proporcionan propiedades y caracteristicas intere-
santes que nos seran de utilidad para hablar sobre el espectro de un grafo.

Teorema 3.1. Sea A = (ay;) una matriz simétrica y de valores reales de tamafio n x n. Entonces cada uno de
los n valores propios de A es un niimero real.

Demostracion. Supéngase que A es un valor propio de A con su correspondiente vector propio v (un
vector no cero en C™). Entonces Av = Av y, al tomar los conjugados complejos, se tiene Av = Av.
Luego, AV = AV = Av = Av = AV pues A es una matriz con entradas reales. Al tomar las transpuestas
y usar el hecho de que A es simétrica, se tiene 9TA = 9TAT = (A9)T = (AW)T = Av". Por lo tanto,

AFTV) =9T (W) =9T(Av) = ®TAW = (AT )v = A(¥Tv), eso implica que (A —A)(vTv) = 0.
ar +bji a; —bii
Ahora, siv = : entonces v = : , de modo que v'v = (a% + b%) o4 (ad +
an +bni an —bni
bZ) # 0 pues v # 0 porque es un vector propio. Se concluye que A —A = 0 eso implica que A = A. En
consecuencia, A es un nimero real. O

Teorema 3.2. ([CDS80], pdg. 17) La multiplicidad geométrica y algebraica de un valor propio de una matriz
simétrica son iguales.

Lema 3.1. ([CDS80], pdg. 61) Si A = (ai;) es una matriz de tamaiio m x n y Px(t) denota el polinomio
caracteristico de una matriz cuadrada X, entonces

tMPAAT(E) =t™P AT A (T). (3.1)

Lema 3.2. Sea A = (ai;) una matriz de tamafio n x n. Si A es un valor propio de AZ entonces ++/A es un valor
propio de A.

Demostracién. Sea A un valor propio de A2, es decir, A%v = Av. Considerando el polinomio caracteristico
de A, tenemos,

Pa2(t) = det(tl, —A?)
= [ty —A?]
(V)2 — A

= ‘(\/Hn - A)(\/Hn + A)|
‘\/{In - A| : |\/{In +A|

= WVitln—Al- A = (V)1

= Pa(Vt)-Pa(—V1)
Entonces, P52(t) =P A(Vt) - Pa(—V/1). Luego, si A es un valor propio de AZ, entonces A es una raiz de
P2, es decir, P42(A) = 0, ademds, P52(A) = PA(VA)-PA(—VA) =0, de aqui, PA(VA)-PA(—VA) =0,
eso implica que PA(VA) =06 Pa(—VA) = 0. De esto ultimo se cumple que +/A es una raiz de Pa (t)
y asi es un valor propio de A. O
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Lema 3.3. Sea B = (byj) una matriz arbitraria de entradas reales de tamafio m x n. Si v es un vector propio de
BTB con valor propio A # 0, entonces v/ = Bv es un vector propio de BBT con el mismo valor propio A.

Demostracién. Sea v un vector propio de BT B correspondiente al valor propio A # 0, entonces BT Bv =
Av. Ahora, si v/ = Bv, tenemos que BB'v/ = BBT (Bv) = B(B"Bv) = B(Av) = ABv = Av’. Por lo tanto, v/
es un vector propio de BBT con el mismo valor propio A. O

Comentario 3.4. Este resultado indica, que los valores propios distintos de cero de BTB son los mismos valores
propios de BBT.

Definicion 3.4. Una matriz A = (ayj) es positiva si A > 0, es decir, si todas sus entradas son positivas. Y A es
no negativa si A > 0, es decir, si todas sus entradas son mayores o iguales a cero.

Definicion 3.5. Una matriz A = (aij) es primitiva si para algiin k tenemos que A% > 0.

Definicién 3.6. Una matriz A = (ayj) de tamafio n x n es reducible si, dada alguna permutacion de los
renglones y la misma permutacion de las columnas, A puede escribirse en forma de bloque como

& o) (2)

donde B y D son cuadradas. O bien, de manera equivalente, A es reducible si hay alguna matriz de permutacién
P tal que

PAPT = (g g) (3-3)

Y si A no es reducible serd llamada irreducible.

El siguiente teorema es conocido como el Teorema de Perron, que indica propiedades esenciales
de un cierto valor propio Ag de A. Enunciaremos el teorema sin demostraciéon debido a que no es
el objetivo de este trabajo. Pero, dejamos la referencia en donde el lector interesado podrd revisar la
demostracioén.

Teorema 3.3. Sea A = (ayj) una matriz positiva de tamafio n x n. Entonces A tiene un valor propio real Ao
con las siguientes propiedades:

i) Ao > 0.
i) Ao tiene un vector propio positivo correspondiente.
iif) Si A es cualquier otro valor propio de A, entonces |A| < Ag.
Demostracion. Podemos revisar la demostracién en [Poo11] pag. 344. O

El siguiente teorema proporciona mas propiedades de un cierto valor propio A¢ de A. Este teorema
es conocido como el Teorema de Perron-Frobenius, el cual enunciamos a continuacion.

Teorema 3.4. Sea A = (ai;j) una matriz de tamafio n x n no negativa irreducible. Entonces A tiene un valor
propio real Ao con las siguientes propiedades:

i) Ao > 0.
i) Ao tiene un correspondiente vector propio positivo.
iii) Ao tiene multiplicidad algebraica y multiplicidad geométrica iqual a 1.
iv) Para cada valor propio A de A, tenemos |A| < Ao. Si A es primitiva, entonces esta desigualdad es estricta.
v) Si A es un valor propio de A tal que |A| = Ao, entonces A es una raiz compleja de la ecuacién \™ — A = 0.

Comentario 3.5. Podemos encontrar diversas versiones del Teorema de Perron-Frobenius, asi como de su demos-
tracion, por ejemplo, consultar la referencia [BH12] pdg. 22.
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Comentario 3.6. Los Teoremas 3.3 y 3.4 hablan de un valor propio en especial, Ay que es llamado radio espectral
de la matriz A.

Definicién 3.7. Sea A = (ayj) una matriz de tamafio n. X n con sus valores propios A\1,Az,...,An. El radio
espectral Ao de A es el mdximo de los valores absolutos de sus valores propios,

Ao =max{[A1],[Az],..., Anl} (3-4)

3.1.2  Diagonalizacién

En esta subsecciéon mencionamos algunos resultados conocidos de élgebra lineal sobre la diagonaliza-
cién de una matriz A, que posteriormente nos seran ttiles.

Definicién 3.8. Sean A y B matrices de tamafio n x n. Se dice que A es semejante a B si existe una matriz
invertible C de tamafio n x n tal que C~VAC = B. Si A es semejante a B, se escribe A ~ B.

Definicion 3.9. Una matriz A de tamafio n x n es diagonalizable si existe una matriz diagonal D tal que A sea
semejante a D, esto es, si existe una matriz invertible C de tamafio n x n tal que C~1AC = D.

Teorema 3.5. Sea A una matriz de tamafio n X 1y sean Ay, Az, ..., Ay distintos valores propios de A con sus
correspondientes vectores propios vi,vy, ..., vm. Entonces vi,vy, ..., v son linealmente independientes.

Demostracion. La demostracién es indirecta. Se supondrd que vy, vy, ..., v son linealmente dependien-
tes y se demostrard que esta suposicién conduce a una contradiccién.

Sivy,Vv2...,vim son linealmente dependientes, entonces uno de dichos vectores debe poder expresar-
se como una combinacioén lineal de los anteriores. Sea vy 1 el primero de los vectores v; que pueden
expresarse de esa forma. En otras palabras, vi,vy, ..., vk son linealmente independientes, luego existen
escalares c1,c,...,ck tales que

Vi1 = C1V1 + €2V + - -+ + CVk. (3-5)

Al multiplicar por la izquierda en ambos lados de la ecuacién (3.5) por A y con el hecho de que
Av; = Ajv; para cada i, se tiene

Ak+1Vkg1 = Avipr = Alcrvy +cava + -+ vk
= Cc1Av] + AV + -+ Avi
= Cc1A1V1 F oAV + - e Ak vk (3-6)

Ahora multiplicando ambos lados de la ecuacién (3.5) por Ay 1 obtenemos

Akt Vi1 = CTAK L1V + C2Ak 1 1V2 + -+ CAp 1V (3.7)
Cuando se resta la ecuacion (3.6) de la ecuacion (3.7), se obtiene

0=ci1(A1 —Arp1)vi +c2(A2 = Ap1)va + -+ C (A — A1 vk

Dado que los valores propios A; son todos diferentes, los términos entre paréntesis (A; —Axy1), i =
1,...,k, son todos distintos de cero. Por tanto, ¢y = c; = --- = cx = 0. Esto implica que vi41 =
c1vi +cova + -+ cxvik = Ovy +0vy + - - - + Ovi lo que es imposible, pues el vector propio vix1 no
puede ser cero. En consecuencia, se tiene una contradiccién, lo cual significa que la suposicion de que
V1,V2, -+ ,Vm son linealmente dependientes es falsa. Por lo tanto, vq,vz,- -, v deben ser linealmente
independientes. O
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Teorema 3.6. Sea A una matriz de tamafio n x n. Entonces A es diagonalizable si y sélo si A tiene n vectores
propios linealmente independientes, es decir, es una base de C™ (o R™ si A solo tiene valores propios reales)
consistente de vectores propios de A.

Demostracion. Supongamos que A es diagonalizable, entonces existe una matriz invertible C tal que
CTAC = D o de manera equivalente AC = CD con D una matriz diagonal. Sean cy,c3,...,cn las
columnas de C y sean A1, A3, ..., An las entradas de la diagonal de D. Entonces

A0 e 0
0 Ay -~ 0
Aler ¢c2 ] = [a o Cn L :
0 0 - An
[AC] Acy --- Acn] = P\]C] Axcy - Ancn]

Al igualar las columnas se tiene,
Ac1 =Aicy, Aczy =Axca,..., AcCn =AncCn,

lo que demuestra que los vectores columna de C son vectores propios de A cuyos valores propios
correspondientes son las entradas diagonales de D. Como C es invertible, vemos que las columnas
de C son los n vectores propios de A linealmente independientes. Por otro lado, supongamos que
V1,V2,...,Vn son n vectores propios linealmente independientes de A tales que

Avi :}\ivi i:],Z,...,n. (38)

Sea C la matriz cuyas columnas son v{, vy, ..., vy, respectivamente. Entonces C es una matriz invertible
ya que las columnas de C son linealmente independientes. Ademads, la ecuacién (3.8) la podemos
escribir como una ecuaciéon matricial AC = CD, donde D es la matriz diagonal cuyas entradas de la
diagonal son los valores propios de A. Como C es invertible, tenemos que C~'AC = D, luego, A es
semejante a la matriz diagonal D, es decir, A es diagonalizable. O

Teorema 3.7. Sea A una matriz de tamafio n X 1.y sean Ay, Ay, . .., A los distintos valores propios de A. Si B;
es una base para el espacio propio Vy,, entonces B = By U B, U -- - U By, es decir, la coleccion total de vectores
base para todos los espacios propios es linealmente independiente.

Demostracion. Sea By = {vi1,Vvi2,...,Vin,;} parai=1,..., k. Se tiene que demostrar que B = {v11,v12,
e VI, V21,V22, 04 V20,0 -+, VKT, VK2, - - - Vin, | €8 linealmente independiente. Supongamos que algu-
na combinacién lineal no trivial de estos vectores es cero, por decir,

(Cr1vir 4 +ein ving )+ (c21var + -+ Canyvy, )+ F (Clavia - + Ckny Vi, ) =0 (3.9)
Al denotar las sumas entre paréntesis mediante x1,x2, ..., Xy, se puede escribir la ecuacién (3.9) como
X‘|+X2+"'+Xk:0 (3'10)
Ahora cada x; estd en el espacio propio V), y por lo tanto es un vector propio correspondiente a A; 6
es 0. Pero, puesto que los valores propios de A; son distintos, si todos los x; son vectores propios, son
linealmente independientes. Sin embargo, la ecuacién (3.10) es una relacién de dependencia lineal; esto

es una contradiccién. Se concluye que la ecuacién (3.9) debe ser trivial; esto es, todo sus coeficientes
son cero. Por tanto, B es linealmente independiente. O

Teorema 3.8. Si A es una matriz de tamafio n X n con n valores propios distintos, entonces A es diagonalizable.

Demostracion. Sean vi,vy,...,vn vectores propios correspondientes a los n valores propios distinos de
A. Por el Teorema 3.5, vi,Vv2,...,vn son linealmente independientes, de modo que, por el Teorema 3.6,
A es diagonalizable. O
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3.1.3 Ortogonalizacién

Los espacios vectoriales con los cuales estamos trabajando, son espacios vectoriales con producto in-
terno y norma. En si, el producto interno usual definido en R™ y la norma inducida por el producto
interno. En este apartado mencionaremos algunos resultados sobre la ortogonalizacién.

Definicién 3.10. Un conjunto de vectores {vi,va,...,vi}en R™ se llama conjunto ortogonal si cumple que
<vyi,v; >=0 siempreque i#j para i,j=1,2,...,k. (3.11)
Y es llamado conjunto ortonormal, si los vectores son unitarios, es decir, Ivil[2 =1 para cada v;.

Teorema 3.9. Las columnas de una matriz Q de tamafio m x n forman un conjunto ortonormal si y sélo si
T

Q'Q=1I,.

Demostracion. Es necesario demostrar que

0 sii#j

1 sii=j

(Q'Q)y = {

Sea q; que denota la i-ésima columna de Q (y, en consecuencia, el i-ésimo renglén de Q7). Dado que
la entrada (i,j) de Q' Q es el producto punto del i-ésimo renglén de QT y la j-ésima columna de Q, se
tiene que

(QTQ)y = g1~ aj (3.12)
por la definicién de multiplicacién de matrices.
Ahora las columnas Q forman un conjunto ortonormal si y sélo si
0 sii#j
9= {] siii§
lo que, por la ecuacioén (3.12), se cumple si y sélo si

0 sii#]
1 sii=j

(QTQ)yj = {

Con esto, tenemos que las componentes de la diagonal de la matriz resultante son iguales a 1, y las
componentes que no estdn en la diagonal son 0, por lo tanto, obtenemos la matriz identidad. O

Definicién 3.11. Una matriz Q de tamario n x 1 cuyas columnas forman un conjunto ortonormal se llama
matriz ortogonal.

Teorema 3.10. Una matriz Q de tamaiio n x n es ortogonal si y sélosi Q~' = Q.

Demostracién. Q es ortogonal si y sélo si QTQ = I, por el Teorema 3.9. Ahora consideremos la ecua-
cién Qx = 0. Al multiplicar QT por la izquierda, se tiene QT Qx = Q0 = 0. Eso implica que x = I;x = 0.
Por lo tanto, el sistema representado por Qx = 0 tiene la solucién tnica x = 0, luego, por el teorema
fundamental de las matrices invertibles, consultar [Poo11] pag. 178, se sabe que Q es invertible, esto es,
existe Q! y satisface QQ ' =1I,, = Q' Q. Entonces, Q" Q = I, es verdadero si y sélo si

Q'QQ '=LQ "&QL=Q 'sQ"=Q "
O

El siguiente teorema indica que todo subespacio de R™ tiene una base ortogonal; y proporciona un
algoritmo para construir dicha base, tal teorema es conocido como el proceso de Gram-Schmidt.
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Teorema 3.11. Sea {x1,...,Xy} una base para un subespacio W de R™ y definase lo siquiente:

V1 =Xq Wy = gen(x7)

Vi - X2
v =x2—( v Vi W, = gen(x1,x2)

V] - X Vo - X
v3=x3— (2 vy — (22 )y W3 = gen(x1,x2,%x3)

v.v V2 V2
k—1
Vi Xk

Vk:Xk_Z(ﬁ)Vi Wi = gen(xq,...,xx)

i=1

Entonces, para cada i =1,...,k, {v1,...,vi} es una base ortogonal para W;. En particular, {v1,... vy} es una
base ortogonal para W.

Observacion 3.2. A partir del Teorema 3.11 nétese que el primer vector de la base del subespacio W, es también
el primer vector de la base ortogonal para W.

Definicion 3.12. Una matriz A de tamasio n x n es diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz ortogonal
Q y una matriz diagonal D tal que QTAQ = D.

Definicién 3.13. Si V es un espacio vectorial, una proyecciéon de V es un operador lineal P sobre V tal que
P2 =P.

3.2 TEOREMA DE DESCOMPOSICION ESPECTRAL

Esta version del Teorema espectral estd dado para matrices [Poo11], uno puede hallar su equivalente
para operadores lineales en algtin otro texto de dlgebra lineal [HK71]. A continuacién enunciamos el
Teorema espectral.

3.2.1  Teorema espectral

Teorema 3.12. Sea A una matriz real de tamafio n x n. Entonces A es simétrica si y solo si es diagonalizable
ortogonalmente.

Demostracion. Supongamos que A es diagonalizable ortogonalmente, entonces existe una matriz orto-
gonal Q y una matriz diagonal D tales que QTAQ = D. Dado que Q~! = QT por el Teorema 3.10, se
tiene que QTQ =1, = QQT, de modo que

QDQ" = QIQTAQIQ" = (QQNAQQ") = InAly = A.
Pero entonces
AT=(QDQN"=(Q")'DTRT=QDQ" =A
pues toda matriz diagonal es simétrica. En consecuencia, A es simétrica.

Ahora, supéngase que A es simétrica. Para probar la implicacién, se procederd por induccién sobre
n. Para n = 1, no hay nada que hacer, pues una matriz de tamafio 1 x 1 ya estd en forma diagonal.
Ahora, supongamos que toda matriz simétrica con entradas reales de tamario k x k con valores propios
reales es ortogonalmente diagonalizable. Sea n = k + 1 y sea A una matriz simétrica de entradas reales
de tamarfio n X n con valores propios reales.

Sea A1 uno de los valores propios de A y sea vi un vector propio correspondiente. Entonces v; es
un vector de entradas reales por el Teorema 3.1, y supongamos que v es un vector unitario, pues
de otro modo puede normalizarse y seguira siendo un vector propio correspondiente a Aj. Al usar el
proceso de Gram-Schmidt, Teorema 3.11, podemos obtener a una base ortonormal {1, uz,...,un} de
R™. Ahora, se forma la matriz

Qir=[w uy - upl.
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Entonces Q1 es ortogonal y

QIAQ; = AW w - ug

= [Au Auy oo Aug]

= Sl Mwr Auy - Aug

M *
[Oxx1 A

dado que u] Ajwq) = Aq(wluy) = A(wg-wg) = Ay y ul Aqug) = A (wfwg) = A (ufug) = A (w -

uq) =0 parai# 1, porque {uy,uy,..., un} es un conjunto ortonormal.
Pero

B! =(QiAQN" =QJAT(Q) =QiAQI =B
de modo que B es simétrica y

B=0Q;'AQs, (3.13)

ya que Q1 es ortogonal, ver Teorema 3.10. En consecuencia, B tiene la forma de bloque

At O xk]
B =
|:Ok><1 Aq

y Aj es simétrica. Mds atin, B es semejante a A pues se cumple la igualdad (3.13), ver Definicién 3.8,
de modo que el polinomio caracteristico de B es igual al polinomio caracteristico de A, ademads, el
polinomio caracteristico de A divide al polinomio caracteristico de A. Se tiene que los valores propios
de A; tambien son valores propios de A y, en consecuencia, son ntimeros reales; ademds, A tiene
entradas reales. Por tanto, A7 es una matriz simétrica con entradas reales de tamarfio k x k con valores
propios reales, de modo que puede aplicar la hipétesis de induccién. Por lo tanto, existe una matriz
ortogonal P, tal que PIA1 P es una matriz diagonal, por decir Dy. Ahora sea

1 01xk]
Okx1 P2

|

Entonces, Q; es una matriz ortogonal de tamafio (k+ 1) x (k+ 1), y por lo tanto, también lo es Q =
Q1Q2. Luego,
Q'AQ = (Q1Q2)TA(QIQ2)
= QI(QIAQ1)Q:
= QIBQ:
[ A O P/ S T I B I
— o PII0 Ay]|0 Py
(A 0 }
0 PIAP;
_ [N 01xk]
Oxx1 Dy
= D
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es decir, Q" AQ = D donde D es una matriz diagonal. Esto completa el paso de induccién y se concluye
que, para todo n > 1 una matriz simétrica de entradas reales de tamafio n x n con valores propios
reales es diagonalizable ortogonalmente. O

3.2.2 Consecuencias del teorema espectral

Observacién 3.3. Del Teorema espectral 3.12 se desprenden varias propiedades.

i) El Teorema espectral permite escribir una matriz simétrica de componentes reales A en la forma

A =QDQ’, (3-14)

donde Q es una matriz ortonormal y D es la matriz diagonal. Las entradas diagonales de D son justo los
valores propios de A, y las columnas de Q son los vectores ortonormales.

it) De i), se desprende que la matriz A puede reescribirse en su descomposicion espectral

A=mPr 4+ + ptmPm, (3-15)

donde P; es la matriz de proyeccion ortogonal de R™ sobre el subespacio generado por los vectores propios
ortonormales correspondientes a ;.
iit) Ademds, la matriz de proyeccion Py satisface las siguientes propiedades parai=1,...,m,

o P = QD; QT donde D; es una matriz diagonal de tamafio n. x n en cuya diagonal tiene un bloque
con la matriz identidad de tamafio my x my, con my la multiplicidad del i-ésimo valor propio p;,

o P2=P; =P/,

PiP; = 0 (i # j) donde 0 es la matriz nula de tamafio n x n,

In =Py + -+ + Py donde 1, es la matriz identidad de tamaiio n x n,
P; = ugi) (ugi) )T+ .+ u{i) (u{i) )T donde el conjunto {ugi), . ,u{i)}forma una base ortonormal
del i-ésimo valor propio ;.

Veamos la demostracién de estas propiedades.
Demostracion.

i) Como A es simétrica entonces es diagonalizable ortogonalmente. Luego, existe una matriz or-
tonormal Q tal que QTAQ = D. Aqui las columnas de Q son vectores propios wj,12,...,Un

ortonormales,
Uy U217 - Un
U2 U2 - Up2
Q=[ur uy -+ up]=| . )
Uln U2n - Unn

Luego, los vectores 1y, uy,...,un forman un base ortonormal de los espacios propios de A.
Ademads, Q es invertible y Q' =QT. As,

QTAQ=D = QQTAQQT =QDQ’
= I,Al, =QDQ"
= A=QDQ". (3.16)
ii) Del resultado anterior (3.16), tenemos que A = QDQT, asi,
Ui un1 Un1 }\1 O O U1 uy2 Uin
ui2 U2 . Un2 0 }\2 . 0 Iy U2 .. Urp

A=QDQ" =

Uin U2n - Unn 0 0 - An Unt Un2 - Unn
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iif)

En la matriz D observamos los n valores propios de la matriz A. Tales valores propios podrian
repetirse, por lo que, renombramos a los valores propios como i, ..., um como los distintos
valores propios de A y con my, 1 < i < m, sus respectivas multiplicidades. Ahora, podemos
reescribir a D como D = p1Dq + - - + um D, donde cada D; es una matriz diagonal de tamarfio
1 X n en cuya diagonal tiene un bloque con la matriz identidad de tamafio m; x m;, esto es,

0 0 0
D; = o Tin, 0
0 o 0
Luego,
A = QDQT

= Q(wDj+- +umDm)QT
= 1QDIQ" ++ -+ umQDMQ"
= P14+ +umPm.

Entonces A tiene la descomposicién espectral
A=mPr+...4+ tmPm,

donde P; = QD;QT i =1,...,m, y esta matriz es llamada la matriz de proyeccién ortogonal sobre
el subespacio vectorial generado por los m; vectores propios ortonormales correspondientes al
valor propio .

Del inciso anterior observamos que se satisface que P; = QD;Q, paracadai=1,...,m.

Ahora, veamos que se cumple que para cada i = 1,...,m, P2 = P;, P[ = P;, PiP; = 0 con
i#j, Pr+---+Px = Iy donde I, es la matriz identidad de tamafio n x n, y ademds que,
Pi = ugl)(ugl))T +--- +u{1)(u{l))T.

Como,

P = PP
= (QD;Q")(QD;Q™)
= QDy(Q"Q)D:QT
= QD;I,D;QT
= Q(DiDy)QT
= Qb{Q’
= QDQ'
= Py,

pues recordar que Q' Q = I, donde I,, es la matriz identidad de tamafio n x n por el Teorema

3.9, y Di es una matriz diagonal que tiene un bloque con la matriz identidad y cualquier potencia

de la matriz identidad sigue siendo la matriz identidad, por lo que D# = D;. Luego, se cumple
2

que P{ = P;.

Ademas,
Pl = (QD:Q"NT
= QH'DY"QT
= QD:Q'

Pi,
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ya que Dj es una matriz en cuya diagonal tiene un bloque con la matriz identidad y el resto
de sus componentes es 0 se cumple que es una matriz simétrica, y asi D{ = Dj. Por lo tanto,
Pl =P;.

i i

Ahora, sea i #j

PiP; = (QD:iQ")(QD;Q")
QDi(Q'Q)D;Q"
QD;InD;Q"
Q(D;D;)Q"

= QoQ’
= 0,

pues Q' Q = I, por el Teorema 3.9. D, D; son matrices en cuya diagonal tienen un bloque de la
matriz identidad de tamafio m; x m; y m; x m;, respectivamente; que ademds ocupan diferentes
entradas y el resto de sus entradas son 0. Por lo que, al realizar el producto obtenemos la matriz
nula. Y asf, PiP; =0 con i #j.

Ademas,
Pi+Py+-+Pym = QD;Q"+QD2Q" +---+QDmQ"
= Q(Dy+Dz+-+Dm)Q"
= QL.Q'
= QQ'
= In,

pues cada D; es una matriz en cuya diagonal tiene un bloque con la matriz identidad de tamafio
m; x my que son las multiplicidades de cada valor propio, ademads, ningtin bloque coincide con
la posicién del otro. Entonces al sumarlos obtenemos la matriz diagonal cuyas componentes en
la diagonal es 1 y el resto de las componentes es 0, es decir, tenemos una matriz identidad de
tamafio n x n. Ademés, por el Teorema 3.10 QT = Q~', entonces QQ" = QQ~' = I,, donde I,
es la matriz identidad de tamafio n x n. Por lo tanto, P; + P + -+ + Py = Ih.

Ahora, para cada valor propio tenemos una base ortonormal para el subespacio vectorial corres-
pondiente, y supongamos que el subespacio vectorial V|,; correspondiente al i-ésimo valor propio

L; tiene como base ortonormal al conjunto {u%i), eer, u{i)}, entonces

Pi = QDiQT
[T ]
(uS’)T
0 0 0] @
= [u]” ug) u%i) - u{l] ugm) ~uT(1m]] 0 Im; O
0 0 O (u{l))T
(u{™)T
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(1) (1)
ooy
1 1
_ 0 12 7 Y2
1) )
0 0 u, Ui 0 0

—unl
[P )P )
[l
. (1), .0 (). )
[(Wintyy Ho U Wy Uy Uy,
Fo (2 (D) () (1), (i)
(?‘)‘%) I 3 A Y E
i i i)y2 i i
_ 12wy (ug3) U Uy
). (1) . (1) (1) (i)2
(W tgy Wty e ()
e
11
uy 1) A (1)
— 1 1 1
- . 11 W2 u]n:|+ +
(i)
-u1n
= w T )T,

donde u; es el vector ortonormal columna de tamafio n x 1 y al realizar el producto con su
transpuesto obtenemos una matriz de tamafio n x n. Por lo tanto, para cadai =1,...,m Py =

wq (ugi))T + - +u1(u%i))T.

3.2.3 Ejemplos

Veamos en los siguientes ejemplos como diagonalizar ortogonalmente una matriz y cémo se cumplen

las propiedades mencionadas de la Observacion 3.3.

Ejemplo 3.1. Sea C(B) el [8,5,2]-codigo LDPC (2,4)-regular con matriz de chequeo de paridad H y grafo
bipartito B del Ejemplo 4.1. Considerando su matriz H vamos a obtener la matriz H"H que resulta ser una matriz
de valores reales simétrica de tamatio 8 x 8, la cual de acuerdo al Teorema 3.12 es diagonalizable ortogonalmente.
Para comprobar esto debemos hallar los valores propios, los vectores propios, diagonalizar, calcular los vectores
ortonormales y diagonalizar ortogonalmente; y después obtendremos las matrices de proyeccion para escribir a
la matriz H"H en su descomposicién matricial. Con ayuda del software wxMaxima 16.04.2 [VLIK15] vamos a

realizar los cdlculos necesarios.

(o/oil)

NI

wl

v

s

IS

|
(1) (1) (i), (1) (1)

+u12.;*12 ugj)ugn—l—--~+u%])ul
1 1 1 1

+(uy)? Wplyy +F Uy

+upuy (Wfi)2 + -+ (ugy,
r. ()42 (1), (1) (1), (1)
(l(l'l)] )(') gz MMy
i i i)y2 i i

|zt (uz)™ o gy
W0 @0 @2
Uty Wty o ()

L)

11

1)

2 1) () (1)

. Wi Wy o Wy

(1)

uln-

H: matrix( [o,1,0,1,1,0,0,1], [1,1,1,0,0,1,0,0], [0,0,1,0,0,1,1,1], [1,0,0,1,1,0,1,0] )$
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(%iz) H; (Matriz de chequeo de paridad del c6digo.)

o1 01T 1 0 01
1T 110 01 00 o
00100 1 11 (%002)
100 1 1T 0 1 0
(%i3)  HT: transpose(H); (Matriz transpuesta de la matriz H.)
01 0 1
1 1 0 0
o1 10
1 0 0 1
100 1 (HT)
o1 10
0O 0 1 1
1 01 0

(%iq) B: HT.H; (Veremos si esta matriz de tamafio 8 x 8 es diagonalizable ortogonalmente.)

(B)

(S G
_ O e o N —
— m N O N
— —mOoONNO o —
— —m ONNO 2 =
N N N = N NS
[ \§ P N e T Y
N = = = = = 2o

(%is5)  pt: charpoly(B, t), expand; (Polinomio caracteristico de la matriz B.)

t8 —16t7 4 84t° —176t° + 128t% (pt)

(%i6)  factor(pt); (Factorizacién del polinomio caracteristico.)

(t—8) (t—4) (t—2)t* (%06)

(%iy)  eigenvalues(B); (Valores propios de la matriz B con sus respectivas multiplicidades.)
(4,8,2,0],[1,1,2,4]] (%07)

(Espacio propio correspondiente al valor propio 8 con multiplicidad 1.)

(%i8)  Ci1: B - 8*ident(8);

—6 1 1 1
—6 1 1
0

(C1)

S O N = =
[ N
[T S N

[ Y G
—_ O = -
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(%i9)

linsolve([
-6*X1+X2+X3+X4+X5+X6+X7=0,
X1-6*X2+X3+X4+X5+X6+x8=0,
X1+X2-6*x3+2*X6+X7+X8=0,
X1+X2-6*X4+2*X5+X7+Xx8=0,
X1+X2+2*X4-6*X5+Xx7+x8=0,
X1+X2+2*x3-6*X6+X7+X8=0,
X1+X3+X4+X5+X6-6*x7+X8=0,
X2+X3+X4+X5+x6+X7-6%x8=0],
[x1,x2,x3,%4,X5,x6,x7,x8] );

solve: dependent equations eliminated: (8)

[x1 = %r2,x2 = %r2,x3 = %r2,x4 = %r2,x5 = %r2,xX6 = %r2,x7 = %r2,x8 = Yor2] (%09)

(Espacio propio correspondiente al valor propio 4 con multiplicidad 1.)

( 0/0110)

(%i11)

C2: B - g4*ident(8);

S O N = =
[ T
[ S N | S o

—_ O = = =
— = N O O

linsolve([
-2*X1+X2+X3+X4+X5+X6+X7=0,
X1-2*X24+X3+X4+X5+X6+X8=0,
X1+X2-2*X3+2*X6+Xx7+x8=0,
X1+X2-2*X4+2*X5+X7+X8=0,
X1+X2+2*X4-2*X5+x7+Xx8=0,
X1+X2+2*X3-2*Xx6+x7+Xx8=0,
X1+X34+X4+X5+X6-2*X7+x8=0,
X2+X3+X4+X5+X6+x7-2*x8=0],
[x1,x2,X3,%4,X5,x6,x7,x8] );

solve: dependent equations eliminated: (5)

[x1 =0,x2=0,x3 = %r1,x4 =—%r1,x5 =—%r1,x6 = %r1,x7 =0,x8 = 0] (%o011)

(Espacio propio correspondiente al valor propio 2 con multiplicidad 2.)

(%i12)

C3: B - 2*ident(8);

(C3)

©C - = = = —_ = o
I o Y S G S o QY
—_ L N OO ==
—_ L ONO O ==
—_ — OO NO = —
—_ OO0 O N ==
_O e — - O -
O = = = aao
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(%i13)  linsolve([
-0*X1+X2+X3+X4+X5+X6+X7=0,
X1-0*X2+X3+X4+X5+X6+x8=0,
X1+X2-0*X3+2*X6+X7+X8=0,
X1+X2-0*X4+2*X5+X7+Xx8=0,
X1+X2+2*X4-0*"X5+X7+x8=0,
X1+X2+2*X3-0*X6+X7+X8=0,
X1+X3+X4+X5+X6-0*X7+X8=0,
X2+X3+X4+X5+x6+X7-0%x8=0],
[x1,x2,x3,%4,X5,x6,x7,x8] );

solve: dependent equations eliminated: (8 )

[x1 = —%7r3,x2 = —%r4,x3 =0,x4 = 0,x5 = 0,x6 = 0,x7 = %r4,x8 = %3] (%o013)
(Espacio propio correspondiente al valor propio 0 con multiplicidad 4.)
(%i14) Cg: B - o*ident(8);
1

(@ N G N}
—_O = = = — N
— —mOoNNO o o
— —m ONNO = -
— L N O N = -
[N S PN & S
N —m o m —a m O

—~

Q

N

~

(%i15)  linsolve([
2*X1+X2+X3+X4+X5+X6+X7=0,
X1+2*X2+X3+X4+X5+X6+Xx8=0,
X1+X2+2*x3+2*Xx6+Xx7+x8=0,
X1+X2+2*X4+2*X5+X7+X8=0,
X1+X2+2*X4+2*X5+X7+x8=0,
X1+X2+2*x3+2*x6+X7+x8=0,
X1+X3+X4+X5+X6+2*X7+Xx8=0,
X2+X3+X4+X5+X6+X7+2*x8=0],
[x1,x2,x3,%4,X5,x6,x7,x8] );

solve: dependent equations eliminated: (6 5 7 8)

[x1 = %r5,x2 = %16,x3 = — %r7 — %r6 — %r5,x4 = — %18 — %r6 — %r5,x5 = %r8,x6 = %ry,
x7 = %r6,x8 = %rs] (%o015)

(%i16) XT: matrix( [1,1,1,1,1,1,1,1], [0,0,1,-1,-1,1,0,0], [-1,0,0,0,0,0,0,1], [0,-1,0,0,0,0,1,0],
[1,0,'1,'1,0,0,0,1], [011/'1/'1/01011/01/ [0,0,'I,0,0,I,0,0], [OIOIOI-IIIIO!O!O] )$
(%i1y) XT, (Matriz cuyos renglones son vectores propios linealmente independientes de la

matriz B.)

T 1 1 1 1 111

0 0 1 —1 -1 10 0

10 0 0 0 0 01

0 =1 0 0 0 01 0 .

1 0 —1 =1 0 0 0 1 (70017)
0 1 —1 =1 0 01 0

0 0 —1 0 0 10 0

0 0 0 —1 1 00 0
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(%i18) X: transpose(XT); (Matriz cuyas columnas son vectores propios linealmente independientes
de la matriz B.)

1 0 =1 0 1 0o o0 0
1 0 0 =1 0 1 0 0
1 1 o o0 -1 —-1 =1 0
1 -1 0 0 -1 =1 0 -1
1 -1 0 0 0 0 0 1 X)
1 1 o o 0 o0 1 0
1T 0 0 1 0 1 0 o0
1 0 1 0 1 0o o0 0
(%i19) Y:invert(X), (Matriz inversa de la matriz X.)
1 1 1 1 1 1 1 1
3 8 3 8 8 38 8 8
o o bt oo e
1 1
-3 01 0 0 0 0 (1) 7
0 — 0 0 0 0 > 0
S SR TS B S T B )
ES TG B R S B
R ST B L S R
LA L T A SR S
8 8 8 8 8 8 8 8
(%i20) D: matrix( [8,0,0,0,0,0,0,0], [0,4,0,0,0,0,0,0], [0,0,2,0,0,0,0,0], [0,0,0,2,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0] )$
(%i21) D; (Matriz diagonal cuya diagonal estd formada por los valores propios de la matriz B.)
8 00000 00
04000000
00200000
00020000
0000 0O0O00 (D)
0000 O0O0O00
0000 0O0O0O0
0000 0O0O00
(%i22) D:Y.B.X; (Comprobamos que B es semejante a D, y como D es una matriz diagonal
entonces B es diagonalizable.)
8§ 0000 0 00
04000000
00200000
000 20000 (%021)
00000000 ’
0000 0O0O00
0000 O0O0O00
0000 O0O0O0OU0

(%i23) load (eigen)$ (Cargamos este paquete para poder ejecutar la instruccion del proceso
de Gram-Schmidyt.)

(%iz24) Z: gramschmidt (XT); (Proceso de Gram-Schmidt que construye una base ortogonal.)
[[11 1/ ]/ ]/ ]/ ]/ ]/ ]]I [010/ ]/_1/_]/ ]/O/O]/ [_]IOIOIOIO/O/OI ]]/ [01_1/01010101 ]/O]I “/01_11_11010/0/ ]]/

1 1T 1 1 1 1 1 1 1 1 1
[_E/]/_ZI_Z/O/O/]/_Z]/ [_E,_ﬁ/ Igl ’ /_EI_E]/ [_gl gl

2 L
3 7575

gl —

3
—21
7 5/ a

al| —
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(%iz25) ratsimp(Z); (Simplificamos la salida anterior.)
[[1/ ]/ ]/ ]/ ]/ ]/ ]/ ]]/ [010/ 11_11_]/ ]IOIO]/ [_]/OIOIO/O/O/OI ]]/ [O/_]/O/O/O/O/ ]/O]/ “/01_11_]/0/0/0/ 1]/

1 1 1 1 1 1
[721 11721751 0/ 0/ 1/72]/ [761781

1 1 1 1 1 1
201 —= ——
13101 7 6/ 6

rgr

—_

I
5

-2 St al (%o2)
(%i26) QT: matrix(
(1/(2*sqrt(2)))*[1,1,1,1,1,1,1,1],
(1/2)*[0,0,1,-1,-1,1,0,0],
(1/sqrt(2))*[-1,0,0,0,0,0,0,1],
(1/sqrt(2))*[0,-1,0,0,0,0,1,0],
(1/2)*[1,0,-1,-1,0,0,0,1],
(1/sqrt(3))*[-1/2,1,-1/2,-1/2,0,0,1,-1/2],
(sqrt(9)/sqrt(15))*[-1/6,-1/6,2/3,1/3,0,1,-1/6,-1/6],
(5/sqrt(40))*[-1/5,1/5,1/5/3/51,1/5-1/5/1/5] )$
(%izy) QT; (Matriz cuyos renglones son los vectores ortogonales normalizados.)

1 1 1 1 1 1 1 1
3 3 3 3 3 3 3 3
22 22 22 22 22 22 22 22
O S - T T T
1 1
~73 O1 0 0 0 0 (1) 73
0 —— 0 0 0 0 — 0
1 V2 1 1 V2 1 (%027)
! 0 N S — | 0 0 0 1
2 7 7 2
_ 1 1 1 __1 0 0 1 1
[ GG T GO O PN SR A,
2\/115 z\/115 \1/15 \/135 5 \/115 z\/]15 2\/]15
T 2/10 210 24/10 210 2410 210 210 2/10

(%i28) Q: transpose(QT); (Matriz cuyas columnas son los vectores ortonormales calculados.)

a9 1 o 1 o 1 1
23 V2 2 2v3 215 2V10
i _a N T T
P S v, BV S v B vaTy
2 A IS (RS T O i
3 2 I T3z VB e
o191~ o 3
3 T2 2 T35 Vs 2J10
Tl 0 0 0 0 (- Q
23 2 2V10
1 1 3 1
3oz 0000 Te 5
a1 9 0 a1 0 L I
23 vz VA N T VAT
1 1 1 1 1 1
IS S, S R A v B W L VAT

(%izg) D: QT.B.Q; (Comprobamos que la matriz B es diagonalizable ortogonalmente.)

Vi3 B3
8 0000 224727 090
22 22
0400 0 0 0 0
0020 0 0 0 0
VB3 33
00020 Z_Z-2-2 00
000 0 0 0 0 0 (D)
e T
0000 0 L+ L 0 0
e
00000 -2 -2 00
VNN TN MV
00000 — 7 _ 2 0 0

NN
§
o
NN
;
o
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(%i30) ratsimp(D); (Simplificamos la salida anterior.)

(%o030)

O O O O O O O X
S OO O OoC O A~Oo
O O O OO NO O
O O O O NO OO
O O O O O O O o
O O O O O O OO
O O O O O O O O
O O O O O O O O

Hasta aqui hemos comprobado que la matriz H"H es diagonalizable ortogonalmente. En lo que sigue compro-
baremos que se satisfacen las propiedades de la Observacion 3.3 que son consecuencias del Teorema espectral.

(%i31) B: Q.D.QT; (La matriz B puede escribirse en la forma QDQT.)

21111110
1T 21T 1 1101
1T 12 0 0 2 11
1102 2 011
1102 2 011 (B)
1T 12 0 0 2 11
T 01 1 1 1 21
o111 111 2

(%i32) D1: matrix( [1,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0] )$

(%i33) D1; (Construimos la matriz asociada al valor propio 8 con multiplicidad 1 cuya diagonal
tiene un bloque con la matriz identidad de tamafio 1 x 1 y el resto de sus elementos son
ceros.)

(%033)

O O O O O O o —
O O O O O O OO
O O O O O O OO
©C O O O O O OO
S O O O O O OO
O O O O O O OO
© O O O O O OO
O O O O O O OO

(%i34) P1: Q.D1.QT; (Matriz de proyeccion del espacio propio de B correspondiente al valor
propio 8.)

(P1)

00| —i00| —00| —C0| —00| —00| —00| —00| —
00| —00| —00| —00| —00| —00| —00| —00| —
00| —00| —00| —00| —00| —Co| — 00| —00| —

00| —00] —00| —C0| 00| —0o| —00| —0o| —
00| —i00| —00| —00| —00| —0o| —i00| —00| —
00| —00] —00| —00| —00| —00| —0o| —0o| —

00| —00| —00| —00| —00| —00| —00| —oo| —
00| —00| —00| —00| —00| —00| —00| —oo| —

(%i35) D2: matrix( [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,1,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0] )$
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(%i36) D2; (Construimos la matriz asociada al valor propio 4 con multiplicidad 1 cuya diagonal
tiene un bloque con la matriz identidad de tamafio 1 x 1 y el resto de sus elementos son
ceros.)

(%036)

S O O O O O OO
S O O O O O —= O
[N e NeNeoNeoNoNeo Net
[N e NeNeNeNeoNe Net
S O O O O O OO
[ e lNeoNeoNeoNoNeo Nel
[ e NeNeNeoNeoNeo Net
el NeoNeoNeoNeoNeoNel

(%izy) P2: Q.D2.QT; (Matriz de proyeccion del espacio propio de B correspondiente al valor

propio 4.)
oo o o0 o0 0 00O
oo o0 o0 o0 0 00O
oo 1 1 _1 1 459
a TEF A1 0 o
00 —3 7 7 —7
A S A (P2)
I L T -
00 7 -7 -z 7z 00
oo o o0 o0 0 00O
oo o0 o0 o0 0 00O

(%i38)  D3: matrix( [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,1,0,0,0,0,0], [0,0,0,1,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0] )$

(%i39) D3; (Construimos la matriz asociada al valor propio 2 con multiplicidad 2 cuya diagonal
tiene un bloque con la matriz identidad de tamafio 2 x 2 y el resto de sus elementos son

ceros.)

0000000 O

0000000 O

0010000 0

0001000 0 y
0000000 O (70039)
0000000 O

0000000 O

0000000 O

(%igo0) P3: Q.D3.QT; (Matriz de proyeccion del espacio propio de B correspondiente al espacio

propio 2.)

1 1
z(]>ooooo1—7
o 1 0000 -1 o0
0O 0 0000 0 0
0O 0 0000 0 0
0O 0 0000 0 0 (P3)
0 0 0000 0 0

1 1

o]—zooooz?
-1 0 0000 0 I

(%ig1) Dg4: matrix( [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,1,0,0,0], [0,0,0,0,0,1,0,0], [0,0,0,0,0,0,1,0], [0,0,0,0,0,0,0,1] )$
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(%igq2) Dg4; (Construimos la matriz asociada al valor propio 0 con multiplicidad 4 cuya diagonal
tiene un bloque con la matriz identidad de tamafio 4 x 4 y el resto de sus elementos son

ceros.)

S O O O O O OO
S O O O O O OO
S O O O O O oo
O O O O O O OO

S O O —= O O O O

(7i43) P4: Q.D4.QT;

propio 0.)
3 _1
R
b
-8 3
_1 _1
8 8
_1 _1
8 8
_1 3
EN]
8 8

(%iq4) D:8*D1 + 4*D2 + 2*D3 + 0*Dy;

S O O O O O O X®
SO O OO OO Ao
S O O O O MNO O
O O O O NO OO

S O == O O O O O

S = O O O O O O

—_ O O O O O O O

(%042)

(Matriz de proyeccién del espacio propio de B correspondiente al valor

1o
Py
8 8
51
P8
8 8
iP5
8 8
3

P4
Py
8 8
00 0
00 0
00 0
00 0
00 0
00 0
00 0
00 0

|
00| —0o|—

g

|
ool

00| —00|U1

Oo|—oo|—

OO O O O O O O o

|

00| U100| —00| —

00| —i00|—

13
ERY
RS {
by
8 8
§f

8 8
s
E
8 8
R

8 8

(Forma en la que descomponemos a la matriz D.)

(P4)

(D)

(%ig5) P1.P1; (Comprobamos que la matriz de proyeccién P1 elevada al cuadrado es igual a P1.)

00| —00| —00| —00| —00| —0o| —0d| —od| —

00| —00| —00| —00| —00| —0o| —0o| —0o| —

00| 00| —00| —00| —00| —00| —00| —00| —

(%044)

(%ig6) P2.P2; (Comprobamos que la matriz de proyeccién P2 elevada al cuadrado es igual a P2.)

h—= O O

O O O OO O O o
O O O OC O oo
|
]

o O'N_‘-b

|=

(N
© O _A=h= O O

|—=

| _ |
O O _A=h= O O

H—= O O

| =R =

o O-N—‘_h_

S O O O O O OO

S O O O O O O O

(%046)



(%i47)

(%ig8)

(%ig9)

( 0/0150)

(%is1)

P3.P3;

% 0 0 00
0 % 0 00
0 0 0 00
0 0 000
0 0 000
0 0 0 00
0 —3 0 0 0
1

-5 0 000
P4.Py;

3 1 _1 _1
B B
I
S B
S B
3 § 3 8
11 3 1
g 3 § 3
3 _1 _1
8 8 8 8
3 1 _1 _1
8 8 8 8
P1T: transpose(P1);

a P1)

1101 1 1 1
A B N
A B N
A B N O
S 38 8 3 8 3
11 1 1 1 1
S 8 8 8 8 3
11 1 1 1 1
S 8 8 8§ 8 3
11 1 1 1 1
BRERE
$ 38 8 8 38 8
P2T: transpose(P2);
a P2))
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
o0} 4
101 1
00 -3 7 g
oo 4 {1
1 1 1
00 7 -3 —1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
P3T: transpose(P3);
a P3)
I 0 000
0 1 000
0 0O 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 O
0 0O 0 0 0
0 -3 000
—% 0 0 0 O

S O OO O O o o

S O OO O O o o
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(Comprobamos que la matriz de proyeccién P3 elevada al cuadrado es igual a P3.)

| —
|—

(%047)

ON\—‘OOOO'J o
N= O OOOOONl

(Comprobamos que la matriz de proyecciéon P elevada al cuadrado es igual a P4.)

11 1 3
B
IR S T
RERE R S |
XSRS G B | (%048)
8 8 8 8
ifo8 § 8
8 8 8 8
R S |
8 8 8 8
O
8 8 8 8

(Comprobamos que la matriz de proyeccién P1 transpuesta es igual

(P1T)

00| —00| —00| —00| —00| — 00| —00| —00| —

(Comprobamos que la matriz de proyeccién P2 transpuesta es igual

= O O

(P2T)

ENERNE

O O O O O O OO
O O O O O O O O

oS O R=

(Comprobamos que la matriz de proyeccién P3 transpuesta es igual

| —
|—

(P3T)

ON\—‘OOOONl o
N= O OOOOONl
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(%is52)

(%i53)

(%0i54)

(%is55)

(%i56)

S O O O O O OO O O O O O O OO O O O O O O OO |

S O O O O O OO

P4T: transpose(P4);
a P4.)
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(Comprobamos que la matriz de proyeccion P4 transpuesta es igual

3 ¢ 3 1 _1 _1 _1 3

8 3 3 3 8 3 8§ 38

3y 1 1+ 1 _1 3 _1

s 38 3 3 8 g 38 3

lr_1 3 1 3 _1 _1

A B TR B

S S S-S A A | (P4T)
I T I B

S T T T

A R S A S A B &

3 8 8 8 3 8 8 8

P1.P2; (Al multiplicar las matrices de proyeccion P1, P2 obtenemos la matriz nula.)

000 0O0O00U0

000 0O0O00O0

00 00O0O00

000 0O0O00O0 o
0000000 (%053)
000 0O0O00

000 0O0O00U0

000 0O0O00O0

P1.P3; (Al multiplicar las matrices de proyeccién P1, P3 obtenemos la matriz nula.)

000 0O0O00O0

00 00O0O00O0

000 0O0O00

000 0O0O00O (%054)
0000000 °04
000 0O0O00

000 0O0O00O0

000 0O0O00O0

P1.P4; (Al multiplicar las matrices de proyeccién P1, P4 obtenemos la matriz nula.)

000 0O0O00O0

000 0O0O00

000 0O0O00

000 0O0O00O0 (%055)
0000000 0055
000 0O0O00

000 0O0O00O0

00 00O0O00O0

P2.P1; (Al multiplicar las matrices de proyeccién P2, P1 obtenemos la matriz nula.)

00 00O0O00O0

000 0O0O00

000 0O0O00O0

000 0O0O00O0 o
0000000 (%6056)
000 0O0O0O0

00 00O0O00O0

000 0O0O00
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(%isy) P2.P3; (Al multiplicar las matrices de proyeccién P2, P3 obtenemos la matriz nula.)

0000 O0O0O00OU0
0000 O0O0O0O© O
0000 O0O0O0TO©
0000 O0O0O0TO© (%057)
00000000 0057
0000 O0O0O0O©
0000 O0O0O0TO
0000 O0O0O0TO© O

(%i58) P2.P4; (Al multiplicar las matrices de proyeccién P2, P4 obtenemos la matriz nula.)
0000 O0O0O0O© O
0000 O0O0O0TO©
0 000 O0O0O0OU0
0000 O0O0O0O© 0 o
00000000 (%058)
0000 O0O0O0TO
0000 O0O0O0O© O
0000 O0O0O0O©

(%is9) P3.P1; (Al multiplicar las matrices de proyeccién P3, P1 obtenemos la matriz nula.)
0000 O0O0O0TO©
0000 O0O0O0O© O
0000 O0O0O0O© 0
0000 O0O0O0TO (%050)
00000000 0059
0000 O0O0O0O© O
0000 O0O0O0TO©
0000 O0O0O0TO©

(%i60) P3.P2; (Al multiplicar las matrices de proyeccién P3, P2 obtenemos la matriz nula.)
0000 O0O0O0O© O
0000 O0O0O0O©
0000 O0O0O0TO
0000 O0O0O0O© O o
00000000 (%060)
0000 O0O0O0TO©
0000 O0O0O0TO
0000 O0O0O0O© O

(%i61) P3.P4; (Al multiplicar las matrices de proyecciéon P3, P4 obtenemos la matriz nula.)
0000 O0O0O0TO©
0000 O0O0O0TO
0000 O0O0O0O© 0
0000 O0O0O0O© o
00000000 (Yoo61)
0000 O0O0O0O© O
0000 O0O0O0O© O
0000 O0O0O0TO©
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(%i62) P4.P1; (Al multiplicar las matrices de proyeccién P4, P1 obtenemos la matriz nula.)

0000 O0O0O0O© O

0000 O0O0O0TO©

0000 O0O0O0TO

0000 O0O0O0O© O o
00000000 (%062)
0000 O0O0O0TO

0000 O0O0O0O© O

0000 O0O0O0O©

(%i63) P4.P2; (Al multiplicar las matrices de proyeccién P4, P2 obtenemos la matriz nula.)

0000 O0O0O0O 0

0000 O0O0O0O© 0

0000 O0O0O0TO©

0000 O0O0O0O© O o
00000000 (%063)
0000 O0O0O0TO©

0000 O0O0O0O© O

0000 O0O0O0O© O

(%i64) P4.P3; (Al multiplicar las matrices de proyecciéon P4, P3 obtenemos la matriz nula.)

0000 O0O0O0O© O

0000 O0O0O0O© O

0000 O0O0O0TO

0000 O0O0O0TO o
00000000 (70064)
0000 O0O0O0O© 0

0000 O0O0O0TO

0000 O0O0O0O© O

(%i65) I: P1+ P2+ P3+ P4; (Comprobamos que la suma de las matrices de proyeccién es igual
a la matriz identidad Ig«g.)

0 0 0 0O

D

O O O O O O o —
S O O O O o —
S O O O O —= OO
S O OO = O OO
o O O = O oo
S OC = O O oo
S = O O O OO
— O O O O OO

(%i66) U1T: matrix( (1/(2*sqrt(2)))*[1,1,1,1,1,1,1,1], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0])$

(%i67) UiT; (Matriz cuyo primer renglén es el vector ortonormal que forma una base ortonormal
para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 8.)

L EE T o O e S e
3 3 3 3 3 3 3 3
22 22 22 22 27 22 21 22
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 (%067)
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
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(%i68) Uz: transpose(U1T); (Matriz cuya primer columna es el vector ortonormal que forma
una base ortonormal para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 8.)

0000000
27
000000 0
22
0000000
22
0000000
22
9000000 0 U
23
000000 0
237
000000 0
22
0000000
22
(%i69) P1: U1r.UiT;, (Otra forma de obtener la matriz de proyeccién P1 es multiplicando las
matrices formadas por el vector ortonormal que forma una base ortonormal para el
subespacio vectorial correspondiente al valor propio 8.)
(P1)

00| —00| —00| —00| —00| —00| —0o| —0o|—
00| —00| —00] —00| —00] —0o| —00| —Co| —
00| —00| —00| —00| —00| —Co| —Co| —Co| —
00| —i00| —00| —00| —00| —0o| —Co| —Co|—
00| —00| 00| —00| —00| —0o| —00| —0o| —
00| —00| —00| —00| —00| —00| —00| —0o|—

(%izo)  U2T: matrix( [0,0,0,0,0,0,0,0], (1/2)*[0,0,1,-1,-1,1,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0])$
(%iy1) U2T; (Matriz cuyo segundo renglén es el vector ortonormal que forma una base ortonormal
ara el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 4.
p p p prop

| —
| —

(%o071)

O O O O O O O o
S O O O O ON=O
O O O O O ON=O
S O O O O O O o
O O O O O O o o

O O O O O OO o
o O O O O ONl o
S O O O O ONl o

(%iy2) Uz: transpose(U2T); (Matriz cuya segunda columna es el vector ortonormal que forma
una base ortonormal para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 4.)

N—= O O

(U2)

N =N =

S O O O O O OO
©C O O O O O OO
O O O O O O OO
S O O O O O OO
©C O O O O O OO
S O O O O O OO
O O O O O O O O

oS ON=—
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(%iy3) P2: U2.U2T; (Otra forma de obtener la matriz de proyecciéon P2 es multiplicando las
matrices formadas por el vector ortonormal que forma una base ortonormal para el
subespacio vectorial correspondiente al valor propio 4.)

|—=

H= O O
=

h—= O O

|—=R=

(P2)

| =
|—=

cooococooo
cooocoo oo
|
| =B
| _ |
© O _h=h— O O
| _ |
© O, Merm, OO
cooococooo
©COo 0 OoCOo o oo

o C>-l>|—‘_b
o O-N'-‘_b

(%i74) UsT: matrix( [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], (1/sqrt(2))*[-1,0,0,0,0,0,0,1],
(1/sqrt(2))*[o,-1,0,0,0,0,1,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0])$

(%iy5) UsT; (Matriz formada por los vectores ortonormales que forman una base ortonormal
para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 2.)

0

(%075)

o O O o O %|_‘ o O
N
S O O O%|_‘ S O O
N
©C OO O O O OO
O O OO O O OC O
S O OO O O OC o

oooo§|—‘ooo
coc oo o§|—‘oo

S OO o O OO

(%iz6) Us: transpose(U3T); (Matriz formada por los vectores ortonormales que forman una
base ortonormal para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 2.)

]
0 0 ~7 O 0 0 0 0
00 0 -2 0000
0 0 0 O 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 0 0
U
00 0 0 0000 (U3)
0 0 0 O 0 0 0 0
00 0 1 o0oo0o00
oo 1 o0 0000
(%i77) P3: U3.U3T;, (Otra forma de obtener la matriz de proyeccién P3 es multiplicando las
matrices formadas por los vectores ortonormales que forman una base ortonormal
para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 2.)
1 1
7 0 0000 0 -3
o F 0000 % 0
0 0O 0 0 0 0 0 0
0 O 00 0 0 0 0
0 0 0000 0 0 (P3)
0 O 0 0 0 0 0 0
1 1
0 —3 00 0 0 5 0
-3 0 0000 0 I

(%i78)  U4T: matrix( [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0],
(1/2)*[1,0,-1,-1,0,0,0,1], (1/sqrt(3))*[-1/2,1,-1/2,-1/2,0,0,1,-1/2],
(sqrt(9)/sqrt(15))*[-1/6,-1/6,-2/3,1/3,0,1,-1/6,-1/6],
(5/sqrt(40))*[-1/5,-1/5,1/5,3/51,1/5-1/5,/1/5])$
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(%iyg9) U4T; (Matriz formada por los vectores ortonormales que forman una base ortonormal

para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 0.)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

1 %

3 0 - -7 0 0 0 1 (%079)
T L I I 0 0 a _
S GO S SN N S SR Gl

2152415 V15 VTS 5 vIs V15215
T 2V/10 210 210 2/10 2v/10 210 0 210 2V/10

(%i80) Ug: transpose(U4T); (Matriz formada por los vectores ortonormales que forman una

base ortonormal para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 0.)

1 1 1 1
0000 32 =55 “3s “Imw
000 0 O e i
V3 2\/15 2y/10
ooo0o0 -+ 1. __2  _1_
2 2(5 V15 210
ooo0oo -1 11 __3

2 2v3 V15 23/10 (Ug)
0000 O 0 0 =
3 2v10
0000 O 0 s 5770
o000 o L 1 1
V3 215 210
oooo0o 1+ 1t __1_ __1_
2 2v3 215 2V10

(%i81) P4: Ug.U4T; (Otra forma de obtener la matriz de proyeccién P4 es multiplicando las

matrices formadas por los vectores ortonormales que forman una base ortonormal para el
subespacio vectorial correspondiente al valor propio 0.)

3 1 1 1 1 1 1 3

8 8 8 3 8 8 8§ 38

-3 _+r 1+ 1T _1 3 _1

8 8 8 8 8 8 8 8

1 _1 5 1 r 3 _1 _1

S A R A S L A

A A S S R A (P4)
S A L S A A

R S A T T T R

E . S S S S

8 8 8 8 8 8 8 8

(%i82) B: 8*P1 + 4*P2 + 2*P3 + 0*P4; (Obtenemos la descomposicion espectral de la matriz B.)

21111110

121 1 11 01

1T 12 0 0 2 11

1T 10 2 2 0 11

1102 2 011 (B)
112 00 2 11

1T 01 1 11 21

o111 111 2

Acabamos de mostrar que se cumplen todas las propiedades del Teorema de descomposicién espectral para la
matriz HTH.
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Ejemplo 3.2. Sea C(B) el [8,5,2]-cédigo LDPC (2,4)-reqular con matriz de chequeo de paridad H y grafo bi-
partito B del Ejemplo 4.1. Considerando su matriz H veamos que ocurre con la matriz HHT que resulta ser una
matriz de valores reales simétrica de tamario 4 x 4, la cual de acuerdo al Teorema 3.12 es diagonalizable orto-
gonalmente. Para comprobar esto debemos hallar los valores propios, los vectores propios, diagonalizar, calcular
los vectores ortonormales y diagonalizar ortogonalmente; y después obtendremos las matrices de proyeccion para
escribir a la matriz HH" en su descomposicién matricial. Nuevamente usando del software wxMaxima 16.04.2
[VLIK15] vamos a realizar los cdlculos necesarios.

(%i1)  H: matrix( [o,1,0,1,1,0,0,1], [1,1,1,0,0,1,0,0], [0,0,1,0,0,1,1,1], [1,0,0,1,1,0,1,0] )$
(%iz) H; (Matriz de chequeo de paridad del c6digo.)

O1T 01 1 0 01
1T 1100 1 00 o
00100111 (%02)
100 1T 1T 0 10
(%i3)  HT: transpose(H); (Matriz transpuesta de la matriz H.)
01T 01
1T 1 00
o1 10
1T 0 0 1
10 0 1 (HD)
01 10
0 0 1 1
1010
(%igq) C:H.HT;, (Veremos si esta matriz de tamafio 4 x 4 es diagonalizable ortogonalmente.)
4 1 1 2
1T 4 21
1 2 41 ©
21 1 4
(%i5)  pt: charpoly(C, t), expand; (Polinomio caracteristico de la matriz C.)
t* —16t3 + 84t2 — 176t +128 (pH)
(%i6)  factor(pt); (Factorizacion del polinomio caracteristico.)
(t—8) (t—4) (t—2)? (%06)
(%iy)  eigenvalues(C); (Valores propios de la matriz C con sus respectivas multiplicidades.)
(14,8,2],(1,1,2]] (%07)
(Espacio propio correspondiente al valor propio 8 con multiplicidad 1.)
(%i8)  Ci1: C - 8*ident(4);
—4 1 1 2
1T -4 2 1
12 —4 1 )

(%ig)  linsolve([
-4*X1+X2+X3+2%X4=0,
X1-4*X24+2%X3+X4=0,
X1+2%X2-4¥X3+X4=0,
2*X14+X2+X3-4*x4=0], [x1,X2,x3,x4]);

solve: dependent equations eliminated: (4)
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[x1 = %r1,x2 = %r1,x3 = %ri, x4 = %ri] (%09)
(Espacio propio correspondiente al valor propio 4 con multiplicidad 1.)

(%ito) C2: C - g*ident(4);

o1 1 2
10 21
120 1 ()
2110
(%i11) linsolve([x2+X3+2*x4=0, X1+2*X3+X4=0, X1+2*X2+X4=0, 2¥*X1+Xx2+X3=0], [X1,x2,x3,x4]);
solve: dependent equations eliminated: (2)
[x1 = %r2,x2 = —%r2,x3 = — %r2,x4 = %r2] (%o011)
(Espacio propio correspondiente al valor propio 2 con multiplicidad 2.)
(%i12) C3: C - 2*ident(g);
2 11 2
12 21
1221 ©)
211 2
(%i13) linsolve([
2*X1+X2+X3+2*X4=0,
X1+2*x2+2*X3+X4=0,
X1+2*X2+2%X3+Xx4=0,
2*X1+X2+X3+2*x4=0], [X1,X2,X3,X4]);
solve: dependent equations eliminated: (4 3)
[x1 = — %713, x2 = — %rq,x3 = %rq,x4 = %r3] (%o013)
(%itg) XT: matrix( [1,1,1,1], [1,-1,-1,1], [-1,0,0,1], [0,-1,1,0] )$
(%i15) XT, (Matriz cuyos renglones son vectores propios linealmente independientes de
la matriz C.)
1 1 1 1
T =1 =1 1 o
10 0 1 (%0015)
0o -1 1 0

(%i16) X: transpose(XT); (Matriz cuyas columnas son vectores propios linealmente independientes
de la matriz C.)

T 1 =1 0
1T -1 0 -1
1T -1 0 1 X)
1 1 1 0

(%i1y) Y:invert(X); (Matriz inversa de la matriz X.)

ENENNE
A=
| —

(Y)

|
S
| o
-
Nl— oJJ Bl=
O NI—p = —
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(%i18) D: matrix( [8,0,0,0], [0,4,0,0], [0,0,2,0], [0,0,0,2] )$

(%i19) D; (Matriz diagonal cuya diagonal estd formada por los valores propios de la matriz C.)

8§ 0 0 0
0400
00 2 0 (%019)
00 0 2
(%iz0) D:Y.CX; (Comprobamos que C es semejante a D, y como D es una matriz diagonal
entonces C es diagonalizable.)
8§ 0 0 0
0 400
00 2 0 (%019)
00 0 2

(%i21) load (eigen)$ (Cargamos este paquete para poder ejecutar la instruccion del proceso
de Gram-Schmidt.)

(%i22) Z: gramschmidt (XT); (Proceso de Gram-Schmidt que construye una base ortogonal.)

[[1111111]/ [11_11_111]/ [_1/0/0/1}/ [0,_],],0]] (Z)

(%i23) QT: matrix( (1/2)*[1,1,1,1], (1/2)*[1,-1,-1,1], (1/sqrt(2))*[-1,0,0,1], (1/sqrt(2))*[0,-1,1,0] )$

(%i2q) QT; (Matriz cuyos renglones son los vectores ortogonales normalizados.)

1 1 1 1
2 2 2 2
I -1 _1 1
s T (QT)
V2 V2
o -+ L o
V2 V2
(%i25) Q: transpose(QT); (Matriz cuyas columnas son los vectores ortonormales.)
1 1 1
2 2 5 O
13 8 -4
T R o ©
) 2
1 1 0
2 2 2
(%i26) D: QT.C.Q; (Comprobamos que la matriz C es diagonalizable ortogonalmente.)
§ 0 0 0
0 400
00 20 ©)
0 0 0 2

Hasta aqui hemos comprobado que la matriz HH es diagonalizable ortogonalmente. En lo que sigue comproba-
remos que se satisfacen las propiedades de la Observacién 3.3 que son consecuencias del Teorema espectral.

(%i27) C:Q.D.QT; (La matriz C puede escribirse en la forma QDQT.)

4 1 1 2
1 4 21
1 2 41 ©
211 4

(%i28) Da1: matrix( [1,0,0,0], [0,0,0,0], [0,0,0,0], [0,0,0,0] )$
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(%i29) D1; (Construimos la matriz asociada al valor propio 8 con multiplicidad 1 cuya diagonal
tiene un bloque con la matriz identidad de tamafio 1 x 1 y el resto de sus elementos son

Ceros.)
10 0 0
0 0 0O o
00 0 0 (%o029)
0 0 0O

(%i30) P1: Q.D1.QT; (Matriz de proyeccion del espacio propio de C correspondiente al valor

propio 8.)
11 1 1
[
[ (P1)
I 7 7 7%
1 1 1
I 47 7 %

(%i31) Dz2: matrix( [0,0,0,0], [0,1,0,0], [0,0,0,0], [0,0,0,0] )$

(%i32) D2; (Construimos la matriz asociada al valor propio 4 con multiplicidad 1 cuya diagonal
tiene un bloque con la matriz identidad de tamafio 1 x 1y el resto de sus elementos son

ceros.)
0000
0 1.0 0
00 0 0 (%032)
0 0 00
(%i33) P2: Q.D2.QT; (Matriz de proyeccién del espacio propio de C correspondiente al valor
propio 4.)
r_1 _1 1
7 T T4 17

ENJES -
FENNE.
IS,

| ==

I

(P2)

NN

FNE
FNE

(%i34) Ds3: matrix( [0,0,0,0], [0,0,0,0], [0,0,1,0], [0,0,0,1] )$

(%i35) Ds3; (Construimos la matriz asociada al valor propio 2 con multiplicidad 2 cuya diagonal

tiene un bloque con la matriz identidad de tamafio 2 x 2 y el resto de sus elementos son
ceros.)

(%035)

o O O O
o O O O
o = O O
— O O O

(%i36) P3: Q.D3.QT; (Matriz de proyeccion del espacio propio de C correspondiente al valor
propio 2.)

| —

S ON=
Nj— O
| —

P3)

-
|
oM=L ©

|
Nl—

o

- |
M=o O

(%i3y) D:8*D1 + 4*D2 + 2*D3; (Forma en la que descomponemos a la matriz D.)

o
o

(D)

S O O >
S o A~ O

[ 3 S}
N © O
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(%i38) P1.P1; (Comprobamos que la matriz de proyeccién P1 elevada al cuadrado es igual a P1.)

(%038)

F NN RN
NN

NN NN -
NN N

(%i39) P2.P2; (Comprobamos que la matriz de proyeccién P2 elevada al cuadrado es igual a P2.)

1 1 1 1

7 7 i 7

1 1 1 1

S R A | (%039)
i 7 7 q

1 _1 _1 1

q 7 i 7

(%igo) P3.P3; (Comprobamos que la matriz de proyeccién P3 elevada al cuadrado es igual a P3.)

Lo o
o+ -1 o0

1] (%040)
0 —2 2z 0

(%igq1) PiT: transpose(P1); (Comprobamos que la matriz de proyeccién P1 transpuesta es igual
a Pl

(P1T)

FSENNEN TN
Bl B —
NN N -
ENETN TR,

(%ig2) P2T: transpose(P2); (Comprobamos que la matriz de proyeccion P2 transpuesta es igual

a P2)
11 11
7 7 —4 7
T L]
S R R | (P2T)
7 3 3
o
7 7 —3 3

(%igq3) P3T: transpose(P3); (Comprobamos que la matriz de proyeccion P3 transpuesta es igual

a P3.)
1 1
2 ? 0] 2
0o 5 —5 0
P3T)
o -4+ I o0 (
_1 02 (z) 1
2 2
(%igq) P1.P2; (Al multiplicar las matrices de proyecciéon P1, P2 obtenemos la matriz nula.)
0 0 00
0 000
000 0 (%0044)
0 0 00
(%ig5) P1.P3; (Al multiplicar las matrices de proyecciéon P1, P3 obtenemos la matriz nula.)
0 0 00
0 000
0 0 0 0 ( (70045)
0 0 00



(%ig6)

(%i47)

(%ig8)

(%iq9)

(%is50)

(%is51)
(%is52)

oS O ON=

(%i53)

N =N =N =N —
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P2.P1; (Al multiplicar las matrices de proyeccién P2, P1 obtenemos la matriz nula.)

0 00
0 00 o
0 0 0 (%046)
0 00
P2.P3; (Al multiplicar las matrices de proyeccién P2, P3 obtenemos la matriz nula.)
0 00
0 00 o
0 0 0 ( /0047)
0 00
P3.P1; (Al multiplicar las matrices de proyeccién P3, P1 obtenemos la matriz nula.)
0 00
0 00 o
00 0 ( /0048)
0 00
P3.P2; (Al multiplicar las matrices de proyeccién P3, P2 obtenemos la matriz nula.)
0 00
0 00 o
0 0 0 ( /0049)
0 00

I: P1 + P2 + P3; (Comprobamos que la suma de las matrices de proyeccion es igual a la
matriz identidad 14y4.)

O

U1T: matrix( (1/2)*[1,1,1,1], [0,0,0,0], [0,0,0,0], [0,0,0,0])$
UiT;, (Matriz cuyo primer renglén es el vector ortonormal que forma una base ortonormal
para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 8.)

(%o052)

O O ON=
oS O© ON=
o O ON=

Uz: transpose(U1T); (Matriz cuya primer columna es el vector ortonormal que forma
una base ortonormal para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 8.)

0 00

0 00

00 0 1)

0 00

(%i54) P1:U1.UiT; (Otra forma de obtener la matriz de proyeccién P1 es multiplicando las

matrices formadas por el vector ortonormal que forma una base ortonormal para el
subespacio vectorial correspondiente al valor propio 8.)

111

7 7 7

1 1

111 (P1)

7 7 7

11

7 7 17

[T AN IR
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(%is5)  U2T: matrix( [0,0,0,0], (1/2)*[1,-1,-1,1], [0,0,0,0], [0,0,0,0])$

(%i56) U2T; (Matriz cuyo segundo renglén es el vector ortonormal que forma una base ortonormal
para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 4.)

0

| —
—|—

(%o056)

o onN=Oo
|

© o .o

o onN= O

0

0

(%is5y7) Uz: transpose(U2T); (Matriz cuya segunda columna es el vector ortonormal que forma
una base ortonormal para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 4.)

0o F 00
0 —3 0 0
o —1 00 (U2)
1
0 5 00
(%i58) P2: U2.U2T; (Otra forma de obtener la matriz de proyeccién P2 es multiplicando las
matrices formadas por el vector ortonormal que forma una base ortonormal para el
subespacio vectorial correspondiente al valor propio 4.)
o1 _1 1
B L A
S O S (P2)
7 7 7 1
ro_1 _1 1
7 3 I
(%i59) UsT: matrix( [0,0,0,0], [0,0,0,0], (1/sqrt(2))*[-1,0,0,1], (1/sqrt(2))*[0,-1,1,0])$
(%i60) UsT; (Matriz formada por los vectores ortonormales que forman una base ortonormal
para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 2.)
0 0 0 0
0 0 0 0 (%060)
1 1 %060
v 00 7
o -+ L o0
V2 V2
(%i61) Us: transpose(U3T); (Matriz formada por los vectores ortonormales que forman
una base ortonormal para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 2.)
1
00 —5 01
00 0 —F%
00 0 3’ (U3)
1 V2
00 7 0

(%i62) P3: U3.U3T; (Otra forma de obtener la matriz de proyeccién P3 es multiplicando las
matrices formadas por los vectores ortonormales que forman una base ortonormal para el
subespacio vectorial correspondiente al valor propio 2.)

I 0 o -
o+ -1 o0
L (P3)
0 -5 3 0
-+ 0 o I
(%i63) C: 8*P1 + 4*P2 + 2*P3; (Obtenemos la descomposicién espectral de la matriz C.)
4 1 1 2
1T 4 21
1 2 41 (%C)
21 1 4
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Acabamos de mostrar que se cumplen todas las propiedades del Teorema de descomposicién espectral para la
matriz HHT.

Comentario 3.7. Una vez revisados los Ejemplos 3.1 y 3.2 es importante mencionar que de acuerdo al tamafio
de la matriz A el cdlculo de los valores propios se vuelve complicado. Porque como el tamafio de la matriz A
determina el grado del polinomio caracteristico Pa (t), entonces mientras mayor sea el tamafio mayor serd el
grado. Ast, encontrar las raices de tal polinomio se vuelve una tarea no tal ficil. Y a pesar del apoyo que algunos
softwares nos ofrecen es indispensable mencionar que, estos tienen una cierta capacidad limite para realizar
cdlculos con matrices de gran tamafio.

3.3 ESPECTRO DE UN GRAFO

En esta seccién presentamos algunos resultados sobre el espectro de un grafo, en especial de los grafos
regulares y los grafos bipartitos. La teoria revisada aqui estd enfocada al estudio de grafos finitos, no
dirigidos y simples; ademas, estos resultados nos serdn ttiles para el estudio de los cédigos LDPC.

Los textos revisados para el desarrollo de esta seccién fueron [ADH98], [BH12], [Big74], [CDS80],
[CRSgy], [CRS10] ¥ [MM64].

3.3.1  Espectro de un grafo no dirigido y algunas de sus propiedades

El espectro de un grafo finito § es por definicién el espectro de su matriz de adyacencia A, es decir,
el conjunto de los valores propios junto con sus multiplicidades. Como A es una matriz simétrica de
valores reales, cada uno de sus valores propios A1, Az, ..., An son reales, por el Teorema 3.1, y en este
caso los valores propios son ordenados de la siguiente manera A7 > A, > --- > A. Ademas, para cada
valor propio la multiplicidad algebraica coincide con la multiplicidad geométrica.

Recordemos que el valor propio més grande de un grafo es conocido como su radio espectral o
indice de acuerdo a la Definicién 3. La informacién bésica acerca del valor propio mas grande de un
grafo es proveniente del Teorema de Perron-Frobenius 3.4, por lo cual tenemos la siguiente proposicién
que se cumple para grafos no dirigidos y posiblemente para digrafos.

Proposicién 3.1. ([BH12], pdg. 33) Cada grafo G tiene un valor propio real Ay con su correspondiente vector
propio real no negativo y tal que para cada valor propio A tenemos que |A| < Ag. El valor Ay no incrementa
cuando los vértices o aristas son removidos de G. Asumimos que G es fuertemente conexo. Entonces:

i) Ag tiene multiplicidad 1.

ii) Si G es primitivo (fuertemente conexo, y tal que no todos los ciclos tienen una longitud que es un miiltiplo
de algiin entero m > 1), entonces |A| < Ao para todos los valores propios A diferentes de Ag.

iif) El valor Ao disminuye cuando los vértices o aristas son removidos de G.

La siguiente proposicién [Big74] estd enfocada a grafos k-regulares, y podria decirse que es una
version similar a la Proposicién 3.1.

Proposicion 3.2. Sea G un grafo k-reqular. Entonces:
i) k es un valor propio de S.
i) Si G es conexo, entonces la multiplicidad de k es uno.

iif) Para cada valor propio A de G, tenemos que |A| < k.

Demostracion. Sea G un grafo k-regular.

i) Como § es un grafo k-regular, entonces cada renglén y cada columna de la matriz de adyacencia
A tiene precisamente k 1’s (recordar que las componentes de la matriz de adyacencia son 0’s y
1’s). Ahora, sea el vector u = (1,1,...,1 )T, tal que u satisface Au = ku. Asi, k es un valor propio

de G.
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i) Seax = (x1,%X2,...,%n)" que denota cualquier vector no cero para el cual Ax = kx, y sea x; una
entrada de x que tiene el valor absoluto mas grande. Entonces, al multiplicar el j-ésimo renglén
de A por el vector x tenemos que (Ax); = kx;, ademds, (Ax); = > ' 4 xi, donde los x; son
las entradas del vector x que quedan cuando las componentes del j-ésimo renglén de la matriz
A es diferente de 0, luego, } i ; x; = kx;j, donde la sumatoria es sobre los k vértices que son
adyacentes al j-ésimo vértice del grafo. Por la propiedad maximal de x;, se sigue que x; = x; para
todos los vértices. Si § es conexo podemos proceder sucesivamente de este modo, eventualmente
demostrando que todas las entradas de x son iguales. Asi, x es un multiplo de u, y el espacio
propio asociado con el valor propio k es de dimensién uno.

iii) Supongamos que Ay = Ay, y # 0, y sea y; que denota una entrada de y la cual es la mas
grande en valor absoluto. Por el mismo argumento como en ii), tenemos que } y; = Ay;j, y asi
IAlly;l =1 2_yil < kly;l, pues el grafo es regular. Por lo tanto, [A| < k.

O

Observacion 3.4. De la Proposicién 3.2, podemos decir que si G es un grafo k-regular entonces el valor propio
mds grande es Ay = k. Cuando tenemos un grafo bipartito (1, v)-reqular, entonces el valor propio mds grande en
valor absoluto es Ao = 1- 1, es decir, es el producto de los grados de sus conjuntos de vértices.

Proposicién 3.3. Sea G un grafo con valores propios k = Ay = Ay > ... > An. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
i) G es regular de grado A1 = k.
ii) AJ] = k] donde ] es la matriz con todas sus entradas 1, 6 AT = kT donde T es el vector con todas sus
entradas 1.
iii) Y A2 =kn.

Demostracion. Supongamos que § es un grafo k-regular y sea A su matriz de adyacencia de tamafio
n x n en donde cada renglén y cada columna de A tiene precisamente k 1’s, luego, considerando a |
como la matriz con todas sus componentes 1 de tamafio n x n, entonces, al multiplicar cada renglén
de A por cada columna de | tenemos que,

k k K
k k --- k 1 1 1
Al=|(. . . .|=x|. . . .|[=¥x.
k k k 11 1

En particular, como § es un grafo k-regular, entonces cada renglén y cada columna de la matriz de
adyacencia A tiene precisamente k 1’s. Por lo tanto, el vector 1= (1,1,...,1 )T satisface que Al =KI,
asi, T=(1,1,...,1)7 es un vector propio de A correspondiente al valor propio k.

Ahora, si § es un grafo k-regular recordemos el niimero de aristas puede ser calculado de la siguiente
manera: [E| = %2?11 d(vi), ver Comentario 2.16; pero también tenemos la siguiente relacién: |E| =
% > ' 1 A2, consultar [CDS80] pag. 21. Entonces al igualar las relaciones conseguimos que,

2 i=1 2 i=1
n
= ) dvi)=) A
i=1 i=1
= Zd(vi).M => A
i=1 =

n
= d(9)IVl= Z A? (por Definicién 2.35 de grado promedio)
i=1

n
= kn=) A
i=1
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Por lo tanto, 3 I* ; A? = kn.

. a2 noa2
Ahora, si se cumple que Y I ; A? = kn, entonces k = Zﬁl‘ L= %2“21 i = %IEI = %% Yiidvi) =

|\]/—| >, d(vi) = d(9). Ademads, por hipotesis A7 = k, es decir, k es un valor propio del grafo G, por
lo que se cumple que Ax = kx en particular con x = 1, es decir, AT = kT, con lo que al multiplicar
cada renglén de la matriz de adyacencia A por el vector columna con todas sus entradas 1, tenemos
Y 11 1=k-1,luego, cada renglén de A tiene exactamente k componentes diferentes de cero, con esto,
cada vértice del grafo tiene exactamente k vértices adyacentes, y como d(9) = k, entonces se satisface
que G es un grafo k-regular.

O

Observacién 3.5. Del inciso ii) de la Proposicion 3.3 tenemos que AT = kI con T el vector con todas sus
entradas 1, entonces el vector 1 es un vector propio de A con su correspondiente valor propio Ay = k (que es
el valor propio mds grande). En especial, el vector vi = ﬁ -1 =(/vyn,...,1/yn) sigue siendo un vector

propio de A correspondiente al mismo valor propio Ay = K, pues Avy = A(ﬁ 1) = ﬁ(}\f) = ﬁ(kf) =

k(ﬁf):k\q,

Lema 3.4. ([HLWo6], pdg. 453) Un grafo G es conexo si y solo si Ay > A, (es decir, Ay tiene multiplicidad 1).
Proposicién 3.4. Si G es un grafo bipartito con al menos una arista, entonces su espectro es simétrico con

respecto a 0, es decir, si A es un valor propio de G, entonces —A es también un valor propio de G, con la misma
multiplicidad.

. N . . H
Demostracion. Sea G un grafo bipartito con matriz de adyacencia de la forma A = {HT ol Supéngase
que A es un valor propio de § y x = (x1,%2,...,%n) €s un vector propio correspondiente. Considere el
vector y = (Y1,Y2,...,Yyn) donde y; =xj si 1 <j <myy; =—x; sim+1<j<n. Entonces,

n n n
D ayyi= Y ayyi=— ) ayxj=—Mi=-—Ayi, si I<i<m,
j=1 j=m+1 j=m+1
y
n m m
Zaijyj :Zaijyj :Zaijx)- = Axq :_Ayi/ si m+1<i<n
j=1 j=1 j=1
Asi, y satisface que Ay = —Ay, y —A es un valor propio de §.
O

H. Sachs (1966) demostr6 que la simetria del espectro de G es suficiente para que § sea bipartito. Con
lo cual se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.13. Un grafo G con al menos una arista es bipartito si y sélo si su espectro es simétrico con respecto
a0.

Incluimos una caracterizacién fuerte de los grafos bipartitos regulares realizada por Hoffman en
1963.

Teorema 3.14. Un grafo G conexo k-regular es bipartito si y sélo si —k es un valor propio de G.

Demostracion. Primero supdngase que G es un grafo bipartito k-regular. Entonces por el inciso ii) de la
Proposicién 3.3 tenemos que el vector 1 = (1,1,...,1 )T satisface que Al = k1, con k un valor propio
de G y asi, por la Proposicién 3.4, —k es también un valor propio de .

Sea § = (V, E) un grafo k-regular con su conjunto de vértices V = {v,vy,...,vn}. Para demostrar el
reciproco debemos construir una biparticién de G. Sea x = (x1,%x2,..., xn) " un vector propio de G, con
valor propio —k, es decir, Ax = —kx. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad que, méxj¢j<n Xj =
1y que [x;| < 1 para cada j.
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Supongamos que x;, = 1. Luego, como cada renglén y columna de A contiene precisamente k 1’s

pong q 0 g glon'y P y
ZJTL:] ai,jXj = —kxi, = —k, entonces x; deberfa ser igual a —1 para cada j tal que v; € N(v;;) donde
N(vi,) es el conjunto de vecinos del vértice v;,. Similarmente, tenemos que si x;, = —1 entonces x; = 1
para cada j con v; € N(vi;). Como § es conexo todas las coordenadas de x deben ser, por lo tanto, 1
6—1.5a Vs ={v;:x; =1,1<j<ntyVy ={v:x =-1,1<j <n}. Entonces (V1,V3) es una
biparticién de V, asi, § es un grafo bipartito. O

Observemos la siguiente relacién que existe entre los valores propios de la matriz A y HHT cuando
0 H

HT o)

Lema 3.5. Sea A una matriz de adyacencia de un grafo bipartito regular conexo. Los valores propios de A son

+.,/1i y posiblemente 0, donde ni, 1 < i < s son los distintos valores propios de HHT,

A es una matriz de adyacencia del grafo G de la forma A = {

Demostracion. Sea § un grafo bipartito con matriz de adyacencia A € M(IF2) (1m4n)x (m+n) definida
como
0 H
A=l o
notemos que A es una matriz por bloques, donde el primer bloque 0 es la matriz nula de tamafio m x m,

el segundo bloque H es una matriz de tamafio m x n, el tercer bloque H' es la matriz transpuesta de
H de tamafio n x m, y el cuarto bloque 0 es la matriz nula de tamafio n x n.

Entonces,
A? = AA
[0 H][o H
~ |HT o |HT o0
_ [HHT 0
0 H'H

donde el primer bloque HHT es una matriz de tamafio m x m, el segundo bloque 0 es la matriz nula
de tamafio m x n, el tercer bloque 0 es la matriz cero de tamafio (n x m, y el cuarto bloque H"H es la
matriz de tamafio n x n.

Ahora bien, calculemos el polinomio caracteristico de A2,

Paz(t) = det(tI—A?)
= [tI—A?|
_ AT o0
- 0 HTH
_ [tI—HHT 0
- 0 tI—H™H

= [I—HHT| [tI-HH|
= Pupr(t) - Pyry(t) (3.17)
Usando el Lema 3.1 obtenemos que Pyt (t) = tkPHHT (t) conk =n—m, entonces de (3.17) P52 (t) =
Pupt(t) - Pyt () = Pupt () -tkPHHT (t) = tkPHHT(t) -Pypt(t) = tk(PHHT (t))2, eso implica que
Pa2(t) = t(Pyyr (). Al despejar a Pyyy r tenemos que Pyypqr(t) = £/t P2 (t).
Consideremos a ; # 0 con 1 < i < s los distintos valores propios de HHT, entonces para cada i,
PHTH(Hi) =0
= H;kPAZ(Hi) =0
= W =0 V Paln)=0,
con lo cual, si se satisface que P52,y = 0 entonces obtendriamos que p; también es un valor propio
de la matriz A2, y usando el Lema 3.2 obtenemos que +,/[i; son los valores propios de A. O



CODIGOS LDPC

El razonamiento matemético puede considerarse
mas bien esqueméticamente como el ejercicio

de una combinacién de dos instalaciones,

que podemos llamar la intuicién y el ingenio.

— Alan Turing -

En este capitulo presentamos los cédigos LDPC, damos un pequefio acercamiento al estudio de su
teorfa fundamental. Una vez revisados los capitulos previos que tienen que ver en parte con la teoria
de cédigos, la teoria de grafos (o gréficas), la teorfa de la informacioén, y el dlgebra lineal; nos es
posible realizar un estudio sobre estos cédigos que permiten comunicar con eficiencia y confiabilidad
la informacién. No olvidemos que el estudio de los cédigos LDPC se debe a que son una excelente
familia de c6digos detectores-correctores de errores que intentan dar solucién al problema central de
la teorfa de comunicacién, cuyo objetivo es construir un sistema de codificacién y decodificaciéon que
haga posible una casi perfecta comunicacién sobre el canal con ruido.

El objetivo central de este capitulo es estudiar el concepto de cédigo LDPC regular e irregular, con-
siderando su matriz de chequeo de paridad, como la matriz relacionada con un sistema de ecuaciones
lineales, y también, como la matriz de adyacencia de un grafo bipartito. Luego, caracterizamos la irre-
gularidad de un c6digo LDPC a partir del célculo de las distribuciones de grado. Y realizaremos un
andlisis detallado sobre las demostraciones de tres teoremas que establecen una cota para la distancia
minima del c6digo. Ademds, damos algunos ejemplos de la teoria revisada usando el software Magma
V2.14-15 [CBFS08]. No sin antes hacer una introduccién, dando un panorama general de lo que abarca
el estudio, la implementacién y las aplicaciones de los c6digos LDPC.

Los textos revisados para el desarrollo de este tltimo capitulo fueron [Gal63], [Kelog], [RU0§], [Tano1]
y [WKos3].

4.1 UNA INTRODUCCION A LOS CODIGOS LDPC

En esta seccién hablaremos sobre cémo y quién introdujé el concepto de los cddigos de Chequeo de
Paridad de Baja Densidad conocidos como c6digos LDPC por sus siglas en inglés Low Density Parity
Check. Introduciremos que es lo que caracteriza a esta clase de cédigos, hablaremos un poco de su
codificacién y decodificacién, y mencionaremos algunas de las aplicaciones donde estos cédigos LDPC
posiblemente estdn en uso. Cabe sefialar, que lo mencionado en esta seccién no necesariamente serd
abordado con més a detalle, debido a que el trabajo de los c6digos LDPC es muy extenso, y se requiere
de un amplio conocimiento sobre diversas dreas de las matematicas para llevar a cabo el andlisis de
este panorama general.

4.1.1  Historia

Robert G. Gallager desarroll6 el concepto de cédigos LDPC en su tesis doctoral en el MIT en 1960 y
después fue publicada en 1963, debido a esto, los c6digos LDPC también son conocidos como cédigos
de Gallager en su honor. En su trabajo Gallager introdujo la definicién de c6digos de chequeo de pa-
ridad de baja densidad y también la decodificacién iterativa, [Gal63]. Sin embargo, los c6digos LDPC
fueron olvidados por la alta complejidad computacional que suponia su decodificacién con la tecnolo-
gia de entonces. Pinsker y Zyablov fueron los primeros que analizaron la decodificacién iterativa. En
1981 Robert M. Tanner generalizé la construcciéon de Gallager y establecié una representacién gréfica
de los c6digos en términos de grafos bipartitos, [Tano1]. A mitad de los afios 9o cuando se introduce el
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concepto de turbo cédigos, David Mackay y Neal redescubrieron los cédigos de Gallager, siendo mds
viable su implementacién para ese entonces. Hay varios trabajos que involucran a los cédigos LDPC
y que se relacionan con todo el trabajo realizado por los personajes mencionados y los no menciona-
dos, como el andlisis de cotas para la distancia minima, [Tano1] y [SKSo5]; posteriormente, usando el
concepto de expansioén de un grafo se construye una nueva familia de cédigos, los c6digos expandidos
construidos por Sipser y Spielman que son un caso especial de la clase de cédigos LDPC, [S596]; y de
igual forma el analisis sobre su distancia minima, [FZ11]. También se han investigado las distribuciones
de peso y grado de los cédigos LDPC, entre algunos autores tenemos a Di, Richardson, y Urbanke; una
idea sugerida por Chung, Richardson, y Urbanke fue obtener una aproximacién Gaussiana como una
aproximacién unidimensional de la evolucién de densidad para los cédigos LDPC, [RUo1] y [RUo08].

Hay mads trabajos realizados y relacionados con el estudio de los cédigos LDPC, asi que con el
pérrafo anterior se pretende que el lector conozca de manera general lo que a lo largo del tiempo se ha
hecho. Hoy en dia los cédigos LDPC estdn en gran auge, el interés por estos sistemas de codificacién y
decodificacién basados en estos c6digos, se debe a que pueden aproximarse bastante bien al limite de
capacidad establecido en el Teorema de Shannon 2.8.

4.1.2 Notacion

Descripcion de la notacién implementada.

Notacion Descripcién
C(B) Codigo LDPC.
B Grafo bipartito.
X Conjunto de vértices o nodos variable.
C Conjunto de vértices o nodos restriccion.
Xq Nodo variable o nodo palabra-cédigo o nodo bit.
ci Nodo restriccion o nodo redundancia o nodo chequeo de paridad.
n Ntmero de nodos bit.
m Ntmero de nodos chequeo de paridad.
dy; Grado del i-ésimo nodo variable.
de; Grado del i-ésimo nodo restriccion.
dx Grado de los nodos variable cuando el grafo bipartito es regular o
grado maximo de los nodos variable cuando el grafo bipartito es irregular.
de Grado de los nodos restricciéon cuando el grafo bipartito es regular o
grado maximo de los nodos restriccién cuando el grafo bipartito es irregular.
ax Grado promedio de los nodos variable.
ac Grado promedio de los nodos restriccion.
Wy, Peso de la i-ésima columna de la matriz de chequeo de paridad.
We, Peso del i-ésimo renglén de la matriz de chequeo de paridad.
Wy Peso minimo de las columnas o peso de las columnas si todas tienen el mismo peso.
We Peso minimo de los renglones o peso de los renglones si todos tienen el mismo peso.
d Distancia minima.
k Dimensién del cédigo.
R Tasa del cédigo.
M Ntmero de palabras cédigo.
H Matriz de chequeo de paridad del cédigo de tamano (n —k) x n.
G Matriz generadora del c6digo de tamafio k x n.
A Matriz de adyacencia del grafo bipartito de tamafio n x n.
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Nociones y caracteristicas de los cddigos LDPC

Los cédigos LDPC tienen una estructura teorica muy interesante a continuacion mencionaremos algu-
nos puntos esenciales.

Los cédigos LDPC son una clase de cédigos de bloque lineal cuya propiedad esencial es la de
tener una matriz de chequeo de paridad H dispersa o de baja densidad, es decir, con pocos
elementos distinto de cero.

Pueden ser tratados como un grafo bipartito B = (XU C,E) cuya matriz de adyacencia es de la
0 H
HT 0
bipartito B, X representa la clase de n nodos conocidos como nodos palabras-cédigo, variables
o bits que los denotaremos como x; y C representa la clase de m nodos conocidos como nodos
restriccién, redundancia o chequeo que los denotaremos como c. Esta representacién es conocida

como el grafo de Tanner.

forma A = ( ), donde H es la matriz de chequeo de paridad del c6digo LDPC. En el grafo

La condicién impuesta por los nodos chequeo c es que la suma de sus vecinos, es decir, los nodos
variable x deben sumar 0 médulo 2.

Los c6digos LDPC pueden ser regulares o irregulares.

El hecho de poder representar los c6digos LDPC mediante grafos bipartitos, ayuda a entender la
estructura del cédigo y proporciona un poderoso enfoque de decodificacién, ya que los algorit-
mos eficientes de decodificacién se basan en esta representacion.

La decodificacion eficiente de los cédigos LDPC se logra mediante los algortimos que se engloban
en los llamados algoritmos de paso de mensaje, son algoritmos iterativos y su nombre se debe a
que el algoritmo de decodificacién se basa en la observaciéon de la estructura del grafo bipartito
y en como en cada iteracién, se pasan mensajes de los nodos bit a los nodos chequeo y viceversa.

Una importante subclase de los algoritmos de paso de mensaje son los llamados algoritmos
Belief-Propagation (BP) que fueron presentados por Gallager. Entre los cuales, existen diversos
algoritmos de decodificaciéon de cédigos LDPC basados en los BP como el Suma-Producto (SP), y
la simplificacién Min-Sum (MS).

El estudio de esta clase de cédigos comenzé con los cédigos LDPC binarios pero ya existen
trabajos que estudian a los cédigos LDPC no binarios.

También se conoce el c6digo dual para los c6digos LDPC llamados cédigos de Matriz Generadora
de Baja Densidad conocidos como LDGM, en su versién en inglés Low Density Generator Matrix.

Progresivamente, surgen los c6digos cuasi-ciclicos de los cédigos LDPC conocidos como (QC)-
LDPC, teniendo una estructura interior que le permite considerablemente hacer més pequefio el
software y complejidad de implementacién del hardware.

Un caso especial son los cédigos expandidos que pertenecen a la clase de los c6digos LDPC,
de la cual podemos decir que, si el grafo bipartito B es una buena expansién y si los nodos
restriccién vecinos a un subconjunto de los nodos variable son identificados como subcédigos
suficientemente buenos, entonces el cédigo expandido resultante serd un buen cédigo, y por
tanto, tendrd buena propiedad de distancia minima.

Como uno de los objetivos es proporcionar ese acercamiento a los cédigos LDPC los puntos anterio-
res fueron mencionados, sin embargo, no todo lo enunciado con anterioridad serd abordado, ya que
nuestro interés va mas enfocado a obtener cotas para la distancia minima de dichos cédigos.

4.1.4

Algunas de las aplicaciones posibles de los cddigos LDPC

Los c6digos LDPC se estan implementando en aplicaciones donde la transferencia de informacién a
través del ancho de banda o de canal de retorno esta limitado por la presencia de ruido. Esto es, esta
siendo incluido en multitud de estdndares de comunicacién debido a su gran capacidad de detecciéon
y correccion, asi como su facilidad para paralelizar el proceso de decodificacién, lo que permite su uso
en sistemas que requieren altas velocidades de transmision. Algunas de sus posibles implementaciones
son, [Lhéo4]:
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o Recuperacién de paquetes perdidos en la distribucién de datos masivos a varios clientes en forma
simultdnea a través de la Internet.

¢ Almacenamiento en medios magnéticos.
e Almacenamiento distribuido de informacién.
o Correccion de errores en telefonia comtn e inaldmbrica y en médems.

e En el afio 2003, un cédigo LDPC venci6 a 6 cédigos turbo para convertirse en la correccién de
errores de coédigos en el nuevo estdindar DVB-52 para la transmisién por satélite de television
digital.

o En el afio 2008, los c6digos LDPC fueron escogidos como c6digos para ser utilizados en el régimen
FEC para el UIT-T. Los cédigos LDPC también se utiliza para T0OGBASE-T Ethernet a través de
cables categoria CAT6.

4.2 LOS CODIGOS LDPC

En la seccién anterior 4.1 dimos una idea general de los cédigos de chequeo de paridad de baja densidad.
Ahora, en esta seccién estudiaremos formalmente el concepto de los cédigos LDPC, analizando su
sistema de ecuaciones lineales y su representacion gréfica, y viendo como estas dos ideas se relacionan
con su matriz de chequeo de paridad. Y ademads, daremos un par de ejemplos sobre un cédigo LDPC
regular e irregular.

El campo sobre el que trabajamos es el campo binario IF,, entonces nos enfocamos en el estudio de
los c6digos LDPC binarios.

4.2.1  Definicidon de un cédigo LDPC y su representacion grafica

De acuerdo al trabajo de Gallager [Sha48] los c6digos LDPC se definen como.

Definicién 4.1. Los cédigos LDPC son cédigos de bloque lineal determinados por una matriz H cuyas compo-
nentes en su mayor parte son 0's y relativamente pocos 1's, es decir, una matriz de chequeo de paridad H dispersa
o de baja densidad.

Observacion g4.1. Un cédigo LDPC regular es un cédigo de chequeo de paridad de baja densidad en el cual cada
columna de H tiene el mismo peso wy y cada renglon de H tiene el mismo peso wc. Un cédigo LDPC irreqular
es un codigo en el cual las columnas y/o los renglones de H no tienen el mismo peso.

En la seccién 2.5 del capitulo 2 revisamos la relacién que existe entre un cédigo lineal y los grafos bi-
partitos. Entonces, debido a que los cédigos LDPC son c6digos lineales, estos tienen una representacion
gréfica conocida como grafo de Tanner. El grafo resultante del cédigo LDPC serd un grafo bipartito, y

ademads, su matriz de adyacencia A esta relacionada con la matriz de chequeo de paridad H, ya que
A= (F?T El) Si el grafo bipartito es regular decimos que obtenemos un cédigo LDPC regular, y si el
grafo bipartito es irregular entonces obtenemos un cédigo LDPC irregular, [Tano1] y [RUo8].

Una vez relacionada la definicién dada por Gallager con la representacion gréfica de Tanner, se tiene
la siguiente definicién de un cédigo LDPC, [WKo3].

Definicién 4.2. Sea B = (XU C, ) un grafo bipartito donde X es el conjunto de n nodos variables x1, x2, ...,
xn, C es el conjunto de los m nodos restriccion cy, c2, ..., cm, Y E es el conjunto de aristas. Un cédigo C(B) de
chequeo de paridad de baja densidad o simplemente un cédigo LDPC de longitud n es

C(B) = {(x1,xz,...,xn) e F} | X6 (1,5) ©Xb(2) @"'@Xb(dcj,j) =0,1<j< m}, (4.1)

donde b(i,j) es una funcion incidente definida tal que para cada nodo restriccién c;, los nodos vecinos o colin-
dantes a cj son Xy (1), Xb(2,)s «+ Xb(de; i) Y los grados de cada nodo restriccion de;,, son muy pequefios

comparados con el niimero de los . nodos variables.
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Observacion 4.2. La funcién incidente asocia un par no ordenado de distintos nodos con cada arista del grafo
bipartito B, es decir, {xy (1 5), cl, {xb(2,), il - {Xb(a.. ), ¢} forman las aristas de B.
e

Observacion 4.3. A partir de la Definicion 4.2 podemos decir que un cédigo LDPC, es el conjunto de las
soluciones de un sistema de m ecuaciones lineales, donde @ indica la suma médulo 2 al estar trabajando en
el campo binario Fy. Si ax y ac son los grados promedios de los nodos variable y restriccién en el grafo B,

respectivamente, entonces m = SX%,
C

Comentario 4.1. Cabe mencionar que la Definicién 4.2 abarca los cédigos LDPC regqulares e irrequlares, pero

en los resultados dados posteriormente aclararemos con que tipo de cédigo trabajaremos y daremos los pardmetros
apropiados.

Estudiemos el concepto de un cédigo LDPC. Hay dos formas de construir un cédigo LDPC: la
primera, a partir de un sistema de ecuaciones lineales, con la cual obtendriamos su matriz de chequeo
de paridad H y solo resta verificar que se cumpla que el ntimero de entradas en su mayor parte
sean 0’s y relativamente pocos 1’s, con esto conseguimos un c6digo LDPC. Luego, se sabe que este
cédigo lineal tiene una representacién grafica, pero con la matriz H es suficiente para construir el
grafo bipartito correspondiente y ademads obtener la matriz de adyacencia A. La segunda, a partir de
tener un grafo bipartito, uno puede obtener su matriz de adyacencia del grafo, y llevarlo a la forma

A= ( HOT gl ), de donde obtenemos H la matriz de chequeo de paridad de algtin cédigo, asi, al verificar
que se satisface que el numero de de entradas en su mayor parte sean 0’s y relativamente pocos 1’s,

entonces conseguimos un coédigo LDPC.

Observamos que el vinculo entre una u otra forma es analizar la matriz de chequeo de paridad H,
por lo que, podemos construir esta matriz H como una matriz aleatoria o una matriz determinista
y posteriormente ver si satisface la definiciéon de cédigo LDPC, y entonces decir que el cédigo que
tenemos es un codigo LDPC.

A partir de la Definicién 4.2, un cédigo LDPC es el conjunto C(B) (4.1) donde B = (XUC,E) es el
grafo biparito asociado al cédigo y b(i,j) es una funcién incidente, entonces,

C(B) = {(X1/X2/---/Xn) € Fy Ixp(15) ©xp(25) D Dxp(aj) = 0,1<j< m}
Xp(1,1) D Xp2zny & 0 D Xpa,,ny = 0
Xp(1,2) D Xp22) @ 0 D Xpla,2) = O
= (X],XZ,...,X )elpn|
" 2 X(1,i) D Xpey D 0 D Xpag i) = 0
Xp(1m) @ Xp2m © 0 D Xpd.,m) = 0

Es decir, obtenemos un sistema de m ecuaciones lineales, donde la i-ésima ecuacion lineal va ser la
suma de los nodos variable adyacentes al i-¢simo nodo restriccion ¢y, en si, cada xy,(; 5) es algtin nodo
variable. Luego, la matriz asociada con este sistema de ecuaciones es una matriz con componentes 0’s
y 1’s, a la cual denotamos por H. Asf, C(B) = {x € F} | Hx" =0} con H una matriz de chequeo de
paridad de tamafio m x n, a partir de esto decimos que tenemos un cédigo lineal con palabras-cédigo
x de longitud n; ademads, al ser un cédigo de bloque tenemos la clase de n nodos variable x; y la clase
de m nodos restriccion c;. Ahora, al contar cuantos 1’s hay en cada renglén de la matriz H obtenemos
el peso de cada renglén, esto es, w¢,, y al contar cuantos 1’s hay en cada columna de la matriz H
obtenemos el peso de cada columna, es decir, wy;.

Después, al contar con la matriz H del cédigo podemos construir el grafo correspondiente, el cual
resulta ser un grafo bipartito B = (XU C,E) donde X = {x1,x2,...,xn} es el conjunto de los nodos
variable que son determinadas por las columnas de la matriz H, C ={cy,c2,...,cm} es el conjunto de
los nodos restriccion que son determinadas por los renglones de la matriz H, y E es el conjunto de
las aristas determinadas por las entradas diferentes de cero de la matriz H. Este grafo bipartito puede
ser dibujado de alguna de las dos maneras como se ilustra en la Figura 45, o quizds de alguna otra
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forma diferente, de acuerdo a como resulte de mayor utilidad. También es posible construir su matriz
de adyacencia A del grafo bipartito B.

Nodos variable X

X1 X2 X3 Xi o Xit1 Xi+j Xn—1 Xn

Nodos restriccion C

B = (XUGC,E)

Nodos variable X Nodos restriccion C

Xi+j

Figura 45: Grafo de Tanner asociado a un cédigo LDPC.

Cuando dibujamos el grafo bipartito B podemos ver si éste es regular o no, aunque esto también se
puede determinar desde la matriz de chequeo de paridad H, pues para cada i el peso de la i-ésima
columnas wy, es igual al grado dy; del i-ésimo nodo variable y el peso del i-ésimo renglén we, resultan
ser igual al grado d, del i-ésimo nodo restriccién. Asi, cuando los pesos de las columnas wy, sean
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todos iguales y también los pesos de los renglones w, sean todos iguales, aunque no necesariamente
pesos iguales entre columna y renglén, diremos que tenemos un grafo bipartito (dy, dc)-regular, en
caso contrario, serd un grafo bipartito irregular con dy y d. los grados méximos correspondientes a los
nodos variable y restriccién, respectivamente.

Un cédigo LDPC al ser un cédigo lineal y contar con una representacién grafica bipartita sus carac-
teristicas y propiedades estdn determinadas por dichas estructuras, y debido a esto es posible obtener
resultados interesantes.

4.2.2 Ejemplos de cédigos LDPC

Veamos el ejemplo de un cédigo LDPC regular.

Ejemplo 4.1. Sea H la matriz de chequeo de paridad de un cédigo, verifiquemos que el codigo resultante es un
cédigo LDPC C(B) y analicemos que caracteristicas, propiedades y pardmetros tiene.

Dada la matriz H (4.2) de un cédigo lineal con la clase de n = 8 nodos variable X = {x1,x2,X3,X4,X5,X¢g,X7,
xg}y la clase de m = 4 nodos restriccion C ={c1,cz,c3,c4}. Lo primero que observamos de la matriz de chequeo
de paridad H es que el niimero de unos es igual al niimero de ceros, ademds, que el peso de todos los renglones es
we =4 y el peso de todas las columnas es wy = 2.

X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7 X8
ci /01T 01T 1T 0 01
11100100
= Gloot1 o001 11 (4+2)
ca\1 00 1T 1T 010

Luego, obtenemos el sistema de ecuaciones correspondiente a Hx" = 0 donde x = (x1,%2,X3,X4,X5,Xg,X7,X8)
es una palabra-cédigo,

X2 +xX4+x5+xg = 0 (4-3)
X1 +x2+x3+%x5 = 0 (4-4)
x3+xg+x7+xg = 0 (4-5)
X1 +xX4+x5+%x7 = 0 (4.6)

del sistema de ecuaciones la primer ecuacion (4.3) es asociada al primer nodo restriccion cy, la segunda ecuacion
.4) al sequndo nodo restriccion c», la tercer ecuacion (4.5) al tercer nodo restriccion c3, y la cuarta ecuacion

4.4) al do nod t 2, lat 4.5) al t d t 3, Y1 t

(4.6) al cuarto nodo restriccion c4.

B = (XUGC,E)

Figura 46: Grafo bipartito regular asociado con un cédigo LDPC regular con matriz de chequeo de paridad H.
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Ademds, contruimos el grafo bipartito B = (XU C,E) correspondiente a la matriz H, que es (2,4)-regular y
donde X = {x1,x2,X3,X4,X5, X6, X7,%8} s el conjunto con 8 nodos variable y C ={c1,cz,c3,ca} es el conjunto
con 4 nodos restriccion, el cual ilustramos en la Figura 46. Al observar el grafo bipartito B vemos que los
nodos adyacentes a cada nodo restriccién son justamente los nodos variable asociados con las ecuaciones descritas
anteriormente.

Con ayuda del software Magma V2.14-15 [CBFS08] analicemos la matriz H.

>M := KMatrixSpace(FiniteField(2),4,8);

>M1 :=M![0,1,0,1,1,0,0,1,
1,1,1,0,0,1,0,0,
0,0,1,0,0,1,1,1,
1,0,0,1,1,0,1,0 1;

>H := SparseMatrix(M1);

>H;

Sparse matrix with 4 rows and 8 columns over GF(2)

> (C := LDPCCode(H);
>C;

[8, 5, 2] Linear Code over GF(2)
Generator matrix:
[LOOOO11O0]

[01000101]
[00100100]
[0001006011]
[00006106011]

> CodeWordsC := [x : x in C];
> CodeWordsC;

[

(0000000 0),
(l06000110),
(1100001 1),
(0100010 1),
0110000 1),
(1110011 1),
(1010001 0),
(0010010 0),
(0011011 1),
(10611000 1),
(1111010 0),
(01110010),
(0101011 0)),
(1101000 0),
(1001010 1),
00010011),
(0001100 0),
(1001111 0),
(1101101 1),
(0101110 1),
(0111100 1),
(1111111 1),
(10611101 0),
(0011110 0),
(0010111 1),
(10610100 1),



> #C;

32
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> IsLDPC(C);

true

> IsRegularLDPC(C);

true 4 2

> TannerGraph(C) ;

Graph
Vertex Neighbours

O oo NOUL B~ WN K

[
N R ©

10 12 ;
9 10 ;
10 11 ;
9 12 ;
9 12 ;
10 11 ;
11 12 ;
9 11 ;
2458 ;
1236 ;
3678 ;
1457 ;

0),
0),
0),
0),
1),
1)
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Entonces, una vez realizado el andlisis con Magma, los resultados obtenidos son que el codigo C(B) es un

cédigo LDPC de dimension dim C(B) = 5, con palabras-cédigo x de longitud 8, con distancia minima d = 2,
Y, con pesos en las columnas wx = 2 y pesos en los renglones we = 4. Es decir, un [8,5,2]-cédigo LDPC
(2,4)-regular con tasa R = %, cuya matriz generadora es,

()]
Il
cococo =

S O O —= O
S © = O O

o = O O O

0

— O O© O

C O = -

_—_—O O —

—_—_—O = O

con cardinalidad de |C(B)| = 32 palabras-cédigo x que estdn enlistadas anteriormente. Ademds, al ser un cédigo
LDPC (2,4)-regular el grafo bipartito asociado es un grafo bipartito B (2,4)-reqular, y en la parte final del
andlisis se obtienen los vecinos de los 12 nodos en total del grafo bipartito B y que son justamente los que se
observan en la Figura 46. Por lo tanto, el [8,5,2]-cédigo LDPC con matriz de chequeo de paridad H (4.2) y con
representacion grdfica bipartita B 46, es el conjunto

C(B) = {(X1/X2/X3/X4/X5/X6/X7/X8) | Xb(1,5) B Xb(2,5) G BXp(d,; ) =0,1<j< 4}-
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Veamos el ejemplo de un cédigo LDPC irregular.

Ejemplo 4.2. Sea H la matriz de chequeo de paridad de un cédigo, verifiquemos que el cédigo resultante es un
cédigo LDPC, C(B), y analicemos que caracteristicas, propiedades y pardmetros tiene.

Dada la matriz H (4.7) de un cdédigo lineal con la clase de n = 9 nodos variable X = {x1,%x2,X3,X4,X5,X6X7,X8,
xo} y la clase de m = 5 nodos restriccion C ={cy,c3,c3,¢4,Cs5}.

X1 X2 X3 X4 X5 Xg X7 X8 X9

c1 /01 0
c2|0 1 0
H = C3 0 0 1
Cq 1 1 0
cs \1 0 0

1

—_ O = -

1

o = O O

1

—_—_— O =

0

0
1
0
0

1

oS = O =

(4-7)

—_ O O —= O

Observemos que el niimero de unos es menor al niimero de ceros en la matriz H, ademds, que el peso de los ren-
glones no es el mismo y tampoco el peso de las columnas es igual. Luego, el sistema de ecuaciones correspondiente
a Hx" = 0 donde x = (x1,%2,X3,Xa,X5,Xg,X7,X8,X9) €S una palabra-cédigo,

X2 + X4 + X5 +Xg + X8
X2 +X4 +Xg + X8+ Xo
X3 + X4 +X7

X1 +X2 +X5 +Xg +Xg
X1 +X4 +Xg+Xo

S O © O O

(4-8)
(4.9)
(4.10)
(4.11)
(4.12)

del sistema de ecuaciones la primer ecuacion (4.8) es asociada al primer nodo restriccién cy, la sequnda ecuacion
(4.9) al segundo nodo restriccién cy, la tercer ecuacién (4.10) al tercer nodo restriccién c3, la cuarta ecuacion
(4.11) al cuarto nodo restriccion cq4, y la quinta ecuacion (4.12) al quinto nodo restriccién cs.

B = (XUGC,E)

Figura 47: Grafo bipartito irregular asociado con un cédigo LDPC irregular con matriz de chequeo de paridad H.
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Ademds, contruimos el grafo bipartito B = (XU C, E) correspondiente a la matriz H, que es irregular y donde
X ={x1,%x2,%3,%a,X5,X6,X7,X8, X9} es el conjunto con 9 nodos variable y C = {c1, 3,3, ca,cs}es el conjunto
con 5 nodos restriccion, el cual ilustramos en la Figura 47. Al observar el grafo bipartito B vemos que los
nodos adyacentes a cada nodo restriccién son justamente los nodos variable asociados con las ecuaciones descritas
anteriormente.

Con ayuda del software Magma V2.14-15 [CBFS08] analicemos la matriz H.

>M := KMatrixSpace(FiniteField(2),5,9);

>M1L :=M! [ 0,1,0,1,1,1,0,1,0,
0,1,0,1,0,1,0,1,1,
0,0,1,1,0,0,1,0,0,
1,1,0,0,1,1,0,1,0,
1,0,0,1,0,1,0,0,1 ];

>H := SparseMatrix(M1);

>H;

Sparse matrix with 5 rows and 9 columns over GF(2)

>(C := LDPCCode(H);
>C;

[9, 4, 2] Linear Code over GF(2)
Generator matrix:
[100106060110]
[0610000010]

[6O0 100010 0]

[0 001100 1]

> CodeWordsC := [x : x in C];
> CodeWordsC;

[

(00000000 0),
(1001001160),
(11010010 0),
(01000001 0),
(01100600110),
(11110000 0),
(106110001 0),
(00100010 0),
(0010111601),
(10111101 1),
(111111060 1),
(011011111),
(0106011011),
(1101111601),
(100111111),
(00001100 1)

]

> #C;

16

> IsLDPC(C);
true

> IsRegularLDPC(C);
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false 0 0
> TannerGraph(C);

Graph
Vertex Neighbours

13 14 ;

10 11 13 ;
12 ;

10 11 12 14 ;
10 13 ;

10 11 13 14 ;
12 ;

10 11 13 ;

11 14 ;
24568 ;
2468
347 ;
12568 ;
14609 ,;

O oo NO UL WN -

[
A WN RO

Entonces, una vez realizado el andlisis con Magma, los resultados obtenidos son que el cédigo es un cédigo
LDPC de dimension dim C(B) = 4, con palabras-cédigo x de longitud 9, con distancia minima d = 2, y, con
diferentes pesos en las columnas Wy, =2, Wy, =3, Wy, =1, Wy, =4, Wy, =2, Wy, =4, Wy, =1, Wy, =3
Y Wx, = 2, y diferentes pesos en los renglones we, =5, We, =5, We, =3, we, =5y we, = 4. Es decir, un
(9,4, 2]-cédigo LDPC irreqular con tasa R = %, cuya matriz generadora es,

co o=
oo —=o
o —-oc o
c oo =
— o o O
—oc oo
o —o =
O = =
—oc oo

con cardinalidad de |C(B)| = 16 palabras-cédigo x que estdn enlistadas anteriormente. Ademds, al ser un cédigo
LDPC irregular el grafo bipartito asociado es un grafo bipartito irreqular y en la parte final del andlisis se obtienen
los vecinos de los 14 nodos en total del grafo bipartito B y que son justamente los que se observan en la Figura
47. Por lo tanto, el [9,4,2]-cédigo LDPC con matriz de chequeo de paridad H (4.7) y con representacion grdfica
bipartita B 47, es el conjunto

C(B) = {(X1/Xz/X3,X4,X5,X6,X7,X8,X9) | Xp(1,5) ©Xp(2,5) D DXp(de, i) = 0,1<j< 5}.

4.3 DISTRIBUCION DE GRADO

La irregularidad de un c6digo LDPC es usualmente descrita a través de las distribuciones de los grados
de sus nodos variable y restriccion, veamos la demostracién del siguiente lema.

Lema 4.1. El grado promedio de los nodos variable es ay =

1
fép(x)dx'

m y el grado promedio de los nodos restriccion
0 X x

es ac =

Demostracion. Sea B = (XU C, E) un grafo bipartito irregular que es representado por la secuencia de
los grados de los nodos variable (11, ..., 1, ) y por la secuencia de los grados de los nodos restriccién
(r1,..,74.), donde cada 1; y r; son las fracciones de los n nodos variable y los m nodos restriccién que
tienen grado i, respectivamente, ademads, algunos de los l;/5 y ri/s pueden ser cero; y dy es el grado
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maximo de los nodos variable y d. es el grado méaximo de los nodos resctriccion, y se satisface que la
suma de cada una de las secuencias es igual a 1. Sea A; la probabilidad de elegir al azar una arista que
es adyacente a algiin nodo variable de grado i, y sea p; la probabilidad de que aleatoriamente elijamos
una arista que es adyacente a algtin nodo restriccién de grado i, en otras palabras, A; y p; son las

fracciones de aristas conectadas a los nodos variable y nodos restriccién de grado i, respectivamente.

Asi,

ily . irg .
)\izi 'L:1,...,dx y plzdi 1:]/"'/dCI
21_1 ily 2 iSyin

podemos observar que,

. d .
I SN L
d
i Sl in X e ing

Ahora definamos las distribuciones de grado arista A(x) y p(x) que son polinomios de la siguiente
forma,

= At y o oex)=) pixt
i i

Para obtener el grado promedio de los nodos variable, contamos el nimero de aristas de grado i de los
nodos variable, los cuales deben ser igual a A;nay. Dado que el nimero de nodos variable de grado i

del grafo es A Si58x ) obtenemos que 1; la fraccion del nodo variable de grado i, estd dada por 1; = Miax,

Como se satlsface que ) ;L =), ?‘ifx = 1 resulta que ax = ,7, Observemos que fo x)dx =
1 dx 1 dx  A¢ =1 dx '1’L — 1

fo (AT Tdx =Y, 07\ XU ldx =Y 0 A El = Y, T,porlotanto, ax = W.De

manera s1m11ar, para el grado promedio de los nodos restriccién, contamos el nimero de aristas de
grado i de los nodos restriccién, estos deben ser igual a p;ma.. Luego, el nimero de nodos restriccién
de grado i del grafo es &%

estd dada por r; = &i7<, Dado que también se cumple que Y ; p; = Y ; 2% =1 entonces ac = =57
i i
1 | d 1 i—1 d =1 d
Notese que Io p X)dx = [ Y feypixt Tdx = Y ¢ [opixtTdx = Y e Gixtx=l = 3 el B porlo
tanto, ac = 7. O
¢ Joe(x)ax

Ejemplo 4.3. Consideremos el Ejemplo 4.2 donde trabajamos un [9,4,2]-cédigo LDPC irregular dado por su
matriz de chequeo de paridad H (4.7) y con su respectivo grafo bipartito B = (XU C, E) irregular con 9 nodos
variable, 5 nodos restriccion y 22 aristas, ilustrado en la Figura 47. Vamos a calcular y analizar los diferentes
conceptos indicados en la demostracién del Lema 4.1.

En las Tablas 13 y 14 damos los grados de cada nodo del grafo bipartito B, asi como el grado mdximo y
promedio,

Nodo variable x; X1 | X2 | X3 | X4 | X5 | X6 | X7 | X§ | X9
Grado dy; 2 |3 |1 4 | 214 |1 312
Grado méaximo dy 4
Grado promedio ay %

Tabla 13: Grado de cada nodo variable.

, con lo que obtenemos que 7; la fraccién del nodo restriccion de grado i,

111
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Nodo restricciéone¢; | ¢y | ¢c2 | ¢c3 | ¢cq4 | c5
Grado d; 5/5|3 |5 ]| 4

Grado maximo d.

Grado promedio a. =

Tabla 14: Grado de cada nodo restriccion.

Calculemos los 1/ y T/ que son las fracciones de los nodos variable y restriccion de grado 1,

Secuencias de los grados

Nodos variable (L1,12,13,14) = (%, %,
(0,0

Nodos restricciéon | (ry,12,13,74,75) = (0,0, =, ,%)

Tabla 15: Fracciones de los nodos variable y los nodos restriccion.

De Ia Tabla 15, consideremos la primera fraccion 11 = %, en si, lo que estd fraccion indica es que hay 2 nodos
variable que tienen grado 1 de los 9 nodos variable del grafo bipartito B. Para la fraccién 1, = %, se tiene que
hay 3 nodos variable de grado 2 de los 9 nodos variable, y asi sucesivamente con las fracciones restantes, podemos
verificar lo anteriormente dicho observando el grafo bipartito B 47.

De la misma Tabla 15, tomemos 11 = 0, este valor indica que hay O nodos restriccién que tienen grado 1 de los 5
nodos restriccion en el grafo bipartito. Para v3 = % decimos que hay 1 nodo restriccién de grado 3 de los 5 nodos
restriccion, todo esto se puede verificar revisando el grafo bipartito B 47.

Ahora calculemos las siguientes sumas,

4
2 3 2 2
i;11—11+lz+lg+l47§+§+§+§f1
5
T 1 3
Zri:”+T2+Y3+Y4+T5=0+0+§+§+§=1

i=1

4
: 2 3 2 2 2 6 6 8 22
Zul_m+212+313+414_1-§+z-§+3~§+4-§_§+§+§+§_7

i=1

5
, 1 1 3 3 4 15 22
eri:h‘]+2r2+3r3+4r4+5r5=1~0+2-O+3~g+4-g—|—5-g:0+0—|—§+§+€:§

i=1

Calculemos Ay y py las fracciones de aristas conectadas a los nodos variable y nodos restriccion de grado 1,

2
Sy 22
6
Siaith 5 2
6
Zi:] 111 2 22
8
Zi:] lli 2 22

De los calculos anteriores, tomemos Ay = 22—2, esta fraccion indica que hay 2 aristas incidentes a los nodos variable
con grado 1 de las 22 aristas totales en el grafo bipartito. Para Ay = % decimos que hay 8 aristas incidentes a
los nodos variable de grado 4 de las 22 aristas. Se puede interpretar de forma similar los valores restantes.
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0 1 ™ 0 0
] pr— N = = =
i %
21‘2 0 0
pz = - = —_—— =
i #
) 3r3 203
3= - = == = —
Z§:1 irg 25—2 22
) 41y 2 4
4 = - = = = —
i 2 22
; 5r5 B 15
5 = - = = = —
oD 2 2

Ahora, tomemos el valor de p; = 0, esto indica que no hay aristas incidentes a algiin nodo restriccion con grado
2, ni siquiera hay nodos restriccion de grado 2. Sea p3 = %, podemos decir que, hay 3 arista incidente a los
nodos restriccion de grado 3 de las 22 aristas. De igual manera se pueden interpretar los demds valores.

Veamos que se cumple que la suma de todos los A+, ast, como la suma de todos los pyg, es igual a 1.

4
2 6 6 8
;AiZ?w+?\2+7\3+7\4=Z+Z+Z+Z=1

5
> pi=p1+p2+p3tpstp O N A AL
11191 P1 2TP3TP4TPs5 R RS

Ahora calculemos los polinomios A(x) y p(x) que son las distribuciones de grado arista,

4
Alx) = Z?\ixi’]
i=1

= )\]XO + )\le + )\37(2 + )\47(3
2 6 6, 8 4
= ﬁ-l—ﬁx—l—ﬁx +ﬁx
1 33, 4,
= ﬁ+ﬁx+ﬁx +ﬁx

Finalmente, de acuerdo al resultado del Lema 4.1, tenemos que los grados promedios pueden ser calculados de la
siguiente manera,

1 1

- f(]) A(x)dx Y fe = fé p(x)dx/ (413)

ax
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entonces,

1 1
J Ax)dx = J (l+ix+ix2+ix3)dx
0

o 3 5 3.1 4 1 3 -1 5 1 4
11 22 11N
- 2
22

F (x)dx = J1(3X2+4x3+15x4)dx

o P -\ 2f TR T
3 3 4 4 15 g
~ et TEst Tt o
s 1y 3 s T 3 T 4 3 s
_22]+22]+221 (220+220+220)
— l+l+i 0
22 22
_ 2
22

luego,
1 22

= ] = — =ay (ver la Tabla 13)

J‘é A(x)dx % 9

—_

! _2_ ac (ver la Tabla 14)

Joplx)dx 55 5

Vemos que se satisfacen los resultados del Lema 4.13, ya que los valores coinciden con el grado promedio de los
nodos variable y restriccién, respectivamente.

4.4 COTAS PARA LA DISTANCIA MINIMA DE UN CODIGO LINEAL POR
ANALISIS DEL GRAFO BIPARTITO

Ahora analizamos dos cotas inferiores simples para la distancia minima d, de un cédigo LDPC, C(B),
(dx, d¢)-regular con matriz de chequeo de paridad H y su respectivo grafo bipartito B, tales teoremas
fueron originalmente probados por Tanner [Tano1].

4.4.1  Primera cota por anélisis de los nodos variable

La primera cota examina la relacién entre los nodos variable en una palabra-c6digo x de peso minimo
wy = d y la matriz de chequeo de paridad H. La cota es expresada en términos de los valores propios
de la matriz H"H pues estos valores propios estan relacionados con los valores propios de la matriz de
adyacencia A del grafo bipartito, ver Lemas 3.3 y 3.5. Ademads, como HTH es una matriz simétrica y de
valores reales entonces sus valores propios son nimeros reales, ver Teorema 3.1, y consideramos a L
como el valor propio mas grande de todos, el cual cumple con muchas propiedades que se revisaron
en la seccién 3.3 del capitulo 3.
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Teorema 4.1. Si B = (XU C, E) es un grafo bipartito conexo (dx, d¢)-regular con n nodos variable de grado
dx y m nodos restriccién de grado d., la distancia minima d del cédigo C(B) satisface que

n(2dx —uz)

d>
(H1 —u2)

(4.14)

donde w1 es el valor propio mds grande y y; es el segundo valor propio mds grande de la matriz H"H con H la
matriz de chequeo de paridad del cédigo C(B).

Demostracion. Sean py 1 < i < s los distintos valores propios reales de la matriz HTH donde H es la
matriz de chequeo de paridad del cédigo, y tales que los valores propios son ordenados py > pp >

-+« > Ug. Como B es un grafo bipartito regular, vi = %(1, 1,...,1)T es el vector propio de longitud

n con su correspondiente valor propio p; = dxdc de multiplicidad m; = 1 de la matriz H'H, ver
Proposiciones 3.2 y 3.3. Dado x = (x1,%2,... ,xn)T € C(B) un vector de valores reales de longitud n
correspondiente a una palabra-cédigo de peso minimo d, recordar que para un cédigo lineal el peso
minimo coincide con la distancia minima, Teorema 2.2. Y sea y; la proyeccioén de x sobre el i-ésimo
espacio propio.

Claramente, como x es una palabra-cédigo de peso minimo con entradas con valor 0 y exactamente d
entradas con valor 1 se cumple que

x"ox =|x||? = d. (4.15)

Ahora, de acuerdo al proceso de Gram-Schmidt, Teorema 3.11, y la normalizacién tenemos el vector
ortonormal u; = vy = ﬁ(], ...,1T. Como HH es una matriz simétrica entonces es diagonalizable

ortonormalmente, ver Teorema 3.12. Y se satisface que la matriz de proyeccién Py sobre el primer
espacio propio es de la forma

P; =QD;Q" (ver Observacion 3.3)

donde Q es la matriz formada por una base ortonormal, y D7 es la matriz asociada al primer valor
propio p1 = dxdc de multiplicidad m; = 1 que en cuya diagonal tiene en la primer componente una
matriz identidad de tamarfio 1 x 1y el resto de sus entradas es 0, es decir,

U] U1 ot Ung U1 w2z o0 Un 10 0
U2 U22 v Up2 - U271 U2y o U2p 00 - 0
Q=1 . . . ., Q' =1 . ) . .|, Di=
Uln U2n -+ Unn Unpl Up2 - Unn 00 -~ 0
Luego,
.
Pr = QDiQ
Wiy U1 e Upg 1.0 0\ /w1 w2 -+ uwn
U2 U2 -- Un2 00 O [u2r uzz2 -+ uzn
Uln U2n - Unn oo -~ 0 Unl UWUp2 - Unn
wp 0 - 0\ fupr w2 0 Ugn
w2 0 -+ O] fuzr uzz -+ U2n
wn 0 -+ 0 Unl Un2 -+ Unn
u?, Uiz -0 Upilgn
2
Up2UTT uj, o0 U2Uin

2
UinUi] Upnli2 - - uj
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Entonces, como el vector ortonormal es w; = \ﬁ”' 1,...,107, se sigue que la matriz de proyeccién Py
es

2
uy,q u112u12 o UnUgn
Uj2uUqg ug, cor UI2Ugq
Pl = '
2
UWinlil  Uinlg2 ui,
(L2 11 RN
YooY v
I e vt VotV
RIS I ()2
JRyn Jmum Vo
1 1 1
TE % 1 1 . 1
RS S ] 11 - 1
B nlo
1 1 1 1 1
n n n

T 1 1\ /x d 1

11T 1T -1 X2
:P = — =
ST ERE R B . :
11 1) \xn d 1

pues x es una palabra-cédigo de peso minimo d. Asi, la proyeccién y; de x es y; = %(1, 1,....,07,
luego,

2 a2

2 d 2 d2 dz n dZ
|MH:M“””W”:MWW””NH:M;ﬂ:2“:' (4.16)
1=

n n

Hx asigna una distribucién de peso para los nodos chequeo en B, es decir, sea w; el peso sobre el i-
ésimo renglén paridad definido por Hx que representa el niimero de nodos variable activos adyacentes
al i-ésimo nodo restriccién en el grafo bipartito B (“activo”se refiere a los nodos variable distintos de
cero en el correspondiente vector x), esto es,

hit hiz -+ hin X1
hy1 hyy -+ han X2

himt hm2 -+ hmn Xn

i hiixg
d it haixg

Y e hmixq
h.] X

hz =X
= ) (donde hji = (hi1,hiz,..., hin) 1

N
o
N
2

hm - X
w1
w2

Wm
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Entonces |[Hx||? = > wiz. Ademss, Y My wi =Y " hi-x=h;-x+hy-x+-+hpn-x=(h; +
hy +---4hy) -x. Ahora, como H es la matriz de chequeo de paridad de un cédigo regular, tenemos que
cada renglén de H tiene peso we = d. y cada columna de H tiene peso wx = dy, esto es, los pesos de
la matriz H coinciden con los grados del grafo bipartito B. Luego, al sumar la primera entrada de cada
h;, estarfamos sumando las componente de la primer columna en H, asi, la suma resulta ser igual al
peso de la columna la cual es wy = dy, lo mismo resultarfa para las demds entradas. Por lo que se sigue
(h1 +ha+ - +hm)-x = (dx, dx, ..., dx) - x = dx(1,1,...,1) - x = dyxd, por lo tanto, Y [ ; w; = ddx.
Noétese que no todos los pesos w;/g son cero y cada w; # 0 deberia tener valor de al menos 2, porque
al menos dos nodos variable deben ser adyacentes a algtin nodo restriccién para asegurar que tenemos
una palabra-c6digo, es decir, cada una de las palabras-cédigo excepto la palabra-cédigo cero tienen al
menos dos nodos variables activos pues si esto no ocurre no se tendria una palabra-cédigo. Como x es
una palabra-cédigo distinta de cero, y ademds 0 < w; < d¢, por consiguiente se satisface que

m m
Hx|I* =Y w{>2) w;=2dd (4.17)
i = i x- 4.17
i=1

i=1

Por otra parte, usando las propiedades que se satisfacen del Teorema de descomposicién espectral 3.3,
tenemos que

IHx|I> = < Hx,Hx>
= (H9)T(Hx)
= x'HTHx
= x"(1P1 + 2P+ + psPs)x
X (P )x 4+ xT (HaP2)x + -+ +xT (1sPs)x
1 (xTP1x) + 2 (x T Pox) + -+ s (x T Pex)
= i (x"P1P1x) + 12 (xTP2Pox) + -+ + s (x T PgPgx)
(
(

= I xTP]Tch) + uz(xTPngx) + -4 (XTPSTPSX)

= w(P1x) T (P1x) + 12 (P2x) T (P2x) + -+ + s (Psx) T (Psx)

= W <P1x,P1x>+ur < Pox,Pox >+ 4+ ug < Pgx, Psx >
= wilPixl? 4 p2llPoxll® + - - + wslIPsx]l?

= willyrl® + u2lyzll + -+ pslhysl?

S
= > il
i=1
Entonces, |[Hx||? = 3 {_; pillyill?. Ademas,

S S
> wilill® = wlbyrlF+ ) wilhsll?
i=1 i=2

& ¢
m—+ ) wilyil® (por (4.16)) (4.18)
i=2

Observemos que se cumple lo siguiente usando las propiedades del Teorema espectral 3.3,

S

D il =yl A+ gzl 4+ sl

i=1
= [IPyxlI? +[IP2xII* + - - + [IPsx]?
= <P1x,Pix >+ <Pyx,Pox >+ + < Psx,Psx >
= (P (P1x) + (P2x) T (P2x) + -+ + (Psx) T (Psx)
= X P{Pix+x"PIPxx+-- +x"PIPsx
= XTP1P1X+XTP2P2X+~~+XTPSPSX
= xTP%x—i—xTP%x—&- o xTP2x
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= xTPix+x"Pyx+-- +x"Psx
= X' (Py+Py+--+Ps)x
T

= X IX

= XTX
= <xx>

2
= Il

Ast, Y51 Iyill? = [IxII?, Tuego Ily1 I + 355 Ilyill> = [IxI1%, entonces Y5, [[yill? = IIxI1% — [y 1%
Regresando a la ecuacién (4.18),

N
D willyill?
i=1

¢ < 2
m;+;mmu
1=

d? u
< w2 ) lyil? (pues po >z > o> )
i=2
d? 2 2
M;vﬂlz(HXII —lyall*)
a2 d?
mi—t+uz(d——)  (por (4.15)y (4.16))

Por lo tanto,
d? az
Hx|[? < p— - — .
IF <y =+ p2(d = ) (4.19)
Combinando las desigualdades (4.17) y (4.19) tenemos lo siguiente,
2

5 a2 d
2ddx < [IHX[]” < w1 — +p2(d——)
n n
entonces por transitividad,

d? d? d d
2ddx < pp— +p2(d——) 2dx < w1 +u2(1—=)
n n n n

=
= 2dxn < ppd+p2(n—d)
= 2dxn—pon < (g —p2)d
2dy —
o (2dx —u2)n <d
(11— H2)
Por lo tanto, la distancia minima estd acotada por d > w. O
B —H2)

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4. Sea C(B) el [8,5]-cédigo LDPC (2,4)-reqular con matriz de chequeo de paridad H (4.2) y grafo
bipartito B = (XU C, E), Figura 46, con 8 nodos variable y 4 nodos restriccion del Ejemplo 4.1. El objetivo es
acotar la distancia minima d del (8, 5]-cédigo LDPC C(B). De acuerdo al Teorema 4.1 para acotar la distancia
minima d del cédigo LDPC C(B) necesitamos conocer el niimero de nodos variable n, el grado de los nodos
variable dx, y el primer y sequndo valor propio mds grandes Wy, de la matriz H'H que estdn asociados con
los valores propios del grafo bipartito B.

Sabemos por el Ejemplo 4.1 que para dicho cédigo LDPC n = 8, dx = 2, y por el Ejemplo 3.1 obtenemos en
la salida ( %o07) que los valores propios de la matriz H™H son py = 8 de multiplicidad my =1, up = 4 de
multiplicidad my = 1, u3 = 2 con multiplicidad m3 = 2 y pwq = 0 de multiplicidad m4 = 4, ordenados de tal
forma que g > py > w3 > pg. Asi,

n(2dx —pz) 8(2-2—-4)  8(0)

d> = = :O,
H1—H2 8—4 4

entonces la distancia minima es mayor o igual a cero d > 0, esta cota no nos proporciona mucha informacion,
aungue sabemos que esto si se satisface, pues la distancia minima es d = 2 para el [8, 5]-cédigo LDPC.
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4.4.2 Segunda cota por andlisis de los nodos restriccion

La segunda cota considera la relacién entre los nodos restriccién adyacentes a los nodos variable de
una palabra-c6digo x de peso minimo wy = d y la matriz H. La cota es expresada en términos de los
valores propios de la matriz HHT, podemos notar que, los valores propios no cero de la matriz H'H y
HHT son los mismos, ver Lema 3.3.

Teorema 4.2. Si B = (XU C,E) es un grafo bipartito conexo (dx, d¢)-regular con n nodos variable de grado
dx, y m nodos restriccion de grafo d., la distancia minima d del cédigo C(B) satisface que

n(2dx +dc —2—py)

d>
de(pg —u2)

(4.20)

donde y es el valor propio mds grande y w; es el sequndo valor propio mds grande de la matriz HHT con H la
matriz de chequeo de paridad del cédigo C(B).

Demostracién. Como los valores propios distintos de cero de HTH y HH' son los mismos, entonces p;,
1 <1<, son los valores propios de HHT tales que puy > pp > - > Uy

Sea el primer vector propio vi = \/]—ﬁ (1,1,...,1)T de longitud m correspondiente al valor propio pu; =

dyd. de multiplicidad my = 1 de la matriz HHT, esto se debe a que tenemos un grafo bipartito regular
B, ver Proposiciones 3.2 y 3.3. Definamos a ¢ = (cy,cp, ... ,cm) ! como un vector de valores reales de
longitud m de peso w, donde tiene valor 1 en la entrada donde el nodo restriccién es adyacente a
cualquier nodo variable de alguna palabra-cédigo x no cero con peso minimo d y tiene el valor de 0 en
otro caso. Y sea z; la proyeccién de c sobre el i-ésimo espacio propio.

Como w es el nimero de 1’s en c, entonces

chc=lc]? =w. (4.21)

Ahora, usando el proceso de Gram-Schmidt, Teorema 3.11, y la normalizacién el primer vector or-
tonormal u; = vy = \/%(1, ...,1T. Como HHT es una matriz simétrica entonces es diagonalizable
ortonormalmente, ver Teorema 3.12. Y se satisface que la matriz de proyecciéon P; sobre el primer

espacio propio es de la forma
P; =QD; QT (ver Observacion 3.3)

donde Q es la matriz formada por una base ortonormal, y Dy es la matriz asociada al primer valor
propio p1 = dxdc de multiplicidad m; =1 que en cuya diagonal la primer componente es una matriz
identidad de tamafio 1 x 1y el resto de sus entradas es 0. Luego, la matriz de proyeccién P; es

2
uf, Upqwi2 o0 Uy,
2
Ujaugg uy, o U2Uim
Py = . .
2
UimWil WimlWi2 o0 Uy,

entonces, como el primer vector ortonormal es 11 = \)—ﬁ (1,1,...,1)7, se sigue que,

T o 1\ /e 1

: 1 .. cs
Z]:szﬁ SR N
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pues c es un vector de peso w. Asf, la proyeccion z; de ces z1 = 1+(1,1 N7, luego
2 m 2 2
PP = R T = - T
=|(|=(1,1...,1 =|— 1,1...,1 =—) 1" = m=— .
||z1]] Hm( ) m ( ) mZZ 2m= (4.22)

HTc asigna una distribucién de peso para los nodos variable en B, es decir, sea v; el peso sobre el i-
ésimo renglén bit definido por H' ¢ que representa el nimero de nodos restriccién activos adyacentes
al i-ésimo nodo variable en el grafo bipartito B (“activo”se refiere a los nodos restriccion distintos de
cero en el correspondiente vector c), esto es,

hit har -+ hag 1
- hi2 hyy - hmo c2
H'c = ) )
hin hon - hmn Cm
> itq hite
%1 hiacy
% hinci
h]~C
hz-C .
= : (hi = (i, hoiee o i) 1<i<n)
hn-c
V1
\p)
Vn

Entonces, |[H'¢||? = >y viz. Notar que no todos los v;/4 son cero, y ademads, 0 < v; < dy. Ahora, sea
u;(1) el ntimero de nodos variable con peso 1 en H'c que son adyacentes al j-ésimo nodo restriccién
activo, para 1 < 1 < dx. Cada nodo restriccion activo es adyacente a al menos 2 nodos variable, por lo
tanto u;(dx) > 2.

La suma de los pesos al cuadrado puede ser calculada al sumar las aristas incidentes a los nodos
variable adyacentes a todos los nodos de restriccién activos. La siguiente sumatoria indica la suma de
las aristas incidentes a los nodos variable adyacentes al j-ésimo nodo restriccién,

dyx—1

dx
Dyl = yldddx+ Y
=1

2 2dx+dc_2/

ya que la segunda sumatoria es acotada inferiormente por d. — 2. Luego, hay w nodos de paridad
activos en el vector c, por lo tanto,

IHTc|l? = Z vi 2 w(2dx +dc —2). (4-23)

i=1

Por otro lado, usando las propiedades que se satisfacen del Teorema de descomposicién espectral 3.3,
tenemos que

IHT¢|? = <HT¢HTe>
= (H"¢)T(HT¢)
= ¢"H"HTHTc
= ¢'HH'¢
= (1P + P2+ -+ mPrlc
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T(wPr)e e (uaP2)e+ - 4+ c (e Pr)e

c'(
i (c"Pre) + pz(c"Pac) + -+ + pr(cPre)

w1 (c"P1Prc) + 12 (cTPaPoc) + -+ + e (e PrPrc)

L (cTP1TP1 c)+ uz(cTPngc) 4+ 4 ur(c"PIPe)

w1 (Prc) T (Prc) + 2 (P2c) T (Pac) + - -+ pp(Prc) T (Prc)

n; < Pic,Pic > 4wy < Pac,Poc >+ -+ 1y < Prc, Prc >
wrlPrell® + wallPacll® + -+ + prlPrcll?

wrllze 112 + p2llzall? + -+ pellzel 2

T
> willzl?
i=1

Entonces, [H"cl|? = > T_; pillzil/?. Ademas,

T
> willzll?
i=1

Observemos que se cumple lo siguiente usando las propiedades del Teorema espectral 3.3,

T

Szl =

i=1

Ast, 31y llzill* = llell?, luego [|z111* + X-{_; llzil1* = [c]|%, entonces 3" I_, llzi/I* = llc/l* — llz1]I°.

T
willzl®+ ) willzil®
i=2

2 T
w
= m—+) willal®  (por (4.22))
i=2

2 2 2
Iz 1% + Nzl + - - - + i+

IPrell® +1P2cll® +- - +[Prell?

< Pic,Pic >+ < Py, Poc >+ + < Pyc,Prc >
(P1c)" (P1¢) + (P2¢) T (Pac) +- -+ (Pre) T (Pre)
c"P{Pic+cPIPyc+- - +cTPIPc
c"P1Pic+c PPy +---+cTPPre
CTP%C-FCTP%C—F"'—FCTP%C

c"Prec+c Pact--+cPrc

¢ (P1+P2+ -+ P

i

c Ic

cle
<c,c>

llell?

Regresando a la ecuacién (4.24),

T
> willzl?
i=1

Por lo tanto,

IHTcll? <

w2 .
1 ey + Zz HiHZiHZ
iz

N

2 T
w
M 1 D lzil? (pues py > pz > > )
i=2
2
w
= w— +p2(lel® —llz111%)
m

2 2
= i tv—o) (por (421) y (4.22))

1/\)2 1/\)2
b (w— )
m m

(4-24)

(4.25)
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Combinando las desigualdades (4.23) y (4.25) tenemos lo siguiente,
2 2
w(2dy +de —2) < IHTel? <y 2 + iy (w— =)
m m
entonces por transitividad,
2 2
w w
w(2dx +dc —2) S — + 2w ——)
m m

2dx+dc_2<u1y+li2“_&)
m m

=
= (2dx+dc—2)m < pw+pa(m—w)
= (2dx+dc—2)m—pym < (ug —p2)w
N (de+dc—2—u2)m<W

(1 —H2)

Notemos que ddyx > 2w ya que d es la distancia minima o el peso minimo de la palabra cédigo x y w
es el peso del vector c, entonces como

ddy >2w  y 5 M2dx +de —2— 1)
b (M1 —u2)

tenemos que,

0> 2> <2) (m(ZdXercZuz)) g 2mi2dy o2 py)
dx dx (M1 —u2) dx (11 —H2)

Ahora, notemos que dado que B es un grafo bipartito (dy, d)-regular con n nodos variable y m nodos
restriccion, tenemos que el nimero de aristas incidentes a los nodos variable es ndy y el ntiimero de
aristas incidentes a los nodos restriccién es md., entonces ndy = md. eso implica que dx = de“. Asi,

2m(2dy +dc —2— o)

d >
dx(py —u2)
~ 2m(2dx +dc —2— )
mde (1) — 1)
~ 2n(2dx +de —2—up)
de(pr —u2)
Por lo tanto, la distancia minima est4 acotada por d > zn(Zd’”Ldi_z_HZ). O
de(p1—u2)

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5. Sea C(B) el [8,5]-cédigo LDPC (2,4)-reqular con matriz de chequeo de paridad H (4.2) y grafo
bipartito B, Figura 46, con 8 nodos variable y 4 nodos restriccion del Ejemplo 4.1. El objetivo es acotar la distancia
minima d del [8,5]-cédigo LDPC C(B). De acuerdo al Teorema 4.2 para acotar la distancia minima d del cédigo
LDPC C(B) necesitamos conocer el niimero de nodos variable n, el grado de los nodos variable dy, el grado de
los nodos restriccion d, y el primer y segundo valor propio mds grandes 1,1y de la matriz HHT que estdn
asociados con los valores propios del grafo bipartito B.

Sabemos por el Ejemplo 4.1 que para dicho cédigo LDPC n = 8, dx = 2, dc = 4, y por el Ejemplo 3.2
obtenemos en la salida (%07) que los valores propios de la matriz HH' son wy = 8 de multiplicidad my =1,
Wy = 4 de multiplicidad my = 1,y uz = 2 con multiplicidad mz = 2, ordenados de tal forma que (11 > py > p3.
Asi,

4> 2n(2dx +dc—2—pp) 2-8(2-2+4-2-4) 16(2)
- de(pr —p2) 4(8—4) 16
entonces la distancia minima es mayor o igual a dos d > 2, esta cota nos proporciona mejor informacion que la
anterior, y sabemos que en efecto esto se cumple, pues la distancia minima es d = 2 para el [8, 5]-cédigo LDPC.

:2,

Comentario 4.2. Estos dos teoremas probados por Tanner estdn generalizados para cédigos LDPC irregulares,
se pueden revisar tales resultados en [SKSo5].
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4.5 EXPANSION Y DISTANCIA MINIMA

En la seccién 2.4 del capitulo 2 revisamos el concepto de expansién de un grafo bipartito. Y una buena
expansion de un grafo implica buena propiedad de distancia minima para el cédigo detector-corrector
de error asociado. El siguiente teorema muestra que dada una cota para uno de los pardmetros de la
expansion del grafo podemos dar una buena cota para la distancia minima del c6digo asociado.

Teorema 4.3. Sea B = (XUC, E) una (1,7, o, y)-expansién de un grafo bipartito con y > % Entonces el cddigo
C(B) asociado tiene distancia minima d mayor que om.

Demostracion. Procederemos por contradiccion.

Sea B = (XU C, E) un grafo bipartito (1,1, &, v)-expandido. Supongamos que y > % y que existe una
palabra-cédigo x diferente de cero de tamafio a lo mas an, asi, su distancia minima d < an. Sea V C X
que denota al conjunto de los nodos variable correspondientes a las posiciones no cero de la palabra-
cédigo x. Asumimos que cada nodo restriccién vecino de V estd conectado a V en un ntimero par de
veces. En particular, cada nodo restriccién vecino deberia estar conectado al menos dos nodos variable.
Ademas, el niimero de aristas incidentes con V es |V|l y como cada nodo restriccién es incidente a
al menos dos aristas, entonces el ndmero de nodos restriccién adyacentes a los nodos variable de la
palabra-cédigo x es a lo mds %IVII, esto es,

1
TvI< Vi (4.26)

donde Iy denota al conjunto de nodos restriccién adyacentes a los nodos de V.

Como el grafo bipartito es una (1,1, &, y)-expansion se sigue que si [V| < an entonces el niimero de
nodos restriccion vecinos es por lo menos y|V/[l, es decir,

Mv| = vy[VIL (4-27)

Ahora dado que tenemos las siguientes desigualdades (4.26) y (4.27)

1
VL= v y vl = yIVIL

entonces,

ZY,

N =

1
FIVILZvyIVIL =

pero esto es una contradiccién pues y > . Por lo tanto, el cédigo C(B) asociado al grafo bipartito B
tiene distancia minima d > an. O

Comentario 4.3. Un concepto especial a partir de conocer los grafos expandidos son los cédigos expandidos, los
cuales pertenecen a la clase de los cédigos LDPC, de los cuales podemos encontrar varios trabajos relacionados
con estos conceptos y las cotas para la distancia minima, algunas referencias de consulta son [Kelog] y [SS596].

Lo importante de cada uno de estos teoremas que hemos revisado es que al dar una cota sobre la
distancia minima es posible aproximar cuantos errores es capaz de corregir un cédigo, pues sabemos
que la distancia minima ayuda a determinar el ntimero de errores que puede corregir un cédigo, ver
el Teorema 2.6, en particular un cé6digo LDPC.
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