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I N T R O D U C C I Ó N

Lo último que uno sabe, es por dónde empezar.

– Blaise Pascal –

¿Para qué estudiar a los códigos LDPC? Para saber que LDPC quiere decir Chequeo de Paridad de Baja Densidad
(Low Density Parity Check por sus siglas en inglés). Que estos códigos fueron inventados por Gallager olvidados
un cierto tiempo y redescubriertos por Mackay y Neal, para saber que los códigos LDPC son una clase de códigos
de bloque lineal, que su característica esencial es tener una matriz de chequeo de paridad de baja densidad, que
tienen una representación gráfica bipartita conocida como grafo de Tanner, y que su decodificación es mediante
algoritmos iterativos de paso de mensaje; y además, que se acercan bastante bien al límite de capacidad establecido
en el teorema de Shannon. En sí, para saber que los códigos LDPC tienen una estructura matemáticamente
interesante. Ésta podría ser una razón, pero la realidad es que los códigos LDPC son estudiados para dar solución
a un problema: al problema central de la teoría de la comunicación, cuyo objetivo es lograr construir un sistema
de codificación y de decodificación que haga posible la comunicación confiable, eficaz y segura; y además, que
sea aceptable para las aplicaciones prácticas, es decir, requerimos buenos códigos detectores-correctores de errores
capaces de ser implementados para recuperar la palabra-código original produciendo así, una buena transmisión
de la información. Entonces, el interés por los códigos LDPC se debe a que son códigos que pueden recuperar
la información original ante la presencia de grandes cantidades de ruido y tienen baja complejidad para su
implementación en una gran variedad de medios de comunicación. Los códigos LDPC no son los únicos que
intentan dar solución al problema de la comunicación pues existen otros códigos.

En este proyecto de tesis, presentamos un acercamiento al estudio de la teoría fundamental de los códigos
LDPC, aunque el objetivo principal es realizar un análisis detallado de tres teoremas que establecen una cota para
la distancia mínima del código. Para llevar a cabo esto, debemos conocer un poco sobre la teoría de códigos, teoría
de grafos (o gráficas), teoría de la información, y el álgebra lineal, esto se revisará y estudiará en los capítulos 2 y
3; en el capítulo 4, nos centraremos en los códigos LDPC; y para contextualizar a los códigos LDPC, en el capítulo
1, hablaremos un poco sobre el problema de la teoría de la comunicación. El trabajo de la tesis está dividido en
cuatro capítulos, los cuales describimos a continuación.

En el capítulo uno contextualizamos a los códigos. Abordamos la problemática de la comunicación, dando
un panorama acerca de cómo poder dar solución a ese problema, a partir del uso de códigos como el código de
repetición R3 y el [7, 4]-código de Hamming. Para ambos códigos analizamos su codificación y decodificación, y
en el caso del [7, 4]-código de Hamming vemos que estos procesos puede analizarse mediante una representación
gráfica, para finalmente dar un primer enfoque de que hay grafos asociados a códigos y viceversa.

En el capítulo dos definimos los objetos a usar. Revisamos los conceptos básicos de un código, la estructura de
los códigos lineales, el síndrome de decodificación, lo que es un código detector-corrector de errores, así como un
teorema importante que nos permite saber cuantos errores es capaz de corregir un código conociendo su distancia
mínima. Después, enunciamos el Teorema de codificación de canal con ruido de Shannon para darnos una idea de
lo que establece. También, revisamos conceptos básicos de grafos, la matriz de adyacencia e incidencia, así como
el concepto de grafo bipartito; además, estudiamos el concepto de expansión de un grafo bipartito. Y finalmente
estudiamos la relación entre los códigos lineales y los grafos bipartitos.

En el capítulo tres revisamos los resultados a ocupar. Analizamos algunos conceptos y resultados de álgebra
lineal, como valores propios, vectores propios, diagonalización y ortogonalización. También, estudiamos el Teorema
de descomposición espectral. Y finalmente el espectro de un grafo no dirigido.

Por último, en el capítulo cuatro estudiamos a los códigos LDPC. El objetivo es estudiar el concepto de un
código LDCP regular e irregular, luego, caracterizamos la irregularidad de un código LDPC a partir del cálculo de
las distribuciones de grado. Y además, realizamos un análisis detallado sobre las demostraciones de tres teoremas
que establecen una cota para la distancia mínima del código. Pero antes de eso, damos una introducción sobre el
panorama general de lo que abarca el estudio, la implementación y las aplicaciones de los códigos LDPC.

Esperamos que esta tesis “Códigos LDPC: un acercamiento” sea un buen referente para aquellos lectores que
estén interesados en introducirse al tema, pues este trabajo está basado en diversos escritos sobre códigos LDPC.
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1 P R E L I M I N A R E S

Tres cosas deberían ser consideradas:
los problemas, los teoremas, y las aplicaciones.

– Gottfried Wilhelm Leibniz –

En este capítulo hablaremos sobre la problemática de la comunicación digital. El proceso de comunica-
ción puede describirse de la siguiente manera: se tiene un emisor el cual desea transmitir, almacenar
o enviar algún tipo de información; esta información es transmitida a través de un medio o canal con
ruido, esto provocará errores en la información produciéndose así una información modificada, de tal
forma la información que recibe el receptor será una información diferente de la original. En sí, esto
no es deseable para ningún sistema que realice este proceso de comunicación, por lo que poco a poco
fueron surgiendo diferentes maneras de solucionarlo, y una de las cuales fue la implementación de los
códigos detectores-correctores de errores.

El texto base revisado para el desarrollo de este capítulo fue [Mac03].

1.1 el problema de la comunicación
Hoy en día, las redes de comunicación comparten el mismo principio fundamental de operación, ya
sea que se trate de paquetes de datos a través de la Internet, o señales en una red telefónica, o vía
satélite, y también en el almacenamiento digital de datos, la información se transmite de la misma
manera, a través de un canal de comunicación ruidoso. El ruido provoca errores que impiden obtener
una buena transmisión de la información, produciéndose pérdida de información, falta de seguridad y
fiabilidad en la red o sistema. De esta manera, una de las interrogantes más esenciales de esta situación
es: ¿cómo podemos lograr una comunicación perfecta sobre algo imperfecto, es decir, sobre un canal
de comunicación con ruido? Durante el desarrollo de esta sección obtendremos una idea de cómo es
posible lograr una comunicación perfecta a través de canales de comunicación imperfectos.

Algunos ejemplos de canales de comunicación ruidosos:

Ejemplo 1.1 Línea telefónica, sobre los cuales dos módems comunican información digital. Los proble-
mas que enfrentan es que: o bien sufre de conversaciones cruzadas, o ruido en la señal de
transmisión, o distorsión de la línea.

Módem í Línea de teléfono í Módem

Ejemplo 1.2 Enlace de comunicación de radio, como el enlace que existe desde la nave espacial mo-
viéndose en la órbita de Júpiter, Galileo, a la Tierra. Esta transmisión a parte de ser una
señal muy débil, el canal por el que viaja recibe radiación terrícola y cósmica.

Galileo í Ondas de radio í Tierra

Ejemplo 1.3 Unidad de disco, escribir un dígito binario en el material magnético y fallar al momento
de leer la memoria del dígito almacenado.

Memoria del ordenador í Unidad de disco í Memoria del ordenador

El último ejemplo muestra que la comunicación no tiene que involucrar información que esté yendo
de un lugar a otro.

1



2 preliminares

En todos estos casos, si transferimos datos, por ejemplo, una cadena de bits, sobre un canal, hay
cierta probabilidad de que el mensaje recibido no sea idéntico al mensaje transmitido. Lo ideal sería
tener un canal de comunicación con probabilidad de error muy cercana a cero. La Figura 1 describe la
problemática del proceso de comunicación de la forma más simple.

Información Medio Ruidoso Información + Errores- -

Figura 1: Proceso de comunicación, esquema sin código, en la que se almacena o transmite información la cual
atraviesa por un medio ruidoso que modificará la información.

Pasemos a una estructura un poco más rigurosa, usando terminología matemática. Consideremos
una unidad de disco ruidoso que transmite cada bit correctamente con probabilidad 1− f (probabili-
dad de éxito) e incorrectamente con probabilidad f (probabilidad de fracaso). Este modelo de canal
de comunicación es conocido como canal simétrico binario (CSB). Definamos lo siguiente: x mensaje
transmitido, y mensaje recibido, f probabilidad de que el bit sea intercambiado.

P(y1 = 0|x1 = 0) = 1− f, P(y2 = 1|x1 = 0) = f;

P(y1 = 0|x2 = 1) = f, P(y2 = 1|x2 = 1) = 1− f;

y
2∑
j=1

P(yj|xi) = 1 para cada i = 1, 2.

x y

1− f

1− f

f

f

)

)

)

)

x2 =1

x1 =0

1= y2

0= y1

Figura 2: Canal simétrico binario (CSB).

La Figura 2 representa el modelo del CSB. Describiremos su función de la siguiente manera: cada
mensaje transmitido x y mensaje recibido y está constituido de una secuencia de bits, en este caso de
los dígitos binarios 0 y 1, supóngase que el primer bit transmitido es 0, el cual al pasar por el canal
tiene probabilidad de éxito 1 − f, es decir, la probabilidad 1 − f es la capacidad que tiene este bit 0
de ser enviado correctamente, así el bit recibido sería nuevamente 0, pero no se debe descartar la otra
opción, donde dado que el primer bit transmitido es 0 y que el bit recibido sea 1, diferente del bit
original, debido a la probabilidad f de que el bit sea intercambiado. Supóngase ahora que el segundo
bit transmitido es 1, éste de igual forma cuenta con dos opciones, la probabilidad 1 − f que indica
la capacidad de enviar el bit sin errores y éste sea 1, el mismo que el original, o la probabilidad f

que causaría que el bit recibido sea 0 distinto del original. Debido a que tanto el bit 0 y 1 tienen dos
opciones con las mismas probabilidades de éxito y fracaso, ésta es la razón de que se cumple con la
simetría del modelo.

Lo descrito en el párrafo anterior, podemos resumirlo en la matriz del canal MC, la cual está definida
como la matriz cuyas componentes son las probabilidades de transición en el canal, en este caso para
el canal simétrico binario la matriz del canal es:

0 1

MC =
0

1

[
P(y1|x1) P(y2|x1)

P(y1|x2) P(y2|x2)

]
=

[
1− f f

f 1− f

]
Matriz del canal simétrico binario.

Para responder a la pregunta planteada en el primer párrafo tenemos dos tipos de soluciones: la
solución física y la solución del sistema, las cuales platicaremos a continuación.



1.2 códigos detectores-correctores de errores para el canal simétrico binario 3

1.1.1 La solución física

En el apartado de la solución física tenemos las soluciones que en realidad sólo tratan de mejorar las
características físicas del canal de comunicación para reducir la probabilidad de error. Para lo cual
debemos:

1) Usar más componentes confiables en el sistema de circuitos.

2) Evacuar el aire desde la cerradura del disco así como eliminar la turbulencia que perturba al leer la
cabecera desde la pista.

3) Usar un parche magnético más grande para representar cada bit.

4) Utilizar señales muy poderosas o enfriar el sistema de circuitos en orden para reducir el ruido
termal.

Sin embargo, estas modificaciones físicas incrementan los costos del canal de comunicación.

1.1.2 La solución de sistema

La teoría de la información y la teoría de la codificación ofrecen una alternativa distinta, ya que con la
práctica de estas teorías, es posible detectar y corregir los errores introducidos por el canal al mensaje
original, obteniendo así el mensaje de salida con la menor cantidad de errores.

Fuente Salida

Codificar Canal ruidoso Decodificar
?

s

-
t

-
r

6
ŝ

Figura 3: Proceso de comunicación, esquema con código.

La Figura 3 es un esquema sobre la solución de sistema añadida al proceso de comunicación, logran-
do así una comunicación confiable sobre un canal ruidoso. Observemos que añadimos una codificación
antes del canal y una decodificación después. El codificador codifica el mensaje fuente s obteniendo un
mensaje transmitido t, al realizar la codificación lo que realmente ocurre es que se agrega redundancia al
mensaje original de algún modo para reducir la probabilidad de fracaso y mejorar la probabilidad de
éxito. El canal añade ruido al mensaje transmitido, produciendo el mensaje recibido r, donde el mensaje
recibido r es el mensaje transmitido t con posibles errores. Posteriormente, el decodificador decodifi-
ca el mensaje recibido r para obtener un mensaje de salida ŝ, esta decodificación se realiza para tratar
de detectar y corregir los errores, y así obtener un mensaje de salida ŝ el cual deseamos que sea lo
suficientemente idéntico al mensaje original s.

Esta solución de sistema hace más confiable la comunicación, pero aún se tienen limitantes, tanto los
desarrollos tecnológicos como los avances teóricos.

1.2 códigos detectores-correctores de errores para el ca-
nal simétrico binario

¿Cuál es el camino más simple para añadir redundancia útil en una transmisión?
Reglas del juego:

• Ser capaces de detectar y corregir errores.

• La retransmisión no es una opción.

• Tener una sola oportunidad para codificar, transmitir y decodificar.



4 preliminares

1.2.1 Códigos de repetición

En un código de repetición la idea es repetir cada símbolo de información un número predeterminado
de veces.

Definición 1.1. Rm ⊆ Fm2 es un código de repetición de longitud m, si dado c = (c0, c1, . . . , cm−1) ∈ Rm se
cumple que c0 = c1 = · · · = cm−1.

Ejemplo 1.4 El código de repetición de longitud 3, R3, se muestra en la Tabla 1.

Secuencia fuente Secuencia transmitida
s t

0 000

1 111

Tabla 1: Código de repetición R3.

1.2.2 Codificación: Uso del código de repetición R3

El ejemplo siguiente nos permitirá observar el proceso de comunicación implementando códigos
detectores-correctores de errores, que se analizó en la Figura 3.

Ejemplo 1.5 Sea s el mensaje o vector fuente, t el mensaje o vector transmitido, e el vector ruido, r el
mensaje o vector recibido, ŝ el mensaje o vector de salida, y f el nivel de ruido en el canal (CSB) que es
la probabilidad de que el bit sea intercambiado. Imaginemos que transmitimos el mensaje fuente

s = 0 0 1 0 1 1 0

sobre un canal simétrico binario con nivel de ruido f = 0.1 usando el código de repetición R3.

s 0 0 1 0 1 1 0

t
︷︸︸︷
000

︷︸︸︷
000

︷︸︸︷
111

︷︸︸︷
000

︷︸︸︷
111

︷︸︸︷
111

︷︸︸︷
000

e 000 001 000 000 101 000 000

r 000 001 111 000 010 111 000

Tabla 2: Un ejemplo de transmisión usando R3.

En la Tabla 2, observamos que el primer renglón es el mensaje fuente s = 0010110, el segundo renglón
es el mensaje transmitido t = 000000111000111111000 en donde cada bit de s fue codificado de acuerdo
al código de repetición R3, luego el tercer renglón es el vector ruido e = 000001000000101000000 que
se añade al canal, y finalmente obtenemos el mensaje recibido r = 000001111000010111000 que es el
resultado de la suma de t y e módulo 2, es decir, el mensaje recibido es r = t+ e (mód 2).

1.2.3 Decodificación: ¿Cómo decodificamos el vector recibido r?

La idea central del algoritmo óptimo de decodificación es, observar a los tres bits recibidos al mismo
tiempo y elegir uno por mayoría de votos. La decisión óptima de decodificación (óptima en el sentido
de tener la menor probabilidad de estar equivocado) es encontrar cuál valor de s es más probable, dado
r. Consideremos la decodificación de un solo bit s (aquí s denota un solo bit del vector fuente), el cual
fue codificado como t(s) = t1(s)t2(s)t3(s) por el código de repetición R3 y dados los tres bit recibidos
r = r1r2r3, queremos hallar el valor de s más probable dado r, es decir:

P(s|r).

Ahora bien, P(s|r) es la probabilidad condicional definida como:

P(s|r) =
P(r∩ s)
P(r)

Probabilidad Condicional.
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Al multiplicar por la unidad tenemos:

P(s|r) =
P(r∩ s)
P(r)

· P(s)
P(s)

=
P(r∩ s)
P(s)

· P(s)
P(r)

= P(r|s) · P(s)
P(r)

=
P(r|s)P(s)

P(r)
.

Obteniendo así, el resultado conocido como Teorema de Bayes:

P(s|r) =
P(r|s)P(s)

P(r)
. (1.1)

No perdamos de vista que nuestro interés es calcular P(s|r) = P(s|r1r2r3). Para los valores de s solo
hay dos alternativas, pues s ∈ {0, 1}, y usando el resultado (1.1) tenemos que:

P(s = 0|r1r2r3) =
P(r1r2r3|s = 0)P(s = 0)

P(r1r2r3)
, (1.2)

P(s = 1|r1r2r3) =
P(r1r2r3|s = 1)P(s = 1)

P(r1r2r3)
. (1.3)

Dichas probabilidades (1.2) y (1.3), están determinadas por los valores de P(s), P(r1r2r3|s) y P(r1r2r3).
Pero solo nos enfocaremos en calcular los valores de P(s) y P(r1r2r3|s), y no necesitaremos calcular
P(r1r2r3), pues al encontrar la decisión óptima de decodificación, supondremos que:

ŝ =

{
0 si P(s = 0|r) > P(s = 1|r),
1 si P(s = 1|r) > P(s = 0|r).

Notemos que P(s) es un valor conocido, ya que como mencionamos anteriormente s solo toma
dos valores y estos son equiprobables, así, P(s) = 1

2 con s ∈ {0, 1}. Considerando esta observación, y
tomando en cuenta las igualdades (1.2) y (1.3), las condiciones de la decisión óptima de decodificación
se reducen a:

ŝ =

{
0 si P(r|s = 0) > P(r|s = 1),
1 si P(r|s = 1) > P(r|s = 0).

(1.4)

Asumiendo que estamos sobre un canal simétrico binario con nivel de ruido f < 0.5, calculemos
P(r|s):

P(r|s) = P(r1r2r3|s)

= P(r1r2r3|t(s)) (t(s) es la codificación de s)

= P(r1r2r3|t1(s)t2(s)t3(s))

= P(r1|t1(s)t2(s)t3(s)) · P(r2|t1(s)t2(s)t3(s)) · P(r3|t1(s)t2(s)t3(s))
(dado que r1, r2, r3 son independientes dos a dos)

= P(r1|t1(s)) · P(r2|t2(s)) · P(r3|t3(s))
(debido a que ri solo depende de ti(s), i = 1, 2, 3)

=

N=3∏
i=1

P(ri|ti(s)),

donde N es el número de bits transmitidos en el bloque, y:

P(ri|ti) =

{
1− f, si ri = ti,
f, si ri 6= ti.
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Luego, considerando el cociente de probabilidades para las dos hipótesis de (1.4), tenemos:

P(r|s = 1)

P(r|s = 0)
=

∏N=3
i=1 P(ri|ti(1))∏N=3
i=1 P(ri|ti(0))

=

N=3∏
i=1

P(ri|ti(1))

P(ri|ti(0))
,

cada factor P(ri|ti(1))
P(ri|ti(0))

es igual a 1−ff si ri = 1 y f
1−f si ri = 0. Así, definimos el cociente:

γ =
1− f

f
.

Con lo que, dado f < 0.5 podemos decidir que valor otorgarle a ŝ el bit de salida, tomando en cuenta
que:

• Si P(r|s=1)
P(r|s=0) > 1 eso implica que P(r|s = 1) > P(r|s = 0) entonces P(s = 1|r) > P(s = 0|r) y así ŝ = 1.

• Si P(r|s=1)
P(r|s=0) < 1 eso implica que P(r|s = 0) > P(r|s = 1) entonces P(s = 0|r) > P(s = 1|r) y así

ŝ = 0.

Por lo tanto, la decodificación por mayoría de votos es la decodificación óptima si asumimos que el
canal es un canal simétrico binario y que los dos posibles mensajes fuentes 0 y 1 son equiprobables.

Secuencia recibida r Cociente de probabilidades P(r|s=1)
P(r|s=0) Secuencia decodificada ŝ

000 γ−3 < 1 0

001 γ−1 < 1 0

010 γ−1 < 1 0

100 γ−1 < 1 0

101 γ1 > 1 1

110 γ1 > 1 1

011 γ1 > 1 1

111 γ3 > 1 1

Tabla 3: Resultados del algoritmo de decodificación por mayoría de votos para R3.

La Tabla 3 muestra los resultados de la decodificación aplicada a las posibles secuencias recibidas de
R3.

s 0 0 1 0 1 1 0

t 000 000 111 000 111 111 000

e 000 001 000 000 101 000 000

r 000 001 111 000 010 111 000

ŝ 0 0 1 0 0 1 0

Errores corregidos 3

Errores no corregidos 7

Tabla 4: Resultado de la decodificación al vector recibido r.

Apliquemos el algoritmo de decodificación al vector recibido r de la Tabla 2. Para el primer bloque
000, los tres primeros bits recibidos son todos 0, así al decodificar este bloque obtenemos 0, aquí es
notable que no hay error que corregir. En el segundo bloque 001, hay dos 0 ′s y un 1, así al decodificar
obtenemos 0, en este caso corregimos el error. Para el tercer bloque 111, todos los bits son 1, decodifi-
cando obtenemos 1, y nuevamente no había error. Es observable que para los bloques de bits cuarto,
sexto y séptimo no hubo problema ni error de correción. Sin embargo, para el quinto bloque 010, había
dos bits 0 y un bit 1, al decodificar obtenemos 0, pero es claro que no corregimos el error, pues el bit
fuente en realidad fue 1. Veamos como resultó nuestra decodificación, Tabla 4.
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Observemos, que dicho algoritmo es capaz de corregir un solo error, y en donde haya dos errores o
más esta decodificación no tiene la capacidad de corregirlos, es decir, el error no será corregido y de
esta forma el algoritmo fallará.

La probabilidad de error es determinada por las probabilidades de que dos o más bits en un bloque
de tres sean intercambiados, la probabilidad de intercambio de dos bits de tres es f2 y la probabilidad
de intercambio de los tres bits es f3. Al considerar el caso para el código de repetición R3, tenemos 3
combinaciones de dos de tres bits que pudieran ser intercambiados para los que siempre sucede que
un bit sigue siendo el mismo con probabilidad (1− f), por lo que la probabilidad de error está dada
por 3f2(1− f) + f3. En nuestro ejemplo, tenemos el canal simétrico binario con un nivel de ruido de
f = 0.1, así al implementar el código de repetición R3 se tiene una probabilidad de error después de la
decodificación, Pb ' 0.03 por bit. Generalizando, la probabilidad de error para el código Rm, el código
de m repeticiones, donde m es impar, está dado por:

Pb =

m∑
i=m+1

2

(
m

i

)
fi(1− f)m−i

Por lo tanto, la probabilidad de error es reducida al usar algún código de repetición Rm en un canal
simétrico binario con nivel de ruido f, aunque no se asegura por completo que el mensaje de salida ŝ
sea identico al mensaje fuente s.

1.2.4 Un ejemplo implementando el código de repetición R3 y el algoritmo de decodificación por
mayoría de votos

Considérese una imagen binarizada como la Figura 4, ésta será codificada con el código de repetición
R3, para luego añadirle ruido al canal, finalmente la decodificamos usando el algoritmo por mayoría
de votos. Al final del programa realizado en el entorno de Processing 2 [FR01], Código 1, mostramos
los resultados de la ejecución, las imágenes de salida, Tabla 5.

Figura 4: Imagen fuente.

Código 1: Programa que muestra el resultado de una codificación y decodificación.

PImage img;

int w, h;

void setup()

{

5 img=loadImage("img_fuente.png");

img.loadPixels();

w=img.width;

h=img.height;

size(w,h);
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10 code();

}

int i=0, j=0;

float aux, P, p1=1.0, p2=1.0, p3=1.0;

15 float s; // bit fuente

float t1, t2, t3; // bloque de bits transmitidos, t = t1t2t3

float r1, r2, r3; // bloque de bits recibidos, r = r1r2r3

float b; // bit salida

float f = 0.125; // nivel de ruido en el canal

20 float R; // cociente de probabilidades

void code()

{

println(w*h);

while(i<(w*h))

25 {

s = red(img.pixels[i]); // bit fuente

if(s==255) // codificacion de bit fuente s (codigo de repeticion R3) *
{

30 t1 = 1;

t2 = 1;

t3 = 1;

}//blanco

else

35 {

t1 = 0;

t2 = 0;

t3 = 0;

}//negro

40

aux = int(random(7)); // **

if(aux==0) // transmision de t por el canal con ruido e obteniendo r (r = t+e) *** // 000

{

45 r1 = (t1+0) %2;

r2 = (t2+0) %2;

r3 = (t3+0) %2;

}

else if(aux==1) // 001

50 {

r1 = (t1+0) %2;

r2 = (t2+0) %2;

r3 = (t3+1) %2;

}

55 else if(aux==2) // 010

{

r1 = (t1+1) %2;

r2 = (t2+1) %2;

r3 = (t3+0) %2;

60 }

else if(aux==3) // 100

{

r1 = (t1+1) %2;

r2 = (t2+0) %2;

65 r3 = (t3+0) %2;

}

else if(aux==4) // 101

{

r1 = (t1+0) %2;

70 r2 = (t2+1) %2;
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r3 = (t3+0) %2;

}

else if(aux==5) // 110

{

75 r1 = (t1+0) %2;

r2 = (t2+0) %2;

r3 = (t3+0) %2;

}

else if(aux==6) // 011

80 {

r1 = (t1+0) %2;

r2 = (t2+0) %2;

r3 = (t3+0) %2;

}

85 else if(aux==7) // 111

{

r1 = (t1+0) %2;

r2 = (t2+0) %2;

r3 = (t3+0) %2;

90 }

for(j=1; j>=0; j--) // decodificacion de r (decodificacion por mayoria de votos) ****
{

P = p1*p2*p3;

95 if(r1==j)

{

p1 = 1-f;

}

else

100 {

p1 = f;

}

if(r2==j)

105 {

p2 = 1-f;

}

else

{

110 p2 = f;

}

if(r3==j)

{

115 p3 = 1-f;

}

else

{

p3 = f;

120 }

}

R = P/(p1*p2*p3); // calculo de cociente de probabilidades *****
println(R);

125

if(R<1.0) // decision optima ******
{

b = 0;

}//negro

130 else if(R>1)

{
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b = 255;

}//blanco

135 img.pixels[i] = color(b,b,b); // bit salida

R = 1;

i++;

}

image(img,0,0);

140 save("img_salida.png");

} ��

a) Ruidos 001, 010 y 100. b) Ruidos 001, 010, 100 y 110.

c) Ruidos 001, 010, 100, 110 y 111. d) Ruidos 001, 010, 100, 110, 011 y 101.

Tabla 5: Imagenes de salida con diferentes ruidos en el canal.

En la Tabla 5, mostramos diferentes salidas de la ejecución del programa, Código 1. Al observar la
imagen a), vemos que los bloques de ruidos contenían un solo error, pero al pasar por la decodificación
estos fueron corregidos y la imagen resulto ser la misma que la trasmitida, en cambio para las imágenes
b), c) y d) no ocurrió lo mismo, ya que sabemos que está decodificación aplicada es capaz de corregir
un solo error, al encontrar más, esta decodificación ya no es tan efectiva. Este proceso de codificación y
decodificación estudiado, en sí nos ayuda un poco con el problema de la comunicación, sin embargo no
es del todo confiable, por lo que es necesario estudiar otros algoritmos de codificación y decodificación.
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1.3 códigos de bloque: códigos de hamming
Nos gustaría comunicarnos con probabilidad de error muy pequeña y con una tasa grande. ¿Podemos
mejorar los códigos de repetición? ¿Qué ocurre si añadimos redundancia a los bloques de datos en
lugar de codificar un bit a la vez? Ahora estudiaremos un código de bloque simple que sigue siendo
un código detector-corrector de error.

Un código de bloque es una regla para convertir una secuencia de bits fuente s de longitud k, en
una secuencia transmitida t de N bits de longitud. A esta secuencia transmitida t se le llamará palabra-
código. Para añadir redundancia, hacemos N más grande que k. En un código de bloque lineal, los bits
extras M = N− k están en función de los k bits originales; estos bits extras son conocidos como bits
de chequeo de paridad. Además, la razón o cociente de proporcionalidad R = k

N , es llamada la tasa
del código.

Un ejemplo de un código de bloque lineal es el [7, 4]-código de Hamming, el cual transmite N = 7 bits
por cada k = 4 bits fuentes, tiene M = N− k = 7− 4 = 3 bits de chequeo de paridad, y una tasa de
R = k

N = 4
7 .

Hablando un poco sobre la familia de códigos de Hamming, estos códigos fueron descubiertos por
dos personas por Marcel Golay en 1949 y por Richard Hamming en 1950. Quizás esta familia sea la
más famosa de todos los códigos detectores-correctores de errores. Además, son lineales, fáciles de
codificar y decodificar. En particular, todos los códigos de Hamming binarios son equivalentes a los
códigos cíclicos, y algunos códigos de Hamming no binarios también son equivalentes a los códigos
cíclicos. En los siguientes apartados trabajaremos con el [7, 4]-código de Hamming binario.

1.3.1 Codificación del [7, 4]-código de Hamming

El [7, 4]-código de Hamming es un código de bloque lineal, en el que por cada secuencia fuente s
de longitud k = 4, es decir, s está constituido de 4 bits (recodar que seguimos trabajando con los
dígitos binarios 0 y 1), se transmitirá una secuencia t (palabra-código) de longitud N = 7 bits, donde
los M = 3 bits de chequeo de paridad estarán en función de los k = 4 bits fuentes. La operación
de codificación para el [7, 4]-código de Hamming está mostrado en la siguiente representación gráfica,
Figura 5, [Mac03].

t5

s3

s1 s2

t7 t6s4

Figura 5: Representación gráfica de la codificación del [7, 4]-código de Hamming.

Antes de continuar expliquemos que la paridad es la cualidad de ser par o impar de cualquier
número, en el caso de una secuencia binaria tenemos:

• Paridad par: el valor asignado es 0 y esto se cumple cuando el número de unos que tengamos
sea par o dicho de otra manera que la suma de esos unos sea 0 módulo 2.

• Paridad impar: el valor asignado es 1 y esto se cumple cuando el número de unos que tengamos
sea impar o que la suma de esos unos sea 1 módulo 2.
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El [7, 4]-código de Hamming es descrito a continuación a partir de la Figura 5. Dado un arreglo
s = s1s2s3s4 de cuatro bits, se obtendrá un arreglo t = t1t2t3t4t5t6t7 de siete bits. El arreglo t de
los siete bits transmitidos está representado en tres círculos intersectados. Los primeros cuatro bits
transmitidos t1t2t3t4, son iguales a los cuatro bits fuentes s1s2s3s4, es decir, t1 = s1, t2 = s2, t3 = s3
y t4 = s4, cuyos bits son colocados en las intersecciones de los círculos como se muestra en la Figura 5.
Luego, los tres bits de chequeo de paridad t5t6t7 son colocados de tal manera que la suma de los bits
dentro del círculo siempre de 0 usando aritmética módulo 2: el primer bit de chequeo de paridad t5
es 0 sí la suma de los primeros tres bits es par, y 1 sí la suma es impar, claramente usando aritmética
módulo 2, s1 + s2 + s3 = t5 (mód 2), entonces de acuerdo a nuestra representación gráfica el primer
círculo en sentido de las manecillas del reloj representa el primer chequeo de paridad; el segundo bit
de chequeo de paridad t6 es la paridad de los tres últimos bits fuentes, s2 + s3 + s4 = t6 (mód 2) ,
con lo cual el segundo círculo representa al segundo chequeo de paridad; y el tercer bit de chequeo de
paridad t7 es la paridad de los bits fuentes uno, tres y cuatro, s1 + s3 + s4 = t7 (mód 2), y el tercer
círculo representa al tercer chequeo de paridad. Y así, obtenemos la palabra-código t = s1s2s3s4t5t6t7,
la cual es obtenida a partir de la codificación por el [7, 4]-código de Hamming.

Ejemplo 1.6 Como un ejemplo, en la Figura 6 se muestra la palabra-código transmitida t = 1000101

que fue obtenida para el caso s = 1000.

s1 = 1 s2 = 0

s3 = 0

s4 = 0

t5 = 1

t6 = 0t7 = 1

Figura 6: Palabra-código t = 1000101, secuencia fuente s = 1000.

Es fácil ver, que los primeros cuatro bits de t son los mismos bits de s, y luego los tres bits de chequeo de
paridad 101 se obtienen de las respectivas paridades de los círculos, es decir, s1+ s2+ s3 = 1+ 0+ 0 = 1

(mód 2) así t5 = 1; s2 + s3 + s4 = 0+ 0+ 0 = 0 (mód 2) luego t6 = 0: y s1 + s3 + s4 = 1+ 0+ 0 = 1

(mód 2) obteniendo t7 = 1. Por eso la palabra-código obtenida de s = 1000 es t = 1000101.

La Tabla 6 muestra las palabras-código t generadas por cada una de las 24 = 16 combinaciones de
los cuatro bits fuente, las cuales son las secuencias fuente s. Esas palabras-código tienen la propiedad
especial de que cualquier par difiere uno del otro en al menos tres bits, que posteriormente se definirá
como distancia mínima.

s t

0000 0000000

0001 0001011

0010 0010111

0011 0011100

s t

0100 0100110

0101 0101101

0110 0110001

0111 0111010

s t

1000 1000101

1001 1001110

1010 1010010

1011 1011001

s t

1100 1100011

1101 1101000

1110 1110100

1111 1111111

Tabla 6: Las 16 palabras-código t del [7, 4]-código de Hamming generadas por las secuencias fuente s.

Si denotamos a C como el conjunto de las palabras-código, entonces el conjunto de las palabras-
código para el [7, 4]-código de Hamming es:

C = {0000000, 0001011, 0010111, 0011100, 0100110, 0101101, 0110001, 0111010,

1000101, 1001110, 1010010, 1011001, 1100011, 1101000, 1110100, 1111111}.
(1.5)
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1.3.2 Visión general de codificación para el [7, 4]-código de Hamming

Debido a que el [7, 4]-código de Hamming es un código lineal, podemos escribirlo compactamente en
términos de matrices como sigue.

Dada la secuencia fuente s ∈ F42, la palabra-código t ∈ C donde C es el conjunto de las palabras-
código es obtenida desde s a partir de una operación lineal, la cual iremos construyendo. Sea s un
vector renglón de longitud k = 4:

s =
(
s1, s2, s3, s4

)
.

Como describimos en la Figura 5, la palabra-código t de longitud N = 7, t = (t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7)
un vector renglón, está determinada por s, con respecto a las relaciones:

t1 = s1

t2 = s2

t3 = s3

t4 = s4

t5 = s1 + s2 + s3

t6 = s2 + s3 + s4

t7 = s1 + s3 + s4

ahora, consideremos a s1, s2, s3 y s4 variables libres tales que s1, s2, s3, s4 ∈ F2 = {0, 1}. Para lo
siguiente usaremos el superíndice T que significa transpuesto(a). Entonces:

tT =



t1
t2
t3
t4
t5
t6
t7


=



s1
s2
s3
s4

s1 + s2 + s3
s2 + s3 + s4
s1 + s3 + s4


= s1



1

0

0

0

1

0

1


+ s2



0

1

0

0

1

1

0


+ s3



0

0

1

0

1

1

1


+ s4



0

0

0

1

0

1

1


.

Denotemos lo siguiente:

g1 =



1

0

0

0

1

0

1


, g2 =



0

1

0

0

1

1

0


, g3 =



0

0

1

0

1

1

1


y g4 =



0

0

0

1

0

1

1


. (1.6)

Los vectores g1, g2, g3 y g4 son linealmente independientes, y dichos vectores generan a C lo cual
denotamos por C =

[
{g1,g2, g3,g4}

]
, eso implica que B = {g1,g2,g3,g4} es base de C y así la dimC = 4.

Luego, la matriz generadora del código está formada por los vectores (1.6):

G =


g1
g2
g3
g4

 =


1 0 0 0 1 0 1

0 1 0 0 1 1 0

0 0 1 0 1 1 1

0 0 0 1 0 1 1

 . (1.7)

Notar que las primeras cuatro columnas de G forman la matriz identidad de tamaño 4× 4, esto es:

I4 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (1.8)
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y denotemos las columnas restantes como una matriz transpuesta PT donde P ∈M3×4(F2) tal que:

PT =


1 0 1

1 1 0

1 1 1

0 1 1

 . (1.9)

Entonces, con lo analizado escribimos a la matriz generadora G ∈M7×4(F2) (1.7) como:

G =
[
I4 | PT

]
, con I4 definida en (1.8) y PT definida en (1.9). (1.10)

Definida la matriz G, podemos escribir lo siguiente:

sG =
(
s1, s2, s3, s4

)
1 0 0 0 1 0 1

0 1 0 0 1 1 0

0 0 1 0 1 1 1

0 0 0 1 0 1 1

 =



s1
s2
s3
s4

s1 + s2 + s3
s2 + s3 + s4
s1 + s3 + s4



T

=



t1
t2
t3
t4
t5
t6
t7



T

= t.

Por lo tanto, todas las palabras-código t son obtenidas de la siguiente operación lineal:

t = sG, con s ∈ F42 y G la matriz generadora definida en (1.10), (1.11)

dicha operación de codificación (1.11) usa aritmética módulo 2, es decir, la suma y multiplicación
definidas sobre el campo F2 = {0, 1}:

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

· 0 1

0 0 0

1 0 1

Más aún, en la operación de codificación (1.11) asumimos que s y t son vectores renglón, ahora, si s
y t fuesen vectores columna, entonces esta operación es remplazada por:

t = GT s, (1.12)

donde GT es la matriz generadora transpuesta del código, dada como:

GT =

[
I4
P

]
=



1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 1 1 0

0 1 1 1

1 0 1 1


.

Ambas relaciones (1.11) y (1.12) determinan el mismo conjunto de soluciones C de las palabras-
código (1.5) para el [7, 4]-código de Hamming. C constituye un subespacio del espacio vectorial F72
sobre el campo F2, llamado código de bloque lineal binario.

1.3.3 Decodificación del [7, 4]-código de Hamming

Cuando se estudia una codificación más complicada s → t, la tarea de decodificar el vector recibido
r se vuelve menos simple. Debemos recordar que cualquiera de los bits pueden ser intercambiados,
incluidos los bits de paridad. Si asumimos que el canal es un canal simétrico binario (CSB) y que todos
los vectores fuentes son equiprobables, entonces la decodificación óptima identifica el vector fuente s
cuya codificación t(s) difiere del vector recibido r en pocos bits.

Se puede resolver el problema de decodificación, Figura 7, midiendo qué tan lejos está r de cada una
de las dieciséis palabras-código en la Tabla 6 y entonces escogemos el más cercano. ¿Hay un camino
más eficiente de encontrar el vector fuente más probable?
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t1 t2

t3

t4

t5

t6t7

?
=

r1 r2

r3

r4

r5

r6r7

Figura 7: ¿t y r son iguales o qué tan similares son?

1.3.4 Síndrome de decodificación para el [7, 4]-código de Hamming

Para el [7, 4]-código de Hamming existe una solución gráfica al problema de decodificación, basado
en la Figura 5 de codificación, [Mac03]. En las secciones anteriores 1.3.1 y 1.3.2 acabamos de estudiar
como realizar la codificación para este código, obteniendo así la palabra-código t = t1t2t3t4t5t6t7,
ahora estudiaremos su decodificación, entonces dada la palabra-código t la cual es transmitida sobre
un canal simétrico binario y es afectada por la presencia de ruido e = e1e2e3e4e5e6e7, obteniendo así
la secuencia recibida r = r1r2r3r4r5r6r7, con r = t+ e (mód 2), esta secuencia r va ser decodificada
para hallar el vector de salida ŝ = ŝ1ŝ2ŝ3ŝ4, y el vector de salida ŝ tiene que ser lo más idéntico posible
al vector fuente s.

La tarea de decodificación es encontrar los bits que fueron intercambiados, es decir, aquellos que no
satisfacen las reglas de paridad. El patrón de error cuando no se satisfacen los chequeos de paridad es
llamado síndrome, y pueden ser escritos como un vector binario z = z1z2z3, cuyas componentes del
vector tienen valor de, 1 sí el chequeo de paridad no es satisfecho ó 0 sí es satisfecho, pasando a través
de los chequeos en el orden de los bits r5, r6 y r7.

r1 r2

r3

r4

r5

z1

r6

z2

r7

z3

Figura 8: Vector recibido r = r1r2r3r4r5r6r7 con su síndrome z = z1z2z3.

La decodificación del [7, 4]-código de Hamming es descrito a continuación con ayuda de la Figura
8. Nuestro objetivo es comprobrar que se cumplan las siguientes igualdades r1 + r2 + r3 = r5, r2 +
r3 + r4 = r6 y r1 + r3 + r4 = r7, para lo cual basta con checar la paridad de r1 + r2 + r3 + r5,
r2 + r3 + r4 + r6 y r1 + r3 + r4 + r7; y luego tomar una decisión óptima. Entonces al obtener la
palabra recibida r = r1r2r3r4r5r6r7 nos concentramos en los 4 bits que están en el primer círculo (en
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sentido de las manecillas del reloj) de la Figura 8, es decir, en r1r2r3r5, entonces al sumar los bits
tenemos que r1+ r2+ r3+ r5 = 0 sí la cantidad de 1 ′s es par, o bien, r1+ r2+ r3+ r5 = 1 sí la cantidad
de 1 ′s es impar. Al obtener 0 de la suma diremos que la igualdad r1 + r2 + r3 = r5 se cumple, pero en
caso de obtener 1 de la suma diremos que la igualdad r1 + r2 + r3 = r5 no se cumple y además que
alguno de los bits involucrados posiblemente fue intercambiado. Al final de dicho análisis obtenemos
el primer bit z1 que forma parte del síndrome z. A esto nos referimos al decir que estamos realizando
el chequeo de paridad. Ahora, este proceso se repite para los 4 bits del segundo círculo r2r3r4r6 con
lo cual obtenemos el bit z2, y para los 4 bits del tercer círculo r1r3r4r7 obteniendo el bit z3. Una vez
realizado esto tenemos al síndrome z = z1z2z3 que nos dará una idea de cual es el bit intercambiado y
poder tomar la decisión óptima.

Síndrome z 000 001 010 011 100 101 110 111

Bit intercambiado ninguno r7 r6 r4 r5 r1 r2 r3

Tabla 7: Síndrome de decodificación para llevar a cabo la toma de decisión óptima.

La Tabla 7 muestra los resultados del algoritmo de decodificación para el [7, 4]-código de Hamming,
enlistando el vector síndrome z junto con el bit intercambiado, y obteniendo esto, es posible tomar la
decisión óptima de decodificación, siempre y cuando solo se haya afectado a un bit del bloque.

Ejemplo 1.7 Como un primer ejemplo para ilustrar la decodificación del [7, 4]-código de Hamming,
asumimos que la palabra-código transmitida fue t = 1000101, que es tomada del Ejemplo 1.6 de
codificación, y que el ruido e = 0100000 afecta al segundo bit, así el vector recibido es r = t+ e =

1000101 + 0100000 = 1100101. Escribimos el vector recibido r = 1100101 dentro de los tres círculos
como mostramos en la Figura 9.

r1 = 1 r2 = 1

r3 = 0

r4 = 0

r5 = 1

r6 = 0r7 = 1

Figura 9: r = 1100101 es el vector recibido.

Verifiquemos si el chequeo de paridad de cada círculo es par, en caso de no obtener chequeo de
paridad par, los círculos de los cuales su paridad sea impar son trazados en líneas punteadas como se
muestra en la Figura 10. En sí, el síndrome para cada chequeo de paridad de los círculos es z = (1, 1, 0),
porque los primeros dos círculos (en sentido de las manecillas del reloj) tienen chequeo de paridad
impar, esto es, paridad 1, recordar que para calcular el chequeo de paridad del primer círculo debemos
sumar los bits dentro de éste, así r1 + r2 + r3 + r5 = 1+ 1+ 0+ 1 = 1, la suma de los bits del segundo
círculo es r2 + r3 + r4 + r5 = 1+ 0+ 0+ 0 = 1; y el tercer círculo tiene chequeo de paridad par, es decir,
paridad 0, porque la suma de los bits de este círculo es r1 + r3 + r4 + r7 = 1+ 0+ 0+ 1 = 0, (no olvidar
que las operaciones usan aritmética módulo 2).
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1 1

0

0

1

01

Figura 10: El síndrome es z = (1, 1, 0), porque tenemos dos círculos de chequeo de paridad impar y solo uno de
chequeo de paridad par.

Para resolver la tarea de decodificación, nos planteamos la siguiente pregunta: ¿podemos encontrar
al bit que fue intercambiado dentro de todos los círculos de chequeo de paridad impar y fuera de todos
los círculos de chequeo de paridad par?

Si es así, el bit intercambiado sería la causa o razón del síndrome observado. En este caso el bit r2 = 1

afecta dentro de los dos círculos de chequeo de paridad impar y no afecta el círculo de chequeo de
paridad par, Figura 11, ningún otro bit tiene esta propiedad, así r2 = 1 es el único bit capaz de explicar
el síndrome z = (1, 1, 0).

1 r2 = 1 8

0

0

1

01

Figura 11: r2 = 1 es el bit capaz de explicar el síndorme z = (1, 1, 0).

Para hallar el bit que fue intercambiado, r2 = 1 mostrado en la Figura 11, dada la Figura 9, pro-
cedemos de la siguiente manera: lo primero que debemos realizar (como ya lo hicimos) es calcular
el chequeo de paridad de cada círculo, y obtuvimos que los dos primeros círculos tienen chequeo de
paridad impar y el tercero chequeo de paridad par, esto es, síndrome z = (1, 1, 0), Figura 10; ahora
descartaremos todos los bits que están en el círculo de chequeo de paridad par, para este caso los bits
descartados son r1 = 1, r3 = 0, r4 = 0 y r7 = 1, con esto los únicos sospechosos son r2 = 1, r5 = 1

y r6 = 0 que están en los círculos de chequeo de paridad impar excluyendo la intersección con el
círculo de chequeo de paridad par, ilustrado en la Figura 12. Finalmente teniendo los bits sospechosos,
pondremos nuestra atención en el bit que está en la intersección, r2 = 1, pues éste pareciera ser el bit
que provoca que la paridad de estos círculos resulte ser impar, nuestra idea se basa en esto debido a
que al haber realizado la codificación teníamos en cuenta que se obtenía un chequeo de paridad par en
cada círculo. Por lo tanto, habremos encontrado el bit intercambiado, r2 = 1, Figura 11.
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r1 = 1 G r2 = 1 F

r3 = 0 G

r4 = 0 G

r5 = 1 F

r6 = 0 Fr7 = 1 G

Figura 12: r1, r3, r4 y r7 son los bits descartados (G); y r2, r5 y r6 son los bits sospechosos (F).

Y por último cambiaremos el valor de este bit r2 = 1 por r2 = 0, como en la Figura 13, obteniendo
así, chequeo de paridad par en cada círculo.

1 r2 = 0 4

0

0

1

01

Figura 13: El valor de r2 = 1 es cambiado por r2 = 0, obteniendo así paridad par en cada círculo.

Entonces la secuencia resultante de la decodificación de r = 1100101 es 1000101, además, después de
haber tomado la decisión óptima de decodificación concluimos que la secuencia de salida es ŝ = 1000,
y es exactamente la misma que la secuencia fuente s = 1000.

Trabajemos con un par de ejemplos más.

Ejemplo 1.8 Tomando la misma secuencia transmitida del Ejemplo 1.7, t = 1000101, sea ahora la
secuencia recibida r = 1000001, como se muestra en la Figura 14, aquí ocurre que el bit transmitido t5
el cual es uno los bits de chequeo de paridad, es intercambiado por el ruido, el cual fue e = 0000100.

Realizando un análisis similar al anterior, vemos que z = (1, 0, 0) pues el primer círculo tiene chequeo
de paridad impar, y que el segundo y tercer círculo tienen chequeo de paridad par; descartando los
bits que están en los círculos de chequeo de paridad par, solo nos queda el bit r5 = 0, que es el posible
bit sospechoso que afecta dentro de ese círculo de chequeo de paridad impar y fuera de los otros
dos círculos de chequeo de paridad par, así r5 es identificado como el único bit capaz de explicar el
síndrome z = (1, 0, 0).
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1 0

0

0

r5 = 0 8

01

Figura 14: Decodificación de la secuencia recibida r = 1000001.

Cambiando este bit r5 = 0 por r5 = 1, obtenemos la secuencia resultante 1000101 de la decodificación
de r = 1000001, Figura 15, entonces la secuencia de salida es ŝ = 1000, donde la decodificación volvió
a ser óptima pues se corrigió el error, debido a que podemos verificar que la secuencia fuente s = 1000
es idéntica a la de salida.

1 0

0

0

r5 = 1 4

01

Figura 15: Resultado de la decodificación.

Ejemplo 1.9 Nuevamente tomemos a la secuencia transmitida t = 1000101, y ahora supongamos que el
bit central r3 es el bit intercambiado, es decir, es el afectado por el ruido e = 0010000, luego la secuencia
recibida es r = 1010101. Continuando con su decodificación calculamos el chequeo de paridad de cada
círculo, tenemos que los tres círculos tienen chequeo de paridad impar, como mostramos en la Figura 16.
Ahora, para identificar al bit intercambiado nos fijaremos en el bit que está en la intersección de los tres
círculos, ya que ese bit interviene en los tres chequeos de paridad, así el bit r3 = 1 es identificado como
el bit sospechoso que afecta dentro de los tres círculos y es capaz de explicar el síndrome z = (1, 1, 1).

Una vez identificado el bit intercambiado r3 = 1, modificaremos su valor por r3 = 0, con lo que
después de la decodificación de r = 1010101 obtenemos la secuencia resultante 1000101, Figura 17,
entonces la secuencia de salida es ŝ = 1000 la misma que la secuencia fuente s = 1000, con lo que
podemos decir que la decodificación volvió a resultar óptima.
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1 0

r3 = 1 8

0

1

01

Figura 16: Cuando el bit r3 es afectado por el ruido, ocurre que los círculos tienen paridad impar.

Finalmente, en la Figura 17 mostramos que la paridad de cada círculo vuelve a ser par pues en este
caso el error fue una vez más corregido.

1 0

r3 = 0 4

0

1

01

Figura 17: Al corregir el error la paridad de cada círculo vuelve a ser par.

Notemos que en los tres ejemplos anteriores, era un solo bit el intercambiado o afectado por el ruido,
entonces si tratamos de intercambiar alguno de los 7 bits, encontraremos que un síndrome diferente
es obtenido en cada caso, siete síndromes no-cero, uno para cada bit. Hay otro síndrome, el síndrome
cero que indica que ningún bit fue intercambiado. Así, si el canal es un canal simétrico binario con
un nivel de ruido pequeño f, la decodificación óptima de no intercambiar más de un bit, depende del
síndrome, como mostramos en la Tabla 7. Sin embargo, también ocurre que cada síndrome podría ser
causado por otro patrón de ruido, pero cualquier otro patrón de ruido que tenga el mismo síndrome
podría ser menos probable porque eso involucraría un gran número de eventos ruidosos.

Nuestra siguiente pregunta sería: ¿qué ocurre si el ruido realmente intercambia más de un bit?
Abordemos un ejemplo.

Ejemplo 2.0 Consideremos la situación cuando dos bits r3 y r7 son intercambiados, dado una vez más
t = 1000101 con s = 1000, y sea el ruido e = 0010001 que afectará a dos bits, r3 y r7, tenemos que
r = 1010100 como se ilustra en la Figura 18.
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r1 = 1 r2 = 0

r3 = 1

r4 = 0

r5 = 1

r6 = 0r7 = 0

Figura 18: Situación cuando dos bits son afectados por el ruido, r3 y r7.

Calculando el síndrome z = (1, 1, 0) obtenemos dos círculos de chequeo de paridad impar y uno de
chequeo de paridad par, como se ilustra en la Figura 19.

1 r2 = 0 8

r3 = 1 !

0

1

0r7 = 0 !

Figura 19: El síndrome para este caso es z = (1, 1, 0) con lo cual se estaría diciendo que el bit sospechoso es r2,
pero sabemos que ese bit no es el intercambiado.

Como el síndrome es z = (1, 1, 0), hace sospechoso al bit r2 de acuerdo a la Tabla 7, entonces
al aplicar el algoritmo de decodificación óptima para ese supuesto bit intercambiado, en realidad
obtenemos como resultado una secuencia decodificada con tres errores como mostramos en la Figura
20. Estaríamos diciendo que la secuencia resultante de la decodificación de r = 1010100 es 1110100
cuando la secuencia transmitida fue t = 1000101, más aún la secuencia de salida resulta ser ŝ = 1110,
pero en realidad sabemos que la secuencia fuente fue s = 1000, y en este caso concluimos que no
resultó óptima la decodificación pues en lugar de corregir los dos errores, produjimos tres errores y
obtuvimos algo muy distinto de la secuencia inicial.
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1 0

0

0

1

01
6=

1 1 8

1 8

0

1

00 8

Figura 20: Decodificación no satisfactoria.

Con esto podemos decir, que si usamos el algoritmo de decodificación oṕtima, cualquier patrón de
error con 2 bits intercambiados por el ruido, conducirá a una decodificación con un vector de 7 bits
que contendrá tres errores.

1.3.5 Visión general de decodificación para códigos lineales:
Síndrome de decodificación

También podemos describir el problema de decodificación para un código lineal en términos de matri-
ces; nuevamente usaremos la notación del superíndice T que indica transpuesta(o) según sea el caso.

Dado r el vector recibido:

r =
(
r1, r2, r3, r4, r5, r6, r7

)
.

Los primeros cuatro bits recibidos, r1r2r3r4, se proponen ser los cuatro bits fuente, y los tres últimos
bits recibidos r5r6r7, se proponen ser las paridades o los bits chequeos de paridad de los bits fuente,
como está definido por la matriz generadora G (1.7). Evaluamos los tres bits de chequeo de paridad
para los bits recibidos, r1r2r3r4, y veamos si ellos corresponden a los tres bits recibidos r5r6r7, es decir,
tenemos que verificar si se cumplen las siguientes igualdades:


r5 = r1 + r2 + r3

r6 = r2 + r3 + r4

r7 = r1 + r3 + r4

El síndrome z = (z1, z2, z3)T del vector recibido r, está dado por:


z1 = r1 + r2 + r3 − r5

z2 = r2 + r3 + r4 − r6

z3 = r1 + r3 + r4 − r7

(1.13)

luego, por aritmética módulo 2:

r1 + r2 + r3 + r5 = z1

r2 + r3 + r4 + r6 = z2

r1 + r3 + r4 + r7 = z3
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Del sistema de ecuaciones anterior (1.13), podemos obtener su representación matricial:

1 1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 0

1 0 1 1 0 0 1




r1
r2
r3
r4
r5
r6
r7


=

z1z2
z3

 . (1.14)

Definimos a H como la matriz de chequeo de paridad del código dada por:

H =

1 1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 0

1 0 1 1 0 0 1

 . (1.15)

Notar que las tres últimas columnas de H forman la matriz identidad de tamaño 3× 3:

I3 =

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , (1.16)

y definamos las primeras cuatro columnas de H como la matriz P donde P ∈M3×4(F2):

P =

1 1 1 0

0 1 1 1

1 0 1 1

 , (1.17)

luego, podemos escribir a la matriz de chequeo de paridad H ∈M3×7 (1.15) como:

H =
[
P | I3

]
, con P definida en (1.17) e I3 definida en (1.16). (1.18)

Antes de continuar con el análisis de la decodificación, es importante observar que la matriz genera-
dora G del código, está asociada con la matriz de chequeo de paridad H del código. Recordar que G
fue definida en (1.10) como:

G =
[
I4 | PT

]
,

donde I4 es la matriz identidad 4× 4 y PT =


1 0 1

1 1 0

1 1 1

0 1 1

 con P ∈ M3×4(F2). Ahora, la matriz trans-

puesta de PT es P =

1 1 1 0

0 1 1 1

1 0 1 1

, y es la misma P definida en (1.17), la cual forma parte de la matriz

de chequeo de paridad H =
[
P | I3

]
definida en (1.18).

Esto es, si tenemos G =
[
I4 | PT

]
donde I4 es la matriz identidad de tamaño 4×4 y P ∈M3×4(F2)

entonces H =
[
P | I3

]
donde P ∈M3×4(F2) e I3 es la matriz identidad de tamaño 3× 3, y viceversa.

Cuando esto ocurre, para un código lineal binario, se dice que G es la matriz generadora estándar del
código y H es la matriz de chequeo de paridad estándar del código.

Continuando con el análisis de la decodificación, definida la matriz H, podemos escribir la represen-
tación matricial (1.14) como:

HrT = z,

así, el cálculo del vector síndrome z es una operación lineal.
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• Si el síndrome es cero, es decir, z = (0, 0, 0) = ~0, lo cual ocurre si los tres bits de chequeos de
paridad son satisfechos, esto es:

HrT = ~0,

entonces el vector recibido r es una palabra-código en C, y la decodificación más probable está
dada al leer esos primeros cuatro bits, esto es, el vector de salida sería ŝ = (r1, r2, r3, r4).

• Si el síndrome no es cero, es decir, z 6= ~0, lo cual ocurre si alguno de los tres bits de chequeos de
paridad no fue satisfecho, esto es:

HrT 6= ~0,

entonces las secuencias de ruido para este bloque no fue cero, y el síndrome es el punto más
probable de patrón de error.

Podemos decir que todas las palabras-código t = sG del código C satisfacen:

HtT = ~0. (1.19)

Luego, desde que el vector recibido r está dado por r = t+ e = sG+ e, donde e es el ruido, y para el
problema de la decodificación del síndrome tenemos que verificar:

HrT = z ⇒ H(t+ e)T = z (pues r = t+ e)

⇒ HtT +HeT = z (usando la propiedad de linealidad)

⇒ ~0+HeT = z (por (1.19))

⇒ HeT = z.

Con lo que el problema de decodificación se reduce a encontrar el vector de ruido más probable e que
satisface la ecuación:

HeT = z.

El algoritmo de decodificación que resuelve este problema es llamado un decodificador de máxima
probabilidad.

1.3.6 ¿Qué ocurre con la probabilidad de error para el [7, 4]-código de Hamming?

Resulta ser que este código detector-corrector de error, nos referímos al [7, 4]-código de Hamming, al
igual que el código de repetición R3, sólo es capaz de corregir un error, entonces posiblemente cada
vector recibido de longitud de 7 bits es alguna de las palabras-código de C, u ocurre que algunos
de sus bits fueron intercambiados y no fue exitosa la decodificación, obteniendo un vector de salida
incorrecto. Las probabilidades de error no cambian mucho, pero las tasas de los códigos sí difieren
más notablemente pues para el código de repetición R3 la tasa es R = k

N = 1
3 y para el [7, 4]-código de

Hamming es R = k
N = 4

7 , con lo que somos capaces de decir que sí se consigue mejorar los códigos de
repetición usando los códigos de bloque.

Como ya hemos estudiado hay tres restricciones de paridad, y cada una podría o no ser satisfecha,
luego se tienen 23 = 8 síndromes distintos. Pueden ser divididos en siete síndromes no cero, uno para
cada bit de los patrones de error, y el síndrome cero, correspondiente al caso en el que el ruido fue
cero y ningún bit fue afectado.

La tarea de decodificación óptima no actúa si el síndrome es cero, de suceder lo contrario usamos
los resultados del algoritmo de decodificación mostrado en la Tabla 7 para hallar el bit sospechoso que
fue intercambiado.

Obtenemos un error de decodificación si el vector de salida ŝ no es igual al vector fuente s, es decir,
si uno o más de los cuatro bits de salida ŝ1, ŝ2, ŝ3, ŝ4 decodificados no corresponden a los bits fuente
s1, s2, s3, s4. Luego, la probabilidad de error por bloque PB es la probabilidad de que uno o más bits
decodificados en un bloque falle al hacer la correspondencia con los bits fuente:

PB = P(ŝ 6= s).
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La probabilidad de error del bit Pb es la probabilidad promedio de que un bit decodificado falle al
hacer la correspondiencia al bit fuente:

Pb =
1

k

k∑
i=1

P(ŝi 6= si).

En el caso del [7, 4]-código de Hamming, un error de decodificación ocurrirá cuando el ruido ha
cambiado más de un bit en un bloque de 7. La probabilidad de error por bloque es por tanto la
probabilidad de que dos o más bits sean intercambiados en el bloque. Esa probabilidad es de orden
O(f2), como ocurrió en la probabilidad de error para el código de repetición R3. Pero la buena noticia
es que el código de Hamming se comunica con una mayor tasa, R = 4

7 , con lo cual mejoramos la
transmisión del mensaje.

1.3.7 Simetría del [7, 4]-código de Hamming

Para probar que el [7, 4]-código de Hamming protege todos los bits igualmente, comencemos con la
matriz de chequeo de paridad H1:

H1 =

1 1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 0

1 0 1 1 0 0 1

 (1.20)

La simetría entre los siete bits transmitidos será más fácil de ver si reordenamos los siete bits usando
la siguiente permutación σ:

σ =

(
t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7
t5 t2 t3 t4 t1 t6 t7

)
(1.21)

Entonces reescribimos H1 (1.20) como:

H2 =

1 1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 0

0 0 1 1 1 0 1

 (1.22)

Al comparar las matrices H1 en (1.20) y H2 en (1.22), observamos que las matrices no son iguales,
entonces es lógico pensar que el conjunto de soluciones para H1 es distinto del conjunto de solucio-
nes para H2, y estaríamos obteniendo dos códigos C1 y C2, respectivamente. Y esto no sería lo más
apropiado porque ya no trabajaríamos sobre el [7, 4]-código de Hamming. Sin embargo, resulta ser
que dos códigos C1 y C2 son equivalentes si uno se obtiene a partir del otro por una permutación de
los componentes de sus palabras-código. De esta manera, H1 y H2 generan el mismo código (salvo
equivalencia).

Ahora, si tomamos cualesquiera dos restricciones de paridad que satisfacen t de la nueva matriz H2,
(1.22), y los sumamos, conseguimos otra restricción de paridad. Por ejemplo, el renglón 1 de (1.22),
t5 + t2 + t3 + t1 = 0 y el renglón 2 de (1.22), t2 + t3 + t4 + t6 = 0, y la suma de esas dos restricciones
es:

t5 + 2t2 + 2t3 + t1 + t4 + t6 = 0 (1.23)

usando aritmética módulo 2 simplificamos la ecuación anterior (1.23) obteniendo:

t5 + t1 + t4 + t6 = 0

la cual podremos añadirla a la matriz chequeo de paridadH2 (1.22) como un cuarto renglón, el conjunto
de vectores que satisfacen H2tT = 0 no cambia, pues esta nueva restricción es resultado de la suma de
dos restricciones de H2. Por lo tanto definimos:

H ′2 =


1 1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 0

0 0 1 1 1 0 1

1 0 0 1 1 1 0

 (1.24)
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Así, el cuarto renglón de H ′2 en (1.24) es la suma módulo 2 del primer y segundo renglón de H2. Notar
que el segundo, tercer y cuarto renglón son todos desplazamientos cíclicos del renglón de arriba. Si des-
pués de haber añadido la cuarta restricción redundante, descartamos la primera restricción, obtenemos
una nueva matriz de chequeo de paridad:

H ′′2 =

0 1 1 1 0 1 0

0 0 1 1 1 0 1

1 0 0 1 1 1 0

 (1.25)

la cual aún satisface H ′′2 t
T = 0 para todas las palabras-código. Esto se da, porque el conjunto de

soluciones para H2 y H ′′2 son equivalentes, pues notemos que todas las columnas de H2 han sido
intercambiadas a la derecha, y la columna del extremo derecho ha reaparecido a la izquierda, esto es,
una permutación cíclica de las columnas, obteniendo así a H ′′2 (1.25).

Esto establece la simetría entre los siete bits, ya que si iteramos el procedimiento anteriormente dicho
cinco veces más, podemos hacer un total de siete matrices diferentes para el mismo código original,
bajo el término de equivalencia, donde cada matriz asigna a cada bit un rol distinto.

Pudiéramos también construir la matriz de súper-redundancia de siete renglones de chequeo de
paridad para el código, la cual es:

H ′′′2 =



1 1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 0

0 0 1 1 1 0 1

1 0 0 1 1 1 0

0 1 0 0 1 1 1

1 0 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 0 1


(1.26)

Esta matriz H ′′′2 (1.26) es redundante en el sentido que, al reducir la matriz a su forma escalonada,
tenemos que el número de renglones linealmente independientes, es 3, luego el rango(H ′′′2 ) = 3, y
además, su espacio generado es un espacio de dimensión 3.

Observamos que esta matriz es una matriz cíclica. Cada fila es un corrimiento cíclico hacia la derecha
de la fila superior. Y la dicha matriz nos da lugar a la siguiente definición.

1.4 códigos cíclicos

Si hay un ordenamiento de los bits de las palabras-código, tal que un código lineal tiene una matriz de
chequeo de paridad cíclica, entonces el código es llamado un código cíclico.

Definición 1.2. Un código lineal C ⊆ Fn2 es un código cíclico si, para cada palabra-código c = (c0, c1, c2, . . . ,
cn−1) ∈ C, el corrimiento cíclico a la derecha de c, implica que (cn−1, c0, c1, . . . , cn−2) ∈ C.

Por ejemplo, el siguiente código lineal con 16 palabras-código es un código cíclico, ya que satisface
la Definición 1.2:

C1 = {0000000, 1110100, 0111010, 0011101, 1001110, 0100111, 1010011, 1101001,

1011000, 0101100, 0010110, 0001011, 1000101, 1100010, 0110001, 1111111}.

Ahora, si usamos la permutación σ definida en (1.21), que indica que permutando la primer compo-
nente por la quinta componente de cada una de las palabras-código del código cíclico C1, obtenemos
las palabras-código que se enlistan en la siguiente Tabla 8, y a tal código lo denotamos como C2:
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C1 C2

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0 1 0

0 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1 0 0 1

1 0 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1 0

0 1 0 0 1 1 1 1 1 0 0 0 1 1

1 0 1 0 0 1 1 0 0 1 0 1 1 1

1 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 1 0 1

1 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 0

0 1 0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 0

0 0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0

0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1 1

1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1 0 1

1 1 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0

0 1 1 0 0 0 1 0 1 1 0 0 0 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Tabla 8: Permutación de las palabras-código del código cíclico C1 para obtener el código C2.

Al aplicar la permutación sobre C1, obtenemos 16 nuevas palabras código, pero en realidad este
nuevo código lineal C2 es el [7, 4]-código de Hamming, el cual podemos verificar con el conjunto dado
en (1.5). Esto es, el [7, 4]-código de Hamming, consiste de 7 desplazamientos cíclicos de las palabras-
código 1110100 y 1011000, y las palabras-código 0000000 y 1111111. De tal manera, el [7, 4]-código de
Hamming es equivalente a un código cíclico bajo una permutación.

1.5 grafos correspondientes a códigos
Al diseñar un código detector-corrector de error y un algoritmo de decodificación, posiblemente nos
demos cuenta que es más fácil inventar un nuevo código que hallar su decodificación óptima. Existen
varios caminos para diseñar códigos, y lo que sigue es una de las maneras de construir un nuevo
código.

En la subsección 1.3.1 introdujimos una representación gráfica del [7, 4]-código de Hamming, Figura
5. Si observamos esa figura veremos que en cada uno de los círculos hay cuatro bits de la palabra-
código transmitida, estos cuatro bits determinan el chequeo de paridad de cada uno de los círculos,
entonces lo que haremos es reemplazar cada uno de los bits transmitidos por un nodo bit y conectar los
cuatro nodos bit que están en cada círculo por un nodo chequeo de paridad, como en la Figura 21.

Nodo bit

Nodo chequeo de paridad

Figura 21: Cada círculo tiene un nodo chequeo de paridad que conecta a cuatro nodos bit.
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Entonces, al prescindir de los tres círculos y nombrar a cada nodo bit y nodo chequeo de paridad,
obtenemos una representación del [7, 4]-código de Hamming por un grafo bipartito como se muestra
en la Figura 22, [Mac03].

s3

s1 s2

s4

t5

t6t7

cp1

cp3 cp2

Figura 22: Grafo bipartito del [7, 4]-código de Hamming.

Los 7 círculos pequeños nombrados nodos bit son los 7 bits transmitidos. Los 3 cuadrados pequeños
son los nodos chequeo de paridad, es decir, los nodos restricción (no deben ser confundidos con
los 3 bits de chequeo de paridad, los cuales son los 3 círculos más periféricos). El grafo es un grafo
bipartito porque sus nodos se subdividen en 2 clases -bits y chequeos- y las aristas unen nodos de
clases diferentes.

Muchos códigos pueden ser representados mediante un grafo bipartito. La conexión que existe entre
los códigos lineales y los grafos bipartitos es la matriz de chequeo de paridad H, en donde cada nodo
chequeo de paridad corresponde a una fila de H y cada nodo bit corresponde a una columna de H, y
por cada 1 en H, existe una arista entre el correspondiente par de nodos. Entonces, dada la matriz de
chequeo de paridad H definida en (1.15):

s1 s2 s3 s4 t5 t6 t7

H =

cp1
cp2
cp3

1 1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 0

1 0 1 1 0 0 1


podemos ver cómo la matriz que describe al [7, 4]-código de Hamming también puede describir al
grafo bipartito ilustrado en la Figura 22.

Una vez establecida esta conexión entre códigos y grafos, un camino para construir códigos lineales
es simplemente pensar en un grafo bipartito.

Nodo bit

Nodo restricción

Figura 23: Grafo bipartito asociado al [30, 11]-código dodecaedro.
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Por ejemplo, un grafo bipartito interesante puede ser formado por polígonos regulares, como dos
pentágonos y un decágono. Ahora, si por cada vértices colocamos un nodo restricción y a la mitad de
cada arista un nodo bit, conseguimos el grafo bipartito ilustrado en la Figura 23.

Esta construcción define una matriz de chequeo de paridad en la cual cada columna tiene peso 2
y cada renglón tiene peso 3. El peso de un vector binario es el número de unos que éste contiene.
Este código tiene N = 30 nodos bit, y al parecer M = 20 nodos restricción, pero solo hay M =

19 nodos restricción independientes; el vigésimo nodo restricción es redundante pues dado que 19
nodos restricción se satisfacen, entonces el vigésimo se cumple; luego el número de bits fuente es
k = N−M = 30− 19 = 11. Además, con el grafo bipartito podemos formar un poliedro con doce caras,
un dodecaedro. Por lo tanto, el código que define se le conoce como [30, 11]-código dodecaedro.

Es díficil hallar un algoritmo de decodificación para este código, pero podemos estimar las probabi-
lidades de error encontrando las palabras-código de peso más bajo. Si intercambiamos todos los bits
rodando una cara del dodecaedro original, entonces todos los nodos restricción serán satisfechos; así el
código tiene 12 palabras-código de peso 5, uno por cada cara. Como el peso más bajo de las palabras-
código es 5, decimos que el código tiene distancia d = 5, el [7, 4]-código de Hamming tiene distancia
d = 3 y corrige todos los errores de un solo bit intercambiado. Un código con distancia d = 5 es capaz
de corregir todos los errores dobles de los bits intercambiados, pero hay algunos errores triples de bits
intercambiados que no puede corregir.

Así, el error de probabilidad de este código, suponiendo un canal simétrico binario, es menor, al
menos para bajos niveles de ruido f, por un término de orden f3:

12

(
5

3

)
f3(1− f)27.

Algunos códigos lineales tienen una descripción gráfica simple, pero sus grafos son más complicados
de analizar debido a que sus aristas se cruzan mucho, como el pequeño [16, 4]-código de Gallager cuyo
grafo bipartito se ilustra en la Figura 24, dicho código de bloque lineal tiene longitud N = 16 nodos
bit, M = N− k = 16− 4 = 12 nodos restricción y tasa R = k

N = 4
16 = 1

4 .

Figura 24: Grafo bipartito con tasa R = 1
4 que representa al [16, 4]-código de Gallager (un código LDPC) de bloque

de longitud N = 16 nodos bit y M = 12 nodos restricción.

Además, no hay razón para apegarse a los códigos lineales, ciertamente algunos códigos no lineales,
códigos cuyas palabras-código no puede ser definidas por una ecuación lineal como HtT = 0, tienen
muy buenas propiedades. Pero la codificación y decodificación de un código no lineal hace esas tareas
aún más difíciles.





2 C Ó D I G O S Y G R A F O S

El matemático, que se encuentra bajo su diluvio de
símbolos, y trabaja, al parecer, con verdades puramente

formales, puede aún alcanzar resultados de infinita
importancia para nuestra descripción del universo físico.

– Karl Pearson –

En este capítulo introduciremos las nociones básicas de la teoría de códigos, la teoría de grafos, el
concepto de un grafo expandido, enunciaremos el Teorema de codificación de Shannon, y la relación
que existe entre los códigos lineales con los grafos bipartitos, dichos conceptos son esenciales para el
estudio de los códigos LDPC.

2.1 estructura básica de los códigos
Las reglas bajo las cuales el codificador y el decodificador funcionan son especificadas por el código
particular que es utilizado.

El tipo de código sobre el cual trabajaremos son códigos de bloque, estos códigos convierten una
secuencia fuente u (mensaje fuente) de k dígitos de longitud, en una secuencia transmitida x (palabra-
código) con n dígitos de longitud. Una vez que el mensaje fuente u es codificado en la palabra-código x,
x es enviada por el canal, pero debido al ruido del canal x es afectada y el vector recibido es y = x+ e,
y quizá sea diferente de x. Con lo cual se define el vector error e = y− x (patrón de error), el cual
nos ayudará a determinar el síndrome de decodificación s para luego tomar la decisión óptima y así
obtener la palabra de salida decodificada û.

En esta sección se describe la estructura que tiene este tipo de códigos de bloque, para poder analizar
su proceso de codificación y decodificación; los textos revisados para el desarrollo de dicha sección
fueron [LA14], [McE04], [Rom92] y [RU08].

2.1.1 Conceptos básicos de un código

Comenzaremos con las definiciones y conceptos básicos de un código.

Definición 2.1. Un código C de longitud n y cardinalidad finita M sobre un campo F es una colección de M
elementos de Fn, es decir,

C = {x[1], ..., x[M]}, x[m] ∈ Fn, 1 6 m 6M, (2.1)

así, C es un (n,M)-código.

Comentario 2.1. Los elementos del código C, x[m] son llamados palabras-código y el parámetro n es llamado la
longitud de las palabras-código o simplemente la longitud del código.

Ejemplo 2.1. Sea el campo F2 = {0, 1}. El código de repetición binario de longitud n = 3 con M = 2 palabras-
código es C = {000, 111}.

Comentario 2.2. Es natural y conveniente usar campos finitos para realizar la codificación. Debido a esto, el
campo sobre el cual trabajaremos es el campo binario F2, consistente de los elementos 0 y 1, con adición módulo
2 (2.2), y multiplicación módulo 2 (2.3).

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

Suma sobre F2 = {0, 1} (2.2)

31
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· 0 1

0 0 0

1 0 1

Multiplicación sobre F2 = {0, 1} (2.3)

En otras palabras, si usamos el campo F2 = {0, 1} entonces representamos información en términos de secuen-
cias de bits (dígitos binarios).

Ahora, demos la definición de código sobre F2.

Definición 2.2. Sea Fn2 el conjunto de n-adas de elementos de F2, Fn2 es un espacio vectorial sobre el campo
F2. Se dice que C es un código de longitud n sobre F2 si C es un subconjunto de Fn2 . Un (n,M)-código C sobre
F2 es un código de longitud n y tamaño M.

Comentario 2.3. A estos códigos sobre el campo F2 se les conoce como códigos binarios, y sus palabras-código
como palabras-código binarias.

Ejemplo 2.2. Sea F72 el conjunto de todas las n-adas de longitud 7 sobre el campo binario F2 = {0, 1}. Y sea
C ⊆ F72,

C = {0000000, 0001011, 0010111, 0011100, 0100110, 0101101, 0110001, 0111010,

1000101, 1001110, 1010010, 1011001, 1100011, 1101000, 1110100, 1111111}.

Decimos que C es un código de longitud n = 7 y tamaño M = 16 palabras-código. Entonces, C es un (7, 16)-
código binario.

Ahora definiremos algunos parámetros importantes de los códigos.

Definición 2.3. La tasa R de un código binario C se define como la proporción entre la longitud de los k bits del
mensaje fuente u y la longitud de los n bits de la palabra-código x. Es decir, la tasa del código es

R =
k

n
(2.4)

que indica la capacidad que tiene el código C en codificar k bits del mensaje fuente u en un total de n bits de la
palabra-código x.

Definición 2.4. La distancia de Hamming entre dos vectores x,y ∈ Fn2 , la cual denotamos por d(x,y), se define
como

d(x,y) = |{i : 1 6 i 6 n, xi 6= yi}|, (2.5)

es decir, es el número de posiciones de las coordenadas en las cuales x e y difieren.

Ejemplo 2.3. Sean x = (0, 1, 1, 1, 0, 1, 0), y = (1, 0, 0, 1, 1, 1, 0) vectores de F72. Luego, la distancia de Hamming
entre x e y es

d(x,y) = |{1, 2, 3, 5}| = 4,

ya que 1, 2, 3 y 5 son las posiciones de las coordenadas en las que x e y difieren.

Definición 2.5. La distancia mínima de Hamming d(C) de un código C, se define como

d(C) = mı́n{d(x,y) : x,y ∈ C, x 6= y}, (2.6)

es decir, es el mínimo de todas las distancias para cada par de palabras-código.

Observación 2.1. Para encontrar la distancia mínima d(C) de un (n,M)-código C, necesitamos calcular
(
M
2

)
distancias, y si M es un número entero grande la cantidad de distancias por calcular sería bastante grande.
Basta con notar que para el Ejemplo 2.2, teniendo el (7, 16)-código C es necesario calcular

(
16
2

)
= 16!
2!14! = 120

distancias para conseguir la distancia mínima.
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Definición 2.6. El peso de Hamming w(x) de un vector x ∈ Fn2 , se define como

w(x) = |{i : 1 6 i 6 n, xi 6= 0}|, (2.7)

es decir, es el número de posiciones de las coordenadas no cero en x.

Definición 2.7. El peso mínimo w(C) de un código C, se define como

w(C) = mı́n{w(x) : x ∈ C− {0}}, (2.8)

es decir, es el mínimo de los pesos de todas las palabras-código no cero en C.

Ejemplo 2.4. Consideremos el (7, 16)-código C ⊆ F72 dado en el Ejemplo 2.2, y calculemos el peso de Hamming
w(x) para cada palabra-código x ∈ C, así, como el peso mínimo w(C) del (7, 16)-código C, véase la Tabla 9.

Palabras-código de C Peso w(x)
0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 1 1 3

0 0 1 0 1 1 1 4

0 0 1 1 1 0 0 3

0 1 0 0 1 1 0 3

0 1 0 1 1 0 1 4

0 1 1 0 0 0 1 3

0 1 1 1 0 1 0 4

1 0 0 0 1 0 1 3

1 0 0 1 1 1 0 4

1 0 1 0 0 1 0 3

1 0 1 1 0 0 1 4

1 1 0 0 0 1 1 4

1 1 0 1 0 0 0 3

1 1 1 0 1 0 0 4

1 1 1 1 1 1 1 7

Peso mínimo w(C) 3

Tabla 9: Peso de Hamming para cada palabra-código x ∈ C y el peso mínimo de C.

Observación 2.2. De las Definiciones 2.4 y 2.6, dados x,y ∈ Fn2 , se sigue que d(x,y) = d(x − y, 0) =

w(x− y), ya que si d(x,y) = d, entonces hay d coordenadas en las que x e y difieren y n− d coordenadas
en las que x e y coinciden, luego, en la diferencia x− y hay n− d ceros y d coordenadas distintas de cero, así,
w(x− y) = d.

Definición 2.8. Definimos la intersección de vectores binarios x = (x1, . . . , xn) e y = (y1, . . . ,yn) como el
vector

x∩ y = (x1y1, . . . , xnyn), (2.9)

el cual tiene un 1 en la i-ésima posición si y sólo si x e y tienen un 1 en la i-ésima posición.

Lema 2.1. Si x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . ,yn) ∈ Fn2 entonces

w(x+ y) = w(x) +w(y) − 2w(x∩ y). (2.10)

Demostración. Sean w(x) = p y w(y) = q. Supóngase, sin pérdida de generalidad, que 0 6 p 6 q 6 n.
Si p = 0 = q entonces x = 0 = y y el resultado es trivialmente cierto. Si p = 0 y p < q entonces x = 0 y
x+y = y, de ahí que, w(x+y) = q, además x∩y = 0 y w(x∩y) = 0, por consiguiente, w(x+y) = q =

0+ q− 2 · 0 = w(x) +w(y) − 2w(x ∩ y), es decir, w(x+ y) = w(x) +w(y) − 2w(x ∩ y). Si 0 < p 6 q y
r = w(x∩ y) entonces x e y coinciden en r coordenadas, de ahí que, r 6 p 6 q. Hay p− r coordenadas
con 1 ′s en x, ninguna de las cuales coincide con q− r coordenadas con 1 ′s en y. Entonces, al sumar
x e y se obtienen r coordenadas con 0 ′s y hay (p− r) + (q− r) coordenadas con 1 ′s, las coordenadas
restantes tienen 0 ′s, así, w(x+y) = p+q− 2r, por otro lado, w(x) +w(y) − 2w(x∩y) = p+q− 2r, por
lo tanto, w(x+ y) = w(x) +w(y) − 2w(x∩ y), con lo cual queda establecido el resultado.
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El siguiente resultado establece que la distancia de Hamming es una métrica.

Teorema 2.1. La función distancia de Hamming d : Fn2 × Fn2 → N ∪ {0} dada por d(x,y), satisface las
siguientes propiedades para toda x,y, z ∈ Fn2 ,

i) d(x,y) > 0, y d(x,y) = 0 si y sólo si x = y.

ii) d(x,y) = d(y, x).

iii) d(x,y) 6 d(x, z) + d(z,y).

Por lo tanto, el par (Fn2 ,d) es un espacio métrico.

Demostración. Sean x,y, z ∈ Fn2 .

i) Si x = y entonces d(x,y) = 0. Si x 6= y entonces x e y difieren en al menos una coordenada, de
ahí que, d(x,y) > 1 > 0. De cualquier forma, para cualquier x, y en Fn2 , d(x,y) > 0. Ahora bien,
si d(x,y) = 0, esto significa que hay cero coordenadas en las que x e y difieren, es decir, x = y.
Por consiguiente, d(x,y) = 0 si y sólo si x = y.

ii) Ahora, d(x,y) = |{i : 1 6 i 6 n, xi 6= yi}| = |{i : 1 6 i 6 n,yi 6= xi}| = d(y, x), es decir,
d(x,y) = d(y, x).

iii) Finalmente, como w(x− y) = w(x+ y) y 2z = 0 tenemos que:

d(x,y) = w(x− y)

= w(x+ y)

= w(x+ 2z+ y)

= w((x+ z) + (z+ y))

= w(x+ z) +w(z+ y) − 2w((x+ z)∩ (z+ y))
6 w(x+ z) +w(z+ y)

= w(x− z) +w(z− y)

= d(x, z) + d(z,y)

de ahí que, d(x,y) 6 d(x, z) + d(z,y).

Por lo tanto, d es una distancia, llamada distancia de Hamming y (Fn2 ,d) resulta un espacio métrico.

2.1.2 Códigos lineales

Definición 2.9. Un código C ⊆ Fn2 es un código lineal binario si es un subespacio del espacio vectorial Fn2 .

Comentario 2.4. Indistintamente usaremos el concepto de código lineal binario o código lineal sobre F2.

Definición 2.10. Sea H ∈ M(n−k)×n(F2) arbitraria. Llamamos código lineal binario C con matriz H al
conjunto que consiste de todos los vectores x ∈ Fn2 tales que HxT = 0, es decir,

C = {x ∈ Fn2 : HxT = 0}. (2.11)

Observación 2.3. De la Definición 2.10 veamos que el conjunto C (2.11) es un subespacio de Fn2 . Dados x,y ∈ C

y λ ∈ F2 entonces H(x+ y)T = HxT +HyT = 0+ 0 = 0 y H(λx)T = HλxT = λHxT = λ0 = 0, es decir,
H(x+ y)T = 0 y H(λx)T = 0 para cada x,y ∈ C y λ ∈ F2, por consiguiente, si x,y ∈ C y λ ∈ F2 entonces
x+ y ∈ C y λx ∈ C. Así, queda demostrado que C es un subespacio de Fn2 .

Ejemplo 2.5. El [7, 4]-código de Hamming estudiado en la sección 1.3 del capítulo 1 es un (7, 16)-código lineal
binario y es subespacio vectorial de F72. Otro ejemplo, es el [8, 5]-código LDPC que es un (8, 32)-código lineal
binario y es subespacio vectorial de F82 estudiado en el Ejemplo 4.1. Un ejemplo más, es el [9, 4]-código LDPC
que es un (9, 16)-código lineal binario y es subespacio vectorial de F92 estudiado en el Ejemplo 4.2.
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Observación 2.4. En la misma Definición 2.10 de código lineal binario, mencionamos una matriz H del código
C, es importante señalar que de acuerdo a la Observación 2.3, C es el espacio vectorial de las soluciones de la
ecuación matricial HxT = 0, esto es, dado x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn2 y la matriz H = (hij) ∈M(n−k)×n(F2),
entonces HxT = 0 es equivalente a

h11x1 + h12x2 + · · · + h1nxn = 0

h21x1 + h22x2 + · · · + h2nxn = 0
...

hn−k,1x1 + hn−k,2x2 + · · · + hn−k,nxn = 0

por lo tanto, los renglones de H son los coeficientes de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas y las solucio-
nes son precisamente las palabras-código en C. Estas ecuaciones lineales son llamadas ecuaciones de chequeo de
paridad, ya que un chequeo de paridad en un código lineal binario C es hxT = 0 para cada palabra-código x ∈ C

y cada renglón h de la matriz H. De este modo H es conocida como la matriz de chequeo de paridad del código C.

Definición 2.11. Sea H ∈ M(n−k)×n(F2). H es llamada la matriz de chequeo de paridad de un código lineal
binario C, si H es la matriz asociada al sistema de ecuaciones lineales homogéneas cuyas soluciones determinan a
C.

Otra matriz relacionada con el código lineal binario C, es la matriz generadora, ya que desde que C

es un espacio vectorial, lo podemos describir proporcionando una base.

Definición 2.12. Sea C un código lineal sobre F2 y G ∈ Mk×n(F2). Una matriz G cuyo espacio renglón es
igual a C es llamada una matriz generadora para C. Recíprocamente, si G es una matriz con entradas en F2, su
espacio renglón es llamado el código lineal binario generado por G.

Observación 2.5. Si C es un código lineal binario con matriz generadora G, entonces las palabras-código en C

son precisamente las combinaciones lineales de los renglones de G. Esto es,

C = {x ∈ Fn2 : x = uG; u ∈ Fk2 } (2.12)

Esto proporciona un método muy simple para codificar los dígitos del mensaje fuente u, ya que los renglones de
G forman una base para C. En general, diversas matrices generadoras G describen el mismo código lineal binario
C, pues recordemos que la base de un espacio vectorial no es única.

Comentario 2.5. La matriz de chequeo de paridad H de un código lineal binario C no es única, ya que al
realizar operaciones elementales sobre los renglones tendríamos matrices equivalentes por renglones, que seguirían
determinando el mismo conjunto de soluciones. Similarmente ocurre con la matriz generadora G de un código
lineal binario C.

Si usamos la codificación sistemática obtenemos una palabra-código x en donde las primeras k
componentes de x son iguales a los bits del mensaje fuente u, seguida por n− k bits de redundancia,
y al usar esta codificación podemos hallar a la matriz generadora y a la matriz de chequeo de paridad
en su forma estándar.

Definición 2.13. Una matriz generadora G de un código lineal binario C está en la forma estándar si

G =
[
Ik | AT

]
, (2.13)

donde Ik es la matriz identidad de tamaño k× k y AT es una matriz de tamaño k× (n− k) con entradas en F2.
Decimos que G es la matriz generadora estándar del código lineal binario C.

Definición 2.14. Una matriz de chequeo de paridad H de un código lineal binario C está en la forma estándar si

H =
[
A | In−k

]
, (2.14)

donde A es una matriz de tamaño (n− k)× k con entradas en F2 e In−k es la matriz identidad de tamaño
(n− k)× (n− k). Decimos que H es la matriz de chequeo de paridad estándar del código lineal binario C.

Proposición 2.1. Si C es un código lineal binario con matriz de chequeo de paridad H =
[
A | In−k

]
∈

M(n−k)×n(F2), entonces su matriz generadora es G =
[
Ik | AT

]
y viceversa.
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Demostración. Se puede revisar la demostración en [LA14] pág. 11− 12.

Proposición 2.2. Si C es un código lineal sobre F2 con matriz de chequeo de paridad H =
[
A | In−k

]
∈

M(n−k)×n(F2), entonces dimC = k y |C| = 2k.

Demostración. Dado que rango(H) = n− k, dim Fn2 = n y conocemos el resultado que establece que
dim Fn2 = nulidad(H) + rango(H), de esto se sigue que

nulidad(H) = dim Fn2 − rango(H)

= n− (n− k)

= n−n+ k

= k.

Ahora, debido a que C = {x ∈ Fn2 : HxT = 0}, tenemos dimC = nulidad(H) = k. Además, como toda
palabra-código x se puede escribir como combinación lineal de k vectores en C, es decir, x =

∑n
i=1 αixi

donde αi ∈ F2, y xi ∈ C con i = 1, . . . ,k. Entonces, hay 2k posibles combinaciones lineales, luego
|C| = 2k.

Teorema 2.2. La distancia mínima de un código lineal binario C es igual al peso mínimo de cada palabra-código
diferente de cero.

Demostración. Sea d(C) la distancia mínima de un código lineal C, es decir,

d(C) = min{d(x,y) : x,y ∈ C, x 6= y}
= min{d(x− y, 0) : x,y ∈ C, x 6= y}
= min{w(x− y) : x,y ∈ C, x 6= y},

como x, y ∈ C y x 6= y entonces z := x− y ∈ C y z 6= 0, de ahí que, min{w(x− y) : x,y ∈ C, x 6= y} =

min{w(z) : z ∈ C, z 6= 0} = w(C), por lo tanto, d(C) = w(C).

Teorema 2.3. ([Rom92], pág. 95-96) La tasa de un (n,M)-código lineal C sobre el campo F2 es

R =
1

n
log2M. (2.15)

Demostración. Sea C un (n,M)-código lineal binario con M = |C| = 2k, luego, M = 2k. Entonces

M = 2k ⇔ logM = log 2k

⇔ logM = k · log 2

⇔ k =
logM
log 2

= log2M. (2.16)

Ahora, sabemos que la tasa de un código es

R =
k

n
(por Definición 2.3 de tasa)

=
log2M
n

(por (2.16)).

Por lo tanto, la tasa del (n,M)-código lineal binario C es R = 1
n log2M.

Ejemplo 2.6. La tasa del (7, 16)-código binario C definido en el Ejemplo 2.2 es R = 1
7 log2 16 = 1

7 ·
log16
log2 =

1
7 · 4 =

4
7 . Ahora, este código es el [7, 4]-código de Hamming estudiado en la sección 1.3 del capítulo 1, en donde

se obtuvo que k = 4 y n = 7, así, de acuerdo a la Definición 2.3 de tasa de un código vemos que R = k
n = 4

7 . Con
esto intentamos mostrar que de acuerdo a ciertos parámetros conocidos es posible determinar la tasa del código.

Comentario 2.6. Denotemos por [n,k,d] los parámetros de un código lineal C donde n es la longitud de las
palabras-código o simplemente la longitud del código, k es la dimensión del código lineal C (dimC = k), y d
es la distancia mínima del código lineal C (d(C) = d). Entonces, la notación usual para describir a un código
lineal C de longitud n, dimensión k y distancia mínima d será [n, k, d]-código lineal C, en caso de no conocer
la distancia mínima, la notación será [n, k]-código lineal C.
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Para cada código lineal binario C asociamos el código dual C⊥.

Definición 2.15. Sea C un código lineal binario. El conjunto

C⊥ = {v ∈ Fn2 : xvT = 0, ∀x ∈ C}, (2.17)

es llamado el código dual de C.

Comentario 2.7. El código dual C⊥ de un código lineal C, también es un código lineal.

Teorema 2.4. i) Si G es una matriz generadora para C, entonces

C⊥ = {v ∈ Fn2 : GvT = 0}. (2.18)

ii) El dual C⊥ de un código lineal es un [n,n− k]-código lineal.

iii) Para cualquier código lineal C, tenemos C⊥⊥ = C.

Demostración. Se puede revisar la demostración en [Rom92] pág. 199− 200.

Observación 2.6. De acuerdo al Teorema 2.4, podemos decir que el código dual C⊥ está caracterizado por

C⊥ = {v ∈ Fn2 : v = uH,u ∈ Fn−k2 } = {v ∈ Fn2 : GvT = 0}.

En la misma forma que el código lineal C por

C = {x ∈ Fn2 : x = uG,u ∈ Fk2 } = {x ∈ Fn2 : HxT = 0}.

Esto es, si H es una matriz de chequeo de paridad del código lineal C, entonces H es una matriz generadora
para el código dual C⊥. Y si G es una matriz generadora del código lineal C, entonces G es una matriz de chequeo
de paridad para el código dual C⊥.

2.1.3 Síndrome de decodificación

Un proceso de decodificación eficiente para códigos lineales puede obtenerse a través del uso de la
matriz de chequeo de paridad H del código lineal C. Si x es transmitida, x es una palabra-código,
luego, HxT = 0. Si el canal provoca algunos errores, esto es, definamos el vector e = y− x llamado el
patrón de error tal que, si e 6= 0, entonces es muy probable que HyT 6= 0 donde y = x+ e conocida
como la palabra recibida. De esta manera obtenemos el vector s = HyT llamado el síndrome, el cual
definimos a continuación.

Definición 2.16. Sea C un [n,k]-código lineal, con matriz de chequeo de paridad H ∈ M(n−k)×n(F2). Para
cualquier y ∈ Fn2 , la palabra s = HyT es llamada el síndrome de y.

Comentario 2.8. Es importante mencionar que y ∈ C si y sólo si el síndrome de y es 0.

Observación 2.7. El síndrome depende sólo del patrón de error e y no de la palabra-código x transmitida, pues
si s = HyT = H(x+ e)T = HxT +HeT = 0+HeT = HeT , es decir, s = HeT . El síndrome proporciona cierta
información sobre e, pero no la suficiente. Esto es debido a que para un s ∈ Fn2 fijo, el conjunto de soluciones de
HeT = s forma una clase del código C.

Definición 2.17. Sea (Fn2 ,+) un grupo, C 6 Fn2 , para cada a,b ∈ Fn2 decimos que a es congruente a b módulo
C, lo cual denotamos a ≡ b (mód C) si y sólo si a− b ∈ C.

Lema 2.2. La relación a ≡ b (mód C) es una relación de equivalencia.

Demostración. Veamos que para cada a,b, c ∈ Fn2 se cumple lo siguiente:

i) a ≡ a (mód C).
Como a− a = 0 ∈ C tenemos que a ≡ a (mód C).

ii) a ≡ b (mód C) implica que b ≡ a (mód C).
Supóngase que a ≡ b (mód C) entonces a− b ∈ C, luego, como C es un grupo, −(a− b) ∈ C, eso
implica que b− a ∈ C, de ahí que, b ≡ a (mód C).
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iii) a ≡ b (mód C) y b ≡ c (mód C) implica que a ≡ c (mód C).
Supóngase que a ≡ b (mód C) y b ≡ c (mód C) entonces a− b ∈ C y b− c ∈ C, luego, (a− b) +
(b− c) ∈ C, es decir, a− c ∈ C, por consiguiente, a ≡ c (mód C).

Por lo tanto, a ≡ b (mód C) es una relación de equivalencia en Fn2 .

Definición 2.18. Sea la relación de equivalencia a ≡ b (mód C) en Fn2 , definimos la clase de a, lo cual se
denota por ā o [a], como

[a] = {x ∈ Fn2 : a ≡ x (mód C)}. (2.19)

Proposición 2.3. Para cada a ∈ Fn2 , [a] = a+ C.

Demostración. Sea a ∈ Fn2 .

[a] = {b ∈ Fn2 : b ≡ a (mód C)}

= {b ∈ Fn2 : b− a ∈ C}

= {b ∈ Fn2 : b− a = x para algún x ∈ C}

= {b ∈ Fn2 : b = a+ x para algún x ∈ C}

= a+ C.

Por lo tanto, [a] = a+ C.

Proposición 2.4. Sea C un [n,k]-código lineal binario. Entonces

i) Todo vector b ∈ Fn2 está en alguna clase.

ii) Dos vectores a y b están en la misma clase si y sólo si a− b ∈ C.

iii) Cada clase contiene 2k vectores.

Demostración. Sea C un [n,k]-código lineal binario.

i) Sea b ∈ Fn2 , b = b+ 0 ∈ b+ C, ya que 0 ∈ C, es decir, b ∈ b+ C. Así, todo vector b ∈ Fn2 está en
alguna clase.

ii) Supóngase que a,b ∈ u+ C para algún u ∈ Fn2 entonces a = u+ x1 y b = u+ x2 para algunos
x1, x2 ∈ C luego a− b = (u+ x1) − (u+ x2) = x1 − x2 ∈ C, es decir, a− b ∈ C. Recíprocamente,
si a− b ∈ C entonces a− b = x para algún x ∈ C, luego a = b+ x ∈ b+ C, de ahí que, a ∈ b+ C,
por consiguiente, a,b ∈ b+ C.

iii) Finalmente, como C tiene 2k palabras-código distintas entonces a+ C tiene 2k vectores distintos,
ya que si a+ x1 = a+ x2 para x1 6= x2 en C entonces x1 = x2, lo cual es absurdo.

Comentario 2.9. La relación de equivalencia a ≡ b (mód C) en Fn2 induce una partición de Fn2 en clases de
equivalencia no vacías y disjuntas por parejas, teniendo así, el conjunto de todas las clases de equivalencia Fn2 / ≡
= {[a] : a ∈ Fn2 }.

Observación 2.8. Como |Fn2 | = 2
n, |a+ C| = 2k y Fn2 = ∪{a+ C : a ∈ Fn2 }, tenemos que, 2n = |∪ {a+ C :

a ∈ Fn2 }| = r2k donde r es el número de clases de equivalencia en Fn2 , luego 2n = r2k, de ahí que, r = 2n−k.
Hay 2n−k clases de C, correspondientes a los 2n−k posibles síndromes s. Así, una vez que el receptor calcula s,
reduce su búsqueda para e de 2n a 2k posibilidades, a saber, los elementos de la clase correspondiente a s.

Comentario 2.10. Al considerar V = Fn2 y W = C, con C 6 V , construimos V/W el conjunto cociente que
al darle la estructura de espacio vectorial es un espacio cociente con la operación suma definida como (a+W) +

(b+W) = (a+ b) +W y la operación multiplicación por un escalar dada por λ(a+W) = λa+W.

En el siguiente teorema daremos algunas propiedades del síndrome de decodificación.

Teorema 2.5. Para un [n,k]-código lineal binario C con matriz de chequeo de paridad H ∈ M(n−k)×n(F2),
sea s = HyT el síndrome de la palabra recibida y. Entonces
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i) s es un vector columna de longitud n− k.

ii) Si e = (e1, e2, . . . , en) ∈ Fn2 y eij = 1 para ij ∈ {1, 2, . . . ,n}, j = 1, . . . , t, es tal que y = x+ e entonces

s =

t∑
j=1

Hij (2.20)

donde Hij es la ij-ésima columna de H, es decir, el síndrome s es igual a la suma de las columnas de H en
donde los errores ocurren.

iii) Dos vectores están en la misma clase de C si y sólo si ellos tienen el mismo síndrome.

iv) Hay una correspondencia uno a uno entre los síndromes y las clases.

Demostración. i) La primera propiedad es inmediata a partir de la Definición 2.16 de síndrome.

ii) Sea {vi}
n
i=1 la base canónica de Fn2 , dado e ∈ Fn2 tenemos que e =

∑n
i=1 eivi donde ei ∈ F2.

Entonces

s = HyT

= HeT (por Observación 2.7)

= H(

n∑
i=1

eivi)
T

= H(

t∑
j=1

eijvij)
T

=

t∑
j=1

eijHv
T
ij

=

t∑
j=1

Hij

donde Hij es la ij-ésima columna de H.

iii) Sean u1 y u2 dos vectores en Fn2 . Denotamos como s1 y s2 los síndromes de u1 y u2 respectiva-
mente.

u1,u2 ∈ u1 + C ⇔ u1 − u2 ∈ C

⇔ H(u1 − u2)
T = 0

⇔ HuT1 = HuT2

⇔ s1 = s2.

iv) La última propiedad se sigue de que como hay 2n−k clases distintas hay 2n−k síndromes distin-
tos.

2.1.4 Código detector-corrector de errores

Al diseñar un algoritmo de decodificación lo ideal sería que se lograra detectar y corrigir todos los
errores producidos en el canal; sin embargo, la cantidad de errores detectados y corregidos no siempre
serán iguales, ya que en ocasiones no es posible corregir todos los errores detectados. En sí, necesita-
mos una probabilidad de decodificación correcta muy cercana a uno, y además, tampoco se garantiza
detectar todos los errores, pues la probabilidad de no detectar el error debería ser muy cercana a cero.

Sea F ⊆ Fn2 , considérese a F como el conjunto de patrones de error e que tienen probabilidad
moderada de ocurrir en el canal. Ahora, sea E el subconjunto de patrones de error e en F que tienen
probabilidad alta de ocurrir. Dado un código lineal C, deseamos diseñar, si es posible, un decodificador
que detectará los patrones de error e en F y corregirá los patrones de error e en E.
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Definición 2.19. El código C es llamado E-corrector, F-detector, si es posible diseñar un decodificador para C tal
que para cada patrón de error e, si e ∈ E, e será corregido, y si e ∈ F, e será detectado o corregido.

La distancia mínima del código juega un papel esencial en la respuesta a la pregunta ¿cuántos errores
puede corregir un código?, pero antes de responder dicha pregunta damos la siguiente definición.

Definición 2.20. La esfera (o esfera de Hamming) de radio r y centro u, lo denotamos por Br(u), se define como

Br(u) = {v ∈ Fn2 : d(u, v) 6 r}. (2.21)

Teorema 2.6. Un código C con distancia mínima d (o peso mínimo d) puede corregir [12 (d− 1)] ó menos errores.

Demostración. Sea t = [12 (d− 1)] (t es el mayor entero menor o igual a 12 (d− 1)), si una palabra-código
x es transmitida y ocurren t ó menos errores, la palabra recibida y se encontrará en la esfera de radio
t alrededor de la palabra-código transmitida x. Para que el código pueda corregir t errores o menos
verifiquemos que las esferas de radio t con centro en las palabras-código son disjuntas. Sean x1, x2 ∈ C

y supóngase que Bt(x1) ∩ Bt(x2) 6= 0, entonces existe v ∈ Fn2 tal que v ∈ Bt(x1) y v ∈ Bt(x2), por
consiguiente, d(x1, x2) 6 d(x1, v)+d(v, x2) 6 t+ t = 2t, es decir, d(x1, x2) 6 2t pero d 6 d(x1, x2) 6 2t
entonces d 6 2t. Dado que t 6 1

2 (d− 1), puesto que t = [12 (d− 1)], tenemos que 2t 6 d− 1 luego
d 6 2t 6 d− 1, de ahí que, d 6 d− 1, lo cual es absurdo. En consecuencia, las esferas de radio t con
centro en las palabras-código son disjuntas. De manera que, la palabra recibida y está más cerca de x
que de cualquier otra palabra-código u. Así, la decodificación de vecino más cercano corregirá estos
errores.

2.2 teorema de codificación de canal con ruido de shannon
Una vez discutidos algunos conceptos escenciales sobre los códigos lineales, en el sentido de la co-
dificación y decodificación, platicaremos un poco sobre lo que ocurre en el proceso intermedio de la
comunicación, es decir, la transmisión de la palabra-código sobre el canal. Algo que nos interesa saber
es, ¿cuál es la tasa máxima alcanzada sobre un canal dado para la transmisión de un mensaje? La res-
puesta fue probada por Claude Shannon en 1948, en el Teorema de Codificación de Canal con Ruido,
consultar [Sha48].

La intención de esta sección es únicamente enunciar el Teorema de Shannon sin demostraciones, ya
que este teorema asegura la existencia de un código a partir de algunas condiciones y el cual tendrá
ciertos parámetros. Para enunciar el teorema, debemos introducir primero el concepto de entropía, una
medida de incertidumbre para los valores asumidos por las variables aleatorias, pero antes la siguiente
definición.

Definición 2.21. Un canal discreto sin memoria consiste de símbolos de entrada de un alfabeto X, símbolos de
salida de un alfabeto Y, y un conjunto de probabilidades del canal p(yj|xi), que satisface

t∑
j=1

p(yj|xi) = 1 (2.22)

para toda i y donde p(yj|xi) es la probabilidad condicional de yj dado xi.

Definición 2.22. La entropía de una variable aleatoria discreta X, H(X), es

H(X) =
∑
x∈X

p(x) log
1

p(x)
. (2.23)

Comentario 2.11. A su vez, son definidas las entropía conjunta H(X, Y) de dos variables aleatorias discretas X
y Y, y la entropía condicional H(Y|X), como:

H(X, Y) =
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x,y) log
1

p(x,y)
,
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H(Y|X) =
∑
x∈X

p(x)H(Y|X = x) =
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x,y) log
1

p(y|x)
,

respectivamente. Además H(X, Y) = H(X) +H(Y|X) = H(Y) +H(X|Y).

Definición 2.23. La información mutua entre dos variables aleatorias X y Y, I(X; Y), es

I(X; Y) =
∑
x∈X

∑
y∈Y

p(x,y) log
p(x,y)
p(x)p(y)

. (2.24)

Observación 2.9. Notar que I(X; Y) = H(X) −H(X|Y) = H(Y) −H(Y|X). Al suponer un canal binario, el
máximo valor de H(X) es 1, con las unidades expresadas en bits. Luego, si hay ruido la correspondiente reducción
en la información mutua refleja la pérdida de la información durante la transmisión.

Ahora, la capacidad C de un canal es la máxima cantidad de información que puede ser enviada a
través del canal, el máximo es tomado sobre todas las distribuciones de entrada.

Definición 2.24. La capacidad de un canal es la máxima información mutua I(X; Y), tomada sobre todas las
distribuciones de entrada p(xi) de X, esto es,

C = máx
p(xi)

I(X; Y). (2.25)

El problema de determinar la capacidad de un canal arbitrario es díficil. Sin embargo, es posible
determinar las capacidades de algunos tipos especiales de canales, incluyendo el canal simétrico, sobre
el cual nuestro trabajo está encaminado.

Teorema 2.7. La capacidad de un canal simétrico es

C = log t−
t∑
j=1

p(yj|xi) log
1

p(yj|xi)
(2.26)

para cada i = 1, . . . , s. Además, la capacidad es lograda por la distribución de entrada uniforme p(xi) = 1
s .

Demostración. Podemos revisar la demostración en [Rom92] pág. 85.

Corolario 2.1. La capacidad del canal simétrico binario con probabilidad f de recibir incorrectamente el bit y con
probabilidad 1− f de recibirlo correctamente, es

C = 1−H(f) (2.27)

donde H(f) es la función entropía.

La idea del Teorema de Shannon es que, asociado con cada canal discreto sin memoria, hay un
número no negativo C llamado la capacidad del canal con la siguiente propiedad. Para cualquier ε > 0
y R < C, y un n suficientemente grande, existe un código de longitud n y tasa > R, es decir, con al
menos 2Rn palabras-código distintas, y un algoritmo de decodificación apropiado, tal que, cuando el
código es usado sobre el canal dado, la probabilidad de error de la decodificación es < ε.

Teorema 2.8. Consideremos un canal discreto sin memoria con capacidad C. Para algún número positivo R < C,
existe una secuencia Cn de códigos q-arios, y sus correspondientes algoritmos de decodificación, con las siguientes
propiedades:

i) Cn es un (n, [qnR])-código, es decir, Cn tiene longitud n y tasa de al menos R. ([q] es la parte entera de
q.)

ii) La probabilidad máxima de error del algoritmo de decodificación se aproxima a 0 cuando n→∞, esto es,

Pmaxe (n)→ 0. (2.28)

Demostración. Podemos consultar la demostración en [Rom92] pág. 107− 111.

Para más detalles sobre los conceptos definidos y el teorema el lector puede consultar las siguientes
referencias [Sha48], [Rom92], [McE04] y [WK03].
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2.3 elementos de la teoría de grafos
La interpretación teórica que se da de los grafos a los códigos detectores-correctores de errores ha
conducido a técnicas para la construcción de códigos cuyo desempeño es muy cercano al límite de
Shannon establecido en el Teorema 2.8, por lo que nos interesa conocer la estructura básica de los
grafos.

Comenzaremos con la definición para un grafo y procederemos a discutir la clase importante de
los grafos bipartitos. Además, presentaremos dos métodos para transformar un grafo no bipartito en
un grafo bipartito a través del uso de grafos de incidencia arista-vértice y la cubierta doble que más
adelante serán de utilidad.

Los textos revisados para el desarrollo de tal sección fueron [BM08], [Die05], [Gri04] y [WK03].

2.3.1 Conceptos básicos de grafos

Definición 2.25. Sea V un conjunto finito no vacío y sea E ⊆ [V]2 = {X ⊆ V | X es de cardinalidad 2 (|X| = 2)}.
Una gráfica o grafo G es un par G = (V ,E) consistente del conjunto V = {v1, v2, . . . , vn} de vértices o nodos y
del conjunto E = {e1, e2, . . . , em} de aristas.

Observación 2.10. Para evitar ambigüedades asumimos que E∩ V = ∅.

Observación 2.11. A un grafo G = (V ,E) se le conoce como grafo no dirigido cuando no nos interesa la
dirección de sus aristas. La estructura del grafo G es que sus aristas son pares no ordenados de vértices, esto es,
e = {a,b} con a,b ∈ V .

Observación 2.12. A un grafo G = (V ,E) se le conoce como grafo dirigido o digrafo cuando si nos interesa
la dirección de sus aristas. La estructura del grafo G es diferente a la establecida en la Definición 2.25, pues
E ⊆ V ×V y sus aristas son parejas ordenadas de vértices, es decir, e = (a,b) con a,b ∈ V donde a es el vértice
inicial de la arista y b es el vértice final de la arista, [Gri04] pág. 514. Nosotros no trabajaremos sobre digrafos,
pero se hace la mención debido a que más adelante en uno de los resultados habrá un concepto relacionado a ellos.

Comentario 2.12. La forma usual para ilustrar un grafo es, dibujar un punto para cada vértice y unir por medio
de una línea dos vértices si estos forman una arista. Entonces los puntos representan a los vértices y las líneas a
las aristas, y así obtendremos el dibujo de un grafo.

Definición 2.26. Sea G = (V ,E) un grafo. Una arista de G cuyos vértices extremos son idénticos es llamado
lazo, es decir, e = {v, v} ∈ E con v ∈ V . Una arista de G cuyos vértices extremos son distintos es llamado un
enlace. Dos o más enlaces con el mismo par de vértices como extremos son conocidos como aristas múltiples.

Ejemplo 2.7. En la Figura 25 mostramos: un lazo donde V = {1} y E = {{1, 1}}; un enlace donde V = {2, 3} y
E = {{2, 3}}; y las aristas múltiples donde V = {4, 5} y E = {{4, 5}, {4, 5}, {4, 5}}.

1

Lazo

2 3

Enlace

4 5

Aristas múltiples

Figura 25: Lazo, enlace y aristas múltiples.

Definición 2.27. A un grafo G = (V ,E) se le conoce como grafo simple si éste no tiene lazos o aristas múltiples.

Comentario 2.13. La mayor parte de la teoría que relaciona a un grafo dentro de este trabajo está enfocada al
estudio de grafos simples y no dirigidos.
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Ejemplo 2.8. En la Figura 26 ilustramos el grafo G = (V ,E). El grafo G consiste del conjunto de vértices
V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y del conjuto de aristas E = {{1, 4}, {2, 4}, {3, 5}, {4, 5}}, tal grafo G es un grafo no dirigido
pues las aristas no contienen dirección, además, de ser un grafo simple pues no tiene aristas múltiples ni lazos.

1 2

3 4

5
6

Figura 26: Grafo G = (V ,E).

Descripción de terminología.

• Un vértice es incidente con una arista, si un vértice v forma parte de una arista e, es decir, v ∈ e.
Y una arista es incidente con el vértice, si e es una arista del vértice v.

• Dos vértices v1, v2 de G son adyacentes o vecinos, si e = {v1, v2} es una arista de G. En otras
palabras, cuando dos vértices están conectados por una arista se dicen que son adyacentes.

Definición 2.28. Un multigrafo G es un par G = (V ,E) de conjuntos disjuntos de vértices y aristas junto con
una función que está definida de E→ V ∪ [V]2 asignando para cada arista cualesquiera uno o dos vértices como
extremos. Así, los multigrafos también pueden tener lazos y aristas múltiples.

Comentario 2.14. La Definición 2.28 de multigrafo se enuncia pues en la sección 2.4 se construirán algunos
ejemplos que tienen que ver con dicho concepto.

Definición 2.29. Sea G = (V ,E) un grafo. Un conjunto de vértices o de aristas en G es independiente si dos de
sus elementos no son adyacentes.

Definición 2.30. Sea G = (V ,E) un grafo. Si todos los vértices de G son parejas adyacentes, entonces G es un
grafo completo.

Comentario 2.15. Un grafo completo con n vértices se denota por Kn.

Ejemplo 2.9. Sea G = (V ,E) con V = {1, 2, 3, 4} y E = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {2, 3}, {2, 4}, {3, 4}}, tal grafo es un
grafo completo con n = 4 vértices, así, G es un K4, el cual, ilustramos en la Figura 27.

4 3

21

Figura 27: Grafo completo K4.

Definición 2.31. Sea G = (V ,E) un grafo. El número de vértices n del grafo G es su orden, y se denota como
|G| o |V |. Y su número de aristas m es denotado por ‖G‖ o |E|.

Definición 2.32. El grado de un vértice v es el número de aristas |E(v)| incidentes sobre un vértice v, esto es
igual al número de vecinos de v. El grado de un vértice es denotado por dG(v) o simplemente d(v).
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Comentario 2.16. El número de aristas puede ser calculado al sumar todos los grados de los vértices en el grafo G,
con lo cual contamos cada arista dos veces, una vez por cada uno de sus vértices, por lo tanto, |E| = 1

2

∑
v∈V d(v),

veáse [Die05] pág. 5.

Definición 2.33. El número δ(G) := min{d(v) | v ∈ V} es el grado mínimo de G.

Definición 2.34. El número ∆(G) := max{d(v) | v ∈ V} es el grado máximo de G.

Definición 2.35. El número d(G) := 1
|G|

∑
v∈V d(v) es el grado promedio del grafo G.

Observación 2.13. Claramente se da la siguiente relación: δ(G) 6 d(G) 6 ∆(G).

Comentario 2.17. El grado promedio cuantifica globalmente lo que está medido localmente por los grados de los
vértices, es decir, el número de aristas de G por vértice.

Ejemplo 2.10. Para el siguiente grafo G = (V ,E) donde V = {1, 2, 3, 4} y E = {{1, 2}, {2, 3}}, ilustrado en la
Figura 28, calculemos los conceptos que acabamos de definir.

1 2

43

Figura 28: Grafo G = (V ,E) con V = {1, 2, 3, 4} y E = {{1, 2}, {2, 3}}.

• El grafo G tiene n = 4 vértices, así, su orden es |G| = 4.

• G tiene m = 2 aristas, es decir, ‖G‖ = 2.

• El grado para cada uno de los vértices es:

– Para v1 = 1 es d(v1) = 1.

– Para v2 = 2 es d(v2) = 2.

– Para v3 = 3 es d(v3) = 1.

– Para v4 = 4 es d(v4) = 0, este vértice es aislado.

• El grado mínimo de G es, δ(G) = 0.

• El grado máximo de G es, ∆(G) = 2.

• El grado promedio de G es, d(G) = 1
|G|

∑
v∈V d(v) = 1

4 (d(v1) + d(v2) + d(v3) + d(v4)) = 1
4 (1+ 2+

1+ 0) = 1
4 · 4 = 1.

Definición 2.36. Sea G = (V ,E) un grafo. El grafo G es regular si todos los vértices del grafo tienen el mismo
grado. Si cada vértice del grafo regular es de grado r, diremos que el grafo G es r-regular. Y un grafo G es irregular,
si éste no es regular.

Ejemplo 2.11. Sea el grafo G = (V ,E) con V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y E = {{1, 2}, {1, 3}, {1, 4}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 5},
{2, 6}, {3, 4}, {3, 6}, {4, 5}, {4, 6}, {5, 6}}, ilustrado en la Figura 29. Si observamos todos los vértices del grafo G

vemos que tienen el mismo número de aristas, es decir, d(vi) = 4 para todo i = 1, 2, . . . , 6, entonces el grafo G es
regular de grado r = 4, esto es un grafo G 4-regular.
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5

4 6

1 2

3

Figura 29: Grafo G 4-regular.

Definición 2.37. Un camino simple o trayectoria es un grafo no vacío P = (V ,E) de la forma V = {v0, v1, ..., vk},
E = {{v0, v1}, {v1, v2}, ..., {vk−1, vk}}, donde los vi son todos distintos. Los vértices v0 y vk están unidos por la
trayectoria P y son llamados vértices extremos; los vértices v1, ..., vk−1 son los vértices interiores de P.

Observación 2.14. El número de aristas de un camino simple es su longitud, y el camino simple de longitud k es
denotado por Pk. Frecuentemente nos referimos a trayectoria por la secuencia natural de sus vértices, escribiendo
P = v0v1...vk y llamamos P una trayectoria desde v0 a vk.

Ejemplo 2.12. Ilustramos en la Figura 30 el camino simple P = (V ,E) con V = {1, 2, 3, 4} y E = {{1, 2}, {2, 3},
{3, 4}}. Como P va desde 1 a 4, P = 1234, y debido a que tiene longitud k = 3 es un camino simple P3.

1 2 3 4

Figura 30: El camino simple o trayectoria P3.

Definición 2.38. Si P = v0v1...vk−1 es una trayectoria y k > 3, entonces el grafo C := P + {vk−1, v0} es
llamado un ciclo.

Observación 2.15. Usualmente nos referimos a un ciclo por su secuencia cíclica de vértices, es decir, C =

v0...vk−1v0. La longitud de un ciclo es su número de aristas (o vértices). Y además, el ciclo de longitud k es un
k-ciclo y es denotado por Ck.

Ejemplo 2.13. Ilustramos en la Figura 31 el ciclo C = P + {4, 1} donde P = 1234, este ciclo tiene longitud
k = 4, luego, podemos decir que es un ciclo C4.

1

2

3

4

Figura 31: Ciclo C4.
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Ahora hablemos un poco del concepto de conectividad para grafos no dirigidos y digrafos.

Definición 2.39. Sea G = (V ,E) un grafo no vacío. Decimos que G es conexo si cualesquiera dos de sus vértices
están unidos por una trayectoria en G. Y un grafo G que no es conexo será llamado disconexo.

Ejemplo 2.14. Sea el grafo G = (V ,E) con V = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} y E = {{1, 3}, {1, 5}, {2, 7}, {3, 6}, {4, 7}, {5, 6}},
ilustrado en la Figura 32. G es un grafo disconexo, pues no existe una trayectoria entre el vértice 7 y el vértice 3.

1

35

6

24

7

Figura 32: Grafo G disconexo.

Definición 2.40. Sea G = (V ,E) un digrafo. Decimos que G es fuertemente conexo si para cada par de vértices
a,b ∈ V existe una trayectoria dirigida de a hacia b y una trayectoria dirigida de b hacia a.

Definición 2.41. Sea G = (V ,E) un digrafo. Decimos que G es débilmente conexo si al reemplazar todos sus
aristas dirigidos por aristas no dirigidos obtenemos un grafo no dirigido conexo.

2.3.2 Matriz de adyacencia e incidencia de un grafo

Quizás la forma más usual de describir un grafo, es definiendo el conjunto de vértices y el conjunto de
aristas; otra forma más, sería simplemente teniendo una representación ilustrativa del grafo, es decir,
tener al grafo descrito con un dibujo; pero hay otras formas más de poder describir a un grafo, las
cuales son, mediante su matriz de adyacencia o su matriz de incidencia. Esta manera de representar
a un grafo mediante una matriz, nos permite estudiar a los grafos desde una estructura diferente e
interesante, que iremos desarrollando poco a poco.

Definición 2.42. La matriz de adyacencia A = (aij)n×n de un grafo G = (V ,E) de orden n está definida por

aij :=

{
1, si {vi, vj} ∈ E,
0, en otro caso.

(2.29)

Definición 2.43. La matriz de incidencia B = (bij)n×m de un grafo G = (V ,E) con V = {v1, ..., vn} y
E = {e1, ..., em} es definida sobre {0, 1} por

bij :=

{
1, si vi ∈ ej,
0, en otro caso.

(2.30)

Ejemplo 2.15. En la Figura 33 ilustramos el grafo G = (V ,E), donde V = {v1, v2, v3, v4, v5} y E = {e1, e2, e3,
e4, e5, e6, e7}. Además, describimos la matriz de adyacencia A del grafo G en (2.31) y la matriz de incidencia B
del grafo G en (2.32).

La matriz de adyacencia A es de tamaño 5× 5 pues el orden del grafo G es 5, además, las componentes de la
matriz A son 0 ó 1, pues 0 indica que no hay una arista entre el par de vértices y 1 que si hay una arista que une
a los vértices. La matriz de incidencia B es de tamaño 5× 7 pues su número de renglones lo determina el número
de vértices de G que es 5, y su número de columnas es el número de aristas de G que es 7, también la matriz B
tiene como componentes a 0 ó 1, 0 si el vértice no es incidente con la arista y 1 si el vértice es incidente con la
arista.
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v5

v4

v3

v2

v1

e7
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e5

e4

e3

e2
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Figura 33: Grafo G con su respectiva matriz de adyacencia A y la matriz de incidencia B.

v1 v2 v3 v4 v5

A =

v1
v2
v3
v4
v5


0 1 1 0 0

1 0 1 1 0

1 1 0 1 1

0 1 1 0 1

0 0 1 1 0

 (2.31)

e1 e2 e3 e4 e5 e6 e7

B =

v1
v2
v3
v4
v5


1 0 0 0 0 1 0

1 1 0 1 0 0 0

0 1 1 0 0 1 1

0 0 1 1 1 0 0

0 0 0 0 1 0 1

 (2.32)

2.3.3 Grafos bipartitos

Los grafos bipartitos desempeñan un papel importante dentro de los códigos lineales, y este concepto
proviene de la idea general de grafos r-partitos, por lo que a continuación damos su definición.

Definición 2.44. Sea r > 2 un entero. Un grafo G = (V ,E) es llamado r-partito si V admite una partición de r
clases tales que cada arista tiene sus extremos en diferentes clases; los vértices en la misma clase de la partición
no deben ser adyacentes.

Ejemplo 2.16. Dado el grafo G = (V ,E) con V = {1, 2, 3, 4, 5, 6} y E = {{1, 3}, {1, 4}, {2, 4}, {5, 6}}. De acuerdo

1

2

4 3

5 6

Figura 34: Grafo G = (V ,E) 3-partito, pues el conjunto de vértices admite una partición de 3 clases.

al conjunto de aristas E podemos observar que el conjunto de vértices V admite una partición de r = 3 clases,
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V1 = {1}, V2 = {2, 3, 6}, y V3 = {4, 5}, pues los vértices de la misma clase no son adyacentes y los extremos de
las aristas están en diferentes clases. Siendo así, conseguimos un grafo G 3-partito que se ilustra en la Figura 34.

Ahora bien, de la Definición 2.44 en particular para r = 2 tenemos la siguiente definición.

Definición 2.45. Un grafo bipartito, es un grafo G = (V ,E) donde el conjunto de vértices V puede ser dividido
en dos conjuntos de vértices, V1,V2⊆ V , tales que estos dos conjuntos son disjuntos, es decir, V1 ∩ V2 = ∅, y su
unión es todo el conjunto V , esto es, V1 ∪V2 = V . Además, no sucede que cualquier par de vértices que estén en
el mismo conjunto sean adyacentes.

Comentario 2.18. Podemos denotar a un grafo bipartito como G = (V1 ∪ V2,E).

Ejemplo 2.17. Dado el grafo G = (V ,E) con V = {1, 2, 3, 4, 5} y E = {{1, 3}, {1, 5}, {2, 3}, {2, 5}, {4, 3}, {4, 5}}.
Al observar al conjunto de aristas, podemos notar que los vértices 3 y 5 nunca son adyacentes, pero estos sí se
conectan a los vértices 1, 2 y 4, los cuales tampoco son adyacentes entre sí. Ahora, si consideramos los siguientes
conjuntos, V1 = {1, 2, 4} y V2 = {3, 5}, que son subconjuntos de V , tales que son disjuntos y que su unión es
todo V , entonces el grafo G es un grafo bipartito G = (V1 ∪ V2,E), el cual ilustramos en la Figura 35

1

2

4

V1

3

5

V2

Figura 35: Grafo bipartito G = (V ,E), ya que V admite una partición de 2 clases V1 y V2.

Definición 2.46. Un grafo bipartito regular es un grafo bipartito G = (V1 ∪ V2,E), tal que todos los vértices
en V1 tienen un mismo grado, denotado por dV1 , y todos los vértices en V2 también tienen un mismo grado,
denotado por dV2 , y donde los dos grados no necesariamente son iguales. Un grafo bipartito irregular es un grafo
bipartito que no es regular.

Comentario 2.19. Un grafo bipartito regular con grados dV1 y dV2 de sus correspondientes conjuntos de
vértices, es nombrado un grafo bipartito (dV1 ,dV2)-regular.

Observación 2.16. Para un grafo bipartito irregular, dV1 y dV2 denotan los grados máximos para su conjunto
de vértices correspondiente.

A continuación se presenta un método para transformar un grafo no bipartito en un grafo bipartito
a través del uso de grafos de incidencia de arista-vértice. De esta manera, los grafos de incidencia arista-
vértice pueden ser usados para obtener un grafo bipartito a partir de grafos que no son bipartitos.

Definición 2.47. Sea G = (V ,E) un grafo con E un conjunto de aristas y V un conjunto de vértices. El grafo de
incidencia arista-vértice G ′ = (V ′,E ′) de G, es el grafo bipartito con conjunto de vértices V ′ = E∪V y conjunto
de arista E ′ = {{e, v} ∈ (E,V) : v es un punto extremo de la arista e}.

Ejemplo 2.18. En la Figura 36 ilustramos un grafo y su grafo de incidencia arista-vértice. Sea un grafo G =

(V ,E), con V = {A,B,C} y E = {e1 = {A,B}, e2 = {B,C}, e3 = {A,C}}. Luego, el grafo de incidencia
arista-vértice de G es G ′ = (V ′,E ′), donde V ′ = E ∪ V = {e1, e2, e3,A,B,C} y E ′ = {{e, v} ∈ (E,V) :

v es un punto extremo de la arista e} = {{e1,A}, {e1,B}, {e2,B}, {e2,C}, {e3,A}, {e3,C}}.
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B C

A

e2

e3e1

G
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e3

e2

e1

G ′

Figura 36: Al construir el grafo de incidencia arista-vértice del grafo no bipartito G, conseguimos un grafo bipartito
G ′.

G es un grafo 2-regular, luego, el grafo de incidencia arista-vértice G ′ de G, resulta ser un grafo bipartito
(2, 2)-regular.

También podemos obtener un grafo bipartito desde un grafo no bipartito a través del uso de la
cubierta doble.

Definición 2.48. Dado un grafo G = (V ,E), definamos un grafo bipartito G ′ = (V ′,E ′), con el conjunto de
vértices V1 ∪ V2 tal que V1 y V2 son copias de V , y un vértice en V1 y un vértice en V2 son adyacentes solo si
los vértices correspondientes en V son adyacentes en G. Y así, G ′ es llamado la cubierta doble de G.

Ejemplo 2.19. En la Figura 37 ilustramos un grafo y su cubierta doble. Sea un grafo G = (V ,E), con
V = {a,b, c,d, f} y E = {{a,b}, {a, c}, {b, c}, {c,d}, {c, f}, {d, f}}. Luego, la cubierta doble de G es G ′ = (V ′,E ′),

c

a

bd

f

G

a2 b2 c2 d2 f2

a1 b1 c1 d1 f1

G ′

Figura 37: Al construir la cubierta doble del grafo no bipartito G, conseguimos un grafo bipartito G’.

donde V ′ = V1 ∪ V2 con V1 y V2 copias de V , es decir, renombrando los vértices de V tenemos V1 =

{a1,b1, c1,d1, f1} y V2 = {a2,b2, c2,d2, f2}, así, V ′ = {a1,b1, c1,d1, f1,a2,b2, c2,d2, f2}, además, E ′ =
{{a1,b2}, {a1, c2},{b1,a2},{b1, c2},{c1,a2},{c1,b2},{c1,d2}, {c1, f2}, {d1, c2}, {d1, f2}, {f1, c2}, {f1,d2}}.

Notemos que G es un grafo irregular, luego, la cubierta doble G ′ de G, resulta ser un grafo bipartito irregular.

Comentario 2.20. En los dos métodos anteriores, hemos notado que si comenzamos a trabajar con un grafo
r-regular obtenemos un grafo bipartito (dV1 ,dV2)-regular, y si trabajamos con un grafo irregular conseguimos
un grafo bipartito irregular.
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2.4 expansión de grafos
En esta sección estudiamos el concepto de grafo expandido. En sí, la noción básica de expansión es
que todos los conjuntos pequeños deberían tener vecindades grandes. La meta al hablar de grafos es
establecer buenas propiedades de conectividad sin tener muchas aristas. Así, la construcción requie-
riría que se expandan por un factor constante y que tengan un número grande de vecinos con pocas
aristas. Tales grafos con esta característica existen. Y es posible demostrar la existencia de una familia
de expansiones lineales usando construcciones probabilísticas, pues un proceso aleatorio simple pro-
duciría uno con alta probabilidad. Sin embargo, las construcciones explícitas o deterministas son más
deseables, lamentablemente estas construcciones son más díficiles de tener.

Los grafos expandidos fueron definidos por Bassalygo y Pinsker, y su primera existencia fue probada
por Pinsker en los inicios de los 70’s. Margulis encontró una manera para construir explícitamente
expansiones lineales, con lo cual él dió la primera construcción explícita de una familia infinita de
grafos expandidos.

La manera más común para probar que un grafo es una buena expansión es examinando su segundo
valor propio más grande λG de su matriz de adyacencia. Para grafos regulares, los resultados son
basados en el cálculo de λG. Sean λ1, λ2, . . ., λn los distintos valores propios del grafo de orden n tales
que λ1 > λ2 > . . . > λn, y sea λG el segundo valor propio más grande en valor absoluto de G, [WK03].
Suponiendo que G es un grafo k-regular con n vértices. Notemos que λG = max(| λ2 |, | λn |) sí G no
es bipartito, ya que al tener un grafo k-regular se cumple que λ1 = k con multiplicidad 1 y λn > −k,
consultar Proposición 3.2 y 3.3; ahora, λG =| λ2 | sí G es bipartito, y además, λ1 = k y λn = −k,
consultar Proposición 3.4 y Teorema 3.14.

Fue mostrado por Alon y Tanner que un grafo G es una buena expansión si y sólo si λ1 y λG
están separados, es decir, si el segundo valor propio más grande está distante del primer valor propio,
[WK03]. Por lo tanto, para encontrar una buena expansión de un grafo G, es suficiente con checar el
valor de λG. La siguiente cota inferior para λG

lı́m inf
n→∞ λG > 2

√
k− 1,

es la máxima separación posible entre el primer y segundo valor propio más grande en un grafo. Esta
cota fue lograda en la construcción explícita de Margulis, y Lubotzky, Phillips, y Sarnak, [SS96].

La razón por la que hablaremos de este concepto de expansión de grafos es que, antes de fijarnos
en la decodificación de la palabra recibida, podemos usar la expansión de un grafo bipartito para
garantizar la capacidad de corrección de error del código asociado. En sí, si el grafo bipartito es una
buena expansión, entonces el código asociado será un buen código.

A partir del conocimiento de este concepto se puede acotar la distancia mínima de un código. Una
ventaja es que el concepto se aplica directamente a los grafos de tamaño finito, pero la desventaja, es
que la cota derivada por estos métodos es pésima y no reflejan el verdadero potencial de corrección de
error observado en la práctica.

La expansión es un concepto matemático fundamental, que bien merece ser investigado a fondo
propiamente, sin embargo, aquí sólo estudiaremos la definición para grafos bipartitos que más nos
interesa, al igual que algunas propiedades y mostraremos algunos ejemplos.

Los textos revisados para el desarrollo de esta sección fueron [AGM87], [Alo88], [GG81], [HLW06],
[Lub10] y [RU08].

2.4.1 Concepto básico de expansión de grafos bipartitos

Hay muchas variaciones de la definición de expansión de grafos, en partícular para grafos bipartitos,
aunque tales definiciones son esencialmente las mismas. A continuación enunciaremos varias de estas
definiciones, pero las Definiciones 2.51 y 2.52 son con las cuales trabajaremos más adelante. Definamos
el concepto de expansión para grafos bipartitos regulares, comencemos con la definición cuando las
dos clases de vértices tienen el mismo grado, es decir, es k-regular.
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Definición 2.49. Una (n,k, c)-expansión es un grafo bipartito k-regular G = (I∪O,E) con I el conjunto de n
vértices de entrada y O el conjunto de n vértices de salida y a lo más k ·n aristas, tal que para cada subconjunto
X de vértices de entrada, X ⊆ I, se cumple la siguiente relación,

|ΓX| >

[
1+ c

(
1−

|X|

n

)]
|X|, (2.33)

donde ΓX es el conjunto de los vértices de salida conectados a X.

Definición 2.50. Sea c ′ > 0. Una (n,k, c ′)-expansión es un grafo bipartito k-regular G = (I ∪O,E) con I el
conjunto de los vértices de entrada y O el conjunto de los vértices de salida, es decir, las aristas van de I a O, y
con |I| = |O| = n, tal que, para cualquier X ⊂ I con |X| 6 n

2 tenemos |ΓX| > (1+ c ′)|X|.

Una definición más completa.

Definición 2.51. Una (n,k, c)-expansión es un grafo bipartito k-regular G = (I ∪O,E) sobre I el conjunto de
vértices de entrada y O el conjunto de vértices de salida, donde |I| = |O| = n, y a lo más k ·n aristas, tal que para
cada subconjunto X de entradas, X ⊆ I, con |X| 6 n

2 , X está unido a las aristas por lo menos |X|+ c
(
1−

|X|
n

)
|X|

diferentes vértices de salida, es decir, se cumple la siguiente relación,

si |X| 6
n

2
=⇒ |ΓX| >

[
1+ c

(
1−

|X|

n

)]
|X|, (2.34)

donde ΓX denota el conjunto de todos los vecinos de los vértices conectados a X.

Comentario 2.21. Algunos de los grafos bipartitos expandidos que estudiaremos son construidos por cubiertas
dobles de grafos no-bipartitos Definición 2.48, y por un conjunto de permutaciones.

Las definiciones anteriores fueron planteadas para grafos bipartitos k-regulares, la que enunciamos
a continuación es sobre grafos bipartitos (l, r)-regulares.

Definición 2.52. Sea G = (I∪O,E) un grafo bipartito (l, r)-regular con I el conjunto de n nodos de entrada de
grado l y O el conjunto de lr ·n nodos de salida de grado m. Decimos que G es una (l, r,α,γ)-expansión si para
cada subconjunto X de I, X ⊆ I, de a lo más α ·n nodos de entrada, ΓX el conjunto de nodos de salida los cuales
están conectados a X es al menos γ · |X| · l.

Comentario 2.22. La idea para expandir grafos bipartitos es clara, ver Figura 38. Un conjunto X de nodos de
entrada tiene |X| · l aristas de salida y pueden por lo tanto están conectados a lo más |X| · l nodos de salida. Por
consiguiente, γ representa el mínimo de tal fracción el cual se obtiene del grafo dado donde el mínimo es sobre
todos los conjuntos no vacíos X de cardinalidad a lo más α · n. Si la expansión es suficientemente grande, la
distancia mínima del código asociado es una fracción lineal de la longitud del bloque.

A continuación se menciona el concepto de una familia de expansiones.

Definición 2.53. Una familia de expansiones lineales de densidad k y expansión c es un conjunto {Gi}
∞
i=1,

donde Gi es una (ni, k, c)-expansión si ni →∞ y ni+1ni → 1 cuando i→∞.

Observación 2.17. Esto es, una famila de expansiones es una familia de grafos k-regular (para un k fijo y n que
tiene al infinito) los cuales son todos c-expansiones para algún c.

Comentario 2.23. Cada grafo k-regular finito conexo es una expansión para algún c > 0 en una forma trivial.
La noción es de interés solo cuando uno considera una familia infinita de grafos. En diversas aplicaciones, se
requiere una familia de (n,k, c)-expansiones donde n tiende a infinito y k y c son fijos. Usualmente (pero no
siempre) se prefiere que k sea tan pequeño como sea posible, y es siempre deseable que c sea lo más grande posible.
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Vértices de entrada I Vértices de salida O

|I| = n |O| = m

dI = l dO = r

X ⊆ I ΓX

Si para cada X ⊆ I

|X| 6 αn =⇒ |ΓX| > γ|X|l,

entonces, el grafo bipartito G = (I∪O,E)

es una (l, r,α,γ)-expansión.

...

...

...

...

...

...

...

...

Figura 38: Concepto de expansión de un grafo bipartito.

Podemos encontrar otras definiciones de expansión de grafos en la literatura. Aunque todas son esen-
cialmente equivalentes con algún cambio o modificación en las constantes. La idea básica es siempre
que para cada subconjunto del conjunto de vértices se garantiza que se expande por alguna cantidad
fija como ilustramos en la Figura 38.

2.4.2 Existencia de expansiones

Es díficil mostrar la existencia de expansiones y todavía más dar una construcción determinista. Existen
dos métodos para la construcción explícita de familias de expansiones: el primero dado por Margulis,
quien construyó expansiones con la ayuda de la propiedad (T) de Kazhdan de la teoría de representa-
ción de grupos de Lie semi-simples; la segunda construcción realizada por Lubotzky-Phillips-Sarnak,
y Margulis, quienes usaron la conjetura de Ramanujan para este propósito, [Lub10].

El siguiente par de proposiciones son útiles para encontrar grafos expandidos; sin embargo, no
abordaremos sus respectivas demostraciones pues no es el objetivo de la sección.

Proposición 2.5. Sea k > 5 un entero y c = 1
2 . Entonces para algún grafo k-regular con n vértices se satisface

que |ΓX| > c|X| para subconjuntos X de tamaño menor o igual a n
2 . Para n grande, la mayoría de los grafos

k-regulares con n vértices satisfacen lo anterior. En particular, estos grafos son expandidos.

Demostración. Ver la demostración en [Lub10] pág. 5.
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Proposición 2.6. Sea m un entero positivo y Vm = Z
mZ
× Z
mZ

. Definimos un grafo sobre el conjunto Vm
conectando cada (a,b) ∈ Vm por σ1(a,b) = (a + 1,b), σ2(a,b) = (a,b + 1), σ3(a,b) = (a,a + b) y
σ4(a,b) = (−b,a). Entonces {Vm} es una familia de expansiones.

Demostración. Revisar la demostración en [Lub10] pág. 32.

2.4.3 Ejemplos de grafos expandidos

Los grafos expandidos pueden ser grafos simples, no simples, multigrafos, bipartitos, entre otros. A
continuación mencionamos algunas familias distintas de grafos expandidos.

Ejemplo 2.20. Una familia de grafos 8-regular Gm para cada entero m. El conjuntos de vértices es Vm =

Zm ×Zm. Los vecinos de los vértices (a,b) son (a+ b,b), (a− b,b), (a,b+ a), (a,b− a), (a+ b+ 1,b),
(a− b+ 1,b), (a,b+ a+ 1), (a,b− a+ 1), todas las operaciones son módulo m. Esta familia de grafos, debida
a Margulis, es la primer construcción explícita de una familia de grafos expandidos, [HLW06] pág. 453.

Ejemplo 2.21. Una familia de grafos bipartitos Gn con n vértices donde para cada entero m, n = m2 y
el conjunto de vértices es Vm = {0, 1, . . . ,m− 1}× {0, 1, . . . ,m− 1}. Los grafos bipartitos Gn son obtenidos
de 5 permutaciones en Vm. Las permutaciones son: σ1(a,b) = (a,b), σ2(a,b) = (a,a + b), σ3(a,b) =

(a,a+ b+ 1), σ4(a,b) = (a+ b,b), σ5(a,b) = (a+ b+ 1,b), donde + es módulo m, [GG81]. Esta familia
de grafos bipartitos son expansiones.

Damos algunos ejemplos concretos.

Ejemplo 2.22. Considérese cuatro permutaciones arbitrarias σ1,σ2,σ3, y σ4 del conjunto {1, 2, 3, 4, 5}. Cons-
truimos un grafo G conectado con una arista del vértice (i, 0) al vértice (σ1(i), 1), (σ2(i), 1), (σ3(i), 1) y
(σ4(i), 1), como vemos en la Tabla 10.

1 2 3 4 5

σ1 3 1 4 2 5

σ2 1 4 3 5 2

σ3 5 1 4 2 3

σ4 1 2 5 3 4

Tabla 10: Éstas son las 4 permutaciones con las que trabajamos.

En la Figura 39 ilustramos a G = (I ∪O,E) el grafo bipartito resultante que es un multigrafo pues con-
tiene aristas múltiples. Analicemos el grafo bipartito G = (I ∪O,E), tiene como conjunto de vértices de en-
trada I = {1, 2, 3, 4, 5}, el conjunto de vértices salida es O = {1, 2, 3, 4, 5}, el conjunto de aristas es E =

{{1, 1}, {1, 1}, {1, 3}, {1, 5}, {2, 1}, {2, 1}, {2, 2}, {2, 4}, {3, 3}, {3, 4}, {3, 4}, {3, 5}, {4, 2}, {4, 2}, {4, 3}, {4, 5}, {5, 2}, {5, 3},
{5, 4}, {5, 5}}. Luego, |I| = |O| = 5 y los grados de los dos conjuntos de vértices son dI = 4 y dO = 4. Así, G es
un grafo bipartito 4-regular con 5 vértices de entrada y de salida y a lo más k ·n = 4 · 5 = 20 aristas.

1 2 3 4 5

1 2 3 4 5

O

I

Figura 39: Grafo bipartito obtenido de 4 permutaciones.

Para verificar que es un grafo bipartito expandido tenemos que revisar que se satisface la Definición 2.51, es
decir, que se cumple la siguiente relación:

Si |X| 6
n

2
=⇒ |ΓX| >

[
1+ c

(
1−

|X|

n

)]
|X|. (2.35)
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El grafo bipartito G satisface las condiciones de la definición. Ahora, tomemos un subconjunto X de I con
|X| 6 5

2 y veamos que ocurre con ΓX.

] Subconjuntos

(
5

1

)
= 5

] Subconjuntos

(
5

2

)
= 10

|X| X ΓX |ΓX|

1 {1} → {1, 3, 5} 3

1 {2} → {1, 2, 4} 3

1 {3} → {3, 4, 5} 3

1 {4} → {2, 3, 5} 3

1 {5} → {2, 3, 4, 5} 4

|X| X ΓX |ΓX|

2 {1, 2} → {1, 2, 3, 4, 5} 5

2 {1, 3} → {1, 3, 4, 5} 4

2 {1, 4} → {1, 2, 3, 5} 4

2 {1, 5} → {1, 2, 3, 4, 5} 5

2 {2, 3} → {1, 2, 3, 4, 5} 5

2 {2, 4} → {1, 2, 3, 4, 5} 5

2 {2, 5} → {1, 2, 3, 4, 5} 5

2 {3, 4} → {2, 3, 4, 5} 4

2 {3, 5} → {2, 3, 4, 5} 4

2 {4, 5} → {2, 3, 4, 5} 4

Ahora, tenemos que hallar el valor de c que cumpla con la relación (2.35), por lo que procedemos de la manera
siguiente:

• para |X| = 1 tenemos que |ΓX| = 3, 4, entonces,

3 >
[
1+ c

(
1− 1

5

)]
1⇒ 2 > 4

5c⇒ c 6 5
2 ,

4 >
[
1+ c

(
1− 1

5

)]
1⇒ 3 > 4

5c⇒ c 6 15
4 ;

• para |X| = 2 tenemos que |ΓX| = 4, 5, entonces,

4 >
[
1+ c

(
1− 2

5

)]
2⇒ 2 > 6

5c⇒ c 6 5
3 ,

5 >
[
1+ c

(
1− 2

5

)]
2⇒ 3 > 6

5c⇒ c 6 5
2 ;

luego, tomando a c = mín{52 , 154 , 53 }, tenemos que el factor constante que satisface la relación es c = 5
3 . Por lo

tanto el grafo bipartito 4-regular G es una (5, 4, 53 )-expansión.

Ejemplo 2.23. Seanm = 2 y V2 = {0, 1}× {0, 1} = {00, 10, 01, 11}, luego, n = m2 = 4 es el número de vértices
para el grafo el cual aún no es un grafo bipartito. Ahora sean σ1 = (a,b), σ2 = (a,a+ b), σ3 = (a,a+ b+ 1),
σ4 = (−b,a) y σ5 = (a+ b+ 1,b), las 5 permutaciones sobre V2 usando aritmética módulo 2, la Tabla 11
muestra los resultados de las permutaciones:

00 10 01 11

σ1 00 10 01 11

σ2 00 11 01 01

σ3 01 10 00 11

σ4 00 10 11 10

σ5 10 00 01 11

Tabla 11: Resultados de las permutaciones.
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Ahora, con ayuda de la rejilla de puntos y las permutaciones, veamos que los vecinos del punto 10 son 10, 11, 10,
10, y 00, con los cuales forma aristas entre ellas lazos y enlaces como ilustramos en la Figura 40.

01 11

00 10

Figura 40: Rejilla de puntos de las permutaciones.

Al continuar realizando lo mismo para los puntos restantes contruimos el grafo mostrado en la Figura 41 que es
un multigrafo.

01 11

00 10

Figura 41: Grafo resultante.

Luego, renombremos a cada vértice de una manera distinta, para 00 → 0, 10 → 1, 01 → 2 y 11 → 3, así, el
conjunto de vértices es V2 = {0, 1, 2, 3}, y de esta manera la tabla anterior ahora sería la Tabla 12:

0 1 2 3

σ1 0 1 2 3

σ2 0 3 2 1

σ3 2 1 0 3

σ4 0 1 3 2

σ5 1 0 2 3

Tabla 12: Renombrando los vértices de la Tabla 11.

Y usando el concepto de la cubierta doble dado en la Definición 2.48, construimos el grafo bipartito G2 que ilus-
tramos en la Figura 42. Analicemos el grafo bipartito G2 = (I∪O,E), tiene como conjunto de vértices de entrada
I = V2, el conjunto de vértices salida es O = V2, el conjunto de aristas es E = {{0, 0}, {0, 0}, {0, 0}, {0, 1}, {0, 1},
{0, 2}, {0, 2}, {1, 0}, {1, 0}, {1, 1}, {1, 1}, {1, 1}, {1, 3}, {1, 3}, {2, 0}, {2, 0}, {2, 2}, {2, 2}, {2, 2}, {2, 3}, {2, 3}, {3, 1}, {3, 1},
{3, 2}, {3, 2}, {3, 3}, {3, 3}, {3, 3}}. Luego, |I| = |O| = 4 y los grados de los dos conjuntos de vértices son dI = 7

y dO = 7. Además, observamos que sigue siendo un multigrafo. Así, G2 es un grafo bipartito 7-regular con 4
vértices de entrada y de salida y a lo más k ·n = 7 · 4 = 28 aristas.
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3

2

1

0

3

2

1

0

I O

Figura 42: Grafo bipartito obtenido de la cubierta doble.

Para verificar que es un grafo bipartito expandido tenemos que revisar que se satisface la Definición 2.51, es
decir, que se cumple la relación (2.35) enunciada en el ejemplo anterior. Entonces, considerando que el grafo
bipartito G2 cumple con las condiciones de la definición, tomemos los subconjuntos X de I tales que |X| 6 4

2 = 2

y veamos que ocurre con ΓX.

] Subconjuntos

(
4

1

)
= 4

|X| X ΓX |ΓX|

1 {0} → {0, 1, 2} 3

1 {1} → {0, 1, 3} 3

1 {2} → {0, 2, 3} 3

1 {3} → {1, 2, 3} 3

] Subconjuntos

(
4

2

)
= 6

|X| X ΓX |ΓX|

2 {0, 1} → {0, 1, 2, 3} 4

2 {0, 2} → {0, 1, 2, 3} 4

2 {0, 3} → {0, 1, 2, 3} 4

2 {1, 2} → {0, 1, 2, 3} 4

2 {1, 3} → {0, 1, 2, 3} 4

2 {2, 3} → {0, 1, 2, 3} 4

Ahora, tenemos que hallar el valor de c que cumpla con la relación (2.35), por lo que procedemos de la manera
siguiente:

• para |X| = 1 tenemos que |ΓX| = 3, así,

3 >
[
1+ c

(
1− 1

4

)]
1⇒ 2 > 3

4c⇒ c 6 8
3 ;

• para |X| = 2 tenemos que |ΓX| = 4, así,

4 >
[
1+ c

(
1− 2

4

)]
2⇒ 2 > c⇒ c 6 2;

entonces tomemos a c = mín{83 , 2}. Así, el factor constante que satisface la relación es c = 2. Por lo tanto el
grafo bipartito 7-regular G es una (4, 7, 2)-expansión.
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2.5 relación entre códigos lineales y grafos bipartitos
La interpretación teórica que se da entre los códigos lineales y los grafos bipartitos es importante, no
sólo para la construcción de códigos sino también para el diseño de algoritmos eficientes de decodifi-
cación, ya que los grafos bipartitos representan o están asociados a algún código lineal; y sucede que,
el proceso de codificación y decodificación del código lineal puede basarse en esta representación del
grafo bipartito asociado.

Entonces, existe una relación interesante entre los códigos lineales y los grafos bipartitos. Considere-
mos la matriz de chequeo de paridad H de un código detector-corrector de error C, y sean los conjuntos
V1 y V2 que denotan las columnas y renglones de la matriz H, respectivamente. Entonces, podemos
definir un grafo bipartito G = (V1 ∪ V2,E), tal que uj ∈ V1 y vi ∈ V2 forman una arista {uj, vi} ∈ E, si
la componente de la matriz de chequeo de paridad H del código C, en la columna j y el renglón i es 1,
y en caso de que la componente sea 0 los vértices no forman una arista. Inversamente, dado un grafo
bipartito G = (V1 ∪ V2,E), podemos definir una matriz binaria cuyas columnas están relacionadas con
los elementos de V1 y los renglones con los elementos de V2, y cuya componente de la matriz en la
columna j y el renglón i es 1 si {uj, vi} ∈ E, en caso contrario será 0, esta matriz binaria es la matriz de
chequeo de paridad H que define un código lineal C, [WK03].

Por consiguiente, uno puede definir un código lineal desde un grafo bipartito y viceversa. Esto es,
considérese una matriz de chequeo de paridad H = (hij) de un código lineal C y un grafo bipartito
G = (V1 ∪ V2,E), donde {uj, vi} ∈ E con uj ∈ V1 y vi ∈ V2 (V1 representa la clase de vértices columna
y V2 la clase de vértices reglón en la matriz H) si y sólo si hij 6= 0, entonces la matriz de adyacencia A ′

del grafo bipartito G es:

A ′ =

(
0 H

HT 0

)
.

Con la siguiente proposición se puede asegurar que si tenemos una matriz de adyacencia A de un

grafo G, y existe una permutación tal que puede llevar a la matriz A a la forma A ′ =
(
0 H
HT 0

)
, eso

implicará que G es un grafo bipartito.

Proposición 2.7. ([ADH98], pág. 16) Sea G un grafo con vertices v1, v2, . . . , vn y A = (aij) una matriz de
adyacencia. Entonces G es un grafo bipartito si y sólo si existe una permutación π del conjunto {1, 2, . . . ,n} así
que la matriz A ′ = (aπ(i)π(j)) tiene la siguiente forma:

A ′ =

(
0 H

HT 0

)
, (2.36)

donde HT es la transpuesta de H.

Comentario 2.24. A la representación de los códigos lineales mediante grafos bipartitos se le llama grafo de
Tanner. Además, existe una relación aún más estrecha entre la matriz de chequeo de paridad H del código lineal
C y el grafo bipartito G, pues la matriz de chequeo de paridad H del código lineal C puede verse como una matriz
de adyacencia A del grafo bipartito G asociado.

Veamos algunos ejemplos sobre esta interesante relación.

Ejemplo 2.24. Sea H la matriz de chequeo de paridad de un código lineal C de tamaño 3 × 4, con V1 =

{u1,u2,u3,u4} el conjunto que denota a las columnas y V2 = {v1, v2, v3} el conjunto que denota los renglones,
dada por:

u1 u2 u3 u4

H =

v1
v2
v3

1 1 0 0

1 0 1 0

1 0 0 1

 .
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Así, teniendo la matriz H es posible construir el grafo bipartito G = (V1 ∪V2,E) conocido como grafo de Tanner,
ilustrado en la Figura 43, recordar que por cada 1 en H se tiene una arista relacionada con la columna y el renglón
respectivos:

u1 u2 u3 u4

v1 v2 v3

Figura 43: A partir de la matriz de chequeo de paridad H de un código lineal C, construimos el grafo bipartito
G y su matriz de adyacencia A. Este grafo también es conocido como grafo de Tanner debido a que
representa a un código lineal C.

Y también, obtenemos la matriz de adyacencia A del grafo bipartito G:

v1 v2 v3 u1 u2 u3 u4

A =

v1
v2
v3
u1
u2
u3
u4



0 0 0 1 1 0 0

0 0 0 1 0 1 0

0 0 0 1 0 0 1

1 1 1 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0


.

Ejemplo 2.25. Ahora, definamos el grafo bipartito G = (V1 ∪ V2,E), donde V1 = {t1, t2, t3, t4, t5, t6, t7},
V2 = {r1, r2, r3}, y E = {{t1, r1}, {t1, r3}, {t2, r1}, {t2, r2}, {t3, r1}, {t3, r2}, {t3, r3}, {t4, r2}, {t4, r3}, {t5, r1},
{t6, r2}, {t7, r3}}, Figura 44.

t7

t6

t5

t4

t3

t2

t1

r3

r2

r1

Figura 44: A partir del grafo bipartito G, construimos la matriz de chequeo de paridad H de un código lineal C, y
así, la matriz de adyacencia A del grafo bipartito G. Además, G es un grafo de Tanner y H puede verse
como una matriz de adyacencia de G.
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Entonces, dado el grafo bipartito G es posible obtener la matriz de chequeo de paridad H de un código lineal C,
recordar que V1 define las columnas de H y V2 define los renglones, así:

t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7

H =

r1
r2
r3

1 1 1 0 1 0 0

0 1 1 1 0 1 0

1 0 1 1 0 0 1

 , (2.37)

en sí, la matriz de chequeo de paridad H puede verse como una matriz de adyacencia de G, sin embargo, la matriz
de adyacencia A del grafo bipartito G es:

r1 r2 r3 t1 t2 t3 t4 t5 t6 t7

A =

r1
r2
r3
t1
t2
t3
t4
t5
t6
t7



0 0 0 1 1 1 0 1 0 0

0 0 0 0 1 1 1 0 1 0

0 0 0 1 0 1 1 0 0 1

1 0 1 0 0 0 0 0 0 0

1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0 0


.

Antes de concluir el ejemplo, notemos que la matrizH (2.37) es la matriz de chequeo de paridad del [7, 4]-código
de Hamming obtenida desde el capítulo 1. En sí, el grafo bipartito dado en la Figura 44 tiene una forma distinta
del grafo bipartito que obtuvimos en la Figura 22, pero en realidad sólo separamos las clases de vértices. Entonces,
el código lineal que representa este grafo bipartito G, Figura 44, es el [7, 4, 3]-código de Hamming.





3 A LG U N O S R E S U LTA D O S D E Á LG E B R A L I N E A L
Y D E L E S P E C T R O D E U N G R A F O

Las matemásticas poseen no sólo la verdad,
sino cierta belleza suprema.

– Bertrand Arthur William Russell –

En este capítulo hablaremos de los valores propios y vectores propios de una matriz, de la diagonaliza-
ción y ortogonalización, enunciaremos algunos teoremas que involucran estos conceptos para después
enunciar y demostrar el Teorema de Descomposición Espectral, y finalmente todos los conceptos serán
de utilidad para poder definir el espectro de un grafo, ya que el espectro de un grafo proporciona
mucha información acerca de éste y dicha información será usada posteriormente. Algunos ejemplos
mostrados serán realizados con ayuda del software wxMaxima 16.04.2 [VLIK15].

La teoría dada en este capítulo está enunciada en términos de matrices debido a que las matrices
describen un grafo y algunos grafos están asociados a un código, entonces al trabajar los resultados
directamente con la matriz nos hará más fácil revisar los resultados para códigos. Sin embargo, estos
conceptos y resultados pueden encontrarse enunciados para un operador lineal, pero esto no debería
causar ningún problema pues recordemos que un operador lineal siempre tiene asociado una matriz,
y es indistingible estar trabajando con un operador lineal o una matriz y viceversa, siempre y cuando
estemos trabajando sobre espacios vectoriales de dimensión finita.

3.1 algunos conceptos y resultados de álgebra lineal
Comenzaremos con las definiciones de valor propio, vector propio, polinomio característico, y espacio
propio. Enunciaremos algunos resultados esenciales que usaremos y después definiremos la diagonali-
zación y ortogonalización.

Los textos revisados para el desarrollo de esta sección fueron [BC09], [HK71] y [Poo11].

3.1.1 Valores propios y vectores propios

Definición 3.1. Sea A = (aij) una matriz de tamaño n. Sea λ un número real o complejo. Entonces λ es un
valor propio de A cuando existe un vector diferente de cero v en Rn o Cn tal que Av = λv. El vector no cero v
es llamado el vector propio de A correspondiente al valor propio λ.

Comentario 3.1. Si el valor propio λ es un número real, entonces el vector propio v es un vector con componentes
reales. Sin embargo, si λ es un número complejo, que puede ocurrir aún si la matriz A es de componentes reales,
el vector propio v puede ser un vector con componentes complejas.

Definición 3.2. Si A = (aij) es una matriz de tamaño n entonces PA(t) = det(tIn −A) es un polinomio en
t de grado n y es llamado el polinomio característico de A.

Observación 3.1. Recordemos lo siguiente,

λ es una raíz de PA(t) ⇔ PA(λ) = 0

⇔ det(λI−A) = 0

⇔ λI−A no es invertible

⇔ Ker(λI−A) 6= {0}

⇔ ∃v ∈ V − {0} : (λI−A)(v) = 0

⇔ λIv−Av = 0

⇔ Av = λv

⇔ λ es un valor propio de A.

61
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Comentario 3.2. Como PA(t) es un polinomio de grado n, PA(t) tiene n raíces no necesariamente distintas,
entonces A tiene n valores propios λ1, λ2, . . ., λn. Así, el conjunto de los n valores propios conforma el espectro
de A.

Definición 3.3. Sea A = (aij) una matriz de tamaño n y sea λ un valor propio de A. La multiplicidad de
λ es su multiplicidad como una raíz del polinomio característico PA(t). Por lo tanto la multiplicidad de un
valor propio de A es un entero entre 1 y n. El espacio propio de A correspondiente a λ está definido como
Vλ = {x ∈ Cn : (λIn −A)x = 0}. El espacio propio de A correspondiente a λ es el espacio nulo de la matriz
λIn −A, y así es un subespacio de Cn. El espacio propio consiste del vector cero y todos los vectores propios de
A correspondientes a λ, así, tiene dimensión de al menos 1.

Comentario 3.3. Si todos los n valores propios de A son números reales, entonces los espacios propios son
subespacios de Rn. Pero si A tiene un valor propio complejo, entonces los espacios propios se consideran como
subespacios de Cn. Además, la multiplicidad geométrica de λ es la dimensión del espacio propio Vλ.

Ahora, enunciaremos algunos teoremas que nos proporcionan propiedades y características intere-
santes que nos serán de utilidad para hablar sobre el espectro de un grafo.

Teorema 3.1. Sea A = (aij) una matriz simétrica y de valores reales de tamaño n× n. Entonces cada uno de
los n valores propios de A es un número real.

Demostración. Supóngase que λ es un valor propio de A con su correspondiente vector propio v (un
vector no cero en Cn). Entonces Av = λv y, al tomar los conjugados complejos, se tiene Av = λv.
Luego, Av̄ = Āv̄ = Av = λv = λ̄v̄ pues A es una matriz con entradas reales. Al tomar las transpuestas
y usar el hecho de que A es simétrica, se tiene v̄TA = v̄TAT = (Av̄)T = (λ̄v̄)T = λ̄v̄T . Por lo tanto,
λ(v̄Tv) = v̄T (λv) = v̄T (Av) = (v̄TA)v = (λ̄v̄T )v = λ̄(v̄Tv), eso implica que (λ− λ̄)(v̄Tv) = 0.

Ahora, si v =

a1 + b1i...
an + bni

 entonces v̄ =

a1 − b1i...
an − bni

, de modo que v̄Tv = (a21 + b
2
1) + · · ·+ (a2n +

b2n) 6= 0 pues v 6= 0 porque es un vector propio. Se concluye que λ− λ̄ = 0 eso implica que λ = λ̄. En
consecuencia, λ es un número real.

Teorema 3.2. ([CDS80], pág. 17) La multiplicidad geométrica y algebraica de un valor propio de una matriz
simétrica son iguales.

Lema 3.1. ([CDS80], pág. 61) Si A = (aij) es una matriz de tamaño m× n y PX(t) denota el polinomio
característico de una matriz cuadrada X, entonces

tnPAAT (t) = t
mPATA(t). (3.1)

Lema 3.2. Sea A = (aij) una matriz de tamaño n×n. Si λ es un valor propio de A2 entonces ±
√
λ es un valor

propio de A.

Demostración. Sea λ un valor propio deA2, es decir,A2v = λv. Considerando el polinomio característico
de A, tenemos,

PA2(t) = det(tIn −A2)

= |tIn −A2|

= |(
√
tIn)

2 −A2|

= |(
√
tIn −A)(

√
tIn +A)|

= |
√
tIn −A| · |

√
tIn +A|

= |
√
tIn −A| · |A− (−

√
t)In|

= PA(
√
t) · PA(−

√
t)

Entonces, PA2(t) = PA(
√
t) · PA(−

√
t). Luego, si λ es un valor propio de A2, entonces λ es una raíz de

PA2 , es decir, PA2(λ) = 0, además, PA2(λ) = PA(
√
λ) · PA(−

√
λ) = 0, de aquí, PA(

√
λ) · PA(−

√
λ) = 0,

eso implica que PA(
√
λ) = 0 ó PA(−

√
λ) = 0. De esto último se cumple que ±

√
λ es una raíz de PA(t)

y así es un valor propio de A.
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Lema 3.3. Sea B = (bij) una matriz arbitraria de entradas reales de tamaño m×n. Si v es un vector propio de
BTB con valor propio λ 6= 0, entonces v ′ = Bv es un vector propio de BBT con el mismo valor propio λ.

Demostración. Sea v un vector propio de BTB correspondiente al valor propio λ 6= 0, entonces BTBv =
λv. Ahora, si v ′ = Bv, tenemos que BBTv ′ = BBT (Bv) = B(BTBv) = B(λv) = λBv = λv ′. Por lo tanto, v ′

es un vector propio de BBT con el mismo valor propio λ.

Comentario 3.4. Este resultado indica, que los valores propios distintos de cero de BTB son los mismos valores
propios de BBT .

Definición 3.4. Una matriz A = (aij) es positiva si A > 0, es decir, si todas sus entradas son positivas. Y A es
no negativa si A > 0, es decir, si todas sus entradas son mayores o iguales a cero.

Definición 3.5. Una matriz A = (aij) es primitiva si para algún k tenemos que Ak > 0.

Definición 3.6. Una matriz A = (aij) de tamaño n × n es reducible si, dada alguna permutación de los
renglones y la misma permutación de las columnas, A puede escribirse en forma de bloque como(

B C

0 D

)
(3.2)

donde B y D son cuadradas. O bien, de manera equivalente, A es reducible si hay alguna matriz de permutación
P tal que

PAPT =

(
B C

0 D

)
(3.3)

Y si A no es reducible será llamada irreducible.

El siguiente teorema es conocido como el Teorema de Perron, que indica propiedades esenciales
de un cierto valor propio λ0 de A. Enunciaremos el teorema sin demostración debido a que no es
el objetivo de este trabajo. Pero, dejamos la referencia en donde el lector interesado podrá revisar la
demostración.

Teorema 3.3. Sea A = (aij) una matriz positiva de tamaño n× n. Entonces A tiene un valor propio real λ0
con las siguientes propiedades:

i) λ0 > 0.

ii) λ0 tiene un vector propio positivo correspondiente.

iii) Si λ es cualquier otro valor propio de A, entonces |λ| 6 λ0.

Demostración. Podemos revisar la demostración en [Poo11] pág. 344.

El siguiente teorema proporciona más propiedades de un cierto valor propio λ0 de A. Este teorema
es conocido como el Teorema de Perron-Frobenius, el cual enunciamos a continuación.

Teorema 3.4. Sea A = (aij) una matriz de tamaño n× n no negativa irreducible. Entonces A tiene un valor
propio real λ0 con las siguientes propiedades:

i) λ0 > 0.

ii) λ0 tiene un correspondiente vector propio positivo.

iii) λ0 tiene multiplicidad algebraica y multiplicidad geométrica igual a 1.

iv) Para cada valor propio λ de A, tenemos |λ| 6 λ0. Si A es primitiva, entonces esta desigualdad es estricta.

v) Si λ es un valor propio de A tal que |λ| = λ0, entonces λ es una raíz compleja de la ecuación λn − λn0 = 0.

Comentario 3.5. Podemos encontrar diversas versiones del Teorema de Perron-Frobenius, así como de su demos-
tración, por ejemplo, consultar la referencia [BH12] pág. 22.
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Comentario 3.6. Los Teoremas 3.3 y 3.4 hablan de un valor propio en especial, λ0 que es llamado radio espectral
de la matriz A.

Definición 3.7. Sea A = (aij) una matriz de tamaño n× n con sus valores propios λ1, λ2, . . . , λn. El radio
espectral λ0 de A es el máximo de los valores absolutos de sus valores propios,

λ0 = max{|λ1|, |λ2|, . . . , |λn|}. (3.4)

3.1.2 Diagonalización

En esta subsección mencionamos algunos resultados conocidos de álgebra lineal sobre la diagonaliza-
ción de una matriz A, que posteriormente nos serán útiles.

Definición 3.8. Sean A y B matrices de tamaño n× n. Se dice que A es semejante a B si existe una matriz
invertible C de tamaño n×n tal que C−1AC = B. Si A es semejante a B, se escribe A ∼ B.

Definición 3.9. Una matriz A de tamaño n×n es diagonalizable si existe una matriz diagonal D tal que A sea
semejante a D, esto es, si existe una matriz invertible C de tamaño n×n tal que C−1AC = D.

Teorema 3.5. Sea A una matriz de tamaño n×n y sean λ1, λ2, . . . , λm distintos valores propios de A con sus
correspondientes vectores propios v1, v2, . . . , vm. Entonces v1, v2, . . . , vm son linealmente independientes.

Demostración. La demostración es indirecta. Se supondrá que v1, v2, . . . , vm son linealmente dependien-
tes y se demostrará que esta suposición conduce a una contradicción.

Si v1, v2 . . . , vm son linealmente dependientes, entonces uno de dichos vectores debe poder expresar-
se como una combinación lineal de los anteriores. Sea vk+1 el primero de los vectores vi que pueden
expresarse de esa forma. En otras palabras, v1, v2, . . . , vk son linealmente independientes, luego existen
escalares c1, c2, . . . , ck tales que

vk+1 = c1v1 + c2v2 + · · ·+ ckvk. (3.5)

Al multiplicar por la izquierda en ambos lados de la ecuación (3.5) por A y con el hecho de que
Avi = λivi para cada i, se tiene

λk+1vk+1 = Avk+1 = A(c1v1 + c2v2 + · · ·+ ckvk)
= c1Av1 + c2Av2 + · · ·+ ckAvk
= c1λ1v1 + c2λ2v2 + · · ·+ ckλkvk (3.6)

Ahora multiplicando ambos lados de la ecuación (3.5) por λk+1 obtenemos

λk+vk+1 = c1λk+1v1 + c2λk+1v2 + · · ·+ ckλk+1vk (3.7)

Cuando se resta la ecuación (3.6) de la ecuación (3.7), se obtiene

0 = c1(λ1 − λk+1)v1 + c2(λ2 − λk+1)v2 + · · ·+ ck(λk − λk+1)vk.

Dado que los valores propios λi son todos diferentes, los términos entre paréntesis (λi − λk+1), i =
1, . . . ,k, son todos distintos de cero. Por tanto, c1 = c2 = · · · = ck = 0. Esto implica que vk+1 =

c1v1 + c2v2 + · · ·+ ckvk = 0v1 + 0v2 + · · ·+ 0vk lo que es imposible, pues el vector propio vk+1 no
puede ser cero. En consecuencia, se tiene una contradicción, lo cual significa que la suposición de que
v1, v2, · · · , vm son linealmente dependientes es falsa. Por lo tanto, v1, v2, · · · , vm deben ser linealmente
independientes.
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Teorema 3.6. Sea A una matriz de tamaño n× n. Entonces A es diagonalizable si y sólo si A tiene n vectores
propios linealmente independientes, es decir, es una base de Cn (o Rn si A solo tiene valores propios reales)
consistente de vectores propios de A.

Demostración. Supongamos que A es diagonalizable, entonces existe una matriz invertible C tal que
C−1AC = D o de manera equivalente AC = CD con D una matriz diagonal. Sean c1, c2, . . . , cn las
columnas de C y sean λ1, λ2, . . . , λn las entradas de la diagonal de D. Entonces

A
[
c1 c2 · · · cn

]
=

[
c1 c2 · · · cn

]

λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn


[
Ac1 Ac2 · · · Acn

]
=

[
λ1c1 λ2c2 · · · λncn

]
Al igualar las columnas se tiene,

Ac1 = λ1c1, Ac2 = λ2c2, . . . , Acn = λncn,

lo que demuestra que los vectores columna de C son vectores propios de A cuyos valores propios
correspondientes son las entradas diagonales de D. Como C es invertible, vemos que las columnas
de C son los n vectores propios de A linealmente independientes. Por otro lado, supongamos que
v1, v2, . . . , vn son n vectores propios linealmente independientes de A tales que

Avi = λivi i = 1, 2, . . . ,n. (3.8)

Sea C la matriz cuyas columnas son v1, v2, . . . , vn, respectivamente. Entonces C es una matriz invertible
ya que las columnas de C son linealmente independientes. Además, la ecuación (3.8) la podemos
escribir como una ecuación matricial AC = CD, donde D es la matriz diagonal cuyas entradas de la
diagonal son los valores propios de A. Como C es invertible, tenemos que C−1AC = D, luego, A es
semejante a la matriz diagonal D, es decir, A es diagonalizable.

Teorema 3.7. Sea A una matriz de tamaño n×n y sean λ1, λ2, . . . , λk los distintos valores propios de A. Si Bi
es una base para el espacio propio Vλi , entonces B = B1 ∪B2 ∪ · · · ∪Bk, es decir, la colección total de vectores
base para todos los espacios propios es linealmente independiente.

Demostración. Sea Bi = {vi1, vi2, . . . , vini } para i = 1, . . . ,k. Se tiene que demostrar que B = {v11, v12,
. . . , v1n, v21, v22, . . . , v2n2 , . . . , vk1, vk2, . . . , vknk } es linealmente independiente. Supongamos que algu-
na combinación lineal no trivial de estos vectores es cero, por decir,

(c11v11 + · · ·+ c1n1v1n1) + (c21v21 + · · ·+ c2n2v2n2 ) + · · ·+ (ck1vk1 + · · ·+ cknkvknk) = 0 (3.9)

Al denotar las sumas entre paréntesis mediante x1, x2, . . . , xk, se puede escribir la ecuación (3.9) como

x1 + x2 + · · ·+ xk = 0 (3.10)

Ahora cada xi está en el espacio propio Vλi y por lo tanto es un vector propio correspondiente a λi ó
es 0. Pero, puesto que los valores propios de λi son distintos, si todos los xi son vectores propios, son
linealmente independientes. Sin embargo, la ecuación (3.10) es una relación de dependencia lineal; esto
es una contradicción. Se concluye que la ecuación (3.9) debe ser trivial; esto es, todo sus coeficientes
son cero. Por tanto, B es linealmente independiente.

Teorema 3.8. Si A es una matriz de tamaño n×n con n valores propios distintos, entonces A es diagonalizable.

Demostración. Sean v1, v2, . . . , vn vectores propios correspondientes a los n valores propios distinos de
A. Por el Teorema 3.5, v1, v2, . . . , vn son linealmente independientes, de modo que, por el Teorema 3.6,
A es diagonalizable.



66 algunos resultados de álgebra lineal y del espectro de un grafo

3.1.3 Ortogonalización

Los espacios vectoriales con los cuales estamos trabajando, son espacios vectoriales con producto in-
terno y norma. En sí, el producto interno usual definido en Rn y la norma inducida por el producto
interno. En este apartado mencionaremos algunos resultados sobre la ortogonalización.

Definición 3.10. Un conjunto de vectores {v1, v2, . . . , vk} en Rn se llama conjunto ortogonal si cumple que

< vi, vj >= 0 siempre que i 6= j para i, j = 1, 2, . . . ,k. (3.11)

Y es llamado conjunto ortonormal, si los vectores son unitarios, es decir, ||vi||2 = 1 para cada vi.

Teorema 3.9. Las columnas de una matriz Q de tamaño m× n forman un conjunto ortonormal si y sólo si
QTQ = In.

Demostración. Es necesario demostrar que

(QTQ)ij =

{
0 si i 6= j
1 si i = j

Sea qi que denota la i-ésima columna de Q (y, en consecuencia, el i-ésimo renglón de QT ). Dado que
la entrada (i, j) de QTQ es el producto punto del i-ésimo renglón de QT y la j-ésima columna de Q, se
tiene que

(QTQ)ij = qi · qj (3.12)

por la definición de multiplicación de matrices.

Ahora las columnas Q forman un conjunto ortonormal si y sólo si

qi · qj =

{
0 si i 6= j
1 si i = j

lo que, por la ecuación (3.12), se cumple si y sólo si

(QTQ)ij =

{
0 si i 6= j
1 si i = j

Con esto, tenemos que las componentes de la diagonal de la matriz resultante son iguales a 1, y las
componentes que no están en la diagonal son 0, por lo tanto, obtenemos la matriz identidad.

Definición 3.11. Una matriz Q de tamaño n× n cuyas columnas forman un conjunto ortonormal se llama
matriz ortogonal.

Teorema 3.10. Una matriz Q de tamaño n×n es ortogonal si y sólo si Q−1 = QT .

Demostración. Q es ortogonal si y sólo si QTQ = In, por el Teorema 3.9. Ahora consideremos la ecua-
ción Qx = 0. Al multiplicar QT por la izquierda, se tiene QTQx = Q0 = 0. Eso implica que x = Inx = 0.
Por lo tanto, el sistema representado por Qx = 0 tiene la solución única x = 0, luego, por el teorema
fundamental de las matrices invertibles, consultar [Poo11] pág. 178, se sabe que Q es invertible, esto es,
existe Q−1 y satisface QQ−1 = In = Q−1Q. Entonces, QTQ = In es verdadero si y sólo si

QTQQ−1 = InQ
−1 ⇔ QT In = Q−1 ⇔ QT = Q−1.

El siguiente teorema indica que todo subespacio de Rn tiene una base ortogonal; y proporciona un
algoritmo para construir dicha base, tal teorema es conocido como el proceso de Gram-Schmidt.
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Teorema 3.11. Sea {x1, . . . , xk} una base para un subespacio W de Rn y defínase lo siguiente:

v1 = x1 W1 = gen(x1)

v2 = x2 − (
v1 · x2
v·v1

)v1 W2 = gen(x1, x2)

v3 = x3 − (
v1 · x3
v·v1

)v1 − (
v2 · x3
v2 · v2

)v2 W3 = gen(x1, x2, x3)

...

vk = xk −

k−1∑
i=1

(
vi · xk
vi · vi

)vi Wk = gen(x1, . . . , xk)

Entonces, para cada i = 1, . . . ,k, {v1, . . . , vi} es una base ortogonal para Wi. En particular, {v1, . . . vk} es una
base ortogonal para W.

Observación 3.2. A partir del Teorema 3.11 nótese que el primer vector de la base del subespacio W, es también
el primer vector de la base ortogonal para W.

Definición 3.12. Una matrizA de tamaño n×n es diagonalizable ortogonalmente si existe una matriz ortogonal
Q y una matriz diagonal D tal que QTAQ = D.

Definición 3.13. Si V es un espacio vectorial, una proyección de V es un operador lineal P sobre V tal que
P2 = P.

3.2 teorema de descomposición espectral
Esta versión del Teorema espectral está dado para matrices [Poo11], uno puede hallar su equivalente
para operadores lineales en algún otro texto de álgebra lineal [HK71]. A continuación enunciamos el
Teorema espectral.

3.2.1 Teorema espectral

Teorema 3.12. Sea A una matriz real de tamaño n× n. Entonces A es simétrica si y sólo si es diagonalizable
ortogonalmente.

Demostración. Supongamos que A es diagonalizable ortogonalmente, entonces existe una matriz orto-
gonal Q y una matriz diagonal D tales que QTAQ = D. Dado que Q−1 = QT por el Teorema 3.10, se
tiene que QTQ = In = QQT , de modo que

QDQT = Q(QTAQ)QT = (QQT )A(QQT ) = InAIn = A.

Pero entonces

AT = (QDQT )T = (QT )TDTQT = QDQT = A

pues toda matriz diagonal es simétrica. En consecuencia, A es simétrica.

Ahora, supóngase que A es simétrica. Para probar la implicación, se procederá por inducción sobre
n. Para n = 1, no hay nada que hacer, pues una matriz de tamaño 1× 1 ya está en forma diagonal.
Ahora, supongamos que toda matriz simétrica con entradas reales de tamaño k×k con valores propios
reales es ortogonalmente diagonalizable. Sea n = k+ 1 y sea A una matriz simétrica de entradas reales
de tamaño n×n con valores propios reales.

Sea λ1 uno de los valores propios de A y sea v1 un vector propio correspondiente. Entonces v1 es
un vector de entradas reales por el Teorema 3.1, y supongamos que v1 es un vector unitario, pues
de otro modo puede normalizarse y seguirá siendo un vector propio correspondiente a λ1. Al usar el
proceso de Gram-Schmidt, Teorema 3.11, podemos obtener a una base ortonormal {u1,u2, . . . ,un} de
Rn. Ahora, se forma la matriz

Q1 =
[
u1 u2 · · · un

]
.
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Entonces Q1 es ortogonal y

QT1AQ1 =


uT1
uT2

...
uTn

A [u1 u2 · · · un
]

=


uT1
uT2

...
uTn

 [Au1 Au2 · · · Aun
]

=


uT1
uT2

...
uTn

 [λ1u1 Au2 · · · Aun
]

=

[
λ1 ∗
0k×1 A1

]
= B,

dado que uT1 (λ1u1) = λ1(u
T
1u1) = λ1(u1 · u1) = λ1 y uTi (λ1u1) = λ1(u

T
i u1) = λ1(u

T
i u1) = λ1(ui ·

u1) = 0 para i 6= 1, porque {u1,u2, . . . ,un} es un conjunto ortonormal.
Pero

BT = (QT1AQ1)
T = QT1A

T (QT1 )
T = QT1AQ1 = B

de modo que B es simétrica y

B = Q−1
1 AQ1, (3.13)

ya que Q1 es ortogonal, ver Teorema 3.10. En consecuencia, B tiene la forma de bloque

B =

[
λ1 01×k
0k×1 A1

]
y A1 es simétrica. Más aún, B es semejante a A pues se cumple la igualdad (3.13), ver Definición 3.8,
de modo que el polinomio característico de B es igual al polinomio característico de A, además, el
polinomio característico de A1 divide al polinomio característico de A. Se tiene que los valores propios
de A1 tambíen son valores propios de A y, en consecuencia, son números reales; además, A1 tiene
entradas reales. Por tanto, A1 es una matriz simétrica con entradas reales de tamaño k× k con valores
propios reales, de modo que puede aplicar la hipótesis de inducción. Por lo tanto, existe una matriz
ortogonal P2 tal que PT2A1P2 es una matriz diagonal, por decir D1. Ahora sea

Q2 =

[
1 01×k

0k×1 P2

]
.

Entonces, Q2 es una matriz ortogonal de tamaño (k+ 1)× (k+ 1), y por lo tanto, también lo es Q =

Q1Q2. Luego,

QTAQ = (Q1Q2)
TA(Q1Q2)

= QT2 (Q
T
1AQ1)Q2

= QT2BQ2

=

[
1 0

0 PT2

] [
λ1 0

0 A1

] [
1 0

0 P2

]
=

[
λ1 0

0 PT2A1P2

]
=

[
λ1 01×k
0k×1 D1

]
= D
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es decir,QTAQ = D dondeD es una matriz diagonal. Esto completa el paso de inducción y se concluye
que, para todo n > 1 una matriz simétrica de entradas reales de tamaño n× n con valores propios
reales es diagonalizable ortogonalmente.

3.2.2 Consecuencias del teorema espectral

Observación 3.3. Del Teorema espectral 3.12 se desprenden varias propiedades.

i) El Teorema espectral permite escribir una matriz simétrica de componentes reales A en la forma

A = QDQT , (3.14)

donde Q es una matriz ortonormal y D es la matriz diagonal. Las entradas diagonales de D son justo los
valores propios de A, y las columnas de Q son los vectores ortonormales.

ii) De i), se desprende que la matriz A puede reescribirse en su descomposición espectral

A = µ1P1 + · · ·+ µmPm, (3.15)

donde Pi es la matriz de proyección ortogonal de Rn sobre el subespacio generado por los vectores propios
ortonormales correspondientes a µi.

iii) Además, la matriz de proyección Pi satisface las siguientes propiedades para i = 1, . . . ,m,

• Pi = QDiQ
T donde Di es una matriz diagonal de tamaño n× n en cuya diagonal tiene un bloque

con la matriz identidad de tamaño mi ×mi, con mi la multiplicidad del i-ésimo valor propio µi,

• P2i = Pi = P
T
i ,

• PiPj = 0 (i 6= j) donde 0 es la matriz nula de tamaño n×n,

• In = P1 + · · ·+ Pm donde In es la matriz identidad de tamaño n×n,

• Pi = u
(i)
1 (u

(i)
1 )T + . . .+u

(i)
l (u

(i)
l )T donde el conjunto {u

(i)
1 , . . . ,u(i)l } forma una base ortonormal

del i-ésimo valor propio µi.

Veamos la demostración de estas propiedades.

Demostración.

i) Como A es simétrica entonces es diagonalizable ortogonalmente. Luego, existe una matriz or-
tonormal Q tal que QTAQ = D. Aquí las columnas de Q son vectores propios u1,u2, . . . ,un
ortonormales,

Q =
[
u1 u2 · · · un

]
=


u11 u21 · · · un1
u12 u22 · · · un2

...
...

. . .
...

u1n u2n · · · unn

 .

Luego, los vectores u1,u2, . . . ,un forman un base ortonormal de los espacios propios de A.
Además, Q es invertible y Q−1 = QT . Así,

QTAQ = D ⇒ QQTAQQT = QDQT

⇒ InAIn = QDQT

⇒ A = QDQT . (3.16)

ii) Del resultado anterior (3.16), tenemos que A = QDQT , así,

A = QDQT =


u11 u21 · · · un1
u12 u22 · · · un2

...
...

. . .
...

u1n u2n · · · unn



λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · λn



u11 u12 · · · u1n
u21 u22 · · · u2n

...
...

. . .
...

un1 un2 · · · unn

 .
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En la matriz D observamos los n valores propios de la matriz A. Tales valores propios podrían
repetirse, por lo que, renombramos a los valores propios como µ1, . . . ,µm como los distintos
valores propios de A y con mi, 1 6 i 6 m, sus respectivas multiplicidades. Ahora, podemos
reescribir a D como D = µ1D1 + · · ·+ µmDm, donde cada Di es una matriz diagonal de tamaño
n×n en cuya diagonal tiene un bloque con la matriz identidad de tamaño mi ×mi, esto es,

Di =



0 · · · 0 · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · Imi · · · 0
...

. . .
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0

 .

Luego,

A = QDQT

= Q(µ1D1 + · · ·+ µmDm)QT

= µ1QD1Q
T + · · ·+ µmQDmQT

= µ1P1 + · · ·+ µmPm.

Entonces A tiene la descomposición espectral

A = µ1P1 + . . .+ µmPm,

donde Pi = QDiQT i = 1, . . . ,m, y esta matriz es llamada la matriz de proyección ortogonal sobre
el subespacio vectorial generado por los mi vectores propios ortonormales correspondientes al
valor propio µi.

iii) Del inciso anterior observamos que se satisface que Pi = QDiQT , para cada i = 1, . . . ,m.

Ahora, veamos que se cumple que para cada i = 1, . . . ,m, P2i = Pi, PTi = Pi, PiPj = 0 con
i 6= j, P1 + · · · + Pk = In donde In es la matriz identidad de tamaño n × n, y además que,
Pi = u

(i)
1 (u

(i)
1 )T + · · ·+ u(i)l (u

(i)
l )T .

Como,

P2i = PiPi

= (QDiQ
T )(QDiQ

T )

= QDi(Q
TQ)DiQ

T

= QDiInDiQ
T

= Q(DiDi)Q
T

= QD2iQ
T

= QDiQ
T

= Pi,

pues recordar que QTQ = In donde In es la matriz identidad de tamaño n× n por el Teorema
3.9, y Di es una matriz diagonal que tiene un bloque con la matriz identidad y cualquier potencia
de la matriz identidad sigue siendo la matriz identidad, por lo que D2i = Di. Luego, se cumple
que P2i = Pi.

Además,

PTi = (QDiQ
T )T

= (QT )T (Di)
T (Q)T

= QDiQ
T

= Pi,
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ya que Di es una matriz en cuya diagonal tiene un bloque con la matriz identidad y el resto
de sus componentes es 0 se cumple que es una matriz simétrica, y así DTi = Di. Por lo tanto,
PTi = Pi.

Ahora, sea i 6= j

PiPj = (QDiQ
T )(QDjQ

T )

= QDi(Q
TQ)DjQ

T

= QDiInDjQ
T

= Q(DiDj)Q
T

= Q0QT

= 0,

pues QTQ = In por el Teorema 3.9. Di, Dj son matrices en cuya diagonal tienen un bloque de la
matriz identidad de tamaño mi×mi y mj×mj, respectivamente; que además ocupan diferentes
entradas y el resto de sus entradas son 0. Por lo que, al realizar el producto obtenemos la matriz
nula. Y así, PiPj = 0 con i 6= j.

Además,

P1 + P2 + · · ·+ Pm = QD1Q
T +QD2Q

T + · · ·+QDmQT

= Q(D1 +D2 + · · ·+Dm)QT

= QInQ
T

= QQT

= In,

pues cada Di es una matriz en cuya diagonal tiene un bloque con la matriz identidad de tamaño
mi ×mi que son las multiplicidades de cada valor propio, además, ningún bloque coincide con
la posición del otro. Entonces al sumarlos obtenemos la matriz diagonal cuyas componentes en
la diagonal es 1 y el resto de las componentes es 0, es decir, tenemos una matriz identidad de
tamaño n× n. Además, por el Teorema 3.10 QT = Q−1, entonces QQT = QQ−1 = In donde In
es la matriz identidad de tamaño n×n. Por lo tanto, P1 + P2 + · · ·+ Pm = In.

Ahora, para cada valor propio tenemos una base ortonormal para el subespacio vectorial corres-
pondiente, y supongamos que el subespacio vectorial Vµi correspondiente al i-ésimo valor propio
µi tiene como base ortonormal al conjunto {u

(i)
1 , . . . ,u(i)l }, entonces

Pi = QDiQ
T

=
[
u
(1)
1 ··· u(1)

k ··· u(i)
1 ··· u

(i)
l ··· u

(m)
1 ··· u(m)

n

] 0 0 0

0 Imi 0

0 0 0





(u
(1)
1 )T

...
(u

(1)
k )T

...
(u

(i)
1 )T

...
(u

(i)
l )T

...
(u

(m)
1 )T

...
(u

(m)
n )T


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=


0 ··· 0 ··· u(i)

11 ··· u
(i)
l1 ··· 0 ··· 0

0 ··· 0 ··· u(i)
12 ··· u

(i)
l2 ··· 0 ··· 0

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...
. . .

...
0 ··· 0 ··· u(i)

1n ··· u
(i)
ln ··· 0 ··· 0





u
(1)
11 u

(1)
12 ··· u

(1)
1n

...
...

. . .
...

u
(1)
k1 u

(1)
k2 ··· u

(1)
kn

...
...

. . .
...

u
(i)
11 u

(i)
12 ··· u

(i)
1n

...
...

. . .
...

u
(i)
l1 u

(i)
l2 ··· u

(i)
ln

...
...

. . .
...

u
(m)
11 u

(m)
12 ··· u(m)

1n

...
...

. . .
...

u
(m)
n1 u

(m)
n2 ··· u

(m)
nn



=


(u

(i)
11 )

2 + · · ·+ (u
(i)
l1 )

2 u
(i)
11u

(i)
12 + · · ·+ u(i)l1 u

(i)
l2 · · · u

(i)
11u

(i)
1n + · · ·+ u(i)l1 u

(i)
ln

u
(i)
12u

(i)
11 + · · ·+ u(i)l2 u

(i)
l1 (u

(i)
12 )

2 + · · ·+ (u
(i)
l2 )

2 · · · u
(i)
12u

(i)
1n + · · ·+ u(i)l2 u

(i)
ln

...
...

. . .
...

u
(i)
1nu

(i)
11 + · · ·+ u(i)lnu

(i)
l1 u

(i)
1nu

(i)
12 + · · ·+ u(i)lnu

(i)
l2 · · · (u

(i)
1n)

2 + · · ·+ (u
(i)
ln )

2



=


(u

(i)
11 )

2 u
(i)
11u

(i)
12 · · · u

(i)
11u

(i)
1n

u
(i)
12u

(i)
11 (u

(i)
12 )

2 · · · u
(i)
12u

(i)
1n

...
...

. . .
...

u
(i)
1nu

(i)
11 u

(i)
1nu

(i)
12 · · · (u

(i)
1n)

2

+ · · ·+


(u

(i)
l1 )

2 u
(i)
l1 u

(i)
l2 · · · u

(i)
l1 u

(i)
ln

u
(i)
l2 u

(i)
l1 (u

(i)
l2 )

2 · · · u
(i)
l2 u

(i)
ln

...
...

. . .
...

u
(i)
lnu

(i)
l1 u

(i)
lnu

(i)
l2 · · · (u

(i)
ln )

2



=


u
(i)
11

u
(i)
12
...

u
(i)
1n


[
u
(i)
11 u

(i)
12 · · · u

(i)
1n

]
+ · · ·+


u
(i)
l1

u
(i)
l2
...

u
(i)
ln


[
u
(i)
l1 u

(i)
l2 · · · u

(i)
ln

]

= u1(u
(i)
1 )T + · · ·+ ul(u

(i)
l )T ,

donde ui es el vector ortonormal columna de tamaño n × 1 y al realizar el producto con su
transpuesto obtenemos una matriz de tamaño n× n. Por lo tanto, para cada i = 1, . . . ,m Pi =

u1(u
(i)
1 )T + · · ·+ ul(u

(i)
l )T .

3.2.3 Ejemplos

Veamos en los siguientes ejemplos cómo diagonalizar ortogonalmente una matriz y cómo se cumplen
las propiedades mencionadas de la Observación 3.3.

Ejemplo 3.1. Sea C(B) el [8, 5, 2]-código LDPC (2, 4)-regular con matriz de chequeo de paridad H y grafo
bipartito B del Ejemplo 4.1. Considerando su matrizH vamos a obtener la matrizHTH que resulta ser una matriz
de valores reales simétrica de tamaño 8× 8, la cual de acuerdo al Teorema 3.12 es diagonalizable ortogonalmente.
Para comprobar esto debemos hallar los valores propios, los vectores propios, diagonalizar, calcular los vectores
ortonormales y diagonalizar ortogonalmente; y después obtendremos las matrices de proyección para escribir a
la matriz HTH en su descomposición matricial. Con ayuda del software wxMaxima 16.04.2 [VLIK15] vamos a
realizar los cálculos necesarios.

( %i1) H: matrix( [0,1,0,1,1,0,0,1], [1,1,1,0,0,1,0,0], [0,0,1,0,0,1,1,1], [1,0,0,1,1,0,1,0] )$
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( %i2) H; (Matriz de chequeo de paridad del código.)
0 1 0 1 1 0 0 1

1 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 1 1

1 0 0 1 1 0 1 0

 ( %o2)

( %i3) HT: transpose(H); (Matriz transpuesta de la matriz H.)



0 1 0 1

1 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0

0 0 1 1

1 0 1 0


(HT)

( %i4) B: HT.H; (Veremos si esta matriz de tamaño 8× 8 es diagonalizable ortogonalmente.)



2 1 1 1 1 1 1 0

1 2 1 1 1 1 0 1

1 1 2 0 0 2 1 1

1 1 0 2 2 0 1 1

1 1 0 2 2 0 1 1

1 1 2 0 0 2 1 1

1 0 1 1 1 1 2 1

0 1 1 1 1 1 1 2


(B)

( %i5) pt: charpoly(B, t), expand; (Polinomio característico de la matriz B.)

t8 − 16t7 + 84t6 − 176t5 + 128t4 (pt)

( %i6) factor(pt); (Factorización del polinomio característico.)

(t− 8) (t− 4) (t− 2)2 t4 ( %o6)

( %i7) eigenvalues(B); (Valores propios de la matriz B con sus respectivas multiplicidades.)

[[4, 8, 2, 0], [1, 1, 2, 4]] ( %o7)

(Espacio propio correspondiente al valor propio 8 con multiplicidad 1.)

( %i8) C1: B - 8*ident(8);



−6 1 1 1 1 1 1 0

1 −6 1 1 1 1 0 1

1 1 −6 0 0 2 1 1

1 1 0 −6 2 0 1 1

1 1 0 2 −6 0 1 1

1 1 2 0 0 −6 1 1

1 0 1 1 1 1 −6 1

0 1 1 1 1 1 1 −6


(C1)
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( %i9) linsolve([
-6*x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7=0,
x1-6*x2+x3+x4+x5+x6+x8=0,
x1+x2-6*x3+2*x6+x7+x8=0,
x1+x2-6*x4+2*x5+x7+x8=0,
x1+x2+2*x4-6*x5+x7+x8=0,
x1+x2+2*x3-6*x6+x7+x8=0,
x1+x3+x4+x5+x6-6*x7+x8=0,
x2+x3+x4+x5+x6+x7-6*x8=0],
[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8] );

solve: dependent equations eliminated: (8)

[x1 = %r2, x2 = %r2, x3 = %r2, x4 = %r2, x5 = %r2, x6 = %r2, x7 = %r2, x8 = %r2] ( %o9)

(Espacio propio correspondiente al valor propio 4 con multiplicidad 1.)

( %i10) C2: B - 4*ident(8);

−2 1 1 1 1 1 1 0

1 −2 1 1 1 1 0 1

1 1 −2 0 0 2 1 1

1 1 0 −2 2 0 1 1

1 1 0 2 −2 0 1 1

1 1 2 0 0 −2 1 1

1 0 1 1 1 1 −2 1

0 1 1 1 1 1 1 −2


(C2)

( %i11) linsolve([
-2*x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7=0,
x1-2*x2+x3+x4+x5+x6+x8=0,
x1+x2-2*x3+2*x6+x7+x8=0,
x1+x2-2*x4+2*x5+x7+x8=0,
x1+x2+2*x4-2*x5+x7+x8=0,
x1+x2+2*x3-2*x6+x7+x8=0,
x1+x3+x4+x5+x6-2*x7+x8=0,
x2+x3+x4+x5+x6+x7-2*x8=0],
[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8] );

solve: dependent equations eliminated: (5)

[x1 = 0, x2 = 0, x3 = %r1, x4 = −%r1, x5 = −%r1, x6 = %r1, x7 = 0, x8 = 0] ( %o11)

(Espacio propio correspondiente al valor propio 2 con multiplicidad 2.)

( %i12) C3: B - 2*ident(8);

0 1 1 1 1 1 1 0

1 0 1 1 1 1 0 1

1 1 0 0 0 2 1 1

1 1 0 0 2 0 1 1

1 1 0 2 0 0 1 1

1 1 2 0 0 0 1 1

1 0 1 1 1 1 0 1

0 1 1 1 1 1 1 0


(C3)
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( %i13) linsolve([
-0*x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7=0,
x1-0*x2+x3+x4+x5+x6+x8=0,
x1+x2-0*x3+2*x6+x7+x8=0,
x1+x2-0*x4+2*x5+x7+x8=0,
x1+x2+2*x4-0*x5+x7+x8=0,
x1+x2+2*x3-0*x6+x7+x8=0,
x1+x3+x4+x5+x6-0*x7+x8=0,
x2+x3+x4+x5+x6+x7-0*x8=0],
[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8] );

solve: dependent equations eliminated: (8 7)

[x1 = −%r3, x2 = −%r4, x3 = 0, x4 = 0, x5 = 0, x6 = 0, x7 = %r4, x8 = %r3] ( %o13)

(Espacio propio correspondiente al valor propio 0 con multiplicidad 4.)

( %i14) C4: B - 0*ident(8);

2 1 1 1 1 1 1 0

1 2 1 1 1 1 0 1

1 1 2 0 0 2 1 1

1 1 0 2 2 0 1 1

1 1 0 2 2 0 1 1

1 1 2 0 0 2 1 1

1 0 1 1 1 1 2 1

0 1 1 1 1 1 1 2


(C4)

( %i15) linsolve([
2*x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7=0,
x1+2*x2+x3+x4+x5+x6+x8=0,
x1+x2+2*x3+2*x6+x7+x8=0,
x1+x2+2*x4+2*x5+x7+x8=0,
x1+x2+2*x4+2*x5+x7+x8=0,
x1+x2+2*x3+2*x6+x7+x8=0,
x1+x3+x4+x5+x6+2*x7+x8=0,
x2+x3+x4+x5+x6+x7+2*x8=0],
[x1,x2,x3,x4,x5,x6,x7,x8] );

solve: dependent equations eliminated: (6 5 7 8)

[x1 = %r5, x2 = %r6, x3 = −%r7 − %r6 − %r5, x4 = −%r8 − %r6 − %r5, x5 = %r8, x6 = %r7,

x7 = %r6, x8 = %r5] ( %o15)

( %i16) XT: matrix( [1,1,1,1,1,1,1,1], [0,0,1,-1,-1,1,0,0], [-1,0,0,0,0,0,0,1], [0,-1,0,0,0,0,1,0],
[1,0,-1,-1,0,0,0,1], [0,1,-1,-1,0,0,1,0], [0,0,-1,0,0,1,0,0], [0,0,0,-1,1,0,0,0] )$

( %i17) XT; (Matriz cuyos renglones son vectores propios linealmente independientes de la
matriz B.)

1 1 1 1 1 1 1 1

0 0 1 −1 −1 1 0 0

−1 0 0 0 0 0 0 1

0 −1 0 0 0 0 1 0

1 0 −1 −1 0 0 0 1

0 1 −1 −1 0 0 1 0

0 0 −1 0 0 1 0 0

0 0 0 −1 1 0 0 0


( %o17)



76 algunos resultados de álgebra lineal y del espectro de un grafo

( %i18) X: transpose(XT); (Matriz cuyas columnas son vectores propios linealmente independientes
de la matriz B.)

1 0 −1 0 1 0 0 0

1 0 0 −1 0 1 0 0

1 1 0 0 −1 −1 −1 0

1 −1 0 0 −1 −1 0 −1

1 −1 0 0 0 0 0 1

1 1 0 0 0 0 1 0

1 0 0 1 0 1 0 0

1 0 1 0 1 0 0 0


(X)

( %i19) Y: invert(X); (Matriz inversa de la matriz X.)

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

0 0 1
4 −14 −14

1
4 0 0

−12 0 0 0 0 0 0 1
2

0 −12 0 0 0 0 1
2 0

3
8 −18 −18 −18 −18 −18 −18

3
8

−18
3
8 −18 −18 −18 −18

3
8 −18

−18 −18 −38
1
8

1
8

5
8 −18 −18

−18 −18
1
8 −38

5
8

1
8 −18 −18


(Y)

( %i20) D: matrix( [8,0,0,0,0,0,0,0], [0,4,0,0,0,0,0,0], [0,0,2,0,0,0,0,0], [0,0,0,2,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0] )$

( %i21) D; (Matriz diagonal cuya diagonal está formada por los valores propios de la matriz B.)

8 0 0 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


(D)

( %i22) D: Y.B.X; (Comprobamos que B es semejante a D, y como D es una matriz diagonal
entonces B es diagonalizable.)

8 0 0 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o21)

( %i23) load (eigen)$ (Cargamos este paquete para poder ejecutar la instrucción del proceso
de Gram-Schmidt.)

( %i24) Z: gramschmidt (XT); (Proceso de Gram-Schmidt que construye una base ortogonal.)

[[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1], [0, 0, 1,−1,−1, 1, 0, 0], [−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1], [0,−1, 0, 0, 0, 0, 1, 0], [1, 0,−1,−1, 0, 0, 0, 1],

[−
1

2
, 1,−

1

2
,−
1

2
, 0, 0, 1,−

1

2
], [−

1

23
,−

1

23
,−
2

3
,
1

3
, 0, 1,−

1

23
,−

1

23
], [−

1

5
,−
1

5
,
1

5
,−
3

5
, 1,
1

5
,−
1

5
,−
1

5
]] (Z)



3.2 teorema de descomposición espectral 77

( %i25) ratsimp(Z); (Simplificamos la salida anterior.)

[[1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1], [0, 0, 1,−1,−1, 1, 0, 0], [−1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1], [0,−1, 0, 0, 0, 0, 1, 0], [1, 0,−1,−1, 0, 0, 0, 1],

[−
1

2
, 1,−

1

2
,−
1

2
, 0, 0, 1,−

1

2
], [−

1

6
,−
1

6
,−
2

3
,
1

3
, 0, 1,−

1

6
,−
1

6
], [−

1

5
,−
1

5
,
1

5
,−
3

5
, 1,
1

5
,−
1

5
,−
1

5
]] ( %o25)

( %i26) QT: matrix(
(1/(2*sqrt(2)))*[1,1,1,1,1,1,1,1],
(1/2)*[0,0,1,-1,-1,1,0,0],
(1/sqrt(2))*[-1,0,0,0,0,0,0,1],
(1/sqrt(2))*[0,-1,0,0,0,0,1,0],
(1/2)*[1,0,-1,-1,0,0,0,1],
(1/sqrt(3))*[-1/2,1,-1/2,-1/2,0,0,1,-1/2],
(sqrt(9)/sqrt(15))*[-1/6,-1/6,-2/3,1/3,0,1,-1/6,-1/6],
(5/sqrt(40))*[-1/5,-1/5,1/5,-3/5,1,1/5,-1/5,-1/5] )$

( %i27) QT; (Matriz cuyos renglones son los vectores ortogonales normalizados.)

1

2
3
2

1

2
3
2

1

2
3
2

1

2
3
2

1

2
3
2

1

2
3
2

1

2
3
2

1

2
3
2

0 0 1
2 −12 −12

1
2 0 0

− 1√
2

0 0 0 0 0 0 1√
2

0 − 1√
2

0 0 0 0 1√
2

0
1
2 0 −12 −12 0 0 0 1

2

− 1
2
√
3

1√
3

− 1
2
√
3

− 1
2
√
3

0 0 1√
3

− 1
2
√
3

− 1
2
√
15

− 1
2
√
15

− 2√
15

1√
15

0 3√
15

− 1
2
√
15

− 1
2
√
15

− 1

2
√
10

− 1
2
√
10

1

2
√
10

− 3
2
√
10

5

2
√
10

1

2
√
10

− 1
2
√
10

− 1
2
√
10


( %o27)

( %i28) Q: transpose(QT); (Matriz cuyas columnas son los vectores ortonormales calculados.)

1

2
3
2

0 − 1√
2

0 1
2 − 1

2
√
3

− 1
2
√
15

− 1
2
√
10

1

2
3
2

0 0 − 1√
2

0 1√
3

− 1
2
√
15

− 1
2
√
10

1

2
3
2

1
2 0 0 −12 − 1

2
√
3

− 2√
15

1

2
√
10

1

2
3
2

−12 0 0 −12 − 1

2
√
3

1√
15

− 3

2
√
10

1

2
3
2

−12 0 0 0 0 0 5

2
√
10

1

2
3
2

1
2 0 0 0 0 3√

15

1

2
√
10

1

2
3
2

0 0 1√
2

0 1√
3

− 1

2
√
15

− 1

2
√
10

1

2
3
2

0 1√
2

0 1
2 − 1

2
√
3

− 1

2
√
15

− 1

2
√
10



(Q)

( %i29) D: QT.B.Q; (Comprobamos que la matriz B es diagonalizable ortogonalmente.)

8 0 0 0 0

√
3
2 −

√
3
2

2
3
2

+

√
3
2 −

√
3
2

2
3
2

0 0

0 4 0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0

√
3
2 −

√
3
2√
2

−

√
3
2 −

√
3
2√
2

0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

√
3
2 −

√
3
2√
3

+

√
3
2 −

√
3
2√
3

0 0

0 0 0 0 0 −

√
3
2 −

√
3
2

2
√
15

−

√
3
2 −

√
3
2

2
√
15

0 0

0 0 0 0 0 −

√
3
2 −

√
3
2

2
√
10

−

√
3
2 −

√
3
2

2
√
10

0 0



(D)
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( %i30) ratsimp(D); (Simplificamos la salida anterior.)



8 0 0 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o30)

Hasta aquí hemos comprobado que la matriz HTH es diagonalizable ortogonalmente. En lo que sigue compro-
baremos que se satisfacen las propiedades de la Observación 3.3 que son consecuencias del Teorema espectral.

( %i31) B: Q.D.QT; (La matriz B puede escribirse en la forma QDQT .)



2 1 1 1 1 1 1 0

1 2 1 1 1 1 0 1

1 1 2 0 0 2 1 1

1 1 0 2 2 0 1 1

1 1 0 2 2 0 1 1

1 1 2 0 0 2 1 1

1 0 1 1 1 1 2 1

0 1 1 1 1 1 1 2


(B)

( %i32) D1: matrix( [1,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0] )$

( %i33) D1; (Construimos la matriz asociada al valor propio 8 con multiplicidad 1 cuya diagonal
tiene un bloque con la matriz identidad de tamaño 1× 1 y el resto de sus elementos son
ceros.)

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o33)

( %i34) P1: Q.D1.QT; (Matriz de proyección del espacio propio de B correspondiente al valor
propio 8.)

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8


(P1)

( %i35) D2: matrix( [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,1,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0] )$
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( %i36) D2; (Construimos la matriz asociada al valor propio 4 con multiplicidad 1 cuya diagonal
tiene un bloque con la matriz identidad de tamaño 1× 1 y el resto de sus elementos son
ceros.)



0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o36)

( %i37) P2: Q.D2.QT; (Matriz de proyección del espacio propio de B correspondiente al valor
propio 4.)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1
4 −14 −14

1
4 0 0

0 0 −14
1
4

1
4 −14 0 0

0 0 −14
1
4

1
4 −14 0 0

0 0 1
4 −14 −14

1
4 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


(P2)

( %i38) D3: matrix( [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,1,0,0,0,0,0], [0,0,0,1,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0] )$

( %i39) D3; (Construimos la matriz asociada al valor propio 2 con multiplicidad 2 cuya diagonal
tiene un bloque con la matriz identidad de tamaño 2× 2 y el resto de sus elementos son
ceros.)



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o39)

( %i40) P3: Q.D3.QT; (Matriz de proyección del espacio propio de B correspondiente al espacio
propio 2.)

1
2 0 0 0 0 0 0 −12
0 1

2 0 0 0 0 −12 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 −12 0 0 0 0 1
2 0

−12 0 0 0 0 0 0 1
2


(P3)

( %i41) D4: matrix( [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,1,0,0,0], [0,0,0,0,0,1,0,0], [0,0,0,0,0,0,1,0], [0,0,0,0,0,0,0,1] )$
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( %i42) D4; (Construimos la matriz asociada al valor propio 0 con multiplicidad 4 cuya diagonal
tiene un bloque con la matriz identidad de tamaño 4× 4 y el resto de sus elementos son
ceros.)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1


( %o42)

( %i43) P4: Q.D4.QT; (Matriz de proyección del espacio propio de B correspondiente al valor
propio 0.)

3
8 −18 −18 −18 −18 −18 −18

3
8

−18
3
8 −18 −18 −18 −18

3
8 −18

−18 −18
5
8

1
8

1
8 −38 −18 −18

−18 −18
1
8

5
8 −38

1
8 −18 −18

−18 −18
1
8 −38

5
8

1
8 −18 −18

−18 −18 −38
1
8

1
8

5
8 −18 −18

−18
3
8 −18 −18 −18 −18

3
8 −18

3
8 −18 −18 −18 −18 −18 −18

3
8


(P4)

( %i44) D: 8*D1 + 4*D2 + 2*D3 + 0*D4; (Forma en la que descomponemos a la matriz D.)

8 0 0 0 0 0 0 0

0 4 0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0 0

0 0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


(D)

( %i45) P1.P1; (Comprobamos que la matriz de proyección P1 elevada al cuadrado es igual a P1.)

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8


( %o44)

( %i46) P2.P2; (Comprobamos que la matriz de proyección P2 elevada al cuadrado es igual a P2.)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1
4 −14 −14

1
4 0 0

0 0 −14
1
4

1
4 −14 0 0

0 0 −14
1
4

1
4 −14 0 0

0 0 1
4 −14 −14

1
4 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o46)
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( %i47) P3.P3; (Comprobamos que la matriz de proyección P3 elevada al cuadrado es igual a P3.)

1
2 0 0 0 0 0 0 −12
0 1

2 0 0 0 0 −12 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 −12 0 0 0 0 1
2 0

−12 0 0 0 0 0 0 1
2


( %o47)

( %i48) P4.P4; (Comprobamos que la matriz de proyección P elevada al cuadrado es igual a P4.)

3
8 −18 −18 −18 −18 −18 −18

3
8

−18
3
8 −18 −18 −18 −18

3
8 −18

−18 −18
5
8

1
8

1
8 −38 −18 −18

−18 −18
1
8

5
8 −38

1
8 −18 −18

−18 −18
1
8 −38

5
8

1
8 −18 −18

−18 −18 −38
1
8

1
8

5
8 −18 −18

−18
3
8 −18 −18 −18 −18

3
8 −18

3
8 −18 −18 −18 −18 −18 −18

3
8


( %o48)

( %i49) P1T: transpose(P1); (Comprobamos que la matriz de proyección P1 transpuesta es igual
a P1.)

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8


(P1T)

( %i50) P2T: transpose(P2); (Comprobamos que la matriz de proyección P2 transpuesta es igual
a P2.)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1
4 −14 −14

1
4 0 0

0 0 −14
1
4

1
4 −14 0 0

0 0 −14
1
4

1
4 −14 0 0

0 0 1
4 −14 −14

1
4 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


(P2T)

( %i51) P3T: transpose(P3); (Comprobamos que la matriz de proyección P3 transpuesta es igual
a P3.)

1
2 0 0 0 0 0 0 −12
0 1

2 0 0 0 0 −12 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 −12 0 0 0 0 1
2 0

−12 0 0 0 0 0 0 1
2


(P3T)
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( %i52) P4T: transpose(P4); (Comprobamos que la matriz de proyección P4 transpuesta es igual
a P4.)

3
8 −18 −18 −18 −18 −18 −18

3
8

−18
3
8 −18 −18 −18 −18

3
8 −18

−18 −18
5
8

1
8

1
8 −38 −18 −18

−18 −18
1
8

5
8 −38

1
8 −18 −18

−18 −18
1
8 −38

5
8

1
8 −18 −18

−18 −18 −38
1
8

1
8

5
8 −18 −18

−18
3
8 −18 −18 −18 −18

3
8 −18

3
8 −18 −18 −18 −18 −18 −18

3
8


(P4T)

( %i53) P1.P2; (Al multiplicar las matrices de proyección P1, P2 obtenemos la matriz nula.)



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o53)

( %i54) P1.P3; (Al multiplicar las matrices de proyección P1, P3 obtenemos la matriz nula.)



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o54)

( %i55) P1.P4; (Al multiplicar las matrices de proyección P1, P4 obtenemos la matriz nula.)



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o55)

( %i56) P2.P1; (Al multiplicar las matrices de proyección P2, P1 obtenemos la matriz nula.)



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o56)
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( %i57) P2.P3; (Al multiplicar las matrices de proyección P2, P3 obtenemos la matriz nula.)



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o57)

( %i58) P2.P4; (Al multiplicar las matrices de proyección P2, P4 obtenemos la matriz nula.)



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o58)

( %i59) P3.P1; (Al multiplicar las matrices de proyección P3, P1 obtenemos la matriz nula.)



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o59)

( %i60) P3.P2; (Al multiplicar las matrices de proyección P3, P2 obtenemos la matriz nula.)



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o60)

( %i61) P3.P4; (Al multiplicar las matrices de proyección P3, P4 obtenemos la matriz nula.)



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o61)
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( %i62) P4.P1; (Al multiplicar las matrices de proyección P4, P1 obtenemos la matriz nula.)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o62)

( %i63) P4.P2; (Al multiplicar las matrices de proyección P4, P2 obtenemos la matriz nula.)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o63)

( %i64) P4.P3; (Al multiplicar las matrices de proyección P4, P3 obtenemos la matriz nula.)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o64)

( %i65) I: P1 + P2 + P3 + P4; (Comprobamos que la suma de las matrices de proyección es igual
a la matriz identidad I8×8.)

1 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 0 0 1


(I)

( %i66) U1T: matrix( (1/(2*sqrt(2)))*[1,1,1,1,1,1,1,1], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0])$

( %i67) U1T; (Matriz cuyo primer renglón es el vector ortonormal que forma una base ortonormal
para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 8.)

1

2
3
2

1

2
3
2

1

2
3
2

1

2
3
2

1

2
3
2

1

2
3
2

1

2
3
2

1

2
3
2

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o67)
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( %i68) U1: transpose(U1T); (Matriz cuya primer columna es el vector ortonormal que forma
una base ortonormal para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 8.)



1

2
3
2

0 0 0 0 0 0 0

1

2
3
2

0 0 0 0 0 0 0

1

2
3
2

0 0 0 0 0 0 0

1

2
3
2

0 0 0 0 0 0 0

1

2
3
2

0 0 0 0 0 0 0

1

2
3
2

0 0 0 0 0 0 0

1

2
3
2

0 0 0 0 0 0 0

1

2
3
2

0 0 0 0 0 0 0



(U1)

( %i69) P1: U1.U1T; (Otra forma de obtener la matriz de proyección P1 es multiplicando las
matrices formadas por el vector ortonormal que forma una base ortonormal para el
subespacio vectorial correspondiente al valor propio 8.)



1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8

1
8


(P1)

( %i70) U2T: matrix( [0,0,0,0,0,0,0,0], (1/2)*[0,0,1,-1,-1,1,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0],
[0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0])$

( %i71) U2T; (Matriz cuyo segundo renglón es el vector ortonormal que forma una base ortonormal
para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 4.)



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1
2 −12 −12

1
2 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o71)

( %i72) U2: transpose(U2T); (Matriz cuya segunda columna es el vector ortonormal que forma
una base ortonormal para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 4.)



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 1
2 0 0 0 0 0 0

0 −12 0 0 0 0 0 0

0 −12 0 0 0 0 0 0

0 1
2 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


(U2)
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( %i73) P2: U2.U2T; (Otra forma de obtener la matriz de proyección P2 es multiplicando las
matrices formadas por el vector ortonormal que forma una base ortonormal para el
subespacio vectorial correspondiente al valor propio 4.)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1
4 −14 −14

1
4 0 0

0 0 −14
1
4

1
4 −14 0 0

0 0 −14
1
4

1
4 −14 0 0

0 0 1
4 −14 −14

1
4 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


(P2)

( %i74) U3T: matrix( [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], (1/sqrt(2))*[-1,0,0,0,0,0,0,1],
(1/sqrt(2))*[0,-1,0,0,0,0,1,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0])$

( %i75) U3T; (Matriz formada por los vectores ortonormales que forman una base ortonormal
para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 2.)

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

− 1√
2

0 0 0 0 0 0 1√
2

0 − 1√
2

0 0 0 0 1√
2

0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0


( %o75)

( %i76) U3: transpose(U3T); (Matriz formada por los vectores ortonormales que forman una
base ortonormal para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 2.)

0 0 − 1√
2

0 0 0 0 0

0 0 0 −12 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1
2 0 0 0 0

0 0 1
2 0 0 0 0 0


(U3)

( %i77) P3: U3.U3T; (Otra forma de obtener la matriz de proyección P3 es multiplicando las
matrices formadas por los vectores ortonormales que forman una base ortonormal
para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 2.)

1
2 0 0 0 0 0 0 −12
0 1

2 0 0 0 0 −12 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 −12 0 0 0 0 1
2 0

−12 0 0 0 0 0 0 1
2


(P3)

( %i78) U4T: matrix( [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0], [0,0,0,0,0,0,0,0],
(1/2)*[1,0,-1,-1,0,0,0,1], (1/sqrt(3))*[-1/2,1,-1/2,-1/2,0,0,1,-1/2],
(sqrt(9)/sqrt(15))*[-1/6,-1/6,-2/3,1/3,0,1,-1/6,-1/6],
(5/sqrt(40))*[-1/5,-1/5,1/5,-3/5,1,1/5,-1/5,-1/5])$
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( %i79) U4T; (Matriz formada por los vectores ortonormales que forman una base ortonormal
para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 0.)



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0
1
2 0 −12 −12 0 0 0 1

2

− 1

2
√
3

1√
3

− 1

2
√
3

− 1

2
√
3

0 0 1√
3

− 1

2
√
3

− 1

2
√
15

− 1

2
√
15

− 2√
15

1√
15

0 3√
15

− 1

2
√
15

− 1

2
√
15

− 1
2
√
10

− 1

2
√
10

1

2
√
10

− 3

2
√
10

5

2
√
10

1

2
√
10

− 1

2
√
10

− 1

2
√
10


( %o79)

( %i80) U4: transpose(U4T); (Matriz formada por los vectores ortonormales que forman una
base ortonormal para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 0.)



0 0 0 0 1
2 − 1

2
√
3

− 1

2
√
15

− 1

2
√
10

0 0 0 0 0 1√
3

− 1

2
√
15

− 1

2
√
10

0 0 0 0 −12 − 1

2
√
3

− 2√
15

1

2
√
10

0 0 0 0 −12 − 1
2
√
3

1√
15

− 3
2
√
10

0 0 0 0 0 0 0 5
2
√
10

0 0 0 0 0 0 3√
15

1

2
√
10

0 0 0 0 0 1√
3

− 1
2
√
15

− 1
2
√
10

0 0 0 0 1
2 − 1

2
√
3

− 1
2
√
15

− 1
2
√
10


(U4)

( %i81) P4: U4.U4T; (Otra forma de obtener la matriz de proyección P4 es multiplicando las
matrices formadas por los vectores ortonormales que forman una base ortonormal para el
subespacio vectorial correspondiente al valor propio 0.)



3
8 −18 −18 −18 −18 −18 −18

3
8

−18
3
8 −18 −18 −18 −18

3
8 −18

−18 −18
5
8

1
8

1
8 −38 −18 −18

−18 −18
1
8

5
8 −38

1
8 −18 −18

−18 −18
1
8 −38

5
8

1
8 −18 −18

−18 −18 −38
1
8

1
8

5
8 −18 −18

−18
3
8 −18 −18 −18 −18

3
8 −18

3
8 −18 −18 −18 −18 −18 −18

3
8


(P4)

( %i82) B: 8*P1 + 4*P2 + 2*P3 + 0*P4; (Obtenemos la descomposición espectral de la matriz B.)



2 1 1 1 1 1 1 0

1 2 1 1 1 1 0 1

1 1 2 0 0 2 1 1

1 1 0 2 2 0 1 1

1 1 0 2 2 0 1 1

1 1 2 0 0 2 1 1

1 0 1 1 1 1 2 1

0 1 1 1 1 1 1 2


(B)

Acabamos de mostrar que se cumplen todas las propiedades del Teorema de descomposición espectral para la
matriz HTH.
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Ejemplo 3.2. Sea C(B) el [8, 5, 2]-código LDPC (2, 4)-regular con matriz de chequeo de paridad H y grafo bi-
partito B del Ejemplo 4.1. Considerando su matriz H veamos que ocurre con la matriz HHT que resulta ser una
matriz de valores reales simétrica de tamaño 4× 4, la cual de acuerdo al Teorema 3.12 es diagonalizable orto-
gonalmente. Para comprobar esto debemos hallar los valores propios, los vectores propios, diagonalizar, calcular
los vectores ortonormales y diagonalizar ortogonalmente; y después obtendremos las matrices de proyección para
escribir a la matriz HHT en su descomposición matricial. Nuevamente usando del software wxMaxima 16.04.2
[VLIK15] vamos a realizar los cálculos necesarios.

( %i1) H: matrix( [0,1,0,1,1,0,0,1], [1,1,1,0,0,1,0,0], [0,0,1,0,0,1,1,1], [1,0,0,1,1,0,1,0] )$
( %i2) H; (Matriz de chequeo de paridad del código.)

0 1 0 1 1 0 0 1

1 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 1 1

1 0 0 1 1 0 1 0

 ( %o2)

( %i3) HT: transpose(H); (Matriz transpuesta de la matriz H.)

0 1 0 1

1 1 0 0

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 1 1 0

0 0 1 1

1 0 1 0


(HT)

( %i4) C: H.HT; (Veremos si esta matriz de tamaño 4× 4 es diagonalizable ortogonalmente.)
4 1 1 2

1 4 2 1

1 2 4 1

2 1 1 4

 (C)

( %i5) pt: charpoly(C, t), expand; (Polinomio característico de la matriz C.)

t4 − 16t3 + 84t2 − 176t+ 128 (pt)

( %i6) factor(pt); (Factorización del polinomio característico.)

(t− 8) (t− 4) (t− 2)2 ( %o6)

( %i7) eigenvalues(C); (Valores propios de la matriz C con sus respectivas multiplicidades.)

[[4, 8, 2], [1, 1, 2]] ( %o7)

(Espacio propio correspondiente al valor propio 8 con multiplicidad 1.)

( %i8) C1: C - 8*ident(4);
−4 1 1 2

1 −4 2 1

1 2 −4 1

2 1 1 −4

 (C1)

( %i9) linsolve([
-4*x1+x2+x3+2*x4=0,
x1-4*x2+2*x3+x4=0,
x1+2*x2-4*x3+x4=0,
2*x1+x2+x3-4*x4=0], [x1,x2,x3,x4]);

solve: dependent equations eliminated: (4)
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[x1 = %r1, x2 = %r1, x3 = %r1, x4 = %r1] ( %o9)

(Espacio propio correspondiente al valor propio 4 con multiplicidad 1.)

( %i10) C2: C - 4*ident(4);
0 1 1 2

1 0 2 1

1 2 0 1

2 1 1 0

 (C2)

( %i11) linsolve([x2+x3+2*x4=0, x1+2*x3+x4=0, x1+2*x2+x4=0, 2*x1+x2+x3=0], [x1,x2,x3,x4]);

solve: dependent equations eliminated: (2)

[x1 = %r2, x2 = −%r2, x3 = −%r2, x4 = %r2] ( %o11)

(Espacio propio correspondiente al valor propio 2 con multiplicidad 2.)

( %i12) C3: C - 2*ident(4);
2 1 1 2

1 2 2 1

1 2 2 1

2 1 1 2

 (C3)

( %i13) linsolve([
2*x1+x2+x3+2*x4=0,
x1+2*x2+2*x3+x4=0,
x1+2*x2+2*x3+x4=0,
2*x1+x2+x3+2*x4=0], [x1,x2,x3,x4]);

solve: dependent equations eliminated: (4 3)

[x1 = −%r3, x2 = −%r4, x3 = %r4, x4 = %r3] ( %o13)

( %i14) XT: matrix( [1,1,1,1], [1,-1,-1,1], [-1,0,0,1], [0,-1,1,0] )$
( %i15) XT; (Matriz cuyos renglones son vectores propios linealmente independientes de

la matriz C.)
1 1 1 1

1 −1 −1 1

−1 0 0 1

0 −1 1 0

 ( %o15)

( %i16) X: transpose(XT); (Matriz cuyas columnas son vectores propios linealmente independientes
de la matriz C.)
1 1 −1 0

1 −1 0 −1

1 −1 0 1

1 1 1 0

 (X)

( %i17) Y: invert(X); (Matriz inversa de la matriz X.)
1
4

1
4

1
4

1
4

1
4 −14 −14

1
4

−12 0 0 1
2

0 −12
1
2 0

 (Y)
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( %i18) D: matrix( [8,0,0,0], [0,4,0,0], [0,0,2,0], [0,0,0,2] )$

( %i19) D; (Matriz diagonal cuya diagonal está formada por los valores propios de la matriz C.)
8 0 0 0

0 4 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 ( %o19)

( %i20) D: Y.C.X; (Comprobamos que C es semejante a D, y como D es una matriz diagonal
entonces C es diagonalizable.)
8 0 0 0

0 4 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 ( %o19)

( %i21) load (eigen)$ (Cargamos este paquete para poder ejecutar la instrucción del proceso
de Gram-Schmidt.)

( %i22) Z: gramschmidt (XT); (Proceso de Gram-Schmidt que construye una base ortogonal.)

[[1, 1, 1, 1], [1,−1,−1, 1], [−1, 0, 0, 1], [0,−1, 1, 0]] (Z)

( %i23) QT: matrix( (1/2)*[1,1,1,1], (1/2)*[1,-1,-1,1], (1/sqrt(2))*[-1,0,0,1], (1/sqrt(2))*[0,-1,1,0] )$

( %i24) QT; (Matriz cuyos renglones son los vectores ortogonales normalizados.)
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2 −12 −12

1
2

− 1√
2

0 0 1√
2

0 − 1√
2

1√
2

0

 (QT)

( %i25) Q: transpose(QT); (Matriz cuyas columnas son los vectores ortonormales.)
1
2

1
2 − 1√

2
0

1
2 −12 0 − 1√

2
1
2 −12 0 1√

2
1
2

1
2

1√
2

0

 (Q)

( %i26) D: QT.C.Q; (Comprobamos que la matriz C es diagonalizable ortogonalmente.)
8 0 0 0

0 4 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 (D)

Hasta aquí hemos comprobado que la matriz HHT es diagonalizable ortogonalmente. En lo que sigue comproba-
remos que se satisfacen las propiedades de la Observación 3.3 que son consecuencias del Teorema espectral.

( %i27) C: Q.D.QT; (La matriz C puede escribirse en la forma QDQT .)
4 1 1 2

1 4 2 1

1 2 4 1

2 1 1 4

 (C)

( %i28) D1: matrix( [1,0,0,0], [0,0,0,0], [0,0,0,0], [0,0,0,0] )$
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( %i29) D1; (Construimos la matriz asociada al valor propio 8 con multiplicidad 1 cuya diagonal
tiene un bloque con la matriz identidad de tamaño 1× 1 y el resto de sus elementos son
ceros.)
1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ( %o29)

( %i30) P1: Q.D1.QT; (Matriz de proyección del espacio propio de C correspondiente al valor
propio 8.)
1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

 (P1)

( %i31) D2: matrix( [0,0,0,0], [0,1,0,0], [0,0,0,0], [0,0,0,0] )$
( %i32) D2; (Construimos la matriz asociada al valor propio 4 con multiplicidad 1 cuya diagonal

tiene un bloque con la matriz identidad de tamaño 1× 1 y el resto de sus elementos son
ceros.)
0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ( %o32)

( %i33) P2: Q.D2.QT; (Matriz de proyección del espacio propio de C correspondiente al valor
propio 4.)
1
4 −14 −14

1
4

−14
1
4

1
4 −14

−14
1
4

1
4 −14

1
4 −14 −14

1
4

 (P2)

( %i34) D3: matrix( [0,0,0,0], [0,0,0,0], [0,0,1,0], [0,0,0,1] )$
( %i35) D3; (Construimos la matriz asociada al valor propio 2 con multiplicidad 2 cuya diagonal

tiene un bloque con la matriz identidad de tamaño 2× 2 y el resto de sus elementos son
ceros.)
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 ( %o35)

( %i36) P3: Q.D3.QT; (Matriz de proyección del espacio propio de C correspondiente al valor
propio 2.)
1
2 0 0 −12
0 1

2 −12 0

0 −12
1
2 0

−12 0 0 1
2

 (P3)

( %i37) D: 8*D1 + 4*D2 + 2*D3; (Forma en la que descomponemos a la matriz D.)
8 0 0 0

0 4 0 0

0 0 2 0

0 0 0 2

 (D)
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( %i38) P1.P1; (Comprobamos que la matriz de proyección P1 elevada al cuadrado es igual a P1.)
1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

 ( %o38)

( %i39) P2.P2; (Comprobamos que la matriz de proyección P2 elevada al cuadrado es igual a P2.)
1
4 −14 −14

1
4

−14
1
4

1
4 −14

−14
1
4

1
4 −14

1
4 −14 −14

1
4

 ( %o39)

( %i40) P3.P3; (Comprobamos que la matriz de proyección P3 elevada al cuadrado es igual a P3.)
1
2 0 0 −12
0 1

2 −12 0

0 −12
1
2 0

−12 0 0 1
2

 ( %o40)

( %i41) P1T: transpose(P1); (Comprobamos que la matriz de proyección P1 transpuesta es igual
a P1.)
1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

 (P1T)

( %i42) P2T: transpose(P2); (Comprobamos que la matriz de proyección P2 transpuesta es igual
a P2.)
1
4 −14 −14

1
4

−14
1
4

1
4 −14

−14
1
4

1
4 −14

1
4 −14 −14

1
4

 (P2T)

( %i43) P3T: transpose(P3); (Comprobamos que la matriz de proyección P3 transpuesta es igual
a P3.)
1
2 0 0 −12
0 1

2 −12 0

0 −12
1
2 0

−12 0 0 1
2

 (P3T)

( %i44) P1.P2; (Al multiplicar las matrices de proyección P1, P2 obtenemos la matriz nula.)
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ( %o44)

( %i45) P1.P3; (Al multiplicar las matrices de proyección P1, P3 obtenemos la matriz nula.)
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ( %o45)
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( %i46) P2.P1; (Al multiplicar las matrices de proyección P2, P1 obtenemos la matriz nula.)
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ( %o46)

( %i47) P2.P3; (Al multiplicar las matrices de proyección P2, P3 obtenemos la matriz nula.)
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ( %o47)

( %i48) P3.P1; (Al multiplicar las matrices de proyección P3, P1 obtenemos la matriz nula.)
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ( %o48)

( %i49) P3.P2; (Al multiplicar las matrices de proyección P3, P2 obtenemos la matriz nula.)
0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ( %o49)

( %i50) I: P1 + P2 + P3; (Comprobamos que la suma de las matrices de proyección es igual a la
matriz identidad I4×4.)
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 (I)

( %i51) U1T: matrix( (1/2)*[1,1,1,1], [0,0,0,0], [0,0,0,0], [0,0,0,0])$
( %i52) U1T; (Matriz cuyo primer renglón es el vector ortonormal que forma una base ortonormal

para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 8.)
1
2

1
2

1
2

1
2

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ( %o52)

( %i53) U1: transpose(U1T); (Matriz cuya primer columna es el vector ortonormal que forma
una base ortonormal para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 8.)
1
2 0 0 0
1
2 0 0 0
1
2 0 0 0
1
2 0 0 0

 (U1)

( %i54) P1: U1.U1T; (Otra forma de obtener la matriz de proyección P1 es multiplicando las
matrices formadas por el vector ortonormal que forma una base ortonormal para el
subespacio vectorial correspondiente al valor propio 8.)
1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

1
4

 (P1)
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( %i55) U2T: matrix( [0,0,0,0], (1/2)*[1,-1,-1,1], [0,0,0,0], [0,0,0,0])$
( %i56) U2T; (Matriz cuyo segundo renglón es el vector ortonormal que forma una base ortonormal

para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 4.)
0 0 0 0
1
2 −12 −11

1
2

0 0 0 0

0 0 0 0

 ( %o56)

( %i57) U2: transpose(U2T); (Matriz cuya segunda columna es el vector ortonormal que forma
una base ortonormal para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 4.)
0 1

2 0 0

0 −12 0 0

0 −12 0 0

0 1
2 0 0

 (U2)

( %i58) P2: U2.U2T; (Otra forma de obtener la matriz de proyección P2 es multiplicando las
matrices formadas por el vector ortonormal que forma una base ortonormal para el
subespacio vectorial correspondiente al valor propio 4.)
1
4 −14 −14

1
4

−14
1
4

1
4 −14

−14
1
4

1
4 −14

1
4 −14 −14

1
4

 (P2)

( %i59) U3T: matrix( [0,0,0,0], [0,0,0,0], (1/sqrt(2))*[-1,0,0,1], (1/sqrt(2))*[0,-1,1,0])$
( %i60) U3T; (Matriz formada por los vectores ortonormales que forman una base ortonormal

para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 2.)
0 0 0 0

0 0 0 0

− 1√
2

0 0 1√
2

0 − 1√
2

1√
2

0

 ( %o60)

( %i61) U3: transpose(U3T); (Matriz formada por los vectores ortonormales que forman
una base ortonormal para el subespacio vectorial correspondiente al valor propio 2.)
0 0 − 1√

2
0

0 0 0 − 1√
2

0 0 0 1√
2

0 0 1√
2

0

 (U3)

( %i62) P3: U3.U3T; (Otra forma de obtener la matriz de proyección P3 es multiplicando las
matrices formadas por los vectores ortonormales que forman una base ortonormal para el
subespacio vectorial correspondiente al valor propio 2.)
1
2 0 0 −12
0 1

2 −12 0

0 −12
1
2 0

−12 0 0 1
2

 (P3)

( %i63) C: 8*P1 + 4*P2 + 2*P3; (Obtenemos la descomposición espectral de la matriz C.)
4 1 1 2

1 4 2 1

1 2 4 1

2 1 1 4

 ( %C)
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Acabamos de mostrar que se cumplen todas las propiedades del Teorema de descomposición espectral para la
matriz HHT .

Comentario 3.7. Una vez revisados los Ejemplos 3.1 y 3.2 es importante mencionar que de acuerdo al tamaño
de la matriz A el cálculo de los valores propios se vuelve complicado. Porque como el tamaño de la matriz A
determina el grado del polinomio característico PA(t), entonces mientras mayor sea el tamaño mayor será el
grado. Así, encontrar las raíces de tal polinomio se vuelve una tarea no tal fácil. Y a pesar del apoyo que algunos
softwares nos ofrecen es indispensable mencionar que, estos tienen una cierta capacidad límite para realizar
cálculos con matrices de gran tamaño.

3.3 espectro de un grafo

En esta sección presentamos algunos resultados sobre el espectro de un grafo, en especial de los grafos
regulares y los grafos bipartitos. La teoría revisada aquí está enfocada al estudio de grafos finitos, no
dirigidos y simples; además, estos resultados nos serán útiles para el estudio de los códigos LDPC.

Los textos revisados para el desarrollo de esta sección fueron [ADH98], [BH12], [Big74], [CDS80],
[CRS97], [CRS10] y [MM64].

3.3.1 Espectro de un grafo no dirigido y algunas de sus propiedades

El espectro de un grafo finito G es por definición el espectro de su matriz de adyacencia A, es decir,
el conjunto de los valores propios junto con sus multiplicidades. Como A es una matriz simétrica de
valores reales, cada uno de sus valores propios λ1, λ2, . . ., λn son reales, por el Teorema 3.1, y en este
caso los valores propios son ordenados de la siguiente manera λ1 > λ2 > · · · > λn. Además, para cada
valor propio la multiplicidad algebraica coincide con la multiplicidad geométrica.

Recordemos que el valor propio más grande de un grafo es conocido como su radio espectral o
índice de acuerdo a la Definición 3. La información básica acerca del valor propio más grande de un
grafo es proveniente del Teorema de Perron-Frobenius 3.4, por lo cual tenemos la siguiente proposición
que se cumple para grafos no dirigidos y posiblemente para digrafos.

Proposición 3.1. ([BH12], pág. 33) Cada grafo G tiene un valor propio real λ0 con su correspondiente vector
propio real no negativo y tal que para cada valor propio λ tenemos que |λ| 6 λ0. El valor λ0 no incrementa
cuando los vértices o aristas son removidos de G. Asumimos que G es fuertemente conexo. Entonces:

i) λ0 tiene multiplicidad 1.

ii) Si G es primitivo (fuertemente conexo, y tal que no todos los ciclos tienen una longitud que es un múltiplo
de algún entero m > 1), entonces |λ| < λ0 para todos los valores propios λ diferentes de λ0.

iii) El valor λ0 disminuye cuando los vértices o aristas son removidos de G.

La siguiente proposición [Big74] está enfocada a grafos k-regulares, y podría decirse que es una
versión similar a la Proposición 3.1.

Proposición 3.2. Sea G un grafo k-regular. Entonces:

i) k es un valor propio de G.

ii) Si G es conexo, entonces la multiplicidad de k es uno.

iii) Para cada valor propio λ de G, tenemos que |λ| 6 k.

Demostración. Sea G un grafo k-regular.

i) Como G es un grafo k-regular, entonces cada renglón y cada columna de la matriz de adyacencia
A tiene precisamente k 1 ′s (recordar que las componentes de la matriz de adyacencia son 0 ′s y
1 ′s). Ahora, sea el vector u = (1, 1, . . . , 1)T , tal que u satisface Au = ku. Así, k es un valor propio
de G.
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ii) Sea x = (x1, x2, . . . , xn)T que denota cualquier vector no cero para el cual Ax = kx, y sea xj una
entrada de x que tiene el valor absoluto más grande. Entonces, al multiplicar el j-ésimo renglón
de A por el vector x tenemos que (Ax)j = kxj, además, (Ax)j =

∑n
i=1 xi, donde los xi son

las entradas del vector x que quedan cuando las componentes del j-ésimo renglón de la matriz
A es diferente de 0, luego,

∑n
i=1 xi = kxj, donde la sumatoria es sobre los k vértices que son

adyacentes al j-ésimo vértice del grafo. Por la propiedad maximal de xj, se sigue que xi = xj para
todos los vértices. Si G es conexo podemos proceder sucesivamente de este modo, eventualmente
demostrando que todas las entradas de x son iguales. Así, x es un múltiplo de u, y el espacio
propio asociado con el valor propio k es de dimensión uno.

iii) Supongamos que Ay = λy, y 6= 0, y sea yj que denota una entrada de y la cual es la más
grande en valor absoluto. Por el mismo argumento como en ii), tenemos que

∑
yi = λyj, y así

|λ||yj| = |
∑
yi| 6 k|yj|, pues el grafo es regular. Por lo tanto, |λ| 6 k.

Observación 3.4. De la Proposición 3.2, podemos decir que si G es un grafo k-regular entonces el valor propio
más grande es λ0 = k. Cuando tenemos un grafo bipartito (l, r)-regular, entonces el valor propio más grande en
valor absoluto es λ0 = l · r, es decir, es el producto de los grados de sus conjuntos de vértices.

Proposición 3.3. Sea G un grafo con valores propios k = λ1 > λ2 > . . . > λn. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

i) G es regular de grado λ1 = k.

ii) AJ = kJ donde J es la matriz con todas sus entradas 1, ó A~1 = k~1 donde ~1 es el vector con todas sus
entradas 1.

iii)
∑
λ2i = kn.

Demostración. Supongamos que G es un grafo k-regular y sea A su matriz de adyacencia de tamaño
n× n en donde cada renglón y cada columna de A tiene precisamente k 1 ′s, luego, considerando a J
como la matriz con todas sus componentes 1 de tamaño n× n, entonces, al multiplicar cada renglón
de A por cada columna de J tenemos que,

AJ =


k k · · · k

k k · · · k
...

...
. . .

...
k k · · · k

 = k


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1

 = kJ.

En particular, como G es un grafo k-regular, entonces cada renglón y cada columna de la matriz de
adyacencia A tiene precisamente k 1 ′s. Por lo tanto, el vector ~1 = (1, 1, . . . , 1)T satisface que A~1 = k~1,
así, ~1 = (1, 1, . . . , 1)T es un vector propio de A correspondiente al valor propio k.

Ahora, si G es un grafo k-regular recordemos el número de aristas puede ser calculado de la siguiente
manera: |E| = 1

2

∑n
i=1 d(vi), ver Comentario 2.16; pero también tenemos la siguiente relación: |E| =

1
2

∑n
i=1 λ

2
i , consultar [CDS80] pág. 21. Entonces al igualar las relaciones conseguimos que,

1

2

n∑
i=1

d(vi) =
1

2

n∑
i=1

λ2i

⇒
n∑
i=1

d(vi) =

n∑
i=1

λ2i

⇒
n∑
i=1

d(vi) ·
|V |

|V |
=

n∑
i=1

λ2i

⇒ d(G)|V | =

n∑
i=1

λ2i (por Definición 2.35 de grado promedio)

⇒ kn =

n∑
i=1

λ2i .
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Por lo tanto,
∑n
i=1 λ

2
i = kn.

Ahora, si se cumple que
∑n
i=1 λ

2
i = kn, entonces k =

∑n
i=1 λ

2
i

n = 2
n

∑n
i=1 λ

2
i

2 = 2
n |E| =

2
n
1
2

∑n
i=1 d(vi) =

1
|v|

∑n
i=1 d(vi) = d(G). Además, por hipótesis λ1 = k, es decir, k es un valor propio del grafo G, por

lo que se cumple que Ax = kx en particular con x = ~1, es decir, A~1 = k~1, con lo que al multiplicar
cada renglón de la matriz de adyacencia A por el vector columna con todas sus entradas 1, tenemos∑n
i=1 1 = k · 1, luego, cada renglón de A tiene exactamente k componentes diferentes de cero, con esto,

cada vértice del grafo tiene exactamente k vértices adyacentes, y como d(G) = k, entonces se satisface
que G es un grafo k-regular.

Observación 3.5. Del inciso ii) de la Proposición 3.3 tenemos que A~1 = k~1 con ~1 el vector con todas sus
entradas 1, entonces el vector ~1 es un vector propio de A con su correspondiente valor propio λ1 = k (que es
el valor propio más grande). En especial, el vector v1 = 1√

n
·~1 = (1/

√
n, . . . , 1/

√
n) sigue siendo un vector

propio de A correspondiente al mismo valor propio λ1 = k, pues Av1 = A( 1√
n
·~1) = 1√

n
(A~1) = 1√

n
(k~1) =

k( 1√
n
·~1) = kv1.

Lema 3.4. ([HLW06], pág. 453) Un grafo G es conexo si y sólo si λ1 > λ2 (es decir, λ1 tiene multiplicidad 1).

Proposición 3.4. Si G es un grafo bipartito con al menos una arista, entonces su espectro es simétrico con
respecto a 0, es decir, si λ es un valor propio de G, entonces −λ es también un valor propio de G, con la misma
multiplicidad.

Demostración. Sea G un grafo bipartito con matriz de adyacencia de la forma A =

[
0 H

HT 0

]
. Supóngase

que λ es un valor propio de G y x = (x1, x2, . . . , xn) es un vector propio correspondiente. Considere el
vector y = (y1,y2, . . . ,yn) donde yj = xj si 1 6 j 6 m y yj = −xj si m+ 1 6 j 6 n. Entonces,

n∑
j=1

aijyj =

n∑
j=m+1

aijyj = −

n∑
j=m+1

aijxj = −λxi = −λyi, si 1 6 i 6 m,

y

n∑
j=1

aijyj =

m∑
j=1

aijyj =

m∑
j=1

aijxj = λxi = −λyi, si m+ 1 6 i 6 n.

Así, y satisface que Ay = −λy, y −λ es un valor propio de G.

H. Sachs (1966) demostró que la simetría del espectro de G es suficiente para que G sea bipartito. Con
lo cual se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.13. Un grafo G con al menos una arista es bipartito si y sólo si su espectro es simétrico con respecto
a 0.

Incluimos una caracterización fuerte de los grafos bipartitos regulares realizada por Hoffman en
1963.

Teorema 3.14. Un grafo G conexo k-regular es bipartito si y sólo si −k es un valor propio de G.

Demostración. Primero supóngase que G es un grafo bipartito k-regular. Entonces por el inciso ii) de la
Proposición 3.3 tenemos que el vector ~1 = (1, 1, . . . , 1)T satisface que A~1 = k~1, con k un valor propio
de G y así, por la Proposición 3.4, −k es también un valor propio de G.

Sea G = (V ,E) un grafo k-regular con su conjunto de vértices V = {v1, v2, . . . , vn}. Para demostrar el
recíproco debemos construir una bipartición de G. Sea x = (x1, x2, . . . , xn)T un vector propio de G, con
valor propio −k, es decir, Ax = −kx. Podemos asumir, sin pérdida de generalidad que, máx16j6n xj =
1 y que |xj| 6 1 para cada j.
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Supongamos que xi0 = 1. Luego, como cada renglón y columna de A contiene precisamente k 1 ′s y∑n
j=1 ai0jxj = −kxi0 = −k, entonces xj debería ser igual a −1 para cada j tal que vj ∈ N(vi0) donde

N(vi0) es el conjunto de vecinos del vértice vi0 . Similarmente, tenemos que si xi0 = −1 entonces xj = 1
para cada j con vj ∈ N(vi0). Como G es conexo todas las coordenadas de x deben ser, por lo tanto, 1
ó −1. Sea V1 = {vj : xj = 1, 1 6 j 6 n} y V2 = {vj : xj = −1, 1 6 j 6 n}. Entonces (V1,V2) es una
bipartición de V , así, G es un grafo bipartito.

Observemos la siguiente relación que existe entre los valores propios de la matriz A y HHT cuando

A es una matriz de adyacencia del grafo G de la forma A =

[
0 H

HT 0

]
.

Lema 3.5. Sea A una matriz de adyacencia de un grafo bipartito regular conexo. Los valores propios de A son
±√µi y posiblemente 0, donde µi, 1 6 i 6 s son los distintos valores propios de HHT .

Demostración. Sea G un grafo bipartito con matriz de adyacencia A ∈ M(F2)(m+n)×(m+n) definida
como

A =

[
0 H

HT 0

]
notemos que A es una matriz por bloques, donde el primer bloque 0 es la matriz nula de tamañom×m,
el segundo bloque H es una matriz de tamaño m× n, el tercer bloque HT es la matriz transpuesta de
H de tamaño n×m, y el cuarto bloque 0 es la matriz nula de tamaño n×n.

Entonces,

A2 = A ·A

=

[
0 H

HT 0

] [
0 H

HT 0

]
=

[
HHT 0

0 HTH

]
donde el primer bloque HHT es una matriz de tamaño m×m, el segundo bloque 0 es la matriz nula
de tamaño m×n, el tercer bloque 0 es la matriz cero de tamaño (n×m, y el cuarto bloque HTH es la
matriz de tamaño n×n.

Ahora bien, calculemos el polinomio característico de A2,

PA2(t) = det(tI−A2)

=
∣∣tI−A2∣∣

=

∣∣∣∣∣tI−
[
HHT 0

0 HTH

]∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣tI−HHT 0

0 tI−HTH

∣∣∣∣∣
=

∣∣tI−HHT ∣∣ · ∣∣tI−HTH∣∣
= PHHT (t) · PHTH(t) (3.17)

Usando el Lema 3.1 obtenemos que PHTH(t) = t
kPHHT (t) con k = n−m, entonces de (3.17) PA2(t) =

PHHT (t) · PHTH(t) = PHHT (t) · tkPHHT (t) = tkPHHT (t) · PHHT (t) = tk(PHHT (t))
2, eso implica que

PA2(t) = t
k(PHHT (t))

2. Al despejar a PHHT tenemos que PHHT (t) = ±
√
t−kPA2(t).

Consideremos a µi 6= 0 con 1 6 i 6 s los distintos valores propios de HHT , entonces para cada i,

PHTH(µi) = 0

⇒
√
µ−ki PA2(µi) = 0

⇒ µ−ki = 0 ∨ PA2(µi) = 0,

con lo cual, si se satisface que PA2(µi) = 0 entonces obtendríamos que µi también es un valor propio
de la matriz A2, y usando el Lema 3.2 obtenemos que ±√µi son los valores propios de A.



4 C Ó D I G O S L D P C

El razonamiento matemático puede considerarse
más bien esquemáticamente como el ejercicio

de una combinación de dos instalaciones,
que podemos llamar la intuición y el ingenio.

– Alan Turing –

En este capítulo presentamos los códigos LDPC, damos un pequeño acercamiento al estudio de su
teoría fundamental. Una vez revisados los capítulos previos que tienen que ver en parte con la teoría
de códigos, la teoría de grafos (o gráficas), la teoría de la información, y el álgebra lineal; nos es
posible realizar un estudio sobre estos códigos que permiten comunicar con eficiencia y confiabilidad
la información. No olvidemos que el estudio de los códigos LDPC se debe a que son una excelente
familia de códigos detectores-correctores de errores que intentan dar solución al problema central de
la teoría de comunicación, cuyo objetivo es construir un sistema de codificación y decodificación que
haga posible una casi perfecta comunicación sobre el canal con ruido.

El objetivo central de este capítulo es estudiar el concepto de código LDPC regular e irregular, con-
siderando su matriz de chequeo de paridad, como la matriz relacionada con un sistema de ecuaciones
lineales, y también, como la matriz de adyacencia de un grafo bipartito. Luego, caracterizamos la irre-
gularidad de un código LDPC a partir del cálculo de las distribuciones de grado. Y realizaremos un
análisis detallado sobre las demostraciones de tres teoremas que establecen una cota para la distancia
mínima del código. Además, damos algunos ejemplos de la teoría revisada usando el software Magma
V2.14-15 [CBFS08]. No sin antes hacer una introducción, dando un panorama general de lo que abarca
el estudio, la implementación y las aplicaciones de los códigos LDPC.

Los textos revisados para el desarrollo de este último capítulo fueron [Gal63], [Kel09], [RU08], [Tan01]
y [WK03].

4.1 una introducción a los códigos ldpc

En esta sección hablaremos sobre cómo y quién introdujó el concepto de los códigos de Chequeo de
Paridad de Baja Densidad conocidos como códigos LDPC por sus siglas en inglés Low Density Parity
Check. Introduciremos que es lo que caracteriza a esta clase de códigos, hablaremos un poco de su
codificación y decodificación, y mencionaremos algunas de las aplicaciones donde estos códigos LDPC
posiblemente están en uso. Cabe señalar, que lo mencionado en esta sección no necesariamente será
abordado con más a detalle, debido a que el trabajo de los códigos LDPC es muy extenso, y se requiere
de un amplio conocimiento sobre diversas áreas de las matemáticas para llevar a cabo el análisis de
este panorama general.

4.1.1 Historia

Robert G. Gallager desarrolló el concepto de códigos LDPC en su tesis doctoral en el MIT en 1960 y
después fue publicada en 1963, debido a esto, los códigos LDPC también son conocidos como códigos
de Gallager en su honor. En su trabajo Gallager introdujo la definición de códigos de chequeo de pa-
ridad de baja densidad y también la decodificación iterativa, [Gal63]. Sin embargo, los códigos LDPC
fueron olvidados por la alta complejidad computacional que suponía su decodificación con la tecnolo-
gía de entonces. Pinsker y Zyablov fueron los primeros que analizaron la decodificación iterativa. En
1981 Robert M. Tanner generalizó la construcción de Gallager y estableció una representación gráfica
de los códigos en términos de grafos bipartitos, [Tan01]. A mitad de los años 90 cuando se introduce el

99
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concepto de turbo códigos, David Mackay y Neal redescubrieron los códigos de Gallager, siendo más
viable su implementación para ese entonces. Hay varios trabajos que involucran a los códigos LDPC
y que se relacionan con todo el trabajo realizado por los personajes mencionados y los no menciona-
dos, como el análisis de cotas para la distancia mínima, [Tan01] y [SKS05]; posteriormente, usando el
concepto de expansión de un grafo se construye una nueva familia de códigos, los códigos expandidos
construidos por Sipser y Spielman que son un caso especial de la clase de códigos LDPC, [SS96]; y de
igual forma el análisis sobre su distancia mínima, [FZ11]. También se han investigado las distribuciones
de peso y grado de los códigos LDPC, entre algunos autores tenemos a Di, Richardson, y Urbanke; una
idea sugerida por Chung, Richardson, y Urbanke fue obtener una aproximación Gaussiana como una
aproximación unidimensional de la evolución de densidad para los códigos LDPC, [RU01] y [RU08].

Hay más trabajos realizados y relacionados con el estudio de los códigos LDPC, así que con el
párrafo anterior se pretende que el lector conozca de manera general lo que a lo largo del tiempo se ha
hecho. Hoy en día los códigos LDPC están en gran auge, el interés por estos sistemas de codificación y
decodificación basados en estos códigos, se debe a que pueden aproximarse bastante bien al límite de
capacidad establecido en el Teorema de Shannon 2.8.

4.1.2 Notación

Descripción de la notación implementada.

Notación Descripción
C(B) Código LDPC.
B Grafo bipartito.
X Conjunto de vértices o nodos variable.
C Conjunto de vértices o nodos restricción.
xi Nodo variable o nodo palabra-código o nodo bit.
ci Nodo restricción o nodo redundancia o nodo chequeo de paridad.
n Número de nodos bit.
m Número de nodos chequeo de paridad.
dxi Grado del i-ésimo nodo variable.
dci Grado del i-ésimo nodo restricción.
dx Grado de los nodos variable cuando el grafo bipartito es regular o

grado máximo de los nodos variable cuando el grafo bipartito es irregular.
dc Grado de los nodos restricción cuando el grafo bipartito es regular o

grado máximo de los nodos restricción cuando el grafo bipartito es irregular.
ax Grado promedio de los nodos variable.
ac Grado promedio de los nodos restricción.
wxi Peso de la i-ésima columna de la matriz de chequeo de paridad.
wci Peso del i-ésimo renglón de la matriz de chequeo de paridad.
wx Peso mínimo de las columnas o peso de las columnas si todas tienen el mismo peso.
wc Peso mínimo de los renglones o peso de los renglones si todos tienen el mismo peso.
d Distancia mínima.
k Dimensión del código.
R Tasa del código.
M Número de palabras código.
H Matriz de chequeo de paridad del código de tamaño (n− k)×n.
G Matriz generadora del código de tamaño k×n.
A Matriz de adyacencia del grafo bipartito de tamaño n×n.
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4.1.3 Nociones y características de los códigos LDPC

Los códigos LDPC tienen una estructura teoríca muy interesante a continuación mencionaremos algu-
nos puntos esenciales.

• Los códigos LDPC son una clase de códigos de bloque lineal cuya propiedad esencial es la de
tener una matriz de chequeo de paridad H dispersa o de baja densidad, es decir, con pocos
elementos distinto de cero.

• Pueden ser tratados como un grafo bipartito B = (X ∪C,E) cuya matriz de adyacencia es de la

forma A =
(
0 H
HT 0

)
, donde H es la matriz de chequeo de paridad del código LDPC. En el grafo

bipartito B, X representa la clase de n nodos conocidos como nodos palabras-código, variables
o bits que los denotaremos como x; y C representa la clase de m nodos conocidos como nodos
restricción, redundancia o chequeo que los denotaremos como c. Esta representación es conocida
como el grafo de Tanner.

• La condición impuesta por los nodos chequeo c es que la suma de sus vecinos, es decir, los nodos
variable x deben sumar 0 módulo 2.

• Los códigos LDPC pueden ser regulares o irregulares.

• El hecho de poder representar los códigos LDPC mediante grafos bipartitos, ayuda a entender la
estructura del código y proporciona un poderoso enfoque de decodificación, ya que los algorit-
mos eficientes de decodificación se basan en esta representación.

• La decodificación eficiente de los códigos LDPC se logra mediante los algortimos que se engloban
en los llamados algoritmos de paso de mensaje, son algoritmos iterativos y su nombre se debe a
que el algoritmo de decodificación se basa en la observación de la estructura del grafo bipartito
y en como en cada iteración, se pasan mensajes de los nodos bit a los nodos chequeo y viceversa.

• Una importante subclase de los algoritmos de paso de mensaje son los llamados algoritmos
Belief-Propagation (BP) que fueron presentados por Gallager. Entre los cuales, existen diversos
algoritmos de decodificación de códigos LDPC basados en los BP como el Suma-Producto (SP), y
la simplificación Min-Sum (MS).

• El estudio de esta clase de códigos comenzó con los códigos LDPC binarios pero ya existen
trabajos que estudian a los códigos LDPC no binarios.

• También se conoce el código dual para los códigos LDPC llamados códigos de Matriz Generadora
de Baja Densidad conocidos como LDGM, en su versión en inglés Low Density Generator Matrix.

• Progresivamente, surgen los códigos cuasi-cíclicos de los códigos LDPC conocidos como (QC)-
LDPC, teniendo una estructura interior que le permite considerablemente hacer más pequeño el
software y complejidad de implementación del hardware.

• Un caso especial son los códigos expandidos que pertenecen a la clase de los códigos LDPC,
de la cual podemos decir que, si el grafo bipartito B es una buena expansión y si los nodos
restricción vecinos a un subconjunto de los nodos variable son identificados como subcódigos
suficientemente buenos, entonces el código expandido resultante será un buen código, y por
tanto, tendrá buena propiedad de distancia mínima.

Como uno de los objetivos es proporcionar ese acercamiento a los códigos LDPC los puntos anterio-
res fueron mencionados, sin embargo, no todo lo enunciado con anterioridad será abordado, ya que
nuestro interés va más enfocado a obtener cotas para la distancia mínima de dichos códigos.

4.1.4 Algunas de las aplicaciones posibles de los códigos LDPC

Los códigos LDPC se están implementando en aplicaciones donde la transferencia de información a
través del ancho de banda o de canal de retorno está limitado por la presencia de ruido. Esto es, está
siendo incluido en multitud de estándares de comunicación debido a su gran capacidad de detección
y corrección, así como su facilidad para paralelizar el proceso de decodificación, lo que permite su uso
en sistemas que requieren altas velocidades de transmisión. Algunas de sus posibles implementaciones
son, [Lhé04]:
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• Recuperación de paquetes perdidos en la distribución de datos masivos a varios clientes en forma
simultánea a través de la Internet.

• Almacenamiento en medios magnéticos.

• Almacenamiento distribuido de información.

• Corrección de errores en telefonía común e inalámbrica y en módems.

• En el año 2003, un código LDPC venció a 6 códigos turbo para convertirse en la corrección de
errores de códigos en el nuevo estándar DVB-S2 para la transmisión por satélite de televisión
digital.

• En el año 2008, los códigos LDPC fueron escogidos como códigos para ser utilizados en el régimen
FEC para el UIT-T. Los códigos LDPC también se utiliza para 10GBASE-T Ethernet a través de
cables categoría CAT6.

4.2 los códigos ldpc

En la sección anterior 4.1 dimos una idea general de los códigos de chequeo de paridad de baja densidad.
Ahora, en esta sección estudiaremos formalmente el concepto de los códigos LDPC, analizando su
sistema de ecuaciones lineales y su representación gráfica, y viendo como estas dos ideas se relacionan
con su matriz de chequeo de paridad. Y además, daremos un par de ejemplos sobre un código LDPC
regular e irregular.

El campo sobre el que trabajamos es el campo binario F2, entonces nos enfocamos en el estudio de
los códigos LDPC binarios.

4.2.1 Definición de un código LDPC y su representación gráfica

De acuerdo al trabajo de Gallager [Sha48] los códigos LDPC se definen como.

Definición 4.1. Los códigos LDPC son códigos de bloque lineal determinados por una matriz H cuyas compo-
nentes en su mayor parte son 0 ′s y relativamente pocos 1 ′s, es decir, una matriz de chequeo de paridad H dispersa
o de baja densidad.

Observación 4.1. Un código LDPC regular es un código de chequeo de paridad de baja densidad en el cual cada
columna de H tiene el mismo peso wx y cada renglón de H tiene el mismo peso wc. Un código LDPC irregular
es un código en el cual las columnas y/o los renglones de H no tienen el mismo peso.

En la sección 2.5 del capítulo 2 revisamos la relación que existe entre un código lineal y los grafos bi-
partitos. Entonces, debido a que los códigos LDPC son códigos lineales, estos tienen una representación
gráfica conocida como grafo de Tanner. El grafo resultante del código LDPC será un grafo bipartito, y
además, su matriz de adyacencia A está relacionada con la matriz de chequeo de paridad H, ya que

A =
(
0 H
HT 0

)
. Si el grafo bipartito es regular decimos que obtenemos un código LDPC regular, y si el

grafo bipartito es irregular entonces obtenemos un código LDPC irregular, [Tan01] y [RU08].

Una vez relacionada la definición dada por Gallager con la representación gráfica de Tanner, se tiene
la siguiente definición de un código LDPC, [WK03].

Definición 4.2. Sea B = (X∪C,E) un grafo bipartito donde X es el conjunto de n nodos variables x1, x2, . . .,
xn, C es el conjunto de los m nodos restricción c1, c2, . . ., cm, y E es el conjunto de aristas. Un código C(B) de
chequeo de paridad de baja densidad o simplemente un código LDPC de longitud n es

C(B) =
{
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn2 | xb(1,j) ⊕ xb(2,j) ⊕ · · · ⊕ xb(dcj ,j) = 0, 1 6 j 6 m

}
, (4.1)

donde b(i, j) es una función incidente definida tal que para cada nodo restricción cj, los nodos vecinos o colin-
dantes a cj son xb(1,j), xb(2,j), . . ., xb(dcj ,j), y los grados de cada nodo restricción dcj ′s son muy pequeños
comparados con el número de los n nodos variables.



4.2 los códigos ldpc 103

Observación 4.2. La función incidente asocia un par no ordenado de distintos nodos con cada arista del grafo
bipartito B, es decir, {xb(1,j), cj}, {xb(2,j), cj}, . . ., {xb(dcj ,j), cj} forman las aristas de B.

Observación 4.3. A partir de la Definición 4.2 podemos decir que un código LDPC, es el conjunto de las
soluciones de un sistema de m ecuaciones lineales, donde ⊕ indica la suma módulo 2 al estar trabajando en
el campo binario F2. Si ax y ac son los grados promedios de los nodos variable y restricción en el grafo B,
respectivamente, entonces m = ax·n

ac
.

Comentario 4.1. Cabe mencionar que la Definición 4.2 abarca los códigos LDPC regulares e irregulares, pero
en los resultados dados posteriormente aclararemos con que tipo de código trabajaremos y daremos los parámetros
apropiados.

Estudiemos el concepto de un código LDPC. Hay dos formas de construir un código LDPC: la
primera, a partir de un sistema de ecuaciones lineales, con la cual obtendríamos su matriz de chequeo
de paridad H y solo resta verificar que se cumpla que el número de entradas en su mayor parte
sean 0 ′s y relativamente pocos 1 ′s, con esto conseguimos un código LDPC. Luego, se sabe que este
código lineal tiene una representación gráfica, pero con la matriz H es suficiente para construir el
grafo bipartito correspondiente y además obtener la matriz de adyacencia A. La segunda, a partir de
tener un grafo bipartito, uno puede obtener su matriz de adyacencia del grafo, y llevarlo a la forma

A =
(
0 H
HT 0

)
, de donde obtenemos H la matriz de chequeo de paridad de algún código, así, al verificar

que se satisface que el número de de entradas en su mayor parte sean 0 ′s y relativamente pocos 1 ′s,
entonces conseguimos un código LDPC.

Observamos que el vínculo entre una u otra forma es analizar la matriz de chequeo de paridad H,
por lo que, podemos construir esta matriz H como una matriz aleatoria o una matriz determinista
y posteriormente ver si satisface la definición de código LDPC, y entonces decir que el código que
tenemos es un código LDPC.

A partir de la Definición 4.2, un código LDPC es el conjunto C(B) (4.1) donde B = (X ∪C,E) es el
grafo biparito asociado al código y b(i, j) es una función incidente, entonces,

C(B) =
{
(x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn2 | xb(1,j) ⊕ xb(2,j) ⊕ · · · ⊕ xb(dcj ,j) = 0, 1 6 j 6 m

}

=


(x1, x2, . . . , xn) ∈ Fn2 |

xb(1,1) ⊕ xb(2,1) ⊕ · · · ⊕ xb(dc1 ,1) = 0

xb(1,2) ⊕ xb(2,2) ⊕ · · · ⊕ xb(dc2 ,2) = 0

· · ·
... · · ·

...
. . .

... · · ·
... · · ·

xb(1,i) ⊕ xb(2,i) ⊕ · · · ⊕ xb(dci ,i) = 0

· · ·
... · · ·

...
. . .

... · · ·
... · · ·

xb(1,m) ⊕ xb(2,m) ⊕ · · · ⊕ xb(dcm ,m) = 0


Es decir, obtenemos un sistema de m ecuaciones lineales, donde la i-ésima ecuación lineal va ser la
suma de los nodos variable adyacentes al i-ésimo nodo restricción ci, en sí, cada xb(i,j) es algún nodo
variable. Luego, la matriz asociada con este sistema de ecuaciones es una matriz con componentes 0 ′s
y 1 ′s, a la cual denotamos por H. Así, C(B) =

{
x ∈ Fn2 | HxT = 0

}
con H una matriz de chequeo de

paridad de tamaño m×n, a partir de esto decimos que tenemos un código lineal con palabras-código
x de longitud n; además, al ser un código de bloque tenemos la clase de n nodos variable xi y la clase
de m nodos restricción ci. Ahora, al contar cuantos 1 ′s hay en cada renglón de la matriz H obtenemos
el peso de cada renglón, esto es, wci , y al contar cuantos 1 ′s hay en cada columna de la matriz H
obtenemos el peso de cada columna, es decir, wxi .

Después, al contar con la matriz H del código podemos construir el grafo correspondiente, el cual
resulta ser un grafo bipartito B = (X ∪ C,E) donde X = {x1, x2, . . . , xn} es el conjunto de los nodos
variable que son determinadas por las columnas de la matriz H, C = {c1, c2, . . . , cm} es el conjunto de
los nodos restricción que son determinadas por los renglones de la matriz H, y E es el conjunto de
las aristas determinadas por las entradas diferentes de cero de la matriz H. Este grafo bipartito puede
ser dibujado de alguna de las dos maneras como se ilustra en la Figura 45, o quizás de alguna otra
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forma diferente, de acuerdo a como resulte de mayor utilidad. También es posible construir su matriz
de adyacencia A del grafo bipartito B.

Nodos variable X

Nodos restricción C

· · · · · · · · ·
x1 x2 x3 xi xi+1 xi+j xn−1 xn

· · · · · · · · ·
c1 c2 ci ci+1 ci+j cm−1 cm

B = (X∪C,E)

Nodos variable X Nodos restricción C

...

...

...

xn

xn−1

xi+j

xi+1

xi

x3

x2

x1

...

...

...

cm

cm−1

ci+j

ci+1

ci

c2

c1

Figura 45: Grafo de Tanner asociado a un código LDPC.

Cuando dibujamos el grafo bipartito B podemos ver si éste es regular o no, aunque esto también se
puede determinar desde la matriz de chequeo de paridad H, pues para cada i el peso de la i-ésima
columnaswxi es igual al grado dxi del i-ésimo nodo variable y el peso del i-ésimo renglónwci resultan
ser igual al grado dci del i-ésimo nodo restricción. Así, cuando los pesos de las columnas wxi sean
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todos iguales y también los pesos de los renglones wci sean todos iguales, aunque no necesariamente
pesos iguales entre columna y renglón, diremos que tenemos un grafo bipartito (dx,dc)-regular, en
caso contrario, será un grafo bipartito irregular con dx y dc los grados máximos correspondientes a los
nodos variable y restricción, respectivamente.

Un código LDPC al ser un código lineal y contar con una representación gráfica bipartita sus carac-
terísticas y propiedades están determinadas por dichas estructuras, y debido a esto es posible obtener
resultados interesantes.

4.2.2 Ejemplos de códigos LDPC

Veamos el ejemplo de un código LDPC regular.

Ejemplo 4.1. Sea H la matriz de chequeo de paridad de un código, verifiquemos que el código resultante es un
código LDPC C(B) y analicemos que características, propiedades y parámetros tiene.

Dada la matriz H (4.2) de un código lineal con la clase de n = 8 nodos variable X = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7,
x8} y la clase dem = 4 nodos restricción C = {c1, c2, c3, c4}. Lo primero que observamos de la matriz de chequeo
de paridad H es que el número de unos es igual al número de ceros, además, que el peso de todos los renglones es
wc = 4 y el peso de todas las columnas es wx = 2.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

H =

c1
c2
c3
c4


0 1 0 1 1 0 0 1

1 1 1 0 0 1 0 0

0 0 1 0 0 1 1 1

1 0 0 1 1 0 1 0

 (4.2)

Luego, obtenemos el sistema de ecuaciones correspondiente a HxT = 0 donde x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8)
es una palabra-código,

x2 + x4 + x5 + x8 = 0 (4.3)

x1 + x2 + x3 + x6 = 0 (4.4)

x3 + x6 + x7 + x8 = 0 (4.5)

x1 + x4 + x5 + x7 = 0 (4.6)

del sistema de ecuaciones la primer ecuación (4.3) es asociada al primer nodo restricción c1, la segunda ecuación
(4.4) al segundo nodo restricción c2, la tercer ecuación (4.5) al tercer nodo restricción c3, y la cuarta ecuación
(4.6) al cuarto nodo restricción c4.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8

c1 c2 c3 c4

B = (X∪C,E)

Figura 46: Grafo bipartito regular asociado con un código LDPC regular con matriz de chequeo de paridad H.
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Además, contruimos el grafo bipartito B = (X ∪ C,E) correspondiente a la matriz H, que es (2, 4)-regular y
donde X = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8} es el conjunto con 8 nodos variable y C = {c1, c2, c3, c4} es el conjunto
con 4 nodos restricción, el cual ilustramos en la Figura 46. Al observar el grafo bipartito B vemos que los
nodos adyacentes a cada nodo restricción son justamente los nodos variable asociados con las ecuaciones descritas
anteriormente.

Con ayuda del software Magma V2.14-15 [CBFS08] analicemos la matriz H.

> M := KMatrixSpace(FiniteField(2),4,8);

> M1 := M ! [ 0,1,0,1,1,0,0,1,

> 1,1,1,0,0,1,0,0,

> 0,0,1,0,0,1,1,1,

> 1,0,0,1,1,0,1,0 ];

> H := SparseMatrix(M1);

> H;

Sparse matrix with 4 rows and 8 columns over GF(2)

> C := LDPCCode(H);

> C;

[8, 5, 2] Linear Code over GF(2)

Generator matrix:

[1 0 0 0 0 1 1 0]

[0 1 0 0 0 1 0 1]

[0 0 1 0 0 1 0 0]

[0 0 0 1 0 0 1 1]

[0 0 0 0 1 0 1 1]

> CodeWordsC := [x : x in C];

> CodeWordsC;

[

(0 0 0 0 0 0 0 0),

(1 0 0 0 0 1 1 0),

(1 1 0 0 0 0 1 1),

(0 1 0 0 0 1 0 1),

(0 1 1 0 0 0 0 1),

(1 1 1 0 0 1 1 1),

(1 0 1 0 0 0 1 0),

(0 0 1 0 0 1 0 0),

(0 0 1 1 0 1 1 1),

(1 0 1 1 0 0 0 1),

(1 1 1 1 0 1 0 0),

(0 1 1 1 0 0 1 0),

(0 1 0 1 0 1 1 0),

(1 1 0 1 0 0 0 0),

(1 0 0 1 0 1 0 1),

(0 0 0 1 0 0 1 1),

(0 0 0 1 1 0 0 0),

(1 0 0 1 1 1 1 0),

(1 1 0 1 1 0 1 1),

(0 1 0 1 1 1 0 1),

(0 1 1 1 1 0 0 1),

(1 1 1 1 1 1 1 1),

(1 0 1 1 1 0 1 0),

(0 0 1 1 1 1 0 0),

(0 0 1 0 1 1 1 1),

(1 0 1 0 1 0 0 1),
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(1 1 1 0 1 1 0 0),

(0 1 1 0 1 0 1 0),

(0 1 0 0 1 1 1 0),

(1 1 0 0 1 0 0 0),

(1 0 0 0 1 1 0 1),

(0 0 0 0 1 0 1 1)

]

> #C;

32

> IsLDPC(C);

true

> IsRegularLDPC(C);

true 4 2

> TannerGraph(C);

Graph

Vertex Neighbours

1 10 12 ;

2 9 10 ;

3 10 11 ;

4 9 12 ;

5 9 12 ;

6 10 11 ;

7 11 12 ;

8 9 11 ;

9 2 4 5 8 ;

10 1 2 3 6 ;

11 3 6 7 8 ;

12 1 4 5 7 ;

Entonces, una vez realizado el análisis con Magma, los resultados obtenidos son que el código C(B) es un
código LDPC de dimensión dimC(B) = 5, con palabras-código x de longitud 8, con distancia mínima d = 2,
y, con pesos en las columnas wx = 2 y pesos en los renglones wc = 4. Es decir, un [8, 5, 2]-código LDPC
(2, 4)-regular con tasa R = 5

8 , cuya matriz generadora es,

G =


1 0 0 0 0 1 1 0

0 1 0 0 0 1 0 1

0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 1 1

0 0 0 0 1 0 1 1

 ,

con cardinalidad de |C(B)| = 32 palabras-código x que están enlistadas anteriormente. Además, al ser un código
LDPC (2, 4)-regular el grafo bipartito asociado es un grafo bipartito B (2, 4)-regular, y en la parte final del
análisis se obtienen los vecinos de los 12 nodos en total del grafo bipartito B y que son justamente los que se
observan en la Figura 46. Por lo tanto, el [8, 5, 2]-código LDPC con matriz de chequeo de paridad H (4.2) y con
representación gráfica bipartita B 46, es el conjunto

C(B) =
{
(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8) | xb(1,j) ⊕ xb(2,j) ⊕ · · · ⊕ xb(dcj ,j) = 0, 1 6 j 6 4

}
.
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Veamos el ejemplo de un código LDPC irregular.

Ejemplo 4.2. Sea H la matriz de chequeo de paridad de un código, verifiquemos que el código resultante es un
código LDPC, C(B), y analicemos que características, propiedades y parámetros tiene.

Dada la matrizH (4.7) de un código lineal con la clase de n = 9 nodos variable X = {x1, x2, x3, x4, x5, x6x7, x8,
x9} y la clase de m = 5 nodos restricción C = {c1, c2, c3, c4, c5}.

x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

H =

c1
c2
c3
c4
c5


0 1 0 1 1 1 0 1 0

0 1 0 1 0 1 0 1 1

0 0 1 1 0 0 1 0 0

1 1 0 0 1 1 0 1 0

1 0 0 1 0 1 0 0 1

 (4.7)

Observemos que el número de unos es menor al número de ceros en la matriz H, además, que el peso de los ren-
glones no es el mismo y tampoco el peso de las columnas es igual. Luego, el sistema de ecuaciones correspondiente
a HxT = 0 donde x = (x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9) es una palabra-código,

x2 + x4 + x5 + x6 + x8 = 0 (4.8)

x2 + x4 + x6 + x8 + x9 = 0 (4.9)

x3 + x4 + x7 = 0 (4.10)

x1 + x2 + x5 + x6 + x8 = 0 (4.11)

x1 + x4 + x6 + x9 = 0 (4.12)

del sistema de ecuaciones la primer ecuación (4.8) es asociada al primer nodo restricción c1, la segunda ecuación
(4.9) al segundo nodo restricción c2, la tercer ecuación (4.10) al tercer nodo restricción c3, la cuarta ecuación
(4.11) al cuarto nodo restricción c4, y la quinta ecuación (4.12) al quinto nodo restricción c5.

x9

x8

x7

x6

x5

x4

x3

x2

x1

c5

c4

c3

c2

c1

B = (X∪C,E)

Figura 47: Grafo bipartito irregular asociado con un código LDPC irregular con matriz de chequeo de paridad H.
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Además, contruimos el grafo bipartito B = (X ∪C,E) correspondiente a la matriz H, que es irregular y donde
X = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9} es el conjunto con 9 nodos variable y C = {c1, c2, c3, c4, c5} es el conjunto
con 5 nodos restricción, el cual ilustramos en la Figura 47. Al observar el grafo bipartito B vemos que los
nodos adyacentes a cada nodo restricción son justamente los nodos variable asociados con las ecuaciones descritas
anteriormente.

Con ayuda del software Magma V2.14-15 [CBFS08] analicemos la matriz H.

> M := KMatrixSpace(FiniteField(2),5,9);

> M1 := M ! [ 0,1,0,1,1,1,0,1,0,

> 0,1,0,1,0,1,0,1,1,

> 0,0,1,1,0,0,1,0,0,

> 1,1,0,0,1,1,0,1,0,

> 1,0,0,1,0,1,0,0,1 ];

> H := SparseMatrix(M1);

> H;

Sparse matrix with 5 rows and 9 columns over GF(2)

> C := LDPCCode(H);

> C;

[9, 4, 2] Linear Code over GF(2)

Generator matrix:

[1 0 0 1 0 0 1 1 0]

[0 1 0 0 0 0 0 1 0]

[0 0 1 0 0 0 1 0 0]

[0 0 0 0 1 1 0 0 1]

> CodeWordsC := [x : x in C];

> CodeWordsC;

[

(0 0 0 0 0 0 0 0 0),

(1 0 0 1 0 0 1 1 0),

(1 1 0 1 0 0 1 0 0),

(0 1 0 0 0 0 0 1 0),

(0 1 1 0 0 0 1 1 0),

(1 1 1 1 0 0 0 0 0),

(1 0 1 1 0 0 0 1 0),

(0 0 1 0 0 0 1 0 0),

(0 0 1 0 1 1 1 0 1),

(1 0 1 1 1 1 0 1 1),

(1 1 1 1 1 1 0 0 1),

(0 1 1 0 1 1 1 1 1),

(0 1 0 0 1 1 0 1 1),

(1 1 0 1 1 1 1 0 1),

(1 0 0 1 1 1 1 1 1),

(0 0 0 0 1 1 0 0 1)

]

> #C;

16

> IsLDPC(C);

true

> IsRegularLDPC(C);
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false 0 0

> TannerGraph(C);

Graph

Vertex Neighbours

1 13 14 ;

2 10 11 13 ;

3 12 ;

4 10 11 12 14 ;

5 10 13 ;

6 10 11 13 14 ;

7 12 ;

8 10 11 13 ;

9 11 14 ;

10 2 4 5 6 8 ;

11 2 4 6 8 9 ;

12 3 4 7 ;

13 1 2 5 6 8 ;

14 1 4 6 9 ;

Entonces, una vez realizado el análisis con Magma, los resultados obtenidos son que el código es un código
LDPC de dimensión dimC(B) = 4, con palabras-código x de longitud 9, con distancia mínima d = 2, y, con
diferentes pesos en las columnas wx1 = 2, wx2 = 3, wx3 = 1, wx4 = 4, wx5 = 2, wx6 = 4, wx7 = 1, wx8 = 3
y wx9 = 2, y diferentes pesos en los renglones wc1 = 5, wc2 = 5, wc3 = 3, wc4 = 5 y wc5 = 4. Es decir, un
[9, 4, 2]-código LDPC irregular con tasa R = 4

9 , cuya matriz generadora es,

G =


1 0 0 1 0 0 1 1 0

0 1 0 0 0 0 0 1 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 1 0 0 1

 ,

con cardinalidad de |C(B)| = 16 palabras-código x que están enlistadas anteriormente. Además, al ser un código
LDPC irregular el grafo bipartito asociado es un grafo bipartito irregular y en la parte final del análisis se obtienen
los vecinos de los 14 nodos en total del grafo bipartito B y que son justamente los que se observan en la Figura
47. Por lo tanto, el [9, 4, 2]-código LDPC con matriz de chequeo de paridad H (4.7) y con representación gráfica
bipartita B 47, es el conjunto

C(B) =
{
(x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9) | xb(1,j) ⊕ xb(2,j) ⊕ · · · ⊕ xb(dcj ,j) = 0, 1 6 j 6 5

}
.

4.3 distribución de grado

La irregularidad de un código LDPC es usualmente descrita a través de las distribuciones de los grados
de sus nodos variable y restricción, veamos la demostración del siguiente lema.

Lema 4.1. El grado promedio de los nodos variable es ax = 1∫1
0 λ(x)dx

y el grado promedio de los nodos restricción

es ac = 1∫1
0 ρ(x)dx

.

Demostración. Sea B = (X ∪C,E) un grafo bipartito irregular que es representado por la secuencia de
los grados de los nodos variable (l1, ..., ldx) y por la secuencia de los grados de los nodos restricción
(r1, ..., rdc), donde cada li y ri son las fracciones de los n nodos variable y los m nodos restricción que
tienen grado i, respectivamente, además, algunos de los li ′s y ri ′s pueden ser cero; y dx es el grado
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máximo de los nodos variable y dc es el grado máximo de los nodos resctricción, y se satisface que la
suma de cada una de las secuencias es igual a 1. Sea λi la probabilidad de elegir al azar una arista que
es adyacente a algún nodo variable de grado i, y sea ρi la probabilidad de que aleatoriamente elijamos
una arista que es adyacente a algún nodo restricción de grado i, en otras palabras, λi y ρi son las
fracciones de aristas conectadas a los nodos variable y nodos restricción de grado i, respectivamente.
Así,

λi =
ili∑dx
i=1 ili

i = 1, . . . ,dx y ρi =
iri∑dc
i=1 iri

i = 1, · · · ,dc,

podemos observar que,

∑
i

λi =

dx∑
i=1

ili∑dx
i=1 ili

=

∑dx
i=1 ili∑dx
i=1 ili

= 1

∑
i

ρi =

dc∑
i=1

iri∑dc
i=1 iri

=

∑dc
i=1 iri∑dc
i=1 iri

= 1

Ahora definamos las distribuciones de grado arista λ(x) y ρ(x) que son polinomios de la siguiente
forma,

λ(x) =
∑
i

λix
i−1 y ρ(x) =

∑
i

ρix
i−1.

Para obtener el grado promedio de los nodos variable, contamos el número de aristas de grado i de los
nodos variable, los cuales deben ser igual a λinax. Dado que el número de nodos variable de grado i
del grafo es λinaxi , obtenemos que li la fracción del nodo variable de grado i, está dada por li =

λiax
i .

Como se satisface que
∑
i li =

∑
i
λiax
i = 1 resulta que ax = 1∑

i
λi
i

. Observemos que
∫1
0 λ(x)dx =∫1

0

∑dx
i=1 λix

i−1dx =
∑dx
i=1

∫1
0 λix

i−1dx =
∑dx
i=1

λi
i x
i|x=1x=0 =

∑dx
i=1

λi
i , por lo tanto, ax = 1∫1

0 λ(x)dx
. De

manera similar, para el grado promedio de los nodos restricción, contamos el número de aristas de
grado i de los nodos restricción, estos deben ser igual a ρimac. Luego, el número de nodos restricción
de grado i del grafo es ρimaci , con lo que obtenemos que ri la fracción del nodo restricción de grado i,
está dada por ri =

ρiac
i . Dado que también se cumple que

∑
i ρi =

∑
i
ρiac
i = 1 entonces ac = 1∑

i
ρi
i

.

Nótese que
∫1
0 ρ(x)dx =

∫1
0

∑dc
i=1 ρix

i−1dx =
∑dc
i=1

∫1
0 ρix

i−1dx =
∑dc
i=1

ρi
i x
i|x=1x=0 =

∑dc
i=1

ρi
i , por lo

tanto, ac = 1∫1
0 ρ(x)dx

.

Ejemplo 4.3. Consideremos el Ejemplo 4.2 donde trabajamos un [9, 4, 2]-código LDPC irregular dado por su
matriz de chequeo de paridad H (4.7) y con su respectivo grafo bipartito B = (X ∪C,E) irregular con 9 nodos
variable, 5 nodos restricción y 22 aristas, ilustrado en la Figura 47. Vamos a calcular y analizar los diferentes
conceptos indicados en la demostración del Lema 4.1.

En las Tablas 13 y 14 damos los grados de cada nodo del grafo bipartito B, así como el grado máximo y
promedio,

Nodo variable xi x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 x9

Grado dxi 2 3 1 4 2 4 1 3 2

Grado máximo dx 4

Grado promedio ax 22
9

Tabla 13: Grado de cada nodo variable.
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Nodo restricción ci c1 c2 c3 c4 c5

Grado dci 5 5 3 5 4

Grado máximo dc 5

Grado promedio ac 22
5

Tabla 14: Grado de cada nodo restricción.

Calculemos los li ′s y ri ′s que son las fracciones de los nodos variable y restricción de grado i,

Secuencias de los grados

Nodos variable (l1, l2, l3, l4) = (29 , 39 , 29 , 29 )

Nodos restricción (r1, r2, r3, r4, r5) = (0, 0, 15 , 15 , 35 )

Tabla 15: Fracciones de los nodos variable y los nodos restricción.

De la Tabla 15, consideremos la primera fracción l1 = 2
9 , en sí, lo que está fracción indica es que hay 2 nodos

variable que tienen grado 1 de los 9 nodos variable del grafo bipartito B. Para la fracción l2 = 3
9 , se tiene que

hay 3 nodos variable de grado 2 de los 9 nodos variable, y así sucesivamente con las fracciones restantes, podemos
verificar lo anteriormente dicho observando el grafo bipartito B 47.
De la misma Tabla 15, tomemos r1 = 0, este valor indica que hay 0 nodos restricción que tienen grado 1 de los 5
nodos restricción en el grafo bipartito. Para r3 = 1

5 decimos que hay 1 nodo restricción de grado 3 de los 5 nodos
restricción, todo esto se puede verificar revisando el grafo bipartito B 47.

Ahora calculemos las siguientes sumas,

4∑
i=1

li = l1 + l2 + l3 + l4 =
2

9
+
3

9
+
2

9
+
2

9
= 1

5∑
i=1

ri = r1 + r2 + r3 + r4 + r5 = 0+ 0+
1

5
+
1

5
+
3

5
= 1

4∑
i=1

ili = 1l1 + 2l2 + 3l3 + 4l4 = 1 · 2
9
+ 2 · 3

9
+ 3 · 2

9
+ 4 · 2

9
=
2

9
+
6

9
+
6

9
+
8

9
=
22

9

5∑
i=1

iri = 1r1 + 2r2 + 3r3 + 4r4 + 5r5 = 1 · 0+ 2 · 0+ 3 · 1
5
+ 4 · 1

5
+ 5 · 3

5
= 0+ 0+

3

5
+
4

5
+
15

5
=
22

5

Calculemos λi y ρi las fracciones de aristas conectadas a los nodos variable y nodos restricción de grado i,

λ1 =
1l1

Σ4i=1ili
=

2
9
22
9

=
2

22

λ2 =
2l2

Σ4i=1ili
=

6
9
22
9

=
6

22

λ3 =
3l3

Σ4i=1ili
=

6
9
22
9

=
6

22

λ4 =
4l4

Σ4i=1ili
=

8
9
22
9

=
8

22

De los calculos anteriores, tomemos λ1 = 2
22 , esta fracción indica que hay 2 aristas incidentes a los nodos variable

con grado 1 de las 22 aristas totales en el grafo bipartito. Para λ4 = 8
22 decimos que hay 8 aristas incidentes a

los nodos variable de grado 4 de las 22 aristas. Se puede interpretar de forma similar los valores restantes.
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ρ1 =
1r1

Σ5i=1iri
=
0
22
5

= 0

ρ2 =
2r2

Σ5i=1iri
=
0
22
5

= 0

ρ3 =
3r3

Σ5i=1iri
=

3
5
22
5

=
3

22

ρ4 =
4r4

Σ5i=1iri
=

4
5
22
5

=
4

22

ρ5 =
5r5

Σ5i=1iri
=
15
5
22
5

=
15

22

Ahora, tomemos el valor de ρ2 = 0, esto indica que no hay aristas incidentes a algún nodo restricción con grado
2, ni siquiera hay nodos restricción de grado 2. Sea ρ3 = 3

22 , podemos decir que, hay 3 arista incidente a los
nodos restricción de grado 3 de las 22 aristas. De igual manera se pueden interpretar los demás valores.

Veamos que se cumple que la suma de todos los λi ′s, así, como la suma de todos los ρi ′s, es igual a 1.

4∑
i=1

λi = λ1 + λ2 + λ3 + λ4 =
2

22
+
6

22
+
6

22
+
8

22
= 1

5∑
i=1

ρi = ρ1 + ρ2 + ρ3 + ρ4 + ρ5 = 0+ 0+
3

22
+
4

22
+
15

22
= 1

Ahora calculemos los polinomios λ(x) y ρ(x) que son las distribuciones de grado arista,

λ(x) =

4∑
i=1

λix
i−1

= λ1x
0 + λ2x

1 + λ3x
2 + λ4x

3

=
2

22
+
6

22
x+

6

22
x2 +

8

22
x3

=
1

11
+
3

11
x+

3

11
x2 +

4

11
x3

ρ(x) =

5∑
i=1

ρix
i−1

= ρ1x
0 + ρ2x

1 + ρ3x
2 + ρ4x

3 + ρ5x
4

= 0+ 0+
3

22
x2 +

4

22
x3 +

15

22
x4

=
3

22
x2 +

4

22
x3 +

15

22
x4

Finalmente, de acuerdo al resultado del Lema 4.1, tenemos que los grados promedios pueden ser calculados de la
siguiente manera,

ax =
1∫1

0 λ(x)dx
y ac =

1∫1
0 ρ(x)dx

, (4.13)
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entonces,

∫1
0
λ(x)dx =

∫1
0
(
1

11
+
3

11
x+

3

11
x2 +

4

11
x3)dx

=
1

11
x+

3

22
x2 +

3

33
x3 +

4

44
x4
∣∣∣1
0

=
1

11
· 1+ 3

22
· 12 + 1

11
· 13 + 1

11
· 14 − (

1

11
· 0+ 3

22
· 02 + 1

11
· 03 + 1

11
· 04)

=
1

11
+
3

22
+
1

11
+
1

11
− 0

=
9

22

∫1
0
ρ(x)dx =

∫1
0
(
3

22
x2 +

4

22
x3 +

15

22
x4)dx

=
3

66
x3 +

4

88
x4 +

15

110
x5
∣∣∣1
0

=
1

22
· 13 + 1

22
· 14 + 3

22
· 15 − (

1

22
· 03 + 1

22
· 04 + 3

22
· 05)

=
1

22
+
1

22
+
3

22
− 0

=
5

22

luego,

1∫1
0 λ(x)dx

=
1
9
22

=
22

9
= ax (ver la Tabla 13)

1∫1
0 ρ(x)dx

=
1
5
22

=
22

5
= ac (ver la Tabla 14)

Vemos que se satisfacen los resultados del Lema 4.13, ya que los valores coinciden con el grado promedio de los
nodos variable y restricción, respectivamente.

4.4 cotas para la distancia mínima de un código lineal por
análisis del grafo bipartito

Ahora analizamos dos cotas inferiores simples para la distancia mínima d, de un código LDPC, C(B),
(dx,dc)-regular con matriz de chequeo de paridad H y su respectivo grafo bipartito B, tales teoremas
fueron originalmente probados por Tanner [Tan01].

4.4.1 Primera cota por análisis de los nodos variable

La primera cota examina la relación entre los nodos variable en una palabra-código x de peso mínimo
wx = d y la matriz de chequeo de paridad H. La cota es expresada en términos de los valores propios
de la matriz HTH pues estos valores propios están relacionados con los valores propios de la matriz de
adyacencia A del grafo bipartito, ver Lemas 3.3 y 3.5. Además, como HTH es una matriz simétrica y de
valores reales entonces sus valores propios son números reales, ver Teorema 3.1, y consideramos a µ1
como el valor propio más grande de todos, el cual cumple con muchas propiedades que se revisaron
en la sección 3.3 del capítulo 3.
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Teorema 4.1. Si B = (X ∪C,E) es un grafo bipartito conexo (dx,dc)-regular con n nodos variable de grado
dx y m nodos restricción de grado dc, la distancia mínima d del código C(B) satisface que

d >
n(2dx − µ2)

(µ1 − µ2)
(4.14)

donde µ1 es el valor propio más grande y µ2 es el segundo valor propio más grande de la matriz HTH con H la
matriz de chequeo de paridad del código C(B).

Demostración. Sean µi 1 6 i 6 s los distintos valores propios reales de la matriz HTH donde H es la
matriz de chequeo de paridad del código, y tales que los valores propios son ordenados µ1 > µ2 >

· · · > µs. Como B es un grafo bipartito regular, v1 = 1√
n
(1, 1, . . . , 1)T es el vector propio de longitud

n con su correspondiente valor propio µ1 = dxdc de multiplicidad m1 = 1 de la matriz HTH, ver
Proposiciones 3.2 y 3.3. Dado x = (x1, x2, . . . , xn)T ∈ C(B) un vector de valores reales de longitud n
correspondiente a una palabra-código de peso mínimo d, recordar que para un código lineal el peso
mínimo coincide con la distancia mínima, Teorema 2.2. Y sea yi la proyección de x sobre el i-ésimo
espacio propio.

Claramente, como x es una palabra-código de peso mínimo con entradas con valor 0 y exactamente d
entradas con valor 1 se cumple que

xT · x = ||x||2 = d. (4.15)

Ahora, de acuerdo al proceso de Gram-Schmidt, Teorema 3.11, y la normalización tenemos el vector
ortonormal u1 = v1 = 1√

n
(1, . . . , 1)T . Como HTH es una matriz simétrica entonces es diagonalizable

ortonormalmente, ver Teorema 3.12. Y se satisface que la matriz de proyección P1 sobre el primer
espacio propio es de la forma

P1 = QD1Q
T (ver Observación 3.3)

donde Q es la matriz formada por una base ortonormal, y D1 es la matriz asociada al primer valor
propio µ1 = dxdc de multiplicidad m1 = 1 que en cuya diagonal tiene en la primer componente una
matriz identidad de tamaño 1× 1 y el resto de sus entradas es 0, es decir,

Q =


u11 u21 · · · un1
u12 u22 · · · un2

...
...

. . .
...

u1n u2n · · · unn

 , QT =


u11 u12 · · · u1n
u21 u22 · · · u2n

...
...

. . .
...

un1 un2 · · · unn

 , D1 =


1 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 .

Luego,

P1 = QD1Q
T

=


u11 u21 · · · un1
u12 u22 · · · un2

...
...

. . .
...

u1n u2n · · · unn



1 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0



u11 u12 · · · u1n
u21 u22 · · · u2n

...
...

. . .
...

un1 un2 · · · unn



=


u11 0 · · · 0

u12 0 · · · 0
...

...
. . .

...
u1n 0 · · · 0



u11 u12 · · · u1n
u21 u22 · · · u2n

...
...

. . .
...

un1 un2 · · · unn



=


u211 u11u12 · · · u11u1n

u12u11 u212 · · · u12u1n
...

...
. . .

...
u1nu11 u1nu12 · · · u21n

 .
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Entonces, como el vector ortonormal es u1 = 1√
n
(1, 1, . . . , 1)T , se sigue que la matriz de proyección P1

es

P1 =


u211 u11u12 · · · u11u1n

u12u11 u212 · · · u12u1n
...

...
. . .

...
u1nu11 u1nu12 · · · u21n



=


( 1√
n
)2 1√

n
1√
n
· · · 1√

n
1√
n

1√
n
1√
n

( 1√
n
)2 · · · 1√

n
1√
n

...
...

. . .
...

1√
n
1√
n

1√
n
1√
n
· · · ( 1√

n
)2



=


1
n

1
n · · · 1

n
1
n

1
n · · · 1

n
...

...
. . .

...
1
n

1
n · · · 1

n

 =
1

n


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1

 .

Después al obtener y1 la proyección de x sobre el primer espacio propio tenemos que

y1 = P1x =
1

n


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1



x1
x2
...
xn

 =
1

n


d

d
...
d

 =
d

n


1

1
...
1

 ,

pues x es una palabra-código de peso mínimo d. Así, la proyección y1 de x es y1 = d
n (1, 1, . . . , 1)

T ,
luego,

∣∣∣∣y1∣∣∣∣2 =
∣∣∣∣∣∣d
n
(1, 1, . . . , 1)T

∣∣∣∣∣∣2 =
∣∣∣d
n

∣∣∣2∣∣∣∣∣∣(1, 1, . . . , 1)T ∣∣∣∣∣∣2 =
d2

n2

n∑
i=1

12 =
d2

n2
·n =

d2

n
. (4.16)

Hx asigna una distribución de peso para los nodos chequeo en B, es decir, sea ωi el peso sobre el i-
ésimo renglón paridad definido por Hx que representa el número de nodos variable activos adyacentes
al i-ésimo nodo restricción en el grafo bipartito B (“activo”se refiere a los nodos variable distintos de
cero en el correspondiente vector x), esto es,

Hx =


h11 h12 · · · h1n
h21 h22 · · · h2n

...
...

. . .
...

hm1 hm2 · · · hmn



x1
x2
...
xn



=


∑n
i=1 h1ixi∑n
i=1 h2ixi

...∑n
i=1 hmixi



=


h1 · x
h2 · x

...
hm · x

 (donde hi = (hi1,hi2, . . . ,hin) 1 6 i 6 m)

=


ω1
ω2

...
ωm

 .
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Entonces ||Hx||2 =
∑r
i=1ω

2
i . Además,

∑m
i=1ωi =

∑m
i=1 hi · x = h1 · x+ h2 · x+ · · ·+ hm · x = (h1 +

h2+ · · ·+hm) ·x. Ahora, comoH es la matriz de chequeo de paridad de un código regular, tenemos que
cada renglón de H tiene peso wc = dc y cada columna de H tiene peso wx = dx, esto es, los pesos de
la matriz H coinciden con los grados del grafo bipartito B. Luego, al sumar la primera entrada de cada
hi, estaríamos sumando las componente de la primer columna en H, así, la suma resulta ser igual al
peso de la columna la cual es wx = dx, lo mismo resultaría para las demás entradas. Por lo que se sigue
(h1 + h2 + · · ·+ hm) · x = (dx,dx, . . . ,dx) · x = dx(1, 1, . . . , 1) · x = dxd, por lo tanto,

∑m
i=1ωi = ddx.

Nótese que no todos los pesos ωi ′s son cero y cada ωi 6= 0 debería tener valor de al menos 2, porque
al menos dos nodos variable deben ser adyacentes a algún nodo restricción para asegurar que tenemos
una palabra-código, es decir, cada una de las palabras-código excepto la palabra-código cero tienen al
menos dos nodos variables activos pues si esto no ocurre no se tendría una palabra-código. Como x es
una palabra-código distinta de cero, y además 0 6 ωi 6 dc, por consiguiente se satisface que

||Hx||2 =

m∑
i=1

ω2i > 2
m∑
i=1

ωi = 2ddx. (4.17)

Por otra parte, usando las propiedades que se satisfacen del Teorema de descomposición espectral 3.3,
tenemos que

||Hx||2 = < Hx,Hx >

= (Hx)T (Hx)

= xTHTHx

= xT (µ1P1 + µ2P2 + · · ·+ µsPs)x
= xT (µ1P1)x+ x

T (µ2P2)x+ · · ·+ xT (µsPs)x
= µ1(x

TP1x) + µ2(x
TP2x) + · · ·+ µs(xTPsx)

= µ1(x
TP1P1x) + µ2(x

TP2P2x) + · · ·+ µs(xTPsPsx)
= µ1(x

TPT1P1x) + µ2(x
TPT2P2x) + · · ·+ µs(x

TPTs Psx)

= µ1(P1x)
T (P1x) + µ2(P2x)

T (P2x) + · · ·+ µs(Psx)T (Psx)
= µ1 < P1x,P1x > +µ2 < P2x,P2x > + · · ·+ µs < Psx,Psx >

= µ1||P1x||
2 + µ2||P2x||

2 + · · ·+ µs||Psx||2

= µ1||y1||
2 + µ2||y2||

2 + · · ·+ µs||ys||2

=

s∑
i=1

µi||yi||
2

Entonces, ||Hx||2 =
∑s
i=1 µi||yi||

2. Además,

s∑
i=1

µi||yi||
2 = µ1||y1||

2 +

s∑
i=2

µi||yi||
2

= µ1
d2

n
+

s∑
i=2

µi||yi||
2 (por (4.16)) (4.18)

Observemos que se cumple lo siguiente usando las propiedades del Teorema espectral 3.3,

s∑
i=1

||yi||
2 = ||y1||

2 + ||y2||
2 + · · ·+ ||ys||

2

= ||P1x||
2 + ||P2x||

2 + · · ·+ ||Psx||
2

= < P1x,P1x > + < P2x,P2x > + · · ·+ < Psx,Psx >

= (P1x)
T (P1x) + (P2x)

T (P2x) + · · ·+ (Psx)
T (Psx)

= xTPT1P1x+ x
TPT2P2x+ · · ·+ x

TPTs Psx

= xTP1P1x+ x
TP2P2x+ · · ·+ xTPsPsx

= xTP21x+ x
TP22x+ · · ·+ x

TP2sx
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= xTP1x+ x
TP2x+ · · ·+ xTPsx

= xT (P1 + P2 + · · ·+ Ps)x
= xT Ix

= xTx

= < x, x >

= ||x||2

Así,
∑s
i=1 ||yi||

2 = ||x||2, luego ||y1||
2 +
∑s
i=2 ||yi||

2 = ||x||2, entonces
∑s
i=2 ||yi||

2 = ||x||2 − ||y1||
2.

Regresando a la ecuación (4.18),

s∑
i=1

µi||yi||
2 = µ1

d2

n
+

s∑
i=2

µi||yi||
2

6 µ1
d2

n
+ µ2

s∑
i=2

||yi||
2 (pues µ2 > µ3 > · · · > µs)

= µ1
d2

n
+ µ2(||x||

2 − ||y1||
2)

= µ1
d2

n
+ µ2(d−

d2

n
) (por (4.15) y (4.16))

Por lo tanto,

||Hx||2 6 µ1
d2

n
+ µ2(d−

d2

n
) (4.19)

Combinando las desigualdades (4.17) y (4.19) tenemos lo siguiente,

2ddx 6 ||Hx||2 6 µ1
d2

n
+ µ2(d−

d2

n
)

entonces por transitividad,

2ddx 6 µ1
d2

n
+ µ2(d−

d2

n
) ⇒ 2dx 6 µ1

d

n
+ µ2(1−

d

n
)

⇒ 2dxn 6 µ1d+ µ2(n− d)

⇒ 2dxn− µ2n 6 (µ1 − µ2)d

⇒ (2dx − µ2)n

(µ1 − µ2)
6 d

Por lo tanto, la distancia mínima está acotada por d > n(2dx−µ2)
(µ1−µ2)

.

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.4. Sea C(B) el [8, 5]-código LDPC (2, 4)-regular con matriz de chequeo de paridad H (4.2) y grafo
bipartito B = (X ∪C,E), Figura 46, con 8 nodos variable y 4 nodos restricción del Ejemplo 4.1. El objetivo es
acotar la distancia mínima d del [8, 5]-código LDPC C(B). De acuerdo al Teorema 4.1 para acotar la distancia
mínima d del código LDPC C(B) necesitamos conocer el número de nodos variable n, el grado de los nodos
variable dx, y el primer y segundo valor propio más grandes µ1,µ2 de la matriz HTH que están asociados con
los valores propios del grafo bipartito B.

Sabemos por el Ejemplo 4.1 que para dicho código LDPC n = 8, dx = 2, y por el Ejemplo 3.1 obtenemos en
la salida ( %07) que los valores propios de la matriz HTH son µ1 = 8 de multiplicidad m1 = 1, µ2 = 4 de
multiplicidad m2 = 1, µ3 = 2 con multiplicidad m3 = 2 y µ4 = 0 de multiplicidad m4 = 4, ordenados de tal
forma que µ1 > µ2 > µ3 > µ4. Así,

d >
n(2dx − µ2)

µ1 − µ2
=
8(2 · 2− 4)
8− 4

=
8(0)

4
= 0,

entonces la distancia mínima es mayor o igual a cero d > 0, esta cota no nos proporciona mucha información,
aunque sabemos que esto si se satisface, pues la distancia mínima es d = 2 para el [8, 5]-código LDPC.
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4.4.2 Segunda cota por análisis de los nodos restricción

La segunda cota considera la relación entre los nodos restricción adyacentes a los nodos variable de
una palabra-código x de peso mínimo wx = d y la matriz HT . La cota es expresada en términos de los
valores propios de la matriz HHT , podemos notar que, los valores propios no cero de la matriz HTH y
HHT son los mismos, ver Lema 3.3.

Teorema 4.2. Si B = (X ∪C,E) es un grafo bipartito conexo (dx,dc)-regular con n nodos variable de grado
dx, y m nodos restricción de grafo dc, la distancia mínima d del código C(B) satisface que

d >
2n(2dx + dc − 2− µ2)

dc(µ1 − µ2)
(4.20)

donde µ1 es el valor propio más grande y µ2 es el segundo valor propio más grande de la matriz HHT con H la
matriz de chequeo de paridad del código C(B).

Demostración. Como los valores propios distintos de cero de HTH y HHT son los mismos, entonces µi,
1 6 i 6 r, son los valores propios de HHT tales que µ1 > µ2 > · · · > µr.
Sea el primer vector propio v1 = 1√

m
(1, 1, . . . , 1)T de longitud m correspondiente al valor propio µ1 =

dxdc de multiplicidad m1 = 1 de la matriz HHT , esto se debe a que tenemos un grafo bipartito regular
B, ver Proposiciones 3.2 y 3.3. Definamos a c = (c1, c2, . . . , cm)T como un vector de valores reales de
longitud m de peso w, donde tiene valor 1 en la entrada donde el nodo restricción es adyacente a
cualquier nodo variable de alguna palabra-código x no cero con peso mínimo d y tiene el valor de 0 en
otro caso. Y sea zi la proyección de c sobre el i-ésimo espacio propio.

Como w es el número de 1 ′s en c, entonces

cT · c = ||c||2 = w. (4.21)

Ahora, usando el proceso de Gram-Schmidt, Teorema 3.11, y la normalización el primer vector or-
tonormal u1 = v1 = 1√

m
(1, . . . , 1)T . Como HHT es una matriz simétrica entonces es diagonalizable

ortonormalmente, ver Teorema 3.12. Y se satisface que la matriz de proyección P1 sobre el primer
espacio propio es de la forma

P1 = QD1Q
T (ver Observación 3.3)

donde Q es la matriz formada por una base ortonormal, y D1 es la matriz asociada al primer valor
propio µ1 = dxdc de multiplicidad m1 = 1 que en cuya diagonal la primer componente es una matriz
identidad de tamaño 1× 1 y el resto de sus entradas es 0. Luego, la matriz de proyección P1 es

P1 =


u211 u11u12 · · · u11u1m

u12u11 u212 · · · u12u1m
...

...
. . .

...
u1mu11 u1mu12 · · · u21m


entonces, como el primer vector ortonormal es u1 = 1√

m
(1, 1, . . . , 1)T , se sigue que,

P1 =
1

m


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1

 ,

luego, z1 la proyección de c sobre el primer espacio propio es

z1 = P1c =
1

m


1 1 · · · 1

1 1 · · · 1
...

...
. . .

...
1 1 · · · 1



c1
c2
...
cm

 =
w

m


1

1
...
1

 ,
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pues c es un vector de peso w. Así, la proyección z1 de c es z1 = w
m (1, 1 . . . , 1)T , luego,

∣∣∣∣z1∣∣∣∣2 =
∣∣∣∣∣∣w
m

(1, 1 . . . , 1)T
∣∣∣∣∣∣2 =

∣∣∣w
m

∣∣∣2∣∣∣∣∣∣(1, 1 . . . , 1)T ∣∣∣∣∣∣2 =
w2

m2

m∑
i1

12 =
w2

m2
·m =

w2

m
(4.22)

HTc asigna una distribución de peso para los nodos variable en B, es decir, sea νi el peso sobre el i-
ésimo renglón bit definido por HTc que representa el número de nodos restricción activos adyacentes
al i-ésimo nodo variable en el grafo bipartito B (“activo”se refiere a los nodos restricción distintos de
cero en el correspondiente vector c), esto es,

HTc =


h11 h21 · · · hm1
h12 h22 · · · hm2

...
...

. . .
...

h1n h2n · · · hmn



c1
c2
...
cm



=


∑m
i=1 hi1ci∑m
i=1 hi2ci

...∑m
i=1 hinci



=


h1 · c
h2 · c

...
hn · c

 (hi = (h1i,h2i, . . . ,hmi) 1 6 i 6 n)

=


ν1
ν2
...
νn

 .

Entonces, ||HTc||2 =
∑n
i=1 ν

2
i . Notar que no todos los νi ′s son cero, y además, 0 6 νi 6 dx. Ahora, sea

uj(l) el número de nodos variable con peso l en HTc que son adyacentes al j-ésimo nodo restricción
activo, para 1 6 l 6 dx. Cada nodo restricción activo es adyacente a al menos 2 nodos variable, por lo
tanto uj(dx) > 2.
La suma de los pesos al cuadrado puede ser calculada al sumar las aristas incidentes a los nodos
variable adyacentes a todos los nodos de restricción activos. La siguiente sumatoria indica la suma de
las aristas incidentes a los nodos variable adyacentes al j-ésimo nodo restricción,

dx∑
l=1

uj(l)l = uj(dx)dx +

dx−1∑
l=1

uj(l)l

> 2dx + dc − 2,

ya que la segunda sumatoria es acotada inferiormente por dc − 2. Luego, hay w nodos de paridad
activos en el vector c, por lo tanto,

||HTc||2 =

n∑
i=1

ν2i > w(2dx + dc − 2). (4.23)

Por otro lado, usando las propiedades que se satisfacen del Teorema de descomposición espectral 3.3,
tenemos que

||HTc||2 = < HTc,HTc >

= (HTc)T (HTc)

= cT (HT )THTc

= cTHHTc

= cT (µ1P1 + µ2P2 + · · ·+ µrPr)c
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= cT (µ1P1)c+ c
T (µ2P2)c+ · · ·+ cT (µrPr)c

= µ1(c
TP1c) + µ2(c

TP2c) + · · ·+ µr(cTPrc)
= µ1(c

TP1P1c) + µ2(c
TP2P2c) + · · ·+ µr(cTPrPrc)

= µ1(c
TPT1P1c) + µ2(c

TPT2P2c) + · · ·+ µr(c
TPTr Prc)

= µ1(P1c)
T (P1c) + µ2(P2c)

T (P2c) + · · ·+ µr(Prc)T (Prc)
= µ1 < P1c,P1c > +µ2 < P2c,P2c > + · · ·+ µr < Prc,Prc >
= µ1||P1c||

2 + µ2||P2c||
2 + · · ·+ µr||Prc||2

= µ1||z1||
2 + µ2||z2||

2 + · · ·+ µr||zr||2

=

r∑
i=1

µi||zi||
2

Entonces, ||HTc||2 =
∑r
i=1 µi||zi||

2. Además,

r∑
i=1

µi||zi||
2 = µ1||z1||

2 +

r∑
i=2

µi||zi||
2

= µ1
w2

m
+

r∑
i=2

µi||zi||
2 (por (4.22)) (4.24)

Observemos que se cumple lo siguiente usando las propiedades del Teorema espectral 3.3,

r∑
i=1

||zi||
2 = ||z1||

2 + ||z2||
2 + · · ·+ ||zr||

2

= ||P1c||
2 + ||P2c||

2 + · · ·+ ||Prc||
2

= < P1c,P1c > + < P2c,P2c > + · · ·+ < Prc,Prc >
= (P1c)

T (P1c) + (P2c)
T (P2c) + · · ·+ (Prc)

T (Prc)

= cTPT1P1c+ c
TPT2P2c+ · · ·+ c

TPTr Prc

= cTP1P1c+ c
TP2P2c+ · · ·+ cTPrPrc

= cTP21c+ c
TP22c+ · · ·+ c

TP2rc

= cTP1c+ c
TP2c+ · · ·+ cTPrc

= cT (P1 + P2 + · · ·+ Pr)c
= cT Ic

= cTc

= < c, c >

= ||c||2

Así,
∑r
i=1 ||zi||

2 = ||c||2, luego ||z1||
2 +
∑r
i=2 ||zi||

2 = ||c||2, entonces
∑r
i=2 ||zi||

2 = ||c||2 − ||z1||
2.

Regresando a la ecuación (4.24),

r∑
i=1

µi||zi||
2 = µ1

w2

m
+

r∑
i=2

µi||zi||
2

6 µ1
w2

m
+ µ2

r∑
i=2

||zi||
2 (pues µ2 > µ3 > · · · > µr)

= µ1
w2

m
+ µ2(||c||

2 − ||z1||
2)

= µ1
w2

m
+ µ2(w−

w2

m
) (por (4.21) y (4.22))

Por lo tanto,

||HTc||2 6 µ1
w2

m
+ µ2(w−

w2

m
) (4.25)



122 códigos ldpc

Combinando las desigualdades (4.23) y (4.25) tenemos lo siguiente,

w(2dx + dc − 2) 6 ||HTc||2 6 µ1
w2

m
+ µ2(w−

w2

m
)

entonces por transitividad,

w(2dx + dc − 2) 6 µ1
w2

m
+ µ2(w−

w2

m
)

⇒ 2dx + dc − 2 6 µ1
w

m
+ µ2(1−

w

m
)

⇒ (2dx + dc − 2)m 6 µ1w+ µ2(m−w)

⇒ (2dx + dc − 2)m− µ2m 6 (µ1 − µ2)w

⇒ (2dx + dc − 2− µ2)m

(µ1 − µ2)
6 w

Notemos que ddx > 2w ya que d es la distancia mínima o el peso mínimo de la palabra código x y w
es el peso del vector c, entonces como

ddx > 2w y w >
m(2dx + dc − 2− µ2)

(µ1 − µ2)
,

tenemos que,

d >
2

dx
w >

(
2

dx

)(
m(2dx + dc − 2− µ2)

(µ1 − µ2)

)
⇒ d >

2m(2dx + dc − 2− µ2)

dx(µ1 − µ2)
.

Ahora, notemos que dado que B es un grafo bipartito (dx,dc)-regular con n nodos variable y m nodos
restricción, tenemos que el número de aristas incidentes a los nodos variable es ndx y el número de
aristas incidentes a los nodos restricción es mdc, entonces ndx = mdc eso implica que dx = mdc

n . Así,

d >
2m(2dx + dc − 2− µ2)

dx(µ1 − µ2)

=
2m(2dx + dc − 2− µ2)

mdc
n (µ1 − µ2)

=
2n(2dx + dc − 2− µ2)

dc(µ1 − µ2)

Por lo tanto, la distancia mínima está acotada por d > 2n(2dx+dc−2−µ2)
dc(µ1−µ2)

.

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.5. Sea C(B) el [8, 5]-código LDPC (2, 4)-regular con matriz de chequeo de paridad H (4.2) y grafo
bipartito B, Figura 46, con 8 nodos variable y 4 nodos restricción del Ejemplo 4.1. El objetivo es acotar la distancia
mínima d del [8, 5]-código LDPC C(B). De acuerdo al Teorema 4.2 para acotar la distancia mínima d del código
LDPC C(B) necesitamos conocer el número de nodos variable n, el grado de los nodos variable dx, el grado de
los nodos restricción dc, y el primer y segundo valor propio más grandes µ1,µ2 de la matriz HHT que están
asociados con los valores propios del grafo bipartito B.

Sabemos por el Ejemplo 4.1 que para dicho código LDPC n = 8, dx = 2, dc = 4, y por el Ejemplo 3.2
obtenemos en la salida ( %07) que los valores propios de la matriz HHT son µ1 = 8 de multiplicidad m1 = 1,
µ2 = 4 de multiplicidadm2 = 1, y µ3 = 2 con multiplicidadm3 = 2, ordenados de tal forma que µ1 > µ2 > µ3.
Así,

d >
2n(2dx + dc − 2− µ2)

dc(µ1 − µ2)
=
2 · 8(2 · 2+ 4− 2− 4)

4(8− 4)
=
16(2)

16
= 2,

entonces la distancia mínima es mayor o igual a dos d > 2, esta cota nos proporciona mejor información que la
anterior, y sabemos que en efecto esto se cumple, pues la distancia mínima es d = 2 para el [8, 5]-código LDPC.

Comentario 4.2. Estos dos teoremas probados por Tanner están generalizados para códigos LDPC irregulares,
se pueden revisar tales resultados en [SKS05].
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4.5 expansión y distancia mínima

En la sección 2.4 del capítulo 2 revisamos el concepto de expansión de un grafo bipartito. Y una buena
expansión de un grafo implica buena propiedad de distancia mínima para el código detector-corrector
de error asociado. El siguiente teorema muestra que dada una cota para uno de los parámetros de la
expansión del grafo podemos dar una buena cota para la distancia mínima del código asociado.

Teorema 4.3. Sea B = (X∪C,E) una (l, r,α,γ)-expansión de un grafo bipartito con γ > 1
2 . Entonces el código

C(B) asociado tiene distancia mínima d mayor que αn.

Demostración. Procederemos por contradicción.

Sea B = (X ∪C,E) un grafo bipartito (l, r,α,γ)-expandido. Supongamos que γ > 1
2 y que existe una

palabra-código x diferente de cero de tamaño a lo más αn, así, su distancia mínima d 6 αn. Sea V ⊆ X
que denota al conjunto de los nodos variable correspondientes a las posiciones no cero de la palabra-
código x. Asumimos que cada nodo restricción vecino de V está conectado a V en un número par de
veces. En particular, cada nodo restricción vecino debería estar conectado al menos dos nodos variable.
Además, el número de aristas incidentes con V es |V |l y como cada nodo restricción es incidente a
al menos dos aristas, entonces el número de nodos restricción adyacentes a los nodos variable de la
palabra-código x es a lo más 12 |V |l, esto es,

|ΓV | 6
1

2
|V |l (4.26)

donde ΓV denota al conjunto de nodos restricción adyacentes a los nodos de V .

Como el grafo bipartito es una (l, r,α,γ)-expansión se sigue que si |V | 6 αn entonces el número de
nodos restricción vecinos es por lo menos γ|V |l, es decir,

|ΓV | > γ|V |l. (4.27)

Ahora dado que tenemos las siguientes desigualdades (4.26) y (4.27)

1

2
|V |l > |ΓV | y |ΓV | > γ|V |l,

entonces,

1

2
|V |l > γ|V |l ⇒ 1

2
> γ,

pero esto es una contradicción pues γ > 1
2 . Por lo tanto, el código C(B) asociado al grafo bipartito B

tiene distancia mínima d > αn.

Comentario 4.3. Un concepto especial a partir de conocer los grafos expandidos son los códigos expandidos, los
cuales pertenecen a la clase de los códigos LDPC, de los cuales podemos encontrar varios trabajos relacionados
con estos conceptos y las cotas para la distancia mínima, algunas referencias de consulta son [Kel09] y [SS96].

Lo importante de cada uno de estos teoremas que hemos revisado es que al dar una cota sobre la
distancia mínima es posible aproximar cuantos errores es capaz de corregir un código, pues sabemos
que la distancia mínima ayuda a determinar el número de errores que puede corregir un código, ver
el Teorema 2.6, en particular un código LDPC.
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