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Introduccion

En optimizacién, el método de Newton es un método iterativo de biisqueda en la linea,
es decir xx41 = Xx + @ pr, donde a € Ry pi € R” son llamados longitud de paso y direccion
de bisqueda, respectivamente. Dada una funcién f : R” — R, este método consiste en en-
contrar un punto x, donde la funcién f alcanza su valor minimo, lo cual se logra mediante
la aproximacién cuadrética en el punto x,

1
m(p) = f(xp) + V) p+ EpTVZf(xk)p,

donde V f(xy) es el gradiente y V2 f(x) la matriz hessiana evaluados en el punto xj. Mini-
mizando la funcién m, se obtiene que el punto p; donde alcanza el valor minimo esta dado
por

pr = V2 f(xp) "V F(xp).

El pi obtenido, es utilizado en la actualizacién de xj .

Lo que caracteriza a los distintos métodos de buisqueda en la linea es la eleccién de la
direccién de paso py, por ejemplo, en el método de descenso mds rdpido (también llamado el
meétodo de descenso mds pronunciado) se considera py = —V f (xx). Ademas, la velocidad con
la que los métodos de biisqueda en la linea convergen a la solucién, depende de la direccién
y lalongitud de paso.

Otra clase de métodos a considerar es en los cuales la direccién es considerada como
pr = —HiVf(xx), donde Hjy es una matriz definida positiva que aproxima a la inversa de
la matriz hessiana. Esta clase es a menudo llamada métodos Cuasi-Newton. Uno de los pri-
meros métodos de minimizaciéon de una funcién no lineal usando éste enfoque, es el de
Davidon en 1959, el cual fue simplificado y reformulado por Fletcher y Powell en 1963 y es
referido como el método de variable métrica. Una generalizacién muy ttil del método de
Davidon-Fletcher-Powell (DFP) fue el propuesto por Broyden en 1967. Esencialmente, Broy-
den introduce un grado de libertad en la actualizacién de la matriz Hj. . Una eleccién parti-
cular de éste grado de libertad fue propuesto por Broyden, Fletcher, Goldfarb y Shanno en
1970. Esto dio lugar al bien conocido método BFGS. Gill et al, en 1972, demostraron que ésta
modificacién se ejecuta mas eficientemente que el método original en una mayor cantidad
de problemas.

En 1972, Powell demostr6 que el método DF P converge a una solucién 6ptima si la fun-
cién objetivo es convexa y tiene segundas derivadas continuas, usando una linea de bisque-
da exacta. Bajo suposiciones maés fuertes en 1971 el mismo Powell ya habia demostrado que
el método converge superlinealmente. En 1973, Broyden et al., dieron resultados de con-
vergencia donde el tamafo de paso es fijado como 1 y bajo ciertas condiciones se provee
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convergencia superlineal. Bajo suposiciones adecuadas, Powell en 1976 demostré que una
version del método de variable métrica con lineas de bisqueda inexactas converge a una
solucién 6ptima si la funcién es convexa. Ademds, demostré que si la matriz Hessiana es
definida positiva en el punto solucidn, la tasa de convergencia es superlineal.

Hoy en dia los métodos Cuasi-Newton son de gran importancia para la resoluciéon de
problemas de programacion no lineal, dado que el costo computacional comparado con el
método de Newton, el cual tiene una tasa de convergencia cuadratica, es mucho menor en
problemas donde la matriz es muy grande. El presente trabajo se enfoc6 en el método DFPy
el BFGS, ya que el primero fue el primer método Cuasi-Newton obtenido y el segundo es el
mds robusto.

Los métodos de variable métrica discutidos anteriormente actualizan la matriz Hy su-
mandole dos matrices de rango 1, por lo que ésta clase es también llamada como procedi-
miento de correccion de rango 2.

El trabajo tiene como objetivo comprobar si los métodos Cuasi-Newton efectivamente
convergen a la solucion del problema de tal forma que el nimero de iteraciones no sea mu-
cho mayor que el que alcanza el método de Newton, asi como ver cual método de los que se
explicardn obtiene una mejor aproximacion de la solucidn. Para esto, el trabajo se dividi6 en
6 capitulos, los cuales contienen la siguiente informacién:

1. Conceptos Previos. Se presentan las definiciones y teoremas bdsicos para una mayor
comprension de los métodos, asi como una explicacién del método de Newton, el cual
es de los mas rapidos conocidos hasta el momento.

2. El método DFP. Se explica como se hizo la construccién del método asi como algu-
nas propiedades que cumple, tanto para funciones cuadraticas con linea de bisqueda
exacta como para funciones en general.

3. El método BFGS. Se presentan la construccién del método y el algoritmo del mismo
para su implementacién computacional.

4. Andlisis de Convergencia. Daremos los teoremas que aseguran la convergencia su-
perlineal y global del método BFGS. Nos enfocamos solamente en este método ya que
hasta el momento es el método Cuasi-Newton mds robusto que existe.

5. Implementacién. Se muestran los resultados de aplicar los métodos BFGS, DFP y New-
ton a dos funciones particulares, donde se muestra que en algunos casos es mejor el
método BFGS y en otros el método de Newton.

6. Conclusiones. Se mencionan las ventajas de los métodos Cuasi-Newton, en especial
el BFGS, sobre el método de Newton. Por tanto, se dan razones por las cuales en oca-
siones es conveniente hacer uso de los métodos Cuasi-Newton.

Lic. Matematicas Aplicadas 2 Tesis



CAPITULO 1

CONCEPTOS PREVIOS

El objetivo de la optimizacién es encontrar los puntos maximos o minimos de una fun-
cién dada con valores reales. Para ello, es necesario dar una definicién precisa de lo que es
un punto minimo y un punto maximo.

1.1. Maximos y Minimos

Definicién 1.1. Sea f :R" — R una funcion.
1. Un punto x. es llamado un minimo global si f (x.) < f(x), para todo x € R".

2. Un punto x, es llamado un minimo local si existe una vecindad U de x tal que f(x,) <
fx), para todo x € U.

@

Un punto x. es llamado un minimo local estricto (también llamado un minimo local
fuerte) si existe una vecindad U de x. tal que f(x.) < f(x), para todo x € U, con x # X..

4. Un punto x. es llamado un minimo local aislado si existe una vecindad U de x. tal que
X« es el inico minimo localen U.

5. Un punto x* es llamado un mdximo global si f (x*) = f(x), para toda x € R".

6. Unpunto x* es llamado un mdximo local si existe una vecindad U de x* tal que f (x*) =
f(x), para todo x € U.

7. Un punto x* es llamado un mdximo local estricto (también llamado un mdximo local
fuerte) si existe una vecindad U de x* tal que f(x*) > f(x), para todo x € U, con x # x*.

&

Un vector p es llamado una direccion de descenso de la funcion f :R" — R en el punto
Xy sise cumple que pV f(x;) <O0.

Matematicamente hablando, la optimizacién es la minimizacién o maximizacién de una
funcioén, sujeto a restricciones en sus variables. Es decir, tenemos que resolver el siguiente
problema:

min f(x); (1.1a)

xeR?

sujetoa ci(x)=0, i€&
ci(x)=0, i€y,
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donde .# y & son conjuntos de indices de desigualdad e igualdad, respectivamente, y deci-
mos que:

= x es el vector de variables, también llamado incdgnitas o pardmetros.

= f esla funcioén objetivo, una funcién escalar de x, la cual se desea minimizar o maxi-
mizar.

= ¢; son funciones restriccion, las cuales son funciones escalares de x, que definen cier-
tas ecuaciones o desigualdades que la incégnita x debe satisfacer.

Los problemas con la forma general (1.1a) pueden ser clasificados de acuerdo a la na-
turaleza de la funcién objetivo y restricciones (lineal, no lineal, convexa,...), el nimero de
variables, la suavidad de las funciones (diferenciable o no diferenciable), etcétera. Una im-
portante distincién es entre los problemas que tiene restricciones y aquellos que no los tie-
nen.

= Problemas de optimizacion sin restricciones, para los cuales & = .¢ = ¢ en (1.1a), sur-
gen directamente en muchas aplicaciones précticas.

= Problemas de optimizacion con restricciones surgen de modelos en los cuales las res-
tricciones juegan un papel fundamental. Estas restricciones pueden ser simples cotas,
tales como 0 < x; < 100, restricciones lineales més generales tales como in <1l,0

1
desigualdades no lineales que representan relaciones complejas entre las variables.

Cuando la funcién objetivo y todas las restricciones son funciones lineales de x, decimos que
(1.1a) es un problema de programacion lineal. Los problemas de programacion no lineal, en
los cuales al menos una restriccién o la funcién objetivo son funciones no lineales, tienden
a surgir naturalmente en las ciencias fisicas e ingenierias.

Durante el presente trabajo se harad uso de la definicién de espacio normado, ya que como
se verd més adelante, las matrices cumplen la siguiente definicion.

Definicion 1.2. Sea V un espacio vectorial sobre el campo R, una norma es una transforma-
cion |||l : V — R tal que cumple lo siguiente:

1. |xll =0, paratodo xe V.
2. |lx|l =0 si, y sélo si, x = 0.
3. SiaeRyxeV,entonces|ax| =|allv].
4. |Ix+yl < llxll +yl, para todo x,y € V.
Si existe tal funcioén, a 'V se le llamard espacio normado.

También es comiin que el problema consista en maximizar la funcién objetivo. Transfor-
mar el problema de minimizacién a esta clase de problemas es tarea sencilla, si se toma en
cuenta que

max f(x) = —min[- f(x)],

Lic. Matematicas Aplicadas 4 Tesis
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min f(x) = —max([—f(x)].

Para verificar que un punto es un minimo de la funcién dada, se tienen los siguientes
teoremas:

Teorema 1.1 (Condiciones Necesarias de Primer Orden). Si x. es un minimo local y f es
continuamente diferenciable en una vecindad abierta de x.., entonces V f (x.) = 0.

Demostracion. Supongamos que V f(x,) # 0. Definimos el vector
p = =V f(x.) y notemos que p’Vf(x.) = [Vf(x.)? < 0. Dado que Vf es continua en una
vecindad de x., existe un escalar T > 0 tal que

pIVf(x.+tp) <0, paratodotel0,T).
Por el teorema de Taylor, para cualquier 7 € (0, T] tenemos que
fxe+Ip) = fx) + P Vf(x,. + tp), paraalginte(0,7).

Por lo tanto, f(x. + tp) < f(x.) paratodo f € (0, T], asi x. no es un minimizador de f, lo cual
es una contradiccion. O

Teorema 1.2 (Condiciones Necesarias de Segundo Orden). Si x. es un minimo local y V? f
es continua en una vecindad abierta de x., entonces V f(x.) = 0 y V> f(x.) es semidefinida
positiva.

Demostracién. Por las condiciones necesarias de primer orden sabemos que V f(x,) = 0.
Supongamos por contradiccién que V2 f(x.) no es definida positiva, asi podemos escoger
un vector p tal que p” V2 f(x,)p < 0 y dado que V?f es continua en una vecindad de x.,
entonces existe un escalar 7 > 0 tal que p’ V2 f(x. + tp)p < 0 para todo t € [0, T].

Consideramos la expansion en serie de Taylor alrededor de x., tenemos que para todo
t€(0,T]yalgin t € (0,7) que

i _ 1.
Fxe +Ip) = fx) + IpTVF(xa) + EtszVZf(x* +Ip)p < f(x).

Por lo que x, no es un minimizador de f, lo cual es una contradiccién. O

Teorema 1.3 (Condiciones Suficientes de Segundo Orden). Suponga que V> f es continua
en una vecindad abierta de x.., queV f(x.) = 0 y que V2 f (x.) es definida positiva. Entonces x.
es un minimo local estricto de f .

Demostracién. Dado que V?f es definida positiva en x., podemos escoger un radio r > 0
tal que sz es defina positiva para todo x en la bola abierta 2 = {z € R" : ||z — x.|| < r}.
Consideremos un vector p # 0 tal que || p|| < r, entonces tenemos que (xx + p) € P y asi
1
f+p)=fx)+p V) + EpTv2 f@p

1
= fx.) + EPTVZf(z)p,

donde z = x, + tp paraalgin ¢ € (0,1). Dado que z € 2, tenemos que p’ V2 f(z)p > 0y por lo
tanto f(x. + p) > f(x.), de donde se obtiene que x. es un minimo local estricto. O

Lic. Matematicas Aplicadas 5 Tesis



FCFM BUAP

Teorema 1.4. Si f es una funcién convexa, entonces cualquier minimo local x.. es un minimo
global de f. Si ademds f es diferenciable, entonces todo punto estacionario es un minimo
globalde f.

Demostracién. Supongamos que x, es un minimizador local pero no global. Entonces po-
demos encontrar un z € R” tal que f(z) < f(x.). Consideremos el segmento de linea que une
alos puntos zy x., esto es

x=Az+(1-AN)x., paraalginAe(0.1]. (1.3)

Dado que la funcién f es convexa, se obtiene que

R =Af(2)+ A=A f(xi) < fxs). (1.4)

Cualquier vecindad .4 de x. contiene una pieza del segmento de linea (1.3), asi que siempre
habra puntos x € A para los cuales (1.4) se satisface. Por lo tanto, x, no es un minimo local,
lo cual es una contradiccion.

Para la segunda parte del teorema, supongamos que X, no es un minimizador global y
escogemos z como en la parte de arriba. Entonces, por la convexidad de f, tenemos que

d
Vix) (z—x0) = 7/ + Az = xDli=o
Fxs + Az = x4)) = f(x4)

=1lim
A—0 A

<1lim Af(2)+ 1 =A)f(x:) = fx)
A—0 A

= f(2) = f(x.) <O0.
Por lo tanto, V f(x.) # 0y asi x. no es un punto estacionario. O

Los métodos empleados en la optimizacién son iterativos, es decir, se da una aproxi-
macion de las solucién y se genera una sucesion de estimaciones hasta que se llega a una
solucién.

1.2. Meétodos de Bisqueda en la Linea

Cada iteraciéon de un método de busqueda en la linea calcula una direccién de biisqueda
pr v decide que tan lejos se moverd a lo largo de esta direccion. La iteracion estd dada por
Xk+1 = Xk + apk, donde el escalar positivo aj es llamado longitud de paso. El éxito de los
métodos de bisqueda en la linea depende de la efectividad de la eleccidn, tanto de py como
de la longitud a.

La mayoria de los métodos de buiisqueda en la linea requieren que pj sea una direccién
de descenso, dado que esta propiedad garantiza que la funcién f puede ser reducida a lo
largo de ésta direccion. Ademads, la direccion de buiisqueda con frecuencia tiene la forma

pr=-B'Vf(xp), (1.5)

Lic. Matematicas Aplicadas 6 Tesis
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donde By es una matriz simétrica y no-singular. Cuando By es una matriz definida positiva,
tenemos que
piVf(xp) ==V fx) BV f(x) <O0.

Por lo tanto py es una direccion de descenso. En el método de descenso mads rapido, la matriz
By = I, para todo k € N, mientras que en el método de Newton By = V2 f(x;). En los métodos
Cuasi-Newton, By es una aproximacién de Hessiano que es actualizada en cada iteracion.

1.3. Condiciones de Wolfe

Lo que se busca para la longitud de paso en cada iteraciéon de un método iterativo de
busqueda en la linea, x4+ = xx + @xpk, €s que proporcione una reduccion substancial de
la funcién objetivo f, pero a la vez, que el tiempo para encontrar tal longitud no sea muy
grande. La eleccién ideal seria la solucién del subproblema

min ¢(a) = f(xx+ apyg). (1.6)
a>0

En general es muy costoso identificar la solucién, por lo cudl, usualmente se usan lineas
de bisqueda inexactas para identificar unalongitud de paso que alcance una maxima reduc-
cién en f con un costo minimo. Una estrategia que nos permite hacer lo anterior, es utilizar
las condiciones de Wolfe, las cuales se explican brevemente. Una condicién que nos asegu-
ra un descenso suficiente de la funcién objetivo f, estd dada por la siguiente desigualdad, la
cual es conocida como la condicion de Armijo:

fe+ap) < fo) +aaVf pr (1.7)

para algin c; € (0,1). Pero la condicién de Armijo no es suficiente para asegurar que el al-
goritmo haga un progreso suficiente, ya que la desigualdad se hard vélida para valores de
a suficientemente pequefios, por lo que es necesaria una segunda desigualdad, que evite
pasos inaceptablemente cortos, la cual es conocida como la condicién de curvatura:

VG +aep) pez VI pr (1.8)

para alguna constante c; € (c1, 1), donde c; es la constante de (1.7).
Las condiciones de Armijo y de curvatura, en conjunto, son conocidas como las condi-
ciones de Wolfe. Asi, las condiciones de Wolfe se escriben como,

fp+app) < flx) +aavf pk, (1.92)

Ve +arpr) pe= VI pr (1.9b)

con0<ci<cp<l1.

Una longitud de paso puede satisfacer las condiciones de Wolfe sin estar cerca de la solu-
cién de (1.6), sin embargo se puede modificar la condicién de curvatura para forzar a que aj
pertenezca a una vecindad del minimizador o un punto estacionario de ¢. Las condiciones
fuertes de Wolfe requieren que ay satisfaga

fr+arpi) < fx) + crak Vi pr (1.10a)

Lic. Matematicas Aplicadas 7 Tesis
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IV (xie+ arpi) " prl < 2V £ pil, (1.10b)

conl0<ci<cp<l1.

La unica diferencia con las condiciones de Wolfe, es que no permitimos que ¢'(ay) sea
muy grande. Por lo tanto, excluimos los puntos que estédn lejos de los puntos estacionarios
de ¢. En [6] se demuestra que para cada funcién suave y acotada inferiormente, existen lon-
gitudes de paso que satisfacen las condiciones de Wolfe.

1.4. Tasas de Convergencia

La tasa de convergencia de una sucesion {x;} de puntos en R", que convergen a un punto
X, es la velocidad con la que la sucesion se acerca al punto. Las principales tasas de conver-
gencia en los métodos de optimizacién son los siguientes.

Definicion 1.3. Sea {xi} una sucesién en R" que converge a x...
1. Decimos que la convergencia es Q — lineal, si existenr € (0,1) y N e N tales que

X1 = Xl

<r, paratodo k= N.
Xk — X

2. Decimos que la convergencia es Q — superlineal, si

X =Xl
koo [l xg — Xl

3. Decimos que la convergencia es Q — cuadratica, si existen M >0y N €N tales que

l[Xk+1 = X
k+1—*25M, para todo k= N.
[l = Xl

1.5. Método de Newton

Consideremos ahora la iteracién de Newton, donde la direccién de btisqueda estd dada
por

pl ==V f(x) IV f (xp). (1.11)

Aqui discutiremos solo las propiedades de la tasa de convergencia local del método de
Newton. Sabemos que para todo x en una vecindad de un punto solucién x, tal que V2 f(x.)
es definida positiva, la matriz hessiana V2 f(x) sera también definida positiva. El método de
Newton estard bien definido en esta vecindad y convergera cuadraticamente, siempre que
las longitudes de paso aj sean eventualmente siempre 1.

Teorema 1.5. Supongamos que f es dos veces continuamente diferenciable y que la matriz
Hessiana V? f (x) es Lipschitz continua en una vecindad de una solucion x.., en la cual se cum-
plen las condiciones suficientes del Teorema 1.3. Considere la iteracién Xy, = Xy + py, donde
Pk estd dado por (1.11). Entonces

Lic. Matematicas Aplicadas 8 Tesis
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1. siel punto inicial x, es suficientemente cercano a x., la sucesion de iteraciones converge
a Xy,

2. la tasa de convergencia de {xy} es cuadrdtica; y

3. La sucesién de normas del gradiente ||V f (xi) || converge cuadrdticamente a cero.

Demostracién. De la definicion del paso de Newton y la condicién de optimalidad V f(x*) =
0 tenemos que

Xe+pp —x* =xp—x* = V2 f(x) TV f ()

(1.12)
= V2 f(x) " [V2 £ (0) (e — X¥) = (Vf () = V()]
Dado que
1
Vfi—Vfs =f V2 (g + t(x* — x) (X — x*) dit,
0
tenemos que
1
IV £ o) G = x*) = (Vfie = VIl = Hfo [V2f () = VA f (g + £ = )] (g — x¥) dtH
1
< f IV2 £ () = V2 £ G + 1" — x) g — x* 1 d e
0 (1.13)

1
s||xk—x*||2thdt
0
1
= ZLllx;— x*|I%,
3 llxx I

donde L es la constante de Lipschitz de V2 f(x) para x cercano a x*. Dado que V2 f(x*) es
no-singular, y como V? fi — V*f(x*), tenemos que [|V*f, || < 2| V2 f(x*) ! || para toda k su-
ficientemente grande. Sustituyendo en (1.12) y (1.13), obtenemos

N 2 -1 2 _§ 2
Ixe+pe =X < LIVEF) T llxe — X711 = Lllxg — X117,
donde L = L||V?f(x*)7!||. Usando esta desigualdad inductivamente deducimos que si el
punto inicial es suficientemente cercano a x*, entonces la sucesiéon converge a x*, y la ta-
sa de convergencia es cuadrética.
: _,N 2¢ N _
Usando las relaciones xy.1 — Xk = pi’ Y Vfi + V= fip, =0, obtenemos que

IV (s ) = IV f ) = Ve = VA F () pi

1
- Hfo V2 f (g + tpR) (sr — xi) dt = V2 f(xp) pyY

1
< fo IV f (e + tpp) = V2 F ) I pR l dit
1
< ELllpkN [

1 _
< EanZf(xk) Y21V fill?
<2LIVZF(x*) TNV fill?,

probando que la norma de los gradientes converge a cero cuadraticamente. O
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CAPITULO 2

EL METODO DFP

De aqui en adelante, f serd una funcién cuyo dominio es R” y rango es R, ademads escri-
biremos f para referirnos a la evaluacion de fen la k — ésima iteracidn, es decir, fi = f(xx).
Del mismo modo denotamos V f; = Vf(xz) y V2fi = V2 f(x;). El objetivo es trabajar en el
problema de optimizacién sin restricciones, es decir, tenemos que resolver

min f(x);
sujetoa xeR".

2.1. Construccion del método

El primer método Cuasi-Newton fue creado por Davidon, mds tarde Fletcher y Powell
demostraron que el algoritmo creado por Davidon era mucho mads rapido y confiable que
los ya existentes. Dicho método consiste en considerar una aproximacién cuadrética de la
funcién objetivo en la iteracién actual x. Tal aproximacién estd dada por

1
m(p) =fk+kaTp+§pTka, 2.1)

donde By es una matriz simétrica y definida positiva de tamafo nxn, la cual se actualizara
en cada iteracién. La matriz By no es la matriz Hessiana de la funcién objetivo, pero es una
aproximacion de ésta.

Notamos que m(0) = fir v Vimi(p) = V fi + Bip, asi Vim(0) = V fi.. Ademads, como my es
una funcién cuadrdtica y la matriz By es definida positiva, se sigue que my es una funcién
convexa, por lo cual su minimo lo alcanza cuando Vm(pg) = 0, es decir, V fi + Bx px = 0, por
lo que

pr=-B; 'V, 2.2)
el cual usaremos en la nueva iteraciéon
X1 = Xk + AP (2.3)

donde ay se escoge de tal forma que cumpla las condiciones de Wolf (1.9).
Ahora supongamos que hemos generado la nueva iteracién xj,; y construimos un nuevo
modelo cuadratico, de la forma

1
Mis1(p) = fer1 + VL p+ EPTBIHIP-

11
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Un requerimiento que parece razonable imponer en Bj. es que el gradiente de my.; debe
coincidir con el gradiente de la funcidn objetivo f en al menos dos iteraciones xi y Xg1.
Notemos que

V1 (p) =V fis1 + B p = Vmp1(0) =V fipq,

por lo que la segunda de estas condiciones se satisface. La primera condicién puede ser es-
crita como

Vi1 (X = Xk1) = V fie = V fie1 + Biar (X — Xk+1) = V fi,
de donde

Brs1(Xk41 — X1) = V fra1 — fr- 2.4)

Para simplificar la ecuacién anterior, definimos los vectores

Sk = Xk+1 — Xk = Ak Pk (2.5a)

Vi = Vi1 = Vi (2.5b)

Por lo que la ecuacién (2.4) se reescribe como

Bic+18k = Yk (2.6)

La cual es conocida como la ecuacion secante.
A partir del hecho de que la matriz By, es definida positiva y por la ecuacién secante, se
tiene que

s{ B+15k =S¢ Vi > 0. 2.7

La desigualdad anterior es conocida como la condicién de curvatura.

Cuando la funcién f es fuertemente convexa, la desigualdad (2.7) se cumplird para cua-
lesquiera dos puntos x; y Xk, en efecto, como f es fuertemente convexa, se sigue que f es
estrictamente convexa, y por el Teorema C.2 se tiene que :

(Xea1 = X6) T (V fiear = Vi) = s¢ yi > 0.

La condicién de curvatura no siempre serd verdadera cuando la funcién es no convexa,
en este caso tenemos que forzar a que la desigualdad (2.7) sea verdadera, lo cual se logra
imponiendo las condiciones de Wolfe o las condiciones fuertes de Wolfe en a. Para verificar
esto, notamos de (2.3), (2.5a) y la segunda condicién de Wolfe (1.9b) que

1 1
vfkjlrlpk = CvakTpk = ka];.la_k(xk+1 —xk) > szfkTa_k(xk+l _xk)
= kaj;l(xk+l —XK) = CZkaT(xk+1 - Xk)
=> kaTHsk > CgikTsk
= kaTJrlsk - kaTsk = szfkTSk — kaTsk

= (VL = [Dskz (- DV sk

Lic. Matematicas Aplicadas 12 Tesis
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De donde se tiene que

y,fsk = (¢ — l)akakTpk. (2.8)

Ya que ¢, < 1 se sigue que ¢, —1 < 0, ademds ay > 0y p es una direccién de descenso,
porlo que V fkT pPr <0, de esta manera el lado derecho de la desigualdad (2.8) es positivo, por
lo que se cumple la desigualdad (2.7).

Cuando la condicién de curvatura se cumple, la ecuacién secante (2.6) siempre tiene so-
lucién, de hecho tiene un nimero infinito de soluciones, ya que hay @ grados de libertad
en una matriz simétrica, y la ecuacioén secante representa solo n condiciones, adicionalmen-
te la condicion de que la matriz By sea definida positiva aumenta n condiciones mas (todos
los menores principales deben ser positivos), pero estas condiciones no absorben los restan-
tes grados de libertad.

Para determinar By de forma tinica, debemos de pedir la condicién de que entre todas
las matrices simétricas que cumplen la ecuacién secante, By, debe ser, de alguna forma, la

mds cercana a la matriz actual By, es decir, tenemos que resolver el problema

Irgn | B — Bll; (2.9a)

sujetoa B=BY, Bsi=y. (2.9b)

Donde si y yy satisfacen (2.7) y B es simétrica y definida positiva. Muchas normas matri-
ciales pueden utilizarse en (2.9a) y cada norma da lugar a un método Cuasi-Newton distinto.
Una norma que permite una fécil solucién del problema de minimizacién (2.9) es la norma
pesada de Frobenius

1o
[Alw = IW2 AW 2||F, (2.10)

donde || - || ¢ estd definida por

n n
ICIE=) ) cij-

i=1j=1
Notemos que la norma || - || puede también ser calculada mediante

1A%, = traza(WAT W A). (2.11)

La matriz de peso W puede ser escogida como cualquier matriz que satisfaga la relaciéon
Wy = si. Asumiremos que W = Gk_l, donde G, es el Hessiano promedio definido por

1
fVZf(xwmkPk)dT
G =
£(0,1)

1
=f sz(xk+‘rakpk)dr, (2.12)
0

donde £(0,1) es la longitud del intervalo (0, 1), la cual es 1. Asi la integral anterior nos mide
el promedio de los Hessianos entre V? fi. y V2 fi.1. Veamos que Gisi = yi. En efecto, de (2.5a)
y (2.3) tenemos que s = aipx v por el Teorema Fundamental del Calculo tenemos que:

Lic. Matematicas Aplicadas 13 Tesis



FCFM BUAP

Gksk = Gkakpk
1
= Uo V2 f (X + Tappr)dr | agpr

1
= fo V2 f (X + Tarpi) agprdr

=Vf(xr+arpr) = Vfixe)
= ka+1 - vfk
= Vk-

De donde se tiene que

GSk = V- (2.13)

Dado que Gy es el promedio de matrices definidas positivas, se sigue que debe de ser
. o . . o5 -1
definida positiva, por lo cual es invertible y asi G~ yx = sk.
Con la norma y matriz de peso descritas arriba, la solucién tinica de (2.9) es

BPEP = (I=yiyest)Be(I = Yiskyi) + YeVeVi (2.14)
con
. 1
k= .
J/,zsk

Esta férmula es llamada la férmula de actualizacién DFP, dado que es la propuesta por
Davidon en 1959 y después estudiada, implementada y popularizada por Fletcher y Powell.

Ahora denotamos Hy := B,;l, la cual es ttil, ya que nos permite calcular la direccién
de bisqueda (2.2) por una multiplicacién simple de matriz-vector. Usando la férmula de
Sherman-Morrison-Woodbury (B.2) y la ecuacion (2.14) se obtiene que

Hiyryy He N SkS;
ViHe  yise
Notemos que los dos ultimos términos del lado derecho de (2.15) son matrices de rango
uno, asi que Hy serd una modificacién de rango 2. Esta es la idea fundamental de la actuali-
zacion Quasi-Newton, en lugar de recalcular las matrices desde cero, aplicamos una simple
modificacién que combina la més reciente informacién observada acerca de la funcién obje-
tivo con el conocimiento existente incrustado en nuestra aproximacién del Hessiano actual.

HPEP — g — (2.15)
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2.2. Propiedades del método

El método DFP, definido por (2.15), tiene un nimero importante de propiedades, algu-
nas de ellas son las siguientes:

1. Para funciones cuadrdticas (con lineas de buisqueda exactas)

(i) termina en alo maés n+ 1 iteraciones, con Hy,1 = (V2 f)~;
(ii) la ecuacién secante se preserva en las iteraciones siguientes;

(iii) genera direcciones conjugadas y gradientes conjugados cuando Hy = I.

2. Para funciones generales
(iv) preservala condiciéon de que Hy es definida positiva, para todo k, (por lo tanto la
propiedad de descenso es verdadera);
(v) requiere 3n2 + O(n) multiplicaciones por iteracion;
(vi) orden de convergencia superlineal;

(vii) convergencia global para funciones estrictamente convexas (con lineas de bus-
queda exactas).

Para las demostraciones de (i) y (iii) se hara uso de los siguientes resultados.

Teorema 2.1. Sea f : R" — R una funcién cuadrdtica, es decir, f(x) = cTx+ %xTGx, donde G
es una matriz simétrica de tamaiion x ny c’ e R". Sean px, ..., pn vectores G- conjugados
¥ Xo un punto inicial arbitrario. Para k = 1,..., n sea ay una solucion optima del problema de

minimizar f(xi + apy) sujeto a que a € R y sea xy+1 = Xx + arpy. Entonces parak =1,...,n se
tiene que:

1L Vfl . pj=0,paraj=1,... k.
2. V1) pr =V fipk-

3. Xp+1 es una solucion optima del problema de minimizar f(x) sujeto a que x — xy €
L(py,...,px), donde L(py, ..., px) es el subespacio lineal formado por p;, ..., pi; esto es,

k
L(p1,..., Pr) ={Z,u]-pj:uj€[R, para cadaj}.
=

En particular, x,+, es un punto minimizador de f sobreR".

Lema 2.2.1. Sean xy € R" y Hy una matriz inicial simétrica y definida positiva. Para j =
l,...,n sea xj41 = Xj+ajpj, donde pj = —H;Vf; y a; resuelve el problema de minimizar
f(xj+apj), sujeto aque a > 0. Ademds, Hj, estd dado por (2.15). SiV f; #0 para j = 1,...,n,
entonces Hy, ..., H, son simétricas y definidas positivas y asi, p1, ..., pn Son direcciones de des-
censo.

Las demostraciones de ambos resultados se encuentran en [1].
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Teorema 2.2. Sea G una matriz simétrica y defina positiva de tamaiio n x n y considere el
problema de minimizar f(x) = ¢ x + %xTGx, sujeto a que x € R". Suponga que el problema
es resuelto por el método DF P, comenzando en alguin punto inicial xo y una matriz simétrica
y definida positiva Hy. Ademds, para j € {1,...n} sean «; la solucion éptima del problema
de minimizar f(xj+ apj), sujetoa que « 20 y xj41 = Xj+ a;jpj, donde p; = —H;Vf; y H;j
estd determinado por (2.15). Si Vf; # 0 para cada j, entonces las direcciones py,..., py son
G- conjugadasy H, = G™'. Ademds, x,, es una solucién éptima del problema.

Demostracién. Primero demostraremos que para cualquier j € {1,..., n} las siguientes pro-
posiciones son verdaderas:

1. {p1,..., pj} es un conjunto linealmente independiente.
2. p/Gprp=0,parai#k,i,k<j.
3. Hj+1Gpr = prparal <k < j, o equivalentemente Hj1Gsy = sg, donde s = agpi.

La demostracion de éste resultado se realizard por induccién sobre j.
Para j =1, las partes 1 y 2 son obvias. Para demostrar la parte 3, primero notemos que
para cualquier k tenemos que V fi. = ¢ + Gxi, de donde

Gsp = Glagpi) = G(Xks1 = XK) = Vfre1 = Vi = Y. (2.16)
En particular, Gs; = y;. Asi,

T T
s1s; Hiny, Hh
H,Gs; = H2y1 =|H;+ T l_ T 1
sy yiHin
sisly))  Hiyn (I Hip)
=iy +——- —
(sy 1) (y;y Hiy1)

=Hiyn+si—Hn

=S1.

Por lo que, la parte 3 es verdadera para j = 1.

Ahora supdngase que las partes 1, 2 y 3 son verdaderas para j < n— 1. Para demostrar
que también son verdaderas para j + 1, primero notemos que por la parte 1 del Teorema 2.1
se tiene que pl.T Vfi+1=0parai< j. Porla hipétesis de induccion de la parte 3 se sigue que

p! = p/GHj.1, para i < j. Por lo tanto, observando que pj.1 = —Hj1Vfj.1, parai < j se
obtiene
0= P,vajﬂ
= piTGHj+1ij+1
=p/G(=pj+1)
= _piTGPjH-

En vista de la hip6tesis de induccién de la parte 2, la ecuacién anterior muestra que la
parte 2 es verdadera para j + 1. Ahora demostraremos que 3 es verdadera para j+1.Si k <
j +1, entonces
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Hj+2GSk= Hj+1+ T (2.17)

T T

Sj+18j,1  Hjnyjn1Yj Hin
- T Sk

Sia¥itt  YVigHinyjn

Notando (2.16) y haciendo k = j + 1 en (2.17), se sigue que

Hj2Gsp = Hj2Gsjyq
T T
Sj+18j  Hijnyjayj Hjn
- T
Si1Yj+ Vi Hj+1Yj+1

5j+1(5f+1Yj+1) Hj+1Yj+1(Yf+1Hj+IYj+1)

Z(Hj+1+ )J/j+1

=Hjt1Yj+1+
e (sT,,¥j+1) Vi Hinryjsn)

=Hjuyjai+sjni—Hjnyjn
= Sj+1.

Ahora sea k < j, dado que 2 es verdadero para j + 1, se tiene que

SjT+1G3k =axaj1Pj+1Gpr =0. (2.18)

Notando la hipétesis de induccién 3, la ecuacion (2.16) y el hecho de que 2 es verdadera
para j + 1, tenemos

y].T+1Hj+1Gsk = ij+1Sk = szHGsk = aj+1akpjT+1ka =0. (2.19)

Sustituyendo (2.18) y (2.19) en (2.17) y notando la hip6tesis de induccién de 3, se obtiene
que

T T
Sj+18j Hjnyjnyj Hin

Hji2Gsg=|Hj1+ Sk

T
Si Vi Vi Hj+1Yj+
$j+1(57,,Gse) Hinyjn (], Hjr1Gse)

T
Si Vil Vi Hj+1Yj+

=Hj1Gsp+

= j+1G3k

= Sk.

Por lo tanto, 3 es verdadera para j + 1.
Para completar el argumento de induccién, solo debemos probar que 1 es cierto para j +
j+1
1. Supdngase que Z a;p; = 0. Multiplicando por p;+1G y notando que 2 es cierta para j +1,
i=1
se sigue que aj+1pjT+lej+1 =0.Porlahipotesisdeque Vfj,; ZOyporelLema2.2.1, Hj,; es

definida positiva, asique pj+1 = —Hj4+1Vfj1+1 # 0. Como G es definida positiva pjTHGij #0

J

y por tanto a;j;+1 = 0. Esto implica que Z a;p; = 0y dado que py,...,p; son linealmente
i=1

independientes por la hipoétesis inductiva, se tiene que a; = 0 para i = 1,..., j. Por lo tanto
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P1,..., pj+1 sonlinealmente independientes y 1 es verdadera para j+1. De estamanera 1,2y
3 son verdaderos. En particular la conjugacién de py,..., py, se sigue de 1 y 2 haciendo j = n.
Ahora sea j = n en 3, entonces H,+1Gpyx = pk, para k = 1,...,n. Sea P la matriz cuyas
columnas son py,..., p,, entonces H,,1GP = P. Observe que P es invertible, ya que sus co-
lumnas son linealmente independientes y asi su determinante es distinto de 0, de este modo
Hy,+1G=1,,lo cudl es posible si H,4+1 = G~!. Finalmente, x,, es una solucién o6ptima por el

Teorema 2.1.
U

Teorema 2.3. Si y,{ sk > 0 para todo k, entonces la formula DF P preserva las matrices defini-
das positivas Hy.

Demostracién. La demostracion se hace por induccién y demostraremos que z! Hyz > 0 pa-
ra todo z # 0. El resultado es verdadero para k = 0 por eleccién. Asumiremos que el resulta-
do es verdadero para algin k > 1. Escribimos Hy = LLT, ya que la factorizacién de Cholesky
existeysia=LTzyb= LTy, entonces

2N (LLY yry[ (L) z CTa (@'b)b'a)
yILTyx b'h

H, 'y
zt (Hk - %) z=z"(LL")z~
yk Hkyk

La dltima desigualdad se cumple por la desigualdad de Cauchy. Ademds, dado que se cumple
la condicién de curvatura s,f ¥k > 0, se tiene que

S IMCETCR

T T -
Sk Yk Si Yk

Por lo tanto, z' Hy112= 0. O
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CAPITULO 3

EL METODO BFGS

La férmula de actualizacién DFP es bastante efectiva, pero pronto fue superada por la
féormula BFGS, la cual es actualmente considerada la més eficiente de todas las férmula de
actualizacién Quasi-Newton.

3.1. Construccion del método

La férmula de actualizaciéon BFGS puede ser derivada haciendo un simple cambio en el
argumento que nos lleva a (2.14). En lugar de imponer condiciones en las aproximaciones
del Hessiano By, imponemos condiciones similares en sus inversos Hj. La aproximacion
actualizada Hy,, debe ser simétrica, definida positiva y debe satisfacer la ecuacién secante
(2.6), ahora escrita como

His1 Yk = Sk-

La condicién de la cercania a Hy. es ahora especificada de forma andloga a (2.9)

m}}n I H — Hill; (3.1a)
sujetoa H=H', Hy=s. (3.1b)

La norma considera es de nuevo la norma pesada de Frobenius descrita en el capitulo
anterior, donde la matriz de peso W es ahora cualquier matriz que satisfaga W sy = yx. (Por
concrecién, asumimos de nuevo que W estd dado por el Hessiano promedio Gy definida en
(2.12)). La tinica solucién Hj, a (3.1) esta dada por

HEGS = (I- prsey ) HeI = pryisy) + pisksi (3.2)
donde )
Pe=—r— (3.3)
yk Sk

Otra forma en la que podemos actualizar la matriz, es desarrollando las multiplicaciones
que aparecen el la formula BFGS, con lo cudl Hy,, estd dada por;

1+

HBFGS = H + (3.4)

k+1

J’;fHkJ/k) SkSp. (Skylek + Hkyks,f)

T T T
skJ/k Skyk skyk
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Teorema 3.1. Sila formula de actualizacion BFGS (3.4), es ahora escrita como
Hy1 = Hy + E, entonces E resuelve el problema variacional

n}sin I Ellw; (3.5a)
sujetoa E=ET, (3.5b)
Eyr=mn, (3.5¢)

donden = s — Hiyy y W satisface que W s = yy.

Demostracion. Primero veamos que el problema (3.5) es un problema convexo. Al ser la fun-
cién objetivo una norma, es una funcién convexa, probemos que el conjunto de restriccio-
nes es un conjunto convexo. Dadas dos matrices simétricas, mostraremos que la combina-
ciéon convexa de dos matrices simétricas es una matriz simétrica. Sean A, B dos matrices
simétricas de tamafio n x n con coeficientes reales, asi para todo « € [0, 1] se tiene que

aA+(1-a)B=aAT+(1-a)BT
= @A+ -aB)T
=(aA+Q1-a)B)T.
Asi, la combinacién convexa de matrices simétricas es simétrica.
Veamos ahora que el conjunto de matrices que cumplen la relaciéon Ey; = n es convexo.

Sean Ay B dos matrices de tamafo n x n con coeficientes reales que cumplen la relacién
anterior, es decir Ayy =ny Byy =1, asi para todo «a € [0, 1] se tiene que

aA+(Q-a)B)yr=aAyr+ (1 —a)Byg

=an+(1-a)n
=an+n-—an
=1.

Por lo tanto, la combinacidn convexa de matrices que cumplen la igualdad, también la cum-
ple. En consecuencia el problema dado es un problema convexo, por lo que es suficiente
encontrar E que satisfaga la condiciones de primer orden. Después de cuadrar la norma,
una adecuada funcién lagrangiana es

1
L= I trazaWETWE) + traza(AT(ET - E) - ATW(Ey, -n),

donde A es una matriz de multiplicadores de Lagrange para la restriccion ET = Ey ATW es
un vector de multiplicadores de Lagrange para la restriccion Eyy = 1. .2 debe ser estaciona-
ria conrespecto a E, Ay A.Igualando a cero las derivadas respecto a A y A, nos da justamente

las restricciones de (3.5). Obsérvese que % = eiejT por lo tanto, derivando .Z respecto a E;
ij

e igualando a 0, se obtiene que

1
2 [traza(WejeiTWE) + traza(WETWeiejT)] + trazal (ejeT - eiejT) —}LTWe,-ejTyk =0,

i
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o usando la simetria e invarianza de la traza de permutaciones ciclicas,
1 T
5 (WEWIij+Aij = Aji = [(WAye],;-
Trasponiendo y sumando se elimina A para obtener
WEW = WAy + A" W
Usando que Ws = yr y que W es no-singular, se sigue que

E=As] +seA”. (3.6)

De la ecuacién anterior observamos que la actualizacién es de rango dos. Ahora es posible
resolver para A usando las restricciones de (3.5). Sustituyendo (3.6) en Ey; = n obtenemos

Eyr=n= (/ls,f + skAT)yk =7
e As,{yk + sk/lTyk =1
= As,{yk =n- sk/lTyk.
De donde
n—siAT yi

A=
S,f)’k

(3.7)

Trasponiendo la igualdad anterior y post-multiplicdndola por yy, se consigue

T
_ n—skAT yi ATy, = (77— SkflTyk)

A
S;{J’k S,{J’k
T Ty T
N V=Y AS Vi
:>ATyk: Tk k
Sp Yk
T T/’L(ST )
t Y Yk
:”1Tyk:77Ty _ 7k Tk
Skyk Skyk
k
:>)LTyk_nTy —y,{)t
Sk Yk
T n" yk
> M Y+ A=
Si Vi
' yi
:>27LTyk= T
Skyk
T
jATyk— nTy
28, Vi

Sustituyendo en (3.7) nos da
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n_ s’y

T - T 2
S Ye 2 (sk yk)
_ Sk—Hiye  si(sk— Hey " ye
= .
LYk 2(s} ye)

Sustituyendo en (3.6).

E= )Ls,{ + AT

Sk~ Hiyr  Si(sg— Hkyk)TJ/k) T s (Sk — Heye  Si(sk— Heyi) " ye !
s,{yk 2(s,€yk)2 ¢ S}?J’k 2 (SJZJ’k)z
sks,f - Hkyks,f Se(sg — Hkyk)TJ/kS]Z SkS,f - Skngk sky,f(sk — Hi yi) S,{
LYk B 2(s,fyk)2 Lk B 2(s{ y)?
ssp _ Hiykse  selsgyo)sg sy Hevesy
ssve s ve o 2(sfy)® 2(sEw)?
.\ skslf ~ skylfHk ~ Sk(ykTSk)S,Z SkylekJ’kslz
Stk S{yk 2] yr)? 2(s{ yi)?
sksg 1 Sks,z skslz 1 sksg ~ Hkykslf+sky]fHk N skngkyks,{+sky,?Hkyks,€
Sk ES,Zyk Lk Eng’k sTyk Z(S]ZJ/k)Z
SkSp ~ Hiygs] + scy; Hi . Zsiyl Heys)
sTye sTye 2(sTyi)®
~ SkSp . (ykTHkyk) SkSp ~ Hiyis] + syl He
eV \ Spyk ) sk e Vk
(1 N J/ZHkJ/k) SkSp B sk Hi + HkJ’kS,f_
S,{J’k S,f)’k S,{J’k

Lo cual al sustituirlo en Hy,; = Hy + E nos da la actualizacién BFGS. O

Es facil ver que Hy.; es definida positiva, siempre que Hy sea definida positiva. En efecto,
como ykT Sk es positivo, la formula (3.2) estd bien definida. Para cada vector z # 0, tenemos
que

2 Hemz=w! Hew + pr(z! s1)? =0,

donde w = z - py yk(sgz). El lado derecho de la igualdad anterior puede ser cero, solo si
slfz =0, pero en este caso w = z # 0, lo cual implica que el primer término es mayor que 0.
Por lo tanto, Hy, es definida positiva.
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3.2. Algoritmo BFGS

Sélo un problema tiene que ser resuelto antes de que podamos definir un algoritmo
BFGS completo. ; Cémo debemos escoger la aproximacioén inicial Hy? Desafortunadamente,
no hay una férmula que funcione bien en todos los casos. Podemos usar informacién especi-
fica acerca del problema, por ejemplo, configurdndolo como el inverso de una aproximacién
del Hessiano calculado por diferencias finitas en xy. De otra manera, podemos simplemente
configurarla para que sea la matriz identidad, o un multiplo de la matriz identidad, donde el
multiplo es escogido para reflejar el escalamiento de las variables.

Algoritmo 1 Algoritmo BFGS
Entrada: Punto inicial xp, tolerancia ¢, aproximacién del inverso de el Hessiano Hj.
Salida: H,
k< 0;
mientras ||V f;| > € hacer
Calcular la direccién de biasqueda

Pk =—HiV fi; (3.8)

Configurar xj.; = Xp+apk, donde a es calculado mediante un procedimiento de bis-
queda en la linea que satisfaga las condiciones de Wolf;
Definir sg = Xg+1 — Xk Y Yk = Vfie1 = Vi
Calcule Hj; por medio de (3.2);
k—k+1;
fin mientras

Cada iteracion puede ser ejecutado con un costo de O(n?) operaciones aritméticas (mds
el costo de las evaluaciones en la funcién y el gradiente); no hay operaciones de O(n%), tales
como solucién de un sistema de ecuaciones lineal u operaciones matriz-matriz. El algoritmo
es robusto, y su rapidez de convergencia es superlineal, lo cual es suficientemente rdpido
para la mayoria de los propésitos précticos. Incluso aunque el método de Newton converge
mads rapido a la solucién (es decir, cuadraticamente), su costo por iteracién es mayor, ya que
requiere la solucién de un sistema lineal. Una ventaja muy importante del método BFGS es,
por supuesto, que no requiere el célculo de segundas derivadas.

Podemos obtener una version del algoritmo BFGS que funcione con la aproximacién del
Hessiano By en lugar de Hi. La férmula de actualizacion para By es obtenida simplemente
aplicando la férmula de Sherman-Morrison-Woodbury (B.2) para obtener:

T T

BFGS_ _BkSkSkBk ykyk-
Bk+1 - T + T .
SeBrsk Vi Sk

Una sencilla implementacion de esta variante no es eficiente para minimizacidn sin res-
tricciones, pues requiere que el sistema By pr = —V fi sea resuelto para el paso py, y de este
modo incrementando el costo del calculo de paso a O(n®). Con el fin de obtener una férmula
de actualizacién Cuasi-Newton que sea invariante a cambios en las variables, es necesario
que que (2.9a) y (3.1a) sean también invariantes. La eleccién de la matriz de peso W usada

(3.9)
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para definir las norma en (2.9a) y (3.1a) asegura que esta condicion sea verdadera. Muchas
otras matrices W pueden ser escogidas, cada una de ellas da lugar a distintas férmulas de ac-
tualizacién. Sin embargo, después de intensas busquedas, no se encontré una férmula méas
efectiva que la actualizacion BFGS.

Es razonable preguntarse: ;hay situaciones en las que la férmula de actualizacion (3.2)
puede producir malos resultados?, ;hay alguna iteracién en la cual Hy es una mala aproxi-
macién del inverso del hessiano?, si es asi, ;existird alguna forma de corregirlo? Si, por ejem-
plo, el producto interno y,z Sk es pequeno, pero positivo, entonces se sigue de (3.2) y (3.3)
que Hj,1 serd muy grande, ;es este comportamiento razonable? Una pregunta relacionada
al error de redondeo que ocurre en una implementacién de precision finita es, ;pueden es-
tos errores crecer a tal punto que se pierda informacién util en la matriz de aproximacién
Cuasi-Newton?

Estas preguntas han sido estudiadas analitica y experimentalmente. Ahora se sabe que la
féormula BFGS tiene muy efectivas propiedades de auto-correccién. Es decir, que si la matriz
Hj no estima correctamente la curvatura de la funcién objetivo y si esta mala estimacién
ralentiza la iteracidn, la aproximacién del hessiano tenderd a corregirse en pocos pasos. Es
también sabido que la férmula DFP es menos efectiva en corregir malas aproximaciones;
se cree que esta propiedad es la razén por la cual tiene un menor desempeno en la préc-
tica. La propiedad de auto-correccién de la férmula BFGS es valida cuando se usa linea de
btsqueda adecuada. En particular, las condiciones de Wolfe aseguran que los gradientes son
muestreados en puntos que permiten al modelo (2.1) capturar una apropiada informacién
de la curvatura.
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CAPITULO 4

ANALISIS DE CONVERGENCIA

En este capitulo presentaremos resultados de convergencia global y local para imple-
mentaciones del método BFGS. A pesar de que el método BFGS es conocido por ser bastan-
te robusto en la préctica, no somos capaces de establecer resultados de convergencia global
para cualquier funcién objetivo no-lineal. Es decir, no podemos probar que las iteraciones
de éste método Cuasi-Newton converge a un punto estacionario del problema, partiendo de
cualquier punto inicial y aproximacién de la matriz Hessiana. Por otro lado, existe resultados
que aseguran convergencia local y superlineal que son verdaderas bajo ciertas suposiciones.
Alo largo la presente seccion usaremos ||-|| para referirnos a norma Euclidiana, tanto de vec-
tores como de matrices y denotaremos G(x) = V2 f(x).

4.1. Convergencia Global del Método BFGS

Para obtener la convergencia global, no solo debemos escoger buenas longitudes de pa-
so, también debemos elegir adecuadamente la direcciéon de bisqueda py. Definimos el 4n-
gulo Oy entre py yla direccién de descenso més rapido —V f; mediante

—kaTpk

cosfp=————.
IVl pel

4.1)

El siguiente teorema, debido a Zoutendijk, tiene consecuencias de largo alcance. Mues-
tra, por ejemplo que el método de descenso més rdpido es globalmente convergente. Para
otros algoritmos describe que tan alejado puede estar pj de la direccién de descenso mads
rapido para que atin sea un método globalmente convergente.

Teorema 4.1. Consideremos cualquier iteracion de la forma (2.3) , donde py. es una direccion
de descenso y ay. satisface las condiciones de Wolfe. Supongamos que f es acotada inferior-
mente en R" y que f es continuamente diferenciable en un conjunto abierto N que contiene
al conjunto de nivel £ = {x e R" : f(x) < f(xo0)}, donde x es el punto inicial de la iteracion.
Supongamos ademds, que el gradienteV f es Lipschitz continua en ./, esto es, existe una cons-
tante L > 0 tal que

IVFf(x)-Vf(X)| <Llx-Xxll, paratodox,XxeN. (4.2)
Entonces
Y cos® Ok IV fill* < co. (4.3)
k=0
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Demostracién. De las condiciones de Wolfe y de (2.3) tenemos que
(Vi1 =V = (2 - DV pr,
mientras que la condicién de Lipschitz (4.2) implica que
(Vfier1 = Vi)' pr < ax Ll pill®.
Combinando estas dos relaciones, tenemos que

-1 kaTpk
L pel?”

Ay =

Sustituyendo esta desigualdad en la primera condicién de Wolfe (1.9a) obtenemos que

1-c) (V[ p)?
Ll pxl?

De la definicién (4.1), podemos escribir esta relacién como

feri<fi—a

fie1 < fi—cos? OV fill?,

donde ¢ = ¢1(1 — ¢2)/L. Sumando esta expresién sobre todos los indices menores o iguales
que k, tenemos que

k
fis1 Sfo—choszejIIijllz. (4.4)
=

Dado que f es acotada inferiormente, tenemos que fy— fx+1 €s menor que alguna constante
positiva, para toda k. Por lo tanto, tomando limites en (4.4), obtenemos

o0
> cos? 0|V fill* < oo.
k=0
Lo cual concluye la prueba. O

Consideremos ahora las siguiente suposiciones:
Suposicién 4.1

1. La funcién objetivo f es dos veces continuamente diferenciable.

2. Elconjunto denivel Q = {x e R": f(x) < f(x0)} es convexo, y existe constantes positivas
my M tales que
mllz|® < 2" G(x)z < Ml|z|1%, 4.5)

paratodo ze R? y x € Q.

La segunda parte de esta suposicion implica que G(x) es definida positiva en Q y que f
tiene un tnico minimizador en Q. Usando (2.13) y (4.5) obtenemos que

T TA
Vi Sk S. Gisk
= —em. 4.6)
ksk SkSk

S
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Donde Gy es la matriz promedio definida en (2.12). La suposicion (4.1) implica que Gy
es definida positiva, por lo que su raiz cuadrada esta bien definida. Por lo tanto, si definimos
Zp = Gk% si tenemos que

ykTJ/k _ Z,fékzk -
vise  zla

Ahora estamos listos para presentar el resultado de convergencia global del método BFGS.

4.7)

Teorema 4.2. Sea By una matriz inicial, simétrica y definida positiva, ademds xy un punto
inicial para la cual la supocision (4.1) se satisface. Entonces la sucesion {x;} generada por el
Algoritmo 1 converge a el minimizador x. de f.

Demostracion. Definimos

T T
Vi Sk Yi Vi
mp = 1;1 ’ k= 1; y (4.8)
Si Sk Vi Sk
notemos de (4.6) y (4.7) que
mp=m, Mp<M. 4.9
Calculando la traza de la aproximacién BFGS (3.9), obtenemos que
Bys 2
traza(Bes) = traza(By) — 1okl 1Vl” (4.10)
Sk By g Vi Sk
Ademis se tiene que
J’;fsk
det(By+1) =det(By) T . (4.11)
Sk Bksk
Definimos ahora r r
S, BiSk S, BiSk
cos@k:k—, qr = kT , (4.12)
Skl B skl Sp. Sk
asi que 6y es el dngulo entre s y By sx. Obtenemos entonces que
IBiskl®  lIBesellIskl® SgBksk g @13)
STBrsk  (spBrsp)?  lIskl>  cos?0 '
Ademés, de (4.8) tenemos que
T T
Sk S, Sk m
det(Bysy) = de(By)> k- KT = der(B—. (4.14)
S Sk i BreSk qk

Ahora combinamos la traza y el determinante introduciendo la siguiente funcién de una
matriz definida positiva B:
w(B) = traza(B) —In(det(B)), (4.15)

donde In(:) denota el logaritmo natural. Puede observarse que w(B) > 0. Usando (4.8) y
(4.10)-(4.15) obtenemos que

qk

W (Bk+1) =W (Bg) + My — m

—In(my) +1In(qi)
(4.16)
dk +In qk

2
+Incos” 6.
cos? 0y cos2 0y,

:1//(Bk)+(Mk—lnmk—1)+ 1-
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Ahora, dado que la funcién h(t) =1 -t +1In(f) <0 es no positiva para toda ¢ > 0, el término
dento de los corchetes cuadrados es no positivo, y por lo tanto de (4.9) y (4.16) tenemos

k
0<w(Bi+1) SW(B) +ck+ Y Incos’d;, (4.17)
j=1
donde podemos asumir, sin pérdida de generalidad, que la constante c = M —Inm —1 es
positiva.

Notemos que, a partir del hecho de que sy = —akBlgl V f(xx) delaiteracion Cuasi-Newton,
se tiene que cos 6y definido por (4.12) es el &ngulo entre la direccién de descenso més rapido
y la direccién de btsqueda, lo cual juega un papel importante en la convergencia global.

Supongamos que cos6; — 0. Entonces existe k; > 0 tal que para todo j > k; tenemos

In cos? 0j<-2c,

donde c es la constante definida arriba. Usando esta desigualdad en (4.17) tenemos que las
siguientes relaciones son verdaderas para todo k > k;:

k1 k
0<w(B)+ck+) Incos’;+ Y (-20)
j:1 j:k1+1

k1
=y(B) +ck+ ) Incos*0; +2ck; — ck.
j=1
Sin embargo, el lado derecho es negativo para k grandes, dando una contradiccién. Por lo
tanto, existe una subsucesion de indices {j} tales que {cosf;,} = § > 0. Por el resultado de
Zoutendijk (4.3), esto implica que el liminf||V fi || — 0. Dado que el problema es fuertemente
convexo, el dltimo limite es suficiente para probar que x; — x.. O

Una extension del andlisis que se acaba de dar, muestra que la tasa de convergencia de
las iteraciones es lineal. En particular, podemos probar que la sucesion | x; — x. || converge a
cero lo suficientemente rapido, de modo que

(e, 0]
2 lxg = x|l < 00, (4.18)
i=1
No probaremos este hecho, pero estableceremos que si (4.18) es vélida, entonces la tasa de
convergencia es superlineal.

4.2. Convergencia Superlineal del Método BFGS

El andlisis de ésta seccion hace uso de la caracterizacién de Dennis y Moré (4.20) de con-
vergencia superlineal.

Teorema 4.3. Supongamos que f :R" — R es tres veces continuamente diferenciable. Conside-
re la iteracion xy41 = Xy + @ px, donde py. es una direccion de descenso, y ay cumple las condi-
ciones de Wolfe (1.9) con ¢, < % Si la sucesion {x} converge a un punto x. tal queVf(x.) =0
y V2 f(x.) es definida positiva, ademds si la direccién de biisqueda satisface

lim IV f(xr) + G(x) prell _
k—o0 Pkl

0, (4.19)
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entonces
» [a longitud de paso ay =1 es admisible para toda k > ko, para algtin ky € N; y
» siay =1 paratoda k > ko, entonces {x;} converge superlinealmente a x...

Si px es una direccion de biisqueda de un método Cuasi-Newton de la forma (1.5), entonces
(4.19) es equivalente a

Hm I (Bx — G(x.)) prll _

(4.20)
k—o0 Ipil

Por lo tanto, tenemos el sorprendente resultado de que la tasa de convergencia superli-
neal puede ser alcanzada, incluso si la sucesién de matrices By no converge a V2 f(x.); es
suficiente que By se convierta en una aproximacién cada vez mds precisa de V2 f(x.) a lo
largo de las direcciones de busqueda py.

Una importante observacion es que la condicién (4.20) es necesaria y suficiente para la
convergencia superlineal de los métodos Cuasi-Newton.

Teorema 4.4. Supongamos que f : R" — R es tres veces continuamente diferenciable. Conside-
re la iteracion X1 = X+ px (esto es, ay = 1, para todo k) y que py estd dado por (1.5). Ademds
supongamos que {xy} converge a un punto x, tal queV f(x.) =0 y G(x.) es definida positiva.
Entonces {xy} converge superlinealmente a x. si, y solo si, se cumple (4.20).

Demostracion. Primero demostraremos que (4.20) es equivalente a

px - py = ollpil), 4.21)

donde pkN = —G(xx) "'V f(x1) es el paso de Newton. Asumiendo que (4.20) es vélido, tenemos
que

pi— Py = Gl ™ (Gl pr + V f(x0))
= G(xp) ™" (G(xp) pi — Bk) pr
= O(I(G(xp) — By) pil)
= ol pxll),

donde hemos usado el hecho de que ||G(x;) "' | es acotada superiormente para x; suficien-

temente cercanos a x., dado que la matriz hessiana G(x.) es definida positiva. El inverso se

sigue facilmente si multiplicamos ambos lados de (4.21) por G(x¢) y recordamos (1.5).
Ademas se tiene que

Ik + pic— x| < lxi+ py = %+ I pe— Py |
= O(lxx — x: 1*) + ol pe ).

Una sencilla manipulacién de esta desigualdad revela que || pill = O(lxx — x« ), asi que se
obtiene

Xk + Pie = X Il < 0l Xk — X4,

dando el resultado de la convergencia superlineal. O
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Para el resultado del método BFGS, haremos uso de la siguiente suposicion.
Suposicion 4.2
La matriz Hessiana es Lipschitz continua en x,, esto es,

1G(x) — G(x:) |l = Ll x — x4, (4.22)

para todo x cercano a x., donde L es una constante positiva.
Comenzamos introduciendo las siguientes cantidades

1 1 _ 1 1
Sk=Gisk, Yk=Giyr, Bir=GiIBiG:,

donde G. = G(x*) y x. es un minimizador de f. Como en (4.12), definimos

= Sk T By Sk _ Sk!Bysk
costp=———=——, (k=" 5
| Skl Bg Sl Il Skl
similarmente definimos ) r
- Vil - /i Sk
M, = y _Y

- Mg T - -
V" Sk Sk’ Sk
_1
Si ala férmula de actualizacion BFGS (3.9) la pre y postmultiplicamos por G, * y agrupando
términos apropiadamente, obtenemos

5 - Bisisi"Be | yivi”

Byi1=Br— T < +_T_.
Sk’ BkSk Vi Sk
Dado que esta expresion tiene la misma forma de la férmula BFGS (3.9), se sigue del
argumento que nos llevé a (4.16) que

W(Bit1) = w(By) + (My —Inrig - 1)

T L [, P [ (4.23)
cos2 0y cos2 0

+Incos? 6.
Recordando la ecuacién (2.13), tenemos que
Vi = Gasg = (Gr — G.) sy,
y por lo tanto
Yi—Sk= G*%l (Gr— G*)Gs?l Sk-
Por la suposicién 4.2 y recordando la definiciéon (2.12), tenemos
19— S5l = 1G5 21215l G - Gull < G 2120 i e,
donde €y esta definido por
€ = max{llxg+1 — X, | v — 2 13-

Por lo tanto hemos demostrado que

e
1= Sl _ 7 (4.24)
Il skl

para alguna constante positiva ¢. Esta desigualdad y (4.18) juegan un papel importante en la
convergencia superlineal, como se verd a continuacion.
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Teorema 4.5. Supongamos que f es dos veces continuamente diferenciable y que las itera-
ciones generadas por el algoritmo BFGS 1 converge a un minimizador x., para el cual la su-
posicién 4.2 es vdlida. Suponga ademds que se cumple (4.18). Entonces xj converge a x. de
manera superlineal.

Demostracién. De (4.24), tenemos de la desigualdad del tridngulo que
Vil = ISkl < Celisell, NSkl =N Vell < Cellskll,

asique
(I =ce ISkl = 1 yill < (1 + Ceg). (4.25)

Cuadrando (4.24) y usando (4.25), obtenemos
(1= e) 18k l® = 25" Sic + 1kl < 1 7ll® = 257 T ke + 1 $ell® < €I kN1,

Yy por tanto
29" Sk = (1 - 28ex + E%€5 + 1 — €D I1skll* = 2(1 — éeg) s 11>

Se sigue de la definicion de niy que

K> 1-ée. (4.26)

Combinando (4.25)y (4.26), obtenemos ademds que

Il _ 1+ ee
J/_kTS_k - 1—6_'6']6-

M (4.27)

Dado que x; — x,, tenemos que € — 0 y por lo tanto por (4.27) existe una constante positiva
¢ > ¢ tal que las siguientes desigualdades son verdaderas para k suficientemente grande:

2C

Mp<1+
1—cex

€r <1+ ceg, (4.28)

Nuevamente hacemos uso de que la funcién h(t) = 1—t+In t es no positiva. Por consiguiente,
tenemos

— 1
—x—lnl—x:h(—)so.
1—-x 1-x

Ahora, para k suficientemente grande podemos asumir que Cey < % y por lo tanto

€k _
— > —2C¢€k.
1-ceg

In(1 —cey) =
Esta relacién y (4.26) implican que para k suficientemente grande, tenemos que
Inmi; =In(1 — cey) = —2Cep > —2c€. (4.29)

Podemos deducir de (4.23), (4.28) y (4.29) que

qdk +In qdk

0 < (Brs1) <w(Bi) +3cer +Incos® . + |1 — - —|.
cos2 0y, cos2 0y,

(4.30)
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Suponiendo esta expresién y haciendo uso de (4.18) tenemos que

- 1 qj qdj . &
Y |In = |l tIh— = <y (Bo) +3c)_€j < +oo.
j=0\ cos“0; cos=0y cos- O =0

Dado que el término en los corchetes cuadrados es no positivo, y como (1/cos?6;) = 0 para
toda j, obtenemos los dos limites

1
lim In — =0, lim (1 -

4; +In 4; ):0,
j—oo  cos?0; j—oo

cos? 0y cos? 0y

lo cual implica que
lim cosZB_j =1, limg;=1. (4.31)
j—oo Jj—oo
La parte esencial del resultado ha sido probado; solo tenemos que interpretar estos limi-
tes en términos de la caracterizacion de Dennis-Moré de convergencia superlineal.
Recordando (4.13) tenemos

IG 2B — G sel? Bk — D sil1?
IGY2 51112 153112

Bkl — 283" BieSic + Sic” Sk

Skl sk

-2
S Y= aY
cos0y

Ya que por (4.31) el lado derecho converge a 0, concluimos que

- NBr=Ga)sill
k—o00 skl

Ellimite (4.20) y el Teorema 4.3 implican que la longitud de paso unitaria a; = 1 siempre va a
satisfacer la condiciones de Wolfe cerca de la solucién y por lo tanto la tasa de convergencia
es superlineal. O
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CAPITULO 5

RESULTADOS DE LA IMPLEMENTACION

Se programo el Algoritmo 1 en lenguaje C, con el fin de minimizar la funcién de Rosen-
brock de R? a R, la cual est4 dada por,

R =R

2
(X1, %2) — 100 (x2 — x7)” + (1 — x1)%

Se hizo uso de esta funcién ya que el minimo global estd dentro de un valle plano, largo, es-
trecho y de forma parabdlica. Encontrar el valle es trivial. Sin embargo, converger al minimo
global es dificil. Puede observarse facilmente que el punto donde alcanza el valor minimo es
%« = (1,1)7, ademads f(x.) =0.

Figura 5.1: Funcién de Rosenbrock.

A continuacion, se presentan los resultados al aplicar los métodos BFGS, DFP y Newton
a la funcién anterior, donde la matriz inicial Hy se consider6 como la matriz identidad, el
punto inicial como xo = (=1.2,1)” y una tolerancia de 10~°. Puede observarse que el método
DFP alcanz6 el minimo en un total de 36 iteraciones, mientras que el BFGS lo hizo en 35
iteraciones. El método de Newton lo hizo en tan solo 6 iteraciones, sin embargo, el método
que obtuvo una mayor aproximacion al valor minimo fue el método BFGS.
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La solucion con el metodo BFGS es: (1, 1)
f(1, 1) = 2.74564e-017.
Se usaron 35 iteraciones.

La solucion con el metodo DFP es:
(1, 1) = 1.20714e-013.
Se usaron 36 iteraciones

La solucion con el metodo de Newton es: (©.

(©.999996, ©.999991) = 1.85274e-011
Se usaron 6 iteraciones

Process exited after ©.1988 seconds with return value 122
Presione una tecla para continuar

Figura 5.2: Resultados de los métodos para la funcién de Rosenbrock.

Ademas, el programa fue utilizado para minimizar la siguiente funcion,

R =R

4 2 2
(X1, X2) — X7 + (X1 + Xx2)” + (€2 = 1)".

No es complicado observar que el punto donde alcanza su valor minimo es x, = (0,0)”
y que f(x.) = 0. Se presentan los resultados de aplicar el algoritmo a la funcién dada, don-
de nuestra matriz inicial nuevamente se consider6 como la matriz identidad y la tolerancia
nuevamente se consideré como 107>, pero en este caso se dieron dos puntos iniciales. En la
primera imagen se observan los resultados al dar el punto inicial xy = (1,1)” y en la segunda
imagen se presentan los resultados cuando xo = (-1,3)7.

La solucion con el metodo BFGS es: (4. -8.40617e-008)
f(4.63846e-007, -8.40617e-008) =
Se usaron 9 iteraciones.

La solucion con el metodo DFP es: (-1.82514e-007, 3.2446e-007)
f(-1.02514e-007, 3.2446e-007) = 1.54535e-013.
Se usaron 9 iteraciones

La solucion con el metodo de Newton es: (-1.49201e-006, 1.48791e-006)
f(-1.49201e-006, 1.48791e-006) = 2.21391e-012
Se usaron 6 iteraciones

Process exited after ©.09524 seconds with return value 140
Presione una tecla para continuar

Figura 5.3: Resultados de los métodos para el punto inicial xo = (1,1)7
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Se observa en laimagen anterior que el método BFGS fue nuevamente el que mejor apro-
ximé la solucién, pero eso no es siempre ocurre. Con la misma funcién y matriz inicial, si
ahora consideramos xy = (—=1,3)” podemos observar que el método que mejor aproxima la
solucion es el de Newton.

olucion con el metodo BFGS es: (-2.10903e-006, 1.20939e-006)
(-2.10903e-006, 1.20939e-006) = 2.27198e-012.
Se usaron 17 iteraciones.

La solucion con el metodo DFP es: (2.81258e-006, -1.7323e-006)
(2.81258e-006, -1.7323e-006) = 4.16787e-012.
Se usaron 28 iteraciones

La solucion con el metodo de Newton es: (-4.44342e-011, 4.44
f(-4.44342e-011, 4.44336e-011) = 1.97434e-021
Se usaron 12 iteraciones

Process exited after ©.2552 seconds with return value 141
Presione una tecla para continuar

Figura 5.4: Resultados de los métodos para el punto inicial xo = (-1,3)7.

Como una ultima observacion, se ejecuto el programa para esta misma funcién con la
misma matriz inicial y la tolerancia de 10> como se hizo anteriormente, sin embargo se dio
el punto inicial xo = (-10,17)7 y el tinico método que obtuvo la solucién fue el BFGS, el cual
lo hizo en 54 iteraciones, como se muestra a continuacion.

La solucion con el metodo BFGS es: (-1.74335e-08, -1.37966e-08)
f(-1.74335e-08, -1.37966e-08) = 1.16567e-15.

Se usaron 54 iteraciones.

Figura 5.5: Resultados de los métodos para el punto inicial xy = (=10,17)7.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES

Aunque el método de Newton goza de una tasa de convergencia cuadratica, no siempre
es la mejor opcién al momento de resolver un problema de optimizacion sin restricciones.
Tal como se pudo observar a lo largo del presente trabajo, existen ocasiones en las que el mé-
todo BFGS proporciona una mejor aproximacion de la solucién y el niimero de iteraciones
no es grande, ademds no es necesario hacer demasiadas evaluaciones como en el método
de Newton, ya que en este se tiene evaluar el punto en la funcién, el gradiente y en la matriz
hessiana, en cambio los métodos Cuasi-Newton solo hacen evaluaciones en la funcién y en
el gradiente y en lugar de hacer evaluaciones en la matriz hessiana, simplemente actualiza
una matriz simétrica y definida positiva mediante multiplicaciones de matrices, vectores y
escalares, lo cual tiene un menor costo computacional. Otro de los inconvenientes que tiene
el método de Newton es que nada garantiza que en todas las iteraciones la matriz hessiana
es definida positiva, por lo cual puede que el método no converja, en cambio los métodos
Cuasi-Newton como matriz inicial requieren una que sea definida positiva y aseguran, me-
diante las actualizaciones, que las consecutivas también lo seran. Por taltimo, el método de
Newton no garantiza convergencia si el punto inicial no es cercano a la solucién, como pudo
observarse en el tltimo ejemplo presentado en los resultados de la implementacién, donde
se consider6 un punto mas alejado del minimizador. El inico método que logré obtener la
solucion fue el BEGS, ya que, como se plante6 anteriormente, tiene una convergencia global.

Podemos concluir el trabajo realizado haciendo las siguientes observaciones.

= El método BFGS logra obtener la solucién aunque el punto inicial no sea cercano a la
solucioén.

» Aunque la tasa de convergencia del método de Newton es cuadrética, la de los métodos
BFGS y DFP es superlineal, proporcionando asi un método que converge a la solucion
en un nimero bastante aceptable de iteraciones.

= En problemas donde la matriz hessiana llega a ser muy grande, el método de Newton
requiere de un niimero bastante grande de evaluaciones por iteracién. Por ejemplo, si
consideramos una funcién de R'°° a R, la matriz hessiana sera de tamafio 100 x 100,
por lo cual requerird un total de 10,000 evaluaciones en la matriz mas las evaluaciones
de la funcién objetivo ademads de 100 evaluaciones del gradiente y las correspondien-
tes multiplicaciones entre matrices, vectores y escalares en una sola iteracién, hacien-
do el método bastante costoso computacionalmente. En cambio, los métodos Cuasi-
Newton estudiados en este trabajo no requieren las evaluaciones en la matriz hessiana
y hace multiplicaciones matriz-vector y sumas de matrices, las cuales son sencillas de
realizar.
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= El método de Newton no asegura que la direccién obtenida sea de descenso y por tan-
to no podemos asegurar que el método converge a la solucion, en cambio los métodos
Cuasi-Newton requieren de entrada una matriz definida positiva, asegurando que las
consecutivas también lo serdn y por tanto las direcciones generadas seran de descen-
so.

Todo lo anterior hace de los métodos Cuasi-Newton una importante herramienta en la
resolucién de problemas de optimizacidn, incluso puede llegar a dar mejores resultados que
el método de Newton.

Lic. Matematicas Aplicadas 38 Tesis



APENDICE A

CONCEPTOS DE CALCULO

Definicién A.1. Sean D cR" y f: D — R™. Decimos que el limite de f cuando x tiende a xy
es L, lo cual escribimos como

lim f(x)=L

X— X

siparatodoe >0, existe 6 >0 tal quesix € D y || x — xpll < 6, entonces || f(x) — L|| <e.
Decimos que [ es continua en Xy, si xo € D y lo anterior es vdlido para L = f(xy).
Decimos que f es continua en su dominio D, si f es continua para todo x € D.

Definicién A.2. Sean D cR" y f: D — R"™. Decimos que f es Lipschitz continua en D si
existe una constante M > 0 tal que para cualesquiera dos puntos x,, x, € D tenemos que:

I1f (x1) = f eIl = Ml xy — 2]l

Definicién A.3. Sea ¢ : R — R una funcién de variable real. La primera derivada ¢' (a) estd
definida como

4P _ | PO ¥ 0@

da &-0 €
De forma andloga, la segunda derivada de ¢ estd dada por

2 ! Y
d(’bzlim(’b(a+€) gb(a).
da?2 &-0 €

Decimos que ¢ es una funcion suave si estos limites existen.

Definicién A.4. Sea f :R" — R una funcion. Si x = (x1, X2,..., x,) € R", al vector de las prime-
ras derivadas de f, al cual llamaremos el gradiente de f, estd definido por:
of f of

Vix) = —( ), ( ), ..,E(X) )

donde 3~ 6f (%) —l im f(x+eee,-) /)

1ylas demas entradas son 0.
La matriz de las segundas derivadas parciales de f es conocida como la matriz Hessiana,
y estd definida como

, con e; € R" es el vector cuya entrada i — ésima es igual a

02 f
@(x)

*f
6)626)61 (x) [jx2 (x) o Oxzdxn (x)

V2 f(x) =

°f
axnaxl (x) dxnaxz (x) - a_x%(x) ]
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Decimos que f es diferenciable si todas las derivadas parciales de f existen, y continua-
mente diferenciable si ademds éstas derivadas son funciones continuas de x. Similarmente, f
es dos veces diferenciable si todas las segundas derivadas parciales existen, y dos veces conti-
nuamente diferenciable si ademds las segundas derivadas parciales son funciones continuas.

Notese que si f es dos veces continuamente diferenciable, entonces la matriz Hessiana
es simétrica, dado que paratodas i,j =1,..., n se tiene que
0’ f o’ f

Oxidxj ()= 6xj6xl- ().

Definicién A.5. Sea F un subconjunto deR" y supongase que {xy} ren €S una sucesion de pun-
tos que pertenecen a F, decimos que la sucesion {xi} converge a un punto x, lo cudl se escribe
como klim Xk = X, Si para todo € > 0 existe algun K e N tal que

—00

lxk— x|l <€,
para todo k = K.

Definicién A.6. Sea F un subconjunto deR", decimos que F es un conjunto acotado si existe
M >0 tal que || x|| < M, para todo x € F.
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APENDICE B

CONCEPTOS DE ALGEBRA

Teorema B.1. Dado V espacio vectorial sobre el campo K, con dim(V) = n, y un conjunto
de vectores Li.; X = {vy,...,v;}, con r < n, entonces existen vectores Ury1,..., Up, tales que el
conjunto {vl,...,vn} eshasede V.

La demostracion se encuentra en [7].

A lo largo del presente trabajo, hacemos uso constante de vectores y matrices sobre el
campo R. Los vectores son usualmente denotados por letras mintsculas y las matrices por
letras maytsculas. El espacio de los vectores cuyas entradas son niimeros reales los denota-
mos por R”, mientras que el espacio de las matrices de tamafio m x n con coeficientes en el
campo R, lo denotamos por My, x, (R). Si A€ A€ Myx, (R), al elemento que se encuentra en
la i-ésima fila y en la j-ésima columna lo denotaremos por a; ;.

Definicion B.1. A la matriz A€ My« (R) gue cumple
1 sii=j;
0 sii#j,

le llamaremos la matriz identidad de tamariio n y la denotamos por A = I,.

aij:

Definicion B.2. Si A€ M., (R) y existe una matriz B € My«,(R) tal que
AB=BA=1,,

decimos que A es invertible (o no-singular) y denotamos B = A™1. Si no existe tal matriz, deci-
mos que A es singular.

Definicion B.3. Si A€ My« (R), definimos la traspuesta de A como la matriz B € Mpxm, (R),
cuyaentradaij esigual ala entrada ji de la matriz A, es decir,

b,-j:aj,-.

Lo cual denotamos por B = AT. Ademds decimos que una matriz A € My, (R) es simétrica si
AT = A

Definicién B.4. Una matriz A € My, (R) serd semidefinida-positiva si para todo x € R" se
tiene que
xT Ax=0.

Si la desigualdad anterior se cumple estrictamente, es decir que x” Ax > 0, decimos que la
matriz A es definida positiva.
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Definicion B.5. Un numero real A es un valor propio de una matriz A€ Mpx,, (R), si existe un
vector x # 0 tal que

Ax=Ax.

Al vector x le llamaremos el vector propio asociado a A.
Teorema B.2. Una matriz A€ M, x5, (R) es no-singular si ninguno de sus valores propios es 0.

Teorema B.3. Los valores propios de una matriz simétrica, son niimeros reales, mientras que
las matrices que no son simétricas pueden tener valores propios complejos.

Lema B.0.1. Siuna matriz A es simétrica y definida positiva, sus valores propios serdn todos
niimeros reales positivos.

Teorema B.4. Si A es una matriz simétrica, cuyos valores propios son A1, Az,..., A, y Sus res-
pectivos vectores propios son qi, 4o, - . ., Gn, entonces A tiene la siguiente descomposicion espec-
tral

n
A=) Aiqiql.
i=1

Definiciéon B.6. Definimos la traza de una matriz A € My, (R), como
n
traza(A) =) ai;.
i=1

Teorema B.5. Silos valores propios de una matriz A € M, 5, (R) son denotados por A1, A2,..., Ay,
entonces

n
traza(A) =) A;.
i=1

Definicion B.7. Sea una matriz A € My« (R), cuyos valores propios son A1, Ao, ..., Ay, defini-
mos el determinante de A como

det(A) = ﬁ Ai.
i=1
El determinante de una matriz tiene importantes propiedades:
= det(A) =0si, ysolo si, A es singular;
= det(AB) =det(A)det(B);
= det(A™) = g
Teorema B.6. Sean x,y,u,v €R", se tiene que

det(I,+xy") =1+ yTx; (B.1a)

det(,+xyT +uvD) =0+ y" 0+ u"v)- T vy T w. (B.1b)
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Demostracién. Para la demostracion de (B.1a) supongamos que x # 0, por el teorema de
completitud de bases podemos encontrar wy, wo, ..., w,- tales que el conjunto {x, wy, wy, ..., wy_1}
es linealmente independiente, por lo que la matiz Q = [x, wy, wo, ..., wy_1] es invertible, da-

do que el determinante de Q es distinto de 0. Ademads se sigue que x = Qe;, donde e =
(1,0,0,...,0)T € R". Si definimos y'Q = (z1, 2, ...,2,), entonces z; = (y' Q)e; = y¥(Qey) =

yT x. Finalmente tenemos que

det(I,+xy")=1-det, + xy")
= det(Q_lQ)det(In+xyT)
=det(Q (I, +xy"Q)
=det(I,+Q ' xy" Q)
=det(I,+e1y' Q)
=1+2z

=1+xy.
La demostracion de (B.1b) se hace de forma andloga a la de (B.1a). O

Teorema B.7 (Factorizacion de Cholesky). Si A € M., (R) simétrica definida positiva, enton-
ces existe al menos una matriz B € Myx,(R) triangular inferior (es decir, b;j = 0 si j > i), tal
que A = BBT. Ademds, se puede imponer que b;; > 0 para todo i = 1,...,n, y en tal caso la
factorizacién anterior es tinica.

El reciproco del Teorema de factorizacién de Cholesky es también cierto.

Teorema B.8 (Férmula de Sherman-Morrison-Woodbury). Si A es una matriz de tamarfio
n x n no singulary tenemos que

A=A+ab’,
donde a, b € R", entonces A es no singular y ademds

_ 1 AlabT A?

Al=p o — — B.2
1+bTA 1a (B.2)
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APENDICE C

CONVEXIDAD

La convexidad, tanto de funciones como de conjuntos, juegan un papel importantisimo
en la optimizacién, que aunque parezcan dos conceptos completamente ajenos, juntos dan
lugar a grandes resultados para la existencia del médximo (o minimo) de una funcién con
valores reales.

Definicién C.1. El conjunto C < R" se dice que es convexo si ax+ (1—a)x' pertenece a C, para
cualesquiera x, x' en C y a € [0,1].

Geométricamente, esto significa que el segmento de linea
[x,x']:={ax+(1-a)x': a€l0,1]},

estd completamente contenida en C, siempre que x, x' € C.

(a) Conjunto Convexo. (b) Conjunto No Convexo.

Definicién C.2. Sea C un conjunto convexo no vacio en R". Una funcion f : C — R se dice que
es convexa en C cuando para todos los pares (x,x') € C x C y para toda a € 0, 1], se tiene que

flax+Q-a)x)<af(x)+1-a)fX). (C.1)
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Geométricamente esto significa que la funcién aplicada al segmento de recta [x,x'] estd
por debajo de el segmento de recta [ (x), f(x)]. Por ejemplo, la funcién sin(-) es no convexa
en el intervalo (0, ) y es convexa en el intervalo [, 27].

flox+ (1-a)x')
No Convexa
sin(x)
£(x) a € [0,1]
f(x) _— '\
afix) + (1-a) f(x’) b\
f ' o\
I" ; E "‘
/ | \l
/ b\
J \
f ' 1 ‘||
," . ; ‘,\ X ax+ (1-a) X' N {,
0 x ax+ (1-a) X X ) in

af(x) + (1-a) f(x’)r

£(x)

Convexa

flax+(1-a)x)

Figura C.1: Funcién no convexa en el intervalo (0, 7) y convexa en el intervalo [, 27].

Decimos que f es estrictamente convexa cuando la desigualdad anterior se cumple como
desigualdad estricta. Una propiedad atin mds fuerte es cuando existe c > 0 tal que

flax+(A-a)x)<saf(x)+1-a)f(x) - %ca(l —a)|lx-x|%, (C.2)

para todo (x,x') € C x C y todo a € (0,1). En este caso decimos que [ es fuertemente convexa en
C.

Definicién C.3. Una funcién f : R" — Ru{+oo} no idénticamente +oo, se dice convexa cuando
para todo (x,x") € R" x R" y para todo a € [0,1] se tiene que

flax+Q-a)x)saf(x)+1-a)f(x),

considerada como una desigualdad en R U {+o00}.
El conjunto de tales funciones es denotada por ConvR".
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Definicién C.4. Dado f :R" — RU {+o0}, no idénticamente +oo, la epigrdfica de f es el con-
junto no vacio
epi(f):={(x,N eR"xR: r = f(x)}.

Como un primer resultado que relaciona las funciones convexas con los conjuntos con-
vexos se tiene el siguiente teorema.

Teorema C.1. Sea f : R” — R. La funcién f es convexa si, y solo si, epi(f) es un conjunto
convexo en el espacio R" x R.

Teorema C.2. Sean S un subconjunto convexo, no vacio, abiertodeR" y f : S — R diferenciable
en S. Entonces [ es una funcion convexa si, y solo si, para cada x,, X, € S, tenemos que

(V) = V) (e —x1) = 0.

Similarmente, f es estrictamente convexa si, y sélo si, para cada x1,x2 € S, com x1 # X2,
tenemos que

(V) = V) (e —x1) = 0.
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APENDICE D

LA NOTACION DE LA O GRANDE.

La notacién “de la O grande” es usada en ciencias de la computacion para describir el
funcionamiento o complejidad del algoritmo. La O grande describe especificamente el peor
escenario posible y puede ser usado para describir el tiempo de ejecucion requerido o el
espacio usado (por ejemplo en memoria o en el disco) por el algoritmo.

O(1) Describe un algoritmo que siempre se ejecutard en el mismo tiempo (o espacio) inde-
pendientemente de el tamafio del conjunto de datos de entrada.

O(n) Describe un algoritmo cuyo funcionamiento creceré linealmente y en proporcién di-
recta a el tamafio del conjunto de datos de entrada.

O(n?) Representa un algoritmo cuyo funcionamiento es directamente proporcional al cua-
drado del tamafio de el conjunto de datos de entrada. Este es comtn con algoritmos
que involucren iteraciones anidadas sobre el conjunto de datos. Iteraciones anidadas
maés profundas resultaran en O(n%), O(n*), etc.

O(2™") Denota un algoritmo cuyo crecimiento se duplica con cada adicién al conjunto de da-
tos de entrada. La curva de crecimiento de una funcién O(2") es exponencial, empe-
zando muy lento, y después creciendo muy rdpidamente.

Algunos ejemplos de cada tipo de algoritmo se encuentran en [2].
Aunque la “O grande” es la notacién mds usada para comparar algoritmos, existen otras
notaciones.

» Omega grande Q2 Representa la cota inferior, asi que no es de mucha utilidad.

Q(n) significa que el algoritmo se ejecutard en al menos 7 pasos.

= Theta grande O Representa la cota inferior y la cota superior de un algoritmo
O(n) significa que el algoritmo se ejecutard en al menos ny en alo mds n pasos.
= O grande O Representa la cota superior. Es la notacién mds usada ya que representa el

peor escenario posible. Podemos garantizar que el algoritmo se detendrd en un tiempo
determinado, incluso puede parar antes pero nunca se detendra después.

O(n) significa que el algoritmo ejecutard en lo mds n pasos.
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