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Capitulo 1

Introduccion

Entre los métodos iterativos para la resolucién de sistemas de ecuaciones
lineales y no lineales, asi como en la resolucién de problemas de optimizacion
sin restricciones, no es muy practico la utilizacion de métodos directos u
otros métodos como la descomposicién de Cholesky (véase [2]), ya que estos
pueden ser tardados. En tales casos un método iterativo que puede ser de
utilidad es el de Gradientes Conjugados (véase [4]), desarrollado por Magnus
Hestenes y Eduard Stiefel en la década de los 50.

En la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales de dimensiones altas,
los métodos usuales como el de Gauss-Jordan, el nimero de operaciones es
muy grande, ademas de que se necesita ir modificando los datos de entrada,
lo que representa un gasto computacional muy alto. Esta problemética se
supera mediante el método de gradiente conjugado, del cual conserva intactos
los datos del sistema a resolver, ademas de que en la aritmética exacta, se
asegura que se obtiene la solucién en un nimero finito de iteraciones, incluso,
después de cada iteracion, el punto obtenido se acerca mas a la solucion.

El método de gradiente conjugado, a pesar de su importancia y utilidad,
en la facultad no es un tema abordado en los cursos. En este trabajo, se
hace una descripcion de este método, los tipos de problemas que resuelve,
su funcionamiento como un método iterativo directo, sus propiedades de
convergencia y se agrega una modificacion del método que usualmente no
destaca en la literatura.

El objetivo del trabajo, ademas del desarrollo de la teoria, consiste en
explicar el por qué la propuesta usual no es muy adecuada para su implemen-
tacion computacional, y el por qué la modificacion del algoritmo propuesto
se puede usar en diversos softwares o incluso ser programado en cualquier
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lenguaje de programacién. Por consiguiente, se presenta una propuesta en
el lenguaje C, que estard documentada, a manera de que cualquier persona
pueda probar, o incluso modificar las lineas ya escritas.

El progreso del trabajo consistio, en primer lugar, de la consulta de li-
teratura para el desarrollo de la teoria. Después, escribir las definiciones y
resultados més significativos. Las pruebas de los resultados se escribiran con
los detalles que se requieren para su facil comprension. Por iltimo, se ex-
pondra la modificacién del algoritmo y su implementacion computacional. El
avance del escrito se hara con el apoyo del Dr. Guillermo Lépez Mayo.

Con esta investigacién se desea tener una mejor comprensién del método
de gradiente conjugado, poner en practica las habilidades y conocimientos
que se desarrollaron durante la formacion académica, y ver si uno es capaz
de difundir y explicar la informacion recopilada.



Capitulo 2

Métodos de Gradiente
Conjugado

En este capitulo, se hace la descripcion del Método de Gradiente Con-
jugado, el tipo de problemas que resuelve, su funcionamiento como método
iterativo directo y sus propiedades de convergencia. Todas las afirmaciones
sobre el método estardn demostradas, y solo se requiere de un conocimien-
to de dlgebra, calculo diferencial y andlisis convexo. Sin més que decir, se
procede a realizar el analisis del método.

El Método de Gradiente Conjugado, es un método para resolver sistemas

de ecuaciones lineales
Az = b, (2.1)

donde A es una matriz de tamano n x n simétrica y definida positiva. Por
otro lado, el problema (2.1) es equivalente al problema de minimizar:

() = %xTAx — b, (2.2)

pues el problema anterior se reduce ha encontrar el punto z* donde el gradien-
te de ¢ se anule, ya que se trata de un problema convexo. De esta observacion,
se deduce que los problemas (2.1) y (2.2) tienen la misma solucién.

Para el andlisis de este método, usaremos la definicién siguiente.

Definicién 2.1. El residuo del sistema lineal o el gradiente de ¢, se
define como
r(z) .= V¢ = Ax — b, (2.3)
en particular, si x = xy,
ri = Axy — b. (2.4)
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2.1. Método de Direcciones Conjugadas

El Método de Gradiente Conjugado tiene la propiedad de generar un
conjunto de vectores no nulos con una propiedad especial, la conjugacién,
explicada en la definicion siguiente.

Definicién 2.2. Se dice que {po,p1,...,p} €s un conjunto de direc-
ciones respecto a A si es conjugado respecto a A (véase la Definicion A.10).

Dado un punto (llamado punto inicial) o € R" y un conjunto de di-
recciones conjugadas {po, p1, .- .,Pn_1}, el método de direcciones conjugadas
genera la sucesion {z;} de la manera siguiente:

Tp41 = Tk + QPr,

donde oy, (llamado longitud de paso) es el minimo de la funcién ¢(-) a lo largo
de xj + apyg, el cual, al buscar el inico punto donde la derivada respecto a «
se anula, se encuentra que

r fpk
pi Apy

A — —

Dada la informacién anterior se formula el algoritmo siguiente.

Algoritmo 2.1 Método de Direcciones Conjugadas

Entrada: zo, b, Ay {po,p1,-..,Pn—1} conjunto de direcciones conjugadas
respecto a A.

Salida: z*.
Sea rg «— Axg — b, k <+ 0;
mientras r; # 0 hacer

T4 Dk
Qg T Aps (2.5a)
Th41 < Tk + Ok} (2.5b)
Tyl & Axpp — b; (2.5¢)
k< k+1; (2.5d)

fin mientras
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Como se observa, el Algoritmo 2.1 tiene como criterio de paro r, =0y
que solamente se necesitan las direcciones de bisqueda {pg, p1, ..., pn_1}. De
ahi la importancia de que dichas direcciones deban cumplir la propiedad de
conjugacion, lo que permite llegar a la solucién x* en a lo mas n iteraciones.
A continuacién se demuestra este hecho.

Teorema 2.1. Para cualquier xqg € R™, el Algoritmo 2.1 converge a la
solucion x* del sistema lineal (2.1) en a lo mds n iteraciones.

Demostracion. Por la Proposicion A.1, los vectores dy generan todo el espacio
R"™, asi se puede escribir la diferencia entre x* y zy como sigue:

¥ — a9 = 00po + 01p1 +  F Op_1Pn—1,

para algunos escalares oy. Premultiplicando la expresién anterior por pl A y
usando (A.1) se obtiene

PLA(x* = x0) = owpy Apr,
despejando oy, se tiene que

)

2.6
p;;FApk ( )

Para demostrar el resultado, se mostrara que los coeficientes o coinciden
con las longitudes de paso «y dadas por (2.5a).
Si zy, estd dado por (2.5a) y (2.5b), entonces

Ty = To + Qopo + Q11 + -+ + Qp_1Pk—1.
Premultiplicando por pf A y por la propiedad de conjugacion,
pr Ay, = pj Axg = pf Al — m) = 0.
Asi,

p{A(m* — ) = pZA(x* — X + T — X0)
= pL A(z* — xp) + pp Az — T0)
= pf(b — Axy)

T
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Sustituyendo en (2.6),

T T
r r — —
Di Tk & Dk =ap parak=0,1,...,n—1.

O'k g - — g
pprk pprk

Por lo tanto,

n—1 n—1
sk
Ty — Xy = E OkPk = E AP = T — g,
k=1 k=1

es decir,

]

Interpretaciéon geométrica del Método de Direcciones
Conjugadas
Si la matriz A es diagonal, las curvas de nivel de ¢ son elipses cuyos ejes

estan alineados con los ejes coordenados. Se puede encontrar el minimo de la
funcion ¢ realizando minimizaciones a lo largo de las direcciones coordenadas

e1, €2, . .., €, sucesivamente, como se puede ver en la Imagen 2.1.
a,;*
iy 1

Imagen 2.1: Las minimizaciones sucesivas a lo largo de las direcciones coordenadas de una
funcién cuadratica con Hessiano diagonal, encuentran la solucién en a lo més n iteraciones.

Cuando A no es diagonal, las curvas de nivel son de tipo eliptico, pe-
ro generalmente las curvas de nivel no estan alineadas con las direcciones
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coordenadas. La estrategia de realizar minimizaciones sucesivas a lo largo de
las direcciones coordenadas no es efectiva, ya que en general no se obtiene
la solucién 6ptima en n iteraciones, o incluso, en un numero finito como se
observa en la Imagen 2.2.

Zo

Imagen 2.2: Las minimizaciones sucesivas, a lo largo de los ejes coordenados, no llegan
a la solucién en n iteraciones para una funcién cuadrética convexa general.

Para recuperar el buen comportamiento de la Imagen 2.1, en la cual las
curvas de nivel estdan alineados con los ejes coordenados, se transforma el
problema, es decir, hacer a A diagonal, entonces la estrategia de realizar
minimizaciones a lo largo de las direcciones coordenadas es efectiva. Para
realizar lo anterior, se transforma el problema definiendo nuevas variables &
como:

& =S""a. (2.7)
donde S es la matriz definida por
S:[po pr o pn—l}a

y {po,p1,--.,Pn_1} es el conjunto de direcciones conjugadas con respecto a
A. Con este cambio la funcién cuadratica ¢ definida por (2.2) se convierte en

~

P(2) == ¢(S7) = %iT(STAS)fc — (STn)T4.
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Por la propiedad de conjugacién (A.1),

B
Pl
STAS = . A[po P pn—ﬂ
_pgfl
[ ptApy  ptApr - ptAp.
_ | piApo pTADL o Pl Apaa
Pl 1 Apo pE_iApr oo pE_ Apn
(piApy 0 .- 0
_ 0 p1TAP1 0
| 0 0 pZ—lAan

es decir, la matriz ST AS es diagonal, por lo que se puede encontrar el minimo
valor de ¢Z realizando la misma estrategia de cuando A es diagonal. Sin em-
bargo, debido a la relacién (2.7), cada direccién coordenada en el Z-espacio
corresponde a una direccion p; en el z-espacio. Por lo tanto, esta estrategia
aplicada a ¢ es equivalente al Algoritmo 2.1. Por el Teorema 2.1, se obtendra
la solucion en a lo mas n iteraciones.

Cuando la matriz A es diagonal, cada iteracién determina una coorde-
nada de la solucion z*. Esto dice que después de k iteraciones, la funcién
¢ encuentra su minimo valor en la variedad lineal zq + gen{ey,es, ..., ex}.
El Teorema siguiente probard este hecho en general, es decir, cuando A no
es necesariamente diagonal. Para mostrar el resultado, antes se necesita la
observacién siguiente, que se obtiene de las relaciones (2.4) y (2.5b)

The1 = ATppr — b
= Az + agpr) — b
= Ax, — b+ o, Apy
=1, + apApy. (2.8)

Teorema 2.2 (Del Subespacio en Expansion). Sea g € R™ un punto
inicial y supdngase que la sucesion {xy} es generada por el Algoritmo 2.1.
Entonces

ripi=0 parai=0,... k—1, (2.9)
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y xy es el minimo de ¢(x) = %xTAac — bl'x sobre la variedad lineal

Lo +g€n{p07p17~~7pk—1}- (210)

Demostracion. Se comienza mostrando que un punto Z minimiza ¢ sobre el
conjunto (2.10) si y solo si 7(%)Tp; = 0, paracadai = 0,1, ..., k—1. Se define
h(o) = ¢p(xo+o1pot+0o1p1+- - -+0k_1pk—1), donde o = (0¢, 01, ...,0%_1). Dado
que ¢(h) es una cuadrética estrictamente convexa, tiene un tinico minimo o*
que satisface
Oh(c™)
aO'Z'

Por la regla de la cadena, esto implica que

=0, i=0,1,...,k—1.

V(g +ogpo+ - +orpe1) =0, i=01,...k—1.

Recordando la Definicién 2.1, para el minimo & = z¢ + oipo + oip1 + -+ - +
0% pr_1 sobre la variedad lineal (2.10), se tiene que r(Z)Tp; = 0, como se
afirmé.

Por induccién se muestra que zj satisface (2.9). Para k = 1, se tiene
que ripy = 0, del hecho que x1 = zy + appp minimiza ¢ a lo largo de py.
Ahora, se supone la hipétesis de induccién, es decir, que r} p; = 0 para
i=0,1,...,k—2. Por (2.8)

T _ T T
i =Tpoq + 1D A,
asi, usando la definicién (2.5a) de ay_1, se tiene

T T T
T D=1 = Th_1Pk—1 + 1D APr—1

_ Ty < Th_1Ph—1 >pT Ap
— —1Tk—-1 — . _ k—1
k—1 pg,lApk—l k—1

=0.
Mientras que para los vectores p;, t =0,1,...,k — 2,
rEDi = Th_Pi + ah1ph_1 Ap; = 0,

esto debido a la hipétesis de induccion y a la propiedad de conjugacién de
los vectores p;. Se ha mostrado que r'p; = 0 parai=0,1,...,k — 1, lo que
se queria demostrar. O
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Como se puede observar, el Método de Direcciones Conjugadas requie-
re del conjunto de direcciones conjugadas {po,p1,...,pn_1}. Este conjunto
se puede calcular de diversas maneras, por ejemplo, obteniendo los vectores
propios de la matriz A, que no son solo conjugados respecto a A, sino que tam-
bién forman una base ortogonal. Para aplicaciones donde n es muy grande,
el célculo del conjunto de direcciones conjugadas requiere una gran cantidad
de operaciones, asi como el almacenamiento de estas. En la siguiente sec-
cién se habla del Método de Gradiente Conjugado, que evita la problematica
planteada.

2.2. Meétodo de Gradiente Conjugado

El Método de Gradiente Conjugado no es més que una modificacién del
Método de Direcciones Conjugadas. Esta modificacion permite calcular una
nueva direccién p; en cada iteracion, que solo depende de la anterior, por lo
que no es importante almacenar todas las direcciones generadas, y ademas,
esta nueva direccion en automédtico sera conjugada a todas las direcciones
anteriores. La tultima idea garantiza, en particular, que no se regresa a una
direccion ya calculada previamente y, por tanto, no se cae en una situacion
estacionaria.

Propiedades del Método de Gradiente Conjugado

En el Método de Gradiente Conjugado, cada nueva direccion de busqueda
pr se elige como una combinacién lineal del residuo negativo (que por (2.3)
es la direccién de descenso més rapido) y la direccién previa py_1, es decir,

P = —Tk + BrPr—1, (2.11)

donde el escalar [ estd determinada por la condicion de que p, v pr_1 de-
ben ser conjugadas con respecto a A. Premultiplicando (2.11) por pf A e
imponiendo la relacién (A.1) se encuentra de manera explicita a (.

0= p{_lApk
= ]9{7114(—7% + Brpr-1)
= —p;ilA?“k + 5kp£71f4pk—17
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despejando [,

T

k— T .

pkflApk—l
Se elige la primera direccién de bisqueda py como la direccion de descenso

mas rapido en el punto xg, es decir, —rg. Al igual que el Método de Direcciones
Conjugadas, se procede a realizar minimizaciones a lo largo de las direcciones
de busqueda. Por lo tanto, podemos escribir un algoritmo completo, que se
muestra a continuacion.

Algoritmo 2.2 Método de Gradiente Conjugado (Versién Preliminar)
Entrada: =y, by A.
Salida: z*.

Sea rg « Axg— b, pg +— —rg, k + 0;

mientras r; # 0 hacer

= = (2.12a)

Tha1 & Tk + QiPi; (2.12b)

Try1 < Az — b; (2.12c¢)
T;{HApk_

Bt T Aps (2.12d)

Prt1 & —The1 + Brr1Dr; (2.12¢)

ke k+1; (2.12f)

fin mientras

Esté version es ttil para estudiar las propiedades esenciales del Método de
Gradiente Conjugado, las cuales se mostraran en el teorema préximo. Antes
de empezar se da la definicién siguiente.

Definicién 2.3. Se define al subespacio de Krylov de grado k para rgy
como

K(ro; k) :== gen{ry, Arg, ..., AFrq}. (2.13)
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Teorema 2.3. Si la k-ésima iteracion generada por el Algoritmo 2.2 no
obtiene la solucion x*, las cuatro propiedades siguientes son ciertas:

gen{ro,ri, ..., i} = K(ro; k), (2.14)
gen{po, p1,- -, e} = K(ro; k), (2.15)
prAp;i=0 parai=0,1,...,k—1, (2.16)

riri=0 parai=0,1,...,k—1. (2.17)

Entonces, la sucesion {xy} converge a x* en a lo mds n iteraciones.

Demostracion. La prueba es por induccién. Las expresiones (2.14) y (2.15)
son claramente verdaderas para k = 0, mientras que (2.16) por construccién
es cierta para k = 1. Se asume ahora que estas expresiones son ciertas para
k vy se mostraran para k + 1.

Para probar (2.14), se muestra primero que el lado izquierdo esta conte-
nido en el lado derecho. Por la hipétesis de induccion, de (2.14) y (2.15) se

tiene que
ri € K(rosk),  px € K(ro; k),

mientras que multiplicando la segunda expresién por A, se obtiene
App € {Arg, ..., AF g} (2.18)
Por (2.8), se encuentra que
Tki1 = Tk + pApg € K(ro; k + 1).

Combinando la dltima expresion con la hipétesis de induccién para (2.14),
se concluye que

gen{T07 T1y-. -, Tk, Tk:+1} C ’C(TO; k =+ 1)

Para probar la otra contencién, se usa la hipé6tesis de induccién de (2.15),
deduciendo que

Ay = A(AFrg) € gen{Apy, Ap1, ..., Apy}.
Por (2.8) se tiene que Ap; = "= para i = 0,1,...,k, resulta

k+1
A" g € gend{ro, T, ... T, That )
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Combinado esta expresién con la hipdtesis inductiva para (2.14), se tiene
’C(TO; k + 1) - {7"0,7’1, cee 7rk7/rk+1}'

Por lo tanto, la relacién (2.14) es verdadera.
Ahora, se mostrara que (2.15) se cumple para k + 1.

gen{p07p17 cee upk7pk+l}

= gen{po, P1, - -, Pk Thi1} por (2.12e)
= gen{ro, Arg, ..., APro,ri1} por h. i. para (2.15)
= gen{ro, "1, ., Tk, Tkr1} por (2.14)
=K(ro;k+1) por (2.14) para k+1.

A continuacién se probard la propiedad (2.16) para k + 1. Multiplicando
(2.12¢) a la derecha por Ap;, i =0,1,...,k, se obtiene

ngrlApi = _r£+1Api + ﬁk+1p£14pi~ (2.19)

Por (2.12d) el lado derecho es igual a cero cuando ¢ = k. Para i < k — 1
hay que notar algunas cosas. Primero, la hipdtesis de induccién para (2.16)
implica que las direcciones pg, p1, ..., pr son conjugadas, asi por el Teorema
2.2 se deduce que

rg+1pi =0, parat=0,1,...,k. (2.20)

Segundo, aplicando repetidamente (2.15), se encuentra que parai =0,1,...,
k — 1 la contencién siguiente
Ap; € A-K(ro;i) = gen{Arg, A’rg, ..., Ay}
C K(ro;i+1)
= gen{p07pl> s 7pi+1} (221)

Por la combinacién de (2.20) y (2.21), se deduce que
r,zHApi =0, parat=0,1,...,k—1,

asi el primer término del lado derecho de (2.19) se anula para i =0,1, ...,
k — 1. Debido a la hipétesis de induccién para (2.16), el segundo término
también se anula, entonces se concluye que pf+1Apl- =0,7=0,1,...,k. Esto
muestra que (2.16) es verdadera.
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Se deduce de (2.16) que el Método de Gradiente Conjugado es, de hecho,
una modificacién del Método de Direcciones Conjugadas, asi por el Teorema
2.1, se tiene que el Algoritmo 2.2 termina en a lo mas n iteraciones.

Para concluir la demostracién, se probara (2.17). Dado que el conjunto
de direcciones generado por el Algoritmo 2.2 son conjugadas, entonces por
(2.9) se tiene que rip; = 0 parai =0,1,....,k—1,con k =1,2,...,n— 1.
Por (2.12¢) se encuentra

Ty = —pi + Bipi-1,
asi, 7; € gen{p;, pi_1} para todo i = 1,...,k — 1. Se concluye que rlr; = 0.

Para completar la prueba, usando la definicién de rg en el Algoritmo 2.2 se
tiene que

T T
T.To = —TpPo = 0,

esto recordando (2.9). O

Las ecuaciones (2.14) y (2.15) muestran la relacién entre los vectores de
direccion y los residuos. La relacion (2.16) solo verifica que el método es de
direcciones conjugadas. Por tltimo, la relacién (2.17) dice que cada nuevo
residuo r seré ortogonal con los anteriores, hecho que sera ttil para intuir
una forma de calcular oy, y B de tal manera que requiera menos operaciones,
haciendo su implementacién mas rapida.

Forma practica del Método de Gradiente Conjugado

Para deducir una forma més econémica del Método de Gradiente Con-
jugado se usaran los resultados de los Teoremas 2.2 y 2.3. Para calcular ay,
usando (2.12e) y (2.9), se tiene que

o — T;{pk B T;{(—TkJrﬁkpk—ﬁ B TkTTk
— _

prApy pr Apy, -~ pFApy
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Para el calculo de f3i, de (2.8) se tiene que oy Apy = 1141 — Tk, asi mediante
la aplicacion de (2.12¢) y (2.9) se deduce

T
Teadpe o

Brr1 = .
o T%Jrlrk:—‘rl
B —pfrk
- 7“1?+17”k+1
a —(=7% + Bror—1)T Tk
_ The1Ther1
rire

Como se puede ver, la aplicacién de estas nuevas expresiones significa una
mejora en el nimero de operaciones, porque es mas rapido calcular un pro-
ducto de dos vectores que el producto de una matriz por un vector. Otra
consideracién a hacer es el calculo de 7,41 en el Algoritmo 2.2, ya que se
puede calcular por medio de la relacién (2.8), esto evita el almacenamiento
de b, lo que significa ahorro de memoria (en aplicaciones computacionales).
Con estas aclaraciones se formula una versién mas eficiente del Método de
Gradiente Conjugado.
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Algoritmo 2.3 Método de Gradiente Conjugado
Entrada: zy, by A.
Salida: z*.
Sea rg < Axg — b, pg < —rg, k< 0;
mientras 7, # 0 hacer

L (2.22a)

(62 yyaaH
Pi Apr

Tht1 <= T + QkPr; (2.22b)

The1 < T + QpApy; (2.22¢)

le+1rk+1

Bry1 & —7—; (2.22d)
’I“k Tk

Pr+1 ¢ —Tkt1 + BeyiDi; (2.22¢)

k+—k+1; (2.22f)

fin mientras

Cotas de Convergencia

En una platica con el Dr. Gilberto Calvillo Vives durante la ENOAN 2017,
al preguntar sobre la velocidad de convergencia del Método de Gradiente
Conjugado, su respuesta fue la siguiente:

“Hablar de la rapidez de convergencia no tiene sentido, ya que el método de
gradiente obtiene la solucion de manera exacta en a lo mas n iteraciones,
por lo que siempre encontraremos la solucion exacta en un numero finito de
pasos, aunque si tenemos la suerte de dar un punto inicial sobre un vector
propio, el algoritmo solo necesitard de una iteracion y no las n.”

En cuanto a la respuesta dada por el Dr. Calvillo, ya se ha probado que
en la aritmética exacta del Método de Gradiente Conjugada, se obtiene la
solucion en a lo méas en n iteraciones, solo falta comprobar la segunda parte
de su respuesta.

Si xg # ™ estd sobre una recta x* 4+ aw; (véase Imagen 2.3), donde v; es
un vector propio asociado al valor propio A; > 0, entonces para algin o > 0,
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To = " + ov;, asi
ro = Axg — b= A(z" + ov;) — b = o\,
por lo que
Po = —oA;,
y la longitud de paso esta determinado por

(oXv) (o wy)  vfv 1

@0 = (—0'/\1'7),'>TA(—0')\Z'UZ‘) B /\Z‘UiTUi n /\_i’

entonces 1
Ty =2 4+ av; + —(—o ;) = ",
Ai
Por lo que solo se necesita una iteracién en este caso. Es claro que no es facil
elegir xy de tal manera que ocurra lo visto en la Imagen 2.3, pues seria un

caso muy favorable.

Imagen 2.3: El punto inicial zg estd sobre un eje definido por un vector propio, por lo
que la convergencia ocurre en una sola iteracién.

A continuacién se presentan algunas cotas de convergencia que dependen
de las caracteristicas de los valores propios de A, ya que la distribuciéon de
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estos influye en el nimero de iteraciones necesarias para obtener la solucion.
Sin mas que agregar se procede al andlisis para calcular estas cotas.
De las relaciones (2.22b) y (2.15), se tiene

Tpi1 = To + QoPo + - -+ + QiPx

= 20 + poro + prAre + - + prAFro, (2.23)
para algunos escalares p; € R. Con esto se define a P;(-) como el polinomio
de grado k con coeficientes pg, p1, .. ., pr. Para la matriz A, tenemos

Pi(A) = pol + pA+ -+ pp AP,

que permite escribir (2.23) como

Ty = xo + Pp(A)ro, (2.24)
ya que
ro = Axg — b= Axy — Az* = A(xg — z7),
se obtiene
Tpp1 — 2" =x0+ Pr(A)rg —a* = [I + Py (A)A](xzg — x7). (2.25)

Ahora se mostrara que el Algoritmo 2.3 hace un buen trabajo minimizan-
do la distancia de la solucién z* al espacio de Krylov K(r¢; k) cuando se usa
la norma inducida por A.

Definicién 2.4. Si A es definida positiva, entonces para z € R™ se define
la norma inducida por A como

I2]4 = 2" Az. (2.26)
Proposicion 2.1. Para cualquier x € R™, se cumple que
1 * *
sl ="l = ¢(z) — &), (2.27)
Demostracion. Sea x € R, entonces
1 . 1 . «
e = a3 = S (o - ") Al — 2°)
1
= §($TAJJ — 20" Az + 27 Ax*)
1 1
= §$TA$ — b+ §$*TAZB* — T Ax* + 2T Ax*
1

1
= §xTAx — bl — éx*TAx* + bl

= 6(x) — B(a").
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]

El Teorema 2.2 establece que 1 minimiza ¢, y por la Proposicién 2.1 a
|z — x*||4, sobre la variedad lineal xq + gen{po, p1, - . ., px}, que por (2.15) es
lo mismo que z¢+ gen{rg, Ar, ..., A*ro}. Se sigue de (2.25) que el polinomio
Py resuelve el problema

HIIDfIl |xo + Prp(A)rg — z*|| 4, (2.28)
k

donde el minimo se toma en el espacio de todos los polinomios con coeficientes
reales de grado k.

Por otro lado, sean 0 < A; < Ay < --- < A, los valores propios de A,
y v1, Vs, ..., 0, sus correspondientes vectores propios, que se pueden suponer
unitarios y ortogonales. Dado que los vectores propios generan todo el espacio
R"™, se puede escribir

Lo — xt = Zfi’l)i, (229)
i=1

para algunos escalares &; € R. Como cualquier vector propio de A es también
vector propio de Py(A), esto para cualquier polinomio de grado k, se tiene

Por sustituir (2.29) en (2.25), se tiene que

=1

= Z[l + AP (A€ (2.30)

Por la descomposicion espectral, A se puede expresar como

n
§ T

A= /\ivivi s
i=1
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asi,
n n
2[5 = 2T Az = 27 <Z Aww?) z= Z)\i(viTzﬁ
i=1 =1

Con la relacién (2.30) y lo anterior,

n n 2
ek — 215 =Y N (UiT >+ )‘jPI:(AJ')]gJ'Uj)
=1

j=1

=) N1+ NPT v)?
=1

=D N[+ NP )P

i=1

Dado que el polinomio P} generado por el Método de Gradiente Conjugado
es 6ptimo con la norma || - || 4, se deduce

[Era n})};n; AL+ Pe(M)]%€E.

Por extraer el maximo de los términos [1 + A\;Px(\;)]? de esta expresién, se
obtiene

ok — 2[4 < min mx [1 + AiPe(A)]* (Zl Aj&z)
J:

= min max [1 + X\ Pe(\)]?[|wo — 2|3, (2.31)

P, 1<i<n
donde
n
lwo — 2% % =) A&
j=1

La expresién (2.31) permite obtener cotas de convergencia del Algoritmo
2.3 estimando a cantidad no negativa

min max [1 + A PL(\)]°. (2.32)

P, 1<i<n

Ahora se procede a analizar (2.32) para obtener algunas cotas de convergencia
del Método de Gradiente Conjugado.
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Teorema 2.4. Si A tiene solo r valores propios distintos, entonces el
M¢étodo de Gradiente Conjugado termina en a lo mds r iteraciones.

Demostracion. Se supone que los valores Ai, Ao, ..., A\, toman r valores dis-
tintos 71 < 79 < -+ < 7,.. Se define un polinomio @,(\) como

1)
@ =) -m) (A7),
T1iT2 " Ty
el cual @,(\;)) =0vparai=1,2,...,ny Q.(0) = 1. De esta observacién, se
deduce que @,(\) — 1 es un polinomio de grado r y con raiz en A = 0, asi
por divisién polinomial se define

PH(A) = —Qr(y —~ 1,

el cual es de grado r — 1. Sea k =1 — 1 en (2.32), se tiene

0 < min m?/lX [1 + )\iPT_l()\Z‘)]Q < 1I£12/L<X [1 + )‘ipr—1<)\i>]2 = max QE()\Z) = 0.

Pr_q 1<i<n 1<i<n

Por lo tanto, la constante (2.32) es cero para el valor k = r — 1, asi que de
(2.31) se tiene que ||z, — z*||3 = 0, por lo que z, = z*. O

Ahora se da otra cota til para estudiar el Método de Gradiente Conju-
gado.

Teorema 2.5. Si A tiene valores propios \y < Ay < -+ < \,, entonces
para el Algoritmo 2.3 se tiene que

2 Aok — A\ 12
|zr1 — 27|73 < Nt 2o — %% (2.33)

Demostracion. De la relacién (2.31) se tiene que

ks — 2" (% < min max [1 + AP lzo — 2|4
Se elije P, de modo que Quy1(A) = 14+ AP (\) de grado k—+1 que se anule
en % y en los k valores propios mas grandes de A, esto se ilustra en la

Imagen 2.4. Para esta eleccién de Py, de (2.31) se deduce

s — o'l < | mioc [T+ NP Pl — o[
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Imagen 2.4: Comportamiento del polinomio Qx1(\).

Como el polinomio Qr41(A) tiene &k + 1 raices reales, @ ;()\) tendra k
raices reales que se alternan en el eje real con las raices de Qy41(A). Asimismo,
wi1(A) tendra k —1 raices reales que se alternaran con las raices de Q7. ().

)\nfk“l‘)\l
2

Y +1()‘) no cambia de signo en ese intervalo, y ademas @ ,(\) > 0 para

Como Qr+1(A) no tiene raices en el intervalo (—oo, ) se observa que

A < o= ’“+’\1, por lo que Qx+1(\) es convexa en dicho intervalo. Por tanto, en

[0, An— ’““‘1} Qr+1(A) esta por debajo de la recta 1 — ,2—+>\ Asi, se concluye
que
2\
AN)<1l— ———,

en [0, M} y que

2
An—k + A1 2
/
ik Py S O 2
Qk‘-i-l ( 2 ) - )\n—k + )\1

An_ kA
Se puede observar que en [%J”, )\n,k],

2\

AN)>1— ——
Qk+1( )— )\n—k+>\1’
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2)
)\7L7k}+)\1 !
. . . " .
A, se requiere dos cambios de signo de @Q},;(A), en tanto que existe como

méximo una rafz de Q7 ;(\) a la izquierda de la segunda raiz de de Qp41(\).
Entonces, se observa que la desigualdad

ya que para que (QQx41(A) cruce primero la recta 1 — y después el eje

2\
>\n—k + >\1

Y

11+ AP (V)] < ’1—

es valida en el intervalo [Ay, A,_x]. Asi,

eha —2*[% < (1 - m) 2o — z*|%,
y en especial en A = Ay,

Mook — M\’
R e
.

Para la ultima cota se necesita las definiciones siguientes.

Definicién 2.5. El numero de condicion de la matriz A no singular se
define como

k(A) = [AINAT,
donde || - || es cualquier norma matricial.

Definicién 2.6. Para cualquier matriz A se define

|A|l2 = el mayor valor propio de (AT A)Y/2

Teorema 2.6. Para el Algoritmo 2.3 se tiene que

k
k(A) —1
Hu—xWASQ(ji£:T>H%—me (2.34)

donde

_ An
K(A) = [|All2| A2 = N o
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Demostracion. Si Ay = A\, entonces el Método de Gradiente Conjugado ob-

tiene la solucién en una sola iteracién, por lo que (2.34) se verifica para
k(A) = 1.

Si Ay < A\, , por la relacion (2.31) se tiene

Jow = a*lla < i mudx [1 APecs ()l = 27

Se considera

T, (,\n;,\l/\—m>
Qr = S X E M (2.35)
5]

donde T}, es el polinomio de Chebyshev de grado k, que esta definido por:

n={ﬂ@+¢??ﬂﬂww-%—U?vzeR“”‘> (2.36)

cos(k arc cos z), z € [-1,1]

y ademas se observa que

lo cual implica que Qx(A) = 14+ AP;_(\) para algin polinomio P,_; de grado
k—1.

Se observa que

M+ A+ N

1
ST S o
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asi de (2.36) y la definicién de k(A) se tiene

)\n+)\1
21T,
: (/\n - /\1)
k k

-/\ 2 2
_ n+/\1+ )\n+)\1 _1 + /\n+/\1_ /\n+A1 _1
X — A A — M X — A X — A
A4+ M 42V 1Y TA + M =201
- +
>\n - /\1 /\n - )\1

B I 2R N (VA = VA’
(V= Va) (V- va) | (V= VA (VA V)

k

. (VA + VA’ :(mwxy
o=V /) |~ VA=V

[ VEA)+1 ’
Kk(A) —1
(2.37)
Si A € [A1, \y], entonces % € [-1,1], y por (2.36)

|Tx(2)| <1 paratodo z € [—1,1].

Asi, (2.35) y (2.37) implica

Recordando (2.31),

k
k(A)—1

—2*l . < m4 . ¥, < VN — 2l 4.

s~ a*lla < i [Qe(A :c||A_2< K<A>+1> 2o — &Il

]

Teorema 2.7. Si los valores propios ocurren en r clusters distintos (es
decir, los valores estdn agrupados en v intervalos de longitud pequena), el
M¢étodo de Gradiente Conjugado se aproxima a la solucion en un niumero de
iteraciones cercano a r.
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Demostracion. Se elige P,_; tal que Q(A) = 1+AP._1(\) tenga ceros en cada
uno de los clusters. Se considera Q(A) definido de [0, \,, + 1] a R, donde \,, es
el mayor valor propio. El polinomio () no necesariamente tendra valor cero
al ser evaluado en cada uno de los valores propios, pero al ser los polinomios
uniformemente continuos en un dominio compacto, Q(\;) tomara valores
pequenos, asi que (2.32) toma un valor pequeno, con lo cual se concluye el
resultado. O]

2.3. Método de Gradiente Conjugado Parcial

Un tipo de procedimiento que es natural considerar es aquel en que el
Método de Gradiente Conjugado, se realiza para m < n—1 pasos y entonces,
en lugar de continuar con la iteraciéon m + 2, se vuelve a iniciar el Algoritmo
2.3 desde el punto x,,,1 desde el inicio. Esto se ilustra en el Algoritmo 2.4.

Algoritmo 2.4 Método de Gradiente Conjugado Parcial
Entrada: zo, b, A, m<n—1y ERROR > 0.
Salida: z*.
mientras ||ry|| > FRROR hacer
Sea rg < Axg — b, pg < —1g, k + 0;
mientras k£ < m + 1 hacer

QL <

T4l $ Tk + gDk
Thi1 < Tk + QpApy;
T

Tit1Th+1
Br1 & —F—;
Prt1 & —The1 + Brg1Dk;
k< k+1;

fin mientras
Ty < Tp;
fin mientras
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Como se puede observar, en el Algoritmo 2.4 no se tiene como criterio de
paro que el residuo en el punto encontrado sea igual a cero, pues al restringir
el niimero de iteraciones en el Método de Gradiente Conjugado no se asegura
que se llegue a una solucién exacta.

El Teorema 2.5 es 1util para predecir el comportamiento del Algoritmo
2.4. Se considera que los valores propios de A son de dos tipos: m valores
grandes y n — m valores propios més pequenos en el intervalo [Ay, A,_,,]. Si
€ = Ap—m — A1, y ademds A\,_,, + A; > 1, entonces de la relacién (2.33) se
tiene que

[Zm1 = 2"[[a < ellzo — 274

Para un valor pequenio de €, se concluye que las iteraciones del Método de
Gradiente Conjugado proporcionan una buena estimacion de la solucion en
tan solo m + 1 pasos.

La Imagen 2.5 muestra el comportamiento del Algoritmo 2.3 cuando A
tiene cinco valores propios cercanos a 1 (a una distancia menor de 0.05) y
tres valores propios considerados grandes. Se traza la poligonal de log ||z —
z*||. Para este caso el Teorema 2.5, predice una fuerte disminucién en la
medida del error en la iteracion 4, aunque después de dos iteraciones mas, la
aproximacién es mejor como se observa en la Imagen 2.5 (con |[|r|| < 0.0001).
Por otro lado, la disminuciéon no cambio mucho con respecto a la iteracién 4
con respecto a la anterior, esto muestra que (2.33) sélo es una cota superior,
y la tasa de convergencia puede ser mas rapida de lo que predice.

J log ||z — 7]

Imagen 2.5: Comportamiento del Método de Gradiente Conjugado en un problema con

tres valores propios grandes y cinco alrededor de 1.
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Por otra parte, la Imagen 2.6 muestra el comportamiento del Método
de Gradiente Conjugado cuando la matriz A tiene cuatro valores propios
cercanos a 2 y tres cercanos a 10 (a una distancia menor de 0.05) y tres
valores propios considerados grandes. El Teorema 2.7, en este caso, predice
una buena aproximacion en un numero cercano a 5 iteraciones, ya que se
puede considerar que los valores propios estan en 5 clusters. Como se observa
en la Imagen 2.6 se obtiene una buena solucién en 8 iteraciones (con ||7g|| <

0.0001).

log |l — |

Imagen 2.6: Comportamiento del Método de Gradiente Conjugado con dos cluster al-
rededor de 2 y 10, cada uno con cuatro y tres elementos respectivamente, y tres valores

propios distintos considerados grandes.



Capitulo 3

Implementacion Computacional

Cuando se trabaja con un problema del tipo (2.1) donde n es pequeno,
los calculos se pueden realizar a mano. Para n grande, hacer los calculos ha
mano implica una gran cantidad de tiempo, por lo que se opta por utilizar
un lenguaje de programacién o software para resolver esta problemaética.

En los algoritmos anteriores se supone que se trabaja con una aritmética
exacta, lo que permite que el Algoritmo 2.3 obtenga la soluciéon exacta, pero
como ya se sabe, la computadora trabaja con aproximaciones de los nimeros,
en consecuencia, la solucién no es exacta.

No siempre se puede disponer de un buen software que realice operaciones
simbdlicas, por lo que se opta por realizar cédigos de programacion para
implementar algoritmos, los cuales pueden ser tan basicos o elaborados, esto
depende de las necesidades del programador.

Sin mas que decir, se procede a desarrollar los algoritmos para su imple-
mentacién en el lenguaje C (aunque se pueden implementar en otros lengua-
jes) y posteriormente se presenta el codigo.

3.1. Algoritmo Gradiente Conjugado

A continuacién se comentan las modificaciones que se realizaran para
hacer més eficaz la implementacién del Método de Gradiente Conjugado.
Se agregan las siguientes variables:

1. m < n—1 tiene el nimero de iteraciones que el usuario quiere realizar,
esté serd el primer criterio de paro.

29
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2. ERROR > 0 almacena el error que se desea permitir, con lo que el
segundo criterio de paro es ||r;|| < ERROR.

3. z guarda el valor de Ap;, en cada iteracién.

4. tienen los valores de rir, v rL, ri.q respectivamente en cada
k k1T k+
iteracion.

Con estas modificaciones se propone el siguiente algoritmo que permite
un mejor manejo de la memoria y evita repetir operaciones.

Algoritmo 3.1 Algoritmo de Gradiente Conjugado Parcial para su imple-
mentacién computacional
Entrada: n >0, m <n—1, xg, b, A.
Salida: z*.
Sea k< 0,7+ Ax —b, p —1ryp<rlr.
mientras k <m+ 1y /p > FRROR hacer

2+ Ap;
a(—}%;
T < T+ ap;
=1+ az;
Y A= P
perTT;

fin mientras

Observacién: Si en el Algoritmo 3.1 m = n — 1, entonces se tiene el
Método de Gradiente Conjugado.
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Numero de operaciones por iteracion

Una de las formas de analizar la eficacia de un codigo es por tiempo de
ejecucion o el nimero de operaciones. Para comparar los Algoritmos 3.1 y
2.3 se considerara el nimero de operaciones por iteracion. Se considera una
“operacion” a la suma, resta, multiplicacion o division entre dos escalares.

A continuacién analizaremos algunas operaciones necesarias en el Algo-
ritmos 2.3 y 3.1.

Numero de operaciones en calculos matriciales

Operacion Forma Numero
matricial matematica | de operaciones
Matriz por vector Ab 2n? —n
Productor escalar ble 2n — 1
Suma o resta de vectores b+tc n
Escalar por vector £b n

Tabla 3.1: Niimero de operaciones en algunas operaciones matriciales. Se considera A €
Mnxn(R)7 b7c G Rn y /8 6 R

La Tabla 3.1 contiene el niimero de operaciones de los célculos matriciales
que utiliza el Método de Gradiente Conjugado, con dicha informacién se
procede a calcular el nimero de operaciones de los Algoritmos 2.3 y 3.1, lo
cual se muestra en las Tablas 3.2 y 3.3 respectivamente.

Operaciones por iteracién en el Algoritmo 2.3

Operacion Frecuencia Total
Matriz por vector 2 4n? — 2n
Productor escalar 4 8n — 4
Suma o resta de vectores 3 3n
Escalar por vector 3 3n
Operaciones independientes 3 3

Total | 4n® + 12n — 1

Tabla 3.2: Operaciones en el Algoritmo 2.3. Se considera A € M, x,(R), b,c € R" y
B eR.
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Operaciones por iteracion en el Algoritmo 3.1

Operacion Frecuencia Total

Matriz por vector 1 2n? —n

Productor escalar 2 dn — 2
Suma o resta de vectores 3 3n
Escalar por vector 3 3n
Operaciones independientes 3 3

Total | 2n% +9n + 1

Tabla 3.3: Operaciones en el Algoritmo 3.1. Se considera A € M, x,(R), b,c € R" y
B eR.

De las Tablas 3.2 y 3.3 se concluye que el ntimero de operaciones del
Algoritmo 3.1 es menor al Algoritmo 2.3, por lo que es una buena alternativa
para ser implementado.

3.2. Explicacion del Cdédigo
El cédigo realizado trabaja de la siguiente manera:

1. Al correr el programa es necesario un argumento, el nombre del archivo
donde se encuentra la informacion del sistema Az = b. Este incluye el
punto inicial xg, el nimero de variables, y las entradas de A.

2. Se pide el numero de bits que seran utilizados para almacenar reales.

3. Se procede a crear los vectores y matrices de tamano adecuado para
implementar el cédigo, si no es posible, se mostrara un mensaje de
memoria insuficiente.

4. Después de leer la informacion, se procede a pedir el nimero maximo
de iteraciones, este dato se guarda en la variable m < n — 1.

5. Se pide el ERROR, que debe ser un nimero positivo.
6. Se aplica el Algoritmo 3.1.

7. Al final se muestra el nimero de iteraciones que se utilizaron, el punto
obtenido y la norma del tltimo residuo obtenido.
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3.3.

Comparacion real de los Algoritmos

Ya se exhibio que matematicamente el Algoritmo 3.1 realiza menos opera-
ciones por iteracion que el Algoritmo 2.3, por lo que se procede a compararlos
en ejemplos reales. Con el objetivo de comparar Algoritmos lo haremos de la
siguiente manera:

Método para comparar Algoritmos

1.

Se obtiene aleatoriamente una matriz R € M, x,(R) triangular supe-
rior, tal que:

1.1. Las entradas 7;; que estan por encima de la diagonal superior son
enteros que varian entre los enteros —50 y 50.

1.2. Las entradas r; de la diagonal principal son enteros que varian
entre los —50 y 50, pero evitando el valor 0, esto para evitar que
la matriz R sea singular.

Se calcula A = RTR, la cual es simétrica y definida positiva por la
forma en la que se define R. Es posible multiplicar a A por un multiplo
positivo, esto con el fin de que el valor propio méas pequeno no sea tan
pequeno.

Una vez calculada A, se procede a crear el sistema Ax = b y el punto
inicial zg, donde b y xo también tendran enteros entre —50 y 50 de
forma aleatoria. Con el fin de tener mas ejemplos, también se puede
multiplicar en esta parte a A, b y xy por un multiplo positivo.

Con los pasos anteriores se crearon ejemplos en C, los cuales fueron pues-
tos en un archivo txt, para la ejecucién en una computadora.

Con el fin de comparar los tiempos de ejecucién al Algoritmo 3.1, en el
codigo que se presenta cobre el Método de Gradiente Conjugado se le realizan
unas pequenas modificaciones, las cuales constan de lo siguiente:

1.

El nimero de bits de precision no se pedira, sino que dejara fijo desde
el inicio.

El nimero de iteraciones maximo se dejara en n.

El ERROR se fijara en 0.0001.
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Para el Algoritmo 2.3, se modificara el c6digo anteriormente descrito, esta
version no evitara los calculos repetitivos que se mencionan anteriormente.

Los ejemplos se implementaron en una laptop con las siguientes especifi-
caciones:

Marca del procesador: AuthenticAMD.

Familia del procesador: 22.

Nombre del procesador: AMD E1-6010 APU with AMD Radeon R2
Graphics.

Ntumero de nicleos del procesador: 2.

Memoria del procesador: 3.492316 Gb.

Sistema operativo: GNU LINUX Ubuntu 17.04.

Versién de C: 6.3.0 20170406.

Por 1ltimo, cabe mencionar que este ambas versiones se corrieron 10
veces en cada ejemplo, y tomando el tiempo mas pequeno, se obtuvieron los
siguientes resultados:

Comparacién de Algoritmos para n = 10

Ejemplo Tiempo Bits de Norma de
Alg. 2.3 | Alg. 3.1 | precision r'n
1 0.004 seg. | 0.004 seg 50 1.14669 x 10~°
2 0.004 seg. | 0.004 seg 80 5.48713 x 10722
3 0.004 seg. | 0.004 seg 70 2.20587 x 10718
4 0.004 seg. | 0.004 seg 70 4.43693 x 1072
5 0.004 seg. | 0.004 seg 70 1.127 x 10=%

Tabla 3.4: Comparacién de los tiempos entre los Algoritmos 2.3 y 3.1 en
ejemplos donde n = 10.

Para los ejemplos donde n = 10, no es observable un cambio en el tiempo
de ejecucion en el tiempo de ejecucion entre los Algoritmos 2.3 y 3.1.
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Tabla 3.5: Comparacién de los tiempos entre los Algoritmos 2.3 y 3.1 en

Comparacién de Algoritmos para n = 25

Ejemplo Tiempo Bits de Norma de
Alg. 2.3 | Alg. 3.1 | precisiéon I'n
1 0.019 seg. | 0.012 seg 200 1.28488 x 10722
2 0.019 seg. | 0.013 seg 200 1.96642 x 10723
3 0.019 seg. | 0.013 seg 200 8.04133 x 10~
4 0.019 seg. | 0.013 seg 200 2.01922 x 10=%
5 0.018 seg. | 0.012 seg 200 9.14591 x 10=2Y

ejemplos donde n = 25.

de milésimas de segundos.

Tabla 3.6: Comparacién de los tiempos entre los Algoritmos 2.3 y 3.1 en

Para los ejemplos donde n = 25 se empieza a observar un cambio en el
tiempo de ejecucién en el tiempo de ejecucion entre los Algoritmos 2.3 y 3.1

Comparacién de Algoritmos para n = 50

Ejemplo Tiempo Bits de Norma de
Alg. 2.3 | Alg. 3.1 | precision Iy
1 0.132 seg. | 0.078 seg 350 1.81227 x 107°
2 0.154 seg. | 0.090 seg 400 3.33214 x 10712
3 0.158 seg. | 0.089 seg 400 8.27725 x 107
4 0.158 seg. | 0.091 seg 400 7.53353 x 1071
5 0.158 seg. | 0.090 seg 400 3.56639 x 10~

ejemplos donde n = 50.

Para los ejemplos donde n = 50 se observa un cambio en el tiempo de

ejecucion entre los Algoritmos 2.3 y 3.1 de décimas de segundo.

3.4.

Cédigo en C

ca. El cédigo principal es el siguiente:

Para programar el Algoritmo 3.1 en el lenguaje C, se usa memoria dinami-

/* Implementacidon del Método de Gradiente Conjugado Parcial

*
*
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Juan Antonio Vdzquez Morales
8 de enero de 2018

Las siguientes lineas de cddigo se crean con el propdsito de implementar
el Algoritmo de Gradiente Conjugado Parcial, y para mejorar la precision
se utiliza la libreria GMP, versidn 6.1.2.

¥ ¥ X X X ¥ ¥ ¥

Para mas informacidn de la libreria GMP visitar https://gmplib.org/.

*
N

Ve Librerias bdsicas de */
#include ”stdio.h”
#include 7 stdlib.h”

/* La libreria GMP permite hacer cdlculos mas exactos, lo cual es importante
* para problemas donde m es grande.
*

#include ”"gmp.h”
/k—————Librerias creadas para la implementacidn del Algoritmo——— %/

/% La libreria FuncionesMemoriaYArchivosMGC.h contiene funciones para el

* manejo de la memoria dindmica y los archivos, adaptadas para el manejo de
* la libreria GMP.

*

#include ”MemoriaY ArchivosMGC.h”

/% La libreria FuncionesMatricesMGC.h contiene funciones para operaciones

* relacionadas con operaciones de matrices y asignacion de variables de

* acuerdo al Método de Gradiente Conjugado Parcial, adaptadas a la libreria
* GMP.

#include ”MatricesMGC.h”

/* Comienza las lineas de cddigo para el MGG x/
int main(int argc, char sxargv){

/* Variable que guarda —1.0%/

mpf_t Menosl;

mpf_init (Menosl);

mpf_set_d (Menosl, —1.0);

/* Definicidon de wvariables */

/* Variables enteras */

int n,mk,i;

/* Matrices y vectores x/

mpf_t #xA *b,xx,*r ,*xp,*z;

/* Variables reales x/

mpf_t ERROR, alpha , beta ,gamma, rho ,aux;

/* Precisamos el numero de bits de precisidn x/
printf(”Dar_bits_de_precisidn:.”);

scanf (” %7 ,&n);

mpf_set_default_prec(n);

/*Se inician variablesx/
mpf_init (ERROR);
mpf_init (alpha);
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mpf_init (beta);
mpf_init (gamma);
mpf_init (rho);
mpf_init (aux);

/* Se crea un apuntador para el archivo donde se almacena los datos

* del sistema

*/

FILE xArchivo;

/+ Se abre el archivo que contiene el sistema lineal */
Archivo=fopen (argv[1l],”r”);

/% Se werifica que el archivo este abierto x/
if (Archivo!=NULL){

/% Se lee la dimensidn del sistema */
fscanf (Archivo,” %" ,&n);

/* Memoria para la matriz A de dimensidn nzn */
A=NuevaMatriz (n);

/* Memoria para los wvectores x/
x=NuevoVector (n
b=NuevoVector

p=NuevoVector

)

(n);
r=NuevoVector(n);
(n);

(n);

z=NuevoVector

/x Se werifica que los wvectores se hallan creado */
if (A!=NULL && b!=NULL && x!=NULL &&
r!=NULL && p!=NULL && z!=NULL){

/* Se inicia la matriz */
IniciarMatriz (A,n);

/* Se inician vectores x/
IniciarVector (x )

IniciarVector(b n
IniciarVector (r,n
IniciarVector (p,n
IniciarVector (z,n

/* Se comienza por leer los datos x/
CargarSistema (Archivo ,n,A,b,x);

/*Se pide el mnimero de iteraciones mdzimo */

do{
printf (”Maximo_de_iteraciones .0<m %d?.” ,n);
scanf (” %” ,&m);

}while (<=0 || n>n—1);

/+* Se pide el ERROR x/
do{
printf (?ERROR>07.");
gmp_scanf(” %" ,&ERROR) ;
}while (ERROR<=0);
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/* Se inicia el Método de Gradiente Conjugado
* Parcial

*/

/* Datos iniciales x/

k=0;

/* Cdlculo de r0 */
Calculo-r0 (n,A,x,b,r);

/* Cdlculo de p0 x/
ProductoConstanteVector (n,Menosl,r,p);

/* Cdlculo de rho x/
ProductoVectores(rho,n,r,r);

mpf_sqrt (aux,rho);

/* Comienzan las iteraciones x/

/e ox/

while (k<mt1 && mpf_cmp (aux ,ERROR)>=0){
/% Cdlculo de z */
ProdMatrizVector (n,A,p,z);

/* Cdlculo de alphak */
ProductoVectores (aux,n,p,z);

mpf_div (alpha ,rho,aux);

/* Cdlculo de zk */
Calculo_dk (n,alpha ,p,x);

/x Cdlculo de rk x/
Calculo_dk (n,alpha,z,r);

/* Cdlculo de gamma */
mpf_set (gamma, rho);

/* Cdlculo de Tho x/
ProductoVectores(rho,n,r,r);

/x Cdlculo de betakx/
mpf_div (beta,rho ,gamma);

/x Cdlculo de pk */
Calculo_pk (n,beta ,r,p);

/* Se incrementa k x/
k=k+1;

/+* Se actualiza auz */
mpf_sqrt (aux,rho);

}

/* Se imprime solucidn x/
printf(”Iteraciones:.%\n” ,k);

for (i=0;i<n;i++) gmp-printf (7 \ty %= %g\n” ,i+1,x[i]);
gmp_printf(”Norma_del_dltimo._residuo:.%g\n” ,aux);
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else printf(”Memoria_insuficiente”);

/* Se libera memoria */

/* Se libera la matriz A si es necesario */

if (AlI=NULL) LiberarMatriz(A,n);

/>k Se libera los vectores si es mecesario */
x!=NULL) free
b!=NULL) free

£(

(1
lf(p'—NULL) free
if (z!=NULL) free

/* Se cierra el archivo x/
fclose (Archivo);

}

else gmp_printf(”El_archivo_no_fue_abierto”);

Como se puede observar en el c6digo se crearon dos librerias que contienen
diversas funciones ttiles para su implementacion, MemoriaYArchivosMGC.h
y MatricesMGC.h.

Libreria MemoriaYArchivosMGC.h

Libreria MemoriaYArchivosGMP . h

NS
*

Juan Antonio Vdzquez Morales.
8 de enero de 2018.

Funciones diversas para manipulaciéon de archivos y reservar memoria de

matrices, las cuales se adaptaron para ser compatibles con la libreria
GMP.

Todas estas funciones fueron creadas para matrices cuadradas, es decir, la
matriz A es de tamano nzn.

¥ X X X ¥ X ¥ X ¥ %

*
~N

/* Declaracion de todas las funciones o procesos——————
/* Funciones para archivosk/
void CargarSistema (FILE *xarch,int n,mpf_-t **A, mpf_t b[],mpf_-t x0[]);

/¥ Funciones para memoriax/

mpf_t *NuevoVector(int n);

mpf_t *+*NuevaMatriz(int n);

void LiberarMatriz(mpf_t **a,int m);
void IniciarMatriz (mpf_t **A, int n);
void IniciarVector (mpf_t #v,int n);

/* Funciones o Procesos para archivos */
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void CargarSistema (FILE xarch,int n,mpf_t *%A, mpf_t b[],mpf_-t x0[]){
/* Proceso para leer los datos del sistema Az = b, y el punto z0.

*
* Pardmetros:

* arch, apuntador al archivo.
* m, numero de wvariables.
* A, matriz A.
* b, wector b.
* x0, punto inicial.

/* El formato del archivo debe contener de preferencia la

* stguiente estructura:

* 1.— La primera linea es un entero, el wvalor de n seguido de un
* salto de linea.

x 2.— Se tiene la matriz [A|b], cada elemento cada elemento de
* cada fila es separado por un tabulador, y cada fila por un
* salto de linea, incluso la ultima fila.

* 8.— FEl punto inicial z0 es de tal forma que cada elemento del
* vector esta separado por un salto de linea.

/* Declaracidén de wvariables para el ciclo de lectura */
int i,j;

/+x Se lee [A|b] x/

for (i=0;i<n;i++){
/* Se lee la i—ésima fila de Matriz A x/
for (j=0;j<n; j++) gmp-fscanf(arch,” %" ,&A[i][]j]);
/* Se lee la i—ésima entrada del vector b x/
gmp-_fscanf(arch ,” %f” ,&b[i]);

}

/* Lectura del punto inicial x/

for (i=0;i<n;i++) gmp-_fscanf(arch,” %" ,&x0[i]);

}

/* —Funciones y procesos para Memoria— *

mpf_t *NuevoVector(int n){
/* Funcidn para crear un vector de tamano n.
*
* Pardmetros:
* n, tamano del wvector.

*/

/* Se crea apuntador del wvector x/
mpf_t xy;

/* Se asigna la memoria para el vector x/
y=(mpf_t *)malloc(nxsizeof (mpf_t));

/* Se regresa la direccidn de la memoria */
return y;

mpf_t *+xNuevaMatriz(int n){
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/* Funcidn que crea una matriz cuadrada
*

* Pardmetros:

* n, tamano de la matriz.

*/

/* Apuntador para la matriz */
mpf_t xx*p;

/* Declaracién de wvariable para el ciclo %/
int i;

/* Memoria que guarda la direccidn de cada fila */
p=(mpf_t **x)malloc(n*sizeof(mpf_t =));

/% Se werifica si el vector de direcciones fue creado x/
if (p!=NULL){
/* Se procede a crear cada fila */
for (i=0;i<n;i++){
/* Memoria para cada fila %/
pli]=(mpf-t *)malloc(n*sizeof(mpf_t));

/% Se werifica si se crea la fila, en caso contrario
x se rompe el ciclo.
*

if (p[i]==NULL) break;

/* Se werifica la creacidn de todas las filas */

if (il=n){
printf(”No_se_creo_matriz\n”);
/+* Se librera la memoria si se rompe el ciclo */
LiberarMatriz (p,i);

)

}

/* Se devuelve la direccidn de la matriz */
return p;

void LiberarMatriz (mpf_t **a,int m){
/* Proceso que libera la memoria de una matriz
*
* Pardmetros:
* a, apuntador de la memoria de la matriz.
* m, numero de filas que mecesitan ser liberadas.

*/

/* Declaracidn de wvariable para el ciclo %/
int i;
/% Ciclo que libera las filas necesarias */

for (i=0;i<m; i++) free(al[i]);

/% Se libera el vector de direcciones de las filas */
free(a);
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}

/* Se retorna un wvalor nulo x/

a=NULL;

void IniciarMatriz (mpf_t *xA,

}

/* Proceso que inicia
*

* Pardmetros:
* A, apuntador de la
* n, numero de filas

*/

int n){
variables de una matriz.

memoria de la matriz.
y columnas de la matriz.

/* Declaracidn de wvariables para el ciclo */

int i,j;

/* Se inician entradas de la matriz A x/

for (i=0;i<n;i++){

for (j=0;j<n;j++) mpf_init (A[i][j]);

}

void IniciarVector (mpf_t *v,int n){

/* Proceso que inicia
*

* Pardmetros:

* v, apuntador de la

variables de un un wvector.

memoria del vector.

* n, numero de elementos de v.

*/

/+* Declaracién de wvariable para el ciclo %/

int i;

/* Se inician entrada

s del vector A x/

for (i=0;i<n;i++) mpf_init(v[i]);

Libreria MatricesMGC.h

/*

¥ X X X ¥ X X ¥ X ¥ ¥

Libreria MatricesMGC.h

Juan Antonio Vdzquez Morales

8 de enero de 2018

Funciones diversas de las

operaciones con matrices necesarias en el Método

de Gradiente Conjugado, las cuales fueron adaptadas para ser compatibles

con la libreria GMP.

Las funciones y/o procesos
sea cuadrada.

que involucran una matriz requieren que esta
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/* Declaracion de todas las funciones o procesos
void ProdMatrizVector(int n,mpf_t *+xQ, mpf_t x[],mpf_t res[]);
void ProductoVectores(mpf_-t res,int n,mpf_t x[],mpf_t y[]);
void SumaVectores(int n,mpf_t x[] ,mpf_t y[],mpf_t res[]);
void RestaVectores(int n,mpf_t x[],mpf_t y[],mpf_t res[]);
void ProductoConstanteVector (int n,const mpf_t ¢, mpf_t x[],mpf_t res|[]);
void Calculo_r0(int n,mpf_t **A, mpf t x[],mpf_t b[],mpf_t r[])

void Calculo_dk (int n,const mpf_t c¢,mpf_t v[],mpf-t d[]);

void Calculo_pk(int n,const mpf_t beta,mpf t r[],mpf_t p[]);

)

Ve Funciones y procedimientos

void ProdMatrizVector (int n,mpf_t *xQ, mpf_t x[],mpf_t res[]){
/* Proceso que obtiene el el resultado de multiplicar Qz

Pardmetros:

n, tamano de la matriz y vectores.

Q, direccidn de la matriz Q.

z, direccion del vector z.

res, direccion del vector resultante.

* ¥ ¥ X ¥ *

*/

/* Declaracidn de variables para el ciclo x/
int i,j;
mpf_t aux;

/+* Se inicia la variable auz */
mpf_init (aux);

/* Ciclo que obtiene la multiplicacidn Qz */
for (i=0;i<n; i++){
mpf_set_d(res[i],0.0);
for (j=0;j<n;j++){
mpf_mul (aux,Q[i][j],x[i]);
mpf_add(res[i],res[i],aux);

}

}
/+ Se libera wvariable x/
mpf_clear (aux);

void ProductoVectores(mpf_.t res,int n,mpf_t x[],mpf_t y[]){
/* Funcidn que obtiene <z, y>

Pardmetros:

res, wvariable resultado.
n, tamano de los wvectores.
z, direccion del vector z.
z, direccion del vector y.

* ¥ ¥ X * *

*/

/* Declaracidén de la wvariable donde se guarda el resultado x/
mpf_t aux;

/+ Se inicia la wvariable aux */
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mpf_init (aux);

/x Asignacidn del valor 0.0 a res x/
mpf_set_d(res,0.0);

/* Declaracién de wvariable para el ciclo %/
int i;

/* Ciclo que obtiene <z,y> */
for (i=0;i<n;i++){
mpf_mul (aux,x[i],y[i]);
mpf_add (res ,res ,aux);

}

/* Se libera wvariable x/
mpf_clear (aux);

void SumaVectores(int n,mpf_t x[] ,mpf_t y[],mpf_t res[]){
/* Proceso que obtiene z+y.

Pardmetros:
n, tamano de la wvectores.
z, direccidon del vector z.
; -
y, direccion del wvector y.
res, direccidn del wvector resultante.

/

/* Declaracidn de variable para el ciclo x/
int i=0;

* ¥ ¥ ¥ ¥ * ¥

/* Ciclo que obtiene la suma x/
for (i=0;i<n;i++) mpf.add(res[i],x[i],y[i]);

/* Nota: En esta funcidn si z se actualiza mediante estd operacidn,
* res puede tener la direccion de z, lo cual no afecta el
* resultado .

*/

void RestaVectores(int n,mpf_t x[],mpf_t y[],mpf_t res[]){
/* Proceso que obtiene z—y.

Pardmetros :

n, tamano de la wvectores.

z, direccidon del wvector x.

y, direccion del wvector y.

res, direccion del vector resultante.

/

/+* Declaracién de wvariable para el ciclo %/
int 1=0;

¥ X ¥ X ¥ % ¥

/* Ciclo que obtiene la diferencia */
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for (i=0;i<n;i++) mpf_sub(res[i],x[i],y[i]);

/* Nota: En esta funcidn si x se actualiza mediante estd operacidn,
* res puede temer la direccidén de z, lo cual no afecta el
* resultado.

*/

void ProductoConstanteVector(int n,const mpf_t ¢, mpf_t x[],mpf_t res[]){
/* Proceso que obtiene el producto de un wvector por un escalar.

Pardmetros :

n, tamano del wvector.

c, constante real por la que se multiplica el wvector.
z, direccion del vector z.

res, direccidon del vector resultante.

* ¥ X X ¥ %

*/

/* Declaracidn de wvariable para el ciclo %/
int i;

/+* Ciclo que obtiene cxy */
for (i=0;i<n;i++) mpfmul(res[i],c,x[i]);

/* Nota: En esta funcidn si x se actualiza mediante estd operacidn,
* res puede temer la direccidén de z, lo cual no afecta el
* resultado.

*/

void Calculo_r0(int n, mpf_t **A, mpf-t x[],mpf_-t b[] ,mpf_t r[]){
/* Proceso que calcula el residuo inicial r0=Az—b.

Pardmetros :

n, tamano de la wvectores.

A, direccidn de la matriz.

z, direccion del vector z.

b, direccién del vector b.

r, direccidn del wvector resultante.

* ¥ X X X ¥ X %

/

/+* Se calcula Az x/
ProdMatrizVector (n,A,x,r);

/* Se procede a calcular Az—b x/
RestaVectores(n,r,b,r);

void Calculo_dk (int n,const mpf_-t c¢,mpf_t v[],mpf_-t d[]){

/* Proceso que actualiza vectores de la forma d=d+cv.
*

* Pardmetros:
* n, tamano de la wvectores.
* ¢, longitud de paso.
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x* v, direccién del vector v.
* d, direccion del vector d.

*/

/+* Declaracidn de variable para el ciclo x/
int i;
mpf_t aux;

/* Se inicia la wvariable auzx */
mpf_init (aux);

/+* Ciclo que obtiene d */
for (i=0;i<n;i++){
mpf_mul (aux,c,v[i]);
mpf_add (d[i],d[i],aux);
}
/* Se libera wvariable x/
mpf_clear (aux);

}

/* Calculo de pkx/
void Calculo_pk(int n,const mpf_t beta,mpf_t r[],mpf_t p[]){
/* Proceso que actualiza vectores de la forma p=r+cp.

*
* Pardmetros:

* n, tamano de la vectores.
* beta, comnstante del MGC.
* r, direccion del vector .
* p, direccidén del wvector p.
*

/* Declaracidén de wvariable para el ciclo */
int i;
mpf_t aux;

/* Se inicia la wvariable auzr x/
mpf_init (aux);

/* Ciclo que obtiene pk del MGC x/
for (i=0;i<n;i++){
mpf_mul (aux, beta ,p[1i]
mpf_sub (p[i],aux,r[i]

)
)7

}

/+* Se libera wvariable */

mpf_clear (aux);

/* Nota: FEste proceso actualiza p =/

Forma del Archivo

En la libreria MemoriaYArchivosMGC.h se propone una forma en la que

el archivo debe estar escrito. A continuacién se muestra un ejemplo.

|3



3.4 Cddigo en C 47

11 -3 3 1143660
-3 29 -9 —1181880
3 -9 19 2725380
1237

1597

1003

En el ejemplo, se observa que n = 3 y que demés elementos del sistema
Az = b estan dados por:

11 -3 3
A=1-3 29 -9
3 =9 19

Y

1143660
b= |—1181880
2725380

y el punto inicial es
1237
xg = 1597
1003

Aunque el archivo no es necesario que los datos presenten la forma pro-
puesta, si deben aparecer en ese orden.
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Capitulo 4

Conclusiones

El objetivo del trabajo fue desarrollar la teoria del método de gradiente
conjugado de tal manera que cualquier persona interesada en el tema pueda
comprender la informacién sin dificultad. Ademas, a partir de un previo co-
nocimiento del Algoritmo 2.3, se habia pensado en una pequena modificacion,
la cual se demostré que era mejor en cuestién del nimero de operaciones por
iteracion, y no solo esto, se planeé utilizar esa idea para realizar un cédigo en
C que cualquier persona podria utilizar o incluso modificar a sus necesidades.

1. Después de la comprension de la teoria, se comprobd que la modifi-
cacion no afectaba las propiedades del método, por lo que era posible
implementar la modificacién que se planeaba en cada iteracion. Con un
mejor conocimiento de las cotas de convergencia y conocimiento de la
programacion, se mejoro esta idea para proponer finalmente el Algorit-
mo 3.1, la cual no solo es fiel a la idea de las operaciones a realizar por
iteracion, sino que se agregd el nimero de iteraciones maximo que se
dehesen realizar.

2. La modificacién propuesta se comprobd que fue un éxito al momento
de comparar el nimero de operaciones por iteracion, la cual fue posible
con solo agregar un producto interno al inicializar el Algoritmo 3.1, esta
no representa un incremento muy alto, ya por iteracion la modificacion
evita calcular 2 productos escalares, con lo que esta es una mejora,
afirmando la hipotesis.

3. La mayor dificultad que se encontrd en el desarrollo del trabajo, es
que las demostraciones de la teoria no eran muy desarrolladas, por lo
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que fue complicado explicar de manera detallada estos resultados, y en
ocasiones los resultados no eran demostrados. Encontrar la literatura
donde estos eran expuestos, o el querer demostrarlos por cuenta propia
fue una tarea exhaustiva por la falta de experiencia, pero el esfuerzo
dio sus frutos y se expusieron todos los resultados deseados.

Con este trabajo, se aprendié que a pesar que diversos resultados ya
fueron demostrados, su difusién no es muy amplia, y es complicado
encontrarlos si uno no sabe bien el jcémo? o el ;dénde? buscar. Esto
no fue razén que desmotivara la investigacién, fue un motivo mas para
querer desarrollar la teoria.

Por otro lado, la respuesta a la pregunta formulada al Dr. Calvillo
sobre la rapidez de convergencia del método de gradiente conjugado (ver
cotas de convergencia en la Seccién 2.2), es mas adecuada la siguiente
respuesta.

“Hablar de la rapidez de convergencia del método de gradiente
conjugado no es muy adecuado, lo que tiene sentido es hablar sobre
las cotas de convergencia del método. Sabiendo algunas caracteristicas
de la matriz A, podemos decidir el nimero de iteraciones mdximo a
realizar para obtener una buena aprorimacion de la solucion, pues en
problemas de grandes dimensiones, no resulta muy prdctico realizar
las n iteraciones.”

Este trabajo, aporta una mejor comprension del método de gradiente
conjugado, para que cualquier individuo que requiera su uso, pueda de-
cidir si es adecuado o no a sus necesidades, y si quiere la validez todos
los resultados expuestos, lo pueda comprender sin dificultad. Se necesi-
tan conceptos basicos de algebra, andlisis convexo y célculo diferencial,
que cualquier persona que tenga relacion con la matematica conoce,
y si no fuera este el caso, se agrega un apéndice con los conceptos y
resultados necesarios. Adicionalmente, el cédigo que se cred referente
al método, estd documentado de tal manera que pueda ser comprendi-
do y si se requiere modificado de manera sencilla para adecuarse a las
diversas necesidades.

Aunque este trabajo puede ser considerado elemental para investigado-
res del area de métodos y andlisis numérico, he incluso de optimizacion,
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es desconocido por la mayor parte de los estudiantes de licenciatura,
por lo que consideré que la investigacion realizada es una buena aporta-
cién, en especial la parte de la programacion. A lo largo de mi formacion
académica, he encontrado a diversos companeros que no les agrada uti-
lizar una computadora, o incluso, a crear sus propios programas para
resolver problemas que les absorbe una considerable cantidad de tiem-
po, v la razon de esta actitud es una mala comprension de la estructura
de un cédigo o algoritmo.

Para concluir, es claro que faltan cosas por realizar, por ejemplo, adap-
tar este algoritmo a sistemas de ecuaciones no lineales, a problemas de
optimizacién sin restricciones donde la funcion objetivo no es cuadrati-
ca, y mejorar el uso de memoria dindmica en el cédigo. Estas pro-
blematicas se salen de los objetivos de este trabajo, pero no se descarta
la idea de seguir trabajando en un futuro con el tema.
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Apéndice A
Conceptos y Resultados basicos

A continuacion se presentan algunos conceptos y resultados necesarios
para la mejor comprension de este trabajo.

A.1. Matrices y Vectores

Definicién A.1. El conjunto M,«,(R) denota el conjunto de todas las
matrices de tamano n X m, es decir, si QQ € Mpxm(R), entonces

qi1 q12 - Qim
Q= Q?l q?2 Q2'm
dn1 Gn2 *°° Qnm

donde ¢;; € R, para i =1,...,nyj=1,...,m, y se puede denotar a las
entradas por

Q = [g;5]-
Definicién A.2. Un vector en R" es una matriz v en M,y1(R), y se le
denomina vector colummna o simplemente vector.

Combinaciones Lineales

Definicién A.3. Un vector v es una combinacion lineal de vectores

V1, Vg, ..., U S existen escalares ci,co, ..., cp tales que v = c1v1 + o+ - -+
crVk. Los escalares ¢y, ca, . . ., ¢ se llaman coeficientes de la combinacion
lineal.
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Definicién A.4. Un conjunto de vectores vi,vs,...,v; es linealmente
dependiente si existen escalares cq,ca,...,c,, donde al menos uno no es
cero, tales que

101 + covy + -+ - + v = 0.

Un conjunto de vectores que no es linealmente dependiente se llama li-
nealmente independiente.

Definicién A.5. El gen{vg,v1,...,v;} denota el conjunto de todas las
combinaciones lineales de los vectores vy, vy, ..., V.

Definicién A.6. Si V es el espacio vectorial asociado a E, se dice que
F' es variedad lineal si existen un subespacio vectorial S deV y una € E
de manera que F =a+S ={a+b:be S}

Propiedades de las matrices

Definicién A.7. La transpuesta de una matriz A = [a;;] € Mpxm(R)
es lc; matriz AT = [af}] € My,n(R) donde af; = aj; para i = 1,...,n y
j=1,...,m.

Definicién A.8. Una matriz A = [a;;] € Myuxn(R) se dice simétrica si
la entrada a;; es igual a aj; para todo t,5 =1,...,n.

Definicién A.9. Un matriz A € M,«,(R) se dice que es semidefinida
positiva si para todo d € R™\ {0}, se tiene que

d" Ad > 0.

Si la desigualdad es estricta, entonces A se dice que es definida positi-
va.

Definicién A.10. Un conjunto de vectores no nulos {po,p1,...,m} se
dice que es conjugado con respecto a la matriz simétrica definida positiva A

si
plAp; =0 para todo i # j. (A.1)

Nota: Si A es la matriz identidad I de tamano n x n, entonces la de-
finicién anterior es la de un conjunto ortogonal sin hacer referencia a la
matriz I, pues se trata del producto euclidiano usual. Ademas, en este ca-
so, si los vectores son unitarios, se dice que {po, p1,...,p} es un conjunto
ortonormal.
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Proposicién A.1. Un conjunto de vectores no nulos {po,p1,...,01} que
cumplen (A.1) es un conjunto linealmente independiente.

Demostracion. Se supone g, 71, - -.,7% € R tales que
!
Z vipi = 0,
i=0
entonces,
! T !
0= (Z ’Vzpz) A (Z P)/]p]>
i=0 =0
1ol
=3 vvipl Ap;,
i=0 j=0

dado que los vectores cumplen la propiedad de conjugacion, lo anterior se
escribe como

l
0="> plAp;,
=0

y dado que la matriz A es definida positiva, se tiene que v; = 0 para todo
1 =20,1,...,1, concluyendo el resultado. O

Valores y Vectores Propios

Definicién A.11. Un vector propio de una matriz A € M, x,(R) es
un vector v € R™ no nulo tal que

Av = Ao,

para algin A € R. Al numero \ se le denomina el valor propio asociado a
v.

Teorema A.1. Si A € M,«,(R) es simétrica, entonces los valores pro-
pios de A son reales.

Demostracion. Ver [8]. O
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Definicién A.12. Una matriz Q € M,y.,(R) cuyas columnas forman
un conjunto ortonormal se llama matriz ortogonal.

Definicién A.13. Una matriz A € M,x,(R) es diagonalizable or-

togonalmente si existe una matriz ortogonal QQ € M, x,(R) y una matriz
diagonal D tales que QT AQ = D.

Teorema A.2 (El teorema espectral). Sea A € M, y,(R). Entonces A
es simétrica si y solo si es diagonalizable ortogonalmente.

Demostracion. Ver [8]. O

El teorema espectral permite escribir una matriz simétrica real A en la
forma A = QDQT |, donde Q es ortogonal y D es diagonal. Las entradas
diagonales de D son justo los valores propios de A, y si las columnas de )
son los vectores ortonormales ¢, ..., q, , entonces, al usar la representacién
columna-fila del producto, se tiene

A\ 07 [daf
A=QDQ" =[q -+ ) :
0 - A |qg
qi
=M@ o Mg |
q

= Z /\iQiqiT
i=1

A esto se le conoce como la descomposicion espectral de A.

Teorema A.3. Una matriz A € M,«,(R) es definida positiva si y solo
st sus valores propios son todos positivos.

Demostracion. Primero se supone que A es definida positiva, y supongamos
v € R™ vector propio de A con valor propio A, ademas a v lo podemos suponer
unitario, entonces

0 < vl Av = v (W) = A(vTv) = A,

por lo que los valores propios son positivos.
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Ahora se supone que los valores propios de A A{,..., )\, > 0, como se
puede formar una base ortonormal de vectores propios (ver [8]) {vi,...,v,}
con Av; = \v;, por lo que cualquier x € R™ no nulo, se tiene

n
T = E CiUs,
i=1

para algunos ¢; € R, asi

n T n
T Ar = (Z cl-vi> A (Z cjvj>
i=1 j=1

n T n
= (Z Cz"Ui) ( Cj/\jl)j)
i=1 Jj=1

=D > Neie(vfvy)

i=1 j=1

n
= Z Nic? (vl v;)
i=1

n
= Z )\ZC? > 0,
i=1

pues existe algin ¢; > 0, pues x es no nulo, entonces A es definido positivo.
]

A.2. Derivacion

Definicién A.14. Sea f: S CR* - R yx € 5, se define el gradiente

de fenx=(z',...,2")T (@® es la i-ésima coordenada del vector x) como:
[of(x)7
Ox!
Vir) =
of (z)
L Oz™ 4
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Definicién A.15. Sea f: SCR" - R yxz € S, se define el hesstano

o matriz hessiana de f en x = (z*,...,2") como:

[%f(x)  Of(x) .. O f(x)]

Ozloxzl  Oxlox? Oxloxm

Pf(x)  Pfw) . Pf(x)

9 0x20x1  0x20x2 Ox20x™

Vif(z) =

Pi@)  Pf@ . (@)

Loxnoxl  OxmOx? Oxn Oz

Derivacion de una funcién cuadratica
Teorema A.4. Sea f: R™ — R definida por

fla) = 54" Qe — Ve,

donde b= (b1, 6%, ..., 0")T € R" y Q € M,,x,(R) con Q simétrica, entonces

V() =Qz—b
Y
Vif(z)=Q
Demostracién. Primero se analiza b'z. Se considera z = (2%, 22,...,1,)7,
asi

Ve = Zn: biat
i=1

b’ x

_ ph _
St =b", h=1,...,n.

=

Asi Vb'xz = b. Por otro lado, es claro que V2b'z = 0.
Ahora se procede a analizar 7 Qx. Suponiendo @ = [g;;], donde ¢;; = g;i



A.3 Conjuntos Convexos 59

parai,j7 =1,...,n, se tiene
S Sy
i=1 j=1
0r'Qr < L ;
e S
t j=1 i=1
0xTQx u ,
= =2 nx' h=1,...,n.
Oxh ; Gin
Asi VaTQx = 2Qu.
Ademas,
0rTQx - ,
=2 wx' h=1,....n
Oxh ; Gin
22T Qx

> ——F =2 k,h=1,...,n.
Oxkoxh it
Ahora se concluye que:

V() =Qu—b

Vi) = Q.

A.3. Conjuntos Convexos

Definicién A.16. Un conjunto S € R™ es convexo st para toda x1, 19 €
S y todo a € [0, 1], el punto ax; + (1 — a)zy € S.

Proposicién A.2. Los conjuntos convexos de R™ satisfacen las siguientes
relaciones:

1. Si C es un conjunto convexo en R", y 5 € R, el conjunto

pC ={x:x=LPc,ceC}

€S convexo.
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2. 51 C' y D son conjuntos convezos, el conjunto
C+D={z:x=c+d,ceC,de D}
es COnvexo.

3. La interseccion de cualquier familia de conjuntos converos es conveza.

La demostracién de la proposicién anterior es sencilla, solo se necesita
una buena comprensién de la definicion.

Observacién. En la Proposicion A.2; en el punto 2, si C' es el conjunto
unitario {c}, abusando de la notacién,

c+ D :={c}+ D.

A.4. Minimos de una Funcion

Al minimizar una funcién f : S C R™ — R existen dos tipos de respuestas:
los minimos locales y minimos globales.

Definicién A.17. Un punto x* € S es un minimo relativo o minimo
local de [ si existe un € > 0 tal que f(x) > f(z*) para todo x € S si
v —a*| < e Si f(x) > f(z*) para todo x € S\ {x*} tal que |z — x*| < €,
entonces se dice que * es un minimo relativo estricto o minimo local
estricto de f en S.

Definicion A.18. Un punto z* € S C R" es un minimo global de f en
S si f(x) > f(z*) para todo x € S. Si f(x) > f(a*) para todo x € S\ {x*},

entonces se dice que x* es un minimo global estricto de f en S.

Condiciones de primer orden

Definicién A.19. Sea S C R"”, d € R" es una direccién factible si
existe @ > 0 tal que x + ad € S para toda o € [0, @).

Proposiciéon A.3 (Condiciones necesarias de primer orden). Sea S un
subconjunto de R™, y f € O, una funcién en S. Si x* es un minimo relativo
de f en S, entonces para cualquier d € R™ que sea una direccion factible en
z*, se tiene que V f(z*)Td > 0.
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Demostracion. Ver [6]. O
Corolario A.1 (Caso sin restricciones). Sea S C R" y se f € C! una

funcion en S. St x* es un minimo relativo de f en S y x* es un punto interior

de S, entonces V f(z*) = 0.

Condiciones de segundo orden

Proposicién A.4 (Condiciones necesarias de segundo orden). Sea S C
R”, y f € C?, una funcion en S. Si x* es un minimo relativo de f en S,
entonces para cualquier d € R™ que sea una direccion factible en x*, resulta

1. Vf(x*)Td >0,
2. si Vf(z*)'d =0, entonces d*'V?f(x*)d > 0.
Demostracion. Ver [6]. O

Proposicién A.5 (Condiciones necesarias de segundo orden: caso sin res-
tricciones). Sea x* un puntos interior de S, suponiendo que x* es un minimo
relativo en S de la funcién f € C?. Entonces:

1. Vf(z*) =0,
2. para toda d, d*V?f(x*)d > 0.

Proposiciéon A.6 (Condiciones suficientes de segundo orden: caso sin
restricciones). Sea f € C? definida en una regién, en la que el punto x* es
un punto interior. Ademds, supdongase que

1. Vf(z*) =0.
2. V2f(x*) es definida positiva.

Entonces, x* es un punto minimo relativo de f.

Demostracion. Ver [6]. O
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A.5. Funciones Convexas

Definicién A.20. Una funcion f: .S C R®™ — R donde S es un conjunto
convezo, se dice que [ es convexa si para todo x1,x5 € S y toda o € [0, 1],
se cumple:

flazy + (1 —a)ry) < af(r) + (1 —a)f(z).
Si, para toda o € (0,1) y x1 # x9, se cumple

flazy + (1 —a)zs) < af(zr) + (1 —a)f(za),

entonces, se dice que f es estrictamente convezxa.

Caracterizacion de las funciones convexas

Proposicién A.7. Sea f € C! (es decir, [ es diferenciable continua,).
Entonces f es convexa en el conjunto convexo S si y solo si,

fy) = @)+ V(@) (y— =)
para todo x,y € S.
Demostracion. Ver [6]. O

Proposicién A.8. Sea f € C%. Entonces, f es conveza en un conjunto
convexro S que contenga un punto interior si y solo si, la matriz hessiana
V2f(z) es semidefinida positiva en todo S.

Demostracion. Ver [6]. O

Minimizacion de funciones convexas

Teorema A.5. Sea f: S CR" — R donde S es un conjunto convezxo y
f es una funcion convexa, si x* es un minimo relativo, entonces

1. x* es una solucion global.
2. Si f es estrictamente conveza, entonces la solucion x* es unica.

Demostracion. Ver [1]. O
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A.6. Polinomios de Chebyshev

Definicién A.21. El polinomio de Chevyshev T,,(x) de primer tipo, esta
definido por
T, (z) = cosnf (A.2)

donde n es un entero no negativo, x = cosf y0 <0 <.

En la definicién anterior se afirma que la relacién (A.2) es efectivamente
un polinomio, lo cual se exhibe en la siguiente proposicion, ademas del hecho
que es un polinomio de grado n.

Proposiciéon A.9. Para todo n no negativo se tiene que

T.(z) = é [(x—i— \/ﬁ)n + (x— x? — 1>n] :

Demostracion. Recordando que

eind | o=ind ()" | ()"
cosnb = = ,
2 2

y con la férmula de Moivre:
e = cosf +isenf = cosf + iv1 — cos? 0 = cos + V/cos2 0 — 1,
entonces

(cos9 + Vcos? 0 — 1)n + (cos& + Vcos2 0 — 1)7n

cosnb = ,
2

reemplazando cos 6 por z,

(@ +VZ—1)"+ (z+vaZ—1) "

2 Y

To(z) =
por ultimo veamos que
<a:+\/a:2—1> (x—\/x2—1> =2 — (22 -1)=1,

asi,

(0 V=) + (2= VT =D)"

To(z) = B
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Apéndice B

Problema del Calculo de los
Valores Propios

En diversas aplicaciones se trabaja con funciones cuadréticas convexas,
o bien se les hacen algunas modificaciones a su hessiano para asegurar la
convexidad, por lo que en estos casos no es necesario verificar este hecho.

A continuacién se muestra un codigo en el lenguaje C, y una breve expli-
cacién de que consiste para poder decidir si una matriz es definida positiva
con ayuda de una aproximacién de los valores propios.

Para més detalles sobre los métodos empleados consultar [2].

B.1. Explicacion del Cédigo

El codigo que se mostrara en este apéndice consiste de lo siguiente:

1. Al correr el programa es necesario dos argumentos, el primero es el
nombre del archivo donde esta la informacion de la matriz simétrica
con entradas reales A, y el segundo contendré el nombre del archivo
donde se guardan los valores propios (aproximados) de la matriz A.

2. Después de que se lee la matriz A, se procede a calcular una matriz
simétrica tridiagonal similar a A con el Método de Householder.

3. Después de que se se obtiene la matriz tridiagonal (la cual seguiremos
llamando A), con el método QR se procede ha hacer un aproximado
de los valores propios, en un nimero finito de iteraciones dado por el
usuario. Los valores propios se escriben en el archivo deseado.
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4. Al final, se manda un mensaje en el cual nos dice si la matriz es definida
positiva o no, o en su efecto si el nimero de iteraciones no fue suficiente
para dar respuesta.

En este cédigo no se verifica que la matriz A sea simétrica, como tal,
las lineas de codigo referentes al Método de Householder lo toman como un
hecho.

Por 1ultimo, la finalidad de que se cree un archivo con los valores pro-
pios calculados, es que cualquier persona que utilice esta propuesta, pueda
analizar los valores propios segin su criterio, ya sea manualmente o incluso
utilizando sus propios cédigos, ya sea en C' o en otro lenguaje de su agrado.

B.2. Cédigo en C

El siguiente c6digo usa memoria dinamica, y las lineas principales son las
siguientes:

/¥ Verificacidn de si una matriz es definida positiva.

*

*

x Juan Antonio Vdzquez Morales

* 20 de mowviembre de 2017

*

x Las siguientes lineas de codigo se crean para calcular los wvalores

* propios de una matriz combinando el método de Householder y el método QR.
*

/

Ve Librerias bdsicas de */
#include ”stdio.h”

#include 7 stdlib.h”

#include ”math.h”

/k———————— Librerias creadas para la implementacidn del Algoritmo—— =/

/* La libreria MemoriaYArchivosCVP.h contiene funciones para el
* manejo de la memoria dindmica y los archivos.

*/
#include ”MemoriaYArchivosCVP .h”

/% La libreria FuncionesMH.h contiene funciones necesarias para el Método de
* Householder.

*

#include ”FuncionesMH .h”

/% La libreria FuncionesMQR.h contiene funciones necesarias para el Método
* QR.

*/

#include ”FuncionesMQR .h”
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* Se define la wvartable que tendrd una tolerancia para aproximar a los
Se d l ble TOL tend tol l
* wvalores propios.
*

#define TOL 0.0001

/* Ahora se define una funcidn que obtiene el minimo de los wvalores que se
* encuentran en el archivo creado.
*

double MinimoValores (FILE xArch);

/* Comienza las lineas del cddigo CVP */
int main(int argc, char xxargv){

/* Definicidn de wvariables x/

/* Variables enteras */

int k,n,m;

int i,j;

/* Matrices y vectores */

double #%A,%cCs ,*T %S, %V, *xU,*2Z ,%X,*Yy;

/* Variables reales x/

double q,alpha,rsq,prod,shift ,b,c,d,mul,mu2;

/* Se crea un apuntador para el archivo donde se almacena los datos
* del sistema

*/

FILE *Archivo,* ArchivoNuevo;

/* Se abre el archivo que contiene la matriz, es el primer argumento
* que se manda al ejecutar el programa

*

Archivo=fopen (argv[1],”r”);

/* Se crea el archivo en el que se guardaran los wvalores propios que
* se obtengan calcular
*/

ArchivoNuevo=fopen (argv [2] ,”wt” );

/% Se werifica que los archivos estén abiertos */
if (Archivo!=NULL && ArchivoNuevo!=NULL){

/x Se lee la dimensién de la matriz */
fscanf(Archivo,” %" ,&n);

/* Memoria para la matriz A de dimensidn nzn */
A=NuevaMatriz (n);

/* Memoria para los vectores x/
cs=NuevoVector (n);
r=NuevoVector(n);
s=NuevoVector (n
v=NuevoVector (
u=NuevoVector (
(
(
(

)
)
);
).
)
)

x=NuevoVector ;

y=NuevoVector
z=NuevoVector

)

n
n
n
n
nj;
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/% Se werifica la creacidn de los vectores x/
if (A!=NULL && cs!=NULL && r!=NULL && s!=NULL
&& v!=NULL && u!=NULL && x!=NULL && y!=NULL && z!=NULL){

/+* Se comienza por leer los datos x/
CargarA (Archivo ,n,A);

/+* Comienza el método de Householder x/
for (k=1;k<=n—2;k++){

/+* Se calcula q x/
gq=Calcular_q(n,k,A);

/* Se obtiene alpha x/
/* Se ve si la entrada correspondiente es
* cero
*
if (fabs(A[k][k—1])<=TOL) alpha=—sqrt(q);
else alpha=—sqrt (q)*A[k][k—1]

/fabs (A[k] [k—1]);

/* Se obtiene rsq x/
rsq=(alphaxalpha)—alpha*A[k][k—1];

/* Obtencidn de v x/
Calcular_v (n,k,alpha ,A,v);

/* Obtencidn de u */
Calcular_u(n,k,rsq,v,A,u);

/* Obtencidn de prod */
prod=Calcular_prod (n,k,v,u);

/* Obtencidn de z x/
Calcualr_z (n,k,prod,rsq,u,v,z);

/* Obtencidn de A™(k+1) x/
Actualizar A (n,k,v,z,A);
}

/* Se termina el método de Householder x/

/* Empieza el método QR x/
shift =0.0;

/+* Se pide el nimero de iteraciones mdzimo %/

do{
printf(”Miximo_de_iteraciones .m=%?." ,n);
scanf (” %” ,&m);

}while (mxn ) ;

/+* Se empiezan hacer iteraciones sin exceder el
* numero de mdzimo de iteraciones

*/

for (k=1;k<m; k++){
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/% Se werifica si se tiene un nuevo valor
* propio

*/

/* Se ve si tenemos un valor propio y se
* modifica A

*/

if (fabs (A[n—1][n—2])<=TOL){
fprintf (ArchivoNuevo,” A f\n”,
A[n—1][n—1]+shift );
n=n-—1;
}
if (fabs (A[1][0]) <=TOL){
fprintf (ArchivoNuevo ,” 7 f\n”
A[0][0]+ shift);

n=n-—1;

Af0J[0]=A[1][1];

for (j=1;j<n;j++){
ALJ]LII=AT + 10 +1];
Al -1=AlI+1]00 15

}

}

if (n==0) break;

if (n==1){
fprintf (ArchivoNuevo,” W f\n”

LA[0][0]+ shift);

break;

}

/* Se termina la verificacidn */

/* Se obtiene el shift */
b=—(A[n—2][n—2]+A[n—1][n—1]);
c=A[n—1][n—1]*A[n—2][n—2]

—(A[n—1][n—2]*A[n—1][n—2]);
d=sqrt (bxb—4.0xc);

/* Cdlculo de mul y mu2 */
if (b>0){
mul=—2.0xc/(b+d);
mu2=—(b+d)/2.0;

else({
mul=(d-b)/2.0;
mu2=2.0xc/(d-b);
}
if (n==2){
fprintf (ArchivoNuevo,” % f\n”
,mul+shift);
fprintf (ArchivoNuevo,” % f\n”
,mu2+shift);
break;
}

/* Se obtiene el mu mds cercano a

* Aln—1][n—1]
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*/

alpha=Calcular_sigma (A[n—1][n—1],mul,mu2);

/* shift acumulado x/
shift+=alpha;

/* shift realizado guardado en vx/
for (j=0;j<n;j++) v[j]=A[j][j]-alpha;

/* Obtencidén de la matriz R kx/
Calcular _Rk(n,cs,r,s,u,v,x,y,z,A);

/* Obtencidn de A*(k+1) */
Actualizar AQR (n,cs ,u,s,x,z,A);
}

/+* Se werifica si se obtuvieron todos los wvalores
* propios
*
if (n<3){
/* Se calcula el minimo valor propio */
g=MinimoValores (ArchivoNuevo);

/* Se da respuesta si la matriz A es definida
* positiva
*/
if (¢q>0.0)
printf(”\nA_es_definida_positiva\n”);
else
printf(”\nA_no_es_definida.positiva\n”);

else printf(”\nlteraciones.insuficientes._\n");

}

else printf(”Memoria.insuficiente\n”);

/* Se libera Memoria */
/% Se libera la matriz A si es necesario */
if (AlI=NULL) LiberarMatriz(A,n);

/% Se libera los wvectores si es mecesario x/
if (cs!=NULL) free(cs);

if (r!=NULL) free(r);

if (s!=NULL) free
if (v!=NULL) free
if (u!=NULL) free
if (x!=NULL)

if (y!=NULL) free
if (z!=NULL)

/+* Se cierran los archivos si es necesario */
if (Archivo!=NULL) fclose (Archivo);
if (ArchivoNuevo!=NULL) fclose (ArchivoNuevo);

}

else printf(”El_archivo_no_fue_abierto\n”);
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/* Funciones y Procesos */
double MinimoValores (FILE xArch){

/* Funcidn que obtiene el minimo de los wvalores de un archivo.

*

* Pardmetros:

* Arch, apuntador al archivo.

*/

/+ Variable a retornar x/
double min,aux;

/* Se mueve el apuntador al inicio del archivo */
fseek (Arch,0.0 ,SEEK._SET));

/% Se lee el primer termino x/
fscanf (Arch,” A7 ,&min);

/+* Se empieza x/

while (feof (Arch)==0){
fscanf (Arch,” A7 ,&aux);
if (aux<min) min=aux;

}

return min;

Como se observa, se ocupa también la libreria MemoriaYArchivosCVP.h,
pero ahora se ocupan otras dos librerias, FuncionesMH.h y FuncionesMQR.h.

Libreria MemoriaYArchivosCVP.h

Libreria MemoriaYArchivos.h

NS
*

Juan Antonio Vdizquez Morales.
7 de septiembre de 2017.

Funciones diversas para manipulaciéon de archivos y reservar memoria de
matrices.

Todas estas funciones fueron creadas para matrices cuadradas, es decir, la
matriz A es de tamano nzn.

* ¥ X X X X X ¥ ¥

*
~N

/* Declaracidon de todas las funciones o procesos———————————x
/* Funciones para archivos*/
void CargarA (FILE xarch,int n,double xxA);

/* Funciones para memoriax/

double *NuevoVector(int n);

double xxNuevaMatriz(int n);

void LiberarMatriz (double x%a,int m);

/* Funciones o Procesos para archivos */
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void CargarA (FILE xarch,int n,double xxA){
/* Proceso para leer los datos del sistema Az = b, y el punto z0.

*
* Pardmetros:

* arch, apuntador al archivo.
* n, tamano de la matriz.

x* A, matriz cuadrada.

*/

/* El formato del archivo debe contener de preferencia la

* siguiente estructura:

* 1.— La primera linea es un entero, el wvalor de n seguido de un
* salto de linea.

x* 2.— Se tiene la matriz A, cada elemento cada elemento de

* cada fila es separado por un tabulador, y cada fila por un
* salto de linea.

/* Declaracién de wvariables para el ciclo de lectura */
int i,j;
/+x Se lee A x/
for (i=0;i<n;i++){
/* Se lee la i—ésima fila de Matriz A x/
for (j=0;j<n;j++) fscanf(arch,” WAL ,&A[i][j]);

}

V& —Funciones y procesos para Memoria

double *NuevoVector (int n){
/* Funcidn para crear un vector de tamano n.
*
* Pardmetros:
* m, tamano del wvector.

*/

/* Se crea apuntador del vector x/
double x*y;

/* Se asigna la memoria para el vector x/
y=(double x)malloc(n*sizeof(double));

/* Se regresa la direccidn de la memoria */
return y;

double xxNuevaMatriz (int n){
/* Funcidn que crea una matriz cuadrada
*
* Pardmetros:
* n, tamano de la matriz.

*/

/* Apuntador para la matriz x/
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double x*xp;

/* Declaracion de wvariable para el ciclo */
int i;

/* Memoria que guarda la direccidn de cada fila x/
p=(double x*x)malloc(n*sizeof(double x));

/% Se werifica si el vector de direcciones fue creado x/
if (p!=NULL){
/+* Se procede a crear cada fila x/
for (i=0;i<n;i++){
/* Memoria para cada fila */
p[i]=(double *)malloc(n*sizeof(double));

/% Se werifica si se crea la fila, en caso contrario
* se rompe el ciclo.
*

if (p[i]==NULL) break;

/* Se werifica la creacidn de todas las filas */

if (il=n){
printf(”No_se_creo_matriz\n”);
/+* Se librera la memoria si se rompe el ciclo */
LiberarMatriz (p,i);

}

/* Se devuelve la direccidn de la matriz */
return p;

void LiberarMatriz (double xxa,int m){
/* Proceso que libera la memoria de una matriz
*

* Pardmetros:
* a, apuntador de la memoria de la matriz.
* m, numero de filas que mecesitan ser liberadas.

*/

/* Declaracidn de wvariable para el ciclo %/
int i;
/% Ciclo que libera las filas necesarias */

for (i=0;i<m; i++) free(al[i]);

/* Se libera el vector de direcciones de las filas */
free(a);

/* Se retorna un wvalor nulo x/
a=NULL;
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Libreria FuncionesMH.h

/* Libreria FuncionesMH.h

Juan Antonio Vdzquez Morales.
20 de mnoviembre de 2017.

Funciones diversas del Algoritmo del Método de Householder (AMH)

/* Declaracién de todas las funmciones y procesos————————————x

double Calcular_q(int n,int k,double *xA);

void Calcular_v(int n,int k,double alpha,double x**xA,double x*v);

void Calcular_u(int n,int k,double rsq,double *v,double **xA, double xu);

double Calcular_prod (int n,int k,double *v,double xu);

void Calcualr_z(int n,int k,double prod,double rsq,double *u,double *v
,double xz);

void Actualizar_A (int n, int k,double xv,double *z,double xxA);

Ve Funciones y procedimientos */

double Calcular_q(int n, int k,double *xA){
/* Funcidn que obtiene q del AMH.

Pardmetros :

n, tamano de la matriz.
k, ndmero de iteracidn.
A, matriz A" (k—1).

*/

/* Declaracidn de variables para el ciclo %/
int j;

/* Declaracidén de la wvariable a devolver x/
double ¢q=0.0;

* X ¥ X ¥

/* Ciclo que obtiene q =/
for (j=k;j<n;j++) at=A[j][k—1]*A[j][k—1];

/+* Se retorna q x/
return q;

void Calcular_v (int n,int k,double alpha,double x%A,double *v){
/* Proceso que obtiene el wvector v del AMH.

Pardmetros:
n, tamano de la matriz.
k, numero de iteracion.
alpha, constante necesaria del AMH.
A, matriz A" (k—1).
v, wvector resultante.
*/

* X ¥ ¥ ¥ * ¥
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/* Declaracidn de variables para el ciclo *x/
int j;

/% Se obtiene v *x/

v[k—1]=0.0;

v[k]=A[k][k—1]—alpha;

for (j=k+1;j<n;j++) v[j]=A[j][k-1];

void Calcular_u(int n,int k,double rsq,double *v,double xxA, double xu){

/* Proceso que obtiene el wvector uw del AMH.

Pardmetros:
n, tamano de la matriz.
k, mdmero de iteracidn.
rsq, constante mecesaria del AMH.
v, wector mnecesario del AMH.
A, matriz A" (k—1).
u, vector resultante del AMH.
*
/

/* Declaracidn de variables para el ciclo x/
int i,j;

* ¥ ¥ X ¥ ¥ * *

/* Se procede a calcular u *x/

for (j=k—1;j<n; j++){
u[j]=0.0;
for (i=k;i<n;i++) u[jl+=(A[j][1]*v[i]);
uljl=(ulj]/rsq);

double Calcular_prod (int n,int k,double *v,double *u){
/* Funcidn que obtiene prod del AMH.

Pardmetros :

n, tamano de la matriz.

k, mimero de iteracidn.

v, wector mecesario del AMH.
u, vector mnecesario del AMH.

* X ¥ X ¥ X

*/

/* Declaracidn de wvariable para el ciclo %/
int i;

/* Declaracion de wvariable a retornar x/
double prod=0.0;

/* calculo de prod x/
for (i=k;i<n;i++) prod+=v[i]*u[i];

return prod;
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void Calcualr_z(int n,int k,double prod,double rsq,double *u,double *v
,double xz){
/* Proceso que obtiene el wvector z del AMH.

Pardmetros:

n, tamano de la matriz.

k, mdimero de iteracidn.

prod, constante necesaria del AMH.
rsq, constante necesaria del AMH.
u, vector mnecesario del AMH.

v, wvector necesario del AMH.

z, wector resultante del AMH.

* X X X ¥ X ¥ ¥ ¥

*
N

/* Declaracidn de wvariable para el ciclo */
int j;

/* Declaracién de la constante por la que se multiplican los
* elementos de v

*/

double c=(prod/(2.0%rsq));

/* Obtencidn de z */
for (j=k—1;j<n; j++) z[j]=ulj]—cxv[]j];

void Actualizar_A (int n, int k,double *v,double *z,double x%A){
/* Proceso que obtiene A”(k+1) del AMH actualizando A.

*

* Pardmetros:

* n, tamano de la matriz.

* k, numero de iteracion.

* v, vector mecesario del AMH.
* z, wvector resultante del AMH.
* A, matriz a modificar.

*/

/* Declaracién de variables para el ciclo */
int 1,j;

/x Se procede a actualizar A mediante el AMH x/
for (1=k;l<n—1;14+4){
for (j=1+1;j<n;j++){
AL T=AL T =v [ *z[jl=v[i]*z[1];
AlLI[=AL T

}
A[1][1]=A[1]][1]=2.0%v[1]*z[1];

Aln—1][n—1]=A[n—1][n—1]—2.0%xv[n—1]*z [n—1];

for (j=k+1;j<n;j++){
Alk—1][j]=0.0;
Alj][k—-1]=0.0;
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Alk][k—1]=A[k][k—1]—v [k]*z [k—1];
Alk—1][k]=Alk][k—1];

Libreria FuncionesMQR.h

/* Libreri{a FuncionesMQR.h

Juan Antonio Vdizquez Morales.
20 de moviembre de 2017.

Funciones diversas del Algoritmo del Método QR (MQR).

* ¥ ¥ ¥ ¥ *

*/

Ve Declaracion de todas las funciones y procesos————————x
double Calcular_sigma (double an,double mul,double mu2);
void Calcular_Rk (int n,double xc,double x*r,double xs,double x*u
,double *v,double *x,double *y,double *z,double **xA);
void Actualizar_ AQR (int n,double xcs,double xu,double xs,double xx,double xz
,double *xA);

/* Funciones y procedimientos */

double Calcular_sigma (double an,double mul,double mu2){
/* Funcidn que obtiene sigma del MQR.

Pardmetros :

An, entrada a-n del vector del algoritmo del MQR.
mul, primer valor propio calculado

mu2, segundo wvalor propio calculado.

* X ¥ X ¥

*/

/+* Se calcula el valor propio mds cercano a an */
if (fabs (mul—an)<fabs(mu2—an)) return mul;
else return mu2;

}

void Calcular_Rk(int n,double #*cs,double *r,double x*s,double *u
,double *v,double *x,double xy,double *z,double *xA){
/* Proceso que obtiene R"(k) del algoritmo MQR.

Pardmetros :

n, tamano de los wvectores.

qs, ¢cs, r, s, u, z, y, & z, wvectores mecesarios para calcular
R°(k).

* ¥ X ¥ ¥ ¥ *

A, matriz.

*/

/% Variable para el ciclo x/
int j;
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x[0]=v[O];
y[0]=A[1][0];

for (j=1;j<n; j++){
z[j—1)=sqrt (x[j—1]=x[j-1+A[j ][] —1]*A[j ][] —1]);
es[jl=x[j—11/2[j—1];
s[il=Alj]li-1]/2z[j -1}
ulj—1]=cs[jl*y[i—1+s[jl*v[j];
x[jl==s[jl*y[i-1+es[jl*v[i];
if(j!=(n-1)){
r[j=1=s[j]1*Ali+1][j];
ylil=es[j]=A[j+1][j];

}

void Actualizar_AQR (int n,double xcs,double xu,double xs,double xx,double xz
,double x*A){
/* Proceso que obtiene A"(k+1) del algoritmo MQR.

Pardmetros :

n, tamano de los vectores.

cs, u, s, z, z, vectores necesarios para calcular A" (k+1).
A, matriz a actualizar.

*/

/* Variable para efectuar ciclo */
int j;

* ¥ ¥ X *

/+* Se empieza la actualizacidn */
z[n—1]=x[n—1];
A[0][0]=s[1]*u[0]+cs[1]*2z[0];
A[1][0]=s[1]*2[1];

for (j=1;j<(n—1);j++){

AljTli=sli+tlxuljl+es[jlxes[i+1]xz[]];
AlJ+10[J]=s [i+1]*2[j+1];

A[n—1][n—1]=cs [n—1]*z [n—1];

Forma del Archivo

En la libreria MemoriaYArchivos.h se propone una forma en la que el
archivo que contiene el archivo debe estar escrito, a continuacién se muestra
un ejemplo.

(ORI NN
NS N
W =1 Ot
W W 1
IS I IS
© & 00N




B.2 Cédigo en C 79

7 2 5 7 4 1
2 8 4 9 1 9

En este caso, A es una matriz cuadrada de tamano 6, el cual es el primer
dato, y ademas

e IS M RN
© = O & 00N

N~ N Ot N oo
0 DN~ &~ O
= Ot W T e Ot
O© 3 W W N

la cual es una matriz simétrica.
Aunque el archivo no es necesario que presente esta forma, si es necesario
que los datos aparezcan en ese orden.
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