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Introduccion

Una parte del desarrollo del anélisis matematico se debe en gran
medida a la teoria matematica conocida como Andlisis de Fourier o
Andlisis Armonico, desde los origenes de esta teoria se ha permiti-
do profundizar algunos conceptos matematicos tales como: funcion,
limite, integral, continuidad, entre otros. Un fenémeno interesante
que surgio en este estudio es el caso del Fenomeno de Gibbs, este
se presenta al graficar las sumas parciales de Fourier en los puntos
cercanos a un punto de discontinuidad; actualmente se tienen apli-
caciones las cuales por ejemplo: el caso de circuitos eléctricos en los
que, por medio de un conmutador, se pueden crear saltos de volta-
je, dado que este puede sobrepasar lo inicialmente previsto, resulta
importante conocer esta desviacién en relacion con la respuesta de
los componentes del circuito (véase [10]), en el procesamiento de
senales digitales éste método equivale a filtrar la senal con un filtro
de primer orden, es decir, se presenta una especie de ruido en la
emision de la senal.

Ademas, se realizé una recopilacién histérica sobre las series de
Fourier, el Fenomeno de Gibbs y su relaciéon con el o-Factor de
Lanczos. Asi mismo se da lugar al concepto de Filtro que se usa re-
gularmente para eliminar altas frecuencias, en particular la funcion
sinc (también conocida como seno cardinal, véase [2]). Se agregan
ejemplos que proporcionan una mejor idea sobre los conceptos men-
cionados.

Antecedentes Historicos

En los cursos introductorios de Ecuaciones Diferenciales nos en-
contramos con el estudio de dos importantes ejemplos: la ecuacion
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de ondas y la ecuacion del calor. En el primer caso, su versién mas
elemental, describe las vibraciones de una cuerda fija en sus extre-
mos, mientras que el segundo caso describe cémo se conduce el calor
a lo largo de un sélido a través del tiempo. No siempre se exponen
las importancias e influencias reales que estos problemas han tenido
en el desarrollo tanto de técnicas y de teorias a la Matemaética y
sus aplicaciones.

Las series trigonométricas y el Analisis de Fourier son metodo-
logias para resolver los problemas antes mencionados. La relacion
existente entre estas dos areas matemadticas se expresan de la si-
guiente manera:

El hecho de representar una funcién f definida en el intervalo
[—7, 7] como una serie trigonométrica de la forma

— 50 Z apcos(nx) + bysen(nz)], (1)

donde a,, y b, con n =0,1,2, ..., son constantes.

Figura 1: Daniel Bernoulli (1700-1782) y Leonard Euler (1707-
1783). Fuente: Instituto Balseiro.

Lleva a la pregunta natural: ;Cudles son las condiciones que
debe cumplir la funcién f (con x € [—m,7]), para que existan las
sucesiones {a, }& v {b,}5° como coeficientes y que puedan expresar
la expansién del tipo (I)? Otra pregunta es ;Cémo hallar {a,}° v

{on}7°7
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Estas cuestiones aparecieron a mediados del siglo XVIII aso-
ciadas a los estudios de Leonard Euler (1701-1783) y de Daniel
Bernoulli (1700-1782) sobre el problema de la cuerda vibrante.

Bernoulli llega al punto de plantearse la soluciéon del problema
de la cuerda vibrante en forma de serie trigonométrica a partir de
consideraciones de tipo fisico, que le llevan a pensar que la cuerda
oscila involucrando varias frecuencias al mismo tiempo, cuyas am-
plitudes respectivas dependen de la forma inicial de la vibracion,
es decir, el modo en que se haya empezado a mover la cuerda. Es-
ta posibilidad, descubierta por Bernoulli, es lo que hoy llamamos
principio de superposicion y ha resultado ser un principio de gran
importancia en muchas ramas de la Fisica Matematica.

Sin embargo, Euler entiende que esta idea de Bernoulli lleva a
un resultado aparentemente paraddjico, al preguntarse si una fun-
cién “arbitraria” podria ser expresada como en (I). Hay que te-
ner en cuenta, que para los matematicos contemporaneos de Euler,
las curvas se dividian en dos clases: curvas “continuas” y curvas
“geométricas”. En contraste con la terminologia adoptada hoy en
dia, una curva se decia “continua” si sus ordenadas y sus absci-
sas podian conectarse mediante alguna férmula y = f(z). Por otra
parte, una curva se denominaba “geométrica” si podia dibujarse
de alguna forma con trazos continuos o discontinuos. Pensaban por
tanto, que la segunda categoria de curvas era mas amplia que la
primera, ya que lo que nosotros denominamos como una funcién
continua a trozos, puede dibujarse, pero no puede expresarse si no
es con varias formulas. Asi, si una funciéon “arbitraria” podria ex-
presarse, por ejemplo, como una serie de senos (es decir, como (1),
pero con a, = 0 paran = 0,1,2,...), esto significaria que cualquier
curva “geométrica”’ seria también una curva “continua’, lo cual,
para Euler y sus contemporaneos, era simplemente increible.

Por otro lado, para contribuir més atn a este debate, la solu-
cién al problema de la cuerda vibrante de Bernoulli compite con
otra aportada por Jean le Rond D’Alembert (o Jean Le Rond
d’Alembert, 1717-1783) en forma de una onda que avanza y otra
que retrocede, que se determinan a partir de la posicion y velocidad
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iniciales de la cuerda. En particular, D’ Alembert consideraba que la
manera mas natural de hacer que una cuerda empiece a vibrar era
desplazarla de su posicion de equilibrio tirando de algin punto de
ella. Esto hace que su posicion inicial se pueda representar median-
te dos rectas que forman un determinado angulo. Para D’Alembert
la naturaleza de esta curva hacia imposible pensar en que pudiese
expresarse como una serie trigonométrica, ya que se trata, como
se ha comentado mas arrriba, de una curva “geométrica”, mientras
que la serie trigonométrica seria una curva “continua’.

Figura 2: Joseph Fourier (1768-1830). Fuente: Escuela de Ma-
tematicas y Estadistica de la Universidad de St. Andrews, Escocia.

Un método de solucién al problema planteado por Euler reapa-
recié en una memorable sesién de la Academia Francesa de las Cien-
cias, el dia 21 de diciembre de 1807, donde el matematico francés J.
Fourier (1768-1830) present6 un trabajo que posteriormente abriria
un nuevo capitulo en la historia de las matemaéticas: la creacién del
Andlisis Armdnico o también conocido como el Andalisis de Fourier.

Fourier dedujo una ecuacion que describia la conduccion del ca-
lor a través de los cuerpos sélidos llamada la ecuacion del calor. Pero
no soélo la habia deducido sino que también desarrollé6 un método
para resolverla, el método de separacion de variables, que en cierto
modo habia sido utilizado ya por Bernoulli para su solucién, aun-
que es Fourier quien lo empez6 a usar de manera sistematica en la
resolucion de Ecuaciones en Derivadas Parciales.
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La aplicaciéon de la técnica de separacion de variables a la ecua-
cién del calor, lo llevé a escribir la solucién en la forma de serie tri-
gonométrica e incluso llegd afirmar que cualquier funcién periddica,
de periodo 2, se puede poner como una serie de la forma (I). Y
para ello incluso encontré las formulas (de Fourier) que permiten
calcular los coeficientes de la serie.

Aunque la representacién de una funcién en serie trigonémetrica
se habia considerado antes de Fourier, nadie antes que Fourier puso
de manifiesto la correspondencia entre funcién y coeficientes.

Sin embargo, el trabajo de Fourier no fue aceptado en su pri-
mera exposicién, maxime teniendo como parte del auditorio a ma-
temédticos como J. L. Lagrange (1736-1813), P. S. Laplace (1749-
1827) y A.M. Legendre (1752-1833), que criticaron abiertamente la
falta de rigor del tratamiento de Fourier. De hecho, Fourier tuvo
que rehacer su trabajo ya que su memoria no fue aceptada en un
primer momento. No obstante, finalmente sus ideas fueron acepta-
das y fueron expuestas, anos después, en su obra de 1822, “Théorie
Analytique de la Chaleor” [10].

Hay que anadir que el estudio de las series de Fourier cons-
tribuy6 de manera decisiva a clarificar la idea de funcién hasta el
concepto moderno de nuestros dias. Todo este tratamiento posterior
estd asociado a nombres tales como P.G.L. Dirichlet (1805-1859), B.
Riemann (1826-1866), G. Cantor (1845-1918) y H. Lebesgue (1875-
1941).

Una de las muchas derivaciones interesantes, es el llamado Fenémeno
de Gibbs, que surge a mediados del siglo XIX.

H. Wilbraham observd en 1848 que, en puntos cercanos a una
discontinuidad de una funcién f, las sumas parciales excedian en
aproximadamente el 9% del valor de salto de la discontinuidad.
Este trabajo de Wilbraham estuvo en el olvido, hasta que hacia
1898 volvié a reaparecer en un contexto distinto. Y fue a cargo del
premio Nobel en Fisica (1907) A. Michelson, cientifico norteameri-
cano, inventor y constructor de numerosos instrumentos fisicos de
gran precision. Michelson construyé un aparato llamado analizador
armonico que permitia, mecanicamente, determinar hasta los 80
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primeros componentes de la serie de Fourier, a partir de la gréfica
de una funcién y = f(x). Michelson observé que en una funcién de
tipo salto, en las cercanias del punto de discontinuidad, aparecia
una extrana prominencia que no aparecia en la funcién original.
En un principio creyé que podia deberse a un defecto mecanico
del aparato. Una vez verificado que podia no ser asi, escribe al
fisico matematico J. W. Gibbs, que investigd y explicé el fendmeno
basandose en la no convergencia uniforme de la serie de Fourier
en las cercanias de un punto de discontinuidad. En honor a J. W.
Gibbs por su analisis y comprensién del problema, éste fenémeno se
conoce como Fenémeno de Gibbs o también en honor a Wilbraham
se le llama Fenomeno de Gibbs- Wilbraham.

El objetivo general es estudiar el Fénomeno de Gibbs y su ate-
nuacion mediante el método llamado o-Factor Lanczos. Del cual se
tienen como ojetivos especificos:

1. Presentar una revisiéon historica del Fenémeno de Gibbs, des-
de su origen hasta su explicacion.

2. Tustrar mediante ejemplos el mencionado fenémeno para coad-
yuvar a su comprension.

3. Presentar como Lanczos definié al llamado o factor con el
objetivo de atenuar al Fenomeno de Gibbs.

4. Introducir el concepto de Filtro notando que el o factor es un
caso particular del mismo.

La contribucién de la tesis es el estudio del Fenémeno de Gibbs,
para lo cual se da un ejemplo donde se observa el error en la n-
ésima suma parcial de Fourier, ademas se utiliza el llamado o-
factor Lanczos para atenuar dicho suceso considerandolo como un
caso particular del concepto de Filtro. Es importante mencionar que
se demuestran a detalle algunas propiedades de Filtro, observadas
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en el articulo On the Gibbs Phenomenon and its Resolution, de
Gottlieb D., Shu C. [7].

A continuacién se describe de manera breve el contenido de la
tesis.

En el primer capitulo, se hace una recopilacién de los concep-
tos bésicos necesarios para la comprensiéon del trabajo. Algunos de
estos son: las series de Fourier, funciones mondtonas, funciones de
variacién acotada, criterios de convergencia puntual, entre otros. Se
incluyen ejemplos que ilustran lo expuesto y que pueden coadyuvar
a la rapida comprension del tema de tesis.

En el segundo capitulo, se presenta y analiza el concepto cono-
cido como Fenémeno de Gibbs el cual es otra derivacion importante
del Andlisis Armonico. Con la ayuda de resultados y ejemplos, que
nos sirven en la comprension y sobretodo a aclarar lo mejor posible
la presencia de dicho fenémeno en las series de Fourier. El estudio
de este fenémeno, tiene importantes aportaciones en la investiga-
cién tanto practica, como matemadtica; este trabajo no se enfocara
en los resultados practicos.

El tercer capitulo esta dedicado a mostrar el método de filtrado
que lleva el nombre de o-Factor de Lanczos, el cual es un método
de solucién al llamado Fendémeno de Gibbs, que se estudié en el
capitulo dos, igualmente se muestran resultados y ejemplos que nos
ayudan a estudiar bien el fenomeno. En este mismo capitulo se
incluye el teorema que garantiza la atenuaciéon del Fenémeno de
Gibbs aplicando el o-Factor de Lanczos.

Finalmente se incluyen las conclusiones y perspectivas. Asi como
la bibliografia.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presentan algunos conceptos necesarios pa-
ra el analisis del trabajo que se realiza. Son conceptos conocidos
y se menciona la bibliografia correspondiente para que pueda ser
consultada.

En el estudio de muchos problemas fisicos que conducen a ecua-
ciones en derivadas parciales se necesitan series trigonométricas de
la forma:

f(z) = %ao + Z(ancos(nx) + b, sen(nx)), (1.1)

n=1

esta representacion en serie trigonométrica tiene como ventaja que
son capaces de representar funciones muy generales, con muchas
discontinuidades, mientras que las series de potencias sélo pueden
representar funciones continuas con derivadas de todo orden.

En la busqueda de los coeficientes, es necesario suponer que la
serie es convergente “en algun sentido” ya sea de manera uniforme,
puntual, en media, lo cual dependera del problema que estemos
considerando, en este caso supondremos que converge de manera
uniforme, para asi poder integrar término a término desde —m hasta
.

Recordemos que el problema que nos interesa es poder expresar
a una funcién f periddica de periodo 27 en la forma (1.1).



Integrando a ambos lados de (1.1) y suponiendo que se pue-
de integrar término a término se halla que ffﬂ cos(nx)dr = 0

y ffﬂ sen(nx)dr = 0 para n = 1,2, ..., la integracién término a
término da [7_ f(x)dz = agm, es decir,

ao = %/_W f(x)dz. (1.2)

En este caso la férmula muestra que el término constante %ao
en (1.1) no es sino el valor medio de f sobre el intervalo. De forma
andloga se calcula el coeficiente a,. Asi pues multiplicamos (1.1)
por cos(kz) resulta

f(z)cos(kx) = % cos(kx) + Z ancos(nx)cos(kx) + bysen(nx)cos(kx).
n=1
(1.3)
Haciendo uso de las identidades trigonométricas siguientes:
1 .
sen(nz)cos(kx) = §[sen(n + k)x + sen(n — k)x], (i)
1 ..
cos(nx)cos(kx) = §[cos(n + k)x + cos(n — k)z|, (i)
1
sen(nz)sen(kr) = §[cos(n — k)x — cos(n+ k)x],  (dii)
demostramos que para los valores enteros de ny k> 1 es
/ sen(nz)cos(kx)dz =0 (1.4)
y K
/ cos(nx)cos(kx)dx = 0, n # k. (1.5)

Integrando la expresién (1.1) término a término se obtiene,

/7r f(x)cos(nx)dx = a, /7r cos*(nx)dxr = a,,
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y por tanto

0 = % /_ " F(@)cos(na)da. (1.6)

Por (1.3), la férmula (1.6) es vélida para n = 0. Esta es la
razon de que se escriba el término constante en (1.1) como %ao en
lugar de ag. Se llega a la férmula correspondiente para b, por un
procedimiento similar, es decir, multiplicando (1.1) por sen(nz), e

integrando término a término utilizando el hecho conocido,

/ sen(nz)sen(kx)dx = 0, para n #k, (1.7)

—T

de ahi que,

/ f(z)sen(nz)dr = bn/ sen*(nz)dz = b,T,
0 sea,

by — % /_ " F(@)sen(na)da. (1.8)

Estos célculos muestran que si la serie (1.1) es uniformemente con-
vergente los coeficientes a,, y b, se pueden obtener a partir de f
mediante las formulas anteriores. Sin embargo necesitamos saber,
si dada una funcién periddica ésta admite un desarrollo mediante
una serie trigonométrica que converge de manera uniforme, esto no
se sabe, por eso es necesario definir ciertos nimeros a,, y b, que se
usardn para construir la serie trigonométrica (1.1).

Cuando se procede de esta manera, a los coeficientes a,, y b, se
les llama coeficientes de Fourier de la funcién f, y a la serie (1.1)
se le llama serie de Fourier de f.

Una serie de Fourier es un tipo especial de serie trigonométrica,
cuyos coeficientes se calculan aplicando (1.6) y (1.8) a cierta funcién
f. Para formar esta serie no es preciso suponer que f sea continua;
basta que las integrales (1.6) y (1.8) existan, y para ello es suficiente
que f sea integrable sobre el intervalo —m < x < 7.

Ademaés de esto, es necesario saber que, una funciéon f se dice
que es periddica si para cada punto x se tiene que: f(z) = f(x+T)
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donde T indica el periodo. Asi pues, la funcién que consideremos
es la llamada extension periddica de la porcién originalmente dada
a los sucesivos intervalos de longitud 7' = 27 a derecha e izquierda
del intervalo basico.

A partir de ahora entenderemos que f estd definida sélo en el
intervalo que especifiquemos y la serie de Fourier se extiende pe-
riédicamente, con periodo 27 igualmente al mencionar el intervalo
en alguna definicién.

Sin embargo, esto no implica que la serie de Fourier sea conver-
gente a f, asimismo la convergencia de una serie trigonométrica no
quiere decir que ésta sea una serie de Fourier de alguna funcion f.
El problema fundamental en esta cuestion es el de descubrir pro-
piedades de una funcién integrable que garanticen que su serie de
Fourier no sélo es convergente sino que tiende a f [9].

Definicién 1.0.1. Sea f: R — R periddica de periodo 27w. Defini-
mos la serie de Fourier de f como sigue

%ao + Z[ancos(nzz) + bysen(nx)], (1.9)

n=1

con coeficientes a,, y b, dados por:

a, = %/_:: f(z)cos(nx)dx, b, = %/_:: f(z)sen(nz)dz.

(1.10)
Usando las siguientes formulas expresamos de forma diferente la
serie de Fourier

2cos(nx) = €™ 4+ e " y 2isen(nx) = " — e
esta serie generada por f se puede expresar en términos de expo-
nenciales complejas de la siguiente manera:

(e}

0 S _ @ > inx —inx
f(zx) 5 —i—;(ancos(nx) + by sen(nx)) = 5 +nZ::1(ozne + Bre ),

(1.11)



en donde o, = (a, — ib,)/2 y B, = (a, + ib,)/2. Si hacemos
ag = ag/2 y a_y, = B, podemos escribir la forma exponencial mds
brevemente como sigue:

flo)~ ) ane™, (1.12)

n=—oo

donde
1 27‘(‘ i
o= [ F@e (=02,
271- 0

Para hacer notar la dependencia de v, de la funcién f denota-
remos f, = «a, del cual queda expresado,

~ 1 27 .
7 _/ fle)e ™ de,  (n=0,41,42,.).  (L13)
27T 0

Si f tiene periodo 2w, el intervalo de integracion se puede sustituir
por cualquier otro intervalo de longitud 2.

El uso que le daremos a cada uno de los términos anteriores se
hara a nuestra conveniencia en los siguientes temas, sin dejar de
lado que estamos tratando la misma serie de Fourier.

A continuacién se dardn ejemplos de funciones de las cuales
buscaremos sus respectivas series de Fourier.

Ejemplo 1: Se considera como primer ejemplo a la Funcion Cua-
drada que se define:

f(x):{_l’ - <x <0,

1,0<x <.

Haciendo uso de los siguientes argumentos, se identificaran los coe-
ficientes a,, y b,.

ap = %/:T f(x)cos(nx)dz y b, = % _: f(x)sen(nz)dx,



1} T

Funcion cuodroda

05 m Suma pordial do
Foutisr

-05

Wi Sazafix)

-1.5
-4 -3 -2 -1 (s} 1 2 3 4

Figura 1.1: Funcién cuadrada y su suma parcial de Fourier, con
N =120.

En este caso, para a,, se tiene que,

1 [7 1
an = —/ cos(nx)dr = —sen(nz)|f =0,
T Jo ™m
y para by,
b=~ [ senfnayds = —(~cos(na);
n=— [ sen(nx)dr = —(—cos(nx
™ Jo ™m 0

= —(~cos(mn) — (~cos(0))) = —(1— cos(n).

™

Habiendo encontrado el coeficiente b,,, para nuestra funcion f, sus-

tituimos en
N

Zancos(nx) + bysen(nx),

n=1
y como nos interesa determinar b, este se puede expresar solo para
los n impares. Asi:

Sn(z) = %Zw (1.14)



Esta ultima expresion se conoce como la N-ésima suma parcial de
Fourier para f [2]:

Ejemplo 2: Otro ejemplo de serie de Fourier la funciéon conocida
como "Diente de Sierra”

f) = —x/2—7m/2, si—m <z <0,
| —z/2+7/2,s5i0< 2 <.

de manera similar al ejemplo anterior, obtenemos su N-ésima suma
parcial de Fourier la cual se expresa como,

Sn(z)=>_

n=1

sen(nx).

S|

15F f(x)
[ Fonsin diente

1 | de Sierra

v pardial

de Fourier

Seof(x)

Figura 1.2: Funcién Diente de Sierra y su suma parcial de Fourier,
para N = 40.

Tanto la funcién cuadrada como la de diente de sierra tienen impor-
tantes usos practicos, esencialmente en aplicaciones de la ingenieria.
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1.1. Funciones pares e impares. Series
de senos y de cosenos

Enunciaremos que es una funciéon par e impar, concepto nece-
sario para resultados posteriores.
Una funciéon f : R — R se dice que es par, si para todo punto
x € R se cumple

f(=x) = f(z). (1.15)
Se dice que f es impar, si para todo punto z € R se cumple
f(=z) = —f(=). (1.16)

Asi, f(z) = 2? (Fig. 1.3) y h(x) = cos(z) son pares, mientras
que g(x) = 23 (Fig. 1.4) y q(z) = sen(x) son impares, la gréafica
de la funcién par es simétrica respecto al eje y, la de una impar es
antisimétrica.

10

9
B
7
[
1
4
3
2
1
0

-4 -3 -2 -1 (1] 1 2 3 4

Figura 1.3: Grafica de la funcién par f(z) = 22

Ademas se observa en las graficas de funciones par e impar, que:

/_a f(z)dz =2 /Oa f(x)dx, si f(z) es par (1.17)

' f(x)dx =0, si f(x) es impar (1.18)
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Figura 1.4: Gréfica de la funcién impar g(z) = z3.

Puesto que las integrales representan las areas (con signo) bajo
las curvas. Estos hechos pueden demostrarse también por razona-
mientos analiticos basados en las definiciones (1.15) y (1.16).

Bajo producto las funciones pares e impares se comportan asi:

(par)(par) = par,
(par)(impar) = impar,
(tmpar) (impar) = par.

Por ejemplo para demostrar la segunda de ellas, consideremos la
funciéon F(z) = f(z)g(z), con f par y g impar. Entonces

lo que demuestra que el producto f(z)g(z), es impar. Las otras se
demuestran de manera similar.

Haciendo un pequetio analisis, se deduce que z3cos(nz) es impar,

puesto que z°® es impar y cos(nz) es par, de tal modo que (1.18)
nos dice que
/ z?cos(nx)dr = 0.

Sin necesidad de hacer la integracion por partes.



El siguiente teorema utiliza estos conceptos en el estudio de las
series de Fourier.

Teorema 1.1.1. Sea f una funcion integrable definida en el in-
tervalo —m < x < 7w. Si f es par, su serie de Fourier tiene solo
términos de tipo coseno y sus coeficientes vienen dados por

= %/f(x)cos(na?)dx, b, = 0. (1.19)

Si f es impar, su serie de Fourier solo tiene términos de tipo seno,
con coeficiente dados por

a, =0, b, = 2/f(:.17)867”L(nx)alx. (1.20)
T
0

Para demostrarlo, se toma una f(x) que sea par. Por tanto,
f(z)cos(nz) es par (par por par) y segin (1.17) tenemos

/ F(@)cos(na)de = > /0 cos(nz)dz.

Por otro lado, f(z)sen(nz) es impar (par por impar), luego con
(1.18) se tiene que

1 s
b, =—[ f(z)sen(nx)dx =0,

mJ)_

lo que completa el argumento (1.19). Es fécil probar (1.20) de forma
similar [9].

1.2. Sistemas ortogonales de funciones

Sean I intervalo en Ry L*(I) el espacio de las funciones tales
que |f|? € L(1). El producto interior ( f g) de dos de tales funciones
definido por medio de (f, g) = [, f( s x)dx, existe siempre (por la

desigualdad de Holder [3]). El nimero no negativo || f|| = (f, f)? es
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la L? norma de f. L?(I) con esta norma engendrada por el producto
interior definido antes, constituye un espacio de Hilbert.

Definicién 1.2.1. Sea S = {0, p1, Y2, ...} una coleccion de fun-
ciones de L*(I). Si

(on, pr) =0, siempre que n # k.
a la coleccion S se le llama sistema ortogonal en I. Si, ademaés cada

v, tiene norma 1, entonces S se llama sistema ortonormal en 1.

Nota: Todo sistema ortogonal para el que cada ||¢,|| # 0 se pue-
de convertir en un sistema ortonormal dividiendo cada ¢, por su
norma.

Nos interesa particularmente el sistema trigonométrico especial
o

S = {po, vr, ¥atezy, en donde

1 . cos(nx) 5  sen(nx)
Yo = ) Pn = ) Pn = )
2 NS NZS

paran = 1,2, .... Lanorma de las funciones ¢} y ¢? puede calcularse
de la siguiente forma para el caso donde ¢ sea la funcion cos(nz)

Ly = /ﬂ cos(nx) cos(kx)dr =0, n#k.
Se observa que usam;o las identidades trigonométicas siguientes:
cos(x +y) = cos(x)cos(y) — sen(x)sen(y), ()
cos(x —y) = cos(x)cos(y) + sen(x)sen(y), (v)

se obtiene
[cos(z 4+ y) + cos(x — y)]
5 )

cos(z)cos(y) =
De aquf
Lym = {/_: cos((n + m)x)dx + /_: cos((n —m)z)dz

1 ™ —
=3 [sen((n + m)x)|_ﬂ} =0.

11



1.2.1. Aproximacion 6ptima

Uno de tantos problemas bésicos en la teoria de las funcio-
nes ortogonales consiste en aproximar tanto como sea posible, a
una funcién dada f de L?(I) por medio de una combinacién li-
neal de elementos de un sistema ortonormal. Precisando, sea S =
{®0, @1, P2, ...} un sistema ortonormal en I y sea t,,(z) = > ;_, bppr(),
en donde by, by, ...b, son nimeros complejos arbitrarios. Usemos la
norma || f —t,|| para medir el error cometido al aproximar f por me-
dio de t,,. La primera labor consiste en elegir las constantes by, ..., b,
de tal forma que el error sea lo menor posible. El préximo teorema
prueba que existe una tnica elecciéon posible de las constantes que
minimice este error. Para motivar los resultados del teorema consi-
deremos el caso méas favorable. Si f es realmente una combinacion
lineal de g, ©1, ..., ©n, €sto es

f= Z CkPk,
k=0

entonces la eleccién t, = f proporciona ||f —¢,|| = 0. Podemos
determinar las constantes cy, cy, ..., ¢, como sigue. Utilizando las
propiedades del producto interior tenemos

(fv @m) = <Z CkPks @m) = Z Ck(QOk, @m) = Cm,
k=0 k=0

ya que (¢k, om) = 0sik #Zmy (om, pm) = 1. En otras palabras, en
el mejor de los casos, se tiene ¢, = (f, ¢m) param = 0,1,...,n. El
proximo teorema prueba que la eleccion de las constantes es 6ptima
para todas las funciones de L*(I) [1].

Teorema 1.2.1. Sea {py, p1, Y2, ...} una coleccion de funciones or-
tonormales entre si en I, supongamos que f € L*(I). Definimos dos
sucesiones de funciones {s,} y {t,} en I:

S0 =Y crpr(), tn =Y bppn(z)
k=0 k=0

12



en donde

cr = (fs o), k=0,1,2,..n,

y bo, b1, ...b, son nimeros complejos arbitrarios. Entonces para cada
n se tiene

Lf = snll < [1f = tall- (1.21)

Ademds, en (1.21) se verifica la igualdad si, y sélo si, b, = ¢, para
k=0,1,...n

Demostracién: Obtendremos (1.21) de la ecuacién

If =t lI* — Z\Ck |2+Z\bk—0k % (1.22)

k=0

Se observa que (1.22) implica (1.21), pues siendo by = ¢ obtiene
su minimo para cada k. Para probar (1.22), notemos que

H f—tn H2: (f_tnaf_tn> = (fvf)_(fvtn>_ (tnvf)+(tnvtn>’

Utilizando propiedades de producto interior obtenemos

tna t <Z bk(pka Z bm(pm) )

=22 bibn(rsom) Z b [
k=0m=0
Yy
(f.tn) = (f, Zbk%) = blfoon) = bic.
k=0 5=0 k=0

Ademds, (tn, f) = (f,tn) = D p_o biCk, y entonces

If =t IP=IF 12 =D beew = > brze+ Y [bul*,
k=0 k=0 k=0

13



= IFIP =Y lewl* + D (b — i) (be — ),
k=0 5=0

= IFIP =D lenl>+ D b — el
5=0

k=0

1.3. Funciones Mondtonas

Para el desarrollo de este trabajo, son necesarios los conceptos
de funciones mondétonas, variaciéon acotada; la importancia de estos
conceptos se vera reflejada en el desarrollo de esta tesis.

Ejemplo 1: La funcién exponencial f(x) = exp(z) es mondtona.

x

Figura 1.5: Grafica de la funciéon monétona: funcion Exponencial

Definicién 1.3.1. Sea f una funcion real definida en un subcon-
gunto S de R. Entonces f es creciente (o no decreciente) en S si
para todo par x ey de S,

z <y, fl@) < fy).

Six < y implica f(xr) < f(y), entonces f se llama estric-
tamente creciente sobre S. (las funciones decrecientes se definen
andlogamente.) Una funcion se llama mondtona en S si es crecien-
te o decreciente en S.

14



Ejemplo 2:La funcién logaritmo f(x) = log(x) es mondtona.

Figura 1.6: Grafica de la funciéon monétona: funciéon Logaritmo

Si f es una funcién creciente, entonces — f es una funcién decre-
ciente. Gracias a este resultado tan simple, resulta que en muchas
de las situaciones que involucren funciones mondtonas bastara con-
siderar sélo el caso de las funciones crecientes.

Las funciones mondtonas en intervalos cualesquiera poseen siem-
pre limite lateral por la derecha y limite lateral por la izquierda. Por
lo tanto sus discontinuidades (si tiene) deben ser discontinuidades
de salto. A continuacién se agregan teoremas importantes para la
comprension de funciéon mondétona.

Teorema 1.3.1. Si f es creciente en [a,b], entonces f(c+) y f(c—)
existen las dos para cada ¢ de (a,b) y se tiene

fle=) < f(e) < flet).
En los puntos extremos se tiene f(a) < f(a+) y f(b—) < f(b).

Demostracién: Sea A = {f(z) : a < z < ¢}. Como f es
creciente, este conjunto estd acotado superiormente por f(c). Sea
a = supA. Entonces a < f(c) y probaremos que f(—c) existe y es
igual a «a. Para ello se prueba primero que cada ¢ > 0 existe un
0 > 0 tal que

c—06 <z <cimplica | f(x)—a|<e.

15



Como a = supA, existe un elemento f(z;) de A tal que o — e <
f(z1) < a. Como f es creciente, para cada x de (x1,c) tenemos
también que o — € < f(z1) < a, por lo tanto |f(z) — a| < e. Por
consiguiente, el nimero § = c—x; tiene la propiedad que se necesita.

Existe un teorema analogo para funciones decrecientes. Para los
Teoremas (1.3.2) y (1.3.3) se observa la demostracién en la referen-
cia [1].

Teorema 1.3.2. Sea f estrictamente creciente en un conjunto S
de R. Entonces f~1 existe y estrictamente creciente en f(S).

Teorema 1.3.3. Sea f estrictamente creciente y continua en un
intervalo compacto [a,b]. Entonces f~' es estrictamente creciente
y continua en el intervalo [f(a), f(b)].

Propiedades de las Funciones Mondtonas

En esta seccién se dan a conocer propiedades para funciones
mondtonas.

Teorema 1.3.4. Sea f una funcion creciente definida en [a,b] y
sea Tg,T1, ..., Tn, N+ 1 puntos tales que

a=Top<T1 <Xy < ..<xy =0

Se tiene entonces la desiqualdad

—_

3

[f (@rt) = far—)] < f(0) — f(a).

1

B
I

Demostracién: Supongamos que y; € (xp,xpe1). Para 1 <
k <mn—1 tenemos que f(zp+) < f(ye) v flyr—1) < flzr—), luego
flzet) — flze—) < f(yr) — f(yr—1). Si sumamos estas desigual-
dades, la suma de la derecha nos da f(y,—1) — f(yo). Puesto que
flyn — 1) = f(yo) < f(b) — f(a), con lo que obtenemos la demos-
tracion.
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La demostracion del siguiente teorema se puede observar en la fuen-
te [1].

Teorema 1.3.5. Si f es mondtona en [a,b], entonces el conjunto
de discontinuidades de f es numerable.

1.3.1. Funciones de Variacion Acotada

C. Jordan, en 1881, introduce la nocién de variacién acotada
para funciones definidas en un intervalo de R a valores en R. De-
mostrando que toda funciéon de variaciéon acotada puede descom-
ponerse como diferencia de funciones mondtonas; asi la funciéon de
variacién acotada tiene serie de Fourier puntualmente convergente
[5].

Las funciones de variacion acotada tienen una estrecha relacion
con las curvas que poseen longitud finita. Estas juegan un papel
importante en la teoria de integracion de Riemann - Stieljes. Se
agregan definiciones necesarias para conocer las funciones de varia-
cién acotada.

Definicién 1.3.2. (particion de un intervalo). Sean a, b € R, a <
b. Una tupla (sucesion finita) T = (1o, ..., ) se llama particion del
intervalo [a,b], sia =1y <7 < ..<T,=0. El conjunto de todas
las particiones en [a,b] lo denotemos por Pla,b].

Definicién 1.3.3. (variacion de una funcion). Sea f : [a,b] —
R. Para toda particion 7 € Pla,b], sea S(f,7) = > p_, |f(m) —
f(me—1)|. La wariacion total de f en [a,b] se define mediante la
siguiente formula:

Varlf:= sup S(f,7).

TePla,b]

Definicién 1.3.4. (funciones de variacion acotada). Una funcion
f i la,b] — R es de variacion acotada en [a,b], si Varlf < +oo.
El conjunto de todas las funciones de variacion acotada en [a,b] se
denota por BV]|a, b.
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1.4. Convergencia

Breve resena histoérica

Muchos matematicos han colaborado en el desarrollo del Anélisis
Armonico; dentro de los conceptos de gran importancia, nos encon-
tramos con los de continuidad, los tipos de convergencia de funcio-
nes y asi mismo la divergencia. Esta parte de la tesis se enfocara
en dar una breve historia acerca del origen y progreso de estos im-
portantes conceptos. Se pretende tener el conocimiento histérico y
su influencia en la actualidad.

En cuanto a la convergencia, Fourier afirmaba [5]:

“E'sto no resulta solamente de que los valores de los términos
disminuyen continuamente; pues esta condicion por si sola no basta
para establecer la convergencia de una serie. Es necesario que los
valores a los que se llega aumentando continuamente del nimero
de términos se acerquen cada vez mds a un limite fijo y no se sepa-
ren de éste mds que en una cantidad que puede hacerse menor que
toda magnitud dada: este limite es el valor de la serie. Pues bien,
se demuestra rigurosamente que las sucesiones de las que se trata
satisfacen esta ultima condicion.”

A falta de demostraciones generales de sus resultados, lo que
Fourier nos legé no fue un teorema sobre la representacion de una
funcién en serie trigonométrica, sino un problema. Un problema en
el que estaban implicados los conceptos de funcién, integral, suma
de series y posteriormente, el tipo de convergencia. La influencia
de este problema en el desarrollo de los conceptos del analisis ma-
tematico fue considerable.

Una vez planteado el problema de la representacién de funciones
por series trigonométricas, los intentos de probar la convergencia de
la serie de Fourier aparecieron inmediatamente. Poisson y Cauchy
publicaron sendas pruebas incorrectas. Fue Dirichlet quién en 1829
inicio una nueva época ya que publicé el primer resultado correcto
de convergencia [5]:
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“Si la funcion @(x), cuyos valores se suponen finitos y deter-
minados, no presenta mds que un numero finito de soluciones de
continuidad entre los limites —m y m , y st ademds no tiene mds
que un numero determinado de madximos y minimos entre €sos mis-
mos limites, la serie de Fourier cuyos coeficientes son integrables
definidas dependientes de la funcion o(z) es convergente a un valor
expresado generalmente por L{p(x +€)+ ¢(z —¢)], donde € designa
un numero infinitamente pequeno.”

Es decir, si una funcién acotada es continua a trozos, su serie de
Fourier converge en cada punto de la semisuma de los limites late-
rales de la funcion. La definicién era apta para la integral, que data
de 1823. Ademads por el interés de su resultado, el trabajo de Diri-
chlet vino a clarificar los términos en que se planteaba el problema.
Por una parte, s6lo podemos hablar de coeficientes de Fourier mas
que para las funciones para las cuales las integrales que aparecen
en las formulas tienen sentido. Por otra, Dirichlet comprendié que
no habia que buscar un resultado tan general como Fourier sugeria,
sino condiciones suficientes que asegurasen la convergencia de la
serie. Inauguré asi los criterios de convergencia.

En 1881 Camille Jordan extendi6 el criterio de Dirichlet a las
funciones de variacién acotada. Probé que toda funcién de variacion
acotada se puede escribir como diferencia de dos funciones crecien-
tes, por lo que se limito a senalar que la demostracion de Dirichlet
es aplicable, sin modificacion. El concepto de funcién de variacion
acotada nacié precisamente en ese trabajo de Jordan. Indicé que
las funciones de oscilacion limitada forman una clase bien defini-
da, cuyo estudio podria presentar algun interés y mostro algunas de
sus propiedades. En particular, la posibilidad de que una funcién de
variacién acotada tenga una cantidad infinita de discontinuidades
en cualquier intervalo, le sirvié para mostrar que una posible con-
dicién necesaria y suficiente de integrabilidad que Dirichlet sugeria
al final de su articulo no era necesaria.

Como es bien sabido, las funciones de variacién acotada han
tenido muchas otras aplicaciones en anéalisis matematico. Un criterio
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de convergencia sencillo de aplicar se debe a Rudolph Lipschitz.
Este mostro en su tesis que si la funcion f satisface

[f(z+1) — fz)] < CJE*

para algin a > 0 y todo t suficientemente pequeno, la serie de
Fourier de f converge a f(z) en el punto x. Se reconoce inmedia-
tamente que la condicion sobre la funcion es lo que llamamos una
condicién de Lipschitz (aunque a veces este nombre se reserva para
el caso a = 1 y se llama condicién de Holder al caso general).

Una prueba del resultado de Lipschitz se da utilizando la repre-
sentacion de Dirichlet y el lema de Riemann-Lebesgue (que men-
cionaremos en la siguiente seccién). Pero la prueba original de Lips-
chitz no es tan sencilla; él no disponia del lema, debido al retraso
en la publicacion del trabajo de Riemann y, a cambio, su prueba
pasaba por el criterio de Dirichlet. Exactamente con los mismos
medios -ntcleo de Dirichlet y lema de Riemann Lebesgue- se puede
probar el criterio de Dini, que engloba al de Lipschitz. Los criterios
de Dirichlet-Jordan y de Lipschitz-Dini son los habituales en los
libros [5].

Es importante reconocer los multiples intentos, de distintos y
reconocidos matematicos, para que actualmente se tengan concep-
tos concretos y que aun seguiran en desarrollo y ajuste, de acuerdo
al mismo crecimiento de conceptos matematicos, a continuacion,
las definiciones vigentes de diferentes tipos de convergencia que se
estudian.

De los conceptos que acontinuacién se presentan, solo se consi-
deraran los referentes a convergencia puntual seran de utilidad para
el estudio en los capitulos siguientes.

Definicién 1.4.1. (Convergencia puntual) Sea {f.} una sucesion
de funciones definidas en un conjunto A, se dice que converge pun-
tualmente a f si para cada x € A y para todo € > 0, existe N(z,€) =
N € N tal que para todo n > N(x,€) entonces |fn.(x) — f(z)] <e.

Definicién 1.4.2. (Convergencia Uniforme) Sea {f.} una suce-
sion de funciones definida en un conjunto A, se dice que converge
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uniformemente a f si para todo € > 0 existe N(¢) = N € N tal que
paran > N(€) y para todo x € A se cumple |f,(z) — f(z)] <€

Ejemplo 1 (convergencia uniforme:)
Una sucesién de funciones para las que

1

1
lim fn(:)s)dz%/ lim f,(z)dz.
0 n—oo

n—oo 0
Sea
ful2) = n?z(1 — o), (1.23)

sizeR,n=1,2,...510 <z <1ellimite f(z) = lim f,(x) existe
n—o0

y es igual a 0. Por lo tanto, fol f(x)dx = 0. Pero

1 1
n(z)dr = 2 — x)"dz,
/0 folz)de =n /0 z(1—z)"dx

n? n? n?

n+tl n+2 (n+l)(n+2)

1
= n2/ x(1—x)"dt =
0

luego f(x) = lim f,(z) = 1. En otras palabras, el limite de las
n—oo

integrales no es igual a la integral de la funcién limite. Luego, las
operaciones de [imites y de integracion no pueden ser, en general,
intercambiadas.

La condiciéon de Cauchy para la convergencia uniforme

Teorema 1.4.1. Sea {f,} una sucesion de funciones definidas en
un conjunto A. Existe una funcion f tal que f, — f uniformemente
en A si, y sdlo si, se satisface la siguiente condicion (condicion de
Cauchy): Para cada € > 0 existe un N tal que m > N yn > N
implican | fm(z) — fo(z) |< €, para cada x de A.

Convergencia Uniforme de Series Infinitas de funciones
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Figura 1.7: Gréafica de la funcién (1.23), paran =1,2,3 y 5.

Definicién 1.4.3. Dada una sucesion {f,} de funciones definidas
en un conjunto A, para cada x de A se considera

Sul(@) =Y fulx), (k=1,2,..).

Si existe una funcion f tal que S, — f uniformemente en A, se
dice que la serie | fn(x) converge uniformemente en A y se escribe

i fr(x) = f(x), (uniformemente en A)
k=1

Teorema 1.4.2. (La condicion de Cauchy para la convergencia
uniforme de las series). La serie infinita Y, f,(x) converge unifor-
memente en A si, y solo si, para cada € > 0 existe un N tal que
n > N implica

n—+p

> falx)

k=n+1

< €,

para p=1,2,... cada = € A.

22



Convergencia uniforme e integracién de Riemann- Stielt-
jes

Teorema 1.4.3. Sea « de wvariacion acotada en |a,b|. Suponga-
mos que cada término de la sucesion f, es una funcion real tal que
fn € R(a) Riemann - Stieljes en [a,b], para cada n = 1,2, ... Su-
pongamos que f, — f uniformemente en [a,b] y definamos g,(x) =
[F fu(z)do(z) six € [a,b],n = 1,2,... Entonces tenemos:

a) f € R(a) en [a,b].

b) gn — g uniformemente en [a,b] donde g(z) = [ f(z)da(z).

Nota: La conclusién implica que, para cada x de [a,b], podemos
escribir

i [ fo(x)da(z) = / " im £ (2)da(x).

n—oo

Esta propiedad se enuncia a menudo diciendo que una sucesién
uniformemente convergente se puede integrar término a término.

Teorema 1.4.4. Sea « de variacion acotada en [a, b] y supongamos
que Y fo(x) = f(x) (uniformemente en [a,b]), donde cada f, es
una funcion real tal que f, € R(a) en [a,b]. Entonces tenemos:

1. f e R(«a) en |a,b
2. [F30  falz)da(z) =307 [Fda(x) uniformemente en [a, b]

La demostracién de los Teoremas (1.4.3) y (1.4.4) se observa en la
referencia [1].

Definicién 1.4.4. (Convergencia en Media) Sea { f,} una sucesion
de funciones periddicas de periodo 2w, converge a f. Si para cada
e > 0 existe una N(e) = N € IN tal que

/ " ule) — f(o)de < c.
para n > N(e).
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Definimos la sucesién S, (z) = Y_,_, axcos(kx) + bysen(kzx), pa-
ra el caso de Series de Fourier, con esto la Convergencia en Media
se expresa como sigue [4]:

/ﬂ |f(x) — z”: apcos(kx) + brsen(kz)Pdr < e,

™ k=1

para n > N(e).

Criterios de Convergencia Puntual

Un tipo de convergencia que nos interesa es la puntual, puesto que
serd de suma importancia los criterios que se observaran y sus apli-
caciones en el fenémeno que estudiaremos posteriormente. Para ello
consideremos el espacio L'(I) de funciones Lebesgue integrable y
sea S, la n-ésima suma parcial de Fourier para la funcién f.

Teorema 1.4.5. (Criterio de Dini) Sea f € L'(I), f Lebesque

integrable, donde I = [—m,7|. Supongamos que eziste un § > 0 y

z € 1 tal que | | LEH @) gt < 400, entonces Aim Snf(x) =
—00

f(@).

En particular en (1.1) se requiere que f sea par.

t|<d

La expresion discontinuidades simples o discontinuidades con salto
se utilizan para describir una situacién en que una funcién tiene
salto finito en un punto = = x.

Ello significa que f tiende hacia limites finitos pero diferentes
cuando nos acercamos a x por la derecha y por la izquierda.
Podemos formular este comportamiento escribiendo

limf(zx—e¢) #limf(r+e€), €>0
e—0 e—0

donde se sobreentiende que ambos limites existen y son finitos.
Una funcion f : R — R se dice que es acotada si es valida una
desigualdad del tipo
|flx)| <M
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para cierta constante M > 0 y para todo .
En 1829 Dirichlet demostré el criterio de convergencia siguiente

6]

Teorema 1.4.6. (Criterio de Dirichlet) Si f es acotada y mondtona
a trozos en I = [—m, m|, entonces

[f(z+0)+ f(z = 0)].

N | —

Jim S /(0) =

En particular, hay convergencia a f(x) en los puntos x € I donde
f es continua.

Al transcurrir el tiempo y haberse desarrollado ampliamente el
Analisis Matematico el criterio de Dirichlet también tuvo un pro-
greso, y este se le debe a Jordan, quien fue el que generalizé dicho
criterio, que a continuacion se enuncia.

Teorema 1.4.7. (Criterio de Jordan) Si f € LY(I), donde I =
[—7, 7], es de variacion acotada en una vecindad de x, entonces

) 1

lim Sy f(z) = =[f(z+0)+ f(z —0)].
N—oo 2

Igualmente la convergencia a f(x) se da en los puntos x € I donde

f es continua.

Analicemos lo siguiente: La continuidad de una funcién no es
una condicion suficiente para la convergencia de su serie de Fou-
rier, y tampoco es necesaria. O sea, es perfectamente posible que
una funcién discontinua sea representable por su serie de Fourier
en todo punto, siempre que sus discontinuidades sean lo bastante
débiles y que se comporte relativamente bien entre sus puntos de
discontinuidad. En el teorema de Dirichlet, las discontinuidades son
simples y la grafica consiste en un ntimero finito de trozos continuos
crecientes o decrecientes.
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Capitulo 2

Fenémeno de Gibbs

Figura 2.1: Albert Michelson (1852-1931).

Resena historica

En 1898, el fisico Albert Michelson y su colega S. Stratton cons-
truyeron un sintetizador armoénico: un dispositivo que reconstruye
una senal periddica fN(x) de periodo Ty y hasta 80 de sus compo-
nentes armonicas.

Michelson probé su dispositivo calculando los coeficientes de
Fourier de distintas senales periédicas f () y comparando la senal
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reconstruida fy (z) con la original: en lineas generales fn(x) resul-
taba muy similar a f(x). Sin embargo, cuando utiliz6 como senal
de prueba una onda cuadrada la aproximacién no fue tan buena.
Segiin Lanczos (1966), Michelson no podia comprender las causas
del problema, y pensaba que su aparato podria estar funcionan-
do incorrectamente. Confié sus dudas al matematico Josiah Gibbs,
quien investigd el fenémeno y publico sus resultados en 1899. Este
comportamiento ya habia sido observado y explicado por el ma-
tematico inglés Henry Wilbraham 50 anos antes, en la correccion
de un trabajo de Fourier que trataba sobre la convergencia de las
series. Este resultado pasé desapercibido, posiblemente porque fue
publicado en una pequena revista no muy difundida, y fue redescu-
bierto por Carslaw en 1925.

En cambio, segun Gottlieb y Shu (1997), Michelson y Stratton
(1898) publicaron un trabajo en Nature donde describian la cons-
truccién y el funcionamiento del analizador armoénico, junto con
algunos graficos cuyo propésito era demostrar que la maquina cal-
culaba correctamente los coeficientes de la serie de Fourier. Una
de las curvas era una onda cuadrada que exhibia las oscilaciones
de Gibbs, pero los autores no comentaban nada al respecto en ese
trabajo. Sin embargo, parece que Michelson habia notado algo par-
ticular, pues al poco tiempo (6 de Octubre de 1898) envia una
carta a la revista donde comenta la dificultad de construir la fun-
cién f(x) = x a partir de sus coeficientes de Fourier. En particular,
argiifa que la expresion 1.11 evaluada en © = Ty(1/2+ k/N), donde
k es pequeno, converge a distintos limites para diferentes valores de
k. También observé que el mismo fenémeno ocurria para la derivada
de la funcién (una onda cuadrada).

El matematico A. E. H. Love atacé a Michelson en la siguiente
edicion de Nature (13 de Octubre de 1898). Comenzé sugiriendo que
Michelson debia leer el texto de Hobson Trigonometria. Aclaraba
correctamente que “el proceso utilizado por Michelson es invalido.”
Es interesante destacar que Love remarcaba los errores en el argu-
mento matematico de Michelson, pero no se preocup6 por entender
la dificultad que éste habia observado. Parece que Love no conocia
el analizador armoénico, ni que el problema era el de sintetizar una
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funcién a partir de sus coeficientes de Fourier.

El proximo capitulo en la historia ocurre el 29 de Diciembre
de 1898, cuando en Nature se publican tres cartas. La primera fue
remitida por Michelson, con fecha 1 de Diciembre, remarcando que
desde su punto de vista la convergencia debia ser uniforme en cual-
quier entorno de la discontinuidad.

Figura 2.2: Josiah Gibbs (1839-1903). Fuente: La Universidad de
Yale, New Haven, CT

Gibbs era el autor de la carta siguiente, fechada el 29 de No-
viembre, en donde explicaba las dudas de Michelson, destacando
que Love las habia ignorado, y describia las oscilaciones. Sin em-
bargo, su nota parece implicar que la amplitud de estas oscilaciones
decrecian con N.

Esta nota estaba seguida por una carta de Love, exponiendo
la nocién de convergencia no uniforme y admitiendo que no habia
comprendido los problemas indicados por Michelson en su primera
carta.

Recién el 27 de Abril de 1899 Gibbs publica el resultado correc-
to, pidiendo disculpas, “I should like to correct a careless error”
y mostrando que las oscilaciones no decaen, sino que el sobrepico
tiende a un ntmero constante.

Las iltimas comunicaciones aparecieron nuevamente en Nature.
En Mayo de 1899 Michelson comunicaba una carta de Poincaré y
en Junio de 1899 Love basicamente repetia sus puntos de vista.
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Nuevamente, no parecia notar que el comportamiento de las sumas
finitas era crucial para reconstruir una funcién a partir de su serie
de Fourier.

El nombre “fenémeno de Gibbs” fue utilizado por vez primera
por Bocher en 1906, en un articulo donde extendia el resultado de
Gibbs. El matematico hingaro Fejér hizo el primer intento para
resolver el fenémeno de Gibbs. En 1900 descubrié que las medias
de Cesaro de las sumas parciales convergen uniformemente. Este
método equivale a filtrar la sefial con un filtro de primer orden [7].

2.1. Funcidon Sinc

Antes de proseguir con el fenémeno de Gibbs, es importante
definir la llamada funcion sinc o seno cardinal. La funcion sinc se
denota como sinc (z) y posee dos formas de definicién. La primera
es la llamada definicién sinc normalizada. Generalmente se define
de la siguiente forma:

siney(x) = %. (2.1)

Esta se relaciona con el andlisis de sistemas y senales en ingenieria
lo cual es importante para el procesamiento de senales digitales
(audio, voz, imédgenes, video). También se relaciona con la teoria
de la informacién, es una rama de la teoria matematica y de las
ciencias de la computacion que estudia la informacién y todo lo
relacionado con ella: canales de informacién, compresién de datos,
criptografia y temas relacionados.

La otra manera de definirla se conoce como sinc desnormalizada
y es utilizada en matemética (funciones de Bessel) y proyecciones
cartograficas (Proyeccién de Winkel-Tripel). Se expresa de la si-
guiente forma:

sen(x) .

sinc(x) = (2.2)

i

En los dos casos vistos de funciones sinc, los valores de las fun-
ciones poseen una singularidad previsible en cero, lo cual habitual-
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mente se determina como una igualdad a 1. La funcion sinc es
diferenciable en todo R.

La funcion desnormalizada es idéntica a la normalizada excepto
por el factor de escala faltante en el argumento [11].

08l
06l
04l

0.21-

-0.21-

Figura 2.3: Funcion sinc normalizada y sinc desnormalizada.

Definicién 2.1.1.

%(x) s7 —r<z<m,
sinc(x) =< 1 si x =0,
0 en otro caso.

Se enuncian las propiedades de la integral de sinc, como comple-
mento a este concepto:

/_ " sinex (2)de = 1 (2.3)

o0

/_+00 sinc(r)dr = . (2.4)

o
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Demostracién: Calcular

[:/ sen(m)dx
0

x

- ,  sen(x

Se conoce el siguiente resultado: hII(l) (z)
T—r €T

como sigue

Usando

Y

se tiene

y la parte imaginaria

Entonces,

Sea, f(z) = 57 St

se tiene que
dz = icedp,
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= 1y se define a g(x)

(2.6)



B_r

Figura 2.4: La funcion %

es decir,
dz = 12df
iz sy . .z
Ya que - es analitica sobre C' y la regién encerrada por ella,
se tiene que
eiz
—dz =0,
c R

donde C es la curva.
Observe que

0= lim [/ +/ f(z)dz + f(z)dz] ,
=0y R—o0 C1f(2)dz Co+Cy —C3

entonces

0= lim f(z)dz+  lim / f(2)dz + lim dz
R—o0 c e—0y R—o Co+Cy e—0 —C3f(2)
luego,
622 erE ™ Zelé‘eie Z
0= lim —dz + lim —dx — lim dz.
R—o0 o z e—0y R—oo Co+Ca x e—0 0 z
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Como
4 - 10
h’r%i/ e df = im,
€E—
0

se tiene que

0=1lim [ S“det+ lim / C dr —ir. (2.7)

R—o00 c, ? e—0y R—oo Co+Cy xT
Véase que lim —dz = 0.

R—o0 Cl A
Se tiene

[ s <[5 11z,
c c

entonces ]

eZZ
/ —dz
c, <

Se tiene z = z + iy, de donde € = '@t = =¥ con esto se

llega a
—Y ,iT
[ e = [ = e = [
C C o

ahora, si z = Re® entonces dz = izdf y |dz| = |z|df, luego

—y iz
/ 2 o,
Cy 2|

y como |e Ye™| = e7Y, pues sélo interesa la parte real, entonces,

< | =)l ]dz].
Cy

iz T
€

z

e Ye

le™ve™|df = / e Ydo.
a 0
De este modo, se tiene que, z = x + iy = cos(#) +isen(d), entonces
y = Re z(0), de esta manera, eV = e~ fesen(t)
Cuando 0 < § < 7, entonces, 0 < sen(f) < 1.
Nota:
M(E)={f:E — R"| f es medible}.
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Teorema 2.1.1. Teorema de la convergencia dominada de Lebes-
gue. Sean [ : E — R* y f, una sucesion en (E) tal que f, — f
excepto en un conjunto de medida cero, si existe g € ((F) tal que
|ful < g excepto en un conjunto de medida cero, n € N, entonces

fedE), {fn} CCE)y

/ lim f, = lim [ f,.
E E

n—oo n—oo

Ahora se oberva que,

1 =07
I —Rsen(0) _ ? = f(f
i 0 0<fb<m 1(6)

Demostracién: Si § = 0, 7, entonces e f5e0) = =) — =0 = 1,

Para el caso en que 0 < 6 < 7, se véase que 0 < sen < 1, por lo

tanto, }%im e~fisen® — () para cada 6§ € (0,7), por lo cual fr(f) =
—00

—Hsen(9) entonces

/ lim e fsen®)gp = / f(0)do
0 0

R—o00

e

Asi, por el Teorema (2.1.1),

/ lim e fsr@dp = lim [ e Feen@gp = / f(6)do = 0.
0 0

R—o0 R—o0 0

con g(0) =1si6€[0,n].
Observando lo anterior, tenemos que,

lfm e Ydf = lim e~ fsen® g — ¢
R—o0 0 R—o0 0

cuando 0 < 0 < 7.
Luego, se sustituye lo anterior en (2.5) se tiene que

/ S (2.8)

o0
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Sustituyendo (2.6) en (2.4), se tiene que

I=1Im G(m)) = Im (Z;T)

entonces

Por lo tanto,

Se ha dado una breve resena histérica acerca del fendmeno de Gibbs
y se ha dado a conocer la funcion Sinc, ahora se demostrard y se
garantizara la existencia de este fenémeno con el Lema y Teorema
siguientes.

Lema 2.1.1. Sea f la funcién cuadrada (del ejemplo 1), con
2 i sen(2k + 1)z
(it 2k +1

como su N-ésima suma parcial de la serie de Fourier de f, entonces

s s +r
sus puntos mdzimo y minimo local en [—m, 7| los alcanza en ST -

Demostracién: Como la N-ésima suma parcial de Fourier de f es
2 i sen(2k + 1)z
(wrt 2k+1

podemos escribirla en la forma

Sn(x :%i/mcos ((2k + 1)u) /{Zcos ((2k+1) )}du.

Puesto que

/Ot cos((2k + 1)u)du = <2k1+ 1) /0 cos((2k 4+ 1)u)(2k + 1)du,
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si se hace v = 2k + 1)u y dv = (2k + 1)du,

1 (2k‘+1)x 1 1
1 /0 cos(v)dv = ST 1sen(v) by 1sen(2k +1)z.

Ahora, podemos calcular la suma > p_ cos((2k + 1)u) y usando la
identidad trigonométrica siguiente
sen(a + b) — sen(a — b)
2

= cos(a)sen(b),

se obtiene,

sen(2(k + 1)u)sen(2ku)

cos(2k + 1)usen(u) = 5 :

lo que nos lleva a expresar la identidad

Z cos((2k + 1u)sen(u) = Z sen((2k + 2)7;) - sen(2]gu)7

sen((2k + 2)u) — sen(2ku) = %sen@(N + 1)u).

pO| =
WE

%/Or {Z cos((2n + 1)u)sen(u) - se;(u) }du7

k=0

_2 /x sen(2(N + 1)u)du. (2.9)

T sen(u)

En el ejemplo se puede ver que al aplicar el Teorema Fundamental
del Calculo en (2.7), se obtiene:

Sl (z) = 2 sen((2N + 1)93)

T sen(x)
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El primer méximo de la suma Sy en el intervalo (0, 7] ocurre

para r = m, la suma Sy toma el valor
T 2 [ sen(2(N 4 1)u)
SN =—— | =— du. 2.10
N <2(N + 1)) T /0 sen(u) “ (2.10)

El siguiente resultado, garantiza lo que Wilbraham habia demos-
trado en su trabajo, es decir la existencia del 9% de diferencia de
salto entre la funcién y su N-ésima suma parcial de Fourier [2].

Teorema 2.1.2. Sea f definida como en el Lema (2.1), entonces:

™

i (55 ) = 509+ 0 - g00] (2 2

~ (1+[1—(—-1)](0.089))),

p y Se tiene

limn5n<2(n_7j:1)) — (=) = (1= (=1)) (% /OW Se?;(x) dx) |

Es decir, aproximadamente es el 9% para este caso de una longitud
de valor 2.

Demostracion: Se hace un cambio de variable en la ecuacion
(2.10) de tal manera que v = 2(N + 1)u

T 2" sen(v) dv
SN(Q(N+1)) = W/O sen(0/(2(N + 1)) 2(N + 1)

_ 2 /7r sen(v) v/(2(N +1))
T Jo v sen(v/(2(N +1)))

Por consiguiente, la funcién %(”) estudiada en la seccién 2.0.6

es una funcién acotada en [0, 7] y

dv.

38



1 TR T eoms—— |

05 | S0 porcl de
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=15

Figura 2.5: Funcién cuadrada y su suma parcial de Fourier. N =
120.

, Cyewsn) )
fin {Uféé?i’r) L et 1>>>'} -

Por lo tanto,

tim (27— 50 (5577 ))

_ lim (g /O’T Mdv— 2/0” sen(v) U/(Q(N+1)))))dv)

N—oo \ T v s v sen(v/(2(N +1

~ G [ {1 el +1)i>>>d”} d“) -

Es decir,
T 2 [T sen(v)
If _T )=z
Nl—l;I;OSN (2(N+ 1)) 7r/0 v @,

.7 ™ .
donde a la expresion % 0 %(U)dv es conocida como la constante de

Gibbs, asi el limite que se busca se expresa de la siguiente manera
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Figura 2.6: Fenomeno de Gibbs, presente en la funcién cuadrada su
punto de discontinuidad es 0. N = 120.

din S (g ) = SO0+ 07 - r0 (272 a)

0.179

=1+ === f(0") + ==[f(0") = £(07)],

es lo que se queria probar. El argumento para es el mismo.

_—_T
2(N+1)
Cabe resaltar que los puntos evaluados en la n-ésima suma parcial
Sy definidos en el intervalo [—7, ], pero estos no se encuentren en
una vedindad cercana al punto de discontinuidad mantienen una
cercania con la funcién cuadrada.
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Capitulo 3

o - Factor Lanczos. Filtros

Figura 3.1: Cornelius Lanczos (1893 - 1974). Fuente: Publicado por
North Carolina State University.

Antecedentes histdéricos

Cornelius Lanczos (1893-1974) fue un reconocido fisico matemati-
co que tuvo un profundo impacto sobre los cimientos de la ciencia
del siglo XX. Uno de los resultados que destaca es la llamada aproxi-
macion de Lanczos; el cual es un método que nos sirve para calcular
numéricamente la funcién Gamma; ademaés el o-factor o también
llamado Factor Lanczos, es utilizado para reducir el fenémeno de
Gibbs.
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La aplicaciéon del o-Factor Lanczos no sélo puede servir para
transformar una serie de Fourier divergente en una serie conver-
gente, sino también para aumentar la convergencia de una serie de
Fourier. Bajo el supuesto de que cualquier funcién puede conside-
rarse como la derivada de su integral, la reducciéon del error en la
derivada debida al factor m debe mostrar un efecto benéfico en la
convergencia de cualquier serie de Fourier. La lentitud de la con-
vergencia de la serie de Fourier es particularmente indeseable si un
punto de discontinuidad esta involucrado. El efecto de esta discon-
tinuidad es que la serie oscila alrededor de la funcién original con
amplitudes que decrecen muy lentamente al incrementar el niimero
de términos. Las oscilaciones de las series truncadas alrededor de la
funcion original estan siempre presentes. Por lo general, las ampli-
tudes de estas oscilaciones son suficientemente pequenas. En el caso
de la discontinuidad, sin embargo, son muy visibles e interfieren con
la sintesis eficaz de armoénicos.

Se sabe que la llamada media aritmética de Fejér, es el método
que elimina el fenémeno de Gibbs [8]; con este método la aproxima-
cién de la funcién cuadrada mostrada en el ejemplo 1 de series de
Fourier, ahora ocurre por funciones mondtonas completamente sua-
ves que se mantienen constantemente debajo de la curva. El método
del o- Factor no elimina las oscilaciones de la serie de Fourier, pero
atentia las amplitudes [8].

El teorema siguiente serd de gran utilidad para la identificacién
del o- Factor.

Teorema 3.0.3. Sea f : [a,b] — R Riemann integrable, continua

en z y sea S(z,h) = 5 tt_Jrhh f(z)dz, donde t € (a,b). Entonces

limS(x, h) = f(x).

h—0

Demostracién: A la suma S(x,h) se le conoce como el promedio
de f en [z — h,x + h|. Considerando el mismo caso de la funcién
cuadrada, se puede intentar sustituir la funcion oscilante S,, por su
promedio S, alrededor del punto .
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dx,

1 2 1
-+ — 2 1
5 + Z 2]{HLlsen(( k+1)x)

_ n [T |1 2= 1
S, = — -+ — 2k +1 dx,
(x) 7T/t_ﬁ 5 +7r 2k+1sen(( + 1)z)| dx
2n k=1
nl|lr 2< 1 o
= — | — 4 - S 2k +1 2n
il v + 72 2k + 1>2cos(( +1)x) t_%] )

asi nos queda

ni|m - 1 2nx +m 2ne —m

p [% +,€Z:17(2k+ 2 <cos(2k+ 1) [ 5 ] —cos(2k + 1) [ o })]
(3.1)

Utilizando las identidades trigonométricas (iv) y (v) vistas en la

seccién 1.0.2, se obtiene cos(x)cos(y) = cos(x + y) + sen(x)sen(y)

despejando queda

sen(z)sen(y) = cos(x — ) ; cos(x + y)’

sustituyendo esta ultima expresién en (3.1) se tiene:

n

sen(g-(2k + 1))

_ 1 2 1
Sp(x) = 5 + ;; S [ =2k 1) lsen((2k+ 1)x).

'
g

Asi queda identificado el término o conocido como o-Factor
Lanczos. Siguiendo el mismo proceso para cualquier funcién obte-
nemos que una serie de Fourier genérica podra ser corregida con un
o-Factor Lanczos de la forma
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n k
a sen(Z*
Sp(z) = 70 + W(k” ) (agcos(kx) + brsen(kx))
k=1 (%)
= % + > oplagcos(kx) + bpsen(kx)).
k=1
n=21
1.5 ::
14
05 1
F—0.5
D 4\] 1
+-15

= Grafica de la funcién cuadrada.

Grafica de la suma parcial aplicando el sigma factor Lanczos

Grifica de la suma parcia de Fourier. para la funcién cuadrada

Figura 3.2: La atenuacion mediante o - Factor Lanczos.

Se observa en la Figura 3.2, que los puntos evaluados por la n-ésima
suma parcial Sy en [—7, 7] y que no pertenecen a una vedindad
de los puntos de discontinuidad estan ain mas cerca a la funcién
cuadrada.

3.1. Filtro

Enunciaremos la definicién de filtro y su aplicacion a algunos
resultados que se tienen con la suma parcial modificada de Fourier.

44



Definicién 3.1.1. Sea 0 : R — R, una funcion par y sea p € N,
se le llama Filtro de orden p si:

1. (0), o'(0) =0, 1<i<p-1
2. 0(x) =0, |z| > 1.
3. o(z) € CP"H(R), x € (—00,00).

Ejemplo 1: El Filtro de Fejér. Sea 0 : R — R la funcién par
definida como sigue:

0 sio x| >1,
olx)=¢ z—1 si 0<z<1,

—(x—1) si —1<z<0

Ejemplo 2: La Funcion sinc. Sea o : [—m,m] — R para todo
x € [—m, 7,
seglx(_w%;) si —m<z<m,

o(x) = )

0 si|z| > 7.

3.1.1. Suma parcial de Fourier modificada por
el Filtro.

Considerese la suma parcial de Fourier de una funcién f suave
a trozos, donde x € [0, 27,

N
Sn(z) =Y fuc™, (3.2)
k=—N

donde los coeficientes de Fourier estan dados como en la ecuacion
(1.13), en su forma compleja,

- 1 [%7 .

fo=— (z)e ™ dx. (k=0,£1,+£2,..). (3.3)

:27T0
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Ahora, supongase que se tienen los primeros 2N + 1 coeficientes
de Fourier de la funcién f, se estudiara el caso donde sélo se tiene
un punto de discontinuidad en y. Se quiere recuperar el valor de
f(y), 0 <y < 27. Al multiplicar los coeficientes de Fourier por el

filtro o N/ la suma parcial de Fourier queda

SR (y) = k:z]i:N fro (%) ey, (3.4)

donde (3.4) se identifica como la N-ésima suma parcial de Fourier
modificada.

Se determinan las condiciones para que ésta serie modificada con
el Filtro converja mas rapido que la suma original,

N
Sy(@) =Y fe™, (3.5)
k=—N
donde la funcién filtro S(z) (que depende de N), esto es:
Yk
S(x) = o= )e**  donde 0<ax<2m, 3.6
@=3% () << (3.6)

Lema 3.1.1. Sea o un filtro de orden p. La suma parcial de Fourier
para la funcion f € CUR) toma la siguiente expresion:

. 1 2m 1 2m
Sy(y) =5 i S(t)Sw(y —t)dt = o— ) Sn(t)S(y —t)dt,
(3.7)
donde S(y) se expresa como en la ecuacion (3.6).

Demostracion: Se tiene que,
1 2w

21 Jo
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1 o N-1 k N
= o ikt n im(y—t)
27?/0 ( a(N)e ) <Z fme )dt (3.8)
k=—N—1 m=—N
| g [ N-1 N 2
_ ikt T _imy _—imt)
= %/0 (k Z o (N) e fme™e ) dt  (3.9)
_ 1 Z /27r o L3 Frneimeik=mt gy (3.10)
o v \Jo N)™ '

1 N k’ 2
- ) F,eimy i(k—m)t qt 3.11
5 Z o (N) fme /0 e ( )

k=—N-1m=—N
se observa que para cada —N —1 < k<N —1

0 si. m#k,

27
/ elk=mlt gy — (3.12)
0 2 si m=k.

Entonces

e [Msws-na= S o (5) few = sz, 619

k=—N-1

esto es la suma parcial de Fourier modificada (3.4). La expresion
derecha en (3.7) se desarrolla de manera andloga.

Se definen algunas propiedades para las integrales de la funcion
filtro S(x) determinado en (3.7).

Definicién 3.1.2. Sea S(x) como en (3.7), sus integrales Si(x)
estan definidas por

So(x) = S(x), (3.14)



Si(z) = Si(x), 1>1, (3.15)

2m
/ Stydt =0, 1< 1, (3.16)
0
se extiende periddicamente fuera de (0,2m).

Las funciones S;(z) tienen varias representaciones alternativas.
Sélo algunas se consideran en el siguiente lema.

Lema 3.1.2. Supongase que o es un filtro de orden p. Las funciones
Si(x), definidas en (3.6), (3.14) - (3.16) , para 0 < z < 2m, se
tienen las siguientes representaciones equivalentes.

- kN1,
_ nl ikx
Si(x) =N k;ooGl <N) ﬁe , 1<i<p, (3.17)
donde,
o(n)—1
Git) = L=, (3.18)
Sl(ZL') _ Nl—l Z / €iN(x+2k7r)nGl(T])i_ld77, 1<1 < p.
k=—o0” =
(3.19)

El valor de las integrales S; para la funcién filtro S(z) se hace
evidente, si se integra por partes el lado derecho de la ecuacion (3.7),
teniendo cuidado de no pasar por un punto de discontinuidad &.

Se enuncia el siguiente teorema pues identifica el error entre la suma
parcial modificada y la suma parcial de Fourier, .

Teorema 3.1.1. Sea f(x) una funcion a trozos C?(R) y periddica
de periodo 27, con un punto de discontinuidad &. Entonces
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+5- S,(y —t)fP(t)dt, (3.20)

donde c 0 esy —&(si y > &) o2r+y—E(si y < &). Aqui y
bajo la integracion f027r entendiendo como la suma fog + f;ﬂ; es de-

cir, la singularidad de fP)(t) con t = & no es considerada en la
integracion.

Demostracion: Se hace el caso cuando £ < y y para p = 1, esto

€s:
1 21

S@E)f(y —t)dt

2r Jo
y—¢ 2m
_ % /0 S f(y — t)dt + % /y SO 21

se tiene que

50 = [ st

por la Definicién en (3.13).
Ademas siendo £ el punto de discontinuidad, se tiene la siguiente
integral impropia,

y—¢ y—E€—¢
[ st o=t | [7 swrw- o], G2

donde ¢g(t) = f(y —t) y con esto ¢'(t) = —f'(y — t), usando el
método de integracién por partes,

y—§—¢
/O Sy — t)dt
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y—E€—¢
=&@ﬁ@—¢)$*°+l SO (y -t (3.23)

como S; es continua en y — &, entonces

y—§
S(t)f(y —t)dt

0

y—E&
zSﬂy—Qf@+%+A SO (y—dt,  (3.24)

ahora se integra el término de la derecha de la ecuacién (3.21) y se
tiene:

sOf-od =t | [ sOie-oa]. G5
y=¢ y—€—e

de la cual

| sor-na

=S5O0t [ SOry-ne B

[ st na =51 - 06-)

2w

+51(2m) f(y — 27) + /_5 S1(6) f'(y — t)dt, (3.27)

por lo tanto,
1 2w

SE)f(y —t)dt

27 Jo

1

2m
3 [S10= (60 = Sily = OF(E) + Siemflu—2m) + [ Si0f - e

(3.28)
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Como S;(27) = 27, ésta se extiende en todo R,

3 S E) — FEN+ =2+ 5 [ Sty -0

haciendo un cambio de variable v =y — ¢,

/0 TS0y — t)dt = — / T Sy — ) (u)d

y 2
- [ st wfwdi= [ si=wf
por lo tanto
S%0) =5 | SOsw-nar

S or

(3.29)

(3.30)

= )+ oSN ~ flE+ o [ Sy = 0.

Observe que,

/y; S(y —u)f'(u)du = /027r Sy — u) f'(u)du.

(3.31)

(3.32)

Esto se debe a que la funcién Sy (y —u) f'(u) es periddica de periodo

2.

La demostraciéon se hizo para el caso p = 1, para el caso donde
p > 1 usando integracién por partes y la periodicidad de S y f nos

queda,



que es a donde se queria llegar.

El Teorema (3.1.1) determina el error entre la funcién cuadrada
denotada por S(y) y la n-ésima suma parcial modificada S (y).
Los dos ultimos términos en el lado derecho de la ecuacién (3.19)
puede estimarse a partir de las propiedades del filtro.

Lema 3.1.3. Sea S;(z) definida por (3.14) - (3.16); entonces

1
2

/ TS t)f(p)(t)dt)

N 27 %
sczvz-p(/ ) |2dt) , (3.33)
0

donde C' es una constante independiente de N.

Demostraciéon: Nuevamente se toma en cuenta la demostracion
para p = 1.

Note que una aplicacién estandar del la desigualdad de Cauchy-
Schwarz y la periodicidad de Sy (t),

2w

Sy — t)f(t)dt‘

0

([ s%<zs>dt)é (" 1s \2)é NCEN

Usando la representacién de S;(x) como la expresién (3.17) dada
en el Lema (3.1.2) se obtiene,

I N 1T S A
o | Sitdt= _Z (713 )

_1 al o(£) -1 21 1
_ _Z < ((2) ) N+|I§Nﬁ (3.35)

El primer término de la ecuacién (3.35) es N~! la suma de
Riemann de la integral,
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[ o= [ (2w e

la cual existe por la condicién 1 de la Definicién (3.1.1) de Filtro.
El segundo término del lado derecho de (3.35) esta acotado por el
mismo N.

Asi,

/_11 (%)2 dn ~ Nhillo]g (a(n,;i)kq)? % (3.37)

se tiene que,

~—

IN—1 k 2
o(£)—1\ 1
=i NS T )
dm 2 ( ( ) N
N—-1 o
= jim 2 (

%) = (3.39)
k=—N-1 N

<

zl=
—_

—~

Ademas con el resultado conocido, si

1
fay(z) = 22 (3.39)
entonces,
[ee] 1 00 k+1
> 5 < > fi(z)dz. (3.40)
k=N+1 k=N “k

Ahora véase la ecuacién (3.20) y trate los términos de S(c). Se
va a demostrar que la condicién (b) y (c¢) del filtro implica que estos
términos son pequenos. Para que se utiliza la representacion (3.19)
transportada entre el espacio fisico y el espacio de Fourier.

Teorema 3.1.2. Sea Sj(z), conl > 1, dados como en (3.14)-(3.16);
para x € (0,2m),
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1 I 1 >
< - - - p—l1
‘Sl(x> |—ANp_1 <|SL’| +|2W—$|p_l)[w|Gl (77)|d777
(3.41)

para 1 <[ <p.

Demostracién: Se comienza con (3.19) y se integra por partes
(p — 1) veces. Dado que la funcién de G;(n) es una funcién de CP~*
de la definicién del filtro (de hecho, esta es exactamente la razén
por la o(1) tiene que desaparecer con sus derivados), se tiene

eiN(x+2m7r)n

= -l
Z /_OONP—l(x—i-QmW)P—lG;; (n)dn

m=—00

|Si(x)] = N

. (3.42)

Los términos importantes, son m = 0, —1 que nos da (3.41). Ahora
se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1.3. Sea f(z) una funcion suave a trozos en CP(R) con

un punto de discontinuidad &. Sea O’(%) sea un filtro de orden p que

satisface la Definicion (3.1.1). Ahora sea y un punto en [0, 27] y se
denota por d(y) = ming—_101|y — & + 2km|. Sea

=Y ko (%) ey (3.43)
k=—o00

Entonces

f(y) — f&(y)] < CNYPA(y) P (f) + CN277 || £ |12, (3.44)
donde

p—1

K(f) = 3 d) (1) = 14€) [ 16 k. (349
1=0 e
Demostracién: Desde el Teorema (3.2) se tiene
)~ F0) = 5= 3 Sea@) () ~ FO(E))



1 2w

to— [ Sy =) f(t)dt. (3.46)

El dltimo término en (3.46) estd acotado por la expresién (3.33)
dada en el Lema (3.1.3):

1
2

| sw-orwa sow ({710 pa) g

1
27
El primer término en (3.46) esta acotado por la expresién (3.41)
dada en el Teorema (3.1.2). Nétese que ¢ = y —Esiy > €y
c=2m+y—E&siy <&y por consiguiente,

1 1 2

< . 3.48
Cp—l + | 2mM — ¢ ‘p—l — dp—l ( )

La sustitucién de (3.41), (3.47) y (3.48) demuestra el teorema.

El término que estd a la derecha de (3.43) es el error que existe entre
la funcién original y la suma parcial modificada por el Filtro, y este
error debe ser menor al 9%, ademds el teorema demuestra que el
proceso de filtrado trabaja fuera de la discontinuidad, ya que todos
los términos en el lado derecho de (3.20) pueden ser O(N'~?). Por lo
tanto el p-ésimo orden de exactitud se puede lograr sin problemas
para las funciones a trozos.
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Conclusiones y perspectivas

Conclusiones:

1.

El Fenémeno de Gibbs es importante pues se presenta de
manera inherente en algunas aplicaciones en la electroénica,
computacién entre otras.

. Un método de atenuacion de Gibbs es el llamado o - Factor

Lanczos, el cual es un caso particular del concepto de Filtro.

. El método o-Factor Lanczos se estudi6 en el articulo [7] y en

esta tesis se presentan de forma detallada las demostraciones
se espera que el lector logré una mejor comprensiéon de ello.

Perspectivas:

1.

Estudiar el estimado de reduccion del error existente del 9 %
generado por el Fenomeno de Gibbs con respecto a la funcién
original aplicando el Filtro Lanczos.

Comparacién de resultados, utilizando diferentes métodos de
atenuacion del Fenémeno de Gibbs dado en algun problema
de aplicacién.
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