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Introduccion

Este trabajo se encuentra en el marco de la Topologia General, para ser un poco
mas concretos en la rama de Topologia de Continuos y sus Hiperespacios. Especifi-
camente desarrollamos el material necesario para desmenuzar el articulo acerca de
hiperespacios de continuos anclados en un punto de Patricia Pellicer-Covarrubias
[T7]. Recordemos que un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no
vacio. Para un continuo X se considera la coleccion:

C(X)={A C X : Aes cerrado, conexo y no vacio}.

Esta familia de subconjuntos de X, dotada de la métrica de Hausdorff o, equivalen-
temente, con la topologia de Vietoris, se denomina el hiperespacio de subcontinuos
del continuo X (vedse [I5], pag. 1).

El hiperespacio C'(X) ha sido extensamente estudiado y ahora sabemos que es ex-
tremadamente 1til en el estudio de la teoria de continuos; mas atn, varias de las
propiedades de un continuo X pueden ser determinadas en términos de las propie-
dades topoldgicas de C'(X) y viceversa.

Para D € C(X) definimos en forma general el hiperespacio C(D,X) = {A €
C(X) : D C A}. Por conveniencia nosotros denotamos simplemente por C'(p, X) a
C({p}, X) para p € X. En particular nos interesa conocer propiedades de C(p, X
respecto del continuo X, y viceversa.

El trabajo se compone de cuatro capitulos. En el Capitulo 1, desarrollamos los con-
ceptos necesarios de la topologia de conjuntos tiles para entender los problemas
que en este trabajo se atienden y a fin de que el contenido de este trabajo sea lo
mas autocontenido posible. Ademas, enunciamos propiedades de los continuos tales
como puntos de corte, indescomponibilidad e irreducibilidad de continuos, y algu-
nos ejemplos de continuos tipo Knaster. También, hablamos sobre hiperespacios de
espacios topolégicos, asi como de algunas propiedades y funciones relacionadas con
éstos.

En el Capitulo 2, introducimos el concepto de hiperespacio de continuos anclados en
un punto, revisamos algunas propiedades generales de estos espacios e investigamos
su comportamiento al considerar funciones inducidas como en [I]. Hablamos sobre
arcos, celdas y triodos en C(p, X), a fin de caracterizar ciertas clases de continuos
en términos de estre tipo de estructuras topolégicas en C(p, X).

En el Capitulo 3, hablamos acerca de una clase especial de continuos, llamada la
clase P, la cual se define apartir de la definiciéon de hiperespacio de continuos an-



clados en un punto y utilizamos algunos conceptos desarrollados en el Capitulo 2.
Desarrollamos resultados sobre la irreducibilidad y mostramos caracterizaciones del
arco y la curva cerrada simple como consecuencia de la estructura topologica de
sus hiperespacios de continuos anclados en puntos. También se estudia la clase de
continuos cuyos hiperespacios anclados en un punto son parecidos a los del arco y
la curva cerrada simple, llamados arco similaresy circulo similares, respectivamente.

En el Capitulo 4, hacemos referencia a la familia de los hiperespacios anclados en
un punto de un continuo X, a la cual denotamos por K(X), particularmente es-
tudiamos la estructura de este hiperespacio para la clase de continuos: localmente
conexos, arco conexos'y de Kelley. Curiosamente el hiperespacio K (X) no siempre
es un continuo, en este capitulo se trabaja para buscar condiciones necesarias y
suficientes para que un continuo X tenga esa propiedad.

José Luis Suarez Lépez
Facultad de Ciencias Fisico Matematicas
Benémerita Universidad Auténoma de Puebla

Abril 2015
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo mostraremos algunos conceptos basicos de la topologia general,
la teoria de continuos y sus hiperespacios. En la primera seccién daremos algunos
resultados relacionados con la conexidad y compacidad en espacios métricos, en la
segunda seccién daremos resultados concernientes con la teoria de continuos que
seran de gran utilidad para el desarrollo de nuestro trabajo, para finalmente en la
tercera seccion presentar la teoria béasica de los hiperespacios de espacios topoldgicos.

Notacion

Para un espacio topolégico X y A C B C X. Denotamos por ZB, intg(A)y Frg(A)
la clausura, el interior y la frontera de A en B. En caso de que B = X, simplemente
omitiremos el subindice. Ademds dim(A) denota la dimensién del espacio A, todos
los resultados correspondientes a la teoria de dimension pueden ser consultados en
[7]. Por otro lado, en espacios métricos, diam(A) denota el didmetro de A.

§1 Conceptos de topologia general

En esta seccion recordaremos algunos resultados de la topologia general relacionados
con la conexidad y la compacidad en espacios métricos, asi como la definicién de
componente conexa de un espacio topolégico.

1.1.1 Compacidad

En esta seccion hablaremos de la definicién de compacidad de un espacio topoldgico,
ademas de algunas equivalencias a este concepto.

Sea X un espacio topoldgico. Una coleccién de subconjuntos de X, U, es una cubier-
ta de X si X = [JU. Si ademds cada uno de los elementos de U es un subconjunto
abierto de X, diremos que U es una cubierta abierta de X. Por otro lado, si U
es una cubierta abierta de X y V es una subcoleccion de U, diremos que V es una
subcubierta de X si cumple con ser una cubierta de X.
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Definicién 1.1. Un espacio topologico X es compacto, si toda cubierta abierta
de X tiene una subcubierta finita.

Proposicién 1.2. Sean X un espacio topoldgico compacto y F' un subconjunto no
vacio de X. Si F' es cerrado en X, entonces F' es compacto.

DEMOSTRACION.

Sea 'V una cubierta abierta de F'. Para cada V € 'V, sea Uy un conjunto abierto de
X tal que V.= Uy N F. Entonces U = {Uy : V € V} U (X \ F) es una cubierta
abierta de X. Sea U una subcubierta finita de U. La coleccién {UNF : U € U'} es
una subcubierta finita de V para F. Por esto, F' es compacto. U

Proposicién 1.3. Sean X y Y espacios topolégicos. Si X es compactoy f: X —Y
es una funcion continua y sobreyectiva, entonces Y es compacto.

DEMOSTRACION.

Sea V una cubierta abierta de Y. Entonces U = {f~!(V) : V € V} es una cubierta
abierta de X. Como X es compacto, consideremos U una subcubierta finita de U.
Entonces la familia V' = {V € V: f~1(V) € W'} es una subcubierta finita de V. Se
sigue que Y es compacto. U

Teorema 1.4. a) Sean X un espacio topolégico de Hausdorff y Fy, F» C X subespa-
cios compactos de X . S1 FyNFy, = (), entonces existen subconjuntos abiertos ajenos,
UvyV, tales que Fy CU y Fr, C V.

b) Sea X un espacio topologico reqular. St F C X es cerrado, E C X es compacto
y FNE =, entonces existen abiertos ajenos, U y V', en X, tales que F C U vy
EcCV.

Una prueba del teorema anterior puede ser consultada en [4] pagina 245.

Proposicién 1.5. a) Sean X un espacio topolégico de Hausdorff y F un subespacio
de X. S1 I es compacto en X, entonces F' es cerrado en X.

b) Todo espacio topoldgico de Hausdorff compacto es normal.

¢) Sean X un espacio topoldgico compacto yY un espacio de Hausdorff. Si f : X —
Y es una funcion continua, entonces f es una funcion cerrada.

DEMOSTRACION.

a) Si z € X \ F, entonces, por el Teorema [1.4 para los compactos F} = {z} y
I, = F, existen subconjuntos abiertos ajenos, U y V, en X, tales que F; C U y
F, C V. Entonces z € U C X \ F. De tal manera que F' es cerrado.

b) Sean Fy y F, subconjuntos cerrados ajenos en X. Como X es compacto, tanto
F} como F; son subespacios compactos. Como F) es ajeno de Fy, por el Teorema
inciso a), existen U y V abiertos en X tales que F; C Uy F, C V. Con lo cual



concluimos que X es normal.

c) Si F C X es cerrado, entonces F' es compacto. La funcién f|p : F — f[F] es
continua y sobreyectiva. Siendo F' compacto, tenemos que f[F] es compacto. Pero,
todo subespacio compacto de un espacio de Hausdorff es un subconjunto cerrado.
De aqui que f es cerrada. U

Corolario 1.6. Sean X wun espacio topolégico compacto, Y un espacio de Haus-
dorff y f + X — Y wna funcion continua. St [ es biyectiva, entonces f es un
homeomorfismo.

DEMOSTRACION.
Como f es continua y biyectiva, bastara con probar que f es cerrada. Pero, por la

Proposicion[1.5 inciso c), tenemos lo que se desea. Por esto, f es un homeomorfismo.
]

1.1.2 Conexidad

Definicién 1.7. Dados X un espacio topolégico y Y un subespacio de X, una
separacion de Y es un par A, B de conjuntos no vacios y ajenos cuya union es 'Y
de modo que ANB =0 yANB=10. 5 Ay B forman una separacion, diremos
que estan separados.

Definicién 1.8. Un espacio topolégico X es conexo, si no puede expresarse como
la union de dos de sus subconjuntos abiertos ajenos y no vacios. En caso contrario,
diremos que X es no conexo.

Observacion 1.9. La definicion de conexidad también puede ser dada en términos
de subconjuntos cerrados, ya que si U y V' son abiertos ajenos y no vacios tales que
X =UUV, entonces V es igual al complemento de U, es decir, V es cerrado. De
forma andloga U es cerrado.

Definicién 1.10. Dados X un espacio topologico, U y V' subconjuntos de X, en-
tonces U y V' forman una separacion de X si ambos son abiertos, X = U UV,
UNV=0yU#0#V.

Definicién 1.11. Un subconjunto E de R™ es convexo, si para cualesquiera dos
puntos x yy de E se cumple que el conjunto:

F(z,y)={te+ (1 —t)y: t €[0,1]}

estd contenido en E.

Proposiciéon 1.12. Sean X y Y dos espacios topologicos. Si X es conexo y f :
X =Y es una funcion continua y sobreyectiva, entonces Y es conexo.
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DEMOSTRACION.

Supongamos que Y es no conexo. Entonces existen U y V subconjuntos cerrados
ajenos y no vacfos en Y tales que Y = U U V. Tenemos que X = f~HU)U f~1(V)
y f[7YU)N f7YV) = 0. Ademas, como f es continua y sobreyectiva, f~1(U) y
f~YV), son conjuntos cerrados y no vacios. Por esto, X es no conexo. Lo cual es
una contradicciéon ya que X es conexo. Se concluye que Y es conexo. U

Teorema 1.13. Sea X un espacio topolégico. Entonces las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

a) El espacio X es conezo.

b

) Los tnicos subconjuntos abiertos y cerrados de X son X y ().
¢) Si A es un subconjunto propio X tal que A # ), entonces Fr(A) # ().

d) No eziste funcion continua y sobreyectiva de X en el espacio discreto {0,1}.

DEMOSTRACION.
a) = b) Supongamos que existe A subconjunto propio, no vacio, abierto y cerrado
de X, entonces Ay X \ A forman una separacién de X, es decir, X es no conexo.

b) = ¢) Observemos que siempre se cumple que:

int(A) C A C A =int(A)UFr(A).

Si Fr(A) = 0, entonces A =int(A). De esto que, A es un subconjunto propio, no
vacio, abierto y cerrado en X.

¢) = d)Si f: X — {0,1} es una funcién continua y sobreyectiva, entonces
A = f71({0}) es un subconjunto propio, no vacio de X tal que Fr(A) = 0.

d) = a) Supongamos que X es no conexo. Si A y B forman una separacién de X,
entonces la relacién que asocia a cada x € A con 0 y a cada y € B con 1, es una
funcién continua y sobreyectiva de X en {0,1}. Lo cual es una contradiccién. [

Teorema 1.14. Sean X un espacio topoldgico y A = {B; : j € J} una familia de
subconjuntos conexos de X. Si(\;c; Bj # 0, entonces Ujcs Bj es conexo.

Una prueba de este teorema puede ser consultada en [4] pagina 297.

1.1.3 Limites de sucesiones de conjuntos

En este pequeno apartado daremos algunos resultados acerca de limites de sucesio-
nes de conjuntos en espacios topoldgicos, los cuales usaremos mas adelante.



Definicién 1.15. El limite inferior y el limite superior de una sucesion de

conjuntos, {A,}52,, de un espacio X, denotados por liminf A, y limsup 4,,, res-
n—oo n—00
pectivamente, se definen de la siguiente manera:

a) liminf A,, = {z € X : para cada conjunto abierto U en X que contiene al punto
n—oo
x, existe N € N tal que U N A, # 0, para cada n > N}.

b) limsup A,, = {x € X : para cada conjunto abierto U en X que contiene al punto
n—oo

x, existe un conjunto infinito, J, de N, tal que U N A, # 0, para cada n € J}.

Definicién 1.16. El limite de una sucesion de conjuntos, {A,}2,, en un espacio

X, emiste y es igual al conjunto A siliminf A, = A = limsup A,,. Para indicar esto,
n—r00 n—00

escribimos lim A,, = A.
n—oo

Proposicién 1.17. Sea {A,}5°, una sucesion de conjuntos cerrados y no vacios
en un espacio X, tenemos que:

a) liminf A, C limsup 4,,; y

n—o0 n—oo

b) liminf A, y limsup A,, son conjuntos cerrados en X .
n—o0 n—00

DEMOSTRACION.
a) Sean z € liminf A, y U un conjunto abierto en X que contiene a x. Luego, existe
o0

n—
N € N tal que UN A, # 0, para todo n > N. Considerando J = {n € N:n > N}

tenemos que X € limsup A4,,.
n—oo

b) Veamos que limsup A,, C limsup 4,,.

n—oo n—o0

Sea x € limsup A,, y U un conjunto abierto en X que contiene a z. Se sigue que
n—oo

UN(limsup A,,) # ), de manera que podemos tomar un punto z € UN(limsup 4,,).

n—oo n—0o0

Luego, existe J C N infinito tal que U N A, # 0, para cada n € J. Por esto
x € limsup A,,.

n—oo

De manera andloga se demuestra que liminf A,, es cerrado. U
n—o0

Lema 1.18. Sea {A,}22, es una sucesion en un espacio X. Si {A,}22 es tal que

A, C A,41 para cada n € N, entonces lim A, = U{A” :n € N}.

n—oo

DEMOSTRACION.
Por la Proposicion parte a), basta con probar que:

limsup A,, C U{A" :n €N} C 117{1_1)ngn.

n—oo
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Sea rz € limsup A4, y fijemos un conjunto abierto U en X que contiene a =x.
n—oo

Existe un conjunto infinito J de N tal que U N A,, # (), para cada n € J. Asi,
x € U{A, :n € N}

Dados z € |J{A, : n € N} y U un conjunto abierto en X que contiene a x, tenemos
que U N (J{A, : n € N}) # (). Luego, existe N € N tal que U N Ay # ). Dado que
An C A, para cada n > N, se sigue que U N A, # () para cada n > N. De este

modo, x € liminf A,,.
n—oo

Concluimos que lim A, = U{A" :n € N} O

n—oo

1.1.4 Teorema de Golpes en la Frontera

En esta seccion daremos la definicion de componente conexa ademas de la prueba
del conocido Teorema de Golpes en la frontera.

Definicién 1.19. Una componente conexa de un espacio topologico X es un
subconjunto conexo maximal de X .

Observacién 1.20. Si p € X entonces la union de todos los subconjuntos conexos
de X que contienen a p es la componente de X que contiene al punto p, lo cual
denotamos por K,, y referimos como la componente de p en X. En caso en que no
haya mayor complejidad, haremos referencia a la componente de X solo por K.

Definicién 1.21. Dados X un espacio topolégico y p € X, la quasicomponente
conexa de p en X es la interseccion de todos los subconjuntos abiertos y cerrados
de X que contienen a p y la denotamos por Q).

Lema 1.22. Sea X un espacio topologico. El conjunto de las componentes de X es
una particion de X.

DEMOSTRACION.

Es facil ver que X = |J{K, : p € X}. Ahora, sean p,q € X puntos distintos. Si
K, N K, # 0, entonces K, U K, es un conjunto conexo que contiene a p y a q. Se
sigue que K, UK, C K, y K,UK, C K,. Asi, K,, = K,. Con lo cual concluimos lo
deseado. U

Lema 1.23. Sea X un espacio topoldgico. Para cada p € X tenemos que K, C Q.

DEMOSTRACION.

Fijemos un punto p € X. Consideremos K, y ), la componente y la quasicompo-
nente de p en X, respectivamente. Supongamos que existe x € K, tal que z & Q,.
Entonces existe un conjunto abierto y cerrado en X, el cual denotamos por A, tal
quep € Ay x ¢ A. Tenemos que AN K, es un subconjunto abierto y cerrado de K,
no vacio. Notemos que v € K, y v ¢ AN K, de tal forma que AN K, estd contenido
propiamente en Kj,. Lo cual, por el Teorema[1.13 es una contradiccion ya que K,
es conexo. U



Observaciéon 1.24. La otra inclusion en el Lema|1.25 no se cumple en general, es
decir, no siempre se cumple que, parap € X, @, C K.

Para ello veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.25. Definamos el espacio X de la siguiente manera:

X=(Jr)uipa

neN

Donde L, es el segmento en R* con puntos extremos z, = (0,%), y, = (1,2),
p=(0,0) y ¢ =(1,0).

Para demostrar que Q, = {p,q}. Probaremos lo siguiente:

i) Todo conjunto abierto y cerrado en X que contiene a p también contiene a q.

Consideremos un conjunto abierto y cerrado, A, en X tal quep € A. Como lim z, =
n—oo

p y A es un conjunto abierto, existe N € N tal que, para cada n > N, tenemos que
T, € A. Asi, para todon > N, ANL, # 0, es abierto y cerrado en L,, luego, como
L, es conexo, se sigue que AN L, = L, es decir L,, C A. Se sigue que, para cada
n>N,y, €A. Entonces, como nh_)nolo Yn = q y A es cerrado, se obtiene que q € A.

De esta manera queda probado ).

it) Six € X\ {p,q}, entonces v & Q,.

Sea x como se indica, asi que existe m € N tal que x € L,,. Consideremos r € R
conm < r < m+1, y denotemos A = (R x (—%,1)) N X. Observemos que
A = [-1 YN X. De tal forma que, A es un conjunto abierto y cerrado en X

r’r

que contiene a p y no a x. Se sigue que © & Q,. Asi concluimos i1).

Por otro lado, como K, C Q, y @, es no conexo, tenemos que K, = {p}. De tal
manera que Q, ¢ K,

De esta forma resulta natural el preguntarnos ;Bajo qué condiciones se cumple que
K, = @,? Lo cual nos lleva al siguiente resultado.

Teorema 1.26. Sea X un espacio topologico. Si X es un espacio de Hausdorff
compacto, entonces para cada p € X, K, = Q.

DEMOSTRACION.

Por el Lema tenemos que K, C Q,. Asf que, resta con probar que Q, C K,
para ello probaremos que (), es conexo.

Supongamos lo contrario, es decir, ), es no conexo. Entonces existen, A y B, sub-
conjuntos cerrados, ajenos y no vacios de J,, mas aun cerrados y ajenos en X, tales
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que @, = AU B. Sin pérdida de generalidad, supongamos que p € A. Como X es
de Hausdorff compacto, por la Proposicion tenemos que X es normal. Entonces
existen U y V, subconjuntos abiertos y ajenos en X, tales que A Cc Uy B C V.
Denotemos L = X \ (U U V). Observemos que L N Q, = (), ademds L # ), ya que
de lo contrario X = U UV, por lo que U seria abierto y cerrado en X y p € U, de
tal forma que @, C U, lo que implica que B C U, lo cual es una contradiccion ya
que U y V son ajenos.

Ahora, para cada y € L, tenemos que y ¢ (),,, de tal manera que existe un conjunto
abierto U, en X, tal que p € U, y y € X\ U,,. Luego, L C | J{X\U, : y € L}, donde
U, es como se indicé. Dado que L es compacto existen n € Ny puntos y1, ¥, . - ., Yn,
tales que L C |J;_, (X \ Uy,).

Denotemos por Y =\, U,, y B= X\ Y. Como cada U, es un conjunto abierto
y cerrado en X, y contiene al punto p, tenemos que ), C Y. Observemos que Y es
un conjunto abierto y cerrado en X.

Denotemos C = U NY. Como Y y U son abiertos en X, tenemos que C' es abierto
en X. Veamos que C' también es cerrado en X. Para esto, notemos que L C B y
Y=X\BCX\L=UUV,sesigue que C = (X \V)NY, en consecuencia, C es
cerrado en X. Entonces C es un conjunto cerrado y abierto que contiene al punto
p, por lo que @, C C, es decir, AUB C UNY C U, lo cual contradice el hecho de
que B es un conjunto no vacio contenido en V 'y U NV = (). Lo cual muestra que
@, es conexo. g

Proposicion 1.27. Sean X un espacio topologico y n € N. Entonces X tiene al
menos n. componentes si, y solo si, X posee n subconjuntos cerrados no vacios y
n

ajenos dos a dos, Fy, Es, ..., E,, tales que X = U E;.

DEMOSTRACION.
<] Sean X y Fy, Es, ..., E, como indican las hipdtesis. Consideremos x € X y
J € {1,2, ...,n} tal que z € E;. Si K es una componente de x en X, entonces

K = U (E;NK),y como K es cerrado, E;NK es cerrado para cadai € {1,2,...,n}.

Ademas los E; N K son ajenos dos a dos, ya que los E; lo son.

Por esto K = (E; N K) U E; N K), y estos dos conjuntos son cerrados y
i=1;i#£7

ajenos, luego, por la conexidad de K se sigue que E; N K =0 o U ENK =0,
i=15i
por esto K = E; N K, lo cual indica que K C Ej.



Como E; # () para cada i € {1,2,...,n} y por lo hecho anteriormente, X contiene
al menos n componentes, ya que E; contiene al menos una componente de X para
cada i € {1,2,...,n}.

=] Sea X un espacio topoldgico con al menos n componentes. Mostraremos que X
contiene n conjuntos cerrados y no vacios, ajenos dos a dos, F1, F», ..., E,, tales

que X = LTZJEz

i=1

Veamos la prueba de esto por induccion.

Caso base (n > 1). Tenemos que X tiene por lo menos dos componentes, lo cual in-
dica que X es no conexo. Entonces existe un subconjunto abierto y cerrado, propio
no vacio, Y, de X. Por esto Y y X \ Y son cerrados no vacios y ajenos cuya unién
es X. Por lo que para n = 2, se cumple lo deseado.

Caso general (n = k + 1). Supongamos que se cumple para n = k y veamos que se
cumple paran =k + 1.

Si X tiene al menos k + 1 componentes, en particular tiene méas de k componentes,

y por las hipétesis de induccion, existen k cerrados no vacios y ajenos dos a dos,
k

E,Es, ..., E, en X tales que X = UE’
i=1
Por la demostracion en el sentido inverso, sabemos que cada componente esta conte-
nida en un sélo F;, y dado que X tiene al menos k+ 1 componentes, por el principio
de las casillas existe j € {1,2,...,k}, tal que E; contiene al menos dos componentes
de X. Como todo conexo de X esta contenido en alguna de sus componentes, se
tiene que L es disconexo y tiene al menos dos componentes. Por el caso n = 2
aplicado a F;, tenemos que F; = ;1 U Ejy, E;1 y Ejs cerrados en X. Por esto,
n

X =( U E;) U Ej1 U Ejy, estos son las k + 1 cerrados y no vacios ajenos dos a
i=13i#j

dos. O

Teorema 1.28. Sean X un espacio de Hausdorff compacto, A y B subconjuntos
cerrados de X. Si para cada subconjunto conexo C' de X tenemos que C N A = ()
o C'N B =1, entonces existen conjuntos ajenos y cerrados en X, E y F, tales que
X=FUF, ACEyBCF.

DEMOSTRACION.
Probemos lo siguiente:

i) Para todo = € A, existe un conjunto abierto y cerrado en X, H,, tal que = € H,
y H,N B = .
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Notemos que, dado x € A tenemos que K, N B = (). Luego, por el Teorema [1.26,

Q. N B = (). De la definicién de quasicomponente, se sigue que B C X \ (([{H C

X : H es abierto y cerrado en X con z € H}). De tal forma que B C |J{X \ H : H

es abierto y cerrado en X con x € H}. Como B es cerrado en X, con X compac-

to, tenemos que B es compacto. Asi, existen conjuntos abiertos y cerrados en X,
k

Hi, H,, ..., H; con k €N, tales que continen a x'y B C U(X \ H;).

=1

Es decir, B C X\ ﬂH Denotemos H, ﬂH Observemos que H, es un

conjunto abierto y cerrado en X tal que z € Hm y H, N B = (). De esta manera
queda probado ).

Notemos que A C U{Hx :x € A}, donde cada H, es como en 7). Por la compacidad

de A, exiten xy,2s,...,7,, con m € N tales que A C UH%.. Denotemos E =
j=1

U H, y F =X\ E. Es facil ver que E y I cumplen con lo deseado. U

j=1

Teorema 1.29. (Golpes en la frontera) Sean X un espacio conexo, compacto,
no vacio y de Hausdorff y U un subconjunto abierto, no vacio de X. Si K es una
componente de U, entonces K N Fr(U) # 0.

DEMOSTRACION.

Observemos que si U = X, entonces el resultado se cumple de forma inmediata.
Consideremos U un subconjunto propio de X. Supongamos que K N Fr(U) = (.
Observemos que si C' es un conjunto conexo en U tal que C' N K # (), entonces
C C K, en consecuencia, C' N Fr(U) = (). Se sigue que, para cada conjunto conexo
en U, CNEr(U)=00CnNK = (. Luego, por el Teorema , existen conjuntos
ajenos y cerrados en U, By, By, tales que U = By UEy, K C By y Fr(U) C BE,.

Denotemos F3 = Ey U (X \ U). Veamos que F; y E3 forman una separacién en X.
Para ello, probaremos lo siguiente:

i) X = B, U Es.
En efecto, X =UU(X\U)cUU(X\U)=FEUEU(X\U) = FE,UE; Conlo
cual,X E1UE3.

i1) By y Es3 son cerrados en X.
Observemos que, como E; y 5 son cerrados en U y este a su vez es cerrado en X,
se sigue que E; y Es son cerrados en X. Por otro lado, como U es abierto en X se
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tiene que X \ U es cerrado en X, de tal manera que Fj es cerrado en X.

iii) Fy y E3 son no vacios.
Como K C E; se sigue que E; # (). Por otro lado, como U es abierto propio de X
y X\ U C Fj, tenemos que E3 # ().

i’l)) ElﬂE;),:@.

Notemos que Ey N E3 = EyN[E,U (X \U)] = (E1NE)UEIN(X\U)| =
ExnN(X\U) cUN(X\U) = Fr(U) C Es, es decir, E; N B3 C E,, de donde
E1QE3:®,yaqueE1ﬂE2:®.

Por i), ii), iii) y iv), tenemos que X es no conexo, lo cual es una contradiccién. Por
esto, KN Fr(U) # 0.
U

§2 Continuos

En esta seccién hablaremos de un tipo especial de espacios, los llamados continuos,
los cuales son la piedra angular de nuestro estudio.

1.2.1 Algunos resultados basicos

En este breve espacio, damos algunos resultados que seran de utilidad para probar
resultados con mayor fuerza y que nos serviran en las secciones siguientes. Comen-
zamos dando la definicién de continuo.

Definicién 1.30. Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto y no
vacio.

Definicién 1.31. Dados X un continuo y A un subconjunto de X, A es un sub-
continuo de X, si A es un continuo.

Definicién 1.32. Un continuo es no degenerado si contiene mds de un punto.
En caso contrario, diremos que el continuo es degenerado.

Ejemplo 1.33. Un ejemplo de continuo es el intervalo cerrado [0,1], el cudl es un
congunto conexo ya que los unicos conjuntos conexos en el conjunto de los niumeros
reales, R, son los intervalos. Por el Teorema de Heine - Borel (Vedse Corolario 7.15,
pdgina 250 en [§]) es un conjunto compacto, ademds se sigue de la metrizabilidad
de R que el intervalo es metrizable.

Algunos continuos importantes son aquellos que son homeomorfos al intervalo ce-
rrado [0, 1], el cudl de ahora en adelante denotaremos sélo por I. Por lo que damos
la siguiente definicion.
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Definicién 1.34. Un arco es cualquier espacio topologico X que es homeomorfo
al intervalo I =0, 1].

Definicién 1.35. Una curva cerrada simple es cualquier espacio topologico X
que es homeomorfo a S = {(x,y) € R? : 2% +y* = 1}.

Definicién 1.36. El continuo X es una n-celda si es homeomorfo a I, conn € N.
El siguiente teorema nos permite identificar n—celdas en R” con cierta facilidad.

Teorema 1.37. Todo subconjunto convexo, cerrado, acotado y con interior no vacio
E de R™ es una n—celda.

DEMOSTRACION.
Sea EF C R™ un conjunto convexo, cerrado y acotado. Veamos el caso en que
0 € int(E). Sea r > 0, tal que D! C int(E), donde D} es el disco de radio r
y centro 0 de R™.

Como E es acotado, podemos definir la funcién f: S"~1 — R tal que:

f(v) =sup{e >0:¢cv € E}. (1.1)

Observemos que, para cada v € S"! se satisface que f(v) > ry, como E es cerrado
en R", f(v)v € E. Probaremos que f es continua.

Seav € St y0<d< f(v). Como E es convexo, {tv: 0 <t < f(v)} C E. Luego,
p=(fv) = v e E Si\ =z ue Blp,h) yw= fo)+ L (- flo),
entonces:

2 ) 2 2 )
full = 252050+ u = sl = - pll < LR
Ast, w € D' Como u = f(v)v + %@)(u} — f)v) y 0 < f(v) < 2f(v), se cumple

que u es parte del segmento de linea que une a f(v)v con w. Como E es convexo y
tanto f(v)v como w son elementos de F, tenemos que u € E. Por esto, B(p, A1) C E.

Por otro lado, observemos que ¢ = (f(v) + %)U ¢ FE. Ademads, tenemos que ¢q €
B(f(v)v,0d). Como E es cerrado, existe Ay > 0, tal que B(q, A2) C B(f(v)v,d) \ E.

Sea ¢ = min{ f(v)l_g, ﬂj‘ﬁ} Luego, si u € B(v,e) N S"!, entonces:
) ) ) A1 .
170 = =l = 0) = Pl —vll < (10) = 7y = h - (13)

es decir, (f(v) — $)u € B(p, A1). De forma analoga, podemos demostrar que (f(v)+
%)u € B(p, A\2). Como B(p,\1) C E'y B(p,A\2) N E = (), concluimos que f(v) — g <
fv) < f(v)+3, es decir, que | f(u) — f(v)] < $ < 4. Esto prueba que f es continua.
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Ahora definimos g : E — D" por:

—5—~ siv#DO0;
g(v) = ¢ Fmn 7 (1.4)
0 siv=0.

Es claro que f es continua en todo punto distinto de 0. Para mostrar que g es
continua en 0, sea {v,}>2, una sucesién en F \ {0}, tal que lim, . v, = 0. Lue-
go, f(”z—”) > 1y |lg(vn)| < 7||lvall, para cada n € N. De esta forma, tenemos que
lim,, o g(v,) = 0. Por esto, g es continua.

Ahora, veamos que g es inyectiva. Sean u,v € E con g(v) = g(u). Si u = 0, enton-
ces g(v) = 0y, asi v = 0. De tal forma que, supongamos que u # 0 # v. Luego,

Sl
Fe
f(+%) = f(ﬁ) y u = v. Por esto, g es inyectiva.

[l

u = nu, donde n = e Como 7 > 0, tenemos que ol || = L = = Al

ol nlloll |||

Por tltimo, probemos que g es sobreyectiva. Consideremos w € D". Si w = 0,
entonces ¢(0) = w. Supongamos que w # 0. Luego, si t = f(m), entonces

oo = e = T ¥ f(fiug) = t. Ademds, como [[w]| < 1, tenemos que tl|lw| <ty
como E es convexo, tw = zf||w||”jw"—|| € E. De tal forma que g(tw) = ™ = w. Esto

t
prueba que g es sobreyectiva.

De esta manera, tenemos que g es una biyeccion continua entre el compacto E y el
espacio de Hausdorff S™, concluimos que g es un homeomorfismo y que E es una
n—celda.

Finalmente, mostraremos el caso general. Sea xy € int(E). Notemos que la funcién
h : R™ — R"™ definida por:

h(v) = v — xo, (1.5)

es un homeomorfismo, tal que h(zg) = 0. Mas atun, h(zg) € h(int(E)) C h(E) y
h(int(E)) es abierto en R", es decir, 0 € int(h(FE)). Ademas, dados cualesquiera
u,v € E'ytel0,1], se cumple que:

h(u)+t(h(v)—h(u)) = (u—x¢)+t((v—20)—(u—20)) = u—zo+t(v—u) = h(ut+t(v—u)).
(1.6)
Como F es convexo tenemos que u+t(v—u) € E'y, en consecuencia, h(u)+t(h(v)—
h(u)) € h(E). Esto implica que h(E) es convexo. Aplicando el caso anterior a h(E),
obtenemos que h(C') es una n—celda. Por lo tanto, F es una n—celda. t

Lema 1.38. Sea X un espacio conexo, compacto y de Hausdorff. St A, B son sub-
conjuntos de X mno vacios conexos y cerrados tales que A C B, entonces existe un
subconjunto conexo y cerrado C de X tal que A C C C B.
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DEMOSTRACION.

Elegimos un punto p € B\ A. Como X es un espacio normal, existe un subconjunto
abierto U de B tal que A C U C 7’ cB \ {p}. Sea K la componente de [0 que
contiene a A. Notemos que K es conexo y cerrado en X, consideremos K = C.
Como p & C, tenemos que C' C B. Falta probar que A # C. Consideremos Frg(U).
Como U es abierto en B, tenemos que U N Frg(U) = 0. Ya que A C U, se sigue
que AN Frg(U) = 0. Por el Teorema[1.29, tenemos que C N Frp(U) # 0.

Con lo cual, se concluye que C' # A. O

Corolario 1.39. Sea X un continuo. Si A, B son subcontinuos de X tales que
A C B, entonces existe un subcontinuo C de X tal que A C C' C B.

DEMOSTRACION.
Es un caso particular del Lema [1.38 O

Proposicién 1.40. Sean X un espacio topolégico conexo y C C X conexo tal que
X\ C es no conexo. Si A y B forman una separacion en X \ C, entonces AUC y
BUC son conexos.

DEMOSTRACION.

Supongamos que A U C' es no conexo, es decir, existen F y F' subconjuntos ajenos
cerrados y no vacios de X tales que AUC = EU F.

Entonces, como C' es conexo, tenemos que C' C F o C' C F. Sin pérdida de gene-
ralidad, supongamos que C' C E. Entonces, F C A. Asi FNB =0y BNF = 0.
Luego, X = FU(BUE), con FN(BUE) =10, lo cual contradice el hecho de que
X sea conexo.

Por esto, AU C es conexo.

De forma anéloga se prueba que B U C' es conexo. O

Corolario 1.41. Sean X un continuo y C subcontinuo de X tal que X \ C es no
conexo. Si A y B forman una separacion en X \ C, entonces AUC y BUC son
continuos.

DEMOSTRACION.
Notemos que es un caso particular de la Proposicion [1.40, O

1.2.2 Puntos de Corte

En esta seccién daremos la definicién de punto de corte y algunos resultados (sin
pruebas, pero que pueden ser consultados en [6] paginas 54-57) que serdn utilizados
mas adelante.
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Definicién 1.42. Dados X un espacio topoldgico conexo yp € X, si X \ {p} es
conexo, entonces p serd llamado punto de no corte de X. En caso contrario
diremos que p es un punto de corte de X.

Teorema 1.43. Sea X wun continuo. St X tiene exactamente dos puntos de no
corte, entonces X es homeomorfo a I, es decir, X es un arco.

Una prueba de este teorema puede ser consultada en [6], pagina 54.

Teorema 1.44. Si X es un continuo y X \ {x,y} es no conexo para cada par de
puntos distintos x yy de X, entonces X es una curva cerrada simple.

Una prueba de este teorema puede ser consultada en [6], pagina 55.

1.2.3 Continuos indescomponibles

En esta seccion daremos la definicién de continuo indescomponible, ademés de al-
gunos resultados que seran utilizados mas adelante.

Definicién 1.45. Un continuo X es descomponible si puede ser escrito como
la union de dos de sus subcontinuos propios. En caso contrario diremos que X es
indescomponible.

Definicién 1.46. Un continuo X es hereditariamente descomponible (indescompo-
nible, respectivamente) si cada uno de sus subcontinuos propios, no degenerados, es
descomponible (indescomponible, respectivamente).

Definicién 1.47. Dados X un continuo y p € X, la composante de p en X, se
define de la siguiente forma:

Sy ={{J{Aec(x)\{X}:pe A}

En el caso en que no haya confunsion acerca del continuo que se estd trabajando
escribiremos simplemente X,,.

Observacion 1.48. Dados un continuo X y p € X. Tenemos que Eff ={reX:
eziste A € C(X)\ {X} tal que p,x € A}.

DEMOSTRACION.

Para probar la observacion, veamos las siguientes contenciones.

i) BX C{zr € X : existe A € C(X) \ {X} tal que p,xz € A}.

Sea x un punto en X-*. Entonces existe A € C'(X) \ {X} tal que p,z € A. Se sigue
que z € {z € X :existe A € C(X) \ {X} tal que p,z € A}. De esta forma queda
probado i).
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i) {r € X : existe A € C(X)\ {X} tal que p,z € A} C XY
Sea 2' € {r € X : existe A € C(X)\ {X} tal que p,z € A}, entonces existe
A e C(X)\{X} tal que z',p € A'. Se sigue que 2’ € |J{A € O(X)\{X} :pc A},

. ’ ’ . .
es decir, x € X,. Asi, concluimos 7).

Por i) y ii), concluimos que XX = {z € X : existe A € C(X) \ {X} tal que
p,x € A} O

Observacion 1.49. Sean X un continuo y p,q € X. Si X es indescomponible,
X X _ X _ yvX

entonces ¥t NY3 =0 o ¥ =371

DEMOSTRACION.

Supongamos que Z])f N Zf # (), entonces existe z € Eff N fo , es decir, existen
A, Ay € C(X)\{X} talesquep,x € A,y q,x € A, entonces A,UA, € C(X)\{X},
dado que X es indescomponible. Probaremos lo siguiente:

i) BX CBX.

Sea 2’ € %X, entonces existe B € C(X)\ {X} tal que 2’,p € B. Notemos que
BUA, € C(X)\ {X}, ya que X es indescomponible, y 2 € B U A,. Ademas,
por la misma indescomponibilidad de X y dado que A, € C(X) \ {X}, enton-
ces (BUA,) UA, € C(X)\ {X}, puesto que, A, N A, # 0. Observemos que

¢, € (BU A,) UA,, es decir, r e E;(. De esta forma, queda demostrado ).

i) TX c T
Se prueba de forma similiar a ).

Por i) y i) tenemos que XX = ¥X. O

Proposicion 1.50. Sea X un continuo. Entonces X es descomponible si, y solo si,
existe A € C(X) \ {X} tal que int(A) # 0.

DEMOSTRACION.
=] Dado que X es descomponible, existen A, B € C'(X)\{X} tales que X = AUB,
entonces X \ B # ) y es abierto en X, ademds estd contenido en A. De tal forma

que int(A) # 0.
<] Sea A € C(X)\ {X} tal que int(A) # (). Entonces tenemos los siguientes casos:
i) X \ A es conexo.

Se sigue que X \ A € C(X) \ {X}, entonces, X = AU X \ A, es decir, X es des-
componible.

i) X \ A es no conexo.
Entonces existen D y C' subconjuntos ajenos, cerrados y no vacios tales que X\ A =
DUC. Por el Corolario|1.41, AUD, AUC € C(X)\{X}y (AUD)U(AUC) = X,

es decir, X es descomponible. O
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Corolario 1.51. Sea X un continuo. Entonces X es indescomponible si, y sélo si,
para cada A € C(X)\ {X}, se cumple que int(A) = 0.

DEMOSTRACION.
Este corolario es la forma contrapositiva de la Proposicion [1.50, O

Proposiciéon 1.52. Sea X un continuo. Si X es no degenerado, entonces la com-
posante, Ef, de cualquier p € X es una union numerable de subcontinuos propios
de X los cuales contienen a p.

DEMOSTRACION.
Consideremos una base numerable de abiertos en X \ {p}, digamos B = {U; : U; es
abierto en X y U; # () para cada i € N}. Consideremos K; la componente de p en
X \ U; para cada ¢ € N. Notemos que K; C X \ U; € X, se sigue que K; C X para
cada ¢ € N. Asi, como U; es abierto en X, se tiene que K; € C(X) \ {X} y como
p € K; entonces U K, C Ef.
ieN
Por otro lado, sea = € ¥.¥. Entonces por la Definicion existe A € C(X)\ {X}
tal que p,z € A. Observemos que X \ A es un conjunto abierto de X contenido en
X \ {p}, dado que B es base de X \ {p}, existe j € N tal que U; C X \ A, es decir,
A C X\ Uj. Como K; es la componente de X \ U; que contiene a p, se sigue que
A C Kj. Por esto, x € K, se concluye que Eff C U K;.
ieN
Por lo tanto, ¥, = U K;. O
ieN
Recordemos el siguignte resultado conocido como el Teorema de Baire.

Teorema 1.53. Sea X un espacio de Hausdorff, compacto y sea E = NyUNyU. ..

donde int(N;) = () en X para cada i € N. Entonces X \ E es denso en X.

Una prueba de dicho teorema puede ser consultada en [I0], pagina 9.

Teorema 1.54. Sea X un continuo. Si X es indescomponible y no degenerado,
entonces X tiene una cantidad no numerable de composantes.

DEMOSTRACION.
Sea A la colecciéon de todas las composantes de X. Supongamos que A es numera-
ble. Asi, podemos indexarla con N, es decir, A = {X, : x, € X y n € N}. Tenemos

que X = U Y,

rn€X
Para cada z,, € X con n € N, existe una coleccion numerable de subcontinuos
propios de X los cuales contienen a z,, {E,, , : m € N} tal que ¥, = U E. m

meN
(ver Proposicion|1.59). Se sigue que:
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X=J (U Ewm) = {Bonm:2n€ X yn,meN}.

rn€X meN

Por el Corolario Jint(Ey, m) = 0 para x, € X y n,m € N. Luego por el Teo-
rema[1.58, X \ U{Es,m : n € X y n,m € N} = () es denso en X, lo cual es una

contradiccion.

Por esto, X tiene una cantidad no numerable de composantes. U

1.2.4 Continuos irreducibles

En esta seccion hablaremos de algunos resultados acerca de continuos irreducibles.

Definicién 1.55. Un espacio topologico conexo X es irreducible entre los pun-
tos ay b, cona,be X, si para cualquier subespacio cerrado y conexo A C X, que
contiene a los puntos a y b, se tiene que A = X.

Definicién 1.56. Dados X un continuo, A, B C X ajenos y a,b € X. Entonces
X es irreducible entre A y B, si X es irreducible entre a y b si, y solo si,

{a,b} N (A\ B) # 0 y {a, 0} N (B\ A) #0.

Lema 1.57. Sea X un continuo irreducible entre a y b, con a,b € X. Si C es un
subconjunto conexo de X tal que {a,b} C C, entonces C' es irreducible entre a y b.

DEMOSTRACION.
Si F' C X es conexo tal que a,b € F, entonces F' = X. Mas atn, si F' es cerrado en
C, es decir, FF = FFN (| se sigue que ' = C. U

Lema 1.58. S5t X es un continuo irreducible entre a y b, con a,b € X, entonces
X no puede ser expresado como la union de dos subcontinuos propios, A y B, tales
quea e ANBobe ANB.

DEMOSTRACION.

Notemos que si X = AUB con A, B € C(X)\ {X}, tales que a € AN B, entonces
b€ Aobe B. Sin pérdida de generalidad, supongamos que b € B, entonces a,b €
B, se sigue, por la irreducibilidad de X, que B = X. Lo cual es una contradiccién,
ya que B C X. O

Lema 1.59. Sean X wun continuo irreducible entre a y b, con a,b € X; y C un
subcontinuo de X. Entonces se cumple lo siguiente:

i) Si X \ C' es no conexo, entonces X \ C' es la union de dos subconjuntos abiertos

y conexos, U y V, tales que {a,b} N (U\V) #0 y {a,b} N (V\U) # 0.

i1) Si a € C, entonces X \ C es conexo o sib € C, entonces X \ C es conezo.
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DEMOSTRACION.

Supongamos que X \ C' es no conexo, entonces existen U y V' abiertos no vacios en
X\ C, tales que X \C=UUVyUNV =0.

Luego, por la Proposicion[1.40, tenemos que A =C UU y B = C UV son conexos
en X, se sigue que:

X =AUB,ANB = C con Ay B subconjuntos propios de X. (1.7)
De aqui que, por el Lema , a ¢ Cob¢gC. Porlo que se prueba ii).

Sin pérdida de generalidad, supongamos que a € A. Asi b € B. Entonces b € V. De
manera analoga, a € U.

Finalmente, veamos que U y V son conexos. En efecto, si suponemos que U es no
conexo, entonces existen L y M abiertos ajenos no vacios tales que U = L U M.
Supongamos que a € L. Entonces como X \ C = M U (L UYV), se sigue que
CULUV € C(X)\ {X} que contiene tanto a los puntos a y b. Lo cudl es una
contradiccion ya que X es irreducible entre a y b. Se sigue que U es conexo.

De manera similar se prueba que V' es conexo. De donde obtenemos 1) U

Lema 1.60. Sea X un continuo irreducible entre a y b, con a,b € X. Si A y B son
subcontinuos de X tales que a € A y b € B, entonces el conjunto X \ (AU B) es
conexo.

DEMOSTRACION.

Supongamos que AN B = (), ya que de lo contrario AUB € C(X) y asi X = AUB,
por lo que el lema se cumpliria trivialmente. Notemos que, por el Lema [1.59,
C = X \ A es conexo. Supongamos que C'\ B es no conexo, es decir, existen
U y V abiertos ajenos no vacios tales que C\ B=UUYV.

Por la Proposicion , tenemos que BUU y B UV son conexos, mas atin, BUU
y B UV son conexos. Luego:

X=AUBU[X\A)\B]y AN B =10. (1.8)

Se sigue que AN [(X \ A)\ B] # 0, de aqui que AN (UUV) # ). Tenemos que
ANU#Do ANV £0.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que A N U # (. Luego, AUUUB = X,
de aqui que, (X \ A)\ B C U. De tal manera que V.C C'\ B C (X \ A)\ B,

entonces V C U. Dado que UNV =0 y V es abierto tenemos que V = (). Luego,
X\ (AUB)=C\ B, es decir, es conexo. d
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Teorema 1.61. Sean X un continuo irreducible entre a y b, con a,b € X. Si C es
un subcontinuo de X, entonces int(C) es conezo.

DEMOSTRACION.

Notemos que si C' = X entonces el resultado se obtiene inmediatamente. Conside-
remos C' C X, y por esto al menos uno de los puntos de irreducibilidad estd en
X \ C, digamos a. Entonces tenemos los siguientes casos:

i) X \ C es conexo.

Se sigue que X \ C' es conexo y a € X \ C. Luego, por el Lema it), int(C) =
X\ (X \ C) es conexo.

i1) X \ C es no conexo.

Entonces existen K y K, componentes conexas de X \ C tales que X \C' = K; UK.
Sean, A = K; y B = K, son subcontinuos de X tales que a € A 0 a € B. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que a € A, entonces b € B. Luego, por el
Lema , X\ (AU B) es conexo. Entonces int(C) = X\ (X \C) = X\ K UK, =
X\ (KiUK,) =X\ (AU B). Se sigue que int(C) es conexo. O

Lema 1.62. Sea X un continuo irreducible entre a y b, con a,b € X. Si C' es un
subconjunto cerrado conexo y a € Fr(C), entonces int(C) = (.

DEMOSTRACION.

Por el Lema [1.59, tenemos que X \ C es conexo. Notemos que a € Fr(C) =
CN(X\C), con C'y X\C subcontinuos de X. Ademds, X = CU (X \C) y
C € C(X)\ {X}. Luego, por el Lema , tenemos que X = X \ C. Es decir,

nt(C) =X\ (X\C) =0. O

Teorema 1.63. Sea X un continuo irreducible entre a y b, con a,b € X. Si C es un
conjunto cerrado conezxo y a € C, entonces el conjunto X \ C' es irreducible entre b
yx, conx € Fr(C).

DEMOSTRACION.
Por el Lema , tenemos que X \ C' es conexo, y asi, X \ C' también lo es.

Sea F' C X \ C cerrado y conexo tal que b,z € F, con z € Fr(C). Supongamos
que FF'C X\ C, como z € Fr(C), entonces C UF € C(X) tal que a,b € CUF,
entonces C'U F' = X. Por otro lado, CUF C CU (X \C) = X. Lo cual es una
contradiccién. Se sigue que F'= X \ C. 4

El siguiente lema es importante, pero lo daremos sin prueba, ésta puede ser consul-
tada en [12] pagina 183.
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Lema 1.64. Sea X un continuo. Entonces X es irreducible entre dos puntos a y b
con a,b € X; y hereditarimente descomponible si, y solo si, contiene exactamente
dos subcontinuos separados A y B tales que a € A y b € B.

1.2.5 Algunos ejemplos de continuos tipo Knaster

Un cierto tipo de continuos que sobresalen de los demas son los llamados, Continuos
tipo Knaster, ya que desde la aparicion del primero, alld por 1910 y gracias a L. E.
J. Brouwer, han mostrado tener propiedades interésantes y por tanto han servido
de ejemplo y contraejemplo a muchos de los resultados importantes en la teoria
de continuos. En esta seccién hablaremos de ellos, aunque sin pruebas ya que nos
alejariamos un poco del objetivo de nuestro trabajo.

Definicién 1.65. Una sucesion inversa es una "sucesion doble”, {X,, .}, de
espacios métricos compactos X,, y funciones continuas f, : X,41 — X,, para cada
n € N. Si {X,, [}, es una sucesion inversa, en ocasiones escrito:

X1 %fl X2 %h .o Xn %fn XnJrl Ff"Jrl e

Entonces el limite inverso de {X,, f,}°°,, denotado por im{X,, f,}>°, es el
%

subespacio del producto cartesiano 1152, X, definido por:
Wm{ X, fu}ol, = {(xn)52, € 00, X, fu(@ni1) = @ para cada n € N}.
+—

Definicién 1.66. Un continuo X es un continuo tipo Knaster, si existe una
funcion f:[0,1] — [0,1] abierta y sobreyectiva tal que f no es un homeomorfismo

y X =1m{[0, 1], f}.
F
Un continuo tipo Knaster tiene las siguientes propiedades (véase [11]):

a) Es indescomponible y por tanto irreducible, es decir, no se puede escribir como
la union de dos de sus subcontinuos propios.

b) Es encadenable plano: se puede encajar en el plano y cubrir con cadenas de discos
tan pequenos como se quiera.

¢) Es hereditariamente unicoherente: cualquier subcontinuo es unicoherente, la in-
terseccion no vacia de dos subcontinuos es otro subcontinuo.

d) Tiene dimensién 1.

e) Es arco-continuo: todo subcontinuo propio y no degenerado es un arco.

Ejemplo 1.67. Arcoiris de Knaster. Consideremos R? y Sy la union de todos los
semicirculos en el semiplano superior que unen a los puntos del conjunto de Cantor
(construido en el segmento [0, 1] x {0} ), que son simétricos respecto del punto (1,0).
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Ahora, para cada n € N, sea S, la union de todos los semicirculos en el semiplano

inferior cerrado que unen a los puntos del conjunto de Cantor, que son simétricos

respecto al punto (%, 0).

Figura 1.1: Arcoiris de Knaster.

(o9}

Entonces el conjunto K; = USi es el llamado arcoiris de Knaster, una cons-
=0

truccion formal de dicho continuo puede ser consultada en [10}] pdgina 204.

Veamos el siguiente ejemplo, conocido como segundo ejemplo de Knaster de se-
micirculos.

Ejemplo 1.68. Sea E el conjunto de todos los nimeros del intervalo [0, 1] que pue-
den ser escritos, en base cinco, sin utilizar los digitos 1 ni 3. Dada n > 0, sea E,
el conjunto de puntos de E tales que 5,1% <e< 5% Sea F,, el conjunto de puntos
e tales que 1 — e pertenence a E,,.

Para cada n € N dada, consideremos S, como la union de todos los semicircu-
los en el semiplano inferior que son simétricos respecto del punto (%5*",0) Y que
pasan por los punto de E,. De la misma manera, consideremos S, la union de
todos los semicirculos del plano superior que son simétricos con respecto del punto
(1-— 1—705_”, 0) y que pasan por los puntos de F,.

Entonces el conjunto Ko = U(S;US;[) es llamado el continuo tipo Knaster con
i=1

dos puntos extremos, una construccion de dicho continuo puede ser consultada

en [10] pagina 205.

Si se quiere saber un poco mas sobre continuos tipo Knaster, puede consultar [3].
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Figura 1.2: Knaster con dos puntos extremos.

83 Hiperespacios

Los hiperespacios son ciertas familias de subconjuntos de un espacio topolégico, X,
con alguna caracteristica particular. Los mas conocidos son:

2X = {F C X : F es no vacio y cerrado en X };
C(X)={F € 2% : F es conexo} y para cada n € N,
F.(X)={F € 2% : F tiene a lo mas n elementos};

Cn(X) ={F € 2% : F tiene a lo mds n componentes}.

Observacién 1.69. Por la forma en que se definen C(X), F,(X) y Cn(X) son
subconjuntos de 2%, ademds C,(X) C Cpir(X) y Fo(X) C Fy1(X).

1.3.1 Métrica de Hausdorff

Por la Observacidn[1.69 para dar una métrica a los espacios C(X), F,(X) y C,(X),
bastard con dar una métrica al conjunto 2%. Pero antes veamos algunos conceptos.

Definicién 1.70. Dados X un espacio metrizable con métrica d, F € 2% ye > 0,
se define:

Ny(e, F)={z € X :d(x,F) < e}.
A Ny(e, F) se le conoce como la nube de radio € alrededor de F' en X.

Veamos ahora algunas propiedades importantes de las nubes de conjuntos cerrados,
en espacios métricos compactos.
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Proposicién 1.71. Sean X un espacio métrico compacto, con métrica d, F' € 2%
ye > 0. Se tiene que :

a) Ny(e, F) U B(e, x)
b) N4(9, F) C Ny(e, F) para 6 € (0,¢];

¢) Ny(e, F) = U Na(6, F);

0<d<e

d) Si U es un conjunto abierto en X y F C U, entonces erxiste 6 > 0 tal que
]Vd(éalr) C:l];

e) Si E es un conjunto cerrado, no vacio, en X y FNE =), entonces existe § > 0
tal que Nq(6, F) N Ny(6, E) = 0.

DEMOSTRACION.
a) Consideremos x € Ny(e, F), entonces existe y € F' tal que d(x,y) < ¢, se tiene
que z € B(e,y) C U B(e,y), entonces Ny(e, F') C U B(e, x).

yeF zeF

b) Tomemos 6 € (0,¢], veremos que Ny(d, F') C Ny(e, F'), para ello consideremos
x € Ny(d, F), es decir, d(x, F') < §, entonces existe y € F tal que d(z,y) < J, dado
que 0 < § < ¢, se sique que d(x,y) < €, entonces d(z, F') < &, lo cual implica que
x G.Ah(é,ﬁv.

¢) Por lo realizado en b), se sigue que U Ny(6, F) C Ny(e, F). Asi, bastara con
0<é<e
probar que Ny(e, F') C U Ny(6, F). Para ello, si € Ny(e, F') entonces existe

0<d<e
y € F tal que d(z,y) < &, consideremos § > 0 fijo, tal que d(z,y) < § < €, se sigue

que z € Ng(6,F) C | ) Nu(6,F), es decir, Ny(e, F) € | ] Na(0, F).

0<é<e 0<é<e
d) Notemos que para cada = € F, existe €, > 0 tal que B(z,e,) C U, ya que
F C U, como F es cerrado no vacio en un métrico compacto, se sique que F
es compacto. Ademas B = {B(z,%) : + € F'} es una cubierta abierta para F.

Entonces existen xzq,xs,...,2, € F tales que F' C UB xz, 5 —4). Consideremos

6 = min{3* : i € {1,2,...,n}}. Veamos ahora que Nd(5 F) C U. Para ello, sea
y € Ny(d, F') entonces existe x € F tal que d(x,y) < d y existe un i € {1,...,n}

tal que y € B(x;, E;i ). Luego, como:
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d(z,y) < d(y,z) + d(z, z;) < = + =2

o Ty T e

De aqui que y € B(x;,e,,), vy asi y € U.

e) Como F' y E son compactos ajenos, se tiene que d(F,FE) > 0. Consideremos

o= @ > 0, se probard que Ny(0, F') N Ny(d, E) = 0, para ello supongamos lo

contrario, es decir, existe z € Ny(d, F') N Ny(6, E) entonces existen v € Fyy € E
tales que d(z,x) < y d(z,y) < J, entonces:

d(z,y) < d(z,z) +d(z,y) =0+ =d(F,E).

lo cual es una contradiccion. O

De ahora en adelante escribiremos N (e, F') para hacer referencia a Ny(e, F).
Notacién 1.72. Sean X un espacio métrico compacto. Para cada par de elementos
A, B € 2% definamos el siquiente conjunto:

E(A,B)={¢>0: AC N(,B) y BC N(¢,A)}.

Ya que hemos definido lo que es una nube, definamos ahora la métrica para 2%
conocida como métrica de Hausdorff de la forma siguiente:

Definicién 1.73. Dados X un espacio métrico compacto y A, B € 2%, se define:

H(A, B) = inf E(A, B).

H es llamada la métrica de Hausdorff para 2X.

Algo que debemos verificar es que realmente H es una métrica para 2. Asi, consi-
deremos el siguiente resultado.

Proposicién 1.74. Sean X un espacio métrico compacto y A, B € 2%, se cumple:

a) H(A, B) estd bien definida;
b) H(A,B) > 0;
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c) HA,B) = H(B, A);
d) H(A,B) =0 < A=B;
e) HA,B) < H(A,C)+ H(C, B) (desigualdad del tridngulo).

DEMOSTRACION.

a) Veamos que H(A, B) estd bien definida, es decir, probaremos que E(A, B) # ()
y esta acotado inferiormente. Primero veamos que es no vacio, para ello, note-
mos que d(z,y) < diam(X) + 1 para cualesquiera x,y € X. De estd manera
A C N(diam(X)+1,B) y B C N(diam(X) + 1, A). De tal forma que el niimero
diam(X)+1 € E(A, B) lo cual muestra que le conjunto es no vacio, notemos que el
conjunto es acotado inferiormente por el 0, se sigue que H (A, B) esté bien definida.

b) Como inf F(A, B) > 0, se sigue que H(A, B) > 0.

c¢) Notemos que:

H(A, B) =inf E(A, B) =inf E(B, A) = H(B, A).

d) <] Si A = B, entonces H(A, B) = H(A, A) =inf E(A, A) =inf(0,¢) = 0 para
todo € > 0, por esto H(A, B) = 0.

=] Supongamos que H(A, B) = 0, probaremos que A = B, para ello consideremos
x € Ay e >0 fijos, notemos que H(A, B) =0 < ¢, por lo cual existe § € E(A, B)
tal que § < ¢,y asi A C N (6, B), se sigue que existe y € B tal que d(x,y) < <e,
de aqui que B(e,z) N B # () y por la arbitrariedad de ¢ se sigue que * € B = B es
decir z € B, se concluye que A C B.

De forma similar B C A. Por esto A = B.

e) Por la forma en que definimos H, tenemos que probar que:

inf E(A,C) < inf E(A, B)+ inf E(B,C).

Recordemos que el infimo de una suma de conjuntos es la suma de los infimos de
los conjuntos, por lo que tenemos que probar que:

inf E(A,C) <inf{6+n:0€ E(A,B)yne E(B,C)}.

Para hacer esto, tomemos dos elementos cualesquiera § € F(A, B) y n € E(B,C).
Por definicién , A C N(6,B) y B C N(n,C). Dada = € A, existe y € B tal que
d(z,y) < 0, ademads existe z € C tal que d(y, ¢) < n. Por la desigualdad del tridngu-
lo tenemos que d(z,z) < § + n. Hemos probado que A C N(J + n,C). De forma
andloga se prueba que C' C N(6 + n, A). De tal forma que 6 +n € E(A,C). Y
entonces:
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inf E(A,C) <{d+n.

Por esto tenemos que inf F(A,C) es una cota inferior del conjunto {§ +7n : 0 €
E(A,B)yn € E(B,C)} y, por tanto inf F(A,C) <inf {§+n:0 € E(A,B)y
ne E(B,C)}. O

Lema 1.75. Sean X un espacio métrico compacto, A, B € 2% y e > 0. Entonces
H(A,B) <¢€ si, y sélo si, AC N(e,B) y BC N(g,A).

DEMOSTRACION.

=] Supongamos que H(A, B) < e. Luego, existe § € E(A, B) tal que § < e.Por
la Proposicidn [1.71] se tiene que N(§,A) C N(g,A) y N(,B) C N(e, B). Se sigue
que € € E(A, B), de tal forma que A C N(¢,B) y B C N(¢g, A).

<] Reciprocamente, si A C N(g,B) y B C N(g,A) entonces tenemos que A C

U N(4, B). Dado que A es compacto existen dy, o, . . ., 0, tales que A C U N(6;, B).
i=1

0<o<e

Sea a = max {d1, 92, ..., 0, }. Luego, N(0;, B) C N(a, B) paratodoi € {1,2,...,n}.
De tal forma que U N(d;, B) C N(a, B). Luego, A C N(«a, B). De forma andloga,

=1
como B C N(g, A), existe y < 0 tal que v > ey B C N(v, A).

Sea = méax{a,y}. Tenemos que § < e, A C N(B,B)y B C N(B,A). Asi €
E(A, B), se sigue que H(A, B) < § < ¢e. Por esto H(A, B) < . O

Notacion 1.76. Sean X un espacio métrico compacto y A C X. Definimos las
siguientes subcolecciones del hiperespacio 2% :

I'(A)={Be2X:BcCA};
AMA)={Be2X:BNA#0}y
P(A)={Be€2¥:AC B}.

Proposicién 1.77. Sean X un espacio métrico compacto y A C X. Entonces se

tiene que:
a) Si A es abierto en X, entonces T'(A) y A(A) son abiertos en 2%.
b) Si A es cerrado en X, entonces I'(A), A(A) y ®(A) son cerrados en 2%

DEMOSTRACION.

a) Sea A C X abierto, veamos que I'(A) es abierto en 2¥. Sea B € T'(A). Entonces
B € 2X y B C A. Puesto que A es abierto en X, se tiene que existe ¢ > 0 tal que
B C N(g,B) C A. Denotemos por B(B,¢) = {C € 2% : H(C,B) < &}.Veamos
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que B(B,e) C I'(A). Sea C' € B(B,¢). Entonces H(C, B) < €. Luego por el Lema
[1.75, C € N(e,B) y como N(g, B) C A, se sigue que C C A. Asi C' € I'(4). Luego
C T'(A). Por esto, para cada B € T'(A), es decir, ['(4) es abierto en 2%.

Ahora veamos que A(A) es abierto en 2X. Sea B € A(A). Entonces B € 2X y
BNA # (). Seax € BNA. Como A es abierto en X, existe ¢ > 0 tal que B(x,¢) C A.
Veamos que B(B,e) C A(A). Sea C € B(B,¢). Entonces H(B,C) < . Luego, por
el Lema , B C N(g,C). Puesto que = € B, existe y € C tal que d(z,y) < €, es
decir, y € B(x,¢). Asi y € A. Luego y € C'N A de manera que C'N A # (). De aqui,
C € A(A). Asi B(B, ) C A(A), es decir, A(A) es abierto en 2.

b) Sea A C X cerrado. Para probar que I'(A) es cerrado basta con probar que
I'(A) C T'(A). Sea B € I'(A) y supongamos que B ¢ I'(A). Tomemos y € B\ A. Co-
mo A es compacto en X y y € A, se tiene que d(A,y) > 0. Sea ¢ = d(A,y). Puesto
que B € T(A), se sigue que B(B, ) NT(A) # (). Tomemos E € (B,e) NT(A), de tal
forma que H(B,F) < ey E C A. Luego, por el Lema , BCN(,E)yECA
como y € B, existe z € F tal que d(y, z) < . Puesto que £ C A, z € A.

Asi, d(y, A) < d(y, z). De tal forma que d(y, A) < € lo cual es una contradiccién.

Se sigue que B € I'(A). Concluimos que I'(A) C I'(A). Por esto I'(A) es cerrado en
2X.

Por otro lado, si A es cerrado en X, entonces X \ A es abierto en X. Por la

primera parte de este lema, se tiene que I'(X \ A) es abierto en 2%. Dado que
2X = A(A)UT(X\A) y A(A)NT(X \ A) = 0. Se sigue que A(A) es cerrado en 2.

Ahora veamos que ®(A) es cerrado en 2¥. Sea B € ®(A) y supongamos que B &
®(A). Entonces A ¢ B. Sea x € A\ B. Notemos que d(B,z) > 0. Sea ¢ = d(B, x).
Puesto que B € ®(A), se tiene que ®(A) N B(B,e) # 0. Tomemos E € ®(A) tal
que H(B,E) < e. Como x € Ay E € ®(A), existe y € B tal que d(z,y) < ¢
Puesto que d(z, B) < d(z,y) se sigue ¢ < ¢, lo cual es una contradiccién, por esto
B € ®(A). Ast ®(A) € ®(A). Con lo cual concluimos que ®(A) es cerrado en 2¥.
U

1.3.2 Topologia de Vietoris

En esta seccién exponemos el concepto de topologia de Vietoris para la familia de
subconjuntos cerrados, no vacios, de un espacio topolégico. Pero antes demos un
poco de notacion.

Notacién 1.78. Sean X un espacio métrico compacto no vacio, n € N y Uy, Us,,

., U, subconjuntos de X. Definimos la siquiente coleccién de subconjuntos de 2% :

<U1,U2,...,Un>:{A€2X:ACUUi y ANU; # 0, para todo i € {1,2,...,n}}.

i=1
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Lema 1.79. Sean X un espacio métrico compacto, n € N y Uy, Us, ..., U, subcon-
jJuntos de X . Entonces se cumple lo siguiente:

a) (Uy,Us, ..., Uy,) = F(U U;) ﬂ(ﬂ AU,

b) Para cada subconjunto A de X, T'(A) = (A);
¢) Para cada subconjunto A de X, A(A) = (X, A).

DEMOSTRACION. .
a) Notemos que (Uy,Us,...,U,) ={A€2¥: AC UUZ}ﬂ{A €2¥ANU #0

=1

para cada i € {1,2,...,n}} =I'( U ﬂ m A(U;)). Se conluye lo deseado.

b) Sea A C X. Observemos que, por la Notaczon g (A) ={Be2X¥:BC A} =
I'(A).

¢) De forma similar a b). Sea A C X, por la Notacidn[1.78, tenemos que (X, A) =

{Be2X:BC XyBnA#0D}=AA). O

Lema 1.80. Sean X wun espacio métrico compacto, m,n € N, Uy, Us,... .U, vy

Vi, Vo, ..., Vi, subconjuntos de X. Si U = UUi yV = UV}, entonces (Uy, Us,
i=1 j=1

SUNNVL, Voo V) = (VUL VU, ..., VU, UNVL,UNV,, ..., UNV,).

DEMOSTRACION.
C] Sea A € (Uy,Us,...,Up) N (V4,Va,..., V), por el Lema tenemos que

(Ur, Uz, ... Un) 0 (Vi, Vo, Vi) = T(U) 0 ((VAWU) N T(V) N () AV;). Asi,

A cCcUNV. Ademés:

Unv =(UnNV)u(VnU) = UmUv ﬂ(VﬂOUi):(J(UﬁVj)UO(VﬂUi).

Por otro lado, como A NU; # 0, para cada i € {1,2,...,n} y A C V, observamos
que AN(VNU;) # 0 para cada i € {1,2,...,n}. De forma similar, AN (UNV;) # 0,
para cada j € {1,2,...,m}. De manera que A € (V NU,VNU,...,.VNU,UN
Vi, UNVo, ..., UNV,).

D] Sea A e (VNU,VNUy...,VNU, UNV,,UNVs,...,UNV,). Entonces
AcCcUNV.Esdeciry, ACUyACV.Ast Ae'(U) y Ae'(V). Por otra parte,
como AN(UNV;)=ANV; # 0, para cada j € {1,2,...,m}, tenemos que A €
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m A(V;). De forma andloga, A € ﬂ A(U;). Concluimos que, A € (Uy,Us, ..., U,)N
j=1 i=1

V1, Va, oo, Vi), O

Teorema 1.81. Sean X un espacio métrico compacto y B = {(Uy,Us,...,U,) :
n € N y U; es abierto para cada i € {1,2,...,n}}. Entonces B es base para una
topologia del hiperespacio 2°X.

DEMOSTRACION.
Primero veamos que 2% = JB. Notemos que (X) = {A € 2¥ : A C X} = 2%,
Asi 2% € B. De tal forma que, 2% C |JB. Luego, 2* = |JB.

Falta probar que para cada par de elementos, (Uy,Us, ..., U,) v (V4,Va, ..., V), de
B tales que A € (Uy,Us, ..., U,) N (V1, Vo, ..., V) existe (W, Ws, ..., W,) € B tal
que A € (Wi, Wa, ..., W,y C (Uy,Us,...,U,) N (V1, Vo, ..., V). Pero por el Lema
basta con considerar (Wi, Wo, ... ., W) = (Uy,Us, ..., U,) N {(V1, Vo, ..., V).

Por esto, B es base. Il

Nota 1.82. La topologia generada por B, denotada por Ty, es conocida como to-
pologia de Vietoris.

Teorema 1.83. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces el conjunto & =
{T'(A) : A es abierto en X} U{A(A) : A es abierto en X} es una subbase para la
topologia de Vietoris.

DEMOSTRACION.
Denotemos por 8" = {NW : W es un subconjunto finito de 8}. Para ver que 8 es
una subbase para la topologia de Vietoris, basta con probar que 8 = B. Para ello:

C] Sea V € 8, entonces V =T'(A) o V = A(A) para alglin A subconjunto abierto
de X, es decir, V = (A) o V = (X, A), de cualquier forma V' € B. Ademés por
el Lema|[1.80, sabemos que B es cerrado bajo intersecciones finitas, de manera que
VeByasi8 C B.

D] Sea A € B. Luego, sean Uy, Us,...,U, subconjuntos abiertos de X tales que

n

A = (Uy,Us,...,U,) vy pongamos W = UUZ" Notemos que, por el Lema |1.79,

i=1

A= (U,U,,...,U,) =T(W) ﬂ(ﬂ A(A;)). Es decir, A es la interseccién finita de
i=1

clementos de 8. Asi, A € 8'. Se sigue que, B C §'.

Concluimos que 8’ = B. O
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Teorema 1.84. Sea X un espacio métrico compacto. En el hiperespacio 2% la
topologia de Vietoris y la topologia inducida por la métrica de Hausdorff coinciden.

DEMOSTRACION.
Denotamos por 7y a la topologia inducida por la métrica de Hausdorff. Probaremos
que 1y = 7. Para ello, hagamos lo siguiente:

Ty C Ty|. Bastard con demostrar que la subbase de la topologia 7y estd contenida
en 7. Para esto consideramos A C X abierto fijo. Demostraremos que I'(A4) y A(A)
son elementos de 7.

Si A= X, entonces I'(A) = A(A) = 2% y, si A=), entonces I'(A) = A(A) = (). De
tal forma que I'(A), A(A) € 7y si A =X o A= 10. En lo que sigue, suponemos que
A+# Xy A#(. Fijemos B € I'(A) y denotemos ¢ = d(B, X \ A). Dado que By
X \ A son compactos ajenos se tiene que € > 0. Veremos que:

i) B(B,e) C I'(A). En consecuencia, I'(A) € 7y.

Sea C' € B(B,¢) y supongamos que existe z € C'N (X \ A). Por el Teorema
se tiene que C' C N(g, B), lo que implica que existe y € B tal que d(y, z) < €. Se
sigue que d(B, X \ A) < d(y,z) < e =d(B,X \ A), lo cual es una contradiccién.
Esto prueba que C'N (X \ A) = 0, es decir, C' C A. Por lo tanto C' € T'(A). Lo cual
prueba lo deseado en 7).

Ahora fijemos B € A(A) y un punto p € AN B. Pongamos ¢ = d(p, X \ A). Es claro
que € > 0. Probaremos que:

ii) B(B,e) C A(A). En consecuencia, A(A) € 7q.

En efecto, sea C' € B(B,¢) y supongamos que C' C (X \ A). Por el Teorema se
tiene que B C N (e, (). En consecuencia existe z € C' tal que d(p, z) < €. Se sigue
que d(p, X \ A) < d(p,z) <e=d(p,X \ A), es decir, C N A # (). De esta manera se
demuestra lo indicado en 7).

De i) y ii) se obtiene que 17 C Tg.
T C V] Para probar esto, fijamos D € 2% y & > (. Probaremos que:

iii) B(D,¢€) € Ty. En consecuencia, 7y C Ty .
5
Como D es compactoy D C U By, 5), existenn € Ny y,9s,...,y, € D tales que
yeD

D C U By, %) Denotemos por U; = B(y;, §) para cadai € {1,2,...,n}. Observe-
i=1

mos qﬂe (Uy,Us,...,U,) es un elemento de la topologia 7y y D € (Uy,Us, ..., U,).
Veamos que:
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i) (U, Us, ..., U,) C B(D,e).
Tomemos C' € (U, Us,...,U,). Se tiene que C' C UUi' Ast, C C UB(yi,g) C
i=1

i=1
N(%,D) C N(s, D).

Por otra parte, si y € D existe i € {1,2,...,n} tal que y € U;. Como C €
(Uy,Us, ..., Uy,), se tiene que C NU; # (. Fijemos z € CNU;. Asi, y,z € U,

Luego, d(y,z) < d(y,yi) +d(yi,2) < 5+ 5 = €. Por lo tanto, D C N(g,C).

Hemos demostrado que D C N(g,C') y C C N(e, D). Del Teorema[1.75, se obtiene
que H(C, D) < g, es decir, C' € B(D, ¢). Esto demuestra lo que se indica en iv), lo
cual a su vez demuestra lo que se afirma en ).

Con todo esto, la prueba de que 7y = 7 esta completa. O

1.3.3 Convergencia de sucesiones en hiperespacios

Dado que los hiperespacios son espacios métricos, la definicién de sucesién y el
criterio de convergencia de sucesiones, es el mismo que conocemos en cualquier
espacio métrico.

Lema 1.85. Sea X un continuo. Consideramos {A,}5°, y {B,}22, sucesiones de
elementos de 2% tales que lim A, = A y lim B, = B, donde A, B € 2*. Entonces
n—oo

n—oo
se cumple lo siguiente:

a) St A, C By, para cada n € N, entonces A C B;
b) lim (A, UB,) =AU B;
n—oo
¢) Si A, N B, # 0 para cadan € N, entonces AN B # 0);
d) No siempre se cumple que lim (A, N B,) = AN B.
n—oo

DEMOSTRACION.
a) Sea x € A. Demostraremos que z € B. Dado que B es cerrado, bastard con
probar que x € B. Sea ¢ > 0, como lim A, = A, existe N; € N tal que para cada

n—o0

n > Ni, H(A,, A) < 5. De forma andloga, como lim B, = B, existe N, € N tal

n—oo

que para cada n > Np, H(B,,B) < 5. Sea N = méax{N;, N»}. Luego, para cada
n>N, HA,, A) < 5y H(B,, B) < §. Asi, por el Lema, para cada n > N,
ACN(5,A,) y BCN(5,Bn).

Ahora, fijemos m € N tal que m > N. Puesto que = € A, existe y € A,, tal que
d(z,y) < 5. Por hipétesis se tiene que A,, C By, asi y € B,,. Luego, existe z € B
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tal que d(y, z) < 5. Entonces:

d(z,z) <d(z,y)+d(y, z) < =e.

NG
2
B(z,e) N B # (. Se sigue que

o N ™

De tal forma que z € B(z,¢) N B. En consecuenci
x € B, de tal forma que A C B.

b) Sea € > 0. Probaremos que existe N € N tal que, para cadan > N, A, U B, €
B(AUB,¢).

Como lim A, = A, existe N; € N tal que, para cada n € N con n > Ny,

n—oo

H(A,,A) < . De forma similar, dado que lim B, = B, existe Ny € N tal que,

n—oo

para cdan € N con n > Ny, H(B,, B) < c. Sea N = max{Ny, No}. Se sigue que,
para cadan > N, H(A,,A) < ey H(B,, B) < e. Luego, por el Lema |1.75 para
cadan € Nconn > N, A C N(g,A,) y B C N(e, B,). De manera que , para
cadan> N, AUB C N(¢,A,)UN(e,B,) y A,UB, C N(e, A) U N(g, B). Luego,
por la Proposicion m, para cada N € Nconn > N, AUB C N(¢,A,UB,)y
A,UB, C N(e, AU B). Se sigue que, para cadan > N, H(A, U B,,AUB) < «.
Por esto, para cadan > N, A,UB, € B(AUB,¢). De aqui, Jin;o(AnUBn) = AUB.

¢) Supongamos que A N B = . Por la Proposicidon [1.71, existe ¢ > 0 tal que
N(e,A)NN(e,B) =0.

Por otro lado, como lim A, = Ay lim B, = B, existen N;, N, € N tales

n—oo n—oo

que, para cada n € N con n > N;, H(A,,A) < ¢ y para cada n € N con
n > Ny, H(B,,B) < . Sea N = méax{N;, No}. Se sigue que, para cada n > N,
H(A,,A) < ey H(B,,B) < . De tal forma que, por el Lema , para cada
n>N,A,CN(,A)y B, C N(g,B).

Fijemos m € N tal que m > N Por hipétesis, tenemos que A,, N B,, # 0.
Sea x,, € A, N B, entonces z,, € N(¢,A) y x,, € N(e, B), de manera que
xm € N(g,A)N N(e, B), es decir, N(g, A) N N(g, B) # 0. Esta contradiccién mues-
tra que AN B # .

d) Consideramos el espacio X = [0,1] x [0,1]. Para cada n € N, sean A, =
5 U x {5} P = (1,3), @& = (0,;35) ¥ B = Dun, donde Pq, es el segmento

de linea que une a los puntos p, ¥ ¢x.

Observemos que {A4,}°, v {B,}°°, son sucesiones de elementos de 2% tales que
lim A, = Ay lim B, = B, donde A = [%,1] x {0}, B = [0,1] x {0}. Luego

29
n—00 n—00 2

ANB=[3,1] x {0}.
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Por otro lado, para cadan € N, A, N B,, = {p,}. Asi, lim(A,, N B,,) = {po}, donde
po es el punto (1,0). Por lo tanto, lim (4, N B,) # AN B. O
n—oo

Lema 1.86. Sea X un continuo. Si {A,}°, es una sucesion de elementos de 2%
tales que A, .1 C A,, para cada n € N, entonces lim A, = ﬂ{An :n € N}

n—oo
DEMOSTRACION.
Sea A = ({A, : n € N}. Veamos que A € 2. En efecto, A es cerrado por ser
interseccién de cerrados. Si A = (), entonces X = [J{X \ 4, : n € N}. Luego existe
m € Ntal que X = [ J{X\A,, ;i €{1,2,....m}} = X\({A,, :i € {1,2,...,m}}.
Observemos que n; < ng < ... < n,,. Asf, X = X'\ A,,,, Entonces A,, =0, lo cual
es una contradiccién. Por esto, A # ().

Veamos ahora que lim A, = A. Seae > 0. Para cadan € N, sea B,, = A, \N(g, A).

n—oo

Recordemos que N (e, A) es abierto en X (por el Lemall.71) y, como B, = A,N(X\
A), se tiene que cada B, es cerrado en X. Ademas, puesto que A, ;1 C A,, se sigue
que A, 1N(X\A) C A,N(X\A). Asi, B,;+1 C By, para cadan € N. Por lo tanto, te-
nemos una sucesiéon de compactos, { B, }°°,, tales que B, ;1 C B, para cadan € N.

Ahora, si B, # () para cada n € N, entonces (\{B,, : n € N} # (). Pero (\{B,, : n €
N} = ({4, \ N(c,A) :n e N} = ({4, :n e N} \ N(g,A) = A\ N(g,A) = 0.
Por lo tanto, existe N € N tal que By = 0. Es decir, Ay \ N(g,A) = 0, asf,
An C N(g, A). Puesto que A, C A, para cada n € N, tenemos que, para cada
n> N, A, C N(g,A). Ademas, A C A, C N(e, A,), para cada n > N. Luego,
por el Lema se sigue que H(A,,A) < ¢, para cada n > N. De manera que,
lim A, = A. O

n—oo

1.3.4 Funciones de Whitney

Uno de los resultados fundamentales en la teoria de los hiperespacios es el que,
dado un continuo X, garantiza la existencia de funciones de Whitney en 2%. En
esta seccion daremos una prueba de la existencia de dichas funciones.

Definicién 1.87. Una funcién de Whitney es una funcion continua p : 2% —
[0,00) que satisface las siguientes condiciones:

a) p({p}) =0 para cada p € X;
b) u(A) < u(B) siempre que A, B € 2% tales que A C B.

Nota 1.88. Cuando se hable de una funcion de Whitney para C(X), sdlo haremos
referencia a una funcion continua de C'(X) en [0,00) que satisface las condiciones

a) yb). Entonces la restriccion de cada funcion de Whitney a C(X) es una funcion
de Whitney para C(X).
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Lema 1.89. Si X es un continuo, entonces la funcién diam : 2% — [0, 00) definida
por diam(A) = sup{d(a,b) : a,b € A}, para cada A € 2%, es continua.

DEMOSTRACION.

Sea ¢ > 0y A, B € 2¥. Denotemos por § = 5 > 0. Si H(A, B) < 4, entonces por
el Lema se tiene que A C N(§, B). Como A es compacto, existen x1,x9 € A
tales que diam(A) = d(z1,x9). Luego existen y;,y2 € B tal que d(z1,y1) < d y
d(xs,y2) < d. Por la desigualdad triangular tenemos que:

diam(A) = d(z1,22) < d(z1,y1) + d(y1,22) < 0 + d(y1,22) <
d+ d(y1,y2) + d(y2, x2) < d(y1,42) +0 +6 = d(y1,y2) + €

Asi, diam(A) < diam(B) + €. En consecuencia, diam(A) — diam(B) < e. De forma
andloga , se tiene que —e < diam(A)—diam(B). Por esto, |diam(A)—diam(B)| < e.
De aqui que la funciéon diam es uniformemente continua. De tal manera que diam
es continua. U

Teorema 1.90. Para cualquier continuo, X, existe una funcion de Whitney
w25 —[0,00).

DEMOSTRACION.

Sea X un continuoy Z = {21, 23, . . .} un subconjunto denso y numerable de X . Para
cada n € N, consideramos la funcién f,, : X — [0, 1] definida por f,(x) = m,
para cada x € X. Notemos que, para cada n € N, f,, es continua.

Mas adelante, en el Teorema |1.96, probaremos que, si f : X — Y es continua,
entonces 2/ : 2% — 2V definida por 2/(A) = f(A), para cada A € 2%, es continua.
Por lo tanto, para cada n € N, 2/» : 2X¥ — 2001 5 continua. Por otro lado, por el
Lema[1.89, la funcién diam : 201 — [0, 1] es continua.

Para cada n € N, denotamos por ju, = diam o 2/» : 2% — [0,1]. Se sique que, para
cada n € N, pu, es continua por ser composicién de funciones continuas.

Notemos que, para cada n € N y para cada A € 2%, “’;—Ef‘) < Qin Como la sucesion

{5122, es convergente, por el criterio M de Weierstrass ([13], pagina 153), la fun-

cién p : 2% — [0, 1] definida como p(A) = Z;‘le“g—(,f‘), para cada A € 2%, es continua.

Veamos que p : 2% — [0, 1] es de Whitney. Por lo tanto, probaremos que:

i) Para cada x € X, p({z}) = 0.

Como p({z}) = xoo , dam/n@)})

S =0, con lo cual se concluye 7).

i) Sean A, B € 2% tales que A C B, entonces u(A) < u(B).
Como A C B, para cada n € N, f,(A) C f,.(B), de manera que 1, (A) < p,(B).
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Por lo tanto, para probar que p(A) < u(B), bastara con probar:
iii) Existe i € N tal que p;(A) < pi(B).

Sea y € B\ A. Notemos que d(A,y) > 0. Sea r = @ > 0. Como Z es den-

so en X, sea z; € Z tal que d(y,z) < r. Entonces d(y,z;) + 1 < r + 1, luego

:11 < m = fi(y). Como d(A,y) > r, fi(x) = m < l—ir, para cada
x € A. Asi, sup f;(A) < ﬁ, luego sup fi(A) < fi(y). Puesto que y € B, se sigue

que sup fi(A) < sup f;(B). Dado que A C B, diam(f;(A)) < diam(f;(B), es decir,
wi(A) < p;(B), para algin i € N.
Esto prueba iii). por lo tanto, u(A) < u(B).

De i) y ii), se sigue que u es una funcién de Whitney en 2. O

Lema 1.91. Sv X es un continuo, A, B subcontinuos de X tales que A C B,
p o C(X) — [0,1] una funcion de Whitney y t € [u(A), u(B)], entonces existe
CeC(X) tal que ACC C B ypu(C) =t.

DEMOSTRACION.

Sea U = p~([t,1])N{D € C(X) : A C D C B}. Notemos que, por la Proposicién
[1.77, U es cerrado por ser interseccién de cerrados, y por esto, compacto, ademds
es diferente del vacio ya que B € U. De manera que p alcanza su minimo en U, es
decir, existe £ € U tal que u(E) < (D) para toda D € U.

Ahora, pongamos V = p~1([0,¢]) N {D € C(X) : A C D C E}. Por la Proposicion
[1.77, tenemos que V es compacto y como A € V, V # (), de tal forma que u al-
canza su maximo en V, es decir, existe F' € V tal que u(D) < p(F) paracada D € V.

Si ocurriera que p(FE) =t o pu(F) = t, ya podriamos proponer el conjunto C'. Por
esto, supongamos que pu(F) <t < pu(F). Como F' C FE, tenemos que F' C E. Luego,
por el Corolario [1.39, existe G € C(X) tal que A C F C G C E C B. Entonces
w(F) < p(G) < p(E). Sit < u(G), entonces G € U y su valor bajo u es menor que
el de E, lo cual contradice la eleccién de E. Si por el contrario u(G) < t, entonces
G €V y su valor bajo p es mayor que el de F', lo cual contradice la eleccién de F'.
De aqui que u(E) =t o pu(F) =t. Con lo cual se concluye lo deseado. O

1.3.5 Arcos ordenados

Una herramienta extremadamente 1til en el estudio de la estructura topolédgica
de los hiperespacios es el concepto de arco ordenado. Dado un continuo X, es de
nuestro interés garantizar la existencia de los arcos ordenados en C'(X). En esta
seccion daremos una prueba de la existencia de dichos arcos.

Definiciéon 1.92. Dados X un continuo, A, B € C(X) con A C B, una funcion
continua « : [0,1] — C(X) es un arco ordenado de A a B en C(X), si
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a) a(0) = A;
B

c) a(s) C a(t) cuando 0 < s <t < 1.

Teorema 1.93. Sea X un continuo. Dados A, B € C(X) con A C B, existe un
arco ordenado de A a B en C(X).

DEMOSTRACION.
Fijemos una funcién de Whitney, u : C(X) — [0,1]. Sea {r1,rs,...} una numera-
cién del conjunto {u(A), u(B)}U ((u(A), u(B))NQ), donde r; = p(A) y o = u(B).

Construiremos una sucesiéon {4, }5°, con la propiedad de que si r,, < r,,, entonces
A, C Ay (Ay,) = roy, para cada m € N.

(Caso base) Consideremos A; = Ay As = B. Por el Lema existe Az € C(X)
tal que Ay C A3 C Ay y p(Asz) = 3.

(Caso hipotético) Supongamos que se han construido continuos A, A, ..., Ay de
C(X), tales que sin,m € {1,2,...,k} y r, < ry, entonces A, C Ay, v u(Apm) = 7.

Denotemos r; = max{r, € {r,re, ..., 7%} 1 7 < Tpp1}yr; =min{r, € {ri,ro, ..., 7%} :
Tk+1 < Ty }. Observemos que r; < 1441 < ;. Por el Lema existe Ag11 € C(X),
tal que A; C Api1 CA; y p(Ags1) = ot

Notemos que u(A,,) = r,, para cada m € {1,2,...,k + 1}. Por otra parte, si
n,mée{1,2,...,k+1} y r, <1y, consideremos los siguientes casos:

i) Sin # k+1 # m, en este caso, por hipdtesis de induccién, tenemos que A,, C A,,.

ii) Sin = k+ 1, tenemos que 7, < r; < 7y, por lo cual 4, C A; C A,,. Asi,
A, C A,

iii) Sim = k+1, tenemos que r,, < r; < 1y, por lo cual A, C A; C A,,. De aqui que
A, C A,
Con esto terminamos la construccién inductiva de la sucesién {4,,}5°,, con la pro-

piedad de que si r, < rp,, entonces A, C A, y u(A,) = rm, para cada m € N.

Ahora, sea A = {Ay, Ay, ...}. Probaremos que la funcién ulg : A — [r1,72] es un
homeomorfismo.

Notemos que A es compacto y que |4 es continua. Veamos que p|4 es sobreyectiva,
para ello, probaremos que p(A) = [ry,2].
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Es claro que pu(A) C [rq, ], de tal forma que bastara con probar que [rq, 73] C p(A),

notemos que ((u(A), u(B)) NQ) = [r1,m2] y que ((u(A), u(B))NQ) C u(A) =
w(A), se sigue que pu(A) = [r1,rs], es decir, ul4 es sobreyectiva.

Ahora, probaremos que u|4 es inyectiva.

Para ello, sean C, D € A tales que C' # D. Entonces existen dos sucesiones {ny}7° ,
y {mi}32, de nimeros naturales tales que lim A,, = C'y lim A,,, = D. Veamos
que: k—o00 k—00

iv) Para cualesquiera C;D € A, C C Do D C C.

Consideremos las sucesiones de nimeros reales {7, }32, ¥ {rm, }re;- Notemos que
el conjunto {k : A,, = A, } es finito. Podemos suponer que A4,, # A,,, para todo
k€ N, es decir, 7, < Timy 0 Ty < Ty

Entonces alguno de los siguientes conjuntos es infinito, U = {k : r,, < 7} ¥
V ={k:rmy, <ry,}. Sin pérdida de generalidad, supongamos que U es infinito, de
esta forma podemos asumir r,, < r,,, para todo k € N. Entonces por la propiedad
de la sucesiéon {A4,}2°,, se sigue que A,, C A,,,, por el Lema se sigue que
C C D. Lo cual prueba w).

Dado que C' # D, tenemos que C C D. De tal manera que u(C) < p(D) por esto
w(C) # (D), es decir, p es inyectiva en A.

Luego, como p|4 es una biyeccién continua entre el compacto A y el espacio de
Hausdorff, [ry, ], se sigue que u|4 es un homeomorfismo.

Consideremos (p|a)™! : [r1,72] — A. Observemos que (u|4)~" es un arco, con ex-
tremos (ula) "' (r1)) = Ay (u|la)"*(re)) = B. Para concluir la prueba, bastara con
ver que dados s,t € [ry, 73], tales que s < ¢ se tiene que (ul4)~(s) C (ula)~1(t).

Sean Ay, A; € A tales que (u|la)7'(s) = As y (u|a)~'(t) = A;. Por i), se sigue
que Ay € Ay 0 Ay © A, Sean {ry,, }72, v {7m, }32, sucesiones en [rq, 73] tales que
lim r,, =s, lim r,, =¢, lim A4,, = A,y lim A,,, = A,.

k—o0 k—o0 k—o0 k—o0

Dado que s < t, supongamos que 7, < 7, , se sigue qie A; C A, por esto Ay C A;.

Por lo tanto (p]4)™! es un arco ordenado de A a B. O

Definicién 1.94. Un arco ordenado « : [0,1] — C(X) con extremos A y B, es
llamado unico si para cualquier otro arco ordenado 5 en C(X) con extremos A y B
se cumple que (][0, 1]) = 5([0, 1]).
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1.3.6 Funciones inducidas entre hiperespacios

Dada una funcién continua entre continuos f : X — Y, denotamos por 2/ : 2X — 2V
y por C(f) : C(X) — C(Y) alas funciones inducidas definidas, respectivamente,
de la siguiente forma:

2/(A) = f(A), para cada A € 2%;
C(f)(A) = f(A), para cada A € C(X).

En esta seccién probaremos que si f es una funcién continua entre continuos, en-
tonces las funciones inducidas C'(f) y 2/ son continuas.

Lema 1.95. Sean f : X — Y wuna funcion continua y sobreyectiva entre continuos,
A €2Y y B e C(Y). Consideramos las funciones inducidas 2/(A) = f(A), para
cada A € 2% y C(f)(A) = f(A), para cada A € C(X). Se tiene que:

DEMOSTRACION.

Dado que para nuestro estudio es importante conocer las propiedades de C'(X) da-
remos las pruebas de los incisos ¢) y d), ya que las demostraciones de a) y b) son
analogas a lo que probaremos.

¢) €] Sea V€ (C(f))"H(I(B)NC(Y)). Entonces C(f)(V) = f(V )(

S
Luego f(V) C By f(V) € C(Y), de esta forma f~1(f(V ))Cf B)y f~
C(X). AsiV Cc f7Y(B)yV e C(X), es decir, V e T(f~HB)) N C(X).

D] Sea U € T'(f~Y(B)) N C(X), se sigue que U € f1(B)y U € C(X). De tal
forma que f(U) C f(f7(B)) = By f(U) € C(Y), es decir, f(U) = C(f)(U) €
['(B) N C(Y), entonces B € (C(f))"(T(B)NnC(Y)).

De tal forma que (C(f)) "1 (T(B)NC(Y)) =T(f~'(B)) N C(X).

d) C]Sea Ve (C(f))""(A(B)NC(Y)). Entonces C(f)(V) = f(V) € A(B)NnC(Y),
asi f(V)NB#0y f(V) € CY).

Sea y € f(V) N B. Entonces existe x € V N f~}(B) tal que f( ) =y, asl x €
fy) c VN f(B). Luego z € VN f~1(B), por tanto, VN f~1(B) # 0. Por otro
lado V € C(X). Luego V € A(f~1(B)) N C(X).
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D] Sea U € (A(f~1(B)) N C(X)), entonces UN f~1(B) # 0y U € C(X). Asi,
fU)NB £0y f(U) € C(Y). Luego, C(f)(U) = f(B) € A(B) y J(U) € C(Y). De
esto que U € (C())~(A(B) N C(Y).

Concluimos que (C(f))~'(A(B) N C(Y)) = A(f~1(B)) N C(X). O

Teorema 1.96. Si f : X — Y es una funcion continua entre continuos, entonces
la funcion 2/ : 2% — 2Y es continua.

DEMOSTRACION.
Por el Teorema[1.85, 8§ = {T'(A) : A es abierto en Y} U {A(A) : A es abierto en
Y’} es subbase para lo topologia de Vietoris, 7y, del hiperespacio 2. Para probar

que 27 es continua, basta con probar que, para cada abierto A de Y, se tiene que
(21 ~"HT(A)) v (2/)71(A(A)) son abiertos en 2.

Sea A un abierto en Y. Como f es continua, se sigue que f~!(A) es un conjun—

(A
to abierto de X. Luego, por el Lema |1.77, se tiene que C(f~YA) v A(f71(A))
HT'(A) = T(f
)y ( A

son abiertos en 2%. Por el Lema |1.95, se tiene que (2/)"1(I'(A)) (f71(A))
y(27)H(A(A)) = A(f7(A)). De tal forma que (27)"1(I'(A4)) y (2/)7(A(4)) son

abiertos en 2X. O

Nota 1.97. Considerando la funcién restringida de 2/ a C(X), 2/|c(x) : C(X) —
C(Y), y la funcidn inducida C(f) : C(X) — C(Y), se tiene que 27|c(x) = C(f).

De lo cual obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 1.98. 5i f : X = Y es una funcion continua entre continuos, entonces
la funcion inducida C(f) : C(X) — C(Y) es continua.

DEMOSTRACION.
La prueba de este corolario es analoga a la del Teorema basta con tomar la
restriccién de la funcién 2/ senalada en la Nota|1.97 O

1.3.7 Sobre el hiperespacio C(X)

En esta seccién daremos argumentos para demostrar que el hiperespacio de conti-
nuos C'(X), de un continuo X, es un continuo. Ademas de dar algunos resultados
que seran de gran utilidad para nuestro estudio.

Observacién 1.99. Dado que C(X) es un subconjunto de 2% (Observacion [1.69)
y por la metrizabilidad de 2 (Proposicién M), se sigue que C(X) es metrizable.

Recordemos que un espacio topoldgico, X, es conexo por arcos si para cualesquiera
dos elementos diferentes x,y € X existe un arco (espacio homeomorfo a [0, 1]) « en
X cuyos extremos son x y y. Por otro lado, el espacio X es conexo por trayectorias
si para cada par de elementos z,y € X, existe una funcién continua v : [0, 1] — X
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tal que v(0) = z y y(1) = y. Es facil ver que los espacios conexos por arcos también
son conexos por trayectorias. Por esto, para ver que C'(X) es conexo, basta con
probar que es conexo por arcos.

Ademas de la Definicion|1.11], se sigue que cualquier subconjunto convexo de R" es
conexo por trayectorias.

Teorema 1.100. Sea X un continuo. El hiperespacio C(X) es conexo por arcos.

DEMOSTRACION.

Sea A € C(X)\ {X}, por el Teorema existe un arco que conecta a A con X.
Como todos los elementos se pueden conectar por arcos con X, se sigue que C'(X)
€S CONexXo Por arcos. O

Veamos ahora que C'(X) es compacto, para ello, antes demos el siguiente resultado.
Teorema 1.101. Sea X un continuo. El hiperespacio 2% es compacto.

La prueba de dicho teorema puede ser consultada en [§] pdgina 66.

Corolario 1.102. Sea X un continuo. El hiperespacio C(X) es compacto.

DEMOSTRACION.

Dado que C(X) C 2% y 2% es compacto, bastard con probar que C'(X) es cerrado
en 2. Para ello consideremos una sucesién, {A,}2,, de elementos de C'(X) tal
que lim,,_,oc A, = A con A € 2X. Probaremos que A es conexo.

Para ello, supongamos lo contrario, es decir, que A es no conexo. Entonces existen
E y F subconjuntos cerrados, ajenos y no vacios de X, tales que A = E'U F. Sea
e =mf{d(z,y) : 2 € Eyy € F}. Dado que E y F son compactos, tenemos que
e > 0. Ademds, por la convergencia de la sucesién, para §, existe n € N tal que
H(A,,A) < 5. De tal forma que A C N(5,A4,) y A, C N(5,A). Notemos que, por
la. Proposicion |1.71, N(5,A) = N(5,E) U N(5, F). Luego, por la eleccién de ¢, los
conjuntos N (5, ) y N(5,F) son ajenos y abiertos.

Ya que A,, es conexo, no puede intersectar a esos dos conjuntos, por lo que se sigue
que A, C N(5,E) o A, C N(5,F). Sin pérdida de generalidad, supongamos que
A, C N(5,E). Entonces F' C A C N(5,A,) C N(e, E), pero por la eleccién de e,
F es ajeno a N(g, E), asi que F = (), lo cual es una contradice la eleccién de F'. Por
esto, A es conexo.

Con lo cual concluimos que C(X) es cerrado en 2%, y asi, compacto. O
Por la Observacion [1.99, el Teorema[1.100y el Corolario tenemos que, para
un continuo X, C'(X) es un continuo. Veamos ahora algunos resultados més.

Corolario 1.103. Si {A,}°°, es una sucesion de elementos de C(X) tales que
An1 C Ay, para cadan € N, entonces (J{A, : n € N} es un elemento de C(X).
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DEMOSTRACION.
Se sigue de el Lema y el Corolario|1.102 O

Teorema 1.104. Sea X un continuo. Supongamos que existen dos subcontinuos, A
y B, de X tales que A C B y B\ A tiene por lo menos n componentes, entonces
C(X) contiene una n-celda.

DEMOSTRACION.
Sean Ki, K, ..., K, componentes de B\ A. Luego por el Corolario 5.9 de [16],
cada conjunto A U K; es un subcontinuo de X, para cada i € {1,2,...,n}. Por el

Teorema [1.95, existe un arco ordenado o : [0,1] — C(X) que une a A con AU K;,
para cada i € {1,2,...,n}.

Definimos 7 : [0,1]" — C(X) una funcién dada por:

Y(t1,te, .. tn) = ar(t) Uag(ts) U- - Uay(ty,).
Como «4(t;) € C(X) vy A C «(t;), para cada i € {1,2,...,n} se tiene que
v(t1,ta,. .., t,) es un subcontinuo de X. De tal forma que ~ estd bien definida.
Veremos que 7y es un homeomorfismo en su imagen en C(X).

i) 7y es continua.

Consideremos la sucesién {x,,}>°_; de puntos de [0, 1]" tales que hm Ty = x, don-

de = € [0,1]". Ahora, escribimos z,, = (t{™, t;m), Y vy =ttt
Entonces para cada i € {1,2,...,n}, hm t ™ = ;. Como cada a; es conti-

nua, se sigue que lim ai(tz(m)) = q(t Z) Luego por el Lema |1.85, se tiene que
m—00

Im (g (™) U aa(t5™) U+ U an (80 = a(ty) U aa(ta) U -+ - U an(ty), es decir,
m—00
m y(zn) = v(zm)-

m—r0o0
Por esto, v es continua.
i1) ~y es inyectiva.

Consideremos dos puntos diferentes de [0, 1], digamos (t1,t2, ..., t,) y (51, S2, - - -, Sn)-
Entonces existe [ € {1,2,...,n} tal que s; < t; 0 t; < s.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que t; < s;. Como «; es un arco ordenado
tenemos que «o;(t;) C «;(s;). De tal forma que consideramos =z € «;(s;) \ ay(t;).

Entonces z € (AU K)) \ au(t;)) C (AUK)) \ A =K.

Sii# 1, K;NK, =0, de manera que x € K;\ (AU K;) C K; \ o;(t;). Por esto,
T e U?:l Oéz(tz)
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n
Por otro lado, = € U a;(s;). Se sigue que:
i=1

Y((t1,ta, - tn)) # (51,82, -+, 8n))-

Asi, v es inyectiva.

Ahora, como 7 : [0,1]" — 7([0,1]") es una biyeccién continua entre un compac-
to y un espacio de Hausdorff, se sigue que v es un homeomorfismo entre [0, 1] y
v([0,1]") € B C X. De tal forma que ([0, 1]") es una n-celda contenida en C(X).

O
El siguiente teorema lo daremos sin demostracion, pero no por falta de importancia,
lo hacemos asi porque el estudio de este teorema nos alejaria de nuestro objetivo
principal, pero puede ser consultada en [2] Teorema 5, pdgina 500.

Teorema 1.105. (Bing, 1948) Sea X un continuo. Para cada A subcontinuo de
X, existe un punto p € X \ A tal que:

Ky (A) = {E€ C(X): ENA#0 y EC X\ {p}}.
FEs denso en X.

Corolario 1.106. Sea X un continuo. St A es un subcontinuo propio de X , entonces
existen p € X y {An}22, una sucesion en C(X) tales que A C A, C Api1, para

cadan € N, lim A, =X ypEX\(UAn).
n—o00 !
DEMOSTRACION.

Sea p € X como en el Teorema[1.105 Es decir, | {F € C(X): ENA# 0y E C
X\ {p}} es denso en X.

Sea m € N. Por la compacidad de X, elijamos xi,xs,...,x,, puntos en X tales
que:

X:OB%M. (1.9)

i=1
Asi, para cada i € {1,2,...,n,,} existe E; € C(X) tal que Bi(x;) N E; # 0,

E,NA#0y E Cc X\ {p} Sea B,, = UE, UA € C(X). Observemos que
i=1

B,, C X \ {p}. Tenemos la siguiente afirmacion:

Afirmacion: H(By,, X) < %

1
2m”
Luego, si ¢ € Bi(z;) N E; entonces d(q,x;) < ﬁ y q € E; C B,,. Se sigue que

Seax € X. Entonces existe : € {1,2,...,n,} tal quex € B%(mi), asi d(z,z;) <
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d(z,q) < & y por tanto = € N(
demostrada la afirmacion.

B,,). Concluimos que H(B,,, X) < L. Asf queda

1
Notemos que A C B,, para cada m € N.
Definamos A, = U B; € C(X). Observemos que:

i=1
i) AC A, C A,1, para cadan € N,

it) pe X\ (| An).

Xy nh_g)loAn = Lllen = L;Jan = X.
Por lo que queda demostrado el corolario. O

La prueba del siguiente corolario es similar a la del Corolario [1.106, asi que no
daremos su demostracion.

Corolario 1.107. Sea X un continuo. Si A es un subcontinuo propio de X, entonces
eristen p € X \ A y a:[0,1] — C(X) un arco ordenado que une a A con X tal que
p & a(t), para cada t € [0,1).



Capitulo 2

El hiperespacio C(p, X)

Para un continuo X, como ya se dijo anteriormente, C'(X) denota el hiperespacio
de todos los subcontinuos de X, equipado con la topologia inducida por la métrica
de Hausdorff. El hiperespacio de los subcontinuos de X anclados en un continuo
A € C(X) es el subespacio de C'(X) dado por C(A,X) = {B € C(X) : A C
B}. En particular nos interesa este tipo de espacios cuando A = {p}, es decir,
estudiaremos los hiperespacios de continuos anclados en un punto denotados de la
siguiente manera C'(p, X) = {A € C(X) : p € A}. En este capitulo daremos algunos
resultados que nos ayudaran a conocer la estructura de dichos hiperespacios.

§1 Sobre funciones confluentes y homeomorfismos

En esta seccion hablaremos sobre funciones de tipo confluente y cémo afecta a nue-
tros hiperespacios C'(p, X). Ademés de cémo afecta el tomar espacios homeomorfos
a los hiperespacios que estudiamos.

Definicién 2.1. Dados X,Y dos continuos y f : X — Y wuna funcion continua, f
es confluente si para cualquier B € C(X) y cualquier componente K de f~(B)
se tiene que f(K) = B.

Lema 2.2. Sean X y Y continuos y f : X — Y wuna funcion continua y sobreyec-
tiva. Se dice que f es una funcion confluente si, y solo si, para cualquier p € X,

CHCp, X)) =C(f(p),Y).

DEMOSTRACION.
=] Veamos que C(f)(C(p, X)) € C(f(p),Y), para ello, sea A € C(p, X). Tene-
€ A

)
mos que A € C(X) y p € A. Luego f(A) € C(Y) y f( ) € f(A). Se sigue que
C(f)(A) = f(A) € C(f(p),Y). De tal forma que, C(f)(C(p, X)) C C(f(p),Y).

Ahora, probaremos que C(f(p),Y) C C(f)(C(p,X)). Sea B € C(f(p),Y), ob-
servemos que B € C(Y) y f(p) € B. Luego, p € f~!(B). Consideremos K la
componente de f~1(B) tal que p € K. Sabemos que K es cerrado en X. Se sigue

45
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que K es compacto en X, entonces K € C(X) tal que p € K. Por otro lado, ya
que f es confluente, tenemos que f(K) = By asi B € C(f)(C(p,X)). Con lo cual,
concluimos que, C(f(p),Y) C C(f)(C(p, X)).

<] Sea B € C(Y) y una componente K de f~(B). Veamos que f(K) = B. Consi-
deremos p € K. Notemos que f(p) € f(K) C B, de tal manera que B € C(f(p),Y).
Luego por hipétesis tenemos que B € C(f)(C(p, X)), es decir, existe D € C(p, X)
tal que f(D) = B. Observemos que D es un subconjunto conexo de f~!(B) tal

que p € D. Se sigue que D C K, por ser K componente de f~!'(B). Entonces
B = f(D) C f(K) C B, de tal forma que, f(K) = B.

Por esto, f es confluente. O

Lema 2.3. Sean X y Y continuos. St h: X — Y es un homeomorfismo, entonces
C(p, X) es homeomorfo a C(h(p),Y).

DEMOSTRACION.
Es necesario probar que C'(h) : C(X) — C(Y) definida como C(h)(A) = h(A), para

cada A € C(X) es un homeomorfismo.

Notemos que, por el Corolario , tenemos que C(h) y C(h)~! son continuas ya
que h y h~! lo son.

Veamos que C'(h) es inyectiva y sobreyectiva, para finalmente asegurar que es un
homeomorfismo. Para ello, veamos lo siguiente:

i) Si h es inyectiva, entonces C'(h) también lo es.

Para esto, sean A, B € C(X) tales que C(h)(A) = C(h)(B). Entonces h(A) = h(B).
Como h es inyectiva, tenemos que A = B. Por esto, C'(h) es inyectiva.

ii) C'(h) es sobreyectiva.

Sea B € C(Y). Deseamos encontrar A en C(X) tal que h(A) = B. Notemos que
para cada y € B, existe x € X tal que h(x) = y, ya que h es sobreyectiva. Consi-
deremos C'= {z € X : h(x) € B}. Como C' = h™'(B) y h™! es un homeomorfismo,
tenemos que C' es un subcontinuo de X. Luego, C'(h)(C) = h(C) = h(h~*(B)) = B,
se sigue que C'(h) es sobreyectiva.

Por i), i) y el Corolario tenemos que C'(h) es un homeomorfismo. Luego,
considerando C(h)|c@.x) : C(p, X) — C(h)(C(p, X)) y dado que por el Lema
tenemos que C'(h)(C(p, X)) = C(h(p),Y), se sigue que C(p, X) es homeomorfo a
C(h(p),Y). O
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§2 Arcos y Celdas en C(p, X)

En esta seccién analizaremos los casos en que nuestros continuos de estudio son
arcos o celdas. Ademds de cuando al observar en los C(p, X) obtenemos arcos o
celdas. Antes de comenzar dicho andlisis, veamos el siguiente resultado.

Teorema 2.4. Sean X un continuo y p € X. El hiperespacio C(p, X) es un conti-
nuo.

DEMOSTRACION.
Ya que C(p, X) C C(X), por la Observacidn , se sigue que C'(p, X) es metriza-
ble. Ademsds es no vacio ya que X € C(p, X), para cada p € X.

Por el Corolario Si {A,}22, es una sucesién en C(X) tal que p € A, para
cadan € N, entonces si el limite de esta sucesion existe también contiene al punto p,
de tal manera que C'(p, X) es cerrado en C'(X). Y asi C(p, X ) es compacto en C(X).

De manera similar al Teorema |1.100, se prueba que C(p, X) es conexo. De tal
manera que concluimos que C'(p, X) es un continuo. U

Lema 2.5. Sea X un continuo. Si A es un subcontinuo propio de X, entonces ni
A ni X son puntos de corte de C(A, X).

DEMOSTRACION.
Necesitamos probar que C'(A, X)\ {X} vy C(A, X) \ {A} son conjunto conexos.

Primero veamos que C'(A, X)\{X} es conexo, para ello, sean B, B' € C(A, X)\{A},
probaremos que existe un subconjunto conexo de C'(A, X) que contiene a By B'.

Tenemos que, por el Teorema|1.95, existen, o y [, arcos ordenados de A a By de
A a B'. Notemos que:

i) Im(ar), Im(B)C C(A, X)\ {X}.
i) Im(a) e Im(f3) son conexos y A €Im(a)NIm(f).
iii) B, B" € Im(a)UIm(3).

Por esto, C' =Im(a)UIm() es un conjunto conexo en C'(A4,X) \ {X} tal que
B,B" € C. De tal forma que C(A, X)\ {X} es un conexo.

De forma andloga se prueba que C(A,X) \ {A} es conexo, ya que si B, B €
C(A, X) \ {A}, los arcos ordenados, o y 3, se consideran como los que unen a
B con X y B’ con X, respectivamente. U
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Definicién 2.6. Dados X un continuo, A € C(X) y B € C(A, X), entonces B es
terminal en A, si para cada D € C(A, X) tenemos que D C B o B C D.

Lema 2.7. Sean X un continuo y A € C(X). Si B € C(A,X) tal que AC B C X,
entonces B es terminal en A si, y sélo si, B es un punto de corte de C'(A, X).

DEMOSTRACION.
=] Sea B terminal en A, probaremos que C'(A, X) \ {B} es no conexo.

Para ello, consideremos U = {D € C(A,X): BC D}y V ={D € C(AX) :
D C B}, dado que A € B C X tenemos que A € Vy X € U. Observemos que
U=T(B)NC(A, X)yV=%a(B)NC(A,X), como B es cerrado, por el Lema[1.77,
tenemos que U y 'V son cerrados en C'(A, X). Por otro lado:

) UNY = {B);

1) UUV = C(A, X). En efecto, ya que, para cada D € C(A, X), se tiene que B C D
oD CB.

Luego, C(A, X)\ {B} = (U\{B}) U(V\{B}), donde U\ {B} # 0, V\{B} # 0 y
(UN{B})N(V\{B} = 0. Ademds, U\{B} y V\{B} son cerrados en C(4, X)\{B},
es decir, C(A, X) \ {B} es no conexo.

<] Supongamos que B es un punto de corte de C'(A, X). Veamos que B es terminal

en A. Para ello, supongamos lo contrario, es decir, supongamos que B no es termi-
nal en A, entonces existe M € C'(A, X) talque B¢ My M ¢ B.

Consideremos U = {D € C(A, X) : B ¢ D}. Observemos que A € U. Ademds U es
conexo por arcos, ya que A C D para todo D € U distinto de A, entonces existe un
arco de A a D, para cada D € U. Sea N € C(A, X)\ {B}, probaremos lo siguiente:

i) Existe un conjunto conexo V C C(A, X) \ {B} tal que M, N € V.

Observemos que si N € U, bastard con considerar a U = V. Asi que, supongamos
que N ¢ U, entonces B C N. Consideremos, « : [0,1] — C(X), un arco ordenado
de N a X, donde a(t) # B, para todo ¢ € [0, 1].

Sea 3 : [0,1] — C(X), un arco ordenado de M a X. Asi M C f(t), para todo
t € 10,1], con lo cual 3(t) # B, para todo t € [0, 1]. Luego, V =Im(a)UIm(p) es el
conexo que deseamos puesto que X €Im(a)NIm(S). Con lo cual queda demostrado

i).

De tal forma que, por i) se tiene que C(A, X) \ {B} es conexo. Asi B no es punto
de corte de C'(A4, X). 0



Lema 2.8. Sean X un continuo y A € C(X)\{X}. Si a; : [0,1] — C(X) y
9 : [0,1] = C(X) son dos arcos ordenados de A a X tales que al(]) as (1),
entonces existen s,t € I tales que ay(s) \ aa(t) # 0 y as(t) \ aa(s) # 0

DEMOSTRACION.
Sea u : C'(X) — [0,1] una funcién de Whitney. Consideramos s € [0,1] tal que
ai(s) € az([0,1]) v u(aq(s)) = r. Sea t € [0, 1] tal que u(as(t)) = r.

Veamos ahora que a;(s) \ az(t) # 0y as(t) \ ai(s) # 0. Para ello, supongamos lo
contrario, es decir, ay(s) \ az(t) = 0, entonces a;(s) C az(t). Como p(as(s)) =r =
w(ao(t)), se sigue que ayq(s) = as(t), por lo cual ay(s) € ay([0,1]), lo cual es una
contradiccién. Por esto, aq(s) \ aq(t) # 0.

De forma andloga se prueba que ay(t) \ ay(s) # 0. d

Lema 2.9. Sean X un continuo y A € C(X) \ {X}. Entonces C(A,X) es una

arco con extremos A y X, si y solo si, cualesquiera par de elementos de C(A, X) se
pueden comparar, es decir, si B, B’ € C(A, X) se tiene que B C B 0o B' C B.

DEMOSTRACION.

=] Supongamos que C'(A4, X) es un arco con extremos A y X. Probaremos que para
cualesquiera B, B € C(A,X), BCc B o B' C B.

Notemos que si B € {A,X} o B' € {A, X} obtenemos lo deseado. Supongamos que
B,B" € C(A,X)\ {A, X}. Observemos que B es un punto de corte. Luego, por el
Lema m tenemos que B es terminal en A, es decir. B C B o B' C B.

<] Sea ay : [0,1] — C(A, X). Supongamos que C'(A, X) no es un arco, entonces
existe B € C'(A, X)\ a1([0,1]). Consideremos ahora un arco ordenado oy de A a X
que contenga a B (esto es posible tomando un arco de A a B y luego otro de B a X).
Asi pues, en estas condiciones tenemos dos arcos ordenados «; : [0,1] — C(A4,X) y
as :[0,1] = C(A, X),de Aa X, tales que a; ([0, 1]) # a2([0, 1]). De acuerdo con esto
y por el Lemal[2.8 existen s, ¢ € [0,1] tales que aq(s) \ aa(t) # 0y as(t) \ai(s) # 0
De esta manera hemos encontrado dos elementos de C'(A4, X), a;1(s) y aa(t), que no
son comparables. Con lo cual concluimos lo deseado. Il

Lema 2.10. Sean X un continuo y A e C(X)\{X} tal que C(A, X) es un arco.
Si B,B" € C(A, X), entonces B\ B’ es conero.

DEMOSTRACION.
Supongamos que B\ B’ es no conexo.

Consideremos K y K’ componentes conexas de B\ B’ tales que K N K = . Note-
mos que K y K’ son cerrados en B\ B'. Por otro lado, por el Corolario 5.9 de [16],
se sigue que K U B" y K' U B’ son continuos, ademas AC KUB y Ac K UB,
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por lo que tenemos que son elementos de C'(A, X). Como K N K' =, se sigue que
KUB ¢ K'UB 'y K'UB' ¢ KUB', es decir, KUB' y K'UB' no son comparables
en C(A, X), por el Lema es una contradiccién.

. / .
Concluimos que B \ B’ es un conjunto conexo. U

Lema 2.11. Sean X wun continuo no degenerado, n € N. Si {A;, As,..., A} y
{By, B, ..., B,} son dos familias en C(X), tales que:

a) AiNA; =0 para cada i,j € {1,2,...,n} coni # j;
b) A; € B; para cada i € {1,2,...,n}; y
c) a; :[0,1] = C(X) es un arco que une a A; con B;, para cada i € {1,2,...,n}.

Entonces existe 0 > 0 tal que para cada s con 0 < s < § y a;(s) Na;(s) =0 para
cada i,j € {1,2,...,n} coni#j.

DEMOSTRACION.

Observemos que X es normal por ser metrizable, entonces existe U; abierto en X tal
que A; C U, paracadai € {1,2,...,n} y U;NU; = 0 para cada i,j € {1,2,...,n}
con i # j.

Por otro lado, como «; es continua, existe §; > 0 tal que a;([0,0;)) C (U;), para
cada i € {1,2,...,n}. Consideramos § = min{d; : i € {1,2,...,n}}. Sii # j con
i,j € {1,2,...,n} y |s| <9, entonces a;(s) € (U;) v a;(s) € (U;), se sigue que
a;(s) CU; \U; y aj(s) C U; \ U;, de tal manera que a;(s) Naj(s) =0 .

Con lo cual concluimos lo deseado. O

Lema 2.12. Sean X un continuo y A € C(X) propio tal que C(A, X) es un arco.
Si B € C(A, X), entonces Fr(B) € C(X).

DEMOSTRACION.
Sabemos que la frontera de B es un cerrado en X. Bastard con probar que F'r(B)
es conexo.

Para ello, supongamos que Fr(B) es no conexo, entonces existen K; y Ky compo-
nentes conexas de Fr(B) tales que K1 N Ky = (). Luego, por el Lema , X\ B
es conexo y asi X \ B € C(X). Consideramos «; : [0,1] — C(X) un arco ordenado
que une a K; con X \ B, i € {1,2}.

Observemos que, para cada s € (0, 1], tenemos que B U a;(s) € C(X), ya que
K; C BNa,(s) coni € {1,2} y a;(s) \ B # 0, porque de lo contrario, si s € (0, 1]
tal que ay(s) \ B = 0 se sigue que «;(s) C B, es decir, K; C «a;(s) C By
K; C a;(s) € X\ B para i € {1,2}, de tal forma que «;(s) C Fr(B), pero es-
to sucede siempre y cuando K; = «;(s), o equivalentemente, si s = 0, lo cual
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contradice la eleccién de s. De tal manera que «;(s) \ B # ().

Maés atin, por el Lema |2.11] existe § > 0 tal que a;(d) N az(d) = 0. Se sigue que
BUai(0) y BUas(d) son elementos de C(A, X)) que no son comparables, lo cual,
por el Lema es una contradiccion ya que C'(A, X) es un arco.

Finalmente tenemos que Fr(B) es conexo, y asi Fr(B) € C(X). O

Definicién 2.13. Dados X un continuo, B un subcontinuo de X yn € N, B es un
n-odo en X si existe A € C(B) tal que B\ A tiene por lo menos n componentes.
Mas ain, decimos que A es un nicleo del n-odo B.

Recordando la definicién de n-celda (Definicion y usando la Definicion ,
tenemos el siguiente resultado.

Lema 2.14. Sean X un continuo, p € X yn € N. Si p pertenece a algin nicleo
de un n-odo en X, entonces C(p, X) contiene una n-celda.

DEMOSTRACION.

Sea, A un nucleo de B un n-odo en X, tal que p € A. Sean K1, K>, ..., K, compo-
nentes de B\ A. Luego por el Corolario 5.9 de [16]], cada conjunto AU K; es un
subcontinuo de X tal que p € AU K;, para cada i € {1,2,...,n}. Por el Teorema
[1.93 existe un arco ordenado «; : [0,1] — C(X) que une a A con AU Kj, para cada
i€ {1,2,....n}

Definimos v : [0, 1]" — C(X) una funcién dada por:

Y((t1, e, ..y tn)) = ai(t) Uaa(ta) U U ay(ts). (2.1)

Como «4(t;) € C(X) vy A C «a4(t;) para cada ¢ € {1,2,...,n}, se tiene que
v((t1,t2,...,t,)) es un subcontinuo de X. De tal forma que v estd bien defini-
da. Veremos que 7 es un homeomorfismo en su imagen en C(X).

i) 7 es continua.

Consideremos la sucesién {z,,}>°_; de puntos de [0, 1]" tales que lim z,, = x, don-
m—0o0

de z € [0,1]". Ahora, escribimos z,, = @ Y v g = (t1,t9, ... tn).

)

Entonces para cada i € {1,2,...,n}, lim tl(-m = t;. Como cada «; es conti-
m—0o0

nua, se sigue que lim ai(tz(m)) = «;(t;). Luego, por el Lema |1.85, se tiene que
m—0o0

m (or (™) U o (t5™) U+ U (89 = i (t1) U aa(tz) U -+ U ap(ty), es decir,
m—0o0
lm y(zp) = v(zm).

m— 00

Por esto, v es continua.
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i) -y es inyectiva.

Consideremos dos puntos diferentes de [0, 1], digamos (t1,t2, ..., t,) y (51, S2, - -+, Sn)-
Entonces existe [ € {1,2,...,n} tal que s; < t; 0 t; < s.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que t; < s;. Como «; es un arco ordenado
tenemos que «o(t;) € «;(s;). De tal forma que consideramos z € oy(s;) \ au(t).
Entonces z € (AU K)) \ aq(t;)) C (AUK)) \ A= K,.

Sii# 1, K;NK; =0, de manera que x € K; \ (AU K;) C K; \ a;(t;). Por esto,
T e U?:l Oél(tz)

n
Por otro lado, = € U a;(s;). Se sigue que:
i=1

Y((t1,to, .o tn)) # Y(S1, 82, -+, 8n))- (2.2)
Asi, v es inyectiva.

Ahora, como 7 : [0,1]" — (y([0,1]™)) es una biyeccién continua entre un com-
pacto y un espacio de Hausdorff, se sigue que v es un homeomorfismo entre [0, 1]
y v([0,1]") € C(p,X). De tal forma que 7([0,1]") es una n-celda contenida en
C(p, X).

Teorema 2.15. Sean X un continuo y N € N tal que conjunto PC = {p €
X : C(p,X) tiene puntos de corte} es a lo mds numerable y para cada p € X,
dim(C(p, X)) < N. Entonces todo subconti