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Índice general

Introducción 1

1. Preliminares 5
1.1. Visión por computadora . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.2. Estad́ıstica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2. Motivación al análisis estad́ıstico sobre variedades 17
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Introducción

Supongamos que tenemos n objetos planos distintos y que cada uno
representa un modelo M . Supongamos también que, para cada uno de los
modelos M , tenemos una muestra aleatoria de fotograf́ıas de este objeto to-
madas desde distintos puntos de vista. Por ejemplo, en la figura 1 (extráıda
de [1]), vemos diferentes imágenes de una misma pinza, abierta a distintos
ángulos (tres de ellos, más precisamente). Aqúı, el modeloM corresponderá al
ángulo de apertura de la pinza: pequeño, mediano o grande. Dada una nueva
imagen D, de un objeto desde una dirección desconocida, queremos encon-
trar: a) el modelo M al que corresponde (es decir, en el ejemplo, la apertura
de las pinzas) y b) la perspectiva H con la cual lo estamos observando.

(a) Ángulo pequeño

(b) Ángulo mediano

(c) Ángulo grande

Figura 1: Cada fila muestra imágenes con el mismo ángulo de apertura de
las pinzas (extráıda de [1]).
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2 Introducción

Este problema pertenece a los llamados “problemas de clasificación”, en
los cuales se intenta inferir información de la “clase” de un dato, a partir
de colecciones de datos-ejemplos. La herramienta utilizada para resolver este
tipo de problemas es la inferencia Bayesiana.

En la inferencia Bayesiana utilizamos la información obtenida de una
muestra y una distribución a priori de un parámetro desconocido para calcu-
lar una densidad posterior que resuma toda la información pertinente acerca
del parámetro desconocido [12].

El problema mencionado anteriormente lo podemos expresar, utilizando
la inferencia Bayesiana, como:

P (M,H|D) =
P (D|M,H)P (M,H)

P (D)
=
P (D|M,H)P (H|M)P (M)

P (D)
(1)

es decir, para obtener la probabilidad de tener un modelo M desde un pun-
to de vista H, dada una imagen D, denotada por P (M,H|D), necesitamos
calcular la probabilidad de obtener la imagen D dado el modelo M y la
perspectiva H, denotada por P (D|M,H); también hay que calcular la distri-
bución a priori de los modelos, denotada por P (M); y la distribución a priori
de las perspectivas de cada uno de los modelos, denotado por P (H|M).

El objetivo de este trabajo es dar una definición concreta al término
P (H|M), y por ende hablar de estad́ısticas (nociones de promedio y de va-
rianza) en el espacio de las perspectivas H.

Como estamos utilizando modelos de objetos planos, cada transformación
perspectiva H, respecto a una vista fija, la asociamos con una transformación
lineal en el plano proyectivo, H : P2 → P2. A estas transformaciones linea-
les de P2, las llamamos homograf́ıas y se pueden definir mediante matrices
3× 3 con determinante igual a 1. Recordemos que las matrices que cumplen
estas propiedades conforman el grupo lineal especial de orden 3, denotado
por SL3(R). Esto se detallará en el siguiente caṕıtulo.

El problema principal radica en que este grupo no tiene la muy conocida
estructura euclidiana de Rn, lo que complica la definición de distancia, y por
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ende las nociones de promedio y varianza.

Metodoloǵıa

Para este trabajo, partiremos de una muestra aleatoria de imágenes de
un mismo objeto desde distintas perspectivas. Luego, encontraremos las ho-
mograf́ıas subyacentes a esas vistas, que podemos representar con matrices
en SL3(R). Nos concentraremos finalmente en estudiar e implementar las
propuestas encontradas en [1] para calcular una media y una matriz de co-
varianza para un conjunto de datos en SL3(R). Estos parámetros servirán
para definir una función φ : SL3(R)→ R, “similar” a la función de densidad
de probabilidad normal, que dará una propuesta consistente para calcular
P (H|M). Insistimos en que la muestra aleatoria de las perspectivas H con
las que disponemos no vive en un espacio en que naturalmente podemos de-
finir probabilidades. En la figura 2 (extráıda de [1]) vemos un ejemplo de un
conjunto de imágenes de un reloj de pared tomadas desde distintas perspecti-
vas. En el centro está la imagen correspondiente a la homograf́ıa más cercana
a la “media” calculada por el algoritmo que describiremos. A la imagen que
corresponde a la homograf́ıa “media” la llamaremos “vista media”.
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Figura 2: Diferentes vistas de un reloj de pared con la imagen más cercana
a la “vista media” en el centro (extráıda de [1]).



Caṕıtulo 1

Preliminares

En esta sección describimos conceptos importantes para la comprensión
de este documento. Se hablará de visión por computadora, geometŕıa pro-
yectiva y finalmente de estad́ıstica.

1.1. Visión por computadora

Nosotros como humanos podemos percibir estructuras tridimensionales
a partir de nuestra vista. Podemos distinguir a dos personas en una foto-
graf́ıa, o saber qué tan lejos o cerca se encuentra un objeto. Sin embargo,
una computadora no puede hacer lo mismo “naturalmente”.

La visión por computadora es una rama de la computación en la que se
trata de describir el mundo que vemos en una o varias imágenes y reconstruir
sus propiedades, tales como la forma, iluminación y distribución del color.
Hoy en d́ıa, la visión por computadora tiene una amplia variedad de aplica-
ciones en el mundo real, por ejemplo, procesamiento de imágenes médicas,
captura de movimiento, detección de rostros, o reconocimiento de objetos
para cajas registradoras automáticas [19].

Cuando trabajamos con imágenes, debemos utilizar herramientas geométri-
cas distintas de las usuales, esto porque representamos objetos tridimensiona-
les proyectados en dos dimensiones (por el proceso de proyección inherente
a todas las imágenes). Por ejemplo, en la figura 1.1 ilustramos un tablero
de ajedrez. Como sabemos tiene rectas paralelas y cuadrados. Si lo obser-

5



6 Preliminares

vamos desde una perspectiva como en la figura 1.2(a), observaremos que los
cuadrados parecen trapecios o romboides. Más aún, en la figura 1.2(b), las
prolongaciones de los segmentos de rectas paralelas se intersecan.

Figura 1.1: Tablero de ajedrez.

(a) Desde esta perspectiva, los cuadrados
parecen trapecios o romboides.

(b) Desde esta perspectiva, las rectas pa-
ralelas se intersecan.

Figura 1.2: Diferentes perspectivas de un tablero de ajedrez.

Para utilizar imágenes, primero debemos hablar de cómo se forman a par-
tir de una cámara. Los ancestros de las cámaras modernas son las llamadas
cámaras oscuras, conocidas desde hace siglos. El principio de estos dispo-
sitivos es muy simple: En una caja se hace un agujero muy fino (pinhole).
Para un objeto frente a la caja, por ejemplo, una vela como en la figura 1.3
(extráıda de [7]), se observará una imagen invertida de ella en el lado opuesto
de la caja. Cada proyección invertida es una fotograf́ıa. Llamamos plano de
la imagen (image plane) al plano donde se obtiene la imagen invertida. En
algunas ocasiones es conveniente considerar, en lugar de la imagen invertida,
una imagen virtual (virtual image) frente al agujero, a la misma distancia que
el plano de la imagen. Esta imagen virtual no está invertida y es equivalente
a la creada al fondo de la caja [7].
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Figura 1.3: Modelo de cámara de “pinhole” (extráıda de [7]).

Definiremos sin tanto rigor al plano proyectivo como un espacio que con-
servará las propiedades geométricas subyacentes a la imagen formada por la
cámara oscura, que asocia puntos de R3 a proyecciones en R2.

Pensemos en todas las rectas en R3 que pasan por el origen. Definimos al
plano proyectivo, P2, como el conjunto que contiene a todas estas rectas.
Notemos que a cada recta la podemos definir sólo con un vector de R3 distin-
to del nulo, y aśı, para cada recta tomaremos un vector no nulo que será el
representante de la recta.

Sea p = (x, y, z)t un vector en R3 tal que z 6= 0. Para la recta definida por
el vector p, podemos también elegir como “representante” de la recta al vec-
tor p′ = (x′, y′, 1)t con x′ = (x

z
) y y′ = (y

z
). Es decir, proyectaremos al punto

en p sobre el plano z = 1 como se ve en la figura 1.4. Es claro que los vectores
(kx, ky, kz)t y (x, y, z)t tienen la misma proyección en p′ cuando k 6= 0. Es-
tos vectores son considerados equivalentes, los nombraremos como vectores
homogéneos y denotaremos la equivalencia como (kx, ky, kz)t ≡ (x, y, z)t.
El plano proyectivo P2 se puede ver como el conjunto de las clases de equi-
valencia construidas con la relación x′ = (x

z
) y y′ = (y

z
). Los puntos para los

cuales z = 0 no tienen una proyección sobre el plano z = 1 y son conocidos
como puntos ideales (o al infinito). Todos los puntos ideales pertenecen a
lo que se conoce como ĺınea al infinito [13]. De manera anaĺıtica podemos
suponer que el origen en R3 es el pinhole de la cámara y en el plano z = 1 se
encuentran las imágenes con las que trabajaremos.
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1
p (  )xy''=

p (  )xy= z

z=1

'

Figura 1.4: El punto en p′ es la proyección del punto en p sobre el plano z = 1.
Todos los puntos de la recta que pasa por p y por el origen se proyectan en
el mismo punto p′.

Definimos una transformación proyectiva como una transformación
lineal e invertible entre coordenadas homogéneas, es decir, de P2 a P2. La geo-
metŕıa proyectiva se enfoca en caracterizar a estas transformaciones, también
llamadas homograf́ıas. Observemos que cada homograf́ıa se puede escribir
como una matriz 3× 3 no singular, H.

De manera similar a los vectores homogéneos, las homograf́ıas H y kH,
con k un número real distinto de 0, también son equivalentes. Sean m un
punto en P2 y H una homograf́ıa, tales que

m =

 x
y
z

 y H =

 h11 h12 h13
h21 h22 h23
h31 h32 h33

 .

Luego
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kHm =

 kh11 kh12 kh13
kh21 kh22 kh23
kh31 kh32 kh33

 x
y
z

 =

 kh11x+ kh12y + kh13z
kh21x+ kh22y + kh23z
kh31x+ kh32y + kh33z



=

 k(h11x+ h12y + h13z)
k(h21x+ h22y + h23z)
k(h31x+ h32y + h33z)


y por ser vectores homogéneos

≡

 h11x+ h12y + h13z
h21x+ h22y + h23z
h31x+ h32y + h33z

 =

 h11 h12 h13
h21 h22 h23
h31 h32 h33

 x
y
z


= Hm.

Como era de esperarse, para cada homograf́ıa H, también elegiremos una
matriz representante entre las equivalentes a ella. Nosotros elegimos a la
matriz kH tal que

k =
1

3
√
|H|

pues de esa manera

|kH| =

∣∣∣∣∣∣
kh11 kh12 kh13
kh21 kh22 kh23
kh31 kh32 kh33

∣∣∣∣∣∣ = k3

∣∣∣∣∣∣
h11 h12 h13
h21 h22 h23
h31 h32 h33

∣∣∣∣∣∣
=

(
1

3
√
|H|

)3

|H| = 1

|H|
|H| = 1.

Aśı, identificaremos al espacio de las homograf́ıas con el de las matrices
3× 3 y determinante igual a 1. Este conjunto se conoce como el grupo lineal
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especial de orden 3 y se denota por SL3(R).

Finalmente, utilizaremos un resultado importante en visión por compu-
tadora. Tomemos dos imágenes, I1 e I2, de un objeto plano tomadas desde
distintas perspectivas. Sean p1 = (x1, y1)

t y p2 = (x2, y2)
t las coordenadas en

I1 e I2, respectivamente, de un mismo punto sobre el objeto. Por ejemplo,
la esquina inferior derecha de la portada de un libro, como se muestra en la
figura 1.5. Se cumple que las representaciones homogéneas, p′1 = (x1, y1, 1)t

y p′2 = (x2, y2, 1)t, de p1 y p2, respectivamente, están relacionadas por una
única homograf́ıa en SL3(R), es decir, existe una única transformación lineal
H en SL3(R) que va de P2 a P2 tal que para cualquier par (p′1, p

′
2) se cumple

que Hp′1 = kp′2, donde k es el número real que utilizamos para asegurar que
p′2 tiene la representación homogénea con tercera componente igual a 1.

p
x

=( )1y11

(a) Imagen I1.

p
x

=( )y222

(b) Imagen I2.

Figura 1.5: p1 y p2 son las coordenadas de la esquina inferior derecha de la
portada del libro en las imágenes I1 e I2 respectivamente.

1.2. Estad́ıstica

En esta sección daremos las definiciones más importantes para poder
hablar de distribución de probabilidad y muestra aleatoria. Con esto descri-
biremos medidas de tendencia central y de dispersión en R. Recordemos que
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nosotros no trabajaremos en R ni en Rn, por ello estas definiciones sólo ser-
virán de base para explicar nuestras nociones de media y varianza muestral
en SL3(R).

Para mantener la exposición del tema tan simple como sea posible, los
conceptos que no son tan utilizados en el desarrollo de esta tesis no tendrán
definiciones rigurosas, pero eso no significa que no sean importantes. Al con-
trario, algunas de estas definiciones abren paso a nuevas investigaciones. En
el caṕıtulo 4, en la sección 4.3, se menciona un poco de estos conceptos y
dónde encontrar más información al respecto.

Definición 1.1. Dado un experimento aleatorio, si Ω representa el conjunto
de todos los resultados posibles de este experimento, una variable aleatoria
es una función X : Ω→ R.

Utilizamos los valores que toman las variables aleatorias para definir pro-
babilidades. Por ejemplo, si lanzamos una moneda, una variable aleatoria X
se puede definir como X = 1 si cae águila ó X = 0 si cae sol. Aśı, la proba-
bilidad de que obtengamos águila la denotaremos por P (X = 1). Para este
ejemplo, si la moneda es honesta, P (X = 0) = P (X = 1) = 1

2
.

Para experimentos aleatorios con dimensión mayor a 1, se define a un
vector aleatorio.

Definición 1.2. Una función X = (X1, ..., Xm)t : Ω → Rm es un vector
aleatorio si cada coordenada X1, ..., Xm es una variable aleatoria.

La siguiente definición es útil para referirnos a la distribución de una va-
riable aleatoria.

Definición 1.3. Sea X una variable aleatoria. Si existe una función f tal
que f : R→ R y satisface las siguientes condiciones:

a) f(x) ≥ 0 para cada x en R,

b)
∫ +∞
−∞ f(x)dx = 1 y
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c) Para cualesquiera a, b ∈ R tales que −∞ < a < b < +∞ se cumple que

P (a ≤ X ≤ b) =
∫ b
a
f(x)dx

decimos que f es una función de densidad de probabilidad de X.

Definición 1.4. Sea X una variable aleatoria, decimos que X tiene una
distribución normal o Gaussiana, y lo denotaremos por X ∼ N(µ, σ2), si
su función de densidad de probabilidad f : R→ R es:

f(x) =
1√

2πσ2
e

−(x−µ)2

2σ2

donde µ ∈ R y σ ∈ R+.

Los parámetros de esta distribución reflejan 2 caracteŕısticas importantes,
pues, el valor esperado y la varianza son respectivamente µ y σ2. La gráfica
de la función de densidad de probabilidad de una variable aleatoria normal y
el significado geométrico de los parámetros los podemos ver en la figura 1.6
(extráıda de [17]).

Figura 1.6: f(x) es la función de densidad de probabilidad de X ∼ N(µ, σ2)
(extráıda de [17]).

La distribución normal es una distribución con propiedades importantes
en estad́ıstica, muy utilizada en la modelación estad́ıstica para problemas de
matemáticas aplicadas o problemas de ingenieŕıa, en particular por el teore-
ma del ĺımite central. Por esta razón nosotros buscaremos definir una función
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similar a ella para los datos que trabajaremos. Más aún, como nosotros traba-
jaremos en un espacio de dimensión mayor a 1, la función será más parecida
a una distribución normal multivariada.

Definición 1.5. Sea X = (X1, ..., Xm)t un vector aleatorio, decimos que X
tiene una distribución normal multivariada, la cual denotaremos por
X ∼ N(µ,Σ), si su función de densidad de probabilidad f : Rm → R es:

f(x) =
1

(2π)m/2
√
|Σ|

exp[−1

2
(x− µ)tΣ−1(x− µ)]

donde x = (x1, ..., xm)t y µ = (µ1, ..., µm)t son vectores de números reales, Σ
es una matriz positiva definida, es decir, xtΣx > 0 para cada vector no nulo
x ∈ Rm.

En este caso los parámetros µ y Σ representan el vector de medias y la
matriz de covarianza, respectivamente. Para m = 2 con µ y Σ adecuadas,
obtenemos la distribución normal bivariada estándar cuya gráfica se
encuentra en la figura 1.7 (extráıda de [17]).

Figura 1.7: f(x, y) es la función de densidad de probabilidad normal bivariada
estándar (extráıda de [17]).

Para las siguientes definiciones podemos pensar que tenemos una pobla-
ción espećıfica de objetos, y de ellos queremos hacer inferencia sin mirar cada
objeto. Es decir, muestreamos [14].
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Definición 1.6. Una muestra aleatoria es una colección X1, ..., Xn de
variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas. Al número
n se le conoce como el tamaño de la muestra. Y denotamos por x1, ..., xn a
los valores tomados por la muestra.

Esta definición establece que la muestra aleatoria corresponde a n medi-
ciones repetidas de X, hechas básicamente bajo las mismas condiciones [14].

Recordemos que nuestro interés es hacer inferencia sobre algunos paráme-
tros, utilizando la información obtenida de una muestra aleatoria. Por eso
definimos lo que es una estad́ıstica.

Definición 1.7. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria. Una estad́ıstica, g,
es una variable aleatoria que es función de la muestra, g : Rn → R y que
toma el valor de g(x1, ..., xn).

Si bien podemos definir a una estad́ıstica de muchas maneras, hay es-
tad́ısticas muy importantes, entre ellas, las que dan una medida de tenden-
cia central (media, mediana) y las que dan una medida de dispersión (rango,
varianza).

Definición 1.8. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria. La media muestral
es una estad́ıstica denotada por X̄ y definida como

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi.

Antes de definir a la mediana y al rango, definamos las estad́ısticas de
orden.

Definición 1.9. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria. A las variables alea-
torias ordenadas

X(1) = mı́n{X1, ..., Xn}
X(2) = mı́n({X1, ..., Xn}\{X(1)})

...

X(n) = máx{X1, ..., Xn}
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se les conoce con el nombre de estad́ısticas de orden. El sub́ındice entre
paréntesis significa que la variable aleatoria X(i) se encuentra en la posición
i-ésima de la lista ordenada.

Definición 1.10. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria. La mediana mues-
tral es una estad́ıstica que denotaremos por X̃ y se define como

X̃ =


X(n+1

2
) si n es impar

1
2

(
X(n

2
) +X(n

2
+1)

)
si n es par

Definición 1.11. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria. El rango muestral
es una estad́ıstica denotada por R y definida como

R = X(n) −X(1)

La varianza muestral de una muestra aleatoria es una medida del grado
de dispersión de los diferentes valores tomados por la variable [17]. En el caso
de un vector aleatorio, la medida de dispersión es descrita por una matriz
llamada “matriz de covarianza”, donde cada entrada representa la dispersión
direccional de la “diferencia” de las muestras con la media [15].

Definición 1.12. Sea X1, ..., Xn una muestra aleatoria. La varianza mues-
tral es una estad́ıstica denotada por S2 y definida como

S2 =
1

n− 1

n∑
i=1

(Xi − X̄)2.
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Definición 1.13. Sea (X1, ..., Xm) un vector aleatorio. Tomamos una mues-
tra aleatoria de n elementos respecto a cada una de las m entradas del vector.
La matriz de covarianza muestral es una matriz m ×m denotada por
Σ en la que cada elemento σij se define como

σij =
1

n− 1

n∑
k=1

(Xik − X̄i)(Xjk − X̄j)

donde Xik y X̄i representan, respectivamente, la k−ésima medición y el pro-
medio, correspondiente a la muestra de la variable aleatoria Xi. Análogamen-
te Xjk y X̄j representan, respectivamente, la k−ésima medición y el prome-
dio, correspondiente a la muestra de la variable aleatoria Xj.

Podemos deducir que la matriz Σ es simétrica. Al término σij lo llama-
mos la covarianza muestral de las variables aleatorias Xi y Xj. Más aún,
podemos definir de manera más concisa la matriz de covarianza muestral
como

Σ =
1

n− 1

n∑
k=1



 X1k

...
Xmk

−
 X̄1

...
X̄m




 X1k

...
Xmk

−
 X̄1

...
X̄m



t .



Caṕıtulo 2

Motivación al análisis
estad́ıstico sobre variedades

Sea X = (X1, ..., Xm) un vector aleatorio. Sabemos que si X ∼ N(µ,Σ),
donde µ ∈ Rm es el vector de medias y Σ ∈ Rm×m es la matriz de covarianza,
cuando X es transladada por t ∈ Rm, entonces sólamente el vector de medias
es transladado, es decir, (X + t) ∼ N(µ+ t,Σ).

Ahora, sean n imágenes de un objeto plano tomadas desde distintas po-
siciones. Sea Ref1 una imagen de referencia del objeto. Calculemos las ho-
mograf́ıas H1, ..., Hn que transforman a cada una de las n imágenes en Ref1.
Luego, con los algoritmos que describiremos, encontramos la homograf́ıa “me-
dia”, H(µ1), que transforma la “vista media” del objeto en Ref1, al tomar
la “transformación media” entre las diferentes Hi. Sea Ref2 otra imagen de
referencia. Si H(2,1) es la homogaf́ıa que transforma a Ref1 en Ref2, enton-
ces las homograf́ıas que transforman a cada una de las n imágenes en Ref2
serán H(2,1)H1, ..., H(2,1)Hn. Nosotros queremos que la homograf́ıa “media”,
H(µ2), transforme la “vista media” del objeto en Ref2. Para que esto ocurra,
la propiedad de invarianza que necesitamos es que la media H(µ2) se obtenga
como composición de la homograf́ıa media H(µ1) y de la que transforma a
Ref1 en Ref2, es decir, buscamos que sólo se “translade” la media haciendo
H(µ2) = H(2,1)H(µ1).

En la figura 2.1 mostramos un ejemplo con un conjunto de 6 fotograf́ıas
de una cartera (extráıdas en parte de [1]), tomadas desde distintas posicio-
nes. En el centro está la imagen correspondiente a la “vista media”.

17
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H(    )1 H(    )2

H(    )2,1

H1

H2

H3

H4

H5

H6

Ref
1

Ref
2

Figura 2.1: Las homograf́ıas H1, ..., H6 las encontramos a partir de Ref1.
Queremos que H(µ2) = H(2,1)H(µ1) (extráıdas en parte de [1]).

Recordemos que aunque utilizamos imágenes de distintas vistas de un
objeto plano, y queremos encontrar su “vista media”, nosotros trabajaremos
con las homograf́ıas subyacentes, es decir, matrices 3 × 3 con determinante
igual a 1. Podŕıamos intentar definir una función de densidad de probabili-
dad en el grupo tratándolo como un subconjunto de R9; sin embargo, sólo
podŕıamos tomar 8 elementos, pues uno de ellos estaŕıa en términos del de-
terminante de la matriz, esto para asegurar que el determinante es igual a 1.



Motivación al análisis estad́ıstico sobre variedades 19

De ah́ı que si seguimos este método, no seŕıa posible mantener la propiedad
de invarianza que acabamos de mencionar. Por eso, utilizamos el hecho de
que SL3(R) además de ser un grupo, también es una variedad diferenciable.

Definiremos una función φ : SL3(R)→ R “similar” a una función de den-
sidad de probabilidad normal multivariada utilizando propiedades intŕınsecas
de este espacio. Dada una media µ y una matriz de covarianza Σ definiremos
a φ buscando que se mantenga la propiedad de invarianza descrita anterior-
mente.
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Caṕıtulo 3

Respaldo matemático:
Geometŕıa diferencial

En este caṕıtulo presentaremos los elementos necesarios para describir a
SL3(R) como un grupo, variedad diferenciable y grupo de Lie. Además, se
exhibirán otros espacios y funciones que serán la base para desarrollar los
algoritmos de cálculo de medidas de tendencia central y de dispersión.

3.1. Propiedades de SL3(R)
Comencemos definiendo a un grupo y probemos que SL3(R) lo es.

Definición 3.1. Sea G un conjunto distinto del vaćıo y ∗ una operación
binaria definida en él. Decimos que G es un grupo si se cumple que

Para cada x, y, z ∈ G: (x ∗ y) ∗ z = x ∗ (y ∗ z). [Ley asociativa]

Existe e ∈ G tal que para cada x ∈ G: x ∗ e = e ∗x = x. [Existencia del
elemento neutro]

Para cada x ∈ G existe x−1 ∈ G tal que: x ∗ x−1 = x−1 ∗ x = e.
[Existencia de los inversos]

Proposición 3.2. SL3(R) es un grupo respecto al producto de matrices.

21
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Demostración. Sabemos que en el conjunto de matrices el producto es
asociativo. También sabemos que la matriz

I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


cumple que det(I3) = 1, es decir I3 ∈ SL3(R) y para cualquier g′ ∈ SL3(R),
g′I3 = I3g

′ = g′. Finalmente, sea g ∈ SL3(R). Como det(g) = 1 6= 0 entonces
existe una matriz g−1 tal que g ∗ g−1 = I3, aśı det(g ∗ g−1) = 1 de ah́ı que
det(g)det(g−1) = 1, donde obtenemos que det(g−1) = 1 y por lo tanto el
inverso de g pertenece a SL3(R). �

Definamos ahora a una variedad diferenciable.

Definición 3.3. Sea X ⊆ Rn. Decimos que X es una variedad diferen-
ciable de dimensión k ≤ n si es localmente difeomorfa a Rk. Es decir, si
para cada x ∈ X, existe un abierto V en X que contiene a x, un abierto
U ⊆ Rk y cumplen que existe una función invertible φ : U → V tal que φ y
φ−1 son suaves.

Llamamos parametrización local de la variedad diferenciable a la función
φ : U → V y sistema coordenado de la variedad diferenciable a la función
φ−1 : V → U . Cuando mencionemos que la dimensión de X es igual a k lo
denotaremos por dim X = k. Y de aqúı en adelante utilizaremos indistinta-
mente los términos “variedad” y “variedad diferenciable”.

En la figura 3.1 ilustramos una variedad, X, de 2 dimensiones inmersa en
R3. V es un abierto de X que contiene a x, U es un abierto de R2 que contie-
ne a u y V está parametrizado por la función φ : U → V y es tal que φ(u) = x.

Antes de demostrar que SL3(R) es una variedad diferenciable, demos al-
gunas definiciones más que nos servirán en la prueba.
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x

X

u

U

V

O

O
-1

Figura 3.1: V es un abierto en la variedad X y U es un abierto en R2.
φ : U → V y φ−1 : V → U .

Utilizamos las derivadas para identificar el espacio lineal que mejor se
aproxima a una variedad X en el punto x.

Definición 3.4. Sea X ⊆ Rn una variedad de dimensión k ≤ n. Dado x ∈ X
con una paramerización local φ : U ⊆ Rk → V ⊆ Rn tal que φ(u) = x. Si
Dφu : Rk → Rn es la derivada de φ en u, definimos al espacio tangente a
X en x como Tx(X) := Dφu(Rk) ⊆ Rn.

Recordemos que la derivada Dφu : Rk → Rn es una transformación lineal
que es representada por la matriz

Dφu =


∂φ1
∂u1

. . . ∂φ1
∂uk

...
. . .

...
∂φn
∂u1

. . . ∂φn
∂uk



donde ∂φi
∂uj

denota la derivada parcial de la i-ésima función de φ respecto a la

j-ésima entrada de u, evaluada en u.

Aunque parece haber una ambigüedad en la definición (porque la defini-
ción podŕıa parecer espećıfica a una parametrización local), como se puede
leer en [9], distintas parametrizaciones locales de x ∈ X producen el mis-
mo espacio tangente Tx(X). Además, Tx(X) es un subespacio vectorial de
Rn de dimensión de k, y la translación paralela x + Tx(X) = {y ∈ Rn|y =
x+ z con z ∈ Tx(X)} es la aproximación por un subespacio de dimensión k
más cercana a X que pasa por x (es el “plano tangente” a la variedad). En
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la figura 3.2 ilustramos la translación del espacio tangente a una variedad
2-dimensional X en el punto x.

x

T (X)x+x

X

Figura 3.2: x+ Tx(X) es la translación del espacio tangente a X en x.

Supongamos que X y Y son dos variedades de dimensiones k y p respec-
tivamente, f : X → Y es una función suave. Supongamos también que
X y Y están parametrizadas respectivamente por φ : U ⊆ Rk → X y
ψ : V ⊆ Rp → Y tales que φ(0) = x, ψ(0) = y y f(x) = y. Notemos que si U
es suficientemente pequeño podemos definir una función suave h = ψ−1◦f ◦φ,
que mapea de U a V . En la figura 3.3 se ilustran estas funciones.

X Y

VU
U o f Ooh
-1

=

O U

f

Figura 3.3: X y Y son variedades parametrizadas por φ y ψ respectivamente.
Para un abierto U ⊆ Rk suficientemente pequeño existe una función h tal
que h : U → V .

Luego, utilizando la regla de la cadena definimos

Dfx = Dψ0 ◦Dh0 ◦Dφ−10



3.1. PROPIEDADES DE SL3(R) 25

que mapea de Tx(X) a Ty(Y ) como se ilustra en la figura 3.4 [9].

R

O U

D f

T (  )x T (  )yX Y
x

D D0 0

D h0

k
R

p

Figura 3.4: Dfx es una función que mapea de Tx(X) a Ty(Y ).

Definición 3.5. Sean X, Y ⊆ Rn variedades diferenciables. Para una trans-
formación suave entre variedades f : X → Y , un punto y ∈ Y es un valor
regular de f si, en cada punto x ∈ X tal que f(x) = y, Dfx : Tx(X) →
Ty(Y ) es suprayectiva.

Si dim X = p y dim Y = q. La aplicación Dfx : Tx(X) → Ty(Y ) es una
transformación lineal que es representada por la matriz

Dfx =


∂f1
∂x1

. . . ∂f1
∂xp

...
. . .

...
∂fq
∂x1

. . . ∂fq
∂xp



donde ∂fi
∂xj

denota la derivada parcial de la i-ésima función de f respecto a la

j-ésima entrada de x, evaluada en x.

Teorema 3.6. [Teorema de la imagen inversa] Sean X, Y ⊆ Rn varieda-
des diferenciables. Si y es un valor regular de f : X → Y , entonces la
imagen inversa f−1(y) es una variedad diferenciable contenida en X, con
dim f−1(y) = dim X − dim Y .

Teorema 3.7. Sean X, Y ⊆ Rn variedades diferenciables. Sea Z la imagen
inversa de un valor regular y ∈ Y bajo la transformación suave f : X → Y .
Entonces el núcleo de la derivada Dfx : Tx(X) → Ty(Y ) en cualquier punto
x ∈ Z es el espacio tangente a Z, Tx(Z).
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Las demostraciones de los teoremas 3.6 y 3.7 se encuentran en la sección
4 del caṕıtulo I de [9].

Para demostrar que SL3(R) es una variedad diferenciable, primero haga-
mos 2 observaciones.

Observación 3.8. Cada vector en R9 se puede asociar de manera única con
una matriz 3× 3 de la siguiente forma: a1

...
a9

↔
 a1 a4 a7

a2 a5 a8
a3 a6 a9

 .

Observación 3.9. Sea n ∈ N y u ∈ Rn. La función φu : Rn → Rn

tal que φu(x) = x es un difeomorfismo de Rn a Rn, por lo tanto, Rn es
una variedad diferenciable. Además, se puede ver que Dφu = In. Más aún,
Tu(Rn) = Dφu(Rn) = Rn, es decir, para cualquier punto u en Rn el espacio
tangente a Rn en u es el mismo Rn.

Ahora, utilizando todo lo mencionado anteriormente ya podemos demos-
trar la siguiente proposición.

Proposición 3.10. SL3(R) es una variedad diferenciable de dimensión 8.

Demostración. Sea f : R9 → R tal que, si a =

 a1
...
a9

,

f(a) =

∣∣∣∣∣∣
a1 a4 a7
a2 a5 a8
a3 a6 a9

∣∣∣∣∣∣ .
Veamos que el número real 1 es un valor regular de f . Sea x en R9

tal que f(x) = 1. Es decir, x se puede asociar a una matriz 3 × 3 con
determinante igual a 1 dada la observación 3.8. Su derivada, Dfx, mapea de
R9 a R, viéndolos como espacios tangentes por lo descrito en la observación
3.9. Luego, viendo a la función f como un determinante y desarrollandolo
por columnas tenemos:
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f(x) = +x1

∣∣∣∣ x5 x8
x6 x9

∣∣∣∣− x2 ∣∣∣∣ x4 x7
x6 x9

∣∣∣∣+ x3

∣∣∣∣ x4 x7
x5 x8

∣∣∣∣
= −x4

∣∣∣∣ x2 x8
x3 x9

∣∣∣∣+ x5

∣∣∣∣ x1 x7
x3 x9

∣∣∣∣− x6 ∣∣∣∣ x1 x7
x2 x8

∣∣∣∣
= +x7

∣∣∣∣ x2 x5
x3 x6

∣∣∣∣− x8 ∣∣∣∣ x1 x4
x3 x6

∣∣∣∣+ x9

∣∣∣∣ x1 x4
x2 x5

∣∣∣∣ .

De ah́ı es claro que Dfx es la transformación lineal representada por la
matriz

Dfx =

(
(−1)1+1

∣∣∣∣ x5 x8
x6 x9

∣∣∣∣ , · · · , (−1)9+1

∣∣∣∣ x1 x4
x2 x5

∣∣∣∣) .

Es decir, la entrada i-ésima de Dfx es (−1)i+1 multiplicada por el de-
terminante de la matriz que se obtiene de x eliminando el renglón y la fila
correspondiente al i-ésimo término de x (representando a x como matriz).

Verifiquemos que Dfx : R9 → R es suprayectiva. Sea y en R, probemos
que existe un z en R9 tal que Dfx(z) = y.

Proponemos a z = y
3
x =


yx1
3
...
yx9
3

, aśı
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Dfx(z) =

(
(−1)1+1

∣∣∣∣ x5 x8
x6 x9

∣∣∣∣ , · · · , (−1)9+1

∣∣∣∣ x1 x4
x2 x5

∣∣∣∣)


yx1
3
...
yx9
3



=
yx1
3

(−1)1+1

∣∣∣∣ x5 x8
x6 x9

∣∣∣∣+ · · ·+ yx3
3

(−1)3+1

∣∣∣∣ x4 x7
x5 x8

∣∣∣∣
+
yx4
3

(−1)4+1

∣∣∣∣ x2 x8
x3 x9

∣∣∣∣+ · · ·+ yx6
3

(−1)6+1

∣∣∣∣ x1 x7
x2 x8

∣∣∣∣
+
yx7
3

(−1)7+1

∣∣∣∣ x2 x5
x3 x6

∣∣∣∣+ · · ·+ yx9
3

(−1)9+1

∣∣∣∣ x1 x4
x2 x5

∣∣∣∣
=
y

3

∣∣∣∣∣∣
x1 x4 x7
x2 x5 x8
x3 x6 x9

∣∣∣∣∣∣+
y

3

∣∣∣∣∣∣
x1 x4 x7
x2 x5 x8
x3 x6 x9

∣∣∣∣∣∣+
y

3

∣∣∣∣∣∣
x1 x4 x7
x2 x5 x8
x3 x6 x9

∣∣∣∣∣∣
=
y

3
f(x) +

y

3
f(x) +

y

3
f(x) = 3

(y
3
f(x)

)
= yf(x) = y.

Con esto probamos que Dfx es una función suprayectiva, lo cual implica
que 1 es un valor regular de f . Entonces, por el teorema 3.6, f−1(1) es una
variedad diferenciable contenida en R9 y dim f−1(1) = dim R9 − dim R =
9− 1 = 8. Es decir, por la observación 3.8, el conjunto de matrices 3× 3 con
determinante igual a 1 es una variedad de dimensión 8. �

Notemos que esta variedad tiene estructura de grupo, de ah́ı que podemos
encontrar el espacio tangente a SL3(R) en el elemento identidad, I3. A este
conjunto lo denotaremos por g.

Proposición 3.11. g es el conjunto de matrices 3× 3 cuya traza es cero.

Demostración. Sea f : R9 → R definida como en la demostración de la
proposición 3.10, recordemos que su derivada es
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Dfx =

(
(−1)1+1

∣∣∣∣ x5 x8
x6 x9

∣∣∣∣ , · · · , (−1)9+1

∣∣∣∣ x1 x4
x2 x5

∣∣∣∣) .
Veamos qué es el núcleo de DfI3 . Sea y en R9 tal que DfI3(y) = 0,

entonces

(
(−1)1+1

∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣ , · · · , (−1)9+1

∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣)
 y1

...
y9

 = 0

aśı

1(y1) + 0(y2) + 0(y3) + 0(y4) + 1(y5) + 0(y6) + 0(y7) + 0(y8) + 1(y9) = 0

por lo tanto, y1 + y5 + y9 = 0, es decir, viendo a y como matriz por la obser-
vación 3.8, el núcleo de DfI3 son las matrices con traza igual a cero.

Finalmente, por el teorema 3.7, el conjunto de matrices 3 × 3 con traza
igual a cero es el espacio tangente a SL3(R) en I3, g. �

Definición 3.12. Sea G una variedad diferenciable con estructura de grupo,
decimos que G es un grupo de Lie si cumple que las funciones

f1 : G×G→ G, f1(x, y) = x ∗ y

y f2 : G→ G, f2(x) = x−1

son suaves.

Proposición 3.13. SL3(R) es un grupo de Lie.

Demostración.
Sean A,B,C,D ∈ SL3(R) tales que AB = C y D = A−1 donde

A =

 a1 a4 a7
a2 a5 a8
a3 a6 a9


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y B,C y D tienen su respectiva representación análoga.

Sean también g1 : R18 → R9 tal que

g1



a1
...
a9
b1
...
b9


=

 c1
...
c9

 ,

y g2 : R9 → R9 tal que

g2

 a1
...
a9

 =

 d1
...
d9

 .

Observemos que la función g1 es suave, pues cada elemento de C se forma
como composición de suma y producto de números reales. Luego, empleando
la observación 3.8, g1 es equivalente a f1. Por lo tanto f1 es una función suave.

También g2 es suave, pues cada elemento de D se forma como un cociente
con denominador igual a 1 y numerador dado por una composición de sumas
y productos de números reales, relativos a la transpuesta de la matriz de
cofactores. Luego, empleando la observación 3.8, g2 es equivalente a f2. Por
lo tanto f2 también es una función suave. �

Hasta aqúı sólo hemos exhibido caracteŕısticas intŕınsecas de SL3(R).

3.2. SL3(R) con estructura métrica

Ahora que hemos caracterizado a SL3(R) como grupo de Lie, definiremos
una estructura métrica sobre él. Esta métrica será útil para definir a la fun-
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ción φ mencionada en la introducción.

Para cada punto g en el grupo, definiremos un producto interior <,>g

sobre el espacio tangente Tg(SL3(R)), luego, inducimos la norma ||v||g =√
< v, v >g. Esto nos permitirá medir la longitud de un vector tangente, y

será útil para medir la distancia entre 2 puntos en SL3(R). Llamaremos va-
riedad riemanniana a una variedad en la que podamos definir un producto
interior en cada espacio tangente, y con ello, definir una distancia sobre la
variedad. SL3(R) es un ejemplo de una variedad riemanniana [1]. De aqúı en
adelante denotaremos por Tg a Tg(SL3(R)).

3.2.1. Aplicación exponencial

Definimos la longitud de una trayectoria σ : [a, b]→ SL3(R) como

L(σ) =

∫ b

a

||σ′(t)||σ(t)dt.

Si t0 ∈ [a, b], σ(t0) es un punto en SL3(R) y σ′(t0) es la derivada de la
trayectoria σ evaluada en t0, entonces σ′(t0) es un vector en el espacio tan-
gente a σ(t0). Por ello el sub́ındice de la norma, dentro de la integral, es σ(t).

Finalmente, definimos la distancia entre los puntos g1 y g2 en SL3(R)
como

d(g1, g2) = ı́nf {L(σ) : σ es una trayectoria que une a g1 con g2}.

Una trayectoria σ∗ donde se alcanza el ı́nfimo se llama geodésica. Y pa-
ra cada g1 y g2 en SL3(R) se puede probar que existe una única geodésica
que va de g1 a g2 [1]. Este hecho permite construir, para cada g en el gru-
po, la aplicación exponencial expg : Tg → SL3(R) tal que para cada v en
Tg, d(g, expg(v)) = ||v||g. En la figura 3.5 ilustramos un ejemplo en el que
d(g, g′) = ||v||g donde v está en Tg y es tal que expg(v) = g′.

La aplicación expg no siempre será biyectiva, pero en el conjunto donde
śı lo sea (en general esto sucede en una vecindad de g), denotaremos a su in-
versa por logg. Aśı, también podremos decir que si d(g, g′ = expg(v)) = ||v||g
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T 

g'

g

g

v

Figura 3.5: La trayectoria marcada de g a g′ es la geodésica. ||v||g es la
distancia entre g y g′, donde g′ = expg(v).

entonces v = logg(g
′) y d(g, g′) = || logg(g

′)||g. Haremos una distinción con
la aplicación exponencial bajo la identidad, expI3 , y con su inversa logI3 , y
las denotaremos por expp y logg respectivamente. También denotaremos al
producto interior sobre el plano tangente a SL3(R) en I3, g, como <,>e y a
su norma como || · ||e. Hablaremos de ellos más adelante.

3.2.2. Propiedad de invarianza

Para que la función φ mantenga la propiedad de invarianza descrita en el
caṕıtulo 2, la métrica debe cumplir una propiedad importante.

Sea g ∈ SL3(R), definimos la función de translación por izquierda (left
translation by g) Lg : SL3(R) → SL3(R) tal que Lg(g

′) = gg′. De la defini-
ción de grupo de Lie, Lg es un difeomorfismo dentro del grupo, y además,
para cada g en el grupo, (Lg)

−1 = Lg−1 [20].

Para que se mantenga la propiedad de invarianza, se debe cumplir que la
distancia entre 2 puntos debe ser la misma sin importar una translación por
izquierda. En particular queremos que si g, g′ ∈ SL3(R) entonces

d(g, g′) = d (Lg−1(g), Lg−1(g′)) . (3.1)

En el caṕıtulo 4 se verifica que esta igualdad es suficiente para mantener
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la propidedad de invarianza.

Definamos funciones entre dos espacios tangentes a la variedad, espećıfi-
camente, entre g y Tg.

Sea L∗g : g→ Tg tal que

L∗g(v) = logg(g · expp(v)).

Gráficamente representa que si v ∈ g, primero se mapea a la variedad,
cerca de la identidad, con la función expp, luego se translada cerca de g con
la función Lg y finalmente se mapea a Tg con la función logg. Esta función
es invertible localmente, su inversa (L∗g)

−1 va de Tg a g y es tal que

(L∗g)
−1(u) = logg(g−1 · expg(u)) = L∗g−1(u).

De manera análoga, para un punto u ∈ Tg, primero se mapea a la varie-
dad, cerca de g, con la función expg, luego se translada cerca de la identidad
con la función Lg−1 y finalmente se mapea a g con la función logg.

Ya que exhibimos a L∗g y a L∗g−1 , veamos que si definimos el producto
interior <,>g, en Tg, en función de L∗g−1 y <,>e obtendremos la igualdad
deseada 3.1.

Proposición 3.14. Sea u ∈ Tg, definiendo < u, u >g:=< L∗g−1(u), L∗g−1(u) >e

se cumple que d(g, g′) = d (Lg−1(g), Lg−1(g′)).

Demostración. Sean g, g′ ∈ SL3(R)
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(d(g, g′))2 = (|| logg(g
′)||g)2

=< logg(g
′), logg(g

′) >g

=< L∗g−1(logg(g
′)), L∗g−1(logg(g

′)) >e

=< logg(g−1 · expg(logg(g
′))), logg(g−1 · expg(logg(g

′))) >e

=< logg(g−1 · g′), logg(g−1 · g′) >e

= (||logg(g−1g′)||e)2 = (d(I3, g
−1g′))2

= (d(g−1g, g−1g′))2 = (d (Lg−1(g), Lg−1(g′)))2.

Es decir (d(g, g′))2 = (d (Lg−1(g), Lg−1(g′)))2, por lo tanto d(g, g′) =
d (Lg−1(g), Lg−1(g′)). �

Esta demostración también nos dice cómo calcular la distancia entre dos
elementos cualesquiera en SL3(R), g y g′, utilizando solamente las funciones
logg y || · ||e =

√
<,>e, definidas en el plano tangente al grupo en el elemento

identidad, g. Es claro que

d(g, g′) = ||logg(g−1g′)||e.

Más aún, definiendo aśı a la distancia entre g y g′ se cumple que d(g, g′) =
d(Hg,Hg′) para cualquier homograf́ıa H, pues

g−1g′ = g−1H−1Hg′ = (Hg)−1(Hg′).

En la figura 3.6 ilustramos todas las funciones mencionadas anteriormen-
te: expg, expp, logg, logg, Lg, Lg−1 , L∗g y L∗g−1 . Para v ∈ g y u ∈ Tg tales que

expp(v) = g−1g′ y expg(u) = g′ se cumple que L∗g(v) = u y L∗g−1(u) = v.
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Figura 3.6: En este diagrama se ilustran las funciones involucradas entre la
variedad diferenciable SL3(R) y los planos tangentes g y Tg.

Debido a que el producto interior en cada plano tangente Tg está definido
en términos del que está definido en g, sólo necesitamos definir un producto
interior <,>e adecuado. Sean v1 y v2, en g, definimos < v1, v2 >e= Tr(v1v

t
2),

es decir, multiplicar v1 por v2 transpuesta y luego obtener su traza. Aśı, la
norma que se induce es ||v||e =

√
Tr(vvt), la cual se conoce como norma de

Frobenius.

3.2.3. Definición de expp y logg

El producto interior definido como < v1, v2 >e= Tr(v1v
t
2), se conoce como

la forma de Killing-Cartan. Este producto interior nos da una ventaja para
calcular las distancias entre elementos del grupo, pues, las funciones expp y
logg tienen una forma cerrada.

Se define a expp : g→ SL3(R) como
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expp(x) =
∞∑
k=0

xk

k!

donde xk representa la multiplicación por izquierda de la matriz x en k oca-
siones. Esta definición es válida, pues la serie converge como se puede ver en
el caṕıtulo 4 de [5].

En varios grupos de matrices se tiene esta definición para la función que
mapea de g al grupo [22]. De hecho, el nombre de “aplicación exponencial”
proviene de que en estos grupos tiene un comportamiento similar a la función
exponencial en los números reales.

La aplicación inversa, logg, va de una vecindad de la identidad en SL3(R)
a g y es tal que

logg(g) =
∞∑
k=1

(−1)k−1

k
(g − I)k.

La definición es válida porque la serie converge, la prueba también se en-
cuentra en el caṕıtulo 4 de [5]. Esta función tiene un comportamiento similar
a la función logaritmo en los números reales.

Como podemos observar, ya tenemos todos los elementos necesarios para
medir la distancia entre dos elementos de SL3(R), pues ya tenemos las formas
expĺıcitas de logg y || · ||e para calcular ||logg(g−1g′)||e = d(g, g′) con g y g′

en SL3(R).



Caṕıtulo 4

Análisis estad́ıstico sobre
SL3(R)

En este caṕıtulo describiremos cómo encontrar medidas de tendencia cen-
tral y de dispersión de datos dentro de un grupo de Lie. Nuestro objetivo es
definir una función φ : SL3(R) → R que se ajuste a una muestra aleatoria
de datos en SL3(R).

4.1. Media

Para definir la media utilizamos la noción de centro de masa sobre una
variedad riemanniana introducida por Cartan [4] [15]. En espećıfico, utiliza-
remos la media de Fréchet [21].

Definición 4.1. Sean X una variedad riemanniana y x1, ..., xn ∈ X. Defi-
nimos la media de Fréchet como

µ = arg mı́n
h∈X

n∑
i=1

d(xi, h)2

donde d(·, ·) denota la distancia definida sobre la variedad.

Si trabajamos en R, no es dif́ıcil probar que la media de Fréchet es justa-
mente la media muestral mencionada en la definición 1.8. Si trabajamos en
R2 la media de Fréchet se ilustrará como en la figura 4.1.

37
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x

Figura 4.1: Los puntos negros representan una colección de datos en R2 y la
x representa la media de Fréchet.

Utilizando la media de Fréchet podemos definir la media de g1, ..., gn ∈
SL3(R) como

µ = arg mı́n
h∈SL3(R)

n∑
i=1

||logg(g−1i · h)||2e.

Notemos que al ser un proceso de minimización, no aseguramos que haya
un mı́nimo global. Sin embargo, en [1] se menciona que la unicidad de la me-
dia y la convergencia del algoritmo 5.2, donde describimos cómo encontrarla,
se siguen de los resultados de [2].

Ahora que hemos definido la media de un conjunto de datos en SL3(R),
podemos verificar la propiedad de invarianza descrita en el caṕıtulo 2. Pro-
bemos que si a las homograf́ıas de la muestra se les aplica una translación,
multiplicando por un g a la izquierda, la media es simplemente transladada
por la misma cantidad.

Sea µg la media de los datos transladados por g ∈ SL3(R), entonces

µg = arg mı́n
h∈SL3(R)

n∑
i=1

d(g.gi, h)2.

Luego, por la igualdad 3.1

µg = arg mı́n
h∈SL3(R)

n∑
i=1

d(Lg−1(g.gi), Lg−1(h))2,

es decir,
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µg = arg mı́n
h∈SL3(R)

n∑
i=1

d(gi, g
−1h)2.

Además, utilizando la definición de media de g1, ..., gn, se deduce que

g−1µg = µ,

y finalmente

µg = gµ.

Esto nos muestra que la media de los datos transladados es el transladado
de la media.

Para calcular el valor de µ utilizaremos la aproximación de segundo orden
propuesta en [15], de ah́ı que,

µ̂ = expp(
1

n

n∑
i=1

logg(gi)).

4.1.1. Otras medidas de tendencia central

Recordemos que la media µ es sólo una transformación proyectiva que
transforma una “vista media” a una imagen de referencia Ref . Sin embargo,
casi nunca tendremos una imagen real (dentro de nuestra muestra) que sea
exactamente la “vista media”. Por esto, proponemos dos métodos originales
para hallar una medida de tendencia central, utilizando las imágenes que
vienen dadas por la muestra.

Definición 4.2. Sean X una variedad riemanniana y x1, ..., xn ∈ X. Defi-
nimos la media-α como

µα = arg mı́n
xi∈{x1,...,xn}

d(xi, µ)

donde d(·, ·) denota la distancia definida sobre la variedad y µ la media de
Fréchet de los datos.
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Luego, la media-α de g1, ..., gn ∈ SL3(R) es

µα = arg mı́n
gi∈{g1,...,gn}

||logg(g−1i · µ)||e.

Esta definición propone que después de encontrar la media µ, busquemos
en el conjunto de datos el dato que se encuentre más cerca a ella. Al aplicar la
transformación µ−1α a una imagen de referencia Ref obtendremos la imagen
más cercana a la “vista media”. La figura 2 es un ejemplo de esto.

También podemos definir una medida de tendencia central similar a la
media de Fréchet, pero considerando sólo a los puntos de la muestra.

Definición 4.3. Sean X una variedad riemanniana y x1, ..., xn ∈ X. Defi-
nimos la media-β como

µβ = arg mı́n
xi∈{x1,...,xn}

n∑
j=1

d(xi, xj)
2

donde d(·, ·) denota la distancia definida sobre la variedad.

Aśı, la media-β de g1, ..., gn ∈ SL3(R) es

µβ = arg mı́n
gi∈{g1,...,gn}

n∑
j=1

||logg(g−1i · gj)||2e.

En la figura 4.2 ilustramos la media de Fréchet, la media-α y la media-β
con dos conjuntos de datos en R2. En 4.2(b) podemos observar que en algu-
nas ocasiones ocurrirá que µα = µβ.

4.2. Matriz de covarianza

Recordemos del caṕıtulo 1 que en el caso de un vector aleatorio, la medi-
da de dispersión es descrita por una matriz llamada “matriz de covarianza”,
donde cada entrada representa la dispersión direccional de la “diferencia” de
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x

(a) Para estos datos la media-α y la
media-β son diferentes

x

(b) Para estos datos la media-α y la
media-β son iguales

Figura 4.2: Los puntos negros representan una colección de datos en R2, x
representa la media de Fréchet, el punto con un segmento hacia la media
representa la media-α y el punto con centro blanco representa la media-β.

vectores. Aśı, para mantener similitud con dicha matriz de covarianza, busca-
mos “diferencias” y “direcciones” que sean equivalentes a las de los términos
(Xik − X̄i) de la definición 1.13.

Para calcular la matriz de covarianza en SL3(R) seguiremos la siguiente
idea. Primero calcularemos µ, la media de los datos g1, ..., gn. Luego, mapea-
remos todos los datos a Tµ y finalmente definiremos “diferencias” y “direc-
ciones” sobre Tµ para calcular ah́ı a la matriz de covarianza.

Ahora, como la distancia que definimos entre dos puntos en SL3(R) es
la misma sin importar una translación por izquierda, en lugar de trabajar
con g1, ..., gn, trabajaremos con µ−1g1, ..., µ

−1gn. Luego, en lugar de mapear
los datos a Tµ, mapearemos los datos a g con la función logg. Aśı, sólo nos
queda definir las “diferencias” entre logg(µ−1gi) y logg(µ−1µ) que nos ayuden
a calcular la dispersión en ciertas “direcciones” sobre el plano tangente a la
variedad en I3.

Para hacer esto, primero elegimos una base ordenada del espacio vectorial
g:
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 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

 ,

 0 1 0
0 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 1
0 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
1 0 0
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 1
0 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
1 0 0

 ,

 0 0 0
0 0 0
0 1 0

 ,

 0 0 0
0 1 0
0 0 −1

 .

Sabemos que como las matrices anteriores forman una base de g, entonces
cada matriz en g puede ser expresada, de manera única, como una combina-
ción lineal de los elementos de la base. Definimos la función b : g → R8, tal
que si a ∈ g, a se escribe como combinación lineal de los elementos de la base
ordenada y los valores de b(a), que son los coeficientes de la combinación
lineal. Es decir, si

a =

 a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


entonces

b(a) = (a11, a12, a13, a21, a23, a31, a32,−a33)t,
pues −a11 − a33 = a22.

Además, es claro que existe su función inversa, b−1 : R8 → g, tal que
cada elemento de R8 determina, en combinación lineal con los elementos de
la base ordenada, una matriz única en g.

También sabemos que logg(µ−1µ) = logg(I3) = 03, donde 03 represen-
ta a la matriz 3 × 3 en la que cada elemento es 0, y es claro que b(03) =
(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0)t.
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Luego, si definimos a las “direcciones” como las direcciones de los vec-
tores de la base mencionada anteriormente, las “diferencias” de los vectores
logg(µ−1gi) y logg(µ−1µ) = 03 serán simplemente las proyecciones de cada
logg(µ−1gi) con respecto a cada uno de los elementos de la base dada de g.

Finalmente, si denotamos por bk(v) al k-ésimo elemento del vector b(v).
Podemos definir la matriz de covarianza de g1, ..., gn ∈ SL3(R) como una
matriz 8× 8, Σ, en la que cada elemento σij es tal que

σij =
1

n

n∑
k=1

bi
(
logg(µ−1gk)

)
· bj
(
logg(µ−1gk)

)
.

Podemos deducir que la matriz Σ es simétrica, pues σij = σji, similar a
la matriz de covarianza descrita en la definición 1.13.

Ahora que hemos definido la matriz de covarianza de un conjunto de
datos en SL3(R) podemos verificar por completo la propiedad de invarianza.
Probemos que si a las homograf́ıas de la muestra se les aplica una translación,
multiplicando por un g a la izquierda, la matriz de covarianza continúa siendo
la misma.

Sea µg la media de los datos transladados por g ∈ SL3(R), entonces, para
este conjunto de datos la matriz de covarianza se define como

σij =
1

n

n∑
k=1

bi
(
logg(µ−1g ggk)

)
· bj
(
logg(µ−1g ggk)

)
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y como µg = gµ

=
1

n

n∑
k=1

bi
(
logg((gµ)−1ggk)

)
· bj
(
logg((gµ)−1ggk)

)

=
1

n

n∑
k=1

bi
(
logg(µ−1g−1ggk)

)
· bj
(
logg(µ−1g−1ggk)

)

=
1

n

n∑
k=1

bi
(
logg(µ−1gk)

)
· bj
(
logg(µ−1gk)

)
.

Esto nos muestra que la matriz de covarianza de los datos originales y la
de los datos transladados por g a la izquierda es la misma.

Si bien cada entrada de la matriz Σ ya es una medida de dispersión sobre
las direcciones de la base de g, aún podemos hacer algo más para relacionar
esta información con la muestra de imágenes dada al principio.

Definición 4.4. Dada una muestra aleatoria normal multivariada en Rn,
con vector de medias µ y matriz de covarianza Σ. Decimos que los puntos
x[0], x[1], ..., x[2n] en Rn son puntos sigma de la muestra si x[0] = µ y

x[i] = µ+ (
√

(n+ k)Σ)i para i ∈ {1, ..., n}
x[j] = µ− (

√
(n+ k)Σ)j−n para j ∈ {n+ 1, ..., 2n}

donde k es un parámetro de escalamiento y el término (
√

(n+ k)Σ)i re-
presenta la columna i-ésima de la raiz cuadrada de la matriz obtenida al
multiplicar el escalar (n+ k) con la matriz Σ. Análogamente para el término
(
√

(n+ k)Σ)j−n [18].

En este contexto, utilizamos la siguiente definición de raiz cuadrada de
una matriz.

Definición 4.5. Sean A y B matrices n × n con entradas reales. Decimos
que la matriz A es la raiz cuadrada de la matriz B si B = A · At.
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Por ejemplo, de la misma manera que un conjunto de datos en R2, toma-
dos de una muestra normal bivariada, se ajusta a una elipse como se ilustra
en la figura 4.3, un conjunto de datos en Rn, tomados de una muestra normal
multivariada, se ajusta a una elipsoide de n dimensiones. Es ah́ı donde toman
importancia los puntos sigma.

Figura 4.3: Los puntos representan un conjunto de datos en R2 tomados de
una muestra normal bivariada.

El punto sigma x[0], al ser la media de la muestra, representa el centro
de una elipsoide de n dimensiones. Cada uno de los puntos x[1], ..., x[n] re-
presenta un vértice de la elipsoide, todos sobre un eje distinto. Y los puntos
x[n+1], ..., x[2n] representan los vértices opuestos a x[1], ..., x[n] respectivamente.

Ahora, para mantener similitud con la definición 4.4, dada una muestra
en SL3(R) con media µ y matriz de covarianza Σ, proponemos que los puntos
g[0], g[1], ..., g[16] en SL3(R) sean puntos sigma de la muestra si g[0] = µ y

g[i] = µ · expp
(
b−1
(

(
√

(8 + k)Σ)i

))
para i ∈ {1, ..., 8}

g[j] = µ · expp
(
b−1
(
−(
√

(8 + k)Σ)j−8

))
para j ∈ {9, ..., 16}

donde k es un parámetro de escalamiento.

Esta definición propone lo siguiente. Primero, en cada entrada del vector
(
√

(8 + k)Σ)i, encontramos los escalares que crean la dirección del i-ésimo
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punto sigma, aśı, aplicando b−1 encontramos dicha dirección en g. Luego,
al aplicar la función expp, mapeamos de g a la variedad, cerca de la iden-
tidad. Finalmente, se translada cerca de la muestra al multiplicar por µ.

Deduciendo aśı que µ · expp
(
b−1[(

√
(8 + k)Σ)i]

)
será un punto en SL3(R)

que representará un vértice de una “elipsoide” que se ajuste a la muestra.

Análogamente para el término µ ·expp
(
b−1[−(

√
(8 + k)Σ)j−8]

)
. Además, los

puntos g[9], ..., g[16] representan los vértices opuestos a g[1], ..., g[8] respectiva-
mente.

Observemos que los puntos sigma g[1], ..., g[16] también son transformacio-
nes proyectivas, por lo tanto, podemos transformar una imagen de referencia,
Ref , en distintas vistas. Cada vista estaŕıa sobre un vértice de la “elipsoide”
que se ajusta a la muestra.

En el caṕıtulo 5 mostramos un algoritmo para encontrar un par de puntos
sigma opuestos y cómo utilizarlos para visualizar la dispersión direccional de
la muestra de imágenes.

4.2.1. Otras medidas de dispersión

Aunque la matriz de covarianza nos da medidas de dispersión direccio-
nales, en algunas ocasiones podremos necesitar una medida de dispersión de
toda la muestra que sea más rápida de calcular. Por esto, nosotros propo-
nemos dos métodos para hallar una medida de dispersión que sea un único
valor real.

Definición 4.6. Sean X una variedad riemanniana y x1, ..., xn ∈ X. Defi-
nimos la varianza-F como

VF = mı́n
h∈X

n∑
i=1

d(xi, h)2

donde d(·, ·) denota la distancia definida sobre la variedad.

Luego, la varianza-F de g1, ..., gn ∈ SL3(R) es

VF = mı́n
h∈SL3(R)

n∑
i=1

||logg(g−1i · h)||2e.
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Esta definición propone que si el argumento que minimiza la función de
distancias es la media de Fréchet, entonces el valor mı́nimo nos dirá informa-
ción de la dispersión de los datos.

Definición 4.7. Sean X una variedad riemanniana y x1, ..., xn ∈ X. Defi-
nimos el rango como

R = máx
xi,xj∈X

d(xi, xj)

donde d(·, ·) denota la distancia definida sobre la variedad.

Notemos que en los números reales, la distancia máxima estará dada por
X(n)−X(1), es decir, con esta definición calculamos una medida de dispersión
similar al rango en los números reales.

Luego, el rango de g1, ..., gn ∈ SL3(R) es

R = máx
gi,gj∈SL3(R)

||logg(g−1i · gj)||e.

Finalmente, proponemos una medida de dispersión similar al rango pero
aplicado a las direcciones de la elipsoide que se ajusta a la muestra.

Definición 4.8. Sean g1, ..., gn ∈ SL3(R). Si ordenamos los puntos sigma
por su distancia a g[0] de forma decreciente, es decir, g[1] es el más lejano
a g[0] y g[8] es el más cercano. Definimos el rango direccional k-ésimo
como

Rk = d
(
g[k], g[k+8]

)
= ||logg

(
(g[k])−1 · g[k+8]

)
||e

con k ∈ {1, ..., 8}.

Esta definición propone que R1 es el mayor rango direccional y R8 es el
menor. Por otra parte, esta propuesta de medida de dispersión podŕıa no
ser tan rápida de calcular porque es necesaria la matriz de covarianza Σ, sin
embargo, puede ser útil para interpretar a la misma matriz de covarianza.
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4.3. Función “Lie-normal”

En esta sección definiremos una función a partir de un conjunto de datos
en SL3(R) “similar” a la distribución Gaussiana en Rn. Utilizaremos como
parámetros de la función a la media µ y a la matriz de covarianza Σ que
presentamos en las secciones anteriores.

Primero recordemos que la distribución normal multivariada en Rn tiene
densidad

f(x) =
1

(2π)n/2
√
|Σ|

exp[−1

2
(x− µ)tΣ−1(x− µ)]

con vector de medias µ y matriz de covarianza Σ.

También recordemos que la matriz Σ que calculamos para datos en SL3(R)
está definida sobre g. Las “direcciones” utilizadas para medir la dispersión
son las direcciones de los vectores de la base de g, y las “diferencias” están
dadas por bk (logg(µ−1g)).

Luego, para crear una función con dominio en SL3(R) e imagen en R,
simplemente sustituimos los términos similares a las diferencias de vectores
en Rn. Aśı, definimos una función Lie-normal en SL3(R) como

φ(g) =
1

(2π)8/2
√
|Σ|

exp[−1

2

{
b
(
logg(µ−1g)

)t
Σ−1b

(
logg(µ−1g)

)}
].

La función φ, con los parámetros µ y Σ obtenidos de la muestra, será nues-
tra propuesta para la distribución a priori de las perspectivas de cada uno de
los modelos con los que estemos trabajando, es decir, para un modelo fijo,
sustituiremos P (H|M) por φ(H) en la fórmula 1.

Comentarios finales

Como se comentó en el caṕıtulo 1, las definiciones de variable aleatoria y
vector aleatorio no fueron rigurosas, sin embargo, en el libro “Curso interme-
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dio de probabilidad” de Luis Rincón podemos encontrar dichas definiciones.

Todas las definiciones del caṕıtulo 1 fueron expuestas para exhibir algunas
nociones estad́ısticas que tenemos en Rn, además las utilizamos como base
para dar nociones estad́ısticas en espacios distintos de él, espećıficamente en
SL3(R).

Aunque para cumplir con los objetivos de la tesis no necesitamos con-
ceptos rigurosos de probabilidad, podemos comentar que algunas de las de-
finiciones probabiĺısticas que se conocen para el espacio eucĺıdeo tienen sus
equivalentes sobre grupos, variedades riemannianas y grupos de Lie. Si se
desea más información desde este punto de vista, en el art́ıculo de Xavier
Pennec, titulado “Probabilities and statistics on riemannian manifolds: basic
tools for geometric measurements”, podemos leer algunas definiciones útiles
para hablar formalmente de probabilidades sobre una variedad riemannia-
na. En este art́ıculo se da la definición de primitiva aleatoria, que es el
equivalente de una variable aleatoria pero para una variedad riemanniana.
También se define la función de densidad de probabilidad de una pri-
mitiva aleatoria, más aún, se definen la media y la varianza de una
primitiva aleatoria utilizando la media de Fréchet.

De hecho, en [1] se menciona que estrictamente hablando, la función φ
que proponemos no es una distribución normal, sin embargo, en [8] muestran
que existe un equivalente al teorema central del ĺımite sobre un grupo. Por
lo tanto, en SL3(R) existe dicha distribución.

4.4. Inferencia Bayesiana en SL3(R)
En esta sección describiremos cada uno de los elementos que conforman

la fórmula para hacer inferencia Bayesiana, y también describiremos cómo la
utilizaremos para resolver el problema de clasificación de objetos. Primero
recordemos que

P (M,H|D) =
P (D|M,H)P (H|M)P (M)

P (D)
(4.1)

donde D representa una imagen de la cual queremos conocer el modelo M
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al que pertenece y la homograf́ıa H que transforma a D en la imagen de
referencia de dicho modelo.

Notemos que debemos calcular el valor de P (M,H|D) para cada modelo
M . Por lo tanto, también para cada modelo debemos calcular los valores de
P (D|M,H), P (H|M) y P (M).

El valor de la distribución a priori del modelo M denotado por P (M), lo
encontramos utilizando una distribución uniforme, es decir, suponiendo que
cada modelo tiene la misma probabilidad de ser elegido. Aśı, en todos los
modelos se cumplirá que

P (M) =
1

Cantidad de modelos
.

Dado un modelo M , hacemos el análisis estad́ıstico sobre las imágenes de
la muestra de ese modelo y obtenemos una media µ y una matriz de cova-
rianza Σ. Proponemos a la función Lie-normal φ, con los parámetros µ y Σ
encontrados, como la distribución a priori de las perspectivas. Luego, encon-
tramos una homograf́ıa que trate de transformar la imagen D a la imagen
de referencia del modelo M . Finalmente, el valor de P (H|M) está dado por
la evaluación de la homograf́ıa encontrada en la propuesta de distribución a
priori, φ(H).

En general, el término P (D|H,M) es llamado verosimilitud. Mide, a
través de una probabilidad, qué tanto los datos extráıdos de la imagen D
corresponden a una homograf́ıa H y un modelo M .

La definición subyacente a las explicaciones del art́ıculo que se revisó, es
la siguiente:

P (D|H,M) ∝ exp(−1

2

e(D,H,M)2

σ2
M

)

donde ∝ significa “proporcional a”. σM es una desviación elegida (t́ıpicamen-
te 1 ó 2 ṕıxeles). El término e(D,H,M) es un error promedio, observado a
partir de los datos de la imagen D y de la homograf́ıa H que transforma a
D en la imagen de referencia del modelo M , concretamente, las correspon-
dencias encontradas entre D y la imagen de referencia.



4.4. INFERENCIA BAYESIANA EN SL3(R) 51

El valor de e(D,H,M) se puede hallar a partir del conjunto de N corres-
pondencias utilizadas para determinar H, {(pi, p′i)| con i entre 1 y N}. Cada
pi es un punto de la imagen D que está relacionado con un punto, p′i, de la
imagen de referencia, sobre la cual se calcula H.

Este error promedio se define como:

e(D,H,M) =
1

2


√√√√ 1

N

N∑
i=1

‖p′i − π(pi, H)‖2 +

√√√√ 1

N

N∑
i=1

‖pi − π(p′i, H
−1)‖2


donde π(pi, H) representa al operador que transforma a pi a coordenadas ho-
mogéneas, luego multiplica la matriz H por dichas coordenadas homogéneas,
y finalmente transforma el resultado a coordenadas euclidianas, y de manera
análoga π(p′i, H

−1). Notemos que dentro de las llaves tenemos una suma de
dos términos, el de la izquierda mide el ajuste de los puntos pi correspondi-
dos por H con los puntos p′i (con una distancia en la imagen de referencia),
mientras que el de la derecha mide el ajuste de los puntos p′i correspondidos
por H−1 con los puntos pi (con una distancia en la imagen de prueba). La
función e mide globalmente que tan bien H permite ajustar los puntos entre
śı.

Si el valor de e(D,H,M) es muy pequeño, indica que la imagen D y la
imagen de referencia del modelo M coinciden muy bien con la homograf́ıa H
calculada. Además, entre más pequeño sea el valor de e(D,H,M), la proba-
bilidad P (D|H,M) será más alta.

El valor de P (D) no necesita ser calculado, pues para cada modelo M y
una imagen fija D se cumplirá que

P (M,H|D) ∝ P (D|M,H)P (H|M)P (M).

Finalmente, diremos que la imagen D pertenece a un modelo M0 y está to-
mada desde una perspectiva H0 si P (M0, H0|D) es mayor comparado con
cualquier P (M,H|D) calculado para otro modelo. El valor de H0 será calcu-
lado a partir de otro método que describiremos en el caṕıtulo 6.
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Caṕıtulo 5

Algoritmos e implementación

En esta sección describimos los algoritmos más importantes realizados
durante esta investigación. Entre los algoritmos que no presentaremos están:
el factorial de un número natural, la potencia de una matriz, las funciones
expp y logg, la función norma || · ||e, aśı como las funciones b y b−1 utilizadas
para la matriz de covarianza y los puntos sigma respectivamente. Todos los
algoritmos fueron programados en C++ y fueron corridos bajo Linux. Se utili-
zaron libreŕıas de OpenCV [23] [11] para trabajar con imágenes. Para dichas
libreŕıas una imagen es representada por una matriz en la que cada entrada
contiene un pixel de la misma.

El algoritmo 5.1 muestra cómo transformar una imagen de referencia Ref
utilizando una transformación perspectiva. Recordemos que si H ∈ SL3(R)
es la homograf́ıa que transforma la imagen D a la imagen de referencia del
modelo M , entonces la transformación que utilizaremos será H−1. La salida
es una imagen nueva representada por una matriz que llamaremos New. El
algoritmo está hecho de tal forma que la imagen nueva tenga un tamaño fijo
desde el principio sin importar Ref y H−1. Las matrices A y B son utilizadas
para pasar a coordenadas homogéneas.

Algoritmo 5.1. Cambio de perspectiva

entrada: Ref , H−1

salida: New

53
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. dar el tamaño de la imagen nueva e inicialiar la matriz New con ceros

. para todo i entre 0 y New.rows

. para todo j entre 0 y New.cols

. A(0,0)=j

. A(1,0)=i

. A(2,0)=1

. B=H · A

. si B(2, 0) 6= 0 entonces

. y = B(0, 0)/B(2, 0)

. x = B(1, 0)/B(2, 0)

. si x > 0 y x < Ref .rows entonces

. si y > 0 y y < Ref .cols entonces

. New(i, j) = Ref(x, y)

. fin si

. fin si

. fin si

. fin para

. fin para

El algoritmo 5.2 muestra cómo encontar la media, µ, y la varianza-F , VF ,
de g1, ..., gn ∈ SL3(R). La idea del algoritmo es encontrar una propuesta de
media en cada iteración. Dicha media será utilizada para acercar la muestra a
la identidad y aśı poder utilizar sin ambigüedad la función logg. Finalmente
se calcula la varianza-F .

Algoritmo 5.2. Media y varianza-F

entrada: g1, ..., gn y ε > 0
salida: µ, VF

. norm = 1

. µ = g1

. mientras norm > ε hacer

. para todo i entre 1 y n

. ∆gi = µ−1gi

. fin para
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. ∆µ = expp( 1
n

∑n
i=1 logg(∆gi))

. µ̂ = µ ·∆µ

. µ = µ̂

. norm = ||logg(∆µ)||e

. fin mientras

. VF =
∑n

i=1 ||logg(g−1i · µ)||2e

El algoritmo 5.3 muestra cómo encontrar la media-α de g1, ..., gn ∈ SL3(R).
Recordemos que ||logg(g−1i · µ)||e representa la distancia de gi a µ.

Algoritmo 5.3. Media-α

entrada: g1, ..., gn
salida: µα

. calcular µ

. min=1

. aux = ||logg(g−11 · µ)||e

. para todo i entre 2 y n

. dist = ||logg(g−1i · µ)||e

. si dist < aux entonces

. aux = dist

. min = i

. fin si

. fin para

. µα = gmin

El algoritmo 5.4 muestra cómo encontrar la media-β de g1, ..., gn ∈ SL3(R).
La idea es calcular, para cada gi, la suma de las distancias hacia los demás
datos y después buscar el mı́nimo.

Algoritmo 5.4. Media-β

entrada: g1, ..., gn
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salida: µβ

. calcular µ

. sumAux = 0

. para todo i entre 1 y n

. para todo j entre 1 y n

. si i 6= j entonces

. sumAux = sumAux+ ||logg(g−1i · gj)||e

. fin si

. fin para

. sumi = sumAux

. sumAux = 0

. fin para

. aux = sum1

. min = 1

. para todo i entre 1 y n

. si sumi < aux entonces

. aux = sumi

. min = i

. fin si

. fin para

. µβ = gmin

El algoritmo 5.5 muestra cómo calcular el rango de g1, ..., gn ∈ SL3(R).
La idea es calcular la distancia de cada pareja de datos y luego encontrar la
máxima entre ellas. Notemos que hay n(n−1)

2
parejas distinas.

Algoritmo 5.5. Rango

entrada: g1, ..., gn
salida: R

. k = 1

. para todo i entre 1 y n

. para todo j entre 1 y n

. si j > i entonces
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. distk = ||logg(g−1i · gj)||e

. k = k + 1

. fin si

. fin para

. fin para

. aux = dist1

. max = 1

. para todo l entre 1 y n(n−1)
2

. si distl > aux entonces

. aux = distl

. max = l

. fin si

. fin para

. R = distmax

El algoritmo 5.6 muestra cómo calcular la matriz de covarianza, Σ, de
g1, ..., gn ∈ SL3(R). Recordemos que Σ es una matriz de 8 × 8 con entradas
σij.

Algoritmo 5.6. Matriz de covarianza

entrada: g1, ..., gn
salida: Σ

. calcular µ

. para todo l entre 1 y n

. xl = logg(µ−1gl)

. fin para

. para todo i entre 1 y 8

. para todo j entre 1 y 8

. σij = 1
n

∑n
t=1 bi(xt) · bj(xt)

. fin para

. fin para
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El algoritmo 5.7 muestra cómo calcular, con g1, ..., gn ∈ SL3(R), el par
de puntos sigma opuestos que presentan mayor dispersión, también muestra
el rango direccional sobre ese eje, R1.

Más aún, este algoritmo muestra cómo visualizar la dispersión direccio-
nal sobre el eje que forma ese par de puntos. Crearemos una cantidad de
numImg imágenes, I1, ..., InumImg, sobre este eje, la primera y la última co-
rresponderán a las de los puntos sigma. El número numImg debe ser impar.
Utilizamos la función CambioPerspectiva, descrita en el algoritmo 5.1, para
transformar una imagen de referencia Ref utilizando la transformación pers-
pectiva eje−1l . El número k es un parámetro de escalamiento.

Notemos que para una matriz simétrica A, tenemos la siguiente factori-
zación

A = V DV −1 = V DV t = V PPV t = V P
(
V P t

)t
= V P (V P )t

donde D es una matriz diagonal formada por los valores propios de A, V es
la matriz ortogonal formada por sus vectores propios correspondientes, y P
es la matriz que se forma al sacar la raiz cuadrada de cada unos de los térmi-
nos de D. Aśı, para obtener un vector columna de la raiz cuadrada de una
matriz simétrica, sólo utilizamos sus valores y vectores propios. Los vectores
propios producirán las direcciones y la raiz cuadrada de los valores propios
su distancia al centro. El valor propio más grande produce el eje más grande.

Algoritmo 5.7. Puntos sigma

entrada: g1, ..., gn
salida: R1 y I1, ....InumImg

. calcular µ

. calcular Σ

. Σ = (8 + k)Σ

. calcular λ, el mayor valor propio de Σ

. calcular vλ, el vector propio asociado a λ

. vertice =
√
λvλ, vertice ∈ R8
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. para todo i entre 1 y numImg

. escalari = 2i/(numImg − 1)− 1, escalari ∈ R

. fin para

. para todo j entre 1 y numImg

. ejej = b−1(vertice), ejej ∈ g

. ejej = escalarj · (ejei), ejej ∈ g

. ejej = expp(ejej), ejej ∈ SL3(R)

. ejej = µ · (ejej), ejej ∈ SL3(R)

. fin para

. R1 = ||logg ((eje1)
−1 · ejenumImg) ||e

. para todo l entre 1 y numImg

. Il = CambioPerspectiva(Ref, eje−1l )

. fin para
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Caṕıtulo 6

Experimentos y resultados

En este caṕıtulo mostramos los resultados obtenidos al aplicar nuestros
algoritmos en fotograf́ıas de portadas de libros tomadas desde distintas pers-
pectivas.

Primero mostramos los resultados obtenidos con 24 fotograf́ıas del libro
Berkeley Problems in Mathematics. En la figura 6.1 exhibimos la imagen que
fue utilizada como referencia. Elegimos esta imagen para recordar que el re-
sultado obtenido no se altera al cambiar la imagen de referencia y que no
necesariamente debe ser similar a las imágenes de la muestra.

Figura 6.1: Imagen de referencia del libro Berkeley Problems in Mathematics
utilizada para probar los algoritmos.

61
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En la figura 6.2 mostramos el proceso con el cual encontramos una homo-
graf́ıa a partir de una imagen de referencia. Se utilizó como base el tutorial
Features2D + Homography to find a known object que se encuentra en [23].
El programa que incluye el tutorial primero detecta puntos clave en la ima-
gen de referencia (lado izquierdo) y puntos clave en la imagen de la muestra
(lado derecho). Luego, estos se emparejan con base en la similaridad de su
apariencia local. Cada punto está asociado a un vector descriptor local que
resume la información de apariencia local contenida dentro de un parche cen-
trado en el punto. El diseño de este descriptor está hecho de tal manera que
el vector obtenido sea lo más invariante posible a cambios de perspectiva e
iluminación. Finalmente se encuentra la homograf́ıa que transforma la ima-
gen de referencia utilizando el algoritmo de Ransac [6].

Notemos que con este proceso calculamos la homograf́ıa que transforma
una imagen de referencia a una imagen de la muestra, sin embargo, para
poder utilizar nuestros algoritmos debemos utilizar la matriz inversa de ésta.

Figura 6.2: Los puntos marcados de ambas imágenes son los puntos clave.
Los emparejamientos entre los puntos están marcados con un segmento. El
marco del lado derecho nos indica exactamente dónde se encuentra la imagen
de referencia dentro de la imagen de muestra.

En la figura 6.3 mostramos 14 de las imágenes utilizadas para este li-
bro. En el centro está la imagen más cercana a la “vista media”, es decir,
la imagen que se obtiene al aplicar la inversa de la media-α a la imagen de
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referencia. En este conjunto de imágenes, la media-α y la media-β son la mis-
ma. El rango y la varianza-F de la muestra son R = 192.801 y VF = 56048
respectivamente.

Figura 6.3: Diferentes vistas de la portada del libro Berkeley Problems in
Mathematics con la imagen más cercana a la “vista media” en el centro.

En la figura 6.4 podemos visualizar la dispersión direccional sobre el eje
mayor de la “elipsoide” que se ajusta a las homograf́ıas obtenidas de la mues-
tra. En la primera fila están las imágenes correspondientes a las inversas de
las homograf́ıas entre el punto sigma g[1] y la media µ. La imagen que se
encuentra abajo a la izquierda es la “vista media”, ésta es precisamente la
imagen que se obtiene al aplicar la inversa de la media µ a la imagen de
referencia. Las últimas cuatro imágenes corresponden a las obtenidas con las
inversas de las homograf́ıas entre la media y el punto sigma g[9], opuesto a
g[1]. Podemos notar que la mayor variación está dada por un movimiento
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similar al de una puerta que se cierra, incluye el movimiento de rotación (a
grosso modo a lo largo de un eje vertical) y de cambio de escala.

En este ejemplo el rango direccional R1 es igual a 0.928 el cual es mucho
menor al rango obtenido (R = 192.801), esto se debe a que en este conjunto
de imágenes las homograf́ıas subyacentes a ellas están muy lejanas. Nuestra
noción de distancia entre los vértices de una elipsoide se ve afectada porque
la geodésica que une a los puntos sigma g[1] y g[9] no necesariamente pasa
por g[0].

Figura 6.4: Imágenes creadas con homograf́ıas sobre el eje mayor de la “elip-
soide” que se ajusta a las transformaciones de la muestra.

6.1. Aplicación al problema de clasificación

Veamos una aplicación de los resultados obtenidos con fotograf́ıas de dos
impresiones del libro Putnam and Beyond. Las portadas de dichas impresio-
nes son muy parecidas. En la figura 6.5 mostramos las imágenes que fueron
utilizadas como referencia.
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(a) Tomo I (b) Tomo II (Solutions)

Figura 6.5: Las portadas son iguales salvo el número de tomo y la palabra
“solutions” en 6.5(b).

Cada portada representa un modelo, M1 representa al tomo I y M2 re-
presenta al tomo II. Para cada modelo tenemos una muestra aleatoria de
imágenes tomadas desde distintos puntos de vista. En las figura 6.6 mostra-
mos algunas de las fotograf́ıas utilizadas para la muestra de cada tomo. Las
imágenes fueron tomadas tratando de seguir una “distribución” espećıfica
para cada caso y motivar el uso de un “prior” sobre las perspectivas para el
problema de reconocer el número de tomo.

Dada una nueva imagen D, de una portada desde una dirección desco-
nocida, queremos encontrar: a) el modelo al que corresponde (es decir, el
número de tomo) y b) la perspectiva H con la cual lo estamos observando.
Para verificar nuestros resultados utilizamos 2 imágenes nuevas, denotadas
por D1 y D2. En la figura 6.7 mostramos ambas imágenes.

Para empezar hacemos el análisis estad́ıstico sobre cada muestra. En la
figura 6.8 se observan las “vistas medias” generadas con las muestras de cada
uno de los tomos. El rango obtenido para la muestra del tomo I es de 207.03 y
el rango obtenido para la muestra del tomo II es de 192.776, es decir, la mues-
tra del tomo II tiene menor dispersión. Esto también se verifica utilizando
la varianza-F . Para el tomo I VF = 78025.3 y para el tomo II VF = 62047.3.
Definimos a φ1 : SL3(R) → R como la función Lie-normal que se obtiene
utilizando los parámetros µ y Σ de la muestra del tomo I, y de igual forma
definimos a φ2 : SL3(R)→ R con los parámetros de la muestra del tomo II.

Para clasificar las imágenes D1 y D2 seguiremos las ideas presentadas
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(a) Tomo I

(b) Tomo II (Solutions)

Figura 6.6: Diferentes vistas de las portadas de las impresiones Tomo I y
Tomo II del libro Putnam and Beyond.

en la sección 4.4. Recordemos que debemos calcular P (D|M,H), P (H|M) y
P (M) para cada modelo.

Empezemos con la distribución a priori de cada modelo. Ya que sólo son
2 modelos, se cumple que P (M1) = P (M2) = 1

2
.

Luego, calculemos las homograf́ıas que transforman las imágenes D1 y D2

en las imágenes de referencia. Aunque estrictamente hablando no es posible
encontrar una homograf́ıa que transforme, por ejemplo, la imagen D1 en la
imagen de referencia del tomo II, pues ésta no es una transformación de la
misma imagen, śı podemos calcular una homograf́ıa que “trate de ajustar”
la imagen D1 a la imagen de referencia del tomo II. A esta homograf́ıa la
denotaremos por H(M2,D1) y al resto de las homograf́ıas las denotaremos de
manera análoga como H(M2,D2), H(M1,D1) y H(M1,D2).

Recordemos que el programa que utilizamos encuentra una homograf́ıa
a partir de los puntos clave en las imágenes, por lo tanto, este programa es
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(a) D1 (b) D2

Figura 6.7: Verificaremos con el método propuesto que D1 es una fotograf́ıa
del tomo I y que D2 es una fotograf́ıa del tomo II.

(a) Tomo I (b) Tomo II (Solutions)

Figura 6.8: “Vistas medias” generadas a partir de las imágenes de referencia
y las inversas de su respectivas homograf́ıas medias.

útil para calcular una homograf́ıa que trate de ajustar las imágenes. En la
figura 6.9 mostramos los puntos clave utilizados para encontrar la inversa de
la homogaf́ıa H(M2,D1).

Antes de calcular los valores de la distribución a priori en cada modelo,
es sensato mostrar algunos de los valores de las funciones φ1 y φ2 evaluadas
en las homograf́ıas de las muestras mismas. Los valores mı́nimo y máximo
de φ1 evaluado en las muestras del tomo I son 1.117 × 10−4 y 2.516 × 10−4

respectivamente. Los valores mı́nimo y máximo de φ2 evaluado en las mues-
tras del tomo II son 6.426× 10−5 y 1.482× 10−4 respectivamente.

Ahora que tenemos un rango entre los posibles valores de φ1 y φ2, calcu-
lamos los valores de la distribución a priori.

Para la imagen D1:



68 Experimentos y resultados

Figura 6.9: Los puntos marcados de ambas imágenes son los puntos clave.
El marco del lado derecho nos indica en dónde se encontraŕıa la imagen D1

después de aplicar la inversa de la homograf́ıa H(M2,D1).

P (H(M1,D1)|M1) = φ1(H(M1,D1)) = 1.387× 10−4

P (H(M2,D1)|M2) = φ2(H(M2,D1)) = 6.585× 10−5

y para la imagen D2:

P (H(M1,D2)|M1) = φ1(H(M1,D2)) = 1.022× 10−8

P (H(M2,D2)|M2) = φ2(H(M2,D2)) = 2.031× 10−5

Notemos que podemos utilizar estos resultados como un posible método
de clasificación. En este método se elegiŕıa al modelo para el cual se obtenga el
mayor valor de P (H|M). Utilizando este método diremos que la imagen D1 es
una fotograf́ıa del tomo I pues P (H(M1,D1)|M1) > P (H(M2,D1)|M2). También
diremos que la imagenD2 es una fotograf́ıa del tomo II pues P (H(M1,D2)|M1) <
P (H(M2,D2)|M2).

Para calcular el valor de la verosimilitud P (D|H,M) primero calculamos
el valor del error promedio e(D,H,M). Mostramos los resultados obtenidos
en dichas funciones. Para la función de error utilizamos los emparejamientos
de puntos clave que fueron necesarios para encontrar la homograf́ıa H y la
norma euclidiana entre las coordenadas de los ṕıxeles de la imagen. Para la
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verosimilitud utilizamos una desviación de σM = 2 ṕıxeles.

Para la imagen D1:

e(D1, H(M1,D1),M1) = 1.77 y P (D1|H(M1,D1),M1) ∝ 0.675

e(D1, H(M2,D1),M2) = 1.17 y P (D1|H(M2,D1),M2) ∝ 0.842

y para la imagen D2:

e(D2, H(M1,D2),M1) = 1.94 y P (D2|H(M1,D2),M1) ∝ 0.624

e(D2, H(M2,D2),M2) = 1.94 y P (D2|H(M2,D2),M2) ∝ 0.624

Estos resultados obtenidos también los podemos utilizar como un posible
método de clasificación. En este método se elegiŕıa al modelo para el cual
se obtenga el mayor valor de P (D|H,M). Utilizando este método diremos
que la imagen D1 es una fotograf́ıa del tomo II pues P (D1|H(M1,D1),M1) <
P (D1|H(M2,D1),M2), lo cual es un error. Además, no podemos afirmar nada
acerca de la imagen D2 pues en ambos modelos se obtuvo el mismo error
promedio y por lo tanto el mismo valor de verosimilitud.

Finalmente calculamos los valores de P (M,H|D) multiplicando los res-
pectivos valores obtenidos para cada imagen y modelo.

Para la imagen D1:

P (M1, H(M1,D1)|D1) ∝ (1.387× 10−4)(0.675)(1/2) = 4.681× 10−5

P (M2, H(M2,D1)|D1) ∝ (6.585× 10−5)(0.842)(1/2) = 2.772× 10−5

y para la imagen D2:

P (M1, H(M1,D2)|D2) ∝ (1.022× 10−8)(0.624)(1/2) = 3.188× 10−9

P (M2, H(M2,D2)|D2) ∝ (2.031× 10−5)(0.624)(1/2) = 6.336× 10−6

Aśı, utilizando la fórmula de Bayes completa, diremos que la imagen D1

es una fotograf́ıa del tomo I pues P (M1, H(M1,D1)|D1) > P (M2, H(M2,D1)|D1),
y la imagen D2 es una fotograf́ıa del tomo II pues P (M1, H(M1,D2)|D2) <
P (M2, H(M2,D2)|D2), como era de esperarse.
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Caṕıtulo 7

Conclusiones y trabajo a futuro

En este proyecto de tesis se abordó un método de solución al siguiente
problema de clasificación: Suponiendo que tenemos varios objetos planos y
que cada uno representa un modelo M . Dada una imagen D de un objeto
plano desde una dirección desconocida, queremos encontrar el modelo M al
que pertenece y la perspectiva H con la cual lo estamos observando.

El problema se dividió en subproblemas utilizando inferencia Bayesiana,
y el principal objetivo era proponer una función consistente para calcular
P (H|M).

Se estudiaron e implementaron las propuestas encontradas en [1] para
calcular una media y una matriz de covarianza para un conjunto de datos en
SL3(R).

Con el fin de utilizar las imágenes dadas por la muestra, se propusieron
dos nuevas medidas de tendencia central, media-α y media-β. Y aunque
éstas tienen definiciones distintas, pudimos comprobar que en muchos casos
eran iguales.

Para obtener información relacionada con la dispersión de los datos de la
muestra, con un único valor en R, se propusieron dos medidas de dispersión,
la varianza-F , que proviene de la media de Fréchet, y el rango, que coinci-
de con la definición de rango para un conjunto de datos en los números reales.

Se dio una propuesta original para definir puntos sigma sobre una va-
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riedad y aśı visualizar la dispersión direccional de un conjunto de datos.
Además, se definió un rango direccional para obtener un valor numéri-
co de la dispersión sobre una dirección espećıfica y se observó que éste nos
dará información más relevante si los datos son muy cercanos entre śı.

En [1] dan una propuesta para la distribución a priori de las perspectivas
en cada uno de los modelos. Definen una función φ utilizando la media y la
matriz de covarianza para un conjunto de datos en SL3(R), pero suponen
que el determinante de la matriz de covarianza para cada modelo es el mismo
o que su valor no es realmente importante como para considerarlo. Nosotros
eliminamos esa condición y propusimos una función φ más general.

Todas estas nuevas propuestas para hacer el análisis estad́ıstico sobre la
variedad también se implementaron en C++ utilizando libreŕıas de OpenCV.

Se implementaron también las funciones de error promedio, e(D,H,M),
y de verosimilitud, P (D|H,M). Se estudiaron 3 métodos propuestos en [1]
para el problema de clasificación. El primero está basado en utilizar sólo el
término P (H|M) para cada modelo. El segunto está basado, similarmente,
en sólo utilizar el término P (D|M,H) para cada modelo. El tercero está ba-
sado en utilizar el término P (M,H|D) aplicando el teorema de Bayes.

Se desarrollaron dos ejemplos de clasificación. Se observó que el método
alternativo basado sólo en la distribución a priori de las perspectivas obtiene
buenos resultados. Sin embargo, el método alternativo que sólo está basado
en la verosimilitud es poco confiable, pues depende en gran medida del error
que pueda existir al encontrar una homograf́ıa a partir de las imágenes de
referencia de cada modelo M hacia una imagen nueva D. Finalmente, se veri-
ficó que con el método de la fórmula de Bayes completa se consiguen buenos
resultados.

Aunque los resultados de las 2 pruebas que hicimos resultaron satisfacto-
rios, como trabajo a futuro se planea realizar otras pruebas con más modelos
distintos (portadas de libros) y con otras imágenes nuevas.

También se tiene contemplado utilizar otro tipo de objetos planos para
diversificar las aplicaciones. Por ejemplo:
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Puertas y ventanas a lo largo de un pasillo, con el fin de que un robot
pueda entregar algún paquete en alguna puerta espećıfica.

Fachadas de las casas de cierta zona de una ciudad obtenidas con Street
View de Google Maps, con el fin de localizar un domicilio del cual no
se tiene la información exacta de su ubicación salvo una fotograf́ıa.

Como trabajo a futuro también se pretende desarrollar algo que llamamos
“interpolación gráfica”. Para cada dos imágenes, visualizaremos la geodésica
formada por las homograf́ıas subyacentes a estas dos imágenes. En otras
palabras, haremos algo similar a la visulización de la dispersión direccional
entre 2 puntos sigma de una muestra, pero para 2 puntos cualesquiera en
SL3(R).
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