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Introduccion

Como es sabido, diversas enfermedades padecidas por el ser humano son
debidas a la presencia y reproduccion dentro de nuestro organismo de diversos
tipos de virus (poblaciones de virus in vivo). Segin datos de la organizacion
mundial de la salud se estima que en el mundo existen 35 millones de personas
infectadas por el virus del VIH (virus de inmunodeficiencia humana) y 150 mi-
llones de personas infectadas por el virus de la hepatitis C, por citar algunos
ejemplos, estas cifras ponen de manifiesto la probleméatica mundial de salud
publica que se vive hoy en dia. Es por ello que se hace necesario estudiar el
metabolismo viral, asi como su interaccién con el sistema inmunolégico, con el
fin de que su estudio derive en el desarrollo de nuevos tratamientos terapéuti-
cos que logren inhibir una infeccion viral.

Al comienzo de la década de 1990 los modelos matematicos comenzaron a
ser utilizados para describir la dinamica entre las infecciones virales y la res-
puesta del sistema inmunoldgico, en particular, en el contexto del virus de la
inmunodeficiencia humana (VIH) Nowak [11], May [12] , Bangham [11] y Perel-
son propusieron modelos haciendo énfasis en la parte viral de estas dindamicas,
incluyendo la estimacién de pardametros virales basicos, la evasion del sistema
inmunolégico por un virus y el andlisis en el tratamiento con medicamentos.

Es conveniente resaltar que estos modelos fueron de mucha importancia
ya que proporcionaron por primera vez un marco sélido que logré captar un
definido conjunto de suposiciones biolégicas y permitié obtener conclusiones
logicas precisas. Estos modelos proporcionaron nuevos puntos de vista para
crear hipdtesis y para disenar nuevos experimentos, mas aun, con la ayuda de
datos clinicos, dichos modelos dieron lugar a descripciones muy importantes
del fenémeno. Por ejemplo, un gran resultado fue que la vida media de célu-
las infectadas es corto, del orden de 1 a 3 dias [Perelson et al. (1997)]. Esto
significa que la tasa de reproduccion viral es alta durante la fase asintomatica
de la infeccién, estos resultados también proporcionan optimismo para el tra-
tamiento de la infeccién por VIH, ya que si las células infectadas decaen con
una tasa rapida, entonces una terapia con una duracién de unos tres anos seria
suficiente para erradicar el virus del organismo. Sin embargo, resultados poste-
riores mostraron que la disminucion viral tras la terapia con medicamentos es
de hecho bifasica. El rdpido ritmo de descenso es seguido por un ritmo mucho
mas lento de declive, en el que el promedio de vida de las células infectadas
es de alrededor de 10-50 dias [Perelson et al. (1997)]. Por lo tanto, con el fin



de erradicar el VIH de los pacientes, una terapia con medicamentos tendria
que ser aplicada por una duracién de tiempo que es mas largo que el tiempo
de vida de los pacientes. Estas fases diferentes de la decadencia de virus se
explican por el hecho de que el VIH puede infectar una variedad de diferentes
tipos de células. La primera fase de decaimiento de virus, que es muy rapida,
refleja la muerte de células auxiliares T CD4 infectadas, la segunda fase, que
es de decadencia, refleja la muerte de células presentadoras de antigenos.

Dos aspectos importantes de la evolucion viral es la aparicion de cepas de
virus resistentes a los medicamentos y el aumento de cepas virales que esca-
pan a la respuesta inmunoldgica (variacién antigénica). Los primeros modelos
matematicos que toman en cuenta estos fenémenos fueron introducidos por
Nowak y Bangham [11]. Recientemente, a partir de 2005, se han propuesto
modelos matematicos para identificar los principios que rigen la forma en la
que surgen las cepas virales y como podria evitarse el fracaso del tratamiento
con medicamentos(como consecuencia de la resistencia viral).

Otro aspecto importante de estos modelos, elaborados mediante sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias, es que se emplearon como apoyo para
decidir los tipos de medicacion mas convenientes para diferentes grupos de
pacientes infectados por el virus del VIH, esto se logré gracias a extensas si-
mulaciones numeéricas de las soluciones de los modelos, sin embargo, el estudio
analitico de las soluciones no se realizo, sino varios anos después, haciendo uso
de la teorfa cualitativa de ecuaciones diferenciales Koroveinikov [8], Souza y
Zubelli [14] y Pastore [13], con el objetivo de lograr una mejor comprensién de
la dindmica viral.

También es conveniente senalar que en los tltimos anos han sido propuestos
otro tipo de modelos haciendo uso de diferentes técnicas matematicas como
ecuaciones integro-diferenciales, modelos estocésticos, etc., si bien estos mode-
los consiguen mejorar relativamente la descripcién de esta dinamica y ofrecen
ventajas en el estudio de fendmenos especificos de la dinamica viral, estos man-
tienen la esencia de los primeros modelos basados en ecuaciones diferenciales
ordinarias [15]; es por ello que nuestro trabajo se centrard principalmente en
analizar de manera detallada los modelos propuestos por Nowak y Bangham
[11].

En este trabajo usamos sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias pa-
ra describir la interaccién entre un virus y un organismo hospedador, nuestro
estudio se centra en probar propiedades de estabilidad global referentes a di-
chos sistemas, que nos permitan caracterizar las condiciones bajo las cuales un

11



virus establecera una infeccién persistente o sera eliminado por la respuesta
inmunolégica. Estudiamos una variedad considerable de modelos que exploran
diferentes hipdtesis sobre la dinamica detallada de la respuesta inmunoldgica.

Esta tesis se estructurada de la siguiente manera:

En el capitulo 1 presentamos una breve descripcion de los conceptos de
inmunologia bésica que nos permitird entender los procesos y mecanismos
bioldgicos que tienen lugar en el organismo humano ante la presencia de un
virus, asi como la relacién existente entre las variables de los modelos que
abordaremos.

En el capitulo 2 presentamos una serie de resultados sobre la teoria de
ecuaciones diferenciales y algunos resultados adicionales que seran usados a lo
largo del texto para mostrar ciertas propiedades de los modelos que abordare-
mos.

En el capitulo 3 iniciamos detallando el modelo basico de dindmica viral
que toma en cuenta tres variables: la concentracion de células susceptibles, la
concentracion de células infectadas y la concentracion de viriones (particulas de
virus libres en el organismo huamano), este modelo fue propuesto por Martin
A. Nowak y Charles R. M. Bangham [11] , en seguida probaremos propie-
dades de estabilidad global para este modelo usando la teoria de estabilidad
de Lyapunov y detallando las pruebas hechas por Koroveinikov en [8] | por
otro lado presentamos un modelo que considera una variable mas: la respuesta
del sistema inmunoldgico, este modelo también fue propuesto por Martin A.
Nowak y Charles R. M. Bangham [11], posteriormente mostramos en detalle
las pruebas estabilidad global para este modelo hechas por Souza y Zubelli [14].

En el capitulo 4 presentamos un modelo propuesto por Martin A. Nowak y
Charles R. M. Bangham [11] que incluye, ademé&s de la respuesta del sistema
inmunolégico un mecanismo de evasion a este ultimo denominado variaciéon an-
tigénica, este modelo posee 3n + 1 ecuaciones y considera las concentraciones
bésicas (células susceptibles, células infectadas y viriones) para cada una de las
n estirpes virales. Las propiedades globales para este modelo fueron probadas
por Souza y Zubelli [14] y se exponen en detalle en este trabajo.

Por dltimo presentamos las conclusiones de cada uno de los modelos es-

tudiados en los capitulos precedentes haciendo énfasis en las interpretaciones
bioldgicas de los resultados obtenidos para cada modelo.
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Capitulo 1

Inmunologia Basica

Este capitulo es una breve descripcion de los conceptos de inmunologia
que nos permitird introducir y desarrollar los capitulos sucesivos. En concreto,
daremos una descripcion del ciclo biolégico de un virus, asi como de la dindmica
de la respuesta del sistema inmunolégico bajo la accién de un virus.

1.1. Virus

En biologia un virus es béasicamente material genético envuelto en una
capa de proteina que solo puede reproducirse en el seno de células vivas es-
pecificas.

Los virus se componen de dos o tres partes segin su genoma, esto es, su
material genético que porta la informacién hereditaria necesaria para la pro-
duccién de nuevos virus y que puede ser ADN (4cido desoxirribonucleico) o
ARN (4cido ribonucleico), una cubierta proteica que protege a estos genes
llamada capside, que ademas es capaz de combinarse quimicamente con los
receptores de membrana de las células parasitadas, lo que permite al virus
reconocer al tipo de células adecuado para hospedarse. En algunos también,
se puede encontrar una capa lipidica (generalmente derivada de la membrana
celular del huésped anterior) que envuelve a la capside denominada envoltura
virica, cuya funcién principal es ayudar al virus a entrar en la célula huésped.
La particula viral cuando esta fuera de la célula huésped es denominada virion.

Para su reproduccién un virus tiene que hallar a una célula adecuada en
la cual pueda hospedarse y utilizar la maquinaria metabdlica de la célula para
su replicacion.



Acido nucleico

Envoltura virica

Figura 1.1: Estructura de un virus

1.2. Ciclo biolégico de un virus

Los procesos necesarios para que un virus infecte a un organismo pueden
variar de acuerdo con la especie del virus, pero en general pueden distinguirse
cinco etapas.

1. Adsorsion, o fijacién a la célula hospedadora.

La primera etapa en la infeccion viral es la adsorcién a la membrana
de la célula susceptible por medio de la adhesiéon de proteinas de la
capside o en su caso de glicoproteinas presentes en la envoltura virica
(moléculas que desarrollan entre otras funciones el reconocimiento celular
que permite al virus identificar y unirse a los receptores en la membrana

del huésped).

2. Penetracidn, el virus entra en la célula parasitada. Los virus sin envol-
tura virica se introducen en la célula completamente con capside, este
proceso puede realizarse de dos maneras:

(i)Por penetracion directa, después de la fijacién el virus abre una
brecha en la membrana celular del huésped con ayuda de enzimas pre-
sentes en las proteinas de la capside y se introduce en el citoplasma de
la célula huésped.

(ii) Por endocitosis, en este proceso la célula incorpora a su interior
particulas del medio mediante la invaginacién término con el cual se
designa a la formacién que se produce al plegarse una pequena regién de
la membrana celular, misma que luego se estrangula formando una nueva
vesicula intracelular (ver figura 1.2). Més especificamente los receptores
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de la célula parasitada reconocen y captan proteinas del agente viral y
tras este proceso tiene lugar el internamiento de la vesicula formada por
invaginacién en el citoplasma de la célula huésped.

Los virus con envoltura virica se introducen en la célula por fusion,
esto es su envoltura virica se funde con la membrana celular ya que son
de la misma naturaleza, pues como se mencioné al inicio de este capitulo
la envolvente virica generalmente se deriva de la membrana del huésped
anterior lo que permite al virién burlar la membrana celular del huésped
y adherirse a este tultimo.

a1 . @ (- ] ‘.@.
-- '--ii_Membrana
, r celular
’;’lﬁ‘* xa :
Invaginacion ‘“a;?’
Adhesian
22500
ko
Citoplasma celular L~ PP
Wesicula

Figura 1.2: Endocitosis

3. Fase de eclipse, en esta fase se produce la sintesis de dcido nucleico y
proteinas virales necesarias para generar copias virales. Segin la duracion
de la fase de eclipse pueden distinguirse dos ciclos diferentes:

(i) Ciclo lisogénico se produce cuando el 4cido nucleico viral se cierra
por sus extremos generando un ADN circular (plasmido) que se integra
en el genoma de la célula.

(ii) Ciclo litico, el acido nucleico viral se apodera del metabolismo ce-
lular, dirigiéndolo hacia la fabricacion de los componentes viricos: copias
de 4cidos nucleicos viricos.

En cualquier caso cuando el ADN celular se duplica también lo hace
el ADN virico esta multiplicacion puede seguir durante generaciones sin



que el virus se manifieste, pero ante una alteracion de las condiciones
ambientales, el ADN virico se separa del ADN celular y prosigue su ciclo
vital.

Es importante mencionar que en el caso en el que el material genético
del virus sea ARN, el virus debe hacer uso de una enzima especializada
capaz de copiar el genoma virico en forma de ADN antes de que pueda
insertarse en el ADN celular, dicha enzima es denominada transcripta-
sa inversa y realiza esta tarea en tres etapas distintas, en primer lugar
sintetiza una cadena de ADN a partir del ARN que le sirve de patrén, a
continuacion destruye la cadena original de ARN y por tltimo construye
una segunda cadena de ADN complementaria de la primera. De esta for-
ma se obtiene una doble cadena de ADN que puede ser integrada en un
cromosoma (estructura celular que contiene el material genético de un
organismo y permite conservar las caracteristicas de una especie o clase
celular), a esta clase de virus se les llama retrovirus.

Ensamblaje, este proceso consta en primer lugar de la multiplicacion
del virus llevada a cabo mediante la replicacion de su material genético y
de la produccién de proteinas viricas sintetizadas en la célula infectada,
en segundo lugar del ensamblaje de estas para formar nuevos virones.
Este proceso de ensamble, también denominado morfogénesis, comprende
el armado de la capside y luego la formacién del virién completo. El
mecanismo difiere en base a dos propiedades del virion: la estructura de
la capside y la presencia o no de envoltura virica, cabe senalar que la
mayor parte de las enzimas que los acidos nucleicos viricos utilizan en
estos procesos pertenecen a las de la células infectadas.

Liberacion, los viriones salen de la célula por diferentes procedimientos.
El mas frecuente es la lisis o desintegracion de la membrana de la célula
infectada.

Los virus sin envoltura suelen salir por exocitosis, proceso mediante
el cual la célula expulsa material de desecho.

Los virus con envoltura salen por gemacién (divisién celular, con-
sistente en la formacién de prominencias sobre la célula progenitora, y
que al crecer y desarrollarse origina nuevos seres que pueden separarse
de la célula parental) llevando consigo parte de la membrana que forma
su cubierta lipoproteica.



1.3. Respuesta inmunolégica

El sistema inmune o sistema inmunolégico es aquel conjunto de barre-
ras fisicas y procesos bioldgicos (en el interior de un organismo) que le protege
contra enfermedades identificando y neutralizando células patogenas a través
de una serie de procesos conocidos como respuesta inmunoldgica o res-
puesta inmune. La respuesta inmune puede subdividirse a grandes rasgos en
dos categorias:

(i) Innata o respuestas no especificas y (ii) las respuestas especificas
de adaptacion.

La respuesta inmune innata proporciona una primera linea de defensa con-
tra un patogeno invasor la cual incluye por un lado barreras fisicas como la piel
y el cabello, y por otro lado una serie de procesos quimicos celulares entre los
que se incluyen la fagocitosis, la respuesta inflamatoria, los interferones, la acti-
vacion de células NK y el sistema de complemento, mismos que a continuacion
se describen.

La inflamacidn es una respuesta del cuerpo ante una infeccion o cualquier
otro proceso que provoque una lesién en los tejidos del organismo, tanto su-
perficiales como del interior; la inflamacion es estimulada por la liberacion de
factores quimicos y sirve para establecer una barrera fisica contra la propaga-
cién de la infeccion.

Por otro lado el sistema del complemento consta de un conjunto de
moléculas plasmaticas cuyas funciones son potenciar la respuesta inflamato-
ria, facilitar la fagocitosis y dirigir la lisis de células incluyendo la apopto-
sis (forma de muerte celular desencadenada por senales celulares controladas
genéticamente).

Los fagocitos, por su parte, son células presentes en la sangre y otros te-
jidos capaces de captar microorganismos y restos celulares e introducirlos en
su interior con el fin de eliminarlos, dicho proceso se denomina fagocitosis
(proceso mediante el cual algunas células rodean con su membrana particulas
sélidas y las introducen en su interior). Entre las principales células fagociticas
del sistema inmunitario se incluyen los macroéfagos, y neutroéfilos, los macréfa-
gos son los fagocitos mas eficientes, y pueden fagocitar niimeros substanciales
de bacterias u otras células o microbios, los neutréfilos por su parte contie-
nen una variedad de sustancias toxicas que matan o inhiben el crecimiento de
bacterias.

Por otro lado los interferones son proteinas producidas por el sistema in-
munitario como resultado de la presencia de agentes patdgenos en el organismo
y tienen la capacidad para interferir en la replicacién de los virus en las células
hospedadoras, més especificamente se unen a receptores en la superficie de las
células infectadas, activando diferentes vias de senalizacién (en las que parti-
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cipan diversas proteinas antivirales) para impedir la replicacién de una amplia
variedad de virus, los interferones cumplen, ademas, otras funciones: la acti-
vacion de células inmunes, como los macréfagos y las células NK, ademas de
incrementar la capacidad de las células sanas para resistir a nuevas infecciones
viricas y activar las defensas especificas.

Por tltimo, las células asesinas naturales o células NK (por su de-
nominacién en inglés, natural killer), son un tipo de linfocitos que destruyen
células infectadas a través del ataque a su membrana causando difusién de io-
nes y agua para el interior de la célula aumentando su volumen interno hasta
un punto de ruptura en el cual ocurre la lisis, las células NK también destruyen
células infectadas por virus mediante la apoptosis.

En resumen aunque la respuesta innata desempena un importante papel
en la fase inicial de las infecciones pues actiia al momento en que los patdge-
nos se ponen en contacto con el organismo, no es capaz de variar su forma
de proceder e intensidad de respuesta, con lo que no confiere proteccion al
huésped en caso de presentarse una reinfeccién por el mismo agente. De este
modo si dicha respuesta es insuficiente para detener una infeccién entra en
juego un segundo tipo de respuesta inmune denominado respuesta especifi-
ca o adaptativa, esta respuesta es especifica porque provoca la formacion de
un efector (célula que ejecuta respuestas) contra cada patégeno en particular,
que ademads de eliminarlo confiere proteccién al huésped contra una reinfeccién.

Antes de entrar en méas detalles es conveniente senalar cierta terminologia
bésica que nos permitird comprender mejor este tipo de respuesta.

Los antigenos son sustancias, bien localizadas en la superficie de un agente
patogeno, o bien sustancias producidas por éste, que inducen la produccién de
anticuerpos. Por su parte los anticuerpos también conocidos como inmuno-
globulinas son moléculas sintetizadas como respuesta a un antigeno especifico,
mismos que pueden encontrarse en la sangre, en la linfa o en las secreciones
corporales, ademds son empleados por el sistema inmunitario para identificar
y neutralizar elementos extranos tales como bacterias o virus.

Por otro lado los linfocitos son células circulantes del sistema inmunoldgi-
co que reaccionan frente a materiales extranos, principalmente encargadas de
la inmunidad especifica, estas células poseen receptores para antigenos especifi-
cos y se encargan de la produccién de anticuerpos y de la destruccion de células
anormales, proceso que se aclarara mas adelante. Por ultimo solo haremos dis-
tincion entre los linfocitos T o células T las cuales poseen un receptor especial
en la superficie de la membrana celular, mismos que permiten diferenciar a su



vez varios subtipos, cada uno de ellos con un receptor diferente y una funcion
distintiva, los linfocitos T citotéxicos (CTL, por sus siglas en inglés Citolytic
T Lymphocyte) comtinmente llamados linfocitos CD8+ (Cumulo de diferen-
ciacién 8 o cluster of differentation, en inglés) por la presencia del receptor
de membrana CD8+ y por otro lado los linfocitos T cooperadores (del inglés
“T helper cells”) cominmente llamados linfocitos CD44 (ctimulo de diferen-
ciacién 4 o cluster of cuadruple differentiation, en inglés) por la presencia del
receptor de membrana CD4+. Por otra parte se tienen los linfocitos B o células
B encargadas de la produccién de anticuerpos.

Volviendo a la descripcion de la respuesta inmune especifica, ésta se desa-
rrolla mediante dos mecanismos fundamentales donde los linfocitos son los res-
ponsables de coordinar dicha respuesta, estos mecanismos son: la respuesta
inmune humoral o de anticuerpos, dirigida por los linfocitos B (formados
en la médula désea) y la respuesta celular dirigida por los linfocitos T (for-
mados en el timo). Para analizar esta respuesta inmune es adecuado dividirla
en sus distintas fases:

(i) Fase de reconocimiento, para que se inicie la respuesta inmune es-
pecifica, se requiere el reconocimiento del antigeno por parte de los linfocitos,
esto se logra mediante los receptores que dichos linfocitos poseen, el receptor
de linfocitos T (también llamado TCR, por su denominacién en inglés T cell
receptor) y el receptor de linfocitos B (también llamado BCR por su denomina-
cion en inglés B cell receptor), sin embargo cada receptor tiene un especificidad
( capacidad del anticuerpo de unirse al antigeno que lo estimulé) tinica, ademas
de que tanto linfocitos B como T poseen fases de reconocimiento distintas.
De manera més detallada los receptores de los linfocitos T y B son capaces
de unirse en forma complementaria sélo a porciones relativamente pequenas
de un antigeno, denominadas epitopos o determinantes antigénicos, en
el caso de los linfocitos B estos tienen la capacidad de reconocer o unirse a
antigenos de cualquier naturaleza quimica ,por su parte para que las células T
reconozcan al antigeno este ultimo debe ser procesado y expuesto en la mem-
brana celular del huésped en conjunto con moléculas del complejo mayor de
histocompatibilidad (CMH o MHC, acrénimo para el inglés major histo-
compatibility complex) del mismo individuo. Esto se debe a que cada linfocito
T tiene una especificidad dual: el receptor del linfocito T (TCR) reconoce sélo
algunos residuos del péptido (molécula formada por la unién de aminodcidos
procedentes del antigeno) y simultdneamente algunos residuos de la molécula
CMH que lo presenta, las células que llevan a cabo esta tarea se denominan
células presentadora de antigenos (APC, del inglés Antigen-presenting
cell ), este grupo de células del sistema inmunitario es capaz de captar, pro-
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cesar y, como su nombre lo indica, presentar moléculas antigénicas sobre sus
membranas para que sean reconocidos por los linfocitos T, dentro de este gru-
po de células se encuentran principalmente los fagocitos y las células B, de
manera mas clara cuando un antigeno invade el organismo, los macréfagos lo
fagocitan y digieren, en su interior algunos fragmentos del antigeno se unen
a un complejo de proteinas sintetizadas por el macréfago denominado CMH
que los expone en la superficie celular, el CMH es un grupo de genes que se
asocian con el reconocimiento celular y en el que a su vez se distinguen dos
tipos principales:

(a) Los MHC-I (MHC de clase 1) la principal funcién de los productos
génicos de la Clase-I es la presentacién de péptidos (tipo de moléculas formadas
por la unién de varios aminodcidos) antigénicos intracelulares a los linfocitos
T citotéxicos (CD84).

(b) Los MHC-II (MHC de clase 2), los genes de clase II determinan gli-
coproteinas (moléculas de reconocimiento celular) de membrana que sélo se
expresan en células presentadoras de antigeno (macréfagos, células dendriti-
cas, linfocitos B) y sirven para presentar antigenos peptidicos a linfocitos T
colaboradores (CD4+) .

Puesto que las moléculas CMH sélo pueden presentar péptidos, esto impli-
ca que los linfocitos T, dado que s6lo pueden reconocer un antigeno si viene
asociado a una molécula CMH, sélo pueden reaccionar ante antigenos de ori-
gen proteico (procedentes de microorganismos) y no a otro tipo de compuestos
quimicos (ni lipidos, ni dcidos nucleicos, ni aztcares como lo harian las células
B). Las moléculas CMH adquieren el péptido que presentan en el exterior de
la membrana celular durante su propia biosintesis, en el interior celular. Por
tanto, los péptidos que presentan las moléculas CMH provienen de microor-
ganismos que estan en el interior celular, y ésta es la razén por la cual los
linfocitos T s6lo detectan microorganismos asociados a células y desencadenan
una respuesta inmune contra microorganismos intracelulares.

(ii) Fase de activacién, incluye la serie de acontecimientos que tienen lu-
gar en los linfocitos como consecuencia del reconocimiento antigénico especifico
una vez activados los linfocitos T, estos prioritariamente produciran citosinas
(agentes responsables de la comunicacién intercelular, inducen la activacién de
receptores especificos de membrana, funciones de proliferacion y diferenciacion
celular) o factores citotoxicos, segin se trate de linfocitos T CD4+ o CD8+ .
De esta manera se desarrollard la respuesta inmune. Los linfocitos T CD4+ co-
laboraran en la posterior activacion de otras células, tales como NK, T CD8+,
linfocitos B o macréfagos. A su vez los linfocitos T CD8+ tras su activacién
ejerceran su funcion citotéxica destruyendo células infectadas. Por su parte la
activacién de los linfocitos B incluye una serie de respuestas que llevan a la



proliferacion y expansion de clones especificos para el antigeno reconocido por
el BCR, la transformacion en células plasmaticas los anticuerpos y la forma-
cion de células de memoria, éstas iltimas son células que se generan después
de la activacion de los linfocitos T, por exposicién a un antigeno extrano (un
patégeno). Tienen vida larga, son funcionalmente inactivos, y pueden circu-
lar durante meses o anos, preparados para responder a nuevas exposiciones al
mismo microorganismo.

(iii) Fase efectora, en esta fase los linfocitos T migran a las zonas de in-
feccion y desarrollan su actividad de eliminacién de patdgenos, mientras que
los linfocitos B actian desde los érganos periféricos. Los Linfocitos T CD8+ o
citotéxicos son los encargados de eliminar a microbios que infectan o se repli-
can en el citoplasma de distintos tipos celulares, esto se logra por exocitosis lo
que permite la entrada de otras moléculas que producen apoptosis en la célula
a eliminar, por su parte los linfocitos B encargados de la respuesta humoral
requiere la participacion de otros sistemas de inmunidad innata como los fa-
gocitos y el sistema del complemento, cuya funcién fisiologica es la defensa
contra agentes patogenos extracelulares y toxinas bacterianas.

En resumen la fase efectora tiene tres ramas principales, las células B de
anticuerpos que sirven como el receptor que puede reconocer especificamente al
patogeno, cuando este reconocimiento sucede las células B se dividen y secre-
tan los anticuerpos mismos que flotan libremente por el organismo y pueden
adherirse al patégeno para neutralizarlo, las células T CD8+ reconocen las
particulas del patogeno que aparecen en la superficie de las células infectadas
y liberan sustancias toxicas, que se traduce en la muerte de células infectadas,
por tltimo las células T CD4+ que al interactuar con las células B y los linfoci-
tos T CD8+ asegura que estos se dividan y se expandan en grandes cantidades
para erradicar al virus.

(iv) Retorno a la homeostasis, finalizada la respuesta inmune el sistema
inmune vuelve a su estado de reposo. La mayoria de los linfocitos que han
sido estimulados en la respuesta mueren por apoptosis, que es iniciada por
la ausencia de antigeno y la falta de senales de estimulacion, este proceso
contribuye a la homeostasis ( propiedad de los organismos vivos que consiste
en su capacidad de mantener una condicién interna estable compensando los
cambios que se producen en su entorno mediante el intercambio regulado de
materia y energia con el exterior ), por otra parte el organismo queda protegido
contra una posible reinfeccion debido a las células de memoria que pueden
circular durante meses o anos, preparados para responder a nuevas exposiciones
al mismo microorganismo.



1.4. Evasion de la respuesta inmunolégica

Desgraciadamente, los agentes infecciosos se han adaptado de la mane-
ra mas conveniente para su propia supervivencia, desarrollando sofisticados
sistemas de evasién de las respuestas inmunolégicas del hospedador. Muchos
patogenos han desarrollado diversas estrategias para evitar el reconocimiento
antigénico del cual dependen todos los mecanismos inmunolégicos: el meca-
nismo mas evidente de evasion inmunoldgica es la variacion antigénica la
cual se refiere al mecanismo mediante el cual un virus altera sus proteinas de
superficie con el fin de evadir una respuesta inmune del huésped esta puede
darse incluso en el proceso de replicacion del virus, dando origen a viriones cu-
ya composicién es diferente del virién original, este nuevo virién (nueva estirpe
o cepa) puede ser suficientemente diferente al punto de no ser captada por los
anticuerpos que estan combatiendo al virus original.

En suma podriamos decir que el sistema inmune innato y especifico ha
evolucionado para trabajar en conjunto con nuestro organismo, y mantener-
nos libre de infecciones debido a lo cual es importante conocer sus componentes
y su fisiologia, pues es sobre la base de estos conocimientos que se pueden en-
tender y desarrollar terapias parta muchas patologias de base inmunolégica.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se presentan los conceptos y resultados basicos, necesarios
para la comprensién y analisis de los modelos que abordaremos en este trabajo.

2.1. Sistemas de ecuaciones diferenciales

Los modelos con los cuales trabajaremos son descritos por ecuaciones dife-
renciales ordinarias de la forma:

{izﬂ@ (2.1)
f:QC R — R", Qabierto, f € C*(Q), '

donde z denota la derivada de x respecto a la variable t.

Una solucion de & = f(x) es una funcién diferenciable x : I — Q definida
en algun intervalo I C R tal que, Vt € I, &(t) = f (z(t)).

En ecuaciones diferenciales un problema de Cauchy (también llamado pro-
blema de valor inicial o PVI) esta referido al conjunto de datos iniciales que
deben conocerse para determinar con unicidad la estructura de la solucién de
una ecuacién diferencial ordinaria como (2.1) 6 la versién de ésta como un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de orden n, el problema consiste
en resolver una ecuacion diferencial sujeta a unas ciertas condiciones iniciales
sobre la solucién cuando una de las variables que la definen (usualmente, la va-
riable temporal), toma un determinado valor (usualmente, t = 0, para modelar
las condiciones del sistema en el instante inicial). En concreto abordaremos la
cuestién de la existencia de soluciones de una ecuacién diferencial & = f(x)
centrando la atencion en el problema de valor inicial asociado:
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{ i = f(z)

x(tg) = wo; 1w € L.

En este punto es conveniente notar que las soluciones de los sistemas
auténomos! tienen una propiedad importante, que es la invarianza por trasla-
ciones en el tiempo. De manera mas precisa se verifica que:

Si x(t) es solucién del problema de valor inicial

{150

entonces z (t) = x (t — () es solucién del problema de valor inicial

{ i = f(z)

J](to) = Xyp-

Esto significa que la evolucién del estado x solo depende del tiempo tras-
currido entre la medicién del estado inicial (efectuada en el instante ty) y la
situacién presente (instante t), es decir fijada una condicién inicial, el valor de
una solucién en un tiempo dado depende exclusivamente del tiempo trascurri-
do a partir del instante en que se satisfaga dicha condicién inicial. Gracias a
esta propiedad podemos considerar en el estudio de las ecuaciones diferenciales
auténomas, sin perdida de generalidad, inicamente problemas de valor inicial
con tiempo inicial t5 = 0.

Por lo tanto en lo sucesivo solamente estudiaremos problemas de valor

inicial de la forma: .

Denotaremos a una soluciéon de (2.2) que satisface la condicién inicial z
por z (t,z9) 0 ¢ (t, o).

Otra notacién conveniente y que usaremos mas adelante es ¢ (¢, xo)= ¢¢(x).
Es conveniente hacer notar que las tres notaciones anteriores tienen la misma
interpretacién, esto es , representan la solucion que en el instante ¢ = 0 pasa
por .

Una cuestién inmediata es bajo que condiciones se puede asegurar que el
problema de valor inicial (2.2) tiene solucién y cudndo se puede asegurar que
dicha solucién es tnica, esta caracterizacion se expresa en el siguiente teorema.

ILos sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden que no dependen de la variable
independiente pueden escribirse como (2.1) y son llamados sistemas auténomos.
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Teorema 2.1 (Teorema fundamental de existencia y unicidad?). Sea
f € CY(Q). Dado zg € R, existe un nimero h > 0 con la propiedad de que el
problema de valor inicial (2.2) tiene una, y solo una, solucion en el intervalo

(—h,h) CR.

Observe que como f es de clase C* en Q C R, el teorema de existencia y
unicidad de ecuaciones diferenciales ordinarias garantiza que existe una solu-
cién x(t) de (2.1) que estard definida en algin intervalo de R.

Por otra parte observemos que el teorema anterior tiene un caracter local,
sin embargo la soluciéon local provista por este teorema puede prolongarse a
una soluciéon maximal del problema de valor inicial la cual es una solucién que
estd definida en un intervalo lo méas amplio posible, una solucién que ya no
puede prolongarse mas. Para precisar esta idea es conveniente introducir las
siguientes definiciones.

Definicién 2.1. Sea z(t) una solucién de (2.1) definida en un intervalo I,. Se
dice que y(t) es una prolongacion de z(t) si y(t) es una solucién de (2.1) en un
intervalo I, que contiene propiamente a I, e y(t) coincide con z(t) en I,.

Definicién 2.2. Se dice que z(t) es una solucion mazximal del problema de
valor inicial (2.2) si no admite ninguna prolongacién.

Con base en la definicién anterior podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 2.2. % Sea f € C'(Q). Si xy € Q, entonces el problema de va-
lor inicial (2.2) tiene una Unica solucion mazximal x(t), donde el intervalo de
existencia de x(t) es un intervalo abierto (o, w) C R.

En determinados problemas es importante estimar el tamano del intervalo
maximal de existencia (a,w) de la solucién del problema de valor inicial (2.2),
asi como saber que sucede con la solucién z(t) cuando t — a 0 t — w y mds
aun es de mayor interés conocer si w = oo para ciertas soluciones, a fin de que
tenga sentido preguntarnos por su comportamiento a largo plazo. Sin embargo
los argumentos que conducen a la existencia del intervalo maximal no dan nin-
guna informacion sobre su tamano. Pero, si se dispone de cierta informacion
suplementaria sobre la ecuacion o sobre las soluciones, es posible estimar el
tamano de dicho intervalo a partir de los siguientes resultados.

Zpara ver una demostracién de este teorema puede consultar [4] y [5]
3la demostracién de este teorema puede verse en [4]
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Teorema 2.3. * Sean f € C*(Q) y x (t,29) una solucidn mazimal de (2.2)
definida en el intervalo (a,w), con a y w finitos. Entonces, dado cualquier
subconjunto compacto K de Q, existe t € [0,w) tal que x(t,Zo) ¢ K, y andlo-
gamente para t € («, 0].

En los modelos que examinaremos centraremos nuestra atencion en las solu-
ciones definidas para ¢t > 0, pues en nuestros sistemas la variable t representa el
tiempo, con fundamento en lo anterior es que se presenta el siguiente resultado.

Proposicién 2.1. Considere el sistema (2.1), K un conjunto compacto con-
tenido en el abierto Q y x(t) una solucion de (2.1) definida en un intervalo
mazimal (o,w). Si xz(t) € K para todo t € [0,w), entonces la solucion x(t)
existe para todo t > 0.

La demostracion se sigue del teorema (2.3) ya que si [0,w) es la parte po-
sitiva del intervalo maximal, con w finito, entonces z(t) saldria del compacto
K para algtin ¢ € [0,w), contradiciendo la hipdtesis de que z(t) € K para todo
te0,w).

Para finalizar esta secciéon presentamos la siguiente definicién.

Definicién 2.3. Sea z(t) una solucién maximal de (2.1). Llamaremos trayec-
toria u orbita de x(t) al conjunto v (z(t)) :=={z(t) e QCR" : t € (o, w)}.

En particular diremos que 7% (z(t)) := {z(t) e QCR": t € [0,w)} es la
semi-orbita positiva de z(t), y v~ (z(t)) == {x(t) e QCR" : t € («, 0]} es la
semi-orbita negativa de x(t).

2.2. Soluciones estacionarias

Como hemos visto el teorema de existencia y unicidad garantiza que bajo
ciertas condiciones una ecuacién diferencial ordinaria admite una solucion tni-
ca, sin embargo puede suceder que obtener la solucién explicita de un sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias sea demasiado complicado, por tal moti-
vo es necesario introducir algunas ideas del estudio cualitativo de los sistemas
de ecuaciones diferenciales (en nuestro caso no lineales), ya que proporcionan
herramientas para la descripcion del comportamiento de las soluciones de un
sistema dado.

4la demostracién de este teorema puede verse en [7]
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Por otra parte, para las definiciones y resultados siguientes convendremos
en usar la notacién ¢ (t,z9)= ¢y(x¢) en lugar de usar z(t,z() para represen-
tar una solucién de (2.2). Expuesto lo anterior comenzaremos dando algunas
definiciones:

Definicién 2.4. Un punto z* € Q es llamado punto de equilibrio del sistema

(2.1) si f(z*) = 0.

En efecto si * es un punto de equilibrio de (2.1), entonces la solucién ¢;(x*)
es una solucién estacionaria, esto es ¢;(z*) = x* para todo instante de tiempo

doe(z™) _ *\)
t pues == = f(¢i(z*)) = 0.

Una vez hallados los puntos de equilibrio una cuestién inmediata es estu-
diar el comportamiento de las soluciones proximas a esos puntos, esta nocién
de “aproximar” se aclara en las siguientes definiciones.

Definicién 2.5. Un punto de equilibrio z* de (2.1) serd estable si, dado € > 0
existe d = d(g) > 0, 6 < ¢, tal que, para todo g que satisfaga ||z — z*|| < 9, la
solucién ¢ (zg) estd definida y verifica que ||¢:(x¢) — z*|| < e para todo t > 0.
Se dice que z* es asintoticamente estable si es estable y en la definicién anterior
se puede elegir § de modo que, ademas, se tenga que tli)rglo (o) = x*.

Definicién 2.6. Un punto de equilibrio z* de (2.1) serd inestable si no es un
punto de equilibrio estable, es decir, si existe € > 0 tal que, cualquiera que sea
d < ¢, existe al menos una solucién ¢.(zy), con ||zg — z*|| < §, que no satisface
|p¢(x9) — x*|| < e para todo t > 0.

Supongamos que sabemos que x* es un punto de equilibrio asintoticamente
estable, entonces las soluciones que comienzan “préximas” al punto de equi-
librio se iran aproximando a él cuando el tiempo crece. Observemos que si
sabemos quienes son esos puntos “préximos” de z*, podremos garantizar que
condiciones iniciales debemos tomar para que las soluciones respectivas sean
atraidas a ese punto de equilibrio, esta idea de atraccién se expresa en la defi-
nicion siguiente:

Definicién 2.7. Si 2* es un punto de equilibrio de (2.1) asintéticamente esta-
ble. Definimos la cuenca de atraccion del punto x* como el conjunto B (z*) =

{x €Q: tlirgogbt (x) = x*}

15



Observemos que si la cuenca de atracciéon B (z*) es todo el conjunto €2,
entonces cualquier solucién de (2.1) se aproximard a lo largo del tiempo al
punto z*. En este caso se dice que z* es un punto de equilibrio globalmente
asintoticamente estable.

Otro tipo de soluciones que seran de gran utilidad son las soluciones que
permanecen contenidas en un conjunto, mismas que a continuacién se definen.

Definicién 2.8. Considere el sistema (2.1). Se dice que el conjunto E C Q) es
positivamente invariante si para todo xg € F se tiene ¢(x¢) € E, para todo
t € [0,w). Andlogamente, es negativamente invariante si ¢y(x¢) € E, para todo
t € (o, 0] siempre que zy € E. Finalmente, se dice que E es invariante si es a
la vez positiva y negativamente invariante.

Por ultimo presentamos la siguiente definicion que serd de gran utilidad en
la seccién siguiente.

Definicién 2.9. El conjunto w — limite de un punto x € (), denotado por
L, () es el conjunto de los puntos y € €2 tal que existe una sucesion t,, — 00
que satisface

lim ¢y, (z) =y,
n—oo
donde ¢;(z) es solucion de (2.1).

2.3. Teoria de Estabilidad de Lyapunov

Para analizar los sistemas de ecuaciones diferenciales que presentamos en
este trabajo usaremos algunos resultados de la teoria de estabilidad de Lyapu-
nov, estos resultados proporcionan condiciones suficientes para garantizar la
estabilidad de un punto de equilibrio, las demostraciones de dichos resultados
pueden encontrarse en [2] y [6].

Teorema 2.4 (Primer teorema de Lyapunov). Sea x* € Q un punto de
equilibrio de (2.1). Supongamos que eziste una funcion escalar V' continua en
una vecindad W C Q de x*, tal que

(1) V(z*) =0y V(x) >0 para todo x € W — {x*},
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(1)) V (¢4, () < V (¢, (x)) para cualesquiera x € W ty,ty € R tales que
tr >t y by (2), 0, (x) €W,

Entonces, x* es un punto de equilibrio estable.

Teorema 2.5 (Segundo teorema de Lyapunov). Sea z* € Q un punto
de equilibrio de (2.1). Supongamos que eziste una funcion escalar V' con las
hipdtesis del teorema (2.4) y con la desigualdad de la condicion (ii) estricta.
Entonces x* es un punto de equilibrio asintoticamente estable.

Observemos que la funcion V' de los teoremas de Lyapunov se puede inter-
pretar como una especie de “distancia” entre los puntos de una trayectoria y
un punto de equilibrio dado, pues la segunda condicién nos garantiza que V es
decreciente (o estrictamente decreciente) a lo largo de las soluciones de (2.1).
Por otra parte , notemos que para verificar la validez de esta condicién necesi-
tarfamos conocer las soluciones explicitas de (2.1) pues sin ellas las condiciones
del teorema no serian de gran ayuda. Pero si la funcién V' fuera diferenciable
en W, para que V sea decreciente a lo largo de las trayectorias, bastaria pedir
que la derivada de V' a lo largo de las trayectorias solucion sea menor o igual
que cero, es decir:

AV (¢i(x)) _

dt -

La idea clave es que (2.3) se puede calcular para ¢ = 0 sin conocer las
soluciones de (2.1), ya que, siendo z (0) = xg, resulta:

dV (¢(x))
dt

0. (2.3)

—VV (@) () (2.4)

t=0

que es la expresion que corresponde geométricamente al producto escalar del
gradiente de V' con el campo vectorial.

En particular si se cumple:

dV (¢1())

—_— <0
dt —o
para todo x € W, se garantiza que V es decreciente a lo largo de las trayec-
torias solucién de (2.1), de esta manera puede verificarse la condicién (ii) sin
que conozcamos las soluciones de (2.1).

Denotaremos en lo subsecuente a la derivada de V' a lo largo de las solu-
ciones de (2.1), por:
_ AV (¢i(x))
o dt
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En principio a la funcién V' la llamaremos funcién de Lyapunov de (2.1)
en ) C R™ si V(z) <0 para todo x € Q, sin embargo nosotros adoptaremos
otra definicién, después de la siguiente observacion.

Notemos que si V' es funcién de Lyapunov en todo R™ (es decir 2 = R™)
y ¢¢(z) es solucién de (2.1), entonces V() < 0, luego V (¢y(z)) es decreciente
y, en particular, V (¢(z)) < V (¢4, (x)) para todo t > t5. De lo anterior se
deduce que los conjuntos de nivel V. := {z € 2 : V(x) < ¢} son positivamente
invariantes, es decir, si z(tg) € V, se tiene que z(t) € V, para todo t > t,.
Por otra parte, si ¢;(z) es acotada para t > 0, tenderd, cuando ¢ — oo, a su
conjunto w — limite.

Cuando V no es funcion de Lyapunov en todo R", sino solamente en un
subconjunto €2, hay que precisar estos argumentos intuitivos, pues debemos
asegurarnos de que la soluciéon no abandona €2, para no perder el control en el
crecimiento o decrecimiento de V. El resultado preciso es el siguiente:

Proposicién 2.2. Sean W C Q abierto tal que W C Q, y V una funcion de
Lyapunov en W. Supongamos que el infimo m de V sobre la frontera de W es
finito, y sea ¢ < m. Entonces:

(i) Ve :={x € Q: V(x) <c} es positivamente invariante.

(ii) Si ¢y(x0) € W para todo t > 0 y es acotada, entonces V =0 en todos los
puntos de L, (x).

Con fundamento en lo anterior es que definiremos de una manera ligera-
mente diferente y por conveniencia el concepto de funciéon de Lyapunov, mismo
que adoptaremos en lo subsecuente.

Definicién 2.10. Considere el sistema (2.1). Sea W tal que WCQyV una
funcion escalar definida en W. V' es llamada funcidn de Lyapunov de (2.1) en
Q si:

(i) V es diferenciable en W,

(ii) para cualquier Z € W se tiene que V' es continua en T o

lim V(x,) = 400

n—o0

para cualquier sucesion x,, € W tal que x,, — Z.
(iii) V (x) = VV (z) f(x) < 0 para todo = € .
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A continuacién enunciamos otro resultado de mucha importancia que co-
necta a las funciones de Lyapunov con los conjuntos limites.

Teorema 2.6 (Principio de invarianza de LaSalle). Suponga que ezis-
te una funcion de Lyapunov V: W — R para (2.1), con W C Q = R™. Sea

E = {x eW:Viz)= 0} y M el mayor subconjunto de E invariante de (2.1),

entonces M atrae a todas las semiorbitas positivas acotadas que estan conte-
nidas en W. En particular st W = R" y V(z) — oo cuando ||z|| — 0o, M
atrae a todas las semi-orbitas positivas, y se dice que es el atractor global.

Teorema 2.7 (Teorema de estabilidad de Lagrange). Supongamos que
existe una funcion escalar V : R™ — R tal que A C Q) positivamente invariante
para (2.1) y satisface:

1. V es de clase C' en A;
2. V(x) > 0 para todo x € A;
3. V(z) <0 para todo x € A; y
4. V(x) = o0 st ||z]] — oo.
Entonces toda solucion de (2.1) con condicion inicial en A, es acotada.

Como hemos visto los teoremas de Lyapunov establecen condiciones nece-
sarias sobre la funcién V' que nos permite caracterizar a los puntos de equilibrio
de (2.1), pero no ofrecen un procedimiento general para construir dicha fun-
cion, sin embargo algunas de las veces pueden encontrarse funciones candidatas
a funciones de Lyapunov valiéndose de las propiedades del fenémeno que se
este modelando.

2.4. Otro resultado

El siguiente resultado serd utilizado para demostrar algunas de las propie-
dades de los modelos que examinaremos mas adelante.

Lema 2.1 (Desigualdad entre la media aritmética y la media geométri-
ca). 5 Sean xy, 1, ..., T, nimeros no negativos. Entonces

T+ 29+ ...+
! 2 - > Yx12o... Ty,

n
Suna demostracién de este resultado puede verse en [9]
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La igualdad serd valida si, y solo si, t1 = x9 = ... = T,.

Para finalizar este capitulo haremos algunas observaciones sobre la mane-
ra en que usaremos los resultados anteriores. Nuestro interés se centrara en
construir una funciéon de Lyapunov para los modelos de dindmica viral que
estudiaremos méas adelante. Para esto notemos que si construimos una fun-
cién de Lyapunov V', definida en un conjunto positivamente invariante W y
que satisfaga las hipodtesis del teorema de estabilidad de Lagrange, entonces
tendremos que toda solucién con condicién inicial en W se aproxima al mayor
conjunto positivamente invariante contenido en el conjunto donde V() es nula
(el conjunto E del teorema de LaSalle). En efecto, si V' satisface las hipdtesis
del teorema de estabilidad de Lagrange, entonces toda soluciéon que inicie en
W es acotada. Luego como W es invariante y V' es funciéon de Lyapunov, el
principio de LaSalle garantiza que toda solucién que inicia en W debe aproxi-
marse al mayor conjunto positivamente invariante contenido en E. Observemos
ademas que si tenemos que el Unico conjunto positivamente invariante en F
fuera justamente un punto de equilibrio en cuestion, tendremos que W esta
contenido en la cuenca de atraccion de este punto de equilibrio.

Nuestro objetivo entonces serda construir una funcion V' que cumpla las
condiciones (i) y (ii) de una funcién de Lyapunov y las hipétesis (1),(2) y (4)
del teorema de Lagrange, considerando la ecuacién diferencial (2.1) definida
en () =R"

Con esto para probar la estabilidad global y asintética de un punto de
equilibrio bastara mostrar que el conjunto W es positivamente invariante, que
V(z) <0y que el tnico conjunto positivamente invariante en E (Teorema de
Lasalle) es el punto de equilibrio en cuestién.
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Capitulo 3
Dinamica Viral

En este capitulo estudiaremos los modelos bésicos que describen la dinami-
ca de un virus, considerando, la dindamica que incluye la interaccién entre
células susceptibles a un virus, las células infectadas por éste y la concentra-
cién viral.

El andlisis que presentamos de cada uno de los modelos que abordaremos,
consiste esencialmente de tres etapas, siendo la teoria de estabilidad de Lya-
punov usada para mostrar la parte tres.

1. Probar la positividad del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias,
esto para garantizar la interpretacion bioldgica de los modelos que abor-
daremos, ya que no existen concentraciones negativas de ninguna de las
variables en cuestién.

2. Determinar los puntos de equilibrio del sistema.

3. Caracterizar los puntos de equilibrio, establecer condiciones bajo las cua-
les los puntos de equilibrio seran globalmente asintéticamente estables.

3.1. Dinamica viral basica

Para abordar el modelo bésico de dindamica viral propuesto por Nowak y
Bangham [11], es necesario hacer algunas consideraciones, este modelo toma en
cuenta tres variables, la concentracion de células susceptibles a ser infectadas
x(t), la concentracién de células infectadas y(t) y la concentracién de viriones
(virus libres) v(t). En este modelo se asume que:

1. Al encuentro con los viriones las células susceptibles pasan a ser células
infectadas.
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2. La tasa de produccion de células infectadas es proporcional a la concen-
tracion de células susceptibles y viriones.

3. Los viriones son producidos por células infectadas (pues estos dependen
de las células infectadas para su replicacion).

4. El tiempo promedio de vida de las células susceptibles, infectadas y vi-
riones es constante.

Para describir la concentracion de células susceptibles se plantea la siguiente
ecuacion:

T =\—dxr— fxv.

La cual se obtiene al considerar A como la constante de concentracion de
células susceptibles y sustraer de esta la tasa promedio de muerte de células
infectadas (dx) y un término referente a las células que dejan de ser suscep-
tibles por que terminan siendo infectadas descrito por Sxv, pues la tasa con
que los virus infectan a las células susceptibles es proporcional a la cantidad
de virus y a la cantidad de células susceptibles.

La variacién en la cantidad de células infectadas dependera de la tasa con
que las células susceptibles fueron infectadas es decir Sxv y de la tasa promedio
de muerte de células infectadas ay, dicha variacion se expresa como:

y = PBxv — ay.

Por dltimo para describir la variacién en la cantidad de viriones hay que
tener en cuenta que la tasa de produccion de nuevos viriones sera proporcional
a la cantidad de células infectadas lo que denotaremos por ky y sustraer un
término ur debido a la mortalidad de los viriones, con lo que la variacién de
la cantidad de viriones se expresa como:

v=ky—uv.

La figura siguiente resume estas condiciones.
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Dindmica viral basica

\A k

Células susceptibles Virus libres (viriones) Células infectadas
(x) (v) (y)
ST —
B
d u a

Figura 3.1: Dindmica viral basica

Entonces la dinamica viral es modelada por el siguiente sistema de ecua-
ciones diferenciales ordinarias no lineal:
T =\—dx — Pxv,
j = Bav - ay, (3.1)

v =ky — uv.

El cuadro siguiente describe los parametros del sistema.

Parametro Descripcién

8

concentracion de células susceptibles
concentracién de células infectadas
concentracion de viriones
tasa de produccion de células susceptibles

tasa de muerte de células susceptibles
tasa de infeccién del virus

tasa de muerte de células infectadas

tasa de produccién de viriones

tasa de muerte de viriones

L T DA >»R

Antes de analizar el modelo anterior es conveniente resaltar una relacién
muy importante entre los parametros del modelo que nos permitira caracteri-
zar si un modelo tiende a un equilibrio libre de infecciéon o no.

Llamaremos a Ry la tasa basica de reproducciéon de un virus, dicha

relacién expresa el nimero secundario de virus originados de un virus primario
introducido en una poblacién que consiste solamente de células susceptibles.
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Notemos que cada célula infectada dard origen a % virus secundarios, esto es

debido a que las células infectadas producen virus a una tasa k y mueren a una
tasa promedio i Como nuestro objetivo es conocer cuantas células infectadas
secundarias son originadas a partir de un virus cuando las células son todas
susceptibles, entonces % sera la cantidad de células secundarias infectadas,
esto es debido a que Sx es la tasa a la cual las células son infectadas por un
virus y ademas % es la tasa promedio de muerte de un virus. Por ultimo como
la poblacién primaria se constituye solo de células susceptibles y considerando

que el sistema estd en equilibrio antes de la presencia de un virus, tenemos que

T = ’E\, con lo que finalmente se tiene que:
Ak
Ry =
dau

3.2. Analisis Preliminar

En esta seccién nuestro interés se centrara en construir una funcién de Lya-
punov que nos permita inferir sobre la estabilidad de los modelos de dinamica
viral que estudiaremos.

Nuestro objetivo sera construir una funcion V' que cumpla las condiciones
(i) y (ii) de una funcién de Lyapunov y las hipdtesis (1), (2) y (4) del teore-
ma de Lagrange, considerando la ecuacién diferencial (2.1) definida en 2 = R™.

Con esto para probar la estabilidad global y asintética de un punto de
equilibrio bastara mostrar que el conjunto W es positivamente invariante, que
V(x) <0y que el tinico conjunto positivamente invariante en E (Teorema de
Lasalle) es el punto de equilibrio en cuestion.

Por otra parte notemos que aunque (2.1) estd definido en R”, para los mo-
delos que estudiaremos estamos interesados en el comportamiento en R%, es
decir, en el octante no negativo de R™, pues es en esta regién donde los modelos
que abordaremos son bioldgicamente relevantes.

Por 1ltimo es conveniente notar que hemos optado por realizar la construc-
cién general de dicha funciéon y de exhibir los resultados que utilizaremos de
una manera general, con el fin de sélo hacer las reducciones pertinentes para
los modelos que abordaremos y no repetir las mismas pruebas para cada uno
de los modelos.
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Sea (x7,...,z}) € RZ, un punto de equilibrio de (2.1) y consideremos al con-
junto A con las hipétesis del teorema de Lagrange con R — {(z%, 2%, ..., %)},
donde RZ; = {(z1, %2, ..., 7,) E R" : x; > 0,Vi = 1,...n}, y consideremos tam-
bién al conjunto W de la definicién de funcién de Lyapunov como W = RZ.
Dicho lo anterior construiremos una funcién V' definida en W = RZ,.

Para construir dicha funcién V' definamos la siguiente funcion auxiliar:

g:Rso = R tal que
(3.2)

T st x*=0.

r—z*ln £ st =0y x#0,
g(ﬂf)Z{ : Towed

Lema 3.1. La funcion g definida en (3.2) es estrictamente positiva en R~q y
ademds

A 9le) =oo

Demostracién. Veamos que si * = 0, entonces g(z) = x > 0 para todo
r € Rog. Ademas es inmediato que

lim g(z) = lim = = oo.
T—00 T—r00

Por otra parte si * > 0, entonces tenemos

*
*

d
ﬁ(x)zO@l—%zO@x:x,

mas ain ¢ (z*) = 2* —2*In(1) = 2* (1 — In(1)) = z* > 0.

Luego el inico punto minimo de g es * y g es positiva en su punto minimo,
por lo tanto, g es estrictamente positiva en Ryy. Ademas

y y
lim (y —Iny) = lim (In(e’) —Iny) = lim In (e_) =1In (h’m <€—>) = +00
Y—r00 Y—r00 Y—00 Y y—>00 Y

porque

lim — = 4o0.
y—oo Y

Por lo tanto y — Iny — oo cuando y — oo, asi x* (w% —1In (f—*)) — 00, es
decir g(x) — oo cuando =z — oo.
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Consideremos ahora (zi,z3,...,7;) € R%; un punto de equilibrio fijo del
sistema (3.1), M = 1,2,....n, [ = {i € M : x} # 0}, 0; constantes positivas y
e+ la funcién definida en (3.2) para la constante x} si i € Iy gox (z;) = 2; si
t € M — I. Definimos una funcién V' como

ViR, R

] 33
(-’L'la T2, .- xn) = Z Hzgz:‘ (Iz) :
i=1

Teorema 3.1. La funcion V definida en (3.3) tiene las siquientes propiedades:

1. V((z1,22,...,2,)) > 0 para todo (z1, 2, ..., x,) € RLy—{(x},25,...,2})}.

2. Ve CHRY).

3. Sea xy, = (T1p, Ton, ..., Tnn) € RY una sucesion cualquiera tal que ||z, || —
oo cuando n — oo, entonces im V' (x,,) = 0o cuando n — 0.

4. Sea x un punto frontera de RY, y x, una sucesion cualquiera de puntos
de RY, tal que x, — x, entonces imV (x,) — oo o bien V es continua
en x.

5. La derivada temporal de V' a lo largo de las soluciones serd
i=1 i

Demostracién. 1. Veamos que si mostramos que cada producto es estric-
tamente positivo entonces la suma también sera positiva.

Si xf > 0, entonces por el lema 3.1 se tiene que z; —xf In | ££ ) — 2} es
1 Y 1 x¥ 7

(3

estrictamente positivo. Luego como 6; es una constante positiva, se tiene

0; [xz — 7 In (w—i> - x:‘} > 0.
Ty

Si z7 = 0, entonces tenemos que verificar que el i-ésimo producto es
positivo para x; > 0 (pues estamos excluyendo el punto de equilibrio).
Luego el i-ésimo producto es 0; (z; — x}) = 0;x; > 0.

Por lo tanto V' es estrictamente positiva en R?, — {(z7, 23, ..., 2})}.
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2. Veamos que como la suma de funciones de clase C!, es también de clase
C! y cada término

: >0
de clase C' en R”,,.

0; [mz — 2} ln <§—i> — a:;k] 0 0; (z; — x}) es de clase C' en R”, luego V es

3. Notemos que si ||z|| — oo, entonces al menos una coordenada x;, — oo,
entonces por el lema 3.1 la i-ésima coordenada de V' tiende a oo. Luego co-
mo las coordenadas son todas positivas, debemos tener que lim V' (z,,) =
0O para n — 0o.

4. Veamos que si x, es una sucesiéon que se aproxima a un punto de la
frontera de €2, debemos tener que, para alguna coordenada, la sucesién
Zin — 00 cuando n — o0, pues en caso contrario el punto x no estaria
en la frontera. Pero, si 7 > 0

, Lin
lim {xm — 7 ln ( ) — x*] = 00,
* 1
n—oo xT;

(como se vio de manera andloga en el lemma 3.1) con lo que lim V' (z,,) —
00.

Si x7 = 0 para todas las coordenadas que se aproximan a cero, tenemos

lim 6; (i, —27) =0=10,(0—z}).

n—o0

Luego como para las coordenadas que no se aproximan a cero tenemos
continuidad , se sigue que en este caso V' es continua en x.

5. Observe que si z; > 0, entonces

dt x} T} x; T;

Si 27 = 0, entonces

d

X
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Proposicién 3.1. Considere el sistema (2.1) definido en @ = R"™ y suponga-
mos que RZ, es un conjunto positivamente invariante para (2.1). Si la funcion
escalar V definida en el teorema (3.1) satisface V (x) < 0 para todo x € R,
entonces toda solucion de (2.1) con condiciones iniciales en el interior de RY,

se aproxima al mayor subconjunto invariante de £ = {x € RY,: V(z) = O}.

Demostracién. De las propiedades (2) y (4) del teorema 3.1 y la hipdte-
sis V () < 0 para todo z € RY,, tenemos que la funcién V satisface las
hipétesis del teorema de LaSalle (teorema 2.6), por lo tanto toda solucién
acotada que inicia en RY, se aproxima al mayor subconjunto invariante de
E = {x e R, : V(z) = O}. Por otro lado veamos que toda solucién que ini-
cia en RZ, es acotada. De las propiedades (1),(2) y (4) del teorema 3.1, de la
hipétesis V () < 0 para todo z € R2,y de A =R%;,—2* € Q, tenemos que V
satisface las hipotesis del teorema de Lagrange (teorema 2.7), con lo que toda
solucion que inicia en A es acotada. Luego el inico punto que puede estar en
el interior de RZ, y no estar en A, es el punto z*, y como este punto es de
equilibrio, las soluciones que inician en el seran acotadas, por lo tanto toda
solucién que inicia en el interior de R%, es acotada.

3.3. Analisis del modelo

Positividad.

Una cuestion inmediata sobre el modelo propuesto es si las soluciones con
valores iniciales que poseen una interpretacién bioldgica, continuaran teniendo
interpretacion biolégica con el trascurso del tiempo.

En particular diremos que el modelo (3.1) admite una interpretacion biolégi-
casi (z,y,v) € Ry, donde RS = {(z,y,v) eR: 2z >0,y > 0,v > 0}.

Formalmente, la positividad del modelo (3.1) se establece en el siguiente
resultado.

Proposicién 3.2. Sea ¢ : [tg,00) = R? una solucidn de (3.1). Si ¢(ty) € RS,
entonces ¢(t) € R para todo t € [ty, o0).

Demostracion. Basta analizar el comportamiento de las soluciones con valo-
res iniciales sobre los ejes de R3 ), con lo que se tienen los siguientes casos:

28



1. («TO > 0,90 > 0,19 = 0)
Veamos que como 1y = kyg — ury > 0, v crece localmente. Por lo tanto
las solucién no puede salir de dicho octante.

2. (zo=0,y0 > 0,11 > 0).
Observemos que como g = A —dxg— Sxgrg = A > 0, x crece localmente.
Por lo tanto las solucién no puede salir de dicho octante.

3. (.1'0 >0,y =0, > 0)
Notemos que como 39 = Brovy — ayy > 0, y crece localmente. Por lo
tanto las solucion no puede salir de dicho octante.

4. (zg > 0,99 = 0,19 =0).
Veamos que como 3y = Bxovg —ayo = 0y vy = kyy — uvg = 0, las
solucién con estos valores iniciales son de la forma (z(t),0,0). Por lo
tanto la solucién no sale de dicho eje.

5. (o = 0,50 > 0,119 = 0).
Notemos que como &g = A — dxg — Brorvg = A > 0y 1y = kyg — uvg > 0,
x v v crecen localmente. Por lo tanto la solucién no sale del octante
positivo en cuestion.

6. (.1'0 = O,yo = O, vy > 0)
Observemos que como tg = A—dxg—Lxovy = A > 0y 1y = Brolog—ayy =
0, x crece localmente. Por lo tanto la solucién no sale de dicho eje.

7. (.1'0 = O,yo = O, vy = 0)
Veamos que como 9y = fxovyg — ayg = 0, vy = kyg —uvg = 0y &g =
A — dxg — Provy = A > 0 crece localmente. Por lo tanto la solucién no
puede salir de dicho eje.

En suma, no hay una solucién con condicién inicial dentro del octante
positivo que salga del octante positivo.

Puntos de equilibrio.

Teorema 3.2. El sistema (3.1) posee dos puntos de equilibrio dados por los
siguientes vectores:

Xl = (%7070)7
_ A du d
X, = (d—%,ﬁ(Ro—l),E(Ro—l)).
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Demostraciéon. Considerando el sistema de ecuaciones algebraico

A —dx — Pxv =0,
Baxv —ay = 0,
ky —uv = 0.

De la tltima ecuacién se obtiene y = 4-.
Luego si v = 0, entonces y = 0 y de la primera ecuacién tenemos x =

que determina el punto de equilibrio X;.

>

)

Por otro lado si v # 0 tenemos que y = 4* y la segunda ecuacién determina

—_au _ _)
=% = dRo-
Usando el valor encontrado de x en la primera ecuacion se obtiene v =
d _ uv _ du
ARy Y de y = 4= obtenemos y = Br(Ro=T)

Luego los valores de z,y, v determinan el punto Xs.

Estabilidad.

Antes de inferir sobre la estabilidad del modelo (3.1) es conveniente no-
tar que aunque (2.1) estd definido en R", para los modelos que estudiaremos
estamos interesados en el comportamiento en R%, es decir, en el octante no
negativo de R”, pues es en esta regién donde los modelos que abordaremos son
biolégicamente relevantes. En particular para el modelo (3.1) tenemos R
Para comenzar nuestro anélisis es conveniente introducir los siguientes resul-
tados:

Lema 3.2. El dnico conjunto positivamente invariante para el sistema (3.1)
contenido en E = {X1 + poes + piges - p1; € R,Vi = 2,3} NRY, es el punto de
equilibrio X;.

Demostracion. Sea A C FE un conjunto positivamente invariante para el
sistema (3.1), entonces cualquier vector w ortogonal a los vectores directores
de E debera ser ortogonal también a los vectores derivada de las soluciones
que inicien en A. En particular e; = (1,0,0) es ortogonal a eo = (0,1,0) y a
es = (0,0,1). Entonces para todo punto (z,y,v) € A debemos tener

<%¢t (z,y,v), (1,0,0)> =0. (3.4)
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Como (z,y,v) € AC E'y ¢ (x,y,v) es solucién de (3.1) se tiene

%Qst (iU*, Y, V) = ()\ —dz* — B.T*I/, B.’L'*I/ — ay, ky - UU)

= (—B3v. B3V — ay, ky —uv),

donde z* = 4. Luego (3.4) garantiza que
A
—ﬁEV =0=v=0.

Asi, A deberd estar contenido en el conjunto {X; + pses }NRE,. Con lo que
nuevamente debemos tener que cualquier vector w ortogonal al vector director
es de este conjunto, debe ser ortogonal al vector derivada de las soluciones que
inicien en A. Como e3 es ortogonal ey y

d
%th ($*7 Y, O) = (Oa —ay, ky) )

se tiene que

d
<%@@i%®AQQD>=0$%y=0éy=0

Por lo tanto el tnico conjunto positivamente invariante para el sistema
(3.1) contenido en el conjunto E es el punto de equilibrio Xj.

Lema 3.3. El dnico conjunto positivamente invariante para el sistema (3.1)
contenido en E = {X2 + (0, Z, 1) S E R} N R%O es el punto de equilibrio
X5,

Demostracién. La demostracién es andloga al lema 3.2. Sean Xy = (2%, y*, v*)
y A € E un conjunto positivamente invariante para (3.1). Como e; es ortogo-
nal al vector director de F, (0, z—:, 1), entonces e; devera ser ortogonal también
al vector derivada de las soluciones que inicien en A. Entonces para todo punto

(x,y,v) € A se tiene que

<%¢t (2,1,1), (1,0,0)> 0.

Observemos que

* *

d
— ¢ (x,y,v) = ()\ —da* — Bx'v, Bx'v — a2 V, Y uu) ,
dt v* V¥
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Y<Z5t(37;y7”)7 (xay,V) EACE Asi
<(1,0,0), ()\—da:* —5x*u,6x*u—ayf,ky*y—uu>> =0,
v v

lo que implica que \ — dz* — Bz*r = 0, con lo que

A—dz* A= A/R d
fx BA/ (dR) B

Luego como y = y:—f, se sigue que y = y*. Por lo tanto el tinico conjunto
positivamente invariante para (3.1) contenido en el conjunto E, es el punto
Xo.

Teorema 3.3. El sistema (3.1) definido en el octante no negativo de R?, con
condictones iniciales en su interior siempre posee un punto de equilibrio glo-
balmente asintoticamente estable. A saber:

(1) X1 st la tasa bdsica de reproduccion Ry < 1,

(11) X5 si la tasa bdsica de reproduccion Ry > 1.

Demostraciéon. En primer lugar notemos que el punto X; siempre esta en
la regién de interés, en cambio X, sélo estard en R2,, cuando Ry > 1. Con-
sideremos (z*, y*, v*) un punto de equilibrio del sistema (3.1) y consideremos
también la funcién escalar V' : R2; — R definida en (3.3), donde las constantes
0 relativas a las coordenadas z e y serdn 1 y la relativa a v serd % La pro-
posicién 3.1 nos garantiza que basta mostrar que 1% (r) <0 en R, para que
todas las soluciones con condiciones iniciales en R3 se aproximen al mayor

subconjunto de E = {x € R;O Vi(x) = 0} que es positivamente invariante

para (3.1) y posteriormente mostraremos que éste conjunto sélo puede ser el
punto de equilibrio en cuestion.

De las propiedades de la funciéon V' probadas en el teorema 3.1 tenemos
que:

o (Em R T R (L
V(l’,y,l/)—l‘ <[L’* In >+y (y* In )+ 14 ( . In *>, (35)
y ademas

V(x,y,y):/\—d:p—ﬁxl/—%+dx*+ﬁux*+ﬁxu—ay

_ Bavy* * _ auwv _ ayv* auv*
B +ay” + ay A » —+ -
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= (z*,y*,v*) y Ry < 1. Como

1. Consideremos el punto de equilibrio X;
y* =0y v* =0 se tiene que

. )\ * . .
V(1) = A —dr = S da” + Brat — T2 = T3 () + V3 (X1).
donde A A2
Vi(X) =\ —dor — 22 fda* =2\ —do — o,
T dx
aur

Vo (Xy) = Bra” — 7

Veamos que V; (X1) <0. En efecto, note que

(A —dx)* >0,
A2 — 2\dx + (dx)* > 0,
2 2\ +dz >0,
2\ —dr — 3 <0,
con lo que V4 (X;) < 0.

Por otro lado, veamos que
auv

. B L, auv  BAv auv  auv [(kBA B
Vo lXy) = fra' === = == = (dau 1)_ g Fo— 1)

Luego como Ry < 1 y las constantes son todas positivas tenemos que

V2 (Xy) <0.
Por lo tanto V (X;) < 0.
Ademés, tenemos que V (X;) = 0 solamente si z = z*.

Por ultimo, del lema 3.2 concluimos que el mayor conjunto positiva-

mente invariante en
E={(z,y,v) Rz =a"}

es el punto de equilibrio X7, luego por el teorema de LaSalle (teorema
2.6) tenemos que X es globalmente asintéticamente estable.
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2. Consideremos ahora el punto de equilibrio X, = (z*,y*,v*) y Ry > 1.
Note que la expresion para V' (Xs) esta dada por (3.6). Luego V (X3) =

Vl (Xs) + VQ (X2), donde

*

’ A
Vi (X)) =A—do — r + da*,
T
‘72(X2)=ﬁuac*—ﬁxyy _}_ay*_aZV_a?iV +a1;1/'

Veamos que Vi (X3) <
que

A (1 — —) + )\x ( R~ 1). En efecto, note

Vi(Xo) =\ —do — 22 4 do* = A\ —do — 22 + do* + do*

Ax* * Az*
zRo d..'E + xR

—dot (2-% - ) F A -2 —det 4 2

T

= do (2ot )y (1- ) 42 (1),

T

Por otra parte veamos que 2z*x — 2% — o = —(z* — :c)2 < 0, luego

como dz* > 0 se tiene el resultado.

Ahora regresando a la expresiéon completa de 1% (Xs), tenemos que

zvy* aurv ayv*  auv
B y+ay*_k_y +

14

A At z*
14 (Xs) < r em M r v —

Luego teniendo en cuenta que “* = (Sz*v y ““V = ay* podemos

reescribir la expresion de arriba como

A At )\x* Brvy* 2ay” — ayv
v

*

V(X — —
( 2) RO LERO T
Ademads, como A\—dz* = ay*, ”g\f —1—%; = —% y [ = ;y:“ tenemos
que
. zr ay*zvy*t ayrt
V(Xs) < 3ay* —ay*™— — y* *y —
T T Uy v




*2 % * 2.2, %2 2. %2 *
N T Uvyyv + vyt +yv xx
=ay | 3— .
TV Yy v

Notemos que ay* = A (1 — RLO) > () puesto que Ry > 1.

Luego aplicando la desigualdad del lema 2.1 a los nimeros -, 244

x ) (E*l/*y7

ZZV, se obtiene que

$*2V* *V+£L’2V2 *2 + 2V*2£E£L'*
- Yy Yty <0

TTUYY* v

con lo que V (X3) < 0, siendo la igualdad valida sélo si z =
rr*vtyy*v = revy*y'v = xx*viyy vt o equivalentemente si x =
vy = y*v.

ry
'y

Por ultimo del lema 3.3 se tiene que el mayor conjunto positivamente
invariante en

E:{(x,y,l/)GR;O:m:m* e y:yy}

I/*

es el punto de equilibrio X5, luego por el teorema de LaSalle (teorema
2.6) tenemos que X, es globalmente asintéticamente estable.

3.4. Dinamica viral con respuesta inmune

Este modelo fue abordado por Martin Nowak y Charles Bangham [11]. El
modelo es andlogo al estudiado en la secciéon anterior, salvo que introducire-
mos una nueva ecuacién que modela la respuesta del sistema inmunologico, en
concreto esta nueva ecuacién modela la funcién citotoxica de los linfocitos T
cuya funcién , como vimos en el capitulo 1, es neutralizar células infectadas en
nuestro modelo esto representa una disminucion en la concentracion de nuevas
células infectadas y una nueva variable que considere la cantidad de células de
defensa (que denotaremos por z).

En este modelo supondremos (ademds de las consideraciones hechas para
el modelo bésico de dindmica viral):
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1. Que la reduccion en la concentracién de células infectadas es proporcional
a la cantidad de células infectadas y a la cantidad de células de defensa.

2. La produccién de células de defensa depende de la cantidad de células
infectadas y a su vez de su propia concentracién, pues como se menciono
en el capitulo 1 los linfocitos son producidos debido a la presencia de un
virus dentro del organismo.

Notemos que bajo las consideraciones anteriores y en lo relativo al modelo
bésico de dindmica viral (modelo (3.1)), solamente la ecuacién concerniente a la
variacion de células infectadas sufrird una modificacién al agregar un término
pyz referente a la destruccion de células infectadas por las células de defensa.
Con lo que la variaciéon en la concentraciéon de células infectadas para este
modelo vendra dada por la siguiente ecuacién:

Y = PBxrv — ay — pyz.

Por otra parte hay que anadir una nueva ecuaciéon al modelo bésico de
dinamica viral que describa la variacién en la concentracién de células de de-
fensa, esta nueva ecuacién tendrd un término positivo cyz referente a la pro-
duccion de linfocitos T, del cual hay que sustraer un término bz relativo a su
tasa de mortalidad. Con lo que la variacién en la concentracion de células de
defensa para el nuevo modelo vendra dada por:

z=cyz — bz.

La figura siguiente resume las consideraciones anteriores.

Dinamica viral con respuesta inmune

; 1

Células susceptibles Virus libres (viriones) Células infectadas Células de defensa
(x) (v) v) (2)
O e & D
B
d u a bz

Figura 3.2: Dindmica viral con respuesta inmune
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Entonces la dinamica viral con respuesta inmune es modelada por el si-
guiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias no lineal:

T =\—dxr — fxv,

y = Prv —ay — pyz,

v =ky— uv, (3.7)
z=cyz — bz.

El cuadro siguiente describe los nuevos parametros del sistema.

Parametro Descripcién
z concentracion de células de defensa
P tasa de concentracién entre células de defensa y células infectadas
c tasa de produccién de células de defensa
b tasa de muerte de células de defensa

Antes de analizar este modelo es conveniente resaltar algunas relaciones
importantes entre los parametros del mismo que nos permitira caracterizar sus
puntos de equilibrio.

1. Tasa basica de reproducciéon de un virus: observemos que como Ry
no depende de las células de defensa, tendremos nuevamente que

A

"~ dau’

Ry

2. Tasa basica de reproduccion de un virus en presencia de la
respuesta inmune: llamaremos a R; la tasa béasica de reproduccion de
un virus en presencia de la respuesta inmune al ntimero secundario de
virus originados de un virus primario introducido en una poblacién que
consiste solamente de células susceptibles y cuya concentracion de células
de defensa es el equilibrio endémico.

R, R
Ri=1+="=1+=",
o Iy

3. Tasa basica de defensa:
la cual se deduce de la expresion de arriba.

CcA

Iy = —.
07 ab

4. Tasa basica de reduccion de un virus:

1
Po=\1——=|I.
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3.5. Analisis del modelo

El andlisis de este modelo es andlogo al modelo basico de dinamica viral,
con lo cual procederemos a exhibir los resultados, tomando en cuenta que nues-
tro modelo ahora esta definido en R%,,.

Positividad.
Definimos R, = {(z,y,v,2) € R*: 2 >0,y > 0,v > 0,2 > 0}.

Formalmente, la positividad del modelo (3.7) se establece en el siguiente
resultado.

Proposicién 3.3. Sea ¢ : [ty, 00) = R* una solucidn de (3.7). Si ¢(to) € R,
entonces ¢(t) € R, para todo t € [ty, 00).

Demostracién. Notemos que si z (tp) = 0 el sistema (3.7) se reduce al modelo
(3.1), con lo que la demostracion se reduce a la demostracion de la proposicion
3.2.

Por otro lado para analizar las componentes en la regiéon donde z > 0.
notemos que z solo esta presente en las dos tultimas ecuaciones del sistema
(3.7),por lo cual sélo basta analizar las componentes en la regién donde y = 0
y z > 0. Con lo que se tienen los siguientes casos:

1. (2o > 0,90 = 0,19 > 0,29 > 0). Veamos que g = Bty — ayo — pYozo =
Bxovy > 0, y crece localmente. Por lo tanto la solucion no sale por este
eje.

2. (z0> 0,50 = 0,10 = 0,20 > 0). Como go = Broro — ayo — pyozo = 0y
vy = kyo — uvy = 0, las soluciones son de la forma (x(t),0,0, z(¢)). Por
lo tanto las soluciones permanecen en el octante positivo.

3. (o0 =0,y =0,19 > 0,20 > 0). Como &g = X\ —drg — frory = A >0y
Yo = Provo— ayo— pyozo = 0, x crece localmente. Por lo tanto la solucion
no puede salir por este eje.

4. (

2o =0, = 0,9 =0, 29 > 0).Notemos que este caso se reduce al caso
(2).

Por lo tanto las soluciones permanecen en el octante positivo de R%,.
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Puntos de equilibrio.

Teorema 3.4. El sistema (3.7) posee tres puntos de equilibrio dados por

— (2 b dRo Ry _
X3 = <de> ¢ Blp ' @ [R, 1D :
Demostracion. La prueba consiste en resolver el sistema algebraico

(1) A—dx— pzv =0,
(#1)  Brv —ay —pyz =0,
(i1i)  ky —uv =0,
(iv) cyz—0bz=0.
Notemos que si z = 0 el sistema es idéntico al sistema del teorema 3.2,
donde como ya hemos visto se obtienen los puntos de equilibrio:

Xl - (%707070)7
X, = (d—%,%mo—n,gmg—n,o).

Por otro lado si z # 0, entonces de la ecuacién (iv) tenemos y = 2 = =

c m'
kX __ dRg

Ademés de la ecuacién (iii) se sigue que v = = = Bl Luego sustituyendo

el valor hallado de v en la ecuacién (i) se tiene

A A ( 1 ) A
T= i T R | = TR
d + 6 ﬁ d 1 + I_(? dRI
Por 1ltimo de la ecuacion (ii) se tiene que

B3 g | S —azis g | Ro—1
Brv—ay 3 ’ ’ 3 Ry Rq
= = = =a —1l)=al2—-1).

DY 1
Y a

z

determinan el punto de equilibrio Xs3.
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Estabilidad.

Lema 3.4. El dnico conjunto positivamente invariante para el sistema (3.7)
contenido en

E = {Xz—i—,ul (O,%,l,O) +u4e4:,u1,,u4€R}ﬂRi0

es el punto de equilibrio Xs

Demostracién. Consideremos X, = (z*,y*,v*,2*) y A € E un conjunto po-
sitivamente invariante para el sistema (3.7).

Veamos que como w; = (1,0,0,0) es ortogonal a los vectores directores de
E, se tiene que para todo punto (z,y,v,2) € A,

<(1,O,O7O) , %qﬁt (x,y,v, z)> =0.

Donde

%th (x,y,v,2) = ()\ —dx* — pBx*y, fxv — ay:*" —y*z, k:y:*” — uv, cy:*”z — bz)

pues ¢, (z,y, v, z) es solucién de (3.7). Luego

<(1, 0,0,0), (/\ — dz* — Bx*v, frrv — alt — gz, kLY — uw, cy:fz — bz)> =

v* v*

0.

De donde, A — dz* — fx*v = 0, lo que garantiza que v = v*. Ademas como

y = L7, se sigue que y = y*.

Notemos que como (z*,y*,v*,0) son las coordenadas del punto de equili-
brio Xj, el vector derivada tendra la forma

%qbt (x,y,v,2) = (N —da* — Bo*v*, fo*v* — ay* — 2"z, ky* — uv*, cy*z — bz)

= (0,—y*2,0,cy*z — bz) .

Por otra parte como, wy = (0, 1, ;—?i*, O) también es ortogonal a los vectores
directores de F, tenemos que

< (O, 1, %, O> (0, —y*2,0,cy*z — bz)> =0
v

de donde, yz = 0, lo que garantiza que z = 0. Por lo tanto X5 es el inico conjun-
to positivamente invariante para (3.7) en E. [
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Lema 3.5. El dnico conjunto positivamente invariante para el sistema (3.7)
contenido en

U
E = {X3 + <0, E, 1,0) + [aeyq U1, Hg € R} O]Réo
es el punto de equilibrio X3

Demostracién. Sea X3 = (z*,y*,v*, 2*) y A € E un conjunto positivamente
invariante para (3.7), entonces debemos tener que los vectores wy = (1,0,0,0)
Yy wy = (0, L, =%, O) son ortogonales al vector derivada de las soluciones que
inicien en A, es decir

d
<(1, 0,0,0), %qﬁt (x,y,v, z)> =0, (3.8)
y
1 < R = U. .
<(07 - 7O>7dt¢t('xvyay7z)> 0 (39)
Con
%gbt (x,y,v,2) = ()\ —dx* — px*v, fxv — ay:*” —y*z, ky:*" — uv, cy:fz — bz)
y ¢ (x,y, v, z) solucién de (3.7).
Luego de (3.8) podemos garantizar que A\ — dx* — fx*v = 0, y que v = v*,
dedondey:%y*:%%:ﬁ:y*.

Con lo que el vector derivada tendra la forma

d
%th (x,y,v,2) = (0, BV — ay™ — y*2,0,cy*z — bz).
Luego usando (3.9) tenemos que

<<O, 1, —%, O) (0, "y —ay™ — y*2,0,cy*z — bz)> =0,

con lo que fr*v — = — y*2, lo que garantiza z = z*.

Por lo tanto X3 es el tinico conjunto positivamente invariante para (3.7) en
E.
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Teorema 3.5. El sistema (3.7) definido en el octante no negativo de R* con
condiciones iniciales en su interior siempre posee un punto de equilibrio glo-
balmente asintoticamente estable,

(1) X1 sila tasa basica de reproduccion Ry < 1,

(11) Xy si la tasa bdsica de reproduccion Ry > 1 y la tasa bdsica de reduc-
cion de virus Py <1,

(111) X3 si la tasa bdsica de reproduccion Ry > 1 y la tasa basica de reduc-
cion de virus Py > 1.

Demostracion. Notemos que para X, € Réo es necesario que Ry > 1, y para
que X3 € Ry, es necesario que Ry < 1y que g—? > 1.

Consideremos (z*, y*, v*, z*) un punto de equilibrio del sistema (3.7) y con-
sideremos también la funcién escalar V : RY, — R definida en (3.3), donde las
constantes 6 relativas a las coordenadas x ¢ y serdn 1, la relativa a v serd de-
notada por © y su valor sera especificado de acuerdo al punto de equilibrio que
se este analizando, por tltimo la constante 6 relativa a las coordenada z sera %

Notemos que la proposicién 3.1 nos garantiza que basta mostrar que V' (z) <
0 en RY, para que todas las soluciones con condiciones iniciales en RZ se

aproximen al mayor subconjunto de £ = {x € Réo vV (x) = O} que es positi-

vamente invariante para (3.7), posteriormente mostraremos que éste conjunto
solo puede ser el punto de equilibrio en cuestién.

De las propiedades de la funciéon V' probadas en el teorema 3.1 tenemos
que

Vioyns) o (£ -ln2) 4y (E-)+ 00 (& -lng)

+het (5= In ).

Maés aun

V(a:,y,y,z):)\—dx—ﬁasl/—%—l—dw*—i—ﬁxu—ay—yz—%jLay*—i-
zy*+@k‘y—@uv—%jL@uv*%—yz—bf—yz*—FM.

C

O bien
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V (z,y,v,2) :)\—daz—%—l—da:*vLﬁx*y—ay—%—l—ay*—i—zy*nL@ky—
Ouv — 2 | Quut — 2 — g 4 b2

1. Consideremos X; = (z%,y*, %, 2*), Ro <1y © = £, con lo que

V(X)) = A—do—22 da*+ Bra* — 42— % = V) (X)) 4V, (X)) + V3 (X1),
donde

Vi (X)) =\ —dx — 2= + da¥;
VQ(X1) = pra* — 95

Vs (X,) = -t

C

Notemos que de la parte (1) de la prueba del teorema 3.3 se deduce
que Vi (X1) <0y V3 (X1) <0.

Por otra parte veamos que en V}, (X1) las constantes b,c,z son cons-
tantes positivas con lo que V3 (X;) < 0.

Por lo tanto V (X;) < 0.

Siendo la igualdad valida si x = 2* y 2 = 0. Notemos que dicho lo
anterior el sistema (3.7) es igual al sistema (3.1), y como las coordenadas
del punto de equilibrio X; del sistema (3.1) coinciden con las de este
modelo, se sigue del lema 3.2 que el mayor conjunto positivamente in-
variante en E es el punto de equilibrio X;. Ademaéas por el teorema de
LaSalle (teorema 2.6) se tiene que X; es globalmente asintéticamente
estable.

2. Consideremos Xy = (2%, y*,v*,2%), Ry > 1, B <1y © = £, con lo que

V(X)) = A —do — 22 4 da* + Sy — B0 4 qy 4 zy7 — o — 92

v

e b2 — V3 (Xg) + Va (Xa).
Donde

Vi (X2) = A= do — % 4 da” 4+ By — 200 | oy — o aw’ | aw

Vg (Xs) = zy* — bz,

c
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Notemos que V; (X3) es la misma funcién que usamos en la demostra-
cién de la parte (2) del teorema 3.3 por lo tanto V; (X3) < 0.

Por otra parte sustituyendo el valor de z* en V; (X,) se tiene

=22 (1) % =22 (1~ 4) =22 (- )

Veamos que como % = Py < 1, tenemos que R; > Ry, de donde
Vs (Xz) < 0.

Por lo tanto V (X,) < 0, siendo la igualdad valida sélo si, z = z* y
vyt = y*v.

Luego del lema 3.4 tenemos que X5 es el mayor conjunto positivamente
invariante en F, y del teorema de LaSalle se tiene que X5 es globalmente
asintoticamente estable.

3. Consideremos X3 = (z*,y*,v*,2%), Ry > 1, Ph > 1y © = ££ con lo que

V X3 :/\—dflf—ﬁ%—dm*{—ﬁ‘x*y—ay_M_i_ay*_i_zy*_i_w*ﬁky
z Y u

—a*fr — I’Bkyy + o*fr* — —yz”‘—kM

c

= A —de — 2 4 dr* —ay — B 4y 4 oyt SO 2O

uv

* * bz * bz*
+aT Pt — 2 — oyt 4

c

Luego como

Se sigue
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V(Xg):)\—dx—%ﬁ+d$*—ﬂi}£+ay*—ﬁﬁu#+x*ﬁy*+%

Az*  Bxvy*  x*Bkyv*
T y uv

:)\—i—dx*—i—ay*—i—x*ﬁu*%—%—d:v—

= drde bar g a2 (1o )] - 25k

_ Prvy*  x*Bkyv*
Y uv

Ahora manipularemos la expresiéon anterior por partes

A::)\—i—da:*—l—ay*—l—m*ﬂu*—{—%:)\—I—Ril—i-%jt%—l—b—“(g—?—l)

C

_ 1 1 R 1 R _ 1 2 2R
—A[1+R—,+E+RI‘}O+TO<R—?—1>}—A[l—R—, T R—z}

1+

R
z)\{l—R%JrQR—I’”]:A[l—RilnLQR—j]:)\[?)—R%].

Ademas,

B = Az*Ry _ Pxvy*  x*Bkyv* _ ARy [ z* + Bxvy* o Ry + IoRyx* Bkyv*
: xRr1p Y uv IRy x yARo ARouv

__ AR z* BxvR ky\ _ AR z* ury ky
(o) (60 )

Ryl ayRo uv T z*ky uv

ARo x*zkyuv+at2u2u2+xw*k2y2 > 3 ARp
Rrly rx*kyuv — “Ryly’

donde la ultima desigualdad se obtiene aplicando el lema 2.1 a los niime-
ros L, M v M giendo la igualdad valida sélo si, 2 kyuv = r2ut? =

Por otro lado consideremos

o Ax* R A dzR A R,
O'idx_'_T(l_RI(}o) 7R_1[ >\1+de1 (RI_I_S)]

_ A [daR; A ] A [ (@dzRp)*+N? A
~ R [ y T da:RJ ~ R [ dz RN > 2%,

donde la ultima desigualdad se obtiene aplicando el lema 2.1 a los niime-

dzRj A
108 =5 Y @r;
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Siendo la igualdad vélida s6lo cuando dxR; = A, es decir, x = x*.

Por ultimo tenemos:

V(Xy)=A—B-C )
A R A
§A<3—RLI>—2RA1—3%%:3A(1—R%—10131>:3A<1— Rjo) —0,

siendo la igualdad vélida sélo si, z = z* v 2* kyuww = 220?12 = za*k2y? =
y="4
o
Luego del lema 3.5 se sigue que el mayor conjunto positivamente in-
variante en F es el punto de equilibrio X3 y del teorema de LaSalle se
tiene que X3 es globalmente asintéticamente estable.
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Capitulo 4

Dinamica viral con variacion
antigénica

Como vimos en el capitulo 1, los virus pueden alterar su composicién ge-
nerando nuevas cepas o estirpes como mecanismo de evasion a la respuesta
inmunolodgica, ante esto nuestro organismo desencadena una nueva respuesta
inmunolodgica, ordenando la producciéon de nuevas células de defensa para com-
batir a las nuevas estirpes. Nowak y Bangham [11] propusieron un modelo para
describir la dinamica viral de n cepas distintas, en este modelo las ecuaciones
para cada poblacién (salvo la ecuacién que describe la poblacién de células
susceptibles) son descritas de la misma manera que en los modelos de una
estirpe abordados en el capitulo 3.

Souza y Zubelli [14] demostraron propiedades de estabilidad global para
este modelo considerando que todas las estirpes de un virus primario atacan al
mismo tipo de célula, la concentracién de células susceptibles se ira reduciendo
de acuerdo a la tasa de infecciosidad de cada estirpe.

4.1. Dinamica viral con respuesta inmune Yy
variacion antigénica

Para este modelo haremos las mismas consideraciones que los modelos abor-
dados en el capitulo 3 y considerando que la tasa promedio de vida de las células
infectadas, de los viriones y de las células de defensa son las mismas indepen-
dientemente de la estirpe del virus, ademas de considerar que las constantes
a,u,cy btampoco dependen de la estirpe del virus, dicho lo anterior, el modelo
propuesto por Nowak y Bangham [11] es el siguiente:
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l':)\—dl'—xZﬁZV“
i=1
Ui = Birv; — ay; — pYizi,
v; = ky; — uy;,
Zi = cy;zi — bz;. Para i=1,...,n.

Una generalizacién del modelo anterior fue propuesta por Souza y Zubelli
[14]

.T:A—d.f—xZﬁzl/“
=1

Yi = Bixvi — iy — piYizi, (4.1)
v = kiyi — wivg,
Zi :ciyizi—bizi. Para 1= 1,...,71.

Posteriormente, Pastore [13], presenta un reescalamiento del sistema (4.1),

considerando los cambios de variable siguientes:
B = %ﬁi,yi = %yi y 2z = p%zi, con lo que se tiene que (4.1) puede escribirse

COIMoO:

T=AN—dx—2z)_ B,
i=1

Yi = Bixvi — aiyi — PYizi, (4.2)
v = ky; — wiv;,
Zi = iz — bz Para i=1,...,n.

Asi, que en lo siguiente todos los resultados expuestos seran para el sistema
(4.2).

Observemos que este sistema posee 3n + 1 ecuaciones, con lo que conside-
raremos ()=R3"+1,

4.2. Analisis Preliminar

Generalizando los resultados obtenidos en el capitulo anterior respecto al
modelo (3.7) tendremos que cada estirpe tendra sus propias tasas bdsicas,
mismas que a continuacién definimos:

1. Tasa basica de reproduccion de la estirpe i-ésima originada de un virus
primario

BiAk

daiui '

R =
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2. Tasa basica de ataque de la estirpe i-ésima originada de un virus primario.

Ci)\

="
0 a; bl

3. Tasa basica de reproducciéon de la estirpe i-ésima originada de un virus
primario en presencia de la respuesta inmune.

R =1+ =2

4. Tasa bésica de reduccion de la estirpe i-ésima originada de un virus

primario.
i 1 i

Sin perder generalidad supondremos que las tasas béasicas de reproduccion
de las n estirpes estan indexadas en orden decreciente, es decir,

Rl > R
parai=1,2,....n— 1.

Por otra parte denotaremos al conjunto de todos los indices por N :=
{1,2,...,n}, lo que nos permitird dado un conjunto de indices I C N denotar

i
I._ 0
g
ier 0
Por otro lado para lograr caracterizar los puntos de equilibrio del sistema

(4.2) Souza y Zubelli [14] definen algunos conjuntos especiales, mismos que a
continuacion presentamos.

Definicién 4.1. Sea N = {1,2,...,n}. Definimos el conjunto de respuesta
fuerte como

S={ieN:F >1}.

Definicién 4.2. Diremos que el conjunto S de respuesta fuerte es consistente

si
S=A{l,...m}, 1 <m<n.

La condicién de consistencia simplemente dice que, si las células T CD8
pueden proporcionar una respuesta antigénica a una determinada estirpe i,
entonces ellas estdn en condiciones de hacerlo para estirpes més fuertes (Souza

y Zubelli [14]).
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Definicién 4.3. Un conjunto I C S, es un conjunto antigénico si

R621+pé, para todo i€ I.

Definicién 4.4. Un conjunto antigénico I, es un conjunto antigénico puro si

R < 1+pb, para todo i¢I.

Definicién 4.5. Sea [ el mayor entero tal que J = {1, ...,1} es antigénico. Si
J # 0, J es llamado conjunto antigénico maximal.

Lema 4.1. Sea S # 0, si ademds las tasas bdsicas de reproduccidn son distin-
tas, se tienen las siguientes propiedades:

1. Si existe un conjunto antigénico puro entonces éste serd mazximal, en
particular el conjunto antigénico puro es unico.

2. Si N es un conjunto antigénico maximal, entonces es un conjunto an-
tigénico puro.

Demostracién. 1. Sean [ un conjunto antigénico puro y [ su mayor ele-
mento y consideremos 1 < k < I. Asi como por hipétesis R} > R5™, se
tiene que

RESRL>1+pb

y como [ es un conjunto antigénico puro se sigue que k € I.

Consideremos ahora J un conjunto antigénico maximal y notemos que
I tiene la forma I = {1,2,...,1} luego por la definicién de J tenemos que
I CJ.Sil#J,entonces {1,2,...1,l + 1} C J, de donde se sigue

Ri
R\ >1+pg=1+p5+ D, 7 =1+p
ieJ—1 "0

Esto implica que [ + 1 € I, pues [ es un conjunto antigénico puro.
Por lo tanto I es maximal.

Por ltimo la unicidad del conjunto antigénico puro se sigue de la
unicidad del conjunto antigénico maximal.
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2. Consideremos N un conjunto antigénico maximal, entonces N es de la
forma N = {1,2,...,1}, donde [ es el mayor entero para el cual N es
antigénico.

Luego como N es antigénico se tiene
Ry > 1+pév, para todo i€ N,

de donde .
Ry <1+ pY, para todo i¢ N.

Por lo tanto N es un conjunto antigénico puro.

4.3. Analisis del modelo

Estabilidad.

En esta seccién, estudiaremos la estabilidad del sistema (4.2) en el octante
no negativo de R3*! que denotaremos por Rgﬁ)ﬂ.

Para describir los puntos de equilibrio del sistema (4.2) primero conside-
raremos el caso en que todas las tasas basicas de reproduccion son distintas,
esto es, Ry > Ry parai=1,2,..n— 1.

Consideremos N = {1,2,...,n}, para describir los puntos de equilibrio de
(4.2) serd conveniente usar la siguiente notacién para indices: (j,J), donde J
es un subconjunto de Ny j =0,1,....,n, con j ¢ J, denotaremos a los puntos
de equilibrio por X ;.

Donde J representa las estirpes que en el equilibrio permanecen siendo
combatidas por el organismo y j representa las estirpes que en el equilibrio
continuan existiendo y que el organismo no esta combatiendo.

Usando la notacién expuesta anteriormente tenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.1. Considerando que las tasas bdsicas de reproduccion de ca-
da estirpe de un virus primario son distintas,entonces el sistema (4.2) posee
271 (2 +n) puntos de equilibrio que podemos escribir como

X, - <é s Aogn  Agm Lon  don Gga znj)
VIC ',7 ‘7 9y ',7 ', AR ‘77 " RS ‘,
d I a1 J ap, I 51 J ﬂn I p I p I
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descritos por:
1. SiJ=0yj=0
Qo =1y Qyy=Quy= Qg =0, para todo i € N.
2. 8 J =0y para todo j € N

L
i~ R}

" 1—RL6, si i=7j
i 0, si i#j

Qv = R —1, si i=j
W0, sioi#g

Q5 =0, para todo 1€ N

3. SiJCNyj=0

&z =
0,J 1+pg

1 . .
vi { 7, Sioi€J
0,J — 0 ..

0, si i¢J

Rt ..
vi ) o, stied
0,J — o

0, si i¢J

R} .
. — -1, si 1€J
0 =4 P
’ 0, si i¢J

52



4. SiJCN,1<j<nyjé¢J

T = =
gy R}
1+pd .. .
1-— Rgo, st 1=
Yi 1 ;
§.J = 7t 1eJ

L0, sii¢J e ity

vi R} .o
Qi = o St veJ

0, si i¢J e i#]

| 3—3—1) sii€lJ
Q= (R%. /.
0, si i¢J

Demostracion. La demostracién de este teorema consiste en resolver el si-
guiente sistema de ecuaciones algebraico

\

(1) A\—dex —2x> B =0,

i=1
(i) Bizvi — ayi — pyizi = 0, (4.3)
() ¢yiz — bz = 0. Con i=1,...,n.

Realizaremos la prueba en dos casos:

1. Si z; =0, para todo i € V.

Como z; = 0, para todo ¢ € N, tenemos que la ecuacién (iv) del
sistema (4.3) se satisface trivialmente y el ultimo término de la ecuacién
(ii) desaparece con lo que el sistema (4.3) se reescribe como

(1) A—=dex —2x> Biv; =0,
i=1

(”) Birv; — a;y; = 0,
(1i1) ky; — wvy; = 0. Con i1=1,...,n.

(4.4)

De este modo de la ecuacién (iii) del sistema (4.4) se tiene que v; =
%(*) para todo i € N, de donde se siguen las siguientes posibilidades:
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(a) Si y;=0, para todo i € N, se sigue de (*) que 1;,=0, para todo
1€ N.

Entonces el sistema (4.4) se reescribe como
A—dr =0,

de donde x = %, para todo 7 € N.
Con lo que se obtiene el punto de equilibrio X .

(b) Si existe un tnico j € N tal que y; # (), tenemos que y; = v; = 0,
pata todo i # j, con lo que el sistema (4.4) en la j-ésima ecuacién se

reescribe como
(i) A—dx —aBv; =0,

(#4) Bjwvy —azy; =0, (4.5)
(’LZZ) kjyj — Ujl/j =0.

De donde (i) del sistema (4.5) nos permite obtener v; = /\I—_ijx’ susti-

tuyendo este valor de v; en la ecuacién (iii) del sistema (4.5), obtenemos

yi = u; (A —dz)
’ kjxB;

luego sustituyendo y; y v; en la ecuacién (ii) del sistema (4.5) obtenemos
_ %Y

xr = .
k;B;

Por ultimo solo resta reescribir x,y; y v; en términos de las tasas
bésicas de reproduccion, con lo que

A
T = —
dR}’

02 (1-3),
5= (1) =4 (R,

T ujay R}

son las coordenadas del punto de equilibrio Xj p.

(c) Si existe mds de un indice j tal que y; # 0, tendremos que sus
tasas basicas de reproduccion seran iguales, lo que contradice la hipdtesis
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del teorema.

En efecto considere ji, jo indices en N tal que y;, # 0 e y;, # 0, de
(4.5) debemos tener que:

Bjavy — a;y; =0y Bjpav, — apy;, =0,

de donde se tienen los siguientes hechos

r = %1% %ia %o
kB, kBjs
d%1%1 _ d %%
kB, T A kA,
IR
0 0
J1 _ pj2

lo que contradice la hipotesis de que las tasas de reproduccion son dife-
rentes.

Por lo tanto no puede existir mas de un indice j tal que y; # 0.

Consideremos J = {i € N : z; # 0}, luego como z; # 0 entonces
J # ), de donde se tienen las siguientes posibilidades:

(a) Siy; = v; =0, para todo @ ¢ J entonces resolvemos (4.3) parai € J.
De este modo como z; # 0, para todo i € J, tenemos de la ecuacién

(iv) del sistema (4.3) que

bizi b; .
Y = = —, para todo i€ J.
Ci%; Zi

Por otro lado despejando v; de la ecuacién (iii) del sistema (4.3) ob-
tenemos v; = %’ y sustituyendo el valor de y; nos queda

kb; :
v; = , para todo 1€ J,
UiCq
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luego reescribiendo y;, v; en términos de las tasas basicas de reproduccion,

tenemos

yi =21 para todo i€ J,

a; 157

v; = %?—?, para todo 1€ J.

Por otro lado de la ecuacién (i) del sistema (4.3) obtenemos

)\:dx+$ZBsz;
ieJ

de donde
A

e d+26i7/i7

icJ

luego sustituyendo v; en la expresion anterior se tiene

A1

TSI

para todo i € J.

Por tltimo de la ecuacién (ii) del sistema (4.3) se tiene

_ Bixv; — pa;y;
PY; ’

)

luego sustituyendo los valores de z,v; y v;, tenemos que
a; Rl .
Zz:_( OJ—l),lEJ.
p \1+np

1
1+pJ7

Con lo que

>

T = para todo i€ J,

Yi = (%Ii, para todo i€ J,
© 20

RE .
v; = %I—g, para todo 1 € J,

) R? .
Zi:%<1+g({_1>’ para todo 1 € J,

son las coordenadas del punto X s, con J # 0.
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(b) Si existe un tnico j ¢ J tal que y; # 0.

Tenemos que z; = 0 para todo i ¢ J, y; = v; = 0, para todo i ¢ J e
i 7.

Luego para todo i € J, el célculo de y; y v; son los mismos del caso 2
inciso (a), es decir

A1 R
wll VT T

Por otro lado como y; # 0y z; = 0 pues j ¢ J, tenemos que, des-

Y = para todo i € J.

pejando v; de la ecuacién (iii) del sistema (4.3) tenemos v; = kuﬂ y
J
sustituyendo este valor en la ecuacién (ii) del sistema (4.3) tenemos

ky;
k

1

== 9

&Iy
og»

Ahora, usando la j-ésima ecuacion de (i) referente al sistema (4.3) y
los valores encontrados de v; e y; tenemos

rBiv; — ay; )\Roaz ( R(i) )
— a; = a; .

Zj - . - RJIz
PYi yZanen

Calculemos ahora los valores de y; y v;.

De la ecuacién (i) del sistema (4.3) tenemos

A-dl’-ﬂ?(ZBﬂ/@—'—ﬂjl/J) =0

icJ

A—dz d
= Zﬂzyz Bjyja

e

luego sustituyendo el valor de x y v; en la expresion anterior se tiene
A= 1) ~ 5 = By d (R~ 1) = dnf = v,
i€
d(Ry—1-p]) =B
iyj:%(Ré—l—pg).

57



Por ultimo de la ecuacién (iii) referente al sistema (4.3) se tiene que

y; = =2, luego sustituyendo v; en la expresién anterior tenemos y; =

% (Ré —1—p] ) y reescribiendo y; tenemos

A A 1 pl
b= (B-1-) == (1- 2 - 2.

con lo que los puntos

y:A(L“L_ﬁ)
1= U TR T /)

vi=4(R)—1-p]),

Ri
= (G -1).
determinan las coordenadas del punto de equilibrio X; ; donde J # 0,
1<j<nyjé¢.J.

(c) Si existe mas de un indice j ¢ J tal que y; # 0.

En este caso tendremos que sus tasas basicas de reproduccion seran
iguales, lo que contradice la hipétesis del teorema.

La demostracién es andloga a la expuesta en el inciso (c¢) abordado en
el caso (1).

Para finalizar la prueba sélo basta verificar que hemos descrito 27! (2 + n)
puntos de equilibrio, para esto solamente hay que notar las combinaciones po-
sibles entre los elementos de 7 y J y el nimero de ecuaciones. Esta relacion se
muestra en el siguiente esquema.

Elementos en J | Posibilidades para J | Posibilidades para j
0 ofs (n+1)
1 Ct (n+1)—1
2 Ccy (n+1)—2
n—1 " n+1)—(n—1)
n cn (n+1)—n
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Ahora sélo resta contar dichos puntos, esto es

2 Cil(n+1) =k = > Cin+ > Cf = 5. Ok
k=0 = k=0 k=0

k=0
=n)y Cp+> Cf =3 CFk
k=0 k=0 k=0
— 2 42" — 2l
=2""1 (24 n).
Por lo tanto el sistema (4.2) tiene 2"~! (2 + n) puntos de equilibrio.

Estabilidad de las soluciones para R} diferentes.

Lema 4.2. El tunico conjunto positivamente invariante para (4.2) contenido

en el conjunto
2n+1
E = {Xo,(b + Z Mz‘ez}

i=2
es el punto de equilibrio Xog.

Demostracion. Considere A C E un conjunto positivamente invariante para
el sistema (4.2). Dado X € A debemos tener que

d 1

Z60(X) LE
para todo ¢ > 0. Ademas como e; L F, se sigue

)\_dx*_$*26il/i:0:>26ﬂ/i:07

iEN 1EN

de donde la suma sélo puede ser nula si cada término S;v; lo es.

Asi A debe de estar contenido en un conjunto de la forma
2n+1
{Xo,w + Z Mz‘@z} NRIG,
i=2

tenemos asi que los vectores e;, para i = n+2,...,2n+ 1 son ortogonales a este
conjunto, donde

ky; — u;v; = ky; = y; =0, para todo i € N.
Por lo tanto A = X 9. |

59



Lema 4.3. El dnico conjunto positivamente invariante para (4.2) contenido
en el conjunto

k’ n+1
F = {X1 0+ W <62 + —62+n> + Yesron + Z (vie; } N R?g)ﬂ

=3

es el punto de equilibrio X .

Demostraciéon. Sea A C FE un conjunto positivamente invariante para el
sistema (4.2). Dado X € A debemos tener

d
—¢ (X) LE
il (X)
para todo t > 0. Ademas como e; L F/, se sigue:
A—dz* — 2" Zﬁim— =A—dx* —x"p1n =0,
€N

uv*

dedonde vy =vjyy; = kvy1 L = —L =y’ Asi mismo A debe de estar contenido

en un conjunto de la forma

n+1
El = {X1,® + veoton + Z (Viei)} N R:;%Jrl.

=3
/ .
Luego como ey L E'| se tiene
kX _ ok * * *
prx v, T a1y — Y121 = —Y 2

de donde z; = 0 y ademés e;, para i =n +2,...,2n + 1, es ortogonal a E', de
donde

Con lo que A = X .
|

Lema 4.4. El tnico conjunto positivamente invariante para (4.2) contenido
en el conjunto

n+1 3n+1
E= {XO,J + Z,U/z (61; €1+n> Z ’Vzez} N R3n+1
=2

1=2n-+1

es el punto de equilibrio X ;.
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Demostraciéon. Sea A C E un conjunto positivamente invariante para el
sistema (4.2). Dado X € A debemos tener

d 1L
G (X0 LE

para todo ¢ > 0. Ademads como e; L F, se sigue

)\—dx*—x*ZﬁiVi:Q

ieJ

Observemos que si v; = 0 para todo ¢ € J tendriamos que z* ’\ lo que es
absurdo, luego existe i € J tal que v; #0. Sea L ={i € J : v; # 0} Tenemos

que — (f) i1 + €it14n € B+ para todo i € J, de este modo se tiene

kB:x*v;  kay; k: i %
kB | Raayi Ry

+ ky; — u;v; = 0.

U; U; Uy
Ademds como y; = “%, se tiene
+al+zl—0:>zl— —a;=2z" Vi€ L.
U; U; '

b

Luego si z; = 2], entonces €;4149, € E*, de donde 7; = .

v; = v, Vi € L. Con lo que

« A A R!
BEE N7 d<1+d2@> E(“Zﬁ)'

ey ieL i€L

e
= y/, mas aun,

Luego usando el valor de x* tenemos E = = py. Notemos que esta igual-
i€l
dad sélo serd posible si L = J.

Por lo tanto el inico conjunto positivamente invariante contenido en F es
el punto de equilibrio X ;.

Lema 4.5. Sea J = (1,2,..,j—1) y R% > 1+ pJ. Elinico conjunto positiva-
mente invariante para (4.2) contenido en el conjunto

J+1 2n+1 2n+j
= { 7,J + Zﬂz <ez €z+n) + Z Vi€ + Z nzez} HR;%-H

i=j+n+2 i=2n+2

es el punto de equilibrio X; ;
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Demostraciéon. Sea A C E un conjunto positivamente invariante para el
sistema (4.2). Dado X € A debemos tener

d
—¢ (X) LE*
para todo ¢ > 0. Ademas como e, ;L E, parai=j+1,...,n, se sigue
51'.171/7; =0=vy,=0,W =54+1,....n.
Ademas, como e; LE se sigue

A—dr* —z2* Zﬁim — 2" Bv; = 0.

icJ
Notemos que si v; = 0 para todo i € JU{j} tendriamos z* = %, lo que es ab-
surdo. Luego existe i € JU {j} tal que v; #0. Sea L = {i € JU{j} : v; # 0}.
Tenemos que — <uﬁ> €ir1+ €ir14n € E* para todo i € JU{j}, de este modo

tenemos

—k Z'l'*Vi kai i k i 2
p | Fayi Ry
Ademds, y; = “* en J U {j}, donde

—kB;x* kpB;x* ,
b +a;,+2,=0=z = b —a;=z"Vi€ L.
U; Usj '
Como ey, 4145 € B+ para todo i € JU {j}, donde y; = g— = y* y ademads
v; = v, para toda i € L. Veamos también que
Aok A
ar] U T d s B
i€l

-1
dRE
1+ é Z 515_12 + clzﬁjVj>

ieL—{j}

I
al>
VR

ieL—{j}

-1
A R!
- E<1+ 2. 15 +$5j”i)

I -1
=31+ 18

donde R} =1+ pg_{j} + d~1B,v;.
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Veamos que si v; = 0, entonces tendriamos que Rg =1+ p§ US4 e
lo que implica que pg_{J St pd, lo cual es absurdo pues L —{j} C J. Luego

si v; # 0, se tiene que R} = 1+ pOL*{j} + R —1-p}.

Por lo tanto L — {j} = J es el tnico conjunto positivamente invariante
contenido en £ es el punto de equilibrio X ;.

Teorema 4.2. Si R, > Ryt y S es un conjunto de respuesta fuerte consisten-
te, entonces el sistema (4.2), definido en R?;T(L)H, con condiciones iniciales en
su intertor siempre posee un punto de equilibrio globalmente asintoticamente

estable. A saber:
(i) Xop si Ry < 1;
(i1) X19 si Ry > 1y Py <1;
(iii) Si Py > 1, sea J el conjunto antigénico mazimal, entonces:

(a) St J es un conjunto antigénico puro, el punto de equilibrio Xy ; es glo-
balmente asintoticamente estable.

(b) De otra manera si J no es un conjunto antigénico puro y j el menor
entero fuera de J tal que R} > 1+ pJ, entonces el punto de equilibrio X; ; es
globalmente asintoticamente estable.

Demostracién. Consideremos X* un punto de equilibrio del sistema (4.2) y
consideremos también la funcién escalar V : Q@ = R® — R definida en (3.3),
donde las constantes 6 relativas a las coordenadas x e y; serdan 1, las relativas
a v; seran denotadas por ©; y su valor sera especificado de acuerdo al punto
de equilibrio que se este analizando, por 1ultimo las constantes 6 relativas a las
coordenadas z; seran c%

Notemos que la proposicién 3.1 nos garantiza que basta mostrar que 1% () <0
en RY, para que todas las soluciones con condiciones iniciales en RY, se apro-

ximen al mayor subconjunto de E = {:c €ERLy:V (x) = O} que es positiva-

mente invariante para (4.2) y posteriormente mostraremos que éste conjunto
solo puede ser el punto de equilibrio en cuestién.

De las propiedades de la funcién V' probadas en el teorema 3.1 tenemos que
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i=1 i i=1
£ (o (2)

Ademas
V(X):)‘{l"'Qf,J"':Zl Z@ul +§Q§J}—[dx+%}—

NS EQH S S+ 3 [0 — Q] + 305 3w

Z@u,yl—l—p/\zzl [ Yi —%]

=1

(4.6)

1. Consideremos X* = Xop, Ry < 1y ©; = %. Con lo que (4.6) se reescribe
como

1)

V(X)ZA[1+Q}’,J+§IIQ +3 l+iQ} [+ 23]

)

)‘ZBZ JlJQZJZ Z JJV _;a’ ijl+ Zyzﬁz[ RL%}+
S Zi i 1
P Q-]

Luego evaluando Xy en la expresion anterior tenemos

V@mm:ax—@x+§]+giw@ﬁ_ }—mAZap
=Vi+V+V; -
donde
V=2 [de+ 2]
iy fali- )
:_p)\zali'
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Veamos que V; (Xop) < 0. En efecto, note que
(A —dz)* >0

A2 — 2\dx + (dz)? > 0

— 2\ +dx >0

2\ —dr — 3 <0

)

con lo que V; (Xog) < 0.

Por otro lado, notemos que como por hipétesis 1 > R} > R}, Vi € N,
entonces 1 — % < 0, luego
0

}:%@[1——7]_0

Por lo tanto V, (Xop) <0.
Por iltimo notemos que Vi (Xog) es claramente negativo.

Por lo tanto V (Xog) < 0. Ademés como V (Xg9) = 0 solamente si
z; = 0 para todo ¢ € N, se sigue del lema 4.2 que £ = Xy, luego
por el teorema de Lasalle (teorema 2.6) se tiene que Xy es globalmente
asintoticamente estable.

. Consideremos X* = X4, R} > 1, B} <1y ©, = %, con lo que (4.6) se
reescribe como

V(XL@):)\[?)—R%J — [dx+%} —@<1—RL6> m _ad (gl 1)n

al Y1 Vi

+§i;ﬁi%‘ [RL%—R%] + pAZ [1—3% } pAZW
=Vi+Va+ Va4V,
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ieao ] oo ]2 (- 4) 3 -0

Y1 B1

Vo=t [1- 7 —

Vi=—pA) =
1=2

a1}
Veamos que V1 < 0,en efecto, notemos que
(A — dzR})* >0

= A2 — 2\dzR} 4 (dz)’RY >0
(4.7)

A2 2\ d
— £ x>0
de(1)2 R(l) + -

2\ A2
= 22 —dr — =5 <0.
Ré davR(l)2 -

Por otro lado notemos que

A )\2 )\Bl 1 T ald 1 U1
3 WNRARIY AR e (5 W et S Ly § -3 S ) AR M
R @R o ( R})) (o —1) 7" <0 (48)

Donde la desigualdad (4.8) se obtiene aplicando la desigualdad del
lema 2.1 a los nimeros

A2 1
2 (1-%)
A1 L) an
(1) 5
ad (Ry — 1) 2.
Luego sumando las desigualdades (4.7) y (4.8) se tiene

A 22 pYor 1oy ad, Y1
3 A A - ) 2 (R 2 <0, (49
Ré v de’R(l] ay ( R(l)) U1 Bl ( 0 ) 141 - ( )
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De donde podemos notar que la expresion del lado izquierdo de (4.9)
es precisamente V7, por lo tanto V; < 0.

Veamos ahora que Vs < 0. En efecto notemos que por hipotesis se

tiene ,
Ri < RL, Vi € (1,n]

= Rié > Rié,w € (1,n]

1 1
= R_(l) — R_(i) <0,
de donde V, < 0.
Por otro lado veamos que V3 < 0.
En efecto, notemos que por hipdtesis

1M R -1
P01§1<:>—0(R01 )§1
0

= I'R} — I} < R}
= LRy < R+ I} (%).

Ahora veamos que 1 — % — Iil < 0, por contradiccién supongamos que
0 0

1 1
1 —g>0

R

R{+I}
= 1> 4=
IRy

= IRy > Ry + I,

luego la ultima implicacién contradice (x). Por lo tanto 1 — Rié - % <0,

de donde V3 < 0.

Por tltimo notemos que 1'/4 es claramente V4 < 0. Por lo tanto V (X19) <
0. Siendo la igualdad valida solamente si x = z*,viy; = yjr1 y v, = 2; =
0 para todo i € N — {1}.

Ademas por el lema 4.3 tenemos que el Unico conjunto positivamente
invariante que satisface tales condiciones es el punto de equilibrio X g,

67



luego por el teorema de LaSalle (teorema 2.6), X4 es asintéticamente

estable.

. (a) Consideremos X* = X ; vy Py > 1, con J un conjunto antigénico
puro, notemos que las coordenadas de los puntos de equilibrio de este
modelo, con ¢ € J, son similares a los del caso anterior. Ademés consi-

deremos ©; = ﬁu—x
1

Veamos que como y = v = zF = 0 para todo i ¢ J, de (4.6) se sigue

V(Xoy) =A—dx — M dat 4+ Y Bt — Y aiy — Y ﬂlwyz
ieN ieN ieJ
i ky;

T eyl + X ayi + X Bk — ¥ ftv— X0 4 Y B

ieJ ieJ 1EN 1EN ieJ ieJ

2 bz}

- Z bl Z yzz + Z

1EN eJ ieJ
:)\—d:v—¥+dx*— > ay; — Zﬁ’ Zyl + > ayl + > 2yl

+ Y By, —

iEN

iEN ieJ ieJ i€J

zmkz z Z"<
DL D DI I DVELNT) PL=

ieJ

ieJ iEN ieJ ieJ

Luego como para todo ¢ € J, tenemos

se sigue

V (Xo.s)

+ > aiy;

icJ

/81 kz . i 23
ST A S At 3 bt

icJ

. )
Ziyi e

. R}

z* % R‘ 1:):1/,1
=A—dr— 2" 4 dat + Y aiyi<1+p ) Zﬁ y

iEN—-J icJ

icJ 1EN—J icJ

=W (Xo.) + V (Xo.g)-

68



Donde

Vi(Xos)= 3 aw (j—i’,g - 1> — 3 b

iEN—J iEN—J

Vo (Xog) = A —do — 22" 4 do* — 37 2200 4 57 g,

ieJ icJ

Biz”kyiv! bz}
ED e D DE A D Dt

ieJ iceJ icJ

Veamos que i (Xo.s) < 0. En efecto notemos que el ultimo término
de Vj (X) es claramente negativo, ademés como por hipdtesis tenemos
que J es un conjunto antigénico puro, de donde

R} ,
—1<0,ve & J,
L+ pg ¢

luego

14 pf

1EN—J

Por lo tanto V; (Xo.s) < 0, siendo la igualdad valida sélo si J = N.

Ahora para analizar V5 (X, ;) es conveniente sumar a ésta expresion

Ay B
0— )\2P3 icy o
de(1+p))"  do(1+pf)*

Y

de donde

¥ cxviy¥ il‘*k il/fk
Va (Xos) = A= do’ + 3 (a; + Batvy + 2 ) — 30 (Pl 2o

: s
ieJ ieJ vi v

)

* ¥ 'Vi% Z*k‘z*
—d‘r—%:)\—dﬂ?*_FZ(aly:(—i_ﬁlx*y,zk—l-%)—Z(Bﬁ yl‘i‘ﬁx Yiv;

; Iy
= = v o
Ri
A2y =0
_derts dr — A" Npyg
2 7.
dz<1+p67) z dz(l—i—pg)
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Ahora, analizando la expresién

%A(XO’J):A—{—CZZE*‘FZ

de V, (X) por partes, tenemos

(%%“F&fwf+%§>

ieJ
_ A A A Ry ah | Ry
_A+E£+Z(%+H%%+%[H% 1
ieJ
— A4+ A A Ry A By
=3t gt S (gt (v !
ieJ
Ri
= A+ A4y
I+pg  14py %;] Iy
oy A 2 (1 Ry
_ .
Ademas
B 5 *[ * )\2%
. _ Biwvyl iRy, 18
‘/QB (X07J) - Ui + UiV dx<1+,0({)2
) yié
— Bizvid Akyi Ry 5
a; 15y; Iéuiyi(lerOJ) dx(l—&—pé)z
Rj
B A I 5ia:1/¢(1+p0‘]) kyi o
(1+p6’) a;Ryyi uv; da:(1+p0J)
RY
R ()
(1+pg) Aky; UiV da:<1+pg)
i} 2 J)?2 2 J 2
. i (zvidus) (1+p0) +(kyi) )\daz(l—l—po)—l—/\ kyiuiv;
(1+pg) )\kyiuiuid:c(l—&-pg)
Ri

Donde la udltima desigualdad se
xuidui(l—i—pg) ky;
Aky;

numeros A

T uivy
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obtiene aplicando el lema 2.1 a los

. Siendo la igualdad valida sdlo si



%2 2222 12,2 %
" kywiv; = uirtv; = kTyialix.

Por otra parte veamos que

- \z* \pl
‘/QC (XO,J) =dx + - pOJ R
x (1 +Po)

Observemos que como

se sigue
2
(dz)* + ——— > 2dz—F+,
(1+p0)° (1+p7)
con lo que
. 2\
Vae (Xo,g) > ——.
(1+pp)

Siendo la igualdad valida sélo si dv = ~—2—, es decir, z = z*.
(el

Por tiltimo agrupando las relaciones establecidas en Vo (Xo.s) » Van (Xo.1)
y Vac (Xo.s), tenemos

Vo (Xo.s) = Vau (Xo.5) — 32 Vap (Xoy) —Vae (Xo.)

e
N
) D S L 9 A
SO ey B P e B Oy
_ _ P A

Luego como V (Xg.7) = Vi (Xo.s)+Va (Xo.s), se sigue que V (Xg.5) < 0
para J # N, en caso contrario V (Xo,s) <0, siendo la igualdad valida
sOlo si x = a* y & = uﬁ para todo ¢ € J. Ademaés por el lema 4.4, el
punto de equﬂibri(; Xo, Jl es el mayor conjunto positivamente invariante
en F, asi por el teorema de LaSalle (teorema 2.6) se sigue que X ; es
globalmente asintéticamente estable.
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(b) Notemos que como por hipétesis J no es un conjunto antigénico puro,
el conjunto de respuesta fuerte (S) es no vacio, luego por el lema 4.1 te-
nemos que J # N. Ademds de la definicién de conjunto antigénico puro,
tenemos que existe un menor indice j tal que R) > 1+ pJ, notemos que
este es el menor indice en J¢ = N — J, en efecto, pues si existe un indice
[ € J¢tal que I < j, de la definicién de j deberfamos tener R} < 1+ pJ,
més atn, R} < R}, de donde tendrfamos R) < 1+ p{ contradiciendo la
eleccion de j.

Dicho lo anterior consideremos X* = X; ;, P} > 1y ©; = £ para
1£JyO;= %, con lo que (4.6) se reescribe como

V(X)) = A= de =2 b da® + 3 Bty — 3 aiy; — 3 Bk B

iEN ieN it Yi

+ > ay; + a;y; + Z nyi + 2y + D Bxuky +ajy; — Y, Birty
eJ ieN—{j} ieEN—{j}

. Bix*ky;v* a;y
_%uﬂ/j_z zuiyizz_ JJ]_‘_Z/B’L:E +a]u]]_2sz Zyzzz*

e eJ €N i€J

+Z bZ

e

Ademas, paratodot € J tenemos que z;y; = % Y Yizi = a;y; (RZ — 1),

, , . * B keas R: .
mas aun para ¢ € N tenemos x’i—ky — Y = QY (R—g — 1). Sustituyendo
4 0

estas igualdades en la expresién anterior tenemos

V(XJJ):)\—dx—’\xi*—i—d:v*jLﬁj:U*yj—l— >y <Z—§—1)—
0

ieJe—{j}
BZZVZ B Bjzvys ,Bi:c*kyiui*
yoee D a] +ay; £ zy) - Fujvy — 3 =
ieJ icJ iceJ
““’fwzmy+—u“—zbﬂz+z“ Vi (X)) + Va (X50),

= iege ieJ
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donde

m (Xj,J) =\ —dr — % + dr* + /Bjx*y_] Z ﬁlxlzlyl

e
,BJ:cV]y] Bix*ky;v*
v + Zazyz +ajyy +Z]y] U’JVJ z ul—yll
ieJ ieJ

aJyJ k. ok z b Z
UL Y Bty + gy — M T
iceJ ieJ

V2 (Xj,J) = Z a;Y; (f;_g — 1) _ Z bizi.

ieJe—{j} ieJe—{5}

. Ademds como j < i para todo i € J¢ — {j}, tenemos R} < R} de donde
Va (Xj.0) <0.

Por otro lado sustituyendo z*,y;, v y 2] en Vi (X,.7), tenemos

Vi(Xj5)=\—de— 2

4+ 2 A BJV] Z ﬁzxul _ BijzyiA 1— %
dz RJ yiailg

R] dR] yja; R}

+Z[1+)‘< _%>+@<1_%>_%ujyj_z)\ky—iﬁ%

. J Y K
ieJ @i Ry icJ Ryuivilg

! (RO — 1) + 3 3 + 5 (B — 1 - o) — %

+ 3 b (——1).

e “

Luego tomando en cuenta las definiciones de R}, Il y pj podemos rees-
cribirla expresién anterior como

Vi(Xj5)=)\—dx—

LAy Baewd  Bravh () I+p] o) (1 — LHed
dx RJ R{) i;]yiailé a, T '

J J
Yja; RO RO

ZA (1 e _ MkyiRy _ ajyd (1 1+po 9 o J A
4 < Ry zez:J Rywivily  ViPi * R}, P aj IJ

Luego, sumando

1 J A )\J )\2 1 J )\2 )\2 J
0:>\(— +.’)0)+—.+ Po ( “)0)— _ 2P
R} R} R} dzR} R} dzR)  dxR}
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en la expresién anterior, tenemos

: 1+p] BjaviA y;dR) A, Aol
Vl(Xj,J):<1__Po)[3A—dRJ T~ R+

R) Yja; v;B;

_ AQ _ )\ZPJ _ ﬁlejz )‘kyl QA J
d:r:Rg2 d:z:R%2 % Z yiail} Z R%Uzl/z[l R} Po
Zj)\ 1+P

+a—j(1— e p) Via (Xj.0) + Vis (Xj0) + Vie (X))

A continuacién analizaremos la expresion anterior por partes,veamos que

Via (Xj)) = (1 - ”—”) [3A - de] — G ‘”yjf”%] e

R Yja; viBj Ry dzR}

j 2
o 1+p0 _ _ Bjﬂ}Vj)\ o ajyde{) o L o A
(1 R} > [3)\ d:ERJ yja; viBj 2z \ 47 R}

En efecto, de la definicién de j tenemos Ré > 1+ py y usando el lema
2.1, tenemos que

A Bjzv; + a]y]dRO > 3\

dmR% Yyja; >\V 5
\— _ Bimvy  a5y5 9 <
=3 dx R] Yja; Av;B; 0

ademas el dltimo término de V1 4 (X s) es claramente negativo.

Por otro lado vemos que

‘ Ao Xpg Bz:wz Ay Rj
‘/lB (X ) - 3 R] - d 52 Z yiail, - Z Rju'lj'li
i i€J i€J 0o

Ré ict 16 dIR‘é yiazRO UiVy
S S
2 = 1 dzR}) yirk u;V;

En efecto, usando la desigualdad del lema 2.1 tenemos que para cada
1€ J, A
A du;zv;R) ky;
4 ST L T s g
dz R} Yirk UiV;
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Por ultimo veamos que

- ZjA 1+ pg 1) Zid 1 . R
Vie(X: ) )=2"[1- ) =22 (R —1—p] -2,
10 (Xj.) a; ( R I : ( 0 Po

luego si j pertenece al conjunto de respuesta fuerte (S), entonces

: R . :
Ri—1—pj— 3 =Ry—1-p" <0
0

ya que en caso contrario J no seria un conjunto antigénico maximal.
. j ) ; Ri
Sij ¢S, entonces P <1, es decir, R} — 1 < -+ de donde
0

R R L RO
0 Po 7 Po :
0

ASf, ‘./10 (XjJ) S 0

. Por lo tanto 14 (Xj,J) < 0. Siendo la igualdad vélida sélo si Via (X)) =
Vig (Xj.0) = Vic (Xj5) = Va (Xj0)-

Notemos que V5 (X;,7) = 0 s6lo si y; = v; = 0 para todo i € J¢ — {j}.

Ademés para que Via (X;.s) = 0 debemos tener que z = z* y y ’;DLJ- +
Ty

Bjxv; ajydeg -3
a;y; ABjvj '

Por otro lado para que Vig (X ;,7) = 0 debemos tener que

Ay ku;v; = de%xV,-Rédu?Vi = k;yf)\kdeg para todo 7 € J.

Por tltimo para que Vic (Xj.7) = 0 debemos tener que z; = 0. De este
modo el conjunto donde V' = 0 es:

Jj+1 i 2n+1 3n+1
FE = {vaJ_'_Z/M (ei—i‘geprn) + Z ’)/1'62'4‘ Z ?7161} QRZO'
i=2 v i=j4+n+2 i=2n+2

Luego por el lema 4.5 tenemos que el tnico conjunto positivamente in-
variante en F es el punto de equilibrio X ;, ademés por el teorema de LaSalle
(teorema 2.6) tenemos que X ; es globalmente asintéticamente estable.
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Estabilidad para R} arbitrarios.

Es importante senalar que puede darse el caso en que las tasas bésicas de
reproduccién de diferentes estirpes puedan coincidir, de presentarse este caso
los puntos de equilibrio descritos en el teorema 4.2 seguirdn existiendo, pero
ademas pueden existir otros que no son faciles de exhibir. Es importante re-
saltar que este caso no ha sido estudiado en su totalidad, pues no se ha dado
una caracterizacion sobre lo que ocurre con los puntos de equilibrio, Souza y
Zubelli [14] ofrecen algunos resultados parciales para el caso en que las tasas
basicas de reproduccién puedan ser iguales, mismos que a continuacion pre-
sentamos solamente con el fin de tener un panorama completo del analisis del
modelo (4.2), pues no proporcionaremos las pruebas de dichos resultados.

Observemos en primer lugar que en la demostracién de la parte (i) del
teorema 4.2 no usamos en ningtin momento que R} # R}, ni tampoco el hecho
de que el conjunto de respuesta fuerte, S, fuera consistente, lo tinico que usamos
fue el hecho de que R < 1 para todo i € N, de forma que la demostracién es
valida para el caso general, es decir:

Proposicién 4.1. Si R} < 1 para todo i € N, entonces el sistema (4.2)
definido en el octante no negativo de Ri’}‘)“ con condiciones tniciales en su
interior posee un punto de equilibrio globalmente asintéticamente estable. A
saber Xoy.

Por otro lado hay que discutir brevemente la estabilidad del sistema (4.2)
cuando existe un conjunto de indices I', tales que R} = Ré para i,5 € ['. En
este caso Souza y Zubelli [14] afirman que tendremos equilibrios no aislados
que forman un segmento de recta.

Notemos que sin la hipétesis de que las tasas bésicas de reproduccion son
distintas, el conjunto E donde la funciéon V' en cuestiéon posee derivada nula
puede ser otro. De cualquier manera, sabemos que las soluciones deberan apro-
ximarse al mayor subconjunto de £ positivamente invariante para el sistema
(4.2). La proposicién siguiente ofrece algunas caracteristicas de dicho conjunto.

Proposicién 4.2. Sea T’ un conjunto de indices i € J tales que R = R} y sea
Er un conjunto que satisface

_ A _ _ ;
x_dR67yi_Vi—O7 Z¢F7

” .
yi:?lyiazi:(h ZENv

> fwi=d(RE—1), i€N.

el
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Si ¢y (o) es una solucion del sistema (4.2) definido en RZ;T con condicidn

mictal xo en su interior, entonces la solucion se aproxima al conjunto Er
cuando t — oo.

Souza y Zubelli [14] sostienen que simulaciones numéricas de (4.2) sugieren
que en el caso tratado en la proposicion (4.2), para que una solucién del sistema
(4.2) converja a un punto de equilibrio determinado en Er dependerd sélo de
la condicién inicial.
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Conclusiones

» Modelo de dindmica viral bésico, sistema (3.1).

e Si la tasa bésica de reproduccién Ry es menor o igual que 1 tendre-
mos un punto de equilibrio X; globalmente asintéticamente estable
lo que en términos bioldgicos significa que la infeccién viral tendera a
ser erradicada y la concentracion de células susceptibles tendera a
la normalidad (esto es al valor constante 3 ).

e Si la tasa basica de reproduccién Ry es mayor que 1 tendremos un
punto de equilibrio endémico X5 que es globalmente asintoticamen-
te estable, lo que tiene como consecuencia que la coordenada v(t)
relativa a la concentracién viral sea distinta de cero y el virus no
sea erradicado del organismo.

» Modelo de dindmica viral con respuesta inmune, sistema (3.7).

e Este modelo posee tres puntos de equilibrio, el punto de equilibrio
X1 que es el mismo que en el caso anterior, ademéds tendremos otros
dos puntos de equilibrio X, y X3, cuya estabilidad global estara de-
terminada por el valor de Py (tasa de reduccién de un virus).

e Siel valor de Fy < 1 tendremos que X5 sera globalmente asintética-
mente estable, en otro caso si Py > 1, X3 sera globalmente asintoti-
camente estable. En términos biolégicos esto significa que la infec-
cién viral seguira persistiendo a lo largo del tiempo y la concentra-
cion viral tendera a aproximarse a un valor % (Ro — 1), por lo que
el sistema inmunoldgico no serd capaz de erradicar la infeccion.

= Ahora para el modelo abordado en el capitulo 4, modelo de variacién
antigénica y respuesta inmune, sistema (4.2), tenemos las siguientes con-
clusiones.
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e Bajo la suposicion de que las tasas de reproduccion pueden ordenar-
se en forma no creciente (R} > R% > ... > R") y de que las distintas
tasas de reproduccién son diferentes este modelo posee 2" (2 + n)
puntos de equilibrio , en términos bioldgicos la desigualdad estric-
ta de las tasas de reproduccién de las estirpes significa que sélo
una estirpe puede seguir existiendo en un equilibrio dado sin ser
contrarrestada por el sistema inmune.

e La estabilidad global de estos puntos depende directamente de la
tasa de reproduccién de virus, R’ de la tasa basica de reduccién de
virus en presencia de la respuesta inmune, R, de la tasa basica de
ataque, I}, y de la tasa de reduccién de virus , P!

e Como R} y P} pueden ser escritas en funcién de la tasa bdsica de
reduccion de virus y la tasa basica de ataque, podemos concluir que
R} e I} son tasas que influyen directamente en el comportamiento
de las soluciones del modelo (4.2).

e Para poder hacer aseveraciones sobre las soluciones de este mode-
lo se introdujeron algunas definiciones importantes siendo asi que
se define el conjunto de respuesta fuerte, S, como el conjunto de
indices tales que las correspondientes estirpes virales tengan tasa
basica de reduccién mayor a 1, es conveniente notar que las estirpes
pertenecientes a este conjunto, son las estirpes para las cuales el or-
ganismo logra reducir la carga viral, de ahi su denominacién como
“conjunto de respuesta fuerte”.

e Otra definicién importante fue la consistencia del conjunto de res-
puesta fuerte, es decir, para todo 7 € S se tiene que si i < j ,
entonces 7 € S, de este modo si ademdas de que las tasas basicas
de reproduccién estan ordenadas de forma no creciente también lo
estén las tasas basicas de reduccién tendremos que S es consistente,
por otro lado notemos que como la tasa basica de reduccién de virus
de la estirpe i-ésima puede escribirse como

Ny
0 Ré

Entonces cuando mayor sea I}, mayor serd Pg, de donde la condi-
cién de que S sea consistente es coherente desde el punto de vista
biolégico pues esperamos que ante una estirpe viral mas agresiva el
sistema inmunoldgico sea también mas agrasivo.

e Otra definicién importante es la de conjunto antigénico, definido
como un subconjunto I del conjunto de respuesta fuerte S tal que
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RY > pf para todo i € I, ademés decimos que un conjunto antigéni-
co es puro si Ry < p} para todo i ¢ I. Por otra parte si [ es el
mayor entero para el cual el conjunto J es antigénico, decimos que
J es un conjunto antigénico maximal, el conjunto J representa las
estirpes cuyas cargas virales tienden a permanecer en el organismo,
de ahi la denominacion de “antigénico”.

Todas las estirpes cuyos indices estan en el conjunto antigénico ma-
ximal J tenderdn a permanecer infectando al organismo pero siendo
combatidas por el sistema inmunoldgico.

Si J es un conjunto antigénico puro ninguna estirpe con indice fuera
de J persistira, pero si J no es un conjunto antigénico puro entonces
existird una estirpe que tenderd a existir sin ser combatida por el
sistema inmunolégico.
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invariante, 16

negativamente invariante, 16

omega limite, 16

positivamente invariante, 16
Cuenca de atraccion, 16

Liberacién, 4

Linfocitos
B o células B, 7
T citotéxicos o CD8+, 7
T cooperadores o CD4+-, 7
T o células T, 6

Lisis, 4

Macrofagos, 5

Neutréfilos, 5
Endocitosis, 2

Ensamblaje, 4 Péptidos, 8
Envoltura virica, 1 Penetracion, 2
Epitopos o determinantes antigénicos, directa, 2
7 Problema de valor inicial, 11
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Punto de equilibrio
asintoticamente estable, 15
estable, 15
globalmente asintoticamente esta-
ble, 16
inestable, 15

Respuesta
inmune o inmunoldgica, 5
celular, 7
especifica o adaptativa, 6, 7
humoral o de anticuerpos, 7
Respuestas
especificas, 5
no especificas, 5
Retrovirus, 4

Sistema
del complemento, 5
inmune o inmunoldgico, 5
Solucién maximal, 13

Tasa bésica
de defensa de un virus, 37, 49
de reduccion de un virus, 37, 49
de reproduccién de un virus, 24,
37, 49
de reproduccion de un virus en pre-
sencia de la respuesta inmune,
37, 49
Teorema
de estabilidad de Lagrange, 19
de existencia y unicidad, 13
de Lasalle, 19
de Lyapunov, 17
Trayectoria u érbita, 14
semi-érbita negativa, 14
semi-Orbita positiva, 14

Variacion antigénica, 10
Virién, 1
Virus, 1
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