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Presentacion

En este trabajo se investigd como usar polinomios de Zernike en el area de modelacion
Optica, estableciéndose su empleo en éptica oftalmica como el estandar desde el ano 2000.

Como objetivos generales, estan el obtener y establecer informacion clara sobre el frente
de onda y la forma de representarlo matematicamente, asi como modelar el frente de onda
usando polinomios de Zernike. Los objetivos particulares fueron conocer la importancia de
los coeficientes de Zernike y saber sobre el uso y aplicaciones de los coeficientes de Zernike.

Para empezar, en el capitulo 1 se revisé el concepto de frente de onda a partir del principio
de Fermat.

En el capitulo 2 se representé matematicamente al frente de onda y su aberracién em-
pleando el sistema de coordenadas cartesiano.

En el capitulo 3 se discutio el significado de las aberraciones primarias y se pas6 a la
representacién con coordenadas polares.

En el capitulo 4 se vié que agregando algunos términos de compensacion a las expresiones
en la representacion polar para minimizar el efecto de las aberraciones es como se obtienen
los polinomios de Zernike.

En el capitulo 5 se explicé el uso de los coeficientes de Zernike y se presenté un ejemplo
de ajuste de datos al conjunto de polinomios de Zernike de un frente de onda obtenido con
un aberrometro experimental tipo Hartmann-shack.

En el capitulo 6 se concluyd que es necesario manejar definiciones béasicas de modelacién en
optica para usar polinomios de Zernike, los cuales constituyen una base matematica adecuada
y recomendable para representar aberraciones de frente de onda. Ademas es esencial encontrar
los centroides del hartmanngrama para realizar el ajuste ya mencionado.

Por tltimo, en los anexos A y B se presentan los programas empleados en el capitulo 5
desarrollados por cuenta propia.

Las contribuciones de esta tesis fueron: dar a conocer el concepto de frente de onda y de
aberracion de frente de onda, analizar como se mejora su representacion matematica hasta
llegar a los polinomios de Zernike y saber emplear dichos polinomios para representar al frente
de onda a partir de los datos obtenidos de un hartmanngrama.
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Capitulo 1

Introduccion.

El sensor de frente de onda Shack-Hartmann es una tecnologia evolutiva que surgié a partir
de la prueba de la pantalla de Hartmann. Johannes Hartmann (1865-1936) fue un astrofisico
aleman cuya carrera lo llevo por toda Alemania y Austria.

Figura 1.0.1: Johannes Hartmann.

Fue durante su mandato como Catedratico en Potsdam a principios del siglo XX cuando
Hartmann desarrollé su famosa prueba de pantalla. Hartmann trabajo en el “Gran Refrac-
tor” en Potsdam. Este telescopio refractor de 80 centimetros estaba destinado a mantener el
liderazgo de Potsdam en el campo de la espectroscopia astronémica. Sin embargo, la calidad
optica del telescopio fue inadecuada para capturar imagenes fotograficas. Hartmann se pro-
puso identificar la fuente del problema con el telescopio rectificando la situacion. Para probar
la 6ptica del telescopio, Hartmann construy6 una pantalla con una serie de agujeros en ella
y coloco esta “mascara” sobre la abertura del telescopio. A continuacion, inserté placas y
las colocod a ambos lados del foco. La méscara en el telescopio crea un conjunto discreto de
haces de luz que pasan a través de diferentes lugares de entrada por la pupila. Las placas
expuestas representaron entonces un “diagrama de puntos” del telescopio a ambos lados de
las posiciones de enfoque. Al juntar los puntos correspondientes de las dos placas y sabiendo
la distancia entre los lugares en los que las placas fueron colocadas a la exposicién, la con-
centracién de rayos en una zona alrededor del foco puede ser determinada. Asi se obtendria
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una 6ptica de alta calidad, porque se conseguiria localizar a todos los rayos que pasan por
el eje 6ptico. Mientras que con la 6ptica convencional se daria lugar a una variacién de la
ubicacion del lugar donde estos rayos cruzan el eje. Usando esta técnica, Hartmann fue capaz
de determinar que el problema del “Gran Refractor” residia en la lente principal. Después
de este descubrimiento fue reconfigurado dicho telescopio, por lo que los 80 centimetros de la
lente fueron ahora tutiles y Hartmann llegd a identificar espectrofotométricamente las nubes
de calcio del sistema.

La Pantalla de Hartmann todavia se utiliza hoy en dia, una clara muestra de su sencillez y
valor. La tecnologia se mantuvo sin cambios durante casi 70 anos. Sin embargo, la necesidad
de realizar medidas del frente de onda con una iluminacién muy baja forzo a la tecnologia a
evolucionar hacia lo que ahora es conocido como el sensor de Shack-Hartmann. Este proceso
evolutivo requiere nuevos y sofisticados elementos 6pticos. Sin embargo, la simplicidad de la
aplicacién se mantuvo. [30]

Volviendo al tema de la modelacion del frente de onda, poco tiempo después surgié otro
gigante de la éptica, Philipp Ludwig Ritter von Seidel, astrénomo, éptico y matematico aleman
quien en 1855 concibid la teoria de las aberraciones épticas que lleva su nombre, es en esta obra
donde presenta por primera vez los famosos “polinomios de Seidel”. En 1857 publicé su libro
sobre el tema, que en ese tiempo fue considerado como una buena referencia, el cual, durante
mucho tiempo, fue la obra de referencia del campo. En dicha obra, von Seidel descompuso la
aberraciéon monocromatica de primer orden en cinco aberraciones constituyentes, las cuales
son comunmente llamadas “Las cinco aberraciones de Seidel”, o bien, “las funciones primarias

o de Seidel”.

Figura 1.0.2: Ludwig von Seidel.

Con su trabajo de 1856, establecié los fundamentos tedricos de un proceso simplificado
de fabricacién de vidrio 6ptico para la empresa Steinheil. Junto con Steinheil, Seidel llevé a
cabo las primeras mediciones fotométricas de estrellas [2].
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Pues bien, dichos polinomios de Seidel tomaron gran importancia en el campo de la mo-
delacién éptica por un largo tiempo, hasta que en el Siglo XX surgieron los polinomios de
Zernike los cuales podian modelar los perfiles de los frentes de onda circulares asociados a
aberraciones.

Creados por Frintz Zernike en los anos 1930’s, estos polinomios eran ortogonales en un
circulo de radio uno. Un perfil del frente de onda aberrado y complejo podia ser modelado por
medio de ajuste de curvas con polinomios de Zernike para obtener un conjunto de coeficientes
de ajuste que, de manera individual, representan diferentes tipos de aberraciones. Dichos
coeficientes son linealmente independientes, de esa forma, cada aberracion individual que
permite modelar el frente de onda original puede ser aislada y calculada por separado.

Figura 1.0.3: Frintz Zernike.

Por lo anterior, dichos polinomios representaban una forma mas sencilla y practica de
modelar frentes de ondas a comparacion de los polinomios de Seidel, lo cual hizo que en poco
tiempo otros investigadores de diferentes partes del mundo se pusieran a investigan mé&s cosas
sobre ellos. Poco tiempo después se desarrollaron los polinomios anulares de Zernike, pero
sobre ellos hablaremos méas adelante.

1.1. El frente de onda

Ahora, para entrar en materia, se empezara definiendo lo que es un frente de onda. Es
importante mencionar que el concepto de frente de onda se puede definir a partir de la 6ptica
geométrica o a partir de la 6ptica fisica. Las siguientes definiciones fueron obtenidas de [24].

1.1.1. El frente de onda visto a partir de la éptica fisica.

Antes que nada, mencionaremos un principio fundamental:

Definicién 1.1. Principio de Fermat: la luz, al viajar de un punto a otro, sigue la ruta
con la longitud de camino dptico menor.
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La longitud de camino 6ptico o distancia éptica se define como:

nd=(indice de refraccién)x (distancia fisica).

Para los fines practicos manejados en este trabajo, solo se consideraran medios isotrépicos,
es decir, aquellos en los cuales el indice de refraccién puede llegar a variar de un punto a otro,
pero se mantiene constante en cualquier direccién y estado de polarizacion de la luz. Es decir,
a partir de este momento, se considerara a la distancia optica equivalente a la distancia fisica,
esta ultima entendida como la longitud de la trayectoria que sigue la luz de un punto a otro,
en linea recta.

Ahora partiendo del hecho de saber que, en Optica, la trayectoria que sigue la luz de un
punto a otro se denomina rayo de luz, procederemos a dar la definicién de frente de onda para
la optica fisica usando el principio de Fermat:

Definicién 1.2. El frente de onda es una superficie que es ortogonal a los rayos de luz
emitidos por una fuente luminosa S, cada uno de los cuales cumple que su interseccion con
dicha superficie (un punto) estd separado de S a una distancia dptica constante, a decir, nd.

1.1.2. El frente de onda visto a partir de la 6ptica geométrica.

A continuacion daremos una definicién geométrica del frente de onda usando coordenadas
cartesianas:

Definicién 1.3. El conjunto de puntos (xg, %o, 20), en R3, tal que para cada xo y yo (en el
plano zy), zo = f(xo,v0), con —00 < xy < 00, —00 < Yg < 00 y f funcion arbitraria, forma
una superficie a la cual se le llamard frente de onda.

Ahora, una definicion alternativa para coordenadas polares:

Definicién 1.4. El conjunto de puntos (ro, 0o, 20), en R3, tal que para cada 1o y 0y, 20 =
f(ro,6p), con r la distancia de la proyeccion del punto sobre la superficie del plano xy al
origen de coordenadas O, y 0 es el angulo formado por la linea que une a O con la proyeccion
del punto sobre la superficie del plano xy con respecto a la horizontal (eje x), forma una
superficie a la cual se le llamard frente de onda.



Capitulo 2

Representacion matematica del Frente
de Onda y su aberracion.

Ahora, se procedera a dar una introducciéon a ciertos conceptos necesarios para poder
entender la representacion matematica del frente de onda y, como consecuencia, de la aberra-
cién de dicho frente de onda. Las definiciones y conceptos mostrados en este capitulo fueron
obtenidos de [24].

Esta parte es esencial, ya que permite desarrollar un modelo matematico para estudiar la
aberracion de superficies con herramientas conocidas.

2.1. Conceptos previos
Para empezar, es oportuno conocer primero lo que es un sistema optico:

Definicién 2.1. Al conjunto de superficies dpticas que separan medios con distintos indices
de refraccion se le llama sistema optico.

Un sistema 6ptico puede estar conformado por lentes, espejos, etc. En un sistema 6ptico
ideal, el frente de onda esférico divergente del objeto puntual es transformado en un frente
de onda esférico convergente, de modo que la imagen de un punto es otro punto y la imagen
de un objeto extendido es una réplica del objeto (salvo un cambio de escala). Lo anterior
también implica que los medios donde se encuentran el objeto (espacio objeto) y la imagen
(espacio imagen) son homogéneos.

Definicién 2.2. Al orificio circular que controla la cantidad de luz se le denomina diafragma
de apertura.

Definicién 2.3. Una pupila es una imagen del diafragma de apertura del sistema optico.

Definicién 2.4. La ubicacion de la imagen inicial de un punto a proyectar se llamard punto
objeto.
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Definicién 2.5. La ubicacion de la imagen final de un punto a proyectar se llamard punto
imagen.

Una manera practica de modelar mateméticamente un sistema éptico es mediante sus
pupilas de entrada y de salida. A continuacién se muestra un sistema 6ptico formado por
dos lentes simples y un diafragma de apertura (DA) en medio de las dos lentes, en el cual
se denota al punto objeto como O y al punto imédgen como I. Suponiendo que se forma una
imagen ideal, la imagen del punto objeto O sera el punto imagen I.

Figura 2.1.1: Sistema de dos lentes que forma una imagen perfecta.

Definicién 2.6. La imagen del diafragma de apertura vista desde el punto objeto a través de
los elementos opticos que estan antes del diafragma se denomina pupila de entrada.

Definicién 2.7. La imagen del diafragma de apertura vista desde el punto imagen a través
de los elementos opticos que estan después del diafragma se denomina pupila de salida.

En nuestro caso, la pupila de entrada es la generada por la lente L1 y la pupila de salida es
la generada por la lente L2. Entonces, en la préactica, desde el punto objeto el tamano del cono
de luz que entra al sistema 6ptico estd determinado por el diametro de la pupila de entrada, y
el tamano del cono de luz que sale del sistema 6ptico para formar la imagen esta determinado
por el didmetro de la pupila de salida, como se muestra en la figura 2.1.2.

Las pupilas nos permiten modelar cualquier sistema 6ptico formador de imagen, tal como
se ve en la figura 2.1.3.

Este modelo generalizado supone que: 1) entre las pupilas de entrada y de salida, el paso
de la luz ocurre de acuerdo con las leyes de la dptica geométrica; 2) la pupila de entrada
no distorsiona al frente de onda esférico a su paso; y 3) la distorsién del frente de onda, en
el espacio imagen, se genera en la pupila de salida. En otras palabras, con este modelo, el
estudio de la calidad de imagen generada por un sistema 6ptico se limita a medir el frente de
onda en la pupila de salida.



2.1 Conceptos previos

CN\‘ e‘l w. —
I'!j-—_— j{/\< //)/)’

L1 DAl L2

Figura 2.1.2: Pupilas de entrada (PE) y salida (PS) y conos de luz en el sistema de la figura

anterior.

Figura 2.1.3: Modelo generalizado de un sistema 6ptico a partir de las pupilas de entrada y

de salida.
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En la practica, aunque los espacios objeto e imagen sean homogéneos, la imagen de un
punto objeto no es un punto sino mas bien algo como una pequena mancha, conocida como
funcién de punto extendido o PSF (del inglés Point Spread Function), la cual también se
conoce en 6ptica como punto gaussiano, dado que al graficarla en 3 dimensiones, tomando
en cuenta la intensidad luminosa, se obtiene como resultado la famosa “campana de Gauss”.
El efecto sobre la imagen de un objeto extendido serd un deterioro en la calidad de la imagen
(ver figura 2.1.4.).

Plano
imagen

Figura 2.1.4: Formacién real de la imagen del punto objeto (aberracion esférica).

2.2. Representacion matematica del frente de onda.

Como vimos anteriormente, para caracterizar al sistema éptico (en cuanto a calidad de
imagen) se requiere conocer el frente de onda en la pupila de salida. El radio del frente
de onda esférico en la pupila lo denotaremos por R. Para poder describir de forma matematica
al frente de onda, empezaremos introduciendo un sistema de coordenadas cartesiano (z,y, 2)
con el origen ubicado sobre el plano de la pupila de salida y cuyo eje z es el mismo que el eje
optico del sistema, tal y como se ilustra a continuacion:

Plano

Ps hs — lmagen

Figura 2.2.1: Coordenadas de la pupila de salida (PS) y del plano imagen gaussiano.
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La siguiente ecuacion representa la porcién de esfera de radio R con centro en (0,0, R),
que describe al frente de onda ideal en la pupila de salida:

z:R—\/RQ—(QfZ-I-yQ), (2.1)

donde = < ryy y < rg, con 1y el radio de la pupila de salida. Las coordenadas del punto
imagen seran las mismas que las del centro de la esfera.

Definicién 2.8. La esfera que representa al frente de onda en la pupila de salida cuando la
formacion de la imagen es perfecta se denominard esfera de referencia

Ahora, tomando en cuenta un sistema Optico con formacién de imagen real, no todos los
rayos en el espacio imagen se intersectan en el mismo punto, por lo que la imagen serd una
mancha extendida, como se muestra en la figura 2.1.4.

Como consecuencia, el frente de onda en la pupila de salida no resulta ser esférico. La
forma del frente de onda, en este caso, serd una superficie mas compleja que la esférica y su
forma explicita dependera del sistema 6ptico que se halla disenado.

Denotando a la esfera de referencia como z = S(z,y), vy al frente de onda real como
2 = S'(x,y). Decimos que z = S(x,y) es la ecuacién implicita de la esfera de referencia,
mientras que la ecuacion 2.1 es la ecuacion explicita de la esfera de referencia. Andlogamente,
z/ = S'(x,y) es la ecuacién implicita del frente de onda real, pero por el momento no tenemos
una ecuacién explicita para esta superficie como en el caso de la esfera de referencia.

Definicién 2.9. Sea z = S(z,y) la esfera de referencia y 2z’ = S'(z,y) el frente de onda real.
La diferencia W (z,y) = S'(z,y) — S(z,y) es la aberracion de frente de onda.

En general, la aberracion de frente de onda es pequena en comparacién con el radio de la
esfera de referencia, por lo que la forma del frente de onda real se puede calcular como:

S (z,y) = S(x,y) + W(z,y). (2.2)

Nota.- la expresién 2.2 no depende del tamano de la aberracién del frente de onda.

2.3. Representacion de la aberraciéon del frente de onda

En la siguiente figura se representa el corte transversal del frente de onda real junto con
el corte transversal de la esfera de referencia. Aqui, el rayo 1 es el rayo correspondiente a la
esfera de referencia en el punto P, el cual cruza al frente de onda real en el punto Q; el rayo
2 es el rayo correspondiente al frente de onda real en el punto Q. A partir de lo anterior,
tenemos que:

Definicién 2.10. La aberracion de frente de onda, que denotamos por W, se define
como la distancia optica entre Py @), a lo largo del rayo 1.
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X;

Figura 2.3.1: La longitud entre los puntos Q y P a lo largo del rayo 1 es la distorsién del frente
de onda S’ en comparacién con la esfera de referencia S.

Nota.- la definicién 2.8 es en general, la definicién 2.9 es solamente para un punto sobre
el corte transversal del frente de onda real y un punto sobre el corte transversal del frente de
onda ideal.

Dado que en la practica se usa el aire como medio de difusiéon de los rayos, la distancia
Optica coincide con la distancia fisica.

Otros autores definen la aberracion de frente de onda como la distancia optica entre los
frentes de onda a lo largo del rayo 2.

Definicién 2.11. Las aberraciones de rayo son las desviaciones Ax; y Ay;, definidas
como la diferencia entre las coordenadas x; y y; de la interseccion del rayo 1 con el plano
imagen (punto imagen ideal) y de la interseccion del rayo 2 con el plano imagen.

En otras palabras, Az; y Ay; son las desviaciones de los rayos reales con respecto a los
rayos ideales medidas en el plano imagen.

Para poder conocer los valores de Az; y Ay;, en la figura 2.3.2 se muestra un anélisis del
frente de onda usando geometria analitica, para el cual es necesario hacer un corte transversal
del frente de onda con fines practicos.

Aqui, P= (x,y, z) representa al vector que apunta a un punto sobre el corte transversal
del frente de onda real desde el origen del plano xy, ]3() = (x0, Yo, 20) representa al vector que
apunta a la proyeccién del punto ya mencionado sobre el plano imagen desde el origen del
plano zy y V f es el gradiente (vector normal a la superficie), con f definida como

fla,y,z) =2 +y* + (2 = R)* = (R—W)*, (2.3)

A partir de ahi, tenemos que
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Y
Vi
Yo
-
[=]
X —tvf %
z
-
Py
f
2
N ’
Figura 2.3.2: Anélisis geométrico del frente de onda.
Py=P—tVf, (2.4)

que representa al frente de onda real dado que a la esfera de referencia se le agrega el efecto
de la aberracién.

Ahora, de 2.3 tenemos que

o 2z + 2(R — W) 2L
Vi=| 5 [ =] 2v+2(r-W)5" (2.5)
% 2(z— R)
y de 2.4 tenemos que
X T — tg—j;
Po=|w |=] v- t§—§ : (2.6)
20 z— t%

En la igualdad de zy en 2.6, podemos despejar a t, lo cual nos lleva a que
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zZ— 20
0z

t =

Sustituyendo a ¢ en las igualdades de zy y yo de 2.6, se sigue que:

ro=2— (2 — 2) I—i_(R_W)%_If
0 — 0 i (Z—R> -7
(e )_y+(R—W)%—‘2/_

(2.7a)

(2.7b)

(2.8b)

Ahora, de las imagenes 2.3.1 y 2.3.2, que sabe que zy = R, con lo cual tenemos que:

oW
g = —(R— W )—ax s
oW

Ademas, teniendo en cuenta que, en la préctica, son pequenos tanto W como %—VX junto

ow .
con G-, se llega a que:

oW
~—R—
'CCO 8$ )
ow

~ —R—
yO ay )

(2.9a)

(2.9b)

(2.10a)

(2.10b)

donde %—VZ y %—VJ representan las derivadas de la aberracion de frente de onda en las direcciones
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2.3.1. Desarrollo en serie de potencias.

Teorema 2.3.1. Sea f(x,y) una funcion continua e infinitamente derivable en una region
en R? cuyas derivadas converjan en el punto (xq,vo). Demostrar que:

oo 0o 1 aTH- f .To,yo) n m
nz%n;) nlm! onxdmy (@ —20)"(y — yo)™ (2.11)

Dem.- Se sabe que si f(z,y) es una funcién continua e infinitamente derivable en una
regién en R2, se puede aproximar por medio de una serie de potencias, es decir:

T,y) = Z Z i (T — 0)"™ (Y — o)™ (2.12)

n=0 m=0

Por otra parte, dado que f(x,y) es una funcién cuyas derivadas convergen en una regién
en R?, podemos hacer lo siguiente: derivando a f(z,y) con respecto de z, se tiene que

af(az y) Z Z Ny (2 — 20)" (yy — yo)™ (2.13)

n=0 m=0

y luego, evaluando en el punto (xg,yo), se tiene que

df (o, yo)
ox

Derivando a f(z,y) con respecto de = y evaluando en el punto (zg, yo), se llega similarmente
a que

—O04apg+- 0+, (2.14)

df (o, o)
dy
En general, la derivada parcial de orden k + [, k£ veces con respecto a x y [ veces con
respecto a y, equivale a

=0+ag +- - +0+--. (2.15)

8k+lfx y n—k m—l
W—ZZanmnn—l (n—k+1)(x—z0)" "mm-—1---(m—=1014+1)(y —yo) (2.16)

n=0m=0

y al evaluar en (zg,yo) resulta que

ak+l )
W:0+-~+0+k(k—1)-~-(k:—k~|—1)l(l—1)---(l—l+1)akl—|—-~~+0+---. (2.17)

Despejando a ay; en la ecuacién anterior, se obtiene que

OFH f(wo0,y0)
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Asi, sustituyendo los diferentes ag; en 2.3, se llega a que

oo o0

1 9™ f (o, yo) . .
=22 rpgmy %) (v = w0)"™ (2.19)

n=0 m=0

Desde el punto de vista del andlisis matematico, la aberracién de frente de onda se puede
representar por medio de una funcién cuyo dominio es un subconjunto de R?, la cual, en la
practica, resulta ser convergente en la region en la cual estd definida. Por lo tanto, se puede
representar por medio de una serie de potencias de la siguiente forma:

n—+m
Z Z 0 an;/gm() O>x”ym = (2.20)

n=0 m<n

aoo + 107 + ao1y + a1y + a20x? + a2y + a2 @2y + a127y® + -+ + A ry™ + -+ agea®yt,  (2.21)

n-—+m
donde a = (0,0), ago = W(a) y apm = %TE?’Q(;)'



Capitulo 3

Aberraciones primarias y coordenadas
polares.

Ha llegado el momento de hablar de las aberraciones primarias o de Seidel, esenciales para
modelar un frente de onda por medio de una combinaciéon de ellas y dando, como resultado,
una primera aproximacién. Después, se pasard a la descripcion del sistema de coordenadas
polares, ideal para modelar una superficie circular. En dicha representacion, los términos de
aberracion tienen una forma matemaética mas simple que en la representacion cartesiana,
resultando ideal para describir al frente de onda de una manera practica. Los planteamientos
tedricos para cada aberracién y sus ecuaciones iniciales fueron obtenidos de [24]

3.1. Aberraciones primarias.

3.1.1. Distorsién

Se llama distorsién (o desviacion del frente de onda) a la inclinacién de la direccion en la
cual se propaga el haz de luz. Sirve para calcular la pendiente promedio en la direccién x y y
de un frente de onda.

Figura 3.1.1: Distorsion.
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3.1.2. Defoco

Defoco es el nombre con el cual se conoce a la incapacidad del sistema 6ptico de enfocar
la imagen en el plano imagen gaussiano. Este tipo de aberracién es conocida por todo aquel
que ha usado una camara, videocamara, microscopio, telescopio, o binoculares. En general, el
defoco reduce la agudeza y contraste de la imagen. El detalle fino en la escena se pone borroso
o incluso invisible. Casi todos los dispositivos Opticos para formar imagenes incorporan alguna
forma de ajustar el enfoque para minimizar el defoco y aumentar al maximo la calidad de la
imagen.

Figura 3.1.2: Frente de onda esférico desenfocado de radio R’ y frente de onda de referencia

R

En la figura 3.1.2 se ilustra una configuracién posible. Supongamos que el sistema 6ptico
es capaz de formar una imagen ideal, pero el punto imagen no se localiza en el plano imagen
gaussiano correspondiente a la esfera de referencia, sino en un plano anterior. Esto puede
ocurrir debido a un desplazamiento axial de alguna de las lentes del sistema o simplemente
porque el plano imagen se ha colocado en una posicion diferente. En cualquier caso, el radio
de la esfera de referencia sera igual a la distancia que separa al plano de la pupila de salida del
plano imagen. El frente de onda de referencia se enfocara en el punto F,. Por otro lado, como
el sistema es capaz de formar una imagen ideal, el frente de onda real serd una esfera de radio
igual a R’ y se enfocard en el punto F’. Decimos entonces que la imagen estda desenfocada y
la longitud axial de desenfoque es igual a AR = R’ — R. En consecuencia, en el plano imagen
gaussiano se observard una mancha circular cuyo didmetro es proporcional a la longitud de
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desenfoque.

Ahora bien, para calcular la aberracion de frente de onda con desenfoque se debe hacer
la diferencia entre las esferas, de radios R’ y R. De acuerdo con la definicién de la aberracién
de frente de onda, esta se evaliia a lo largo del rayo 1, lo cual puede resultar muy complejo
aunque las superficies sean relativamente simples. En lugar de hacer la resta a lo largo del
rayo 1, esta se hace a lo largo de una linea paralela al eje z (eje 6ptico) que pase por el punto
P. Esta aproximacién en general se satisface muy bien ya que el cociente entre el radio de la
esfera de referencia y el diametro de la pupila de salida es mucho mayor que 1.

A continuacion se presenta la expresion, en forma cartesiana, para el defoco:

W (z,y) = aq(2® +y?), (3.1)

donde ay = —AR/RR' = as, siendo, para este caso, asy = agg €l correspondiente coefi-
ciente de la expansion en series de Taylor.

3.1.3. Astigmatismo

El astigmatismo es aquella aberracion cuyo frente de onda posee la forma de un segmento
de toro. Se origina a partir de una lente convergente cuya superficie tiene esta forma. Si
colocamos un plano que parta horizontalmente al sistema déptico (plano tangencial) y otro
plano perpendicular que lo parta verticalmente (plano sagital), ambos con interseccién en el
eje z, se puede observar que los rayos sobre el plano tangencial mandan al punto objeto a un
punto distinto al cual es enviado por los rayos que estan sobre el plano sagital. Si se coloca el
plano gaussiano en cada uno de esos puntos de enfoque, la imagen resultante sera una linea
horizontal o vertical.

En una superficie térica los meridianos principales son circulos. Supongamos que el meri-
diano S en la direccion y (90° — 270°), que de ahora en adelante serd denominado meridiano
tangencial, tiene un radio de curvatura igual a Ry, y que el meridiano S en la direccién x
(0° — 180°), de ahora en adelante denominado meridiano sagital, tiene un radio de curvatura
R,. Los rayos correspondientes a estos dos meridianos se denominan rayos tangenciales y ra-
yos sagitales, y los planos que contienen estos rayos se denominan planos tangencial y sagital,
respectivamente. Los rayos tangenciales se enfocan en el punto FT (centro de curvatura de
S1), v los rayos sagitales se enfocan en el punto FS (centro de curvatura de S;), como se
muestra en la figura 3.1.3.

Para esta aberracion, su expresion en forma cartesiana es:

W(z,y) = aq(2® — ). (3.2)
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Figura 3.1.3: Astigmatismo.
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3.1.4. Coma

La aberracion coma es aquella en la cual el rayo que parte del centro de la pupila enfoca
al punto objeto en un punto imagen alejado del origen del plano gaussiano, pero los demas
rayos cuyo punto de partida se ubica alrededor del centro de la pupila convergen a un punto
mas cercano al origen del plano gaussiano conforme parten de un lugar cada vez mas alejado
de dicho centro.

Dicho de una manera mas especifica, en esta aberracion, el rayo proveniente del centro de
la pupila enfoca al punto objeto en un punto imagen alejado del origen del plano gaussiano.
Sin embargo, los otros rayos cuyo punto de partida se ubica alrededor del centro de la pupila
convergen a un punto ubicado en un area circular que se aleja de dicho punto iméagen, se
acerca al origen y cuyo radio aumenta conforme parten de un lugar cada vez mas alejado del
eje Optico.

Este tipo de aberracion se puede observar sobre todo en telescopios.

La expresion para esta aberracién en forma cartesiana es:

W(x,y) = a.x(z? +y?). (3.3)

Se presenta este tipo de aberracion de forma esquematica en la figura 3.1.4:

Imagen

)

i1

Coma

Figura 3.1.4: Coma.

3.1.5. Aberracion esférica

La aberracion esférica es aquella en la cual los rayos que parten de una zona cada vez més
alejada del centro de la pupila convergen a un punto cada vez mas cercano a la pupila y mas
alejado del punto imagen gaussiano sobre el eje z. El resultado es una pupila de salida con
forma circular.
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La ecuacion cartesiana para esta aberracion es:

W(z,y) = as(z* + y*)>. (3.4)

Se presenta este tipo de aberracion de forma esquematica en la figura 3.1.5:

Figura 3.1.5: Arriba, sistema formador de una imagen ideal; abajo, sistema con aberracién
esférica.

3.2. Ventajas de la representaciéon de las aberraciones
por medio de coordenadas polares.

Una primera aproximacion para modelar la aberracion de frente de onda fue dada por
Kingslake (1925-1926) por medio de la siguiente expresién:

W(z,y) = A= +9%)* + By(a® +y*) + C(a® —y*) + D(@* +y*) + Ez + Fy + G. (3.5)

Donde cada coeficiente determina los siguientes tipos de aberraciones primarias:

= A — aberracion esférica,

= B — coma,
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s (' — astigmatismo,

D — defoco,
= F/ — distorcién con respecto al eje z,
= ' — distorcion con respecto al eje y,
s (G — piston.

Para pasar del sistema coordenado cartesiano al sistema coordenado polar empleamos las
siguientes relaciones:

x =rcosb, (3.6)

y =rsinf. (3.7)

Asi, si la expresion 3.5 es reescrita en coordenadas polares, se convierte en

W(r,0) = Ar* + Br®cos0 + Cr* cos 20 + Dr® + Ercos + Frsinf + G. (3.8)

Comparando esta expresién con la original, se nota que la representaciéon polar es mas
simple. De hecho, esto se nota mas en aberraciones de mayor orden. Ademas, recordemos que,
para el caso de coordenadas cartesianas, —o0 < x < 0oy —o0 < y < 00, mientras que para el
caso de coordenadas polares, 0 <7 < ooy 0 < ¢ < 7. Inclusive, dado que las pupilas de los
sistemas Opticos por lo regular son circulares, es méas conveniente describir las aberraciones en
la pupila de salida mediante coordenadas polares en vez de emplear coordenadas cartesianas.
Por tanto, las expresiones para las aberraciones en coordenadas polares resultan mas simples
de entender y utilizar.
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Capitulo 4

Presentacion de los polinomios de
Zernike

4.1. Estado del arte de los Polinomios de Zernike.

En matematicas, los polinomios de Zernike son una secuencia de polinomios que son or-
togonales con respecto al producto escalar de funciones en el disco unitario.

Frintz Zernike aporté una descripcion eficiente de los defectos de imagen o “aberraciones
de los sistemas de imagenes 6pticas” como microscopios y telescopios. La representacién de
las aberraciones se baso originalmente en la teoria desarrollada por Ludwig Seidel en la mitad
del siglo XIX. La “representacion de Seidel” se basaba en la expansion de series de potencias,
lo cual no permitia una clara separacién entre los distintos tipos y 6rdenes de aberraciones.
Los “polinomios circulares ortogonales de Zernike” daban, siempre, una solucién al problema
del “amplio error en los datos”, del “balance” éptimo de las diferentes aberraciones de un
instrumento optico. Desde los anos 1960, los polinomios circulares ortogonales de Zernike son
ampliamente utilizados en diseno 6ptico, 6ptica de metrologia y anélisis de imagen [33].

En lo que respecta a su aparicion en trabajos cientificos, los polinomios de Zernike fueron
introducidos inicialmente por Zernike (1934) [37] [38] en su articulo clésico de contraste de
fase y la prueba de la navaja (Foucault). Como consecuencia, Zernike y Brinkman (1935) [39]
mostraron la relacién entre los polinomios y los armoénicos esféricos generales que ocurren en
la solucion del problema de potenciales de Laplace en los espacios multidimensionales.

Los polinomios de Zernike también jugaron un papel fundamental en la teoria de aberra-
ciones de Nijboer (1943,1947) [26] [27]. En el curso de ese trabajo se desarrollaron diversas
metodologias empleadas comiinmente en el campo de la difraccién, y de hecho la tesis de Nij-
boer sigue siendo una referencia muy ttil sobre teoria de difraccion de aberraciones opticas.

Zernike [37] [38] defini6 originalmente sus polinomios como invariantes con respecto a la ro-
tacion del sistema coordenado sobre el eje z, ocasionada como resultado de las eigenfunciones
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de una ecuacion del diferencial de segundo orden; su importancia no fue apreciada inmedia-
tamente. Veinte anos después, Bhatia y Wolf (1954) [6] mostraron que las funciones pueden
derivarse por métodos algebraicos. Mientras su aproximacién ha dado ventajas heuristicas,
se sabe actualmente que muchas de sus propiedades se encuentran mas facilmente utilizando
la teorfa de grupos. Kintner [13], en su tesis doctoral y en una serie de articulos, enfatizé la
teoria y la aplicacion computacional de los polinomios en la éptica aplicada. La generalizacion
de los polinomios de Zernike fue presentada por Myrick (1966) [25] y actualmente se sigue
trabajando en su desarrollo en 6ptica cuantica. Ejemplo de dicho desarrollo es el trabajo de
Wiinsche (2005) [35].

Actualmente, dichos polinomios desempenan un papel importante en la viga éptica. Tan
solo la palabra “Optica” ya implica un campo amplio de teoria y aplicaciones. Ademas, po-
demos recordar varios logros de la humanidad en los cuales la 6ptica ha desempenado un
papel fundamental: el descubrimiento de astros a lejanas distancias, el rayo laser, los rayos
X, el microscopio, y hasta los lentes para corregir la vision humana. En todos ellos tuvo un
papel fundamental el saber modelar lentes generadoras de frentes de onda, las cuales pasaron,
previamente, por pruebas 6pticas. Lo anterior permitié obtener los resultados esperados que,
al final, se tradujeron en avances en la ciencia y en la vida diaria de las personas. Incluso
actualmente, las aportaciones en esta area contintan sorprendiéndonos y ayudando a mejorar
nuestro entorno.

En varios textos desarrollan ampliamente la deduccién, propiedades y aplicaciones de los
polinomios de Zernike, entre ellos podemos citar a Malacara y DeVore (1992) [18], Kim y
Shannon (1987) [12], Mahajan (1994, 1998, 2001) [14] [15] [16], Prata y Rusch (1989) [28],
Wyant y Creath (1992) [36], Zhang y Shannon(1992) [40], Malacara y Malacara (2004) [20],
Malacara et al. (2005) [21], Bezdid’ko (1974, 1975) [3] [4], Wang y Silva (1980) [34], Tango
(1977) [31], Born y Wolf (1999) [7], Buchdahl (1970) [8], entre otros [10].

4.2. Introducciéon a los polinomios de Zernike.

Antes de presentar a los polinomios de Zernike, es necesario tener claras ciertas ideas y
conceptos, que es lo que vamos a hacer a continuacion.

Ya hemos visto que la aberracion de frente de onda se puede representar matematicamente
como una suma de monomios de Taylor (coordenadas cartesianas). La combinacién apropiada
de monomios permite obtener las diferentes aberraciones 6pticas. Ahora, como se habia men-
cionado anteriormente, otra opcion mas eficiente para representar a las aberraciones épticas
es usar polinomios en coordenadas polares.

Para sistemas 6pticos con pupilas circulares de radio ry es conveniente normalizar la coor-
denada radial en la pupila de salida con respecto al radio ry. Por tanto, se tiene que:
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r= (4.1)

y la ecuacion 3.8 se puede reescribir como:

W (r,0) = bgp* + b.p® cos O 4 by p? cos 20 + bgp* + byp cos O + bypsinf + by. (4.2)

donde by = Arg, b, = Brd, b, = Cr3, by = Dr3, b, = Erg, by = Froy by = G. Con p sin
unidades y 0 < p < 1. Las unidades (en milimetros, micrémetros, longitudes de onda, etc.)
estan contenidas en los coeficientes; entonces, cuando r = 1 el valor real en la pupila de salida
sera ro.

Conocidas las expresiones matematicas para cada uno de los términos de aberracion, ahora
la pregunta es: jde qué manera podemos reducir el efecto de las aberraciones? Pues por medio
de un procedimiento conocido como compensacion de las aberraciones.

Definicién 4.1. Al procedimiento que se aplica a una ecuacion de aberracion para reducir el
efecto de dicha aberracion sobre la imagen se le denomina compensacion de las aberra-
ciones.

Por ejemplo, si observamos la aberracién esférica mostrada en la figura 2.1.4, se observa
que, si el plano imagen es desplazado un poco hacia la izquierda, se puede obtener como
imagen una mancha circular de menor tamano (denominada mas cominmente como circulo
de menor confusién) en comparacién con el tamano de la mancha que se tiene en el plano
imagen gaussiano. Lo cual equivale a mantener el plano imagen en su posicién original e
introducir un término de defoco en el frente de onda en la pupila de salida, de tal forma
que el circulo de menor confusiéon quede en el plano imagen. Lo anterior implica agregar
un término de defoco a la ecuacion de la aberracién esférica, asi la nueva expresién para la
aberracién esférica optimizada serd W (r,0) = byr* + bgr? [24].

El tipo de compensacion descrito anteriormente se basa en el criterio de minimizar el ta-
mafio del punto gaussiano (PSF). Sin embargo, dicha compensacién también se puede realizar
si se toma como criterio disminuir la distorsién del frente de onda con respecto a la esfera
(o plano) de referencia. Cabe senalar que estos dos tipos de compensacién no necesariamente
dan el mismo resultado.

Antes de ver el resultado con el segundo criterio de compensacion es necesario hacer
algunos comentarios sobre la superficie de referencia. Se ha visto que para sistemas formadores
de imagen, la superficie de referencia es una esfera cuyo radio es la distancia entre la pupila
de salida y el punto imagen gaussiano, pero en un sistema como el aberrémetro ocular la
superficie de referencia es un plano. Dicha superficie de referencia ha sido introducida con
el fin de comparar las distorsiones del frente de onda real con un frente de onda ideal; pero
ahora, como nos interesa minimizar las distorsiones del frente de onda, conviene definir una
nueva superficie de referencia para los sistemas formadores de imagen [24]:
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Definicién 4.2. Se define a la esfera media como la esfera tal que el promedio de las desvia-
ciones del frente de onda con respecto a ella sea igual a cero.

Por lo tanto, con respecto a la esfera media, el promedio de la aberracion de frente de
onda es cero (sin incluir el término de pistén). En el caso del aberrémetro ocular el frente de
onda de referencia sigue siendo el plano, ya que en estos sistemas se incluye un par de lentes
o un conjunto de espejos o prismas (sistema Badal) que introducen un defoco al frente de
onda incidente en el ojo para compensar la miopia (o hipermetropia) y asi tener en la salida
un frente de onda casi plano (Liang et al., 1994).

Una vez visto el concepto de esfera media [24]:

Definicién 4.3. Se define la varianza de la aberracion de frente de onda con respecto a su
valor promedio como:

1 1 2
Tl =VIWG0) = = [ [ .00 odpc, (1.3
0o Jo
dado que el promedio es cero y la funcion de aberracion es continua.

Dicha varianza también es conocida como la desviacién cuadratica media de la aberracion
de frente de onda, la cual esta medida ahora con respecto a la esfera media. Si dos superficies
de aberracion tienen la misma esfera media, la superficie que tiene la menor distorsién serd la
que tenga la menor varianza.

Volviendo a la aberracion esférica, se nota que, para que esta aberracién de frente de onda
tenga un valor medio de cero y una varianza minima, se debe sumar un término de piston y
uno de defoco, dando como resultado que se represente de la siguiente forma [19]:

6p* — 6p% + 1.
Ahora, vamos a mostrar como se obtuvo.
Si se desea que la media de la aberracion esférica sea igual a cero sin tener que recurrir

a la solucion trivial, lo mas recomendable es agregar un término de piston y uno de defoco.
Asi, el problema es el siguiente:

4 2

Dicha ecuacion se cumple para una infinidad de valores de a, b y ¢. Una soluciéon que viene
alamenteesa=6,b=—-6yc=1.

2m 1 a b C
/ / (ap* + bp* + ¢)pdpdf = 27 {6+—+_} =0.
0 0

Suponiendo que la media es cero, la varianza equivale al segundo momento, el cual es:

2 ab bV ac  be 02]

2w 1

4 2 2 a

b dod) =27 | —+ — + — + — + — + —
/O/O(ap+p+0)pp WLO+4+6+3+2+2
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En el caso cuandoa = 6,b = —6y ¢ = 1, la varianza es igual a ¥, aunque si se disminuyeran
estos valores manteniendo su proporcion, se sigue cumpliendo que la media es cero y se reduce
ain mas la varianza. Sin embargo, para fines practicos, lo mas conveniente es trabajar con
enteros.

Un analisis similar se realiza sobre los otros términos de aberracion.
Por tanto, las expresiones para las aberraciones esférica, coma y astigmatismo, de acuerdo

con el segundo criterio de compensacién y siguiendo la notacion recomendada por la Sociedad
Americana de Optica (OSA) [32], tienen la forma:

W(p,0) = C{V5(6p" — 6p” + 1), (4.4a)
W (p,60) = C3v/8(3p> — 2p) cos b, (4.4D)
W(p,0) = C32p* cos 26. (4.4c)

En estas expresiones se tienen nuevos coeficientes identificados con dos subindices y un
término de normalizacién, el cual es /5, /8 y 2 respectivamente [24].

Los polinomios de aberracién compensados con base en la minimizacion de la varianza de
la aberracién de frente de onda dados por las ecuaciones 4.4 son ejemplos de polinomios de
Zernike.

Resumiendo lo expuesto en este capitulo hasta ahora: por un lado, hemos visto que una
funcion que es analitica en una region o en el plano se puede aproximar por medio de una
serie de potencias finita. Luego, como la funcién de aberracién (de frente de onda) es analitica
en una regién, se puede aproximar por medio de series de potencias finita. Después, se rees-
cribié dicha funcién de aberracién cambiando las coordenadas cartesianas por coordenadas
polares, se normalizé su coordenada radial y se le aplicé el segundo criterio de compensacion
de aberraciones, llegando a un conjunto de expresiones optimizadas.

Por otro lado, los expertos han visto que la aberraciéon de frente de onda se puede repre-
sentar por medio de polinomios de Zernike [22].

Finalmente, han llegado a la conclusion de que las expresiones optimizadas obtenidas
anteriormente equivalen a los polinomios de Zernike, revisando los trabajos de Zernike [22].

Visto esto, se procede a presentar oficialmente a los polinomios de Zernike.

Cada polinomio de Zernike consiste en tres términos: un factor de normalizacién, un poli-
nomio radial y un término angular (seno o coseno). Por ejemplo, en las ecuaciones 4.4a, 4.4b
y 4.4c los términos de normalizacién son v/5, v/8 y 2; los polinomios radiales son 6p* —6p%+1,
3p° —2p vy p? y los términos angulares son cos @ para la coma, cos 20 para el astigmatismo y
para la esférica no se tiene ningiin término angular.
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La forma general de los polinomios de Zernike es:

Zm(p,0) = NJ*R™(p) cos(mf)  para m >0
n T~ N R (p) sin(m) para m < 0

donde el subindice n denota el grado del polinomio radial y el superindice m denota la
frecuencia angular. El factor de normalizacién queda definido por [22]:

N™ = 12(n + 1) /(1 + 6mo)] 2,

con 0;; es una delta de Kronecker.
La forma explicita del polinomio radial R}"(p) es [22]:
(n—m)/2
(=1)*(n—s)! .
Sz:; sl(mEm — g)l(252 — s)!

el cual es un polinomio de grado n de p conteniendo los términos p*, p"~2,..., p™.

Las propiedades matemaéticas de los polinomios de Zernike se puede consultar en Mahajan
(1998) [15], Thibos et &l. (2000) [32], Malacara y DeVore (1992) [18]. [24]

4.3. Expansion en polinomios circulares de Zernike.

La funcién de aberracion de un sistema con un patrén emergente de la lente circular se
puede expandir en términos de un conjunto completo de polinomios circulares de Zernike
R"pcosm@ que son ortogonales en un circulo unitario de la siguiente forma [7]:

k n
W(p,0)=>_ > CrzZ(p,0) (4.6)
n=0 m=—n
donde C7" son los coeficientes de expansion que dependen de la ubicacién del punto objeto,
n y m son enteros positivos incluyendo el cero, n —m > 0y par, y Z(p,0) es como se
definié antes.

Los polinomios radiales circulares R!™(p) son pares o impares en p, dependiendo de si n (o
m) es par o impar. También, R"(1) =1, R"(p) = p" y R™(0) = 0o para n/2 par y a —™"
para n/2 impar.

Ahora se introduce la siguiente definicién [5]:

Definicién 4.4. Sea p una funcion peso en el intervalo |a, b] X [c,d] y sea (,) el producto escalar
inducido por p. Se dice que dos funciones no nulas f, g € C[[a,b] x [c,d]] son ortogonales con
respecto a p si (f,g) =0, es decir, si
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/a b / " p(e) (x) gladz = 0. (4.7)

Entonces, de acuerdo con esta definicién, los polinomios de Zernike son ortogonales de
acuerdo con [22]:

1 1 2m ,
—/ / ZM(p, N 2T (p,0)pdpdd = 6 S (4.8a)
T Jo Jo
el siguiente grupo de equivalencias:
27
/ cos(mf) cos(m'0)dd = 7(1 + 6n0) O (4.8b)
0
27
/ sin(m#) sin(m’0)df = 7, (4.8¢)
0
2
/ cos(m@) sin(m’0)df = 0, ya que m # m/ (4.8d)
0
y
! 1
R (p)R(p)pdp = ————0pnn'- 4.8
| BRI = 5oy (4.80)

Los polinomios circulares de Zernike son especiales en tanto que son los tinicos polinomios
de dos variables p y 6, los cuales a) son ortogonales en el circulo unitario, b) son invariantes en
forma con respecto a rotaciones de los ejes coordenados con respecto al origen, y ¢) incluyen
un polinomio para cada par permitido de valores n 'y m [6] [7].

Nota.- Las palabras “ortogonales de Zernike” suelen ser asociadas a estos nombres, por
ejemplo, Astigmatismo primario ortogonal de Zernike.

Los polinomios ortonormales de Zernike y los nombres asociados con alguno de ellos cuando
se identifican con aberraciones conocidas se enlistan en la tabla 4.3.1 para n < 8. El niimero
de los términos de aberracién de Zernike (u ortogonales) para la expansién de una funcién de
aberracién para un orden dado n es dado por:

(g + 1)2 para n par,
N, = (4.9)

(n+1)(n+3)

1 para n impar.

Counsidere un término comun de aberracion de la ecuacion 4.6

W (p,0) = C 27 (p,0). (4.10)



30

Presentacion de los polinomios de Zernike

Polinomio ortonormal de Zernike

n m_Z;'(p,9)

0 0 1 Pistén

1 -1 2psinf Distorcion en x

1 1 2pcosf Distorcion en y

2 -2 /6p*sin26 Astigmatismo primario a 45°
2 0 V3(202-1) Curvatura de campo (defoco)
2 2 +/6p*cos26 Astigmatismo primario a 0°
3 -3 V8p’sin36

3 -1 /8(3p®—2p)sinf Coma primario en x

3 1 V8(3p®—2p)cosb Coma primario en ¥y

3 3 V8pPcos3h

4 -4 +/10p*sin46

4 -2 /10(4p* — 3p?)sin 260 Astigmatismo secundario a 45°
4 0 5(6p*—6p> +1) Esférica primaria

4 2 /10(4p* — 3p?) cos 20 Astigmatismo secundario a 0°
4 4 /10p* cos 46

5 -5 12p°sin50

5 -3 V12(5p° — 4p*)sin 30

5 -1 V/12(10p° — 12p° + 3p) sin d Coma secundario en x

5 1 /12(10p° — 12p° + 3p) cos @ Coma secundario en y

5 3 V12(5p° — 4p®) cos 30

5 5 /12p° cos 50

Tabla 4.3.1: Polinomios circulares ortogonales de Zernike y aberraciones balanceadas.
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A menos que n = m = 0, su media es cero, i.e.

1 1 2
B2 00) =~ [ [ o 0)pdodt
0 0

=0, n # 0,m # 0. (4.11)

Para m = 0, este hecho puede ser visto con ayuda de la ecuaciones 4.8b, 4.8b y 4.8b,
ademds del hecho de que R)(p) = 1 es una parte del polinomio (conjunto polinomial). La
ortogonalidad de la ecuacién 4.8¢ lleva a que el valor de la media de R0 (p) es cero. La presencia
del término constante en R (p) hace que el valor de la media sea cero. Cuando m # 0, el valor
promedio de cosm@ es cero. De la misma forma, el valor de la media cuadrética (segundo
momento) de la aberracién esta dado por

B 07 = [ [ 000 pdpat = () (4.12)

Por lo tanto, su varianza se obtiene a partir de
Tnm = E[(W)] = E[W;)?

= (C0)?, n# 0, m #£0. (4.13)

Asi, cada coeficiente de expansién, excepto CJ, representa la desviacion estandar del co-
rrespondiente término de aberracion. La varianza de la funcién de aberracion se obtiene de
acuerdo con

oty = E[W?(p,0)] — E[W (p,0)]> = > Y (C)*. (4.14)
n=1 m=0
A menos que el valor de la media de aberracién cumpla que E[W] = CJ = 0, oy #

Wrus = VI[W?2(p,0)]'/2, donde Wgyss es el valor de la raiz media cuadrada (rmc) de la
aberracion.

La utilidad de los polinomios de Zernike se fundamenta en el hecho de que son ortogonales
en una pupila circular y representan aberraciones balanceadas (equilibradas) que generan
varianza minima [7]. La ventaja de usar polinomios ortogonales es que la desviacién esténdar
de un término de aberracién C"Z™(p, 0) es igual al coeficiente de Zernike C". Es més, debido
a la ortogonalidad, el valor de un coeficiente C)" es independiente del nimero de términos
empleados para expandir una funcién de aberracion.

Asi, los coeficientes no se ven afectados si uno o mas términos ortogonales son agregados o
quitados de la funcién de aberracion. Por consiguiente, la adiciéon de inclinacién o aberracion
de defoco a la funcién de aberracién de un sistema, como se hace a menudo en pruebas épticas,
no cambia los otros coeficientes de aberracion. Como consecuencia de lo anterior, desde el ano
2000 se adopto su uso en Gptica oftalmica como el estandar [23].
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Piston: Z{0,0)
Tilt: Z(1,-1) TiltZ(1,1)
‘N - v
Astigmatism: 2(2,-2) Defocus: Z(2,0) Astigmatism: 2(2,2)
Trefoil: Z({3,-3) Coma:Z(3,-1) Coma:Z(3,1) Trefoil: 2(3,3)
L] ] q = -
m w‘ @ 'v" iﬁl’
Tetrafoil: Z(4,-4) Astigmatism: Z(4,-2) Spherical: Z{4,0) Astigmatism: Z(4,2) Tetrafoil:Z(4,4)
A f l i @ 5 ﬁ A A
Pentafoil: Z(5,- 5] Trefoil: Zi5,-3) Coma: Z{5,-1) Coma: Z(5,1) Trefoil: Z(5.3) Pentafoil: Z(5,5)
b A A
Hexafoil: Z(6,-6) Tetrafoil: Z(6,-4) Astigmatism;: Z(6,-2) Spherical: Z(6,0) Astigmatism: Z(6,2) Tetrafoil: Z(6,4) Hexafoil: £(6,6)

Figura 4.3.1: Grafica de los primeros 28 polinomios de Zernike [9)].



Capitulo 5

Empleo de los coeficientes de Zernike

Antes de empezar, es conveniente hacer mencién de que en este capitulo se mencionara el
tema de la prueba de Hartmann en cuando al manejo del resultado obtenido por medio de
este: el hartmanngrama, que es la imagen del frente de onda resultante de la prueba. Para
mayor informacién sobre la prueba de Hartmann y sus aplicaciones, véase [21] y [29].

Tradicionalmente, para modelar a la aberracion de frente de onda, primero se obtenia
el patron de Hartmann producido por una lente bajo prueba a partir de un aberrémetro
tipo Hartmann-Shack. Luego, las posiciones de los puntos de este patréon de Hartmann se
comparaban con las correspondientes posiciones de los puntos en el patrén de Hartmann de
referencia, el cual se obtiene cuando sobre el arreglo de microlentes Hartmann-Shack incide
un frente de onda plano. Las diferencias en las posiciones estan representadas como Ax; y
Ay; (siendo ¢ el nimero del punto en el patrén).

Con base en las ecuaciones 4a y 4b se obtenian las pendientes de la aberracién de frente de
onda, pero en forma discreta, ya que con estas ecuaciones solo podemos tener las pendientes
en las posiciones de los puntos del patréon de Hartmann. Por lo tanto, se requeria de un proceso
de interpolacién (para mayor informacién sobre este tema, véase [1]), de manera que se tuviera
un mapa continuo de las pendientes en cada direccion; una vez hecho esto, se integraban las
pendientes para obtener la superficie que describe la aberracion de frente de onda. Hasta aqui,
lo que se tenia era un conjunto de datos que graficados mostraban una superficie.

Actualmente, para obtener una ecuacién que represente esta superficie se debe realizar
un procedimiento de ajuste de los datos al conjunto de polinomios de Zernike escogido (para
k=7, por ejemplo). El resultado del ajuste son los coeficientes de Zernike (los cuales son las
variables desconocidas en el proceso). El procedimiento expuesto a continuacién fue obtenido
de [17].
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5.1. Obtencion de los coeficientes de Zernike a partir
de desviaciones puntuales.

A continuacién se presentard un procedimiento de ajuste de datos que genera y emplea
un conjunto de polinomios que son ortogonales en el conjunto finito y discreto de los datos
puntuales distribuidos.

Para empezar, escribase la ecuacion para el frente de onda con solamente un indice j en
lugar de los indices n y m, definidos por

. nn+1
g:%+m+1. (5.1)

El méaximo valor de j es el numero total de polinomios de Zernike empleados para el ajuste
y dado por L = (K +1)(K 4 2)/2, donde K es el grado del polinomio. Asi, los polinomios de
Zernike U™ (p, ) se pueden representar usando solamente un indice entero y positivo j de la
siguiente forma:

L

W(p, 9) = ZAjUj(p> 6)’ (5'2)

=1

Como ya se habia mencionado, los polinomios de Zernike Uj(p, f) son ortogonales en el
circulo unitario continuo, pero no en un conjunto discreto de datos puntuales. Ahora, se va a
encontrar un conjunto de polinomios ortogonales definidos en un conjunto discreto de datos
contenidos en el circulo, representados por V;(p,#). Podemos suponer que esos polinomios se
aproximen a los polinomios de Zernike cuando los puntos estén uniformemente esparcidos y
su numero tienda a infinito. Asi, el frente de onda puede ser representado por

W(p, 8) = ZBj‘/}(pv 9)7 (5'3)

donde esos polinomios V;(p, #) satisfacen las condiciones de ortogonalidad discreta en el con-
junto de N datos puntuales con coordenadas (p;, 0;)

N
> Vilpi, 0:)Vi(pi, 0;) = Fop, (5.4)

i=1

donde F es un factor cuyo valor depende de los datos puntuales.

Como es costumbre, se lleva a cabo un proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt para
encontrar esos polinomios. Empieza con:
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‘/1 = Ula
Vo = Uy+ DV,
Vi = Ui+ DpVi+ DpVat -+ Dj; Vi,

o, en forma general:

7j—1
V,=U;+ > DV (5.5)

s=1

donde j = 1,2, ..., L. Ya que V;(p, #) debe de ser ortogonal con respecto a V,(p, §) se multiplica
esta expresion por V, y luego se hace la suma para todos los datos puntuales, desde 7 = 1
hasta N. Ahora, si se emplean las condiciones de ortogonalidad de la ecuacién (5.4), para
valores de j diferentes de p, se obtiene que

N N N
ViV, => UV, + D> Vi =0. (5.6)
i=1 i=1 i=1

Entonces D;, queda definido como

N
D, — Zi:l Uij
P ZN v2
conj=23..Lyp=12 ..,j—1

, (5.7)

Ahora que se ha definido el método para encontrar a los polinomios ortogonales en el
conjunto de datos puntuales, se puede considerar el procedimiento para hacer un ajuste por
minimos cuadrados. Se inicia definiendo una cantidad S (estadistico de orden), el cual es
directamente proporcional a la varianza, de la siguiente manera:

e LA (5.8)

=1

donde VV; es la desviacién del frente de onda medida para cada dato puntual i y W (p;,6;)
es la desviacion del frente de onda calculada después del ajuste de polinomios anterior. Si se
representa al frente de onda como una combinacién lineal de los polinomios V' (p, #) podemos

representar al frente de onda como

W(pi,0:) =Y BiVi(pi, 05). (5.9)

Jj=1

Luego, se impone las siguientes condiciones con el fin de hacer a S lo mas pequena posible:
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05

— =0, 5.10

5%, (5.10)

parap = 1,2, ..., L. Asi, se obtiene el siguiente sistema de L ecuaciones con L incognitas:
L N N

DBy ViVy— Y WiV, =0, (5.11)
j=1 i=1 i=1

donde p = 1,2, ..., L. Después, empleando las condiciones de ortogonalidad, se tiene que
N /
_ i WiV
[ N :
i Vi

Asi, ya se conocen los valores de los coeficientes que definen la combinacién lineal de los
polinomios V;(p, 0).

(5.12)

El siguiente paso consiste en determinar los valores de los coeficientes C5 que definen a los
polinomios ortogonales sobre el conjunto discreto de datos puntuales V; como una combinacién
lineal de los polinomios de Zernike U;. Se empezard escribiendo:

‘/1 - U17
Vo = Us+ CyUi,
Vi = U;j+CuU +CiplUs+ -+ Cj;1Uj 4,

o en general

j—1
Vi=U;+ Y Cpuls, (5.13)
i=1
donde j =2,3,...,L, C;; =1,y Vi = U;. Ahora se pueden encontrar a los coeficientes Cj; de
la siguiente forma:

Co1 = Dy,

Cs1 = D3Cy + Daj,

Csp = Da,

Cu = Du3Csi + DysCo1 + Dy,
Ci = Dy3C3 + Dy,

043 = D 43



5.1 Obtencion de los coeficientes de Zernike a partir de desviaciones puntuales37

Estos resultados pueden ser escritos en forma general como

J—1t
Cj,i - Z DjJ‘,st,S’i, (514)
s=1
donde¢=1,2,....,.7—1y Cj; = 1.

Ya que ahora conocemos los coeficientes B; y Cj;, los coeficientes A;, necesarios para
encontrar al frente de onda W (p, ) en la ecuacion (5.2), pueden ser encontrados al sustituir
la ecuacién (5.13) en la ecuacién (5.9), obteniéndose que

L j—1
W(,O, 8) = BlUl + Z Bj (Uj + Z C]ZU1> y (515)
7j=2 i=1

donde los coeficientes C}; estan dados en la ecuacion (5.14). Luego, reordenando los términos
en las sumatorias, se encuentra que

L—-1 L

j=1 i=j+1

Comparando esta expresiéon con la ecuacién (5.2), se puede notar que los coeficientes A;
estan dados por

L
Aj = B; + Z B;Ci;, (5.17)
i=j+1
conj=1,2,...(L—1)y A, = By.

Para concluir, se expone el procedimiento para obtener los coeficientes de Zernike a partir
de las desviaciones puntuales empleando las expresiones de arriba:

1. Elija el grado y ordene los primeros L polinomios de Zernike, asignandoles el indice

= —"(”2+1) +m 4+ 1.

2. Calcule los polinomios de Zernike U; para cada uno de los N datos puntuales medidos
del frente de onda.

3. Con j =23,.,ly P=1,2,....(j — 1), use las ecuaciones (5.7) y (5.5) para calcular
todos los coeficientes D;, y los polinomios V.

4. Por medio de la ecuacién (5.12), con p = 1,2,..., L y los valores W, obtenidos de la
desviacion del frente de onda, calcule todos los coeficientes B,,.

5. Aplique la ecuacién (5.15), coni = 1,2,...,(j—1) y C}; = 1 para obtener los coeficientes
Cj;.
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6. Use la ecuacién (5.17) con j = 1,2,...,(L — 1) y A, = By para calcular todos los
coeficientes de aberracion A,;.

7. Para concluir, emplee la ecuacién (5.2) para obtener el polinomio ajustado por medio
de la desviacién de frente de onda.

5.2. Procedimiento para obtener los coeficientes de Zer-
nike y ejemplo de aplicacion.

Conocido el algoritmo para obtener los coeficientes de Zernike, ahora lo que nos interesa
es obtener las coordenadas polares de los centroides del patrén de Hartmann de referencia y
sus respectivas desviaciones [21] [29]; lo anterior a partir de un procesamiento de la imagen
de ambos hartmanngramas.

Para ello, lo primero que se necesita hacer es calcular las ubicaciones de los pixeles que
representan a los centroides tanto de los puntos de referencia como los del frente de onda real
usando el hartmanngrama correspondiente. Un programa para tal propédsito fue elaborado y
se muestra en el anexo A. Después se deben obtener las coordenadas cartesianas (z;, v;) y
(X;,Y;). Por ejemplo, para obtener a la coordenada z;, se debe aplicar la siguiente férmula:

ZZL’pZ‘x

— 1, (5.18)

T =
total pix. x

donde x,;, representa a la ubicacién horizontal del centroide y total piz. = es el total de

pixeles horizontales en la imagen. De una forma semejante, de obtienen las coordenadas y;,
Xy Y.

Ahora es necesario obtener las desviaciones del frente de onda medidas para cada dato
puntual con la siguiente férmula:

Wi = V(i = Xi)? + (4 — Yo)2. (5.19)

Para concluir, se convierten las coordenadas cartesianas (x;, y;) a las coordenadas polares
(pi, 0;), es decir los datos puntuales necesarios para el ajuste mencionado en el capitulo
anterior.

Para ver como funciona todo el procedimiento antes descrito, se desarrollaron un par de
programas en Wolfram Mathematica 10.4, el primero sirve para obtener los centroides de
un hartmanngrana y se expone en el anexo A. Con él, se procesaron los hartmanngramas
mostrados en la figura 5.2.1, los cuales fueron obtenidos de [11].

Después, se procesaron los datos resultantes para obtener los datos puntuales y las des-
viaciones puntuales, los cuales se introdujeron en el programa del anexo B elaborado para
obtener la representacién de la aberracién de frente de onda de la figura 5.2.2.
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Figura 5.2.1: Hartmanngrama de referencia (izquierda) y obtenido por la lente bajo prueba
(derecha).

Figura 5.2.2: Aberracién de frente de onda obtenida con coeficientes de Zernike.
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Haciendo un analisis de sus coeficientes de Zernike, se concluye que estd conformada sobre
todo por pistén (A; =0.0217389) y aberracién esférica primaria (A;3-0.0123044).



Capitulo 6

Conclusiones

A lo largo de este trabajo fue indispensable entender y manejar definiciones sobre temas
como frente de onda y aberraciones, necesarios para adentrarnos en el tema de los polinomios
de Zernike. Sobre estos tltimos, descubrimos que poseen ciertas ventajas en cuanto a su
uso, siendo las més importantes: su ortogonalidad en el circulo unitario, su invarianza en
forma con respecto a rotaciones de los ejes coordenados con respecto al origen, y, lo mas
importante, que contienen algunos términos de compensacion a las expresiones matematicas
en la representacion polar con el fin de minimizar el efecto de las aberraciones en la imagen
final. Ademas, incluyen un polinomio para cada par permitido de valores n y m, el cual
estd asociado a un coeficiente que es el que, al final, permite modelar al frente de onda. Todo
esto hace que constituyan una base matematica adecuada y recomendable para representar
las aberraciones de frente de onda.

Ademas, para poder hacer el ajuste de datos al conjunto de polinomios de Zernike, es
esencial encontrar los centroides del hartmanngrama obtenido por medio de la prueba de
Hartmann, la cual es 1til al momento de modelar a la aberracién de frente de onda, dado que
en un aberrometro tipo Hartmann-Shack esta tltima corresponde al frente de onda real.

Sin embargo, dado que hay una preferencia tradicional por trabajar con polinomios de
Seidel y sobre todo pensando en aquellos que hayan modelado una aberracién con polinomios
de Seidel pero que tengan problemas a la hora de manipular las férmulas o encontrar el modelo
adecuado, se sugiere el uso de formulas de conversion de polinomios de Seidel a polinomios
de Zernike y viceversa. Una referencia 1til sobre este tema es [22].

Este trabajo en si no tiene la intenciéon de dar un nuevo aporte en cuanto se refiere a
polinomios de Zernike; mas si espera ser una motivacién para el lector que tenga interés en
modelar un frente de onda determinado. Y, siguiendo la idea de que “un pequeno paso para un
estudiante se puede traducir en un gran salto para la comunidad cientifica”, si en el camino se
llegara a descubrir algo que aporte mayor conocimiento sobre los ya mencionados polinomios,
mejor. Es un hecho que todos podemos aportar algo, solo es cuestion de voluntad, valor y fe
en el trabajo que uno desarrolla.
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Apéndice A

Programa para obtener los centroides
de un hartmanngrama.

(*Instruccién para borrar datos en el kernel. Esto se realiza con la intencién

de evitar confusiones al correr el programa varias veces*)

ClearAll[“Global*”|

(*Aqui se agrega la imagen del hartmanngrama*)

iz = - :

(*Primero se realiza una binarizacién de la imagen*)

Z = FillingTransform@Binarize(iz]
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Programa para obtener los centroides de un hartmanngrama.

44

a B b w
* a W b % §& F & ¥y
aes R FEREBEFSn

T EEE AL LR LR X NN

TEIIETR AL 2 I LB
ad bbb B BRESEES
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(*Luego la imagen binarizada se convierte en negativo*)

z = ColorNegate@Z
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(*Después, se identifican las distintas manchas en la imagen en negativo*)

n
L]
(1]
e
-

L Ll LAk
sopgnbd BRETRELS

WatershedComponents|z, Method — { “MinimumSaliency”, ,4}]//Colorize

s = SelectComponents|WatershedComponents|z, Method — {“MinimumSaliency”, ,3}],

“Area”, ,01 < # < 2000&];
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Colorize(s]

(*Ahora, en cada mancha se calcula el centroide*)

ComponentMeasurements|[s, { “Centroid” }];

circles

(*Como resultado, se compara a la imagen en negativo con sus respectivos centroides*)

Show][z, Graphics[{Red, Thick, Point@@Q+#& /Qcircles[[All, 2]] }]]
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(*Y esta es la imagen original del hartmanngrama con sus respectivos centroides*)

Show([iz, Graphics[{Red, Thick, Point@Q#4& /Qcircles[[All, 2]] }]]
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46 Programa para obtener los centroides de un hartmanngrama.

(*Gréfica de los centroides*)

ListPlot|circles[[All, 2]], AspectRatio — 1, PlotStyle — Blue]
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Apéndice B

Programa para el ajuste de datos al
conjunto de coeficientes de Zernike.

(*Datos puntuales*)

p = {{“0.576675”, —“1.76065” }, { “0.506628” , — “2.03374" },
{0.804763”, —“1.7036” }, { “0.610592”, —“1.95511” },
{0.578423”, —“1.35303" }, { “0.736884”, —“2.47652" },
{0.690703”, —“1.72876” }, { “0.682142” , —“1.55803"},
{40.7183347, —“1.88874” }, { “0.806341”, —“1.41213"},
{0.318767", —“2.36738" }, { “0.631402”, “2.75819" },
{40.592343”, —“2.9564” }, { “0.465268”, —“1.81159" },
{40.479197”, —“2.91268” }, { “0.510522”, —“1.0785” },
{0.733605”, —“2.25504” }, { “0.56482”, —“1.56314” },
{“0.69989”, “3.13425” }, {“0.613478”, —“1.16493"},
{40.7229347, —“1.22648" }, { “0.796464” , —“1.55887" },
{0.583268”, “3.13033” }, { “0.354592”, —“1.88814" },
{0.869969”, —“1.974” }, {“0.684407”, “2.60364” },
{40.832064”, —“1.2722" }, {“0.572882”, —“2.50969” },
{“0.767894”, —“1.08549” }, { “0.451972" , —“1.56384” },
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48 Programa para el ajuste de datos al conjunto de coeficientes de Zernike.

{40.587265”, “2.50132” }, { “0.467173", “3.1265” },
{40.254932”, —“2.70568" }, { “0.248705” , —“2.04456" },
{0.6721917, —“2.61261” }, { “0.650599”, —“2.36861” },
{40.692974”, —“1.38793" }, { “0.73908”, “2.82087"},
{40.706273”, —“2.98376” }, { “0.665467” , —“1.00503” },
{40.526512”, “2.67564” }, { “0.816046”, “3.13572"},
{40.349428”, “3.12102” }, { “0.414384”, —“2.56898" },
{“0.677355”, —“0.510733” }, { “0.364903”, —“2.84168” },
{40.6229317, —“2.77118” }, { “0.483296”, —“2.36792" },
{“0.810543”, —“2.36165" }, { “0.484436”, “2.88907"},
{“0.231855”, “3.11249” }, { “0.408657”, —“2.16702"},
{40.571163", —“2.22537" }, {“0.710126”, —“0.143781" },
{“0.258819”, —“0.422229” }, { “0.517106”, —“2.68994” },
{40.467708”, —“1.30206" }, { “0.33296”, “2.35007"},
{“0.740858”, —“0.645914” }, { “0.829151”, —“1.8472"},
{40.59744”, —“0.172326" }, { “0.336251”, —“1.5577"},
{40.59585”, “1.77768” }, { “0.486297”, —“0.755224" },
{“0.836474”, —“0.562198” }, { “0.665769”, —“2.11941"},
{40.814565” , —“0.758395” }, { “0.824799”, —“2.16634” },
{“0.266346”, “2.03722” }, {“0.264782”, “1.1216” },
{“0.596798”, “2.94078” }, {“0.321695”, —“0.74543"},
{40.573961”, —“0.901417” }, { “0.785217”, “2.68083"},
{“0.423123”, “2.15775” }, {“0.70095”, “0.0216776" },
{“0.735977", —“0.867266” }, { “0.826896”, “2.99928” },
{0.350978”, “0.0350484” }, {“0.159575”, —“2.40245” },
{40.367173”, —“0.287998” }, { “0.73626 7", “1.90385” },
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{40.627882”, —“0.351856" }, { “0.732434” , —“2.82647" },
{“0.358136”, —“1.21944” }, { “0.872444”  —“1.14665" },
{40.748127”, “2.47413"}, {“0.424408” , “2.54864” },
{0.824322”, —“3.00459” }, { “0.827958”, —“0.958166” },
{“0.586561”, “0.022268” }, { “0.784042”, “0.474463"},
{0.370824”, “1.90068” }, { “0.749811”, “2.25458” },
{40.598432”, “0.217851” }, { “0.780991”, —“0.437585” },
{0.774638”, —“2.68819” }, { “0.764644” , —“2.03723"},
{0.818124”, “1.72513" }, { “0.498134”, “2.35857"},
{“0.265795”, “0.499785” }, {“0.263984” , “2.6574” },
{40.411097”, —“0.950848” }, { “0.424241”, “0.992284” },
{0.22083", —“1.55977" }, { “0.653216”, —“0.757482" },
{0.627195”, “1.20108” }, { “0.841892”, “2.55976”},
{40.661717”, “2.36514” }, { “0.352769”, “1.58207"},
{40.422276”, “0.604282" }, {“0.710164”, “2.9739"},
{“0.2348117, “0.0466926” }, { “0.629565”, “1.95817"},
{40.525391”, “0.478355” }, { “0.335084”, “0.803566” },
{40.160949”, —“0.719229” }, { “0.482175”, —“0.217712"},
{0.70762”, “1.74865” }, { “0.583606”, “1.57964” },
{“0.595096”, “1.38117” }, { “0.497484” , “0.803592" },
{0.237524”, “1.57563” }, { “0.84577”, —“2.8695” },
{40.578232", —“0.61144” }, {“0.521366”, “1.11984"},
{“0.681153”, “0.552266” }, {“0.3717”, “1.2578"},
{“0.4165”, —“0.551107" }, { “0.518319”, —“0.430119” },
{0.73601”, —“0.297696” }, { “0.843461”, “1.86176”},
{“0.521373”, “2.03819” }, { “0.469577”, “0.0291512” },



50 Programa para el ajuste de datos al conjunto de coeficientes de Zernike.

{40.251187”, —“1.06437" }, { “0.848415”, —“0.254601" },
{“0.706828”, “1.41335” }, { “0.85195”, “2.86626” },
{40.747247", “0.683761” }, { “0.370839”, “0.351381" },
{40.586347”, “0.653683" }, {“0.48192”, “1.3356” },
{“0.739552”, “0.33452” }, {“0.712663”, “0.181798" },
{0.680073", “1.03974” }, { “0.583604” , “0.939715" },
{40.3716747, “2.81134” }, {“0.733812”, “1.25855” },
{“0.485026”, “0.268502” }, { “0.818155”, “0.0198793" },
{40.881417, —“2.74296” }, { “0.817568", “1.43795"},
{“0.840595”, “2.17089” }, { “0.825582”, “2.36415” },
{“0.482401”, “1.82598” }, { “0.824926”, —“0.119841" },
{40.69759”, “1.58331” }, { “0.583729”, “2.22233"},
{“0.631134”, “0.392845” }, {“0.8277”, “0.158574” },
{40.824592”, “0.792544” }, {“0.891566” , “2.74128" },
{“0.852573”, “0.291137"}, {“0.171768”, “2.3344”},
{“0.838759”, “0.597732" }, {“0.778651”, “1.1156” },
{0.681784”, “2.12014” }, { “0.466483", “1.58151"},
{40.171104”, “0.815664” }, { “0.88348”, “1.98635” },
{40.660741”, “0.793543” }, { “0.746511”, “0.902251”},
{40.78123”, “2.0459” }, { “0.879874” , “1.17306” },
{“0.838093”, “0.989172" } };

Upr-,t):=1

(*ZQ Pistén*)

Us[r-, t_]:=2r * Sin[t]
(*Z;! Inclinacién en z*)

Us[r-, t_]:=2r x Cos][t]
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(*Z] Inclinacién en y*)

Uy[r_, t]:=v/6 * r2 x Sin[2¢]

(*Z5? Astigmatismo primario a 45°%)
Us[r_,t):=v3 * (2r2 — 1)

(*Z9 Defoco*)

Us[r_, t]:=v/6 * r2 x Cos[2t]

(*Z2 Astigmatismo primario a 0°%)
Uz[r_,t):=v/8 * r3 x Sin[3t]

(253

Ug[r_, t]:=v/8 * (3r3 — 2r) * Sin][t]
(*Z3' Coma primario en y*)

Us[r_, t]:=v/8 * (3r3 — 2r) x Cos]t]
(*Z} Coma primario en z*)

Upolr_, t):=v/8 x r3 % Cos[3t]

(*Z3*)
Un[r_, t]:=v10 % 7 * Sin[4¢]
2z

Upa[r_, t]:=v10 % (4r* — 3r2)  Sin[2¢]
(*Z;? Astigmatismo secundario a 45°%)
Uys[r_, t]:=v/5 * (6r* — 6r2 + 1)

(*Z9 Aberracién esférica primaria*)
Una[r_, t]:=v10 * (4r* — 3r2) % Cos[2t]
(*Z2 Astigmatismo secundario a 0°%)
Uys[r_, t]:=v/10 % 7* x Cos[4t]

(*Z1*)

Use[r_, t]:=v/12 % 7% * Sin|[5¢]



52 Programa para el ajuste de datos al conjunto de coeficientes de Zernike.

(+2;%)
Uyrlr_, t]:=v/12 % (57° — 4r2) x Sin[3¢]
(2%

Ups[r_, t]:=v/12 * (10r> — 1273 4 3r) * Sin[t]
(*Z;! Coma secundario en y*)

Upolr_, t]:=v12 % (10r> — 1273 4 3r) * Cos|t]
(*Z} Coma secundario en z*)

Usolr_, t]:=v12 % (5r° — 4r3) % Cos[3t]

(*Z3*)
Uai[r_, t]:=v/12 % 5 x Cos[5¢]
(*Z5*)

Do [{Ai,j = Uilp[ls, 1], p[[s, 211]} , {4, 1,21}, {5, 1,175}]

Do [{‘/l,j = Al,j} ) {.71 1, 175}]

175 Ry
For [k =1,k <21, k++, {DO [{D',k+1,s = E’g&;‘s“l’(‘ﬁ'j}‘;ﬁ, Vit = Ak + 2’:=1 Djrt1,54s5
,{4,1,176},{s, 1, k}]}]

(*Desviaciones puntuales*)

Wp = {“0.000834912”, “0.00330446”, “0.0174338”, “0.00396504”
“0.0039495”, “0.0181868”, “0.0082856”, “0.00883073”,
“0.0107289”, “0.0192173”, “0.00676154”, “0.014732”,
“0.0111865”, “0.00441979”, “0.0072175”, “0.00635446”
“0.0146943”, “0.00221767”, “0.0199656”, “0.0080375”,
“0.012938”, “0.0177804”, “0.0112769”, “0.00637324”,
“0.0276321”, “0.019094”, “0.0223923”, “0.00841014”,
“0.0184304”, “0.00568702”, “0.0123119”, “0.00729009”,
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“0.00741377”, “0.00671579”, “0.0141889”, “0.00902459”,
“0.0101689”, “0.0242522”, “0.020313”, “0.0136128”,
“0.010122”, “0.0313022”, “0.00619957”, “0.00645244”,
“0.0183854”, “0.00687458”, “0.0116331”, “0.00415961”,
“0.0238145”, “0.0090268”, “0.00642663”, “0.00525467",
“0.00553637”, “0.0242265”, “0.00868293”, “0.00812957”,
“0.00623919”, “0.0055586”, “0.021069”, “0.0212075”,
“0.0154515”, “0.00652422”, “0.0128001”, “0.00882992”
“0.0342404”, “0.00843924”, “0.0277831”, “0.0242262”,
“0.00587631”, “0.00623154”, “0.0131445”, “0.00756745”,
“0.0104165”, “0.0276982”, “0.00681664” , “0.0246832”,
“0.0201672”, “0.0335039”, “0.00845876”, “0.00783763”,
“0.00883011”, “0.0214119”, “0.0153058”, “0.0208638”,
“0.00683468”, “0.0316854”, “0.0250051”, “0.00702032”,
“0.0318623”, “0.0285968”, “0.0153586”, “0.0307631”,
“0.00614251”, “0.0244577”, “0.0160028” , “0.0289061”,
“0.0229017”, “0.0152576”, “0.0312627”, “0.00835003”,

“0.00726743”, “0.00645825”, “0.00725663”, “0.00791614"

“0.00740149”, “0.0145481”, “0.0163376”, “0.0368452”,
“0.016768”, “0.00581592”, “0.00992721”, “0.0221035”,
“0.007421427, “0.0142703”, “0.0126915”, “0.0075611”,
“0.00789561”, “0.0112879”, “0.0205328”, “0.0122643”,
“0.0129764”, “0.0106789”, “0.00597462”, “0.0328162”,
“0.0113725”, “0.0117736”, “0.0231179”, “0.00681419”,
“0.00861373”, “0.0102879”, “0.0254705”, “0.0331111”,
“0.0101469”, “0.0100721”, “0.00703728”, “0.0386104”,



54 Programa para el ajuste de datos al conjunto de coeficientes de Zernike.

“0.0206348” , “0.0363666” , “0.027718” , “0.00858858”,
“0,0148746” , “0.00966442” , “0.0277668” , “0.0255283”,
“0.0207558”, “0.0151364” , “0.00726422”, “0.0228973",
“0,0108102”, “0.0348681”, “0.0381587”, “0.0313918”,
“0,0348089”, “0.0313533”, “0.00859824” , “0.0355837”,
“0.0196043”, “0.0131901”, “0.0188225”, “0.0357246”,
“0,033836”, “0.041774” , “0.0400193”, “0.00607364”,
“0.0391197”, “0.0271237”, “0.0178277”, “0.00957775”,
“0,00622867” , “0.0404006” , “0.0195481”, “0.0267054”
“0,0257278”, “0.0405132”, “0.035122” };

Do [{w; = Wpl[]]}, {i,1,175}]

Do [{B; = Eimbis}, j,1,21}]

i=1(Vii
Do[Cj; =1,{4,1,21}]
For [k =2,k < 22,kt++, {Do [{ s = S Duas-sGicns} i1k~ 1)]}]
Do [{Aj =B+ Y, BiCi; } U1, 21}]
r2c[e_]:=Simplify[TrigExpand|[e]/.{Sin[t] :— y/r, Cos[t] :— z/r}/.r" n_:— (22 + y*2)"(n/2)]

zPlot[e_]:=
With[{f = r2c[e]}, DensityPlot|Cos[2Pif]"2, {z, —1,1}, {y, —1, 1}, RegionFunction :—
(#172 + #272 < 1&), PlotPoints — 25, BoundaryStyle — Black, Frame — False]]

yPlot[e_]:=
With[{f = r2¢c[e]}, Plot3D[Cos[2Pif]"2, {z, —1,1}, {y, —1, 1}, RegionFunction :—
(#12 + #2"2 < 1&), PlotPoints — 25, BoundaryStyle — Black]]
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zPlot [ 2 AU, t]]

=1

yPlot [T, 4,03l 1]

Do [Print [4,], {j, 1,21}]

0.0217389
0,000790526
0,00492114
—0,00240053
—0,00219945
0,00607606
0,00357525
—0,00134343
—0,000977844
—0,000508696




56 Programa para el ajuste de datos al conjunto de coeficientes de Zernike.

0,000128763
0,000457136
-0.0123044
—0,00178359
0,000680477
—0,000535083
—0,000539766
—0,00170719
—0,0000728703
0,0000925113
—0,000328583

(*En conclusién, esta aberracién estd conformada mayoritariamente por pistén y aberracién

esférica primaria.*)
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