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Introduccion

Esta tesis presenta la teoria general de los espacios cubrientes y una in-
troduccion a las fibraciones, teméticas perteneciente al area de la Topologia
algebraica, presentando los resultados que conducen a la demostracion de
uno de los teoremas fundamentales de Topologia algebraica, el Teorema de
levantamiento, que resuelve el problema de la existencia de una factorizacion
de una funcién continua mediante una funcién cubriente. Ademés se presen-
ta el Teorema de levantamiento para fibraciones de Hurewicz, que es una
generalizacion del Teorema de levantamiento para espacios cubrientes.

En el Capitulo 1, el Capitulo Introducciéon, como su nombre lo indica,
presenta nociones que se utilizaran en el trabajo y algunos conceptos genera-
les de Topologia y Topologia algebraica, se presentan la estructura del Grupo
fundamental de un espacio topologico, algunas topologias generadas a partir
de familias de funciones y la topologia compacto abierta sobre el conjunto de
funciones continuas entre dos espacios topologicos.

En el Capitulo 2 se introduce el concepto de funcién cubriente y, entre
otros resultados, se presentan el comportamiento de las funciones cubrientes
respecto a la restriccion de dominios y productos topologicos, y las carac-
teristicas topologicas que hereda un espacio cubriente del espacio base. Se
presentan los Teoremas de levantamiento con los cuales factorizamos una
funcion por medio de una funcién cubriente y no sélo se genera el levanta-
miento de una funcioén sino que se genera un levantamiento de Homotopias, y
mediante esto, se generan los resultados que relacionan los espacios cubrien-
tes con el comportamiento de su Grupo fundamental y el homomorfismo
inducido por la funciéon cubriente; acto seguido, se analizaré la existencia del
espacio cubriente universal de un espacio topolégico. Las secciones de trans-
formaciones cubrientes y espacio de orbitas, estan enfocadas al estudio de las
estructuras algebraicas de dos conjuntos de funciones continuas especiales
entre los espacios cubrientes.

En el Capitulo 3 se introducen los conceptos de homeomorfismo local y
fibracion, este ultimo mediante la propiedad de levantamiento de homotopia
asi como con las funciénes cubrientes; se desarrollan los resultados de relacion
entre las fibraciones y el Grupo fundamental, hasta la demostraciéon de un
teorema de levantamiento de fibraciones. Después de introducir el concepto
de cuadrado cartesiano, se demuestra que las fibraciones son una clase de
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funciones que es cerrada bajo la formacion de cuadrados cartesianos.

En el Capitulo 4, se introduce el concepto de subcategoria correflexiva, en
el cual se puede ver la caracteristica de levantamiento que proveen las fibra-
ciones. A una clase de funciones continuas y sobreyectivas le asignamos una
subcategoria de la categoria de espacios topologicos, la cual se mostrara que
es una subcategoria correflexiva, a partir del hecho de ser una subcategoria
cerrada bajo la formacion de identificaciones y coproductos.

Esperamos haber desarollado una panoramica de los espacios cubrientes,
fibraciones y correflexiones, resumiendo de varias fuentes los resultados que
aqui presentamos.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1. Espacios topolégicos y funciones continuas

Daremos inicio a esta seccion introduciendo algunos conceptos béasicos de
la topologia.

Definiciéon 1.1. Una topologia en un conjunto X es una familia 7 de sub-
conjuntos de X que satisface:

10etyXer;
1 Si Ay, ..., A, €T, entonces ﬂi’f A eT;

11 Si {Aa}aca C 7, entonces |4 Aa € T.

acA

Si T es una topologia en X, a la pareja (X, 1) le llamamos espacio topo-
logico, a los elementos que pertenecen a T, conjuntos abiertos en X y al
complemento de un conjunto abierto en X le llamamos conjunto cerrado
en X.

Definiciéon 1.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, entonces para cada v € X
llamaremos vecindad de x a U C X si existe V € 1, tal que x € V C U.

Definicion 1.3. Una funcion f: X — Y de un espacio topoldgico X en un
espacio topologico Y es una funcion continua si, para cualquier abierto U
de Y, f~Y(U) es abierto en X.
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Dado un conjunto X denotaremos por Ix a la funcién identidad en X. Si
(X, 7) es un espacio topoldgico tomaremos a 7 como la topologia del dominio
y codominio de la funcién Iy, a menos que se indique lo contrario. Bajo estas
condiciones Iy es continua.

Teorema 1.4. Sea f : X — Y una funcion de un espacio topologico X en un
espacto topoldgico Y, entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

I f es continua.
11 Para cualquier cerrado F de'Y, f~1(F) es cerrado en X.

111 Para cada o € X, para cada vecindad abierta U de f(x), existe una
vecindad abierta de xo tal que f(V) C U.

Véase demostracion en [3].

Denotaremos por [ al espacio topologico ([0, 1], 7) donde 7 es la topologia
inducida por la métrica usual en R.

Definicién 1.5. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Una trayectoria o ca-
mino en X es una funcion continua f: I — X. Se dice que un espacio X
es conexo por trayectorias o por caminos si para cada par de puntos,
x, y, en €l, existe una trayectoria f en X tal que f(0) =z y f(1) =y.

Definicion 1.6. Sean X yY dos espacios topoldgicos. Una funcion biyectiva
f: X =Y esun homeomorfismo, si f y f~' son continuas. Si f : X =Y
es un homeomorfismo, entonces diremos que X y Y son dos espacios
homeomorfos.

Definicion 1.7. Una funcion f: X — Y, donde X y Y son espacios topo-
logicos, es una funcion abierta si la imagen bajo f de cualquier conjunto
abierto en X es un conjunto abierto en Y. Si la imagen bajo f de cualquier
conjunto cerrado en X es un conjunto cerrado en 'Y, llamaremos a f una
funcion cerrada.

Es claro que si X y Y son dos espacios topologicos, f : X — Y es una
funcién continua, abierta y biyectiva, entonces f es un homeomorfismo. Sean
(X, 7) un espacio topoloégico, Y un conjunto y f : X — Y una funcion
suprayectiva. Si 7y = {A CY|f~!(A) € 7}, 7/ es una topologia para Y y es
la més grande topologia que hace continua a f.
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Definiciéon 1.8. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, Y un conjunto y f : X —
Y una funcion suprayectiva. La pareja (Y, 7y) es llamada espacio cociente
y a 77 le llamaremos la topologia cociente en'Y inducida por f y (X, 7).

Definicion 1.9. Sea Y una particion de un espacio X. A la aplicacion ¢ :
X — ¥ que manda a cada elemento x € X al inico elemento de la particion
que lo contiene, le llamaremos proyeccion natural (determinada por ).

Definiciéon 1.10. Sea ¥ una particion de un espacio topoldgico (X, 7). Con-
sideremos en el conjunto ¥ la siguiente topologia Ty:

Para cada S C 9, S € 1y siy sdlo si U{A|A € Stes abierto en X.

A la pareja (9, 7y) le llamaremos espacio particion de X.

Teorema 1.11. Si ¥ es una particion de un espacio topolégico (X, T), 79 es la
topologia cociente inducida por la proyecion natural p : X — 9, determinada
por .

1.2. Grupo fundamental y homomorfismo in-
ducido

Definiciéon 1.12. Sean f,g: I — X caminos con f(1) = g(0). Definimos el
camino fxg: 1 — X, como

a0 ={ S0

Lema 1.13 (de pegado). Sea J un conjunto de indices. Supongamos que
un espacio topologico X es tal que X = UjeJ X, con X; abierto en X para
cada j € J. Sea Y un espacio topoldgico y sea {f; : X; — Y}jej una familia
de funciones continuas tales que f;(x) = fi(z) para cada j,k € J y para cada
r € X; N Xy. Entonces la funcion f : X — Y definida por f(x) = f;(x),
donde j € J y o € Xj, es la unica funcion continua de X a Y tal que

f|Xj = fj‘

El siguiente lema es una version del lema anterior usando X; conjuntos
cerrados en vez de conjuntos abiertos, pero con la condiciéon de que el conjunto
de indices J sea un conjunto finito.
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Lema 1.14. Sea J un conjunto finito de indices. Supongamos que un espacio
topologico X es tal que X = UjGJ X, con X;cerrado en X, para cada j € J.
Sea’Y un espacio topoldgico y sea {f; : X; — Y}jEJ una familia de funciones
continuas tales que f;(z) = fp(x) para cada j, k € J y para cada v € X;N X,
entonces la funcion f : X — Y definida por f(z) = f;j(x), donde j € J y
v € Xj es la unica funcion continua de X a'Y tal que f|x, = f;.

Las pruebas de los dos lemas anteriores, se pueden encontrar en [2], nos
referiremos a estos dos lemas como lemas de pegado. Gracias al lema anterior
tenemos que la funcién f * g en la Definiciéon 1.12 es continua.

Definicion 1.15. St X y Y son espacios topologicos y f,g : X — Y son
funciones continuas, entonces diremos que f es homotopica a g, lo deno-
taremos por f =~ g, si existe una funcion continua F : X x I —'Y con

F(z,0) = f(z) y F(z,1) = g(x) para cada z € X.
A tal funcion F le llamaremos homotopia de f a g y la denotaremos
por F': f~g.

Definicion 1.16. Sea A C X y sean f,g : X — Y funciones continuas
tales que fla = g|la. Si existe una funcion continua F : X x I =Y tal que

F:f~gy
F(a,t) = f(a) = g(a) para cada (a,t) € A x I.
Entonces llamaremos a F' homotopia relativa a A y se denotard por
F: f~grelA.

Si X y Y son espacios topologicos y A C X. Entonces tenemos que la
relacion de homotopia relativa a A en el conjunto de las funciones continuas
de X a Y es una relacion de equivalencia.

Definicién 1.17. Sea I = {0,1} C I. A la clase de equivalencia asociada
a un camino f: I — X, mediante la relacion de equivalencia de homotopia
relativa a I, le llamaremos la clase de caminos de f y la denotaremos por

[f]-

Teorema 1.18. Sean fy, fi, 9o, g1 caminos en X con

fo~ firell y gy~ gy rell.
Si fo(1) = f1(1) = go(0) = ¢1(0), entonces fo* go =~ f1 * ¢ rell.
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Demostracion. SiF : fo~ firell y G : gy~ gi rell, entonces H : IxI — X
definida por

i L

F(2t,s) i0
1
L3

IAIA

<t
<t
es una funcién continua con H : fo* go ~ f1 * g1 rell.

]

Definicion 1.19. St f : I — X es un camino de xg a x1, llamaremos a xg
el origen de f y lo denotaremos por a(f) = xo; llamaremos a x; el final
de f y lo denotaremos por w(f). Un camino f en X es un camino cerrado

en xg si o f) = xo = w(f).

Observacion 1.20. Si f y g son caminos con F : f ~ g rell, entonces
alf) =alg) yw(f) =w(g); Debido a esto podemos definir el origen y el final
de una clase de caminos de la siguiente forma a[f] = a(f) y w[f] = w(f).

Definicion 1.21. Sean X, Y espacios topoldgicos e y € Y. A la funcion
Cy : X =Y definida por Cy(z) =y para toda v € X le llamaremos fun-
cion constante en y. En particular si X =1, C, : I — Y es el camino
constante en y.

Definicion 1.22. Sean X un espacio topdlogico y vy € X. El grupo fun-
damental de X con base en xq es

I (X, z0) = {[f]|[f] es una clase de caminos en X con a|f] = zo = wlg]}

con la operacion binaria

[f1lg] = [f * g].

Teorema 1.23. Si X es un espacio topoldgico y xy € X. Entonces I11(X, xo)
es un grupo, donde [Cy,] es el elemento neutro y el inverso de una clase de
caminos [f] es la clase de caminos [f~], con f~': I — X el camino definido
por f71(t) = f(1 —t) para toda t € X.

Véase demostracion en [2].
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Definicion 1.24. Sean X, Y espacios topologicos, p : X — Y una funcion
continua, o € X. Al homomorfismo de grupos I1;(p) = p. : I11(X,z9) —
I, (Y, p(xo)) definido por

p«[f1 = [po f] para cada [f] € T (X, o).

le llamaremos la homomorfismo inducido por p.

En la Definicion 1.24 tenemos que p, estd bien definida pues si [a] =
[8] € 11 (X, 70) tenemos que existe H homotopia relativa a I tal que H : a =~
B rell, asi po H es una homotopia relativa a I tal que poH : poa >~ pof( rell.

Lema 1.25. Sean X un espacio topologico, xo, x1 € X y A un camino en X
con a(N) =9 y w(A) = 1. La funcion Ty : 11 (X, z9) — I1(X, x1) definida
por

Da[f] = [N f % A] para cada [f] € TI(X, z0)
es un isomorfismo de grupos.

Demostracion. Por el Teorema 1.18 tenemos que I'y esta bien definida. Sean
[f], lg] € 111 (X, x0); tenemos que:

Ca([f]#[g) =Ta([f xg]) = [N P frgxA] =
AN s fr s X s g x A = Do [f] * Talg).

Si Ty[f] = [C4,], tenemos que \7! x f x X\ ~ C,, rell, de donde f ~
Ax Cy, % AL rell ~ Cy, rell, por tanto [f] = [Cy,).

Sean [h] € I1;(X, z;); tenemos que [A* h* A71] € T (X, 2) y Ta[\ x h *
A1l = [h]. De donde Ty es isomorfismo de grupos. O

En este trabajo habremos de hacer uso de la composicion de funciones,
paraestosi f: X - Y y¢g:Y — Z son funciones, denotaremos a la funcion
composicion de f con g por gf 6 bien g o f; la notaciéon o serd utilizada
cuando la notacion de las funciones a componer comprometa la comprension
de dicha composicion.

Definicién 1.26. Sean (X, 7) un espacio topoldgico, (A,Ta) un subespacio
de (X,7),1i: (A, 7a) = (X, 7) la funcion inclusion. Se dice que (A, T4) es:

1. Retracto de (X, 1) si existe v : (X, 7) = (A, Ta) funcion continua tal
que rt = 14.
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2. Retracto débil de (X, 1) si existe v : (X,7) — (A, 7a) funcion conti-
nua tal que ri >~ 14.

3. Retracto por deformacion de (X,7) si existe r : (X,7) — (A, Ta)
funcion continua tal que i =I5 e ir ~ Ix.

4. Retracto débil por deformacion de (X,7) si existe r : (X,7) —
(A, 74) funcion continua tal que ri ~ I e ir ~ Ix.

5. Retracto fuerte por deformacion de (X, 1) si existe r : (X,7) —

(A, 74) funcion continua tal que ri = L4, H :ir ~ Ix rel A.

1.3. Familias de funciones y topologias especia-
les

Definicion 1.27. Un pozo de funciones es una clase de funciones £ =
{f;:Y; = X}y Si€={f;: (Yj,05) = (X,0)},., es un pozo de funciones

entre espacios topoldgicos, la topologia final de X respecto a £ estd dada por

T={WCX|VjeA, f'{(W)eoa;}

Teorema 1.28. Si f : (X,7) — (Y, 0) es una funcion entre espacios topold-
gicos entonces son equivalentes:

a) o es final respecto a {f : (X,7) = (Y,0)}.
b) o = Sup{s|s es topologia en' Y y f: (X, 7) = (Y.<) es continua}.
c) C CY es cerrado en (Y,o) sit f~1(C) es cerrado en (X, 7).

d) [ es continua y, si g: (Y,0) = (Z,<) es tal que gf es continua, entonces
g es continua.

e) [ es continua y, si conmuta el siguiente diagrama de funciones continuas
con h biyectiva, entonces h es homeomorfismo.
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(Z,)

La demostracién puede verse en [2].

Definicion 1.29. Un pozo de funciones £ = {f; : Y; = X},_, es un epipo-
zo si, para cualesquiera dos funciones g,h : X — Z tales que:

Vj€A hofj=gof
se tiene que g = h.

Definicién 1.30. a) Sea {Xj}jeA una familia de conjuntos, la unién ajena
de {X;},c, estd dado por

I1x = U(Xj x {5}).

Para cada j € A la funcion i; - X; — [[ X, definida por i;(z) = (z,j)
para cada x € X;, se llama inclusion de X; en [ X;.

b) Si{X;,7j},c, es una familia de espacios topoldgicos, (] X;,7) es el co-
producto de {Xj}jeA donde T es la topologia final de [ X; respecto a
L={i;: (Xj,75) = I X }ea

Es claro que para cada j € A, i; es una funcion inyectiva.

Teorema 1.31. Si ([[ X;,7) es el coproducto de {(X;,0;)},., con inclusio-
nes i; : (Xj,0;) = (J[ X;,7), entonces se satisfacen:

L {ij};c4 es epipozo.

II. Para toda j € A, i; es encaje abierto y cerrado.
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I si{f;: (Xj,0;) = (Y,0)} es un pozo de funciones continuas entonces
eziste una unica funcion continua f : ([[X;,7) — (Y,0) tal que, para
toda j € A, el siguiente diagrama conmuta:

(Xj,05) (Y,0)

I3

(H Xja 7-)
Ademds se tiene que f(z,j) = f;j(z) para cada x € [T X;
La demostracién puede verse en [2].

Definicion 1.32. Si {f;: (X;,7;) = (Y},05)},c, es una familia de funcio-
nes continuas, la funcion coproducto de {fj}jeA, que denotaremos por
]_[je 4 [, es la unica funcion continua que hace conmutativo el diagrama:

fi

(X5, 75) (Yj,05)

i kj

(1%, 7) = (1Y)
donde k; es la inclusion de Y; en [[Y].

Definicion 1.33. Una clase de funciones {f;: (X,7x) = (Y}, 7v;)},c4 €5
una fuente de funciones si Tx es la minima topologia en X que hace
para cada j € A, la funcion f; : (X, 7x) = (Y}, 7v,) continua.

Definicion 1.34. Una fuente de funciones {f;: (X;,7;) = (Yj,07)};c4 €s
monofuente si para cualesquiera dos funciones oi,09 1 Z — X tales que
fjo1 = fjo2 para cada j € A se tiene que o1 = 0.

Definicion 1.35. Sean (X,7x) y (Y,7y) espacios topologicos. Definimos
C(X,Y) como el conjunto de funciones continuas de (X, 7x) a (Y, 7y ). Para
AC X y BCY definimos (A, B) C C(X,Y) de la siguiente forma

(4, B) = {f € C(X,Y)|f(A) € B}
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A la topologia en C(X,Y) que tiene por sub-base a

{(A,B)|A C X es compacto y B CY es abierto }.

le llamaremos topologia compacto abierta.

Definicion 1.36. Sean Y un espacio topologico e yy € Y. Definimos el
espacio topoldgico P(Y,yy) por

P(Y,y) = (C((1,0), (Y, 1)), 8) € (C(1,Y), R)

donde C((1,0),(Y,y)) = {f € CU,Y)| f(0) = yo} y K es la topologia
compacto abierta. Definimos la funcion e : P(Y,yo) — Y de forma que e(f) =
f(1) para cada f € P(Y,yo).

Observacion 1.37. La funcion € es continua pues; para cada U CY, abier-
to, tenemos que e 1(U) = ({1},U) es un abierto en P(Y,yp).

Definicion 1.38. St X y Y son espacios topoldgicos, la funcion evaluacion
es la funcion o : C(X,Y) x X =Y tal que o(f,x) = f(z) para cada (f,z) €
C(X,Y) x X

Lema 1.39. 5i X es un espacio topoldgico localmente compacto y reqular
entonces o : C(X,Y) x X =Y es continua

Demostracion. Demostracion en [2].
0

Definicién 1.40. Sean X y Y conjuntos, F(X,Y) denotard el conjunto de
funciones de X a'Y.

Para X, Y, Z conjuntos, definiremos la funcion © : F(X x Z,Y) —
F(Z,F(X,Y)) de forma que para cada f € F(X x Z,Y):

O(f): Z — F(X,Y)
2= 0(f)(2): X =Y
x = f(x,2)

Lema 1.41. S5i X, Y, Z son espacios topologicos y Z es Hausdorff o reqular,
entonces

O:(C(XxZY),R) — (C(ZCX,Y)),R)

es continua.
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Demostracion. Demostracion en [2]. O

Definicion 1.42. Sea {Xj}jeJ una familia de conjuntos. El conjunto

HX]. — {x " UXj|:L‘(j) € X; para cada j € J}

jeJ jeJ

se llama el producto cartesiano de {X;}, ;. Siz € [];c; X; entonces para
toda j € J, x(j) se llama la j-ésima coordenada de x. Para toda j € J, la
funcion Ilx; : [[X; — Xj tal que Ilx,(v) = x(j) para toda x € [] X;, se
llama la 3-ésima proyeccion del producto Hjej X;.

Definicion 1.43. Sea £ = {(X},7;)},c; es una familia de espacios topold-
gicos. consideremos la fuente de funciones {Ilx; : [[;c; X; — (X, 7)) tjes v
sea T la topologia inicial de [, ; X; respecto a {(Ilx,,7;)}. Designamos el

espacio topoldgico (H]EJ X;,T) como el producto topoldgico de £.
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Capitulo 2

Espacios cubrientes

2.1. Funciones cubrientes

Iniciaremos este capitulo con las definiciones de funcién cubriente y espa-
cio cubriente, en seguida veremos que una funciéon cubriente es sobreyectiva
y abierta, que hereda las propiedades locales de su espacio codominio, que la
restriccion a abiertos en el dominio resulta ser una funcién cubriente y que
el producto de espacios cubrientes resulta ser un espacio cubriente. Toma-
remos los subconjuntos de un espacio, salvo que se diga lo contrario, con la
topologia de subespacio.

Definicion 2.1. Sean X, X espacios topoldgicos, p : X — X funcion con-
tinua. Entonces un subconjunto abierto U de X es un abierto cubierto
uniformemente por p si: p~L(U) es union disjunta de conjuntos S; abiertos
de X, llamados hojas o p-hojas sobre U, con p|s, : S; — U un homeo-
morfismo para cada 1.

Definicion 2.2. Si X es un espacio topoldgico, entonces un par ordenado
(X,p) es un espacio cubriente de X si:

i) X es un espacio topoldgico conexo por caminos;
it) p: X — X es una funcion continua;

iii) Para cada x € X existe una vecindad abierta U, de x que es cubierta
uniformemente por p.

13
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La funcién p de la Definicion 2.2 es llamada proyeccion cubriente y un
conjunto abierto cubierto uniformemente por p es llamado p-admisible o ad-
misible.

Definicion 2.3. Una funcion continua y sobreyectiva f : X — Y es una
identificacion si un subconjunto U de Y es abierto en'Y siy solo si f~1(U)
es abierto en X. FEs decir, la topologia de Y es la topologia final del pozo

{f: X =Y}

Observacion 2.4. FEs conocido el resultado: Si f : X — Y es una funcion
continua, sobreyectiva y abierta o cerrada, entonces f es una identificacion.

La demostracion de este resultado se encuentra en [5].

Lema 2.5. Sea (X, p) un espacio cubriente de X. Entonces p es una funcion
sobreyectiva y abierta. Asi p, es una identificacion y ademds, X es conexo
POT CAMINOS.

Demostracion. Sea x € X. Existe una vecindad abierta U, cubierta unifor-
memente por p, tal que z € U, = p(p~'(U,)) ya que p " (U,) = U;es Si
donde {S;},.; es la familia de hojas sobre Uy, asi p(p™' (U,)) = p(U,c; Si) =
Ui, P(Si) = U,. De donde z € Im p, asi p es sobreyectiva. Sea V' un conjun-
to abierto en X y sea x € p(V), existe U vecindad abierta de = admisible, sea
Tep Hx)NVy U la tinica hoja sobre U que contiene a #. Entonces UNV es
un abierto en U que contiene a &, como ply es un homeomorfismo, p(U nv)
es un abierto en U y por tanto abierto en X, ademas x € p(U N V) C p(V),
de donde p(V) es abierto en X. Ademéas, X es conexo por caminos, ya que
es la imagen continua de X , que es conexo por caminos. ]

Ejemplo 2.6. Sea X un espacio conexo por caminos. Entonces (X, Iy) es
un espacio cubriente de X.

Ejemplo 2.7. La funcién exp : R — $! definida por:

exp(z) = (cos(2mx), sen(2rx)), Vo € R

es una proyeccion cubriente, es decir (R, exp) es un espacio cubriente de $'.

Observacion 2.8. Una proyeccion cubriente no necesariamente es una fun-
cion cerrada. El conjunto A = {n + %|n € N,n > 2} es un conjunto cerrado
en R pero la imagen de este conjunto bajo la proyeccion cubriente exp no es
un conjunto cerrado en $' ya que el punto (1,0) es un punto de acumulacion
de la imagen de A que no pertenece a A.
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Definicion 2.9. Sea f : X — Y una funcion y sea y € Y. Entonces llama-
remos a [~ (y) la fibra de f sobre y.

Lema 2.10. Sean (X,p) un espacio _cubriente de X y xo € X. Entonces
p~Y(xo) es un subespacio discreto de X.

Demostracion. Sean T € p~1(xp), U una vecindad abierta de x admisible y
U la tnica hoja sobre U que contiene a &, se tiene que pHzg) NU = {z},
con U abierto en X, por tanto p~!(zg) es un subespacio discreto de X. [

Lema 2.11. Sean X un espacio Hausdorff y (X,p) un espacio cubriente de
X. Entonces X es Hausdorff.

Demostracion. Sean .7 dos puntos distintos en X, denotemos z = p(Z)
y y = p(9), sean U una vecindad abierta de x admisible y supongamos que
x =1y. Si U, y U, son las hojas sobre U que contienen a & y §j respectivamente,
se tiene que U, + U, ya que de lo contrario p| {7, Do seria inyectiva, asi U,
no intersecta a Us,. Por otro lado, si @ # y, sean A,, A, abiertos disjuntos
en X que contienen a z y y respectivamente, W una vecindad abierta de y
admisible y W la hoja sobre W que contiene a §; tenemos que p](}l(U NA,) Yy

p]‘}vl(WﬂAy) son abiertos ajenos en X que contienen a I y y respectivamente,

donde U es la hoja sobre U que contiene a .
O

Observacion 2.12. Con la misma estrategia usada en la demostracion del
Lema 2.11 podemos demostrar que st (X,p) es un espacio cubriente de X y
st X es un espacio localmente compacto o localmente conexo por caminos o
el espacio X es una n-variedad *, entonces X es un espacio localmente com-
pacto o localmente conexo por caminos o una n-variedad, de hecho cualquier
propiedad local de X es heredada a X.

Lema 2.13. Sea p : X — X una funcion continua y sea U un conjunto
abierto en X cubierto uniformemente por p. Si V' es un subconjunto abierto
de U, entonces V' es cubierto uniformemente por p.

Demostracion. Sea {S;}ics la familia de hojas sobre U, tomemos la familia
{W; = p|§i1(V)}Z‘eJ, cada W; es un abierto en X pues es abierto en la res-
pectiva hoja S;, es claro que para cualesquiera dos elementos distintos de la
familia {W; = p|5' (V) }ies son ajenos. Ademés se tiene que:

I Un espacio topolégico Hausdorff X es una n-variedad si cada punto en X tiene una
vecindad homeomorfa a R"™



16 Espacios cubrientes

p (V) =p ' (VnU)=p (V)N S

=Urt ) nsi=Jnls! ) = Uwi

ieJ ieJ ieJ

Es claro que ply, es continua y biyectiva, veamos que es también abierta.
Sea A un abierto en W, ya que W; es abierto en S; tenemos que A es abierto
en S;, por tanto plw,(A) = p|s,(A) es un abierto en U, ademés p|w,(A) =
plw;(A) NV, de donde p|w, es abierta.

]

Lema 2.14. 5i (X, pi) es un espacio cubriente de X; para i=1,2. Entonces
(X1 % Xo,p1 X p2) es un espacio cubriente de X; x X,.

Demostracion. Como X7 y X5 son conexos por caminos tenemos que X; X
X, es conexo por caminos, es claro que p; X py es una funcién continua
donde p; x py : X1 X X5 — X; x X, esta definida por p; x a1, ) =
(p1(x1), pa(z2)) para cada (z1,29) € (X7 X X3) . Sean (z1,22) € (X1 X X»),
U; una vecindad abierta p;-admisible de z; para i = 1, 2; {Sjl }ies las Py hojas
sobre Uy, {S,f}keM las P, hojas sobre U,. Entonces tenemos que:

1. (pl X pQ)_1<U1 X Ug) = U(j,k)EJXM Sjl X S]%,
11. Los elementos de la familia {Sjl X S,%}(M)GJX]VI son disjuntos dos a dos;

11, pp X p2|5’]1.><5’£ es homeomorfismo para cada par (j, k) € J x M.

Asi Uy x U, es cubierto uniformemente por p; X ps.

[]

Ejemplo 2.15. Por el Lema 2.14 y el Ejemplo 2.6 tenemos que (R x St, expx
Is1) es un espacio cubriente de $! x S*.

Lema 2.16. Consideremos el siguiente diagrama conmutativo

Y B

X %
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en el cual B y a son homeomorfismos y (X,p) es un espacto cubriente de X.
Entonces (Y, q) es un espacio cubriente de Y.

Demostracion. Y es conexo por trayectorias por ser imagen continua de X, y
q es continua, pues ¢ = aopo L. Resta ver que para cada punto de Y existe
una vecindad abierta g-admisible de él. Sean y € Y, U una vecindad abierta
p-admisible de z = a~!(y), V; las p-hojas sobre U, tomemos S; = 3(V;), asi
pues tenemos que:

i. ¢ H(a(U)) = (apB~")"Ha(U)) = Bp~'(U)) = U, Si, ya que
apf™ =q¢B87 =q, (apB™) T =q "y (apBT) T = pBplah

it. Sii# j, entonces S;NS; = 0;

v, © 7Y, es homeomorfismo.

ii. qls, = apBf~s, = alyop

De donde «(U) es un abierto que contiene a y y es cubierto uniformemente

por q.
O

Lema 2.17. Sean G un grupo topoldgico y sea H un subgrupo normal de
G. Supongamos ademds que ¢ : G — G/H es la proyeccion natural en G y
su grupo cociente G/H. Si G/H tiene la topologia final de {¢ : G — G/H}
entonces G/H es grupo topoldgico y ¢ es abierta.

Demostracion. Sea G/H el grupo cociente y ¢ : G — G/H la proyeccion
natural. Sea A un abierto en G, entonces p(A) = {Hala € A}, asi:

e (p(A) = | Ha= | ha
acA heH
Tenemos que para cada h, el conjunto hA es abierto en GG pues para cada
h la funcion fj, : G — G definida por f(g) = hg para cada g € G es un
homeomorfismo de G en G, asf tenemos que ¢~ !(p(A)) es un abierto en G y
por tanto, p(A) es abierto en el espacio cociente G/H de donde ¢ es abierta.
Sean (aH,bH) un elemento de G/H x G/H y U un abierto en G/H que
contiene a abH , entonces como ab € ¢! (U) existen abiertos A; y Ay en G que
contienen a a y b respectivamente tales que A; Ay 2 C = 1(U), asf p(A;Ay) =

2 Si A]_, Ay C G, A1Ay = {ab| ac A]_, be AQ}
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©(A1)p(Ay) C U. Ademas como ¢ es abierta y Ay, Ay son abiertos tenemos
que ¢(A;) x p(As) es un abierto en G/H x G/H que contiene a (aH,bH),
de donde la funciéon producto de G/H es contina. Sean aH € G/H y W un
abierto en G/H que contiene a a' H, existe un abierto A en G que contiene
aatal que A7 = {z7 |z € A} C o1 (W), como p(A) y ¢(A™!) son abiertos
en G/H, aH € p(A) y p(A™") = (p(A))™! = {Ha|a € A} C W tenemos
que la funcion de tomar inversos en G/H es continua, asi G/H es un grupo
topologico.

O

Teorema 2.18. Sean G un grupo topoldgico conexo por caminos, H un sub-
grupo normal discreto de G y ¢ : G — G/H la proyeccion natural. Entonces
(G, ) es un espacio cubriente de G/H.

Demostracion. Denotemos por e al elemento neutro de GG, como H es subes-
pacio discreto de G existe un abierto W en G tal que {e} = W N H, no-
tar que la funcién a : G x G — G definida por a(a,b) = ab™! para cada
(a,b) € G x G es continua, de donde existe una vecindad abierta V' de e tal
que a(V x V) C W, tomemos U = ¢(V'), U es abierto ya que por el lema
2.17 tenemos que ¢ es una funcion abierta, H = p(e) € U y U es cubierto
uniformemente por ¢ pues tenemos que:

e U) = He(V) = | nV

heH
ya que

we o H(U) e Hw e U < Hw = Hov para algin v € V <

w = hv para algunos v € V,h € H & w € UhV
heH

con cada hV abierto en GG. Sean h y k dos elementos distintos de H, supon-
gamos que hV NEkV # (), asi existen u,w € V tales que hu = kw de donde
h='k =uw™ € a(VxV) C W, por otro lado como H es subgrupo h™'k € H,
por lo tanto h™'k = e, pues W N H = {e}, lo cual es una contradiccion. Por
ultimo veamos que para cada h € H, |,y es un homeomorfismo, es claro que
©|pv es continua y abierta por ser la restriccion de ¢ a un abierto, ademas
es sobreyectiva, ya que h esté en el nucleo de ¢ se tiene que

p(hV) = p(h)p(V) = o(V) = U.
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©|ny es inyectiva pues para u,w € V, si p(hw) = ¢(hu), entonces Hv = Hw
de donde vw=t € HNW, asi vw™! = e y v = w. Por tanto tenemos que U
es cubierto uniformemente por . De esta forma & € G/H tenemos que para
cada zU es una vecindad abierta admisible de z.

[

Observacion 2.19. Similarmente: Si tenemos un grupo topologico conexo
por caminos G, H un subgrupo normal de Gy (G,p) un espacio cubriente
de G/H. Entonces tenemos que H es la fibra de p sobre el elemento neutro
en G/H vy, por el Lema 2.10, H es discreto.

2.2. Teoremas de levantamientos

Con los resultados de la seccién 2.1 podremos demostrar el Teorema de
levantamiento de caminos y el Teorema de levantamiento de homotopias,
gracias a estos dos teoremas sera sencillo ver la relaciéon de las funciones
cubrientes con el grupo fundamental mediante las clases de los levantamien-
tos de caminos, definiremos lo que es una actuacién de un grupo sobre un
conjunto y veremos que el grupo fundamental del espacio codominio de una
funcion cubriente, acttia sobre las fibras (preimagenes de un elemento del
dominio) de la funcién cubriente, con el uso de orbitas, estabilizadores y gru-
pos cociente podremos definir la multiplicidad de una funcién cubriente y
hacer una caracterizacion de una clase de conjugacion especial en el grupo
fundamental.

Para los siguientes resultados necesitamos trabajar con espacios topo-
logicos punteados, es decir, espacios topoldgicos que tienen un punto base
distinguido, esto es, un espacio topolégico punteado es un par (X, zq) con X
espacio topologico y g € X. Sea f: Y — X una funcion, yo € Y. Entonces
la notacion f: (Y, yo) — (X, zo) indicara que f(yo) = zo.

Lema 2.20. Sean (X p) un espacio cubriente de X, Y un espacio conexo y
[ (Y,90) — (X,20) una funcion continua. Dado Ty en la fibra de p sobre
o, existe a lo mds una funcion continua f : (Y,y0) = (X, %) conpo f = f.

Demostracion. Supongamos que f.9: (Yiyo) — (X, ) son funciones con-
tinuas tales que po f = fypog = f,sean A = {y € Y|f(y) = §(y)} vy
B = Y\ A, veamos que tanto A como B son conjuntos abiertos. Si a € A,
existe U vecindad abierta p-admisible de f(a), sea S la hoja de U que contie-
ne a f(a), es claro que W = f~1(S)N§~'(S) es un abierto en Y que contiene
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a a. De hecho W C A, en efecto, sea w € W tenemos que tanto f(w) como
§(w) son elementos de S, ademés po f(w) = poj(w) y ya que p|g es biyectiva
se tiene que f(w) = g(w), de donde w € A, asi A es abierto.

Sea b € B, existe V vecindad abierta p-admisible de f(b), si f(b) y §(b)
pertenecen a una misma hoja sobre V tenemos que f(b) = §(b) por la inyec-
tividad de p|y. Asi que f(b) y g(b) pertenecen a hojas ajenas Sy S’ sobre V|
sea W = f~1(S)Ng(S"), tenemos que W es un abierto en Y que contiene a
b, ademas W C B, pues para cada w € W se tiene que f(w) € S'y j(w) € S,
asi que son elementos de hojas ajenas sobre V por tanto f(w) # g(w), es de-
cir w € B, de donde B es abierto. Asi, por la conexidad de Y, tenemos que
B =0 pues yo € A, con lo cual f = g. O

Definicion 2.21. Sean (X,p) un espacio cubriente de X, f : (Y,y0) —
(X, z0) una funcion continua. Un levantamiento de f es una funcion con-
tinua f:Y — X tal que po f = f.

Teorema 2.22. Sea (X,p) un espacio cubriente de X y sea f : (1,0) —
(X, z9) un camino. Si Ty es un elemento de la ﬁ~bm de p sobre xg, entonces
existe una unica funcion continua f : (I1,0) — (X, 2o) conpo f = f.

Demostracion. Para cada a € I, denotemos z = f(a), existe U, vecindad
abierta p-admisible de x. Por la continuidad de f existe [a,b] C I tal que
f([a.b]) CU,, si Ty € P7'(z) tomemos S la hoja sobre U, que contiene a T
y sea

Ja = Dl5" © fllany
tenemos que §q : ([a,b],a) = (X, ) es una funcion tal que:
i ga(a) = To;
1 g, es continua;
i@ PO Ja = fliap-

Sean t € I y Uy una vecindad abierta p-admisible de f(t), ya que I es un
espacio métrico completo compacto existe A > 0 nimero de Lebesgue 3 del
recubrimiento { f =1 (U;)|t € I}. Sea {t1,...,t,,} C I conm € IN una particién

3Todo espacio métrico compacto X tiene la propiedad del ntimero de Lebesgue, esto es:
para toda cubierta abierta 4 = {U; }j cs de X existe A > 0, llamado namero de Lebesgue
del recubrimiento 4, tal que para cada z € X, la bola abierta de centro = y radio A esta
contenida en alguno de los abiertos de la cubierta 4.
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de I tal que t;;1—t; < Ay t; =0.Sea g € p‘{(a:o) por la primera parte de la
demostracion existe g, : ([t1 = 0,1s],t1) — (X, %) funciéon continua tal que
PO Gy, = fljt1,1o])- Similarmente existe una funcion continua gy, : ([t2, 3], t2) —

<X7§1(t2)) tal que po gy, = f’[tg,ta] pues G, (t2) € p_l(f(t2))- En general
existen funciones continuas

Gtopr © (i1 tia)s tigr) = (X, 91, (i)

tales que p o Giy1 = fltis1,t:10)- AsT por el Lema 1.13 (de pegado) existe una
tinica funcion continua f : I — X tal que f [titir1] = Ji1. Ademds p o f=7
y f(0) = 4, (0) = Ty de donde f:(1,0) — (X, %) es una funcion continua
con po f = f. La tnicidad de la funcién f se sigue del Lema 2.20.

[]

Recordar que si X e Y son espacios topologicos v xo € X, entonces
Cr @ Y — X es la funcion constante en zy, esto es Cy,(y) = xo para cada
yey.

Teorema 2.23. Sean (X,p) un espacio cubriente de X y'Y un espacio to-
pologico. Consideremos el diagrama conmutativo de funciones continuas

Y f X

ho p

yxI—F X

donde ho(y) = (y,0) para cada y € Y, entonces existe una funcion continua
F:Y xI— X tal que hace conmutar el diagrama

Mads atn st'Y es conexo, entonces F' es unica.
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Demostracion. Veamos que es suficiente trabajar localmente. Supongamos
que para cada y € Y existe N, vecindad abierta de y tal que existe F),
N, x I :— X funcién continua que hace conmutar el diagrama

flny ~
Ny
F,
ho Y p
N, %1 X
Flnyx1

Sea y' € N, N N, tenemos que los siguientes diagramas son conmutativos

Fylgyyxr Felgyyxa

v} <1 X

X {y'} x1

Fliyixi Fliyyxi
Fln.xi(y'st) = poFu(y',1).
0), por el lema 2.20 tenemos

pues para cada t € I,poF (y,t) = Fln, 1y, t) =
/
F.(y,t) para cada t € I. Esto

AdemasF(y 0) fin, () = fIn.(y) = F,
t)

que F wlwyxr = F. l{y}x1, de donde F( !
es

(/0

v(:y/at) S (Ny X ]) N (NZ X [)7 Fy(yl7t) - Fz(?/vt)‘ (*)

Si tomamos {N, x I|y € Y}, que es cubierta abierta de Y x I, por (x) y
usando el Lema 1.13 (de pegado) tenemos que existe F:Y x 1 — X funcion
continua tal que F |N, x I = F,. Por las propiedades de F en cada N, se
tiene quepoF:FyFoho f

Construiremos las vecindades IV, y las funciones ﬁy.

Sea y € Y para cada t € I, tomemos U, vecindad abierta admisible de
f(y,t), como F es continua, existen [; y M; vecindades abiertas de ¢t y y
respectivamente tales que F'(M; x I;) C U;. Tenemos que {I;|t € I} es una
cubierta abierta de I, como I es compaeto existen ty,...,t, € I conn € N
tal que I C |, 1y, Sea N, =\, My,, N, es vecindad ablerta de y, tenemos
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que existe {ly,......,l,} particion de I tal que para cada j = 1,---m se tiene
que [lj_1,1;] C I, para algin ¢ € {1,...,n}, de donde

F(N, x [l1,1;]) € F(My, x I, CU,) (%)

Para la construcciéon de las funciones Fy basta con construir para cada
Jj €{1,...,m} una funcién continua G, : N, x [l;_1,[;] = X tal que:

7:' pO G] = F‘NyX[lj_hlj];
i. Gj(y',0) = f(¥);
iti. Gj_1(y',1-1) = G;(y', lj—1) para cada y € N, .

Sea {Vj},c4 una familia de p-hojas sobre un abierto p admisible U tal
que F(N, x [l;_1,1;]) € U, (siempre existe una por (x*)). Tenemos que la
familia {W;, = f~1(Vi)|k € A} es una cubierta abierta de N, pues para cada
x € Ny, po f(x) = F(x,0) € U, esto es, f(x) € p~*(U), con lo cual existe
j € Atal que f(z) € V; yasi z € f~1(V;), ademas cada dos elementos
distintos de la cubierta son ajenos. Definamos a G; en cada elemento de la
cubierta {Wj, x [l;_1,;]},c, por

-1
Gj|Wk><[ljflylj] =D |Vk © F|Wk><[ljflylj]

asi se tiene que G, : Ny x [l;_1,1;] — X es una funcion continua que cumple i.
por las propiedades de G ; en cada abierto de la forma W), x [l;_4,;], cumple
it. pues para y' € N, se tiene que

Gy, 0) =p ' v,(F(,0) =p ' (f ) = f)

y tiene la propiedad ¢ii. pues para cada y' € N, se tiene que

Gy li—1) = p v © Flwixtty oty (Y5 lio1) =
p 'y 0 Flwexityri, W 1) = G (Y, [—1).

Con lo que hemos obtenido las vecindades N, y funciones F, deseadas.
Si Y es conexo se tiene que Y x I es conexo y la unicidad de F se sigue
del Lema 2.20.
O
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Corolario 2.24. Sean (X,p) un espacio cubriente de X, zg, 1 € X, f,g :
I — X caminos de xzg axy yTo € p*(wg). Si F : IxI — X es una homotopia
relativa F' @ f ~ g rel j, entonces existe una unica funcion continua F -
IxI— X tal quepoF = F yF(0,0) = Zo. Aun mds, si f y § son los
levantamientos de [ y g respectivamente, con f(0) = & = §(0), entonces

f)y=g) yF:f~grelI.

Demostracion. Sea f el tinico levantamiento de f con f (0) = Zo, que existe
por el Teorema 2.22. Por el Teorema 2.23 existe una unica funcién continua
F:Y x I — X tal que hace conmutar el diagrama

I X
/1

h0| f‘// p

I x1I = X

de donde }?(0, 0) = F(ho(0)) = f(O)Nz To. En particular, F(t,0) = f(1).
Como Ffoyx €s un camino en X de % a F'(0,1) que hace conmutativo
el diagrama

X
F‘{O}x[ P
1 o X

donde C,, es el camino constante en z(, tenemos que F l{oyx1 = Cs, pues Cs,
es el tinico levantamiento de C,, de donde F/(0,t) = Z, para cada t € I, (ver
Definicion 1.21).

Similarmente definamos Fy : I — X por Fy(t) = F(t,1) para cada t € I,
tenemos que pFy(t) = pF(t,1) = F(t,1) = g(t) y F1(0) = F1(0,1) = &, de
donde por el Teorema 2.22, F; = §. Ademés tenemos que F|{1}X1 = C};(l)
pues Cf, es el tnico levantamiento de Cy,, asf F(1,t) = f(1) para cada
t € I, por tanto §(1) = F(1,1) = f(1). De donde F : f ~ g rel I.

O
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Teorema 2.25. Si (X,p) es un espacio cubriente de X, entonces para todo
x € X y para todo T elemento de la fibra de p sobre x

pe (X, 8) — (X, x)
es una funcion inyectiva. FEsto es, p, es un monomorfismo de grupos.

Demostracion. Sean x € X y f : I — X un camino cerrado en X con inicio
en Z. Supongamos que p.| f] = [C,], tenemos que existe F' : I xI — X funcion
continua tal que F' : po f ~ C, rel I y por el Corolario 2.24 tenemos que
existe una tunica funcion continua F : I x I — X tal que F : f ~ C; rel I,
asi [ f} = [Cz] vy ya que p, es un homomorfismo de grupos tenemos que p, es
inyectiva.

]

Definicion 2.26 (Actuacion, actuacion transitiva). Si G es un grupo
con elemento neutro e, y Y un conjunto. Entonces G actia sobre Y si existe
una funcion de G XY a G denotada por (g,y) — gy, tal que:

1.VyeY, Vg, g €G, (99)y=9(dy).
2.VyeY, ey=uy.
St G actia sobre Y llamaremos a 'Y un G-congunto. Si G actia sobre

Y diremos que G actia transitivamente sobre Y si dados y, y € Y existe
g € G tal que gy =y y diremos que Y es un G-conjunto transitivo.

Observacion 2.27. Sea G un grupo que actia sobre Y, para cada g € G
la funcion g : Y — Y definida por g(y) = gy para cada y € Y es una
permutacion con inversa g~' 1Y — Y, definida por g7 (y) = g~y para cada
yey.

Definicion 2.28. Sea G un grupo, Y un G-conjunto e y € Y. La orbita de
y se define por

o(y) ={gy € Y|g € G}.
El estabilizador o grupo de isotropia de y se define por

Gy ={g9€Glgy=y}.
El conjunto de las clases laterales izquierdas de G, es el conjunto
{9G,ylg € G}, el cual denotaremos por G/G,,.
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Observacion 2.29. Para cada y € Y con Y un G-conjunto, tenemos que
Gy es subgrupo de G, ademds G actia transitivamente sobre Y si y solo si
o(y) =Y para algin y €Y.

Lema 2.30. Si G es un grupo que actia sobre Y entonces |o(y)| = [G : G,]
para cada y € Y.

Demostracion. Sea y € Y la funcion ¢ : o(y) — G/G,, definida por ¢(gy) =
gG, para cada gy € o(y) es una funcion biyectiva entre la orbita de y y las
clases izquierdas de G,.

0

Teorema 2.31. Sean (X,p) un espacio cubriente de X, 2o € X e Y la
fibra de p sobre xo. Entonces la funcion de 11;(X,x¢) X Y a 'Y definida por
[f1 = f(1), donde f es el tinico levantamiento de f con f(0) = &, es una
actuacuon con la cual:

(a) 111 (X, zo) actia transitivamente sobre Y.
(b) Si iy €Y, entonces el estabilizador de ¥y es P,I1; (X, &).
(C) |Y| = [Hl(Xu IO) p*Hl(Xw%O)]

Demostracion. Sea & € Y y [f] € II1(X, z0), por el Corolario 2.24 la defini-
cion de [f]Z no depende del representante de [f], ademas p[f]Z = po f(l) =
f(1) = xg, esto es [f]Z € Y. Veamos que con esta funcion Y es un I1; (X, z)-
conjunto. Para todo & € Y se tiene que [C,,|T = 7 pues C; es un levan-
tamiento de Cy, con C3(0) = Z. Sean [g],[f] € (X, o), tomemos f el
levantamiento de f con f(0) = & y § el levantamiento de ¢ con §(0) = f(1),

tenemos que los diagramas

(X, 2) (X, f(1))
f , g |p
(X, o)

XQ?O

g
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(X, 2)
fxg ,
(1,0) 7 (X, xo)

son conmutativos, de donde [¢]([f]Z) = [g]f(1) = §(1) = f = §(1) = [f * g].
Por tanto Y es un II; (X, x¢)-conjunto.

(a): Sea &y € Y, para cada & € Y existe A camino en X de Z, a Z, pues
X es conexo por caminos, tenemos que p o A es un camino en X de g a o,
notar que A es el levantamiento de po A con A(0) = Z, asi [poA] = A(1) = 7.
Esto es I1; (X, zg) actua transitivamente sobre Y.

(b): Sean Z, € Y, f un camino cerrado en X con base en zo y f el
levantamiento de f con fﬁO) = To. Si [f] € (X, 20)z,, tenemos que Ty =
[f]Zo = f(1) de donde [f] € (X, %), asi [f] = [po f] € p.Ili(X,T),
por tanto IT; (X, 7o)z, C p.I1i(X,To). Sea [p o gl.I11(X, %), tenemos que
[po glZo = g(1) = o, de donde p.I1; (X, Zo) C I (X, 7o)z,

(c): Se sigue de (a), (b) y el Lema 2.30.

[

Teorema 2.32. Sea (X,p) un espacio cubriente de X, sean xg, 1 € X. Si
Yo y Y1 son las fibras sobre xo y x1 respectivamente, entonces |Yy| = |Yi].

Demostracion. Sean Ty € Yy y T1 € Y1, existe A camino en X de Zp a I1, sea
A =pol, esun camino de xy a x;. Tenemos que el diagrama (ver Definicion
1.24 y Lema 1.25)

I, (X, &) T (X, 7))
D D=
Hl(Xa l'()) Hl(Xa 1'1)

A

es conmutativo pues para cada @] € Hl(f( , o) tenemos que:

pIs((a]) = p(A 7 xax ) = [p(A " x G X)) =
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Ak ax Al = Ta([pa(@)]) = Dapa((a))-

Asi por el Lema 1.25 tenemos que tanto I'; como I'y son isomorfismos,
ademds p. es inyectiva, de esto se sigue que I'y induce una biyeccion entre
[T (X, z0) @ peIli (X, Z0)] vy [TT1(X, 21) : pIl1(X, Z1)], por (¢) del Teorema
2.31 tenemos que

Yol = [M1(X, @) : puIli(X, Fo)] = [I1(X, mo) : p.I11(X, Fo)] = V1]
O

Definiciéon 2.33. La multiplicidad de un espacio cubriente (X, p) es la

cardinalidad de una fibra. Si la multiplicidad de un espacio cubriente (X,p)
es m diremos que (X, p) es un espacio cubriente m-hojeado.

Corolario 2.34. Sea (X, p) un espacio cubriente de X. Sixzg € X yY es la
fibra de p sobre xq, entonces

a) siio, 71 €Y, entonces pJ1y (X, &o) y p Il (X, &) son subgrupos conjuga-
dos de 11, (X, zg).

b) Si H es un subgrupo de 11,(X,x0) tal que para algin ¥y € Y, H y
111 (X, Zg) son conjugados, entonces existe T, € Y tal que H = p, 11, (X, Z1)

Demostracion. a) : Sean g, Ty € Y, como X es conexo por caminos existe
A camino de Ty a Z1. Si A = p o X tenemos que (ver Definicion 1.25 y Lema
1.25)

p(II1(X, X1)) = pu(T5I11(X, o)) = Ta(pI11(X, %)) = [\ Ty (X, %) [A]

con [A] € II; (X, xg). ) )
b) : Sea H = [A\'p. (Il (X, %)) [A] para algin [A] € I1;(X, zo), sea A un
levantamiento de A tal que A(0) = %o, tenemos que 1 = w(A) € Y y que el

diagrama
(X, o) — I, (X, w(})
p P
I, (X, x) I (X, w(}))
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es conmutativo, de donde
S = Da(pII(X, %)) = p. (T3 (X, &) = p I (X, &)
n

Definicion 2.35. Un espacio cubriente (X, p) de X es un espacio cubrien-
te regular si para todo o € X se tiene que p. 11 (X, Zg) es un subgrupo
normal de 111(X, xo) para todo &y elemento de la fibra de p sobre x

Definicion 2.36. Un espacio topoldogico X es un espacio stmplemente
conexo si es conexo por caminos y 111 (X, xg) = [Cy,] para todo xy € X.

Observacién 2.37. Si (X,p) es un espacio cubriente reqular de X yzo € X.
Entonces p*Hl(f(,:Ito) = p*Hl(X,:z?l) para cualesquiera To, T, elementos de
la fibra de p sobre xy. Si X es un espacio simplemente conexo entonces cada
espacio cubriente, (X, p), de €l es reqular pues p,I1y (X, Zg) = [Cy,].

2.3. Transformaciones cubrientes

En esta seccion dado un espacio cubriente estudiaremos el grupo de trans-
formaciones cubrientes, el cual es el grupo de homeomorfismos tales que la
composicion del homeomorfismo con la funcién cubriente resulta ser la fun-
cion cubriente. Analizaremos la relacion entre el grupo de transformaciones
cubrientes con las fibras. Con la misma idea de factorizar una funcién cubrien-
te mediante un homeomorfismo daremos la definicién de espacios cubrientes
equivalentes, y veremos que los espacios cubrientes equivalentes de un espacio
localmente conexo por caminos guardan una relaciéon con el comportamiento
de sus grupos fundamentales bajo el homomorfismo inducido.

Para un espacio localmente conexo por caminos, suponiendo la existencia
de un espacio cubriente universal de dicho espacio, con el uso del grupo de
automormismos veremos que el grupo fundamental puede expresarse sin la
necesidad de un punto base. Por lo anterior la ultima secciéon de este capi-
tulo esta dedicada a resultados acerca de la existencia del espacio cubriente
universal de un espacio conexo y localmente conexo por caminos.

Teorema 2.38. Sean Y un espacio conexo y localmente conexo por caminos y
f:(Y,y0) = (X, 20) una funcion continua. Si (X, p) es un espacio cubriente
de X, entonces existe una unica funcion continua f (Y, y0) — (X,i’g) tal
quepof:f sty solo st
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f*H1<Y7 yO) - p*Hl(X, i‘o).

Demostracion. Supongamos que existe una tinica funciéon continua fo(Y,y) —
(X, &) tal que po f = f, tenemos que f. = (po f). = p.o fo y fuIl1(Y, 90) C
11, (X, %), por lo tanto f,I1;(Y, yo) C p.J11 (X, Zo).

Supongamos que f,I1;(Y, 1) € p.I1(X,%o). Ya que Y es conexo y local-
mente conexo por caminos tenemos que Y es conexo por caminos?, sea y € Y
y h un camino en Y de yy a y, como f o h es un camino de zy = f(yo) a
f(y), por el Teorema 2.22 tenemos que existe ), levantamiento de f o h con
X0) = &, definamos f(y) = )\( ). Sea hy un camino de yo a y y sea A el
levantamiento de foh, tal que )\1(0) = %, tenemos que h*h; ' es un camino
cerrado en Y, asi f(h * h{') es un camino cerrado en X, como

[(foh) = (fohyh)] = fulhx k'] € pIL (X, Z)

tenemos que existe [§] € I1;(X, %) tal que (foh)* (fohi!) ~pogrel I,
de donde

foh:(foh)*(fohfl)*(fohl)z(pog)*(poj\l):po(g*j\l) rell

y asf por el Corolario 2.24 tenemos que A(1) = §*A;(1) = A (1). Asf tenemos
que f (y) no depende de la eleccion del camino de yo a y.

Veamos que [ es continua, seay € Y, & = f (y) vy U, una vecindad abierta
de & construyamos V vecindad de y con f(V) C U;. Sea x = p(i), U una
vecindad abierta de = admisible y .S la hoja sobre U que contiene a Z, podemos
asumir que U1 C S. Como p es abierta el conjunto U; = (U 1) es una vecindad
abierta en X de z con U; C p(S) = U, como f es continua f~!(U;) es abierto
en Y, ademés y € f~1(U;). Como Y es localmente conexo por trayectorias
existe V, vecindad abierta conexa por caminos tal que y € V C f~1(U,).
Veremos que f (V) C U,. Sea h un camino en Y de Yo a Y, A levantamiento
de foh con )\(O) = Zo; siv € V existe hg camino en V de y a v, asi tenemos
que f o he(I) C Uy, sea i el levantamiento de f o hy con i(0) = Z. Como
Uy C U y U es admisible tenemos que fi(t) = (p|s) ' (f o h)(t) de donde

fi(1) € Uy. Ahora A(1) = # = j1(0) de donde X * ji esta definido. Como

p(}l*/j):poj\*poﬂ:foh*fthIf(h*hg)

4Si Y es un espacio conexo y localmente conexo por caminos, entonces Y es conexo por
caminos, este resultado puede verse en [2].
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donde h * hy es un camino de yo a vy \ * f(0) = &y tenemos que f(v) =
Ax (1) = a(1) € Uy, m

Teorema 2.39. Sean X un espacio conezo y localmente conexo por caminos,
(X,p) v (Y,q) espacios cubrientes de X, zo € X, &g € X, 9o € Y tales que
p(E0) = o = q(i0). Si ¢IL (Y, o) = p*Hl(X Tg) entonces existe una unico
homeomorfismo h : (Y Jo) — (X, Zy) conpoh =q.

Demostracion. Como X es localmente conexo por caminos, X y Y también
son localmente conexos por caminos (y conexos por definicion de espacio
cubriente), asi por el Teorema 3.38 tenemos que existe una tnica funcion
h: (Y,) — (X,%) con poh = ¢, asi mismo existe una tnica funcién
continua k : (X, 2) — (Y, §jo) con g o k = p. Tenemos que los diagramas

(X, 7o) (X, 20)

hok Iz

(ij'o) (Xa Ilf()) (XviO) (Xa xO)

son conmutativos, de donde por el Lema 2.20 h o k = I;. De igual forma se
demuestra que ko h = Iy por tanto tenemos que h es un homeomorfismo con
inversa k.

O

Teorema 2.40. Sean X conexo y localmente conexo por caminos, ()~( D) Y
(Y,q) espacios cubrientes de X, g € X, % € X y 9o € Y con q(f) =
zo = p(Fo). Si @I (Y,5o) C p*Hl(X,fzo), entonces existe una unica funcion
continua h = (Y, i) = (X, &) con poh = q. Mds ain, (Y,h) es espacio
cubriente de X.

Demostracion. Por el Teorema 2.38 existe una tinica funciéon continua h :
(Y, 5) — (X,QZ’O) con po h = ¢, basta probar que (f/, h) es un espacio
cubriente de X.

Sean i € X, x = p(Z), U una vecindad abierta p—admisible de x, Uy una
vecindad abierta g—admisible de x. Tenemos que U; N U, es una vecindad
abierta de x, como X es localmente conexo por caminos existe U vecindad
conexa por caminos y abierta de x tal que U C U; N Uy, por el Lema 2.13
tenemos que U es cubierto uniformemente por p y ¢. Sean {S;};c4 la familia
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de p-hojas sobre U y S la hoja sobre U con & € S. Es suficiente probar que
S es cubierto uniformemente por h.

Sea {Ty|k € B} la familia de ¢— hojas sobre U tenemos que cada T}, es
conexo, pues cada T} es homeomorfo a U que es conexo por caminos, asi
tenemos que h(7T}) es conexo, ademas para cada k € B se tiene que

poh(Ty) =q(Ty) =U

de donde h(Ty) C p*(U) = UjeaS;, con lo cual tenemos que para cada
k € B, h(Ty) esta contenido en S o bien no intersecta a S, de donde

s = |J T

h(Ty)CS

Finalmente tenemos que si h(T;) C S, entonces el sigiente diagrama es
conmutativo

Tk

hlz,
alr,

U——S5

p s

por tanto h|y, = p~'|s o q|7, es homeomorfismo pues tanto p~'|s como ¢|r,
son homeomorfismos. Asi S es cubierto uniformemente por h.

]

Definicion 2.41. Sea X un espacio topoldgico. Un espacio cubriente uni-
versal de X es un espacio cubriente (X,p) de X tal que X es un espacio
simplemente conezxo.

Teorema 2.42. Sean X un espacio conexo y localmente conexo por caminos,
(Y, q) un espacio cubriente de X. Si (X, p) es un espacio cubriente universal
de X, entonces existe una funcion continua h : XY que hace conmutar
el diagrama
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. L -
X——Y
X
Demostracion. X es conexo por ser espacio cubriente de X, ademés por la
Observacion 2.12 tenemos que X es localmente conexo por caminos pues X
es localmente conexo por caminos. Usando el Teorema 2.38 tenemos que para

cada 7o € X vy i € ¢ (p(Zy)), existe una funcion continua h : (X, %) —
(Y, o) tal que po h = gq.

]

Observacion 2.43. Un argumento estdndar demuestra que si existe un es-
pacio cubriente universal de X, éste es unico salvo isomorfismo, esto es si
(X,p) y (f/, q) son espacios cubrientes universales de X, entonces existe un
homeomorfismo h : X — Y tal que p = qh; el argumento es la aplicacion
del Teorema 2.43 tanto al espacio cubriente universal (f(,p) como a (f/, q) y
verificar que las funciones continuas obtenidas de dicho teorema son inversa
una de la otra.

Definiciéon 2.44. Si (X',p) es un espacio cubriente. Una transformacion

cubriente es un homeomorfismo h : X — X tal que po h = p, esto es, el
sigutente diagrama es conmutativo

X " X.

X

Denotaremos por Cov(X/X) al conjunto de todas las transformaciones
cubrientes de X.

Observacion 2.45. Para cada (X,p), espacio cubriente de X, tenemos que
Cov(X/X) es un grupo bajo la composicion de funciones.
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Teorema 2.46. Sean X conexo y localmente conexo por caminos y xo € X.
Un espacio cubriente (X,p) de X es regular si y solo si Cov(X/X) actia
transitivamente sobre p~1(xq) mediante la funcion que asocia a cada (h,Z) €

Cov(X/X) x p~'(x0) con h(Z).

Demostracion. Supongamos que el espacio cubriente (X ,p) es regular, es
sencillo ver que la fibra sobre xy es un Cov()z' /X)-conjunto con la actuacion
(h,Z) — h(Z). Sean o y Z; elementos de la fibra sobre xy. Por la Obser-
vacion 2.37 p,IT; (X, To) = p*Hl(X T1) y asi por el Teorema 2.39 existe un
homeomorfismo h : (X, %) — (X, %) con ph = p, de donde h € Cov(X/X)
y h(i‘o) = ,fl. R

Supongamos que Cov(X/X) acttia transitivamente sobre p~!(zg). Sean
To, 71 € p ) existe h € Cov(X/X) tal que h(Fy) = 71, ya que h es
homeomorfismo h,I1;(X, %) = II;(X,#). Ademas como p = ph tenemos
que p, = p.h, de donde

p*Hl(Xa jﬂ) = p*h*Hl (Xa jO) = p*Hl (Xv 5:1)
Sea [g] € I1;(X, x¢). Por la parte (b) el Corolario 2.34 tenemos que existe
Ty € p~'(wo) tal que [g]p.J11 (X, Zo)[g7!] = pIli (X, 21) = p.I1 (X, To). Asi,
p«I11 (X, Zg) es subgrupo normal de II; (X, ).
[

Teorema 2.47. Sea (X,p) un espacio cubriente de X

a) Sih € Couv(X/X) y h no es la funcién identidad en X, entonces h no
tiene puntos fijos.

b) Sihi, hy € Cov(X/X) son tales que existe & € X tal que hy (%) = ho(E),

entonces hy = hs.

Demostracion. (a): Supongamos que existe & € X tal que h(Z) = #. Sea
x = p(Z). Por el Lema 2.20 tenemos que existe a lo més una funciéon f que
hace conmutativo el diagrama
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Ya que tanto i como Iy hacen conmutar dicho diagrama tenemos que
h = I lo cual es una contradiccion.

(b): Como hy, hy € Cov(X /X) tenemos que h *hy € Cov(X /X), ademas
hi'hy(%) = 7, por la parte anterior tenemos que hj'hy = Ig, por tanto
hl = hg.

m

Definicion 2.48. Dos espacios cubrientes (X,p) y (Y, q) de X son espacios
cubrientes equivalentes si existe un homeomorfismo h : Y — X tal que
poh=gq.

Teorema 2.49. Sean X un espacio localmente conexo por caminos, ro € X,
(X,p) y (Y,q) espacios cubrientes de X, &y € p~ (o), Jo € g (zo)- (X’,p) Y
(Y, q) son equivalentes si y sdlo si ¢, I1,(Y, 9o) y pJ11 (X, Zo) son conjugados
en I, (X, zo).

Demostracion. Supongamos que (X,p) vy (Y,q) son equivalentes. Existe un
homeomorfismo h : Y — X tal que po h = ¢, de donde h(%) € p~*(Zo) ¥

¢:IL (Y, 90) = phIli(Y, 90) = pILi(X, 1(50))

Por la parte (a) del Corolario 2.34 tenemos que p,IT; (X, h(o)) y p.I11 (X, Zo)
son conjugados de donde ¢,IT; (Y, Jo) y p«11y (f(, Z¢) son conjugados en Iy (X, o).
Supongamos que ¢,I1; (Y, o) v poI11(X, &) son conjugados en IT; (X, xo).

Por la parte (b) del Corolario 2.34 tenemos que existe 7; € p~!(Z,) tal que
@11, (Y, o) = p.J11(X, %) y usando el Teorema 2.39 existe un homeomorfis-
moh:Y — X conpoh=q.
0

Definicion 2.50. Sea G un grupo. Diremos que una funcion 6 :'Y — Z,
donde Y y Z son G—-conjuntos, es una G-aplicacion o que es una funcion
G-equivariante si

Vge G,\VyeY, 0(gy) = g0(y).

Ademds si una G—aplicacion es biyectiva, diremos que 6 es un G- iso-
morfismo. Sea Y un G—conjunto denotaremos por Aut(Y) al conjunto de
todos los G—isomorfismos con dominio y codominio Y .

Observacion 2.51. Es sencillo demostrar que si 0 es una G—aplicacion
biyectiva entonces la funcion 0= es G—equivariante, de donde, la funcion 0 es
llamada G—isomorfismo. También es sencillo demostrar que para cualquier
G—congunto Y se tiene que (Aut(Y'),0) es un grupo.
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Sea G un grupo y H subgrupo de G, denotemos por G/H a la familia
de todas las clases izquierdas de H en G. Tenemos que G actta sobre G/H
mediante la actuacion traslacion que asigna a cada (a,gH) € G x G/H la
clase izquierda agH. Al referirnos a G/H como G—conjunto nos estaremos
refiriendo a la actuacion de G mediante la actuacion traslacion. Es sencillo
demostrar que bajo la funcion actuacion G/H es un G—conjunto transitivo
y que ademés H es el estabilizador de la clase H.

Lema 2.52.

a) Si X es un G— congunto transitivo y H es el estabilizador de un punto,
entonces X es G—isomorfo al G—conjunto G/H.

b) Sea G un grupo y sean H y K subgrupos de G. G/H y G /K son G—isomorfos

sty solo st H y K son conjugados en G.

Demostracion. (a): Sea xy € X y sea H = G,,. Para cada © € X existe
gz € G tal que g,xg = = pues X es G—conjunto transitivo, sea ¢, € G tal
que g, o = x tenemos que g, 'g.xo = g, 9,70 = 1o de donde g; g, € H y asi
g-H = ¢/ H. Por lo anterior § : X — G/H definida por 0(z) = g,H es una
funcion. Sean z, y € H supongamos que 0(x) = 0(y) asi existen g,, g, € G
tales que g,r0 = x, gyx0 = Y y g, 9y € H = G, de donde g;'g,z0 = ¢
asi y = g,o0 = ¢g,To = x, por tanto 6 es inyectiva. Sea gH € G/H tenemos
que gzo € X, de donde 0(gzrg) = gH = G,,, por tanto 6 es sobreyectiva.
Veamos que 0 es una G—aplicacion, sean a € G, x € X, ¢, o € G tales
que T = guTo ¥ AT = JaqpTo tenemos que

Jaz 1920 = G O = Ga JaaT0 = To
de donde g, lag, € H y asf 0(ax) = oo H = gaxg a9, H = ag, H = ab(z)

(b): Supongamos que 6 : G/H — G/K es un G—isomorfismo. Sea g € G
tal que 0(H) = gK, para cada h € H tenemos que

gK = 0(H) = 0(hH) = hO(H) = hgK
de donde g7'hg € K, ast go'Hg C K. Ademas 07 (K) = g 'H pues
0(g7'H) =g '0(H) = g7'gK = K asi para cada k € K
TH=0""(K)=0"(kK)=k0"(K)=kg 'H
g H=0"(K)=0"(kK) = k0" (K) = kg
de donde K C g~ 'Hg. por tanto K = g 'Hg.
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Ahora, supongamos que K = g 'Hg para algin ¢ € G. Sean a, b € G
notar que son equivalentes: aH = bH; a b € H; g-la tbg € g 'Hg = K;
agK = bgK. Sea 0 : G/H — G/K dada por §(aH) = agK, 0 esta bien
definida pues sea aH = bH entonces b~'a € H de donde 0(aH) = agK =
bgK = 0(bH ). Veamos que 6 es inyectiva; si (aH) = 6(bH) entonces agK =
bgK y asi aH = bH. Tenemos que 6 es sobreyectiva pues sea aK € G//K
tenemos que #(ag ' H) = aK. Finalmente 6 es una G—aplicacién ya que
O(abH) = abgK = af(bH ).

]

Corolario 2.53. Sea X localmente conexo por caminos y xo € X. Dos espa-
cios cubrientes de X, (X,p) y (Y,q), son equivalentes si y sélo si las fibras
p Hxo) v ¢ Hxo) son I (X, xg)—isomorfos.

Demostracion. Sean &y € p~'(z0) ¥y %o € ¢ '(yo). Por el Teorema 2.31
111 (X, Zo) v 111 (Y, 7o) son los estabilizadores de Zg y ¢y respectivamente.
Por la parte (a) de Lema 2.53 se cumple que:

1 p~Y(zo) y I1(X, 20)/p 111 (X, o) son IT; (X, z9)— isomorfos.
2 ¢ (o) y (X, 20)/q.I11 (Y, o) son 11 (X, z¢) —isomorfos.

I (X, 20) /0. 011 (X, %0) v T (X, 20) /@111 (Y, ) son T (X, xg) — isomorfos
si y s6lo si pI13 (X, %0) v ¢I1, (Y, §j) son conjugados en IT; (X, x), esto por
la parte (b) del Lema 2.52. Por el Teorema 2.49 p,IT; (X, Z0) v ¢.I1L (Y, o)
son conjugados en II; (X, ) si y solo si (X, p) y (Y, q) son equivalentes. [

Lema 2.54. Sea G un grupo que actia transitivamente sobre un conjunto
Y, z,yeY. Entonces

G, = Gy si s6lo si existe 0 € Aut(Y) con 0(z) = y.

Demostracion. Supongamos que existe § € Aut(Y') con 6(z) = y. Sea h € G,
tenemos que hx = x de donde hy = hf(x) = 0(hz) = 0(x) = y, por tanto
G, C G,. Sea h € G, tenemos que h(y) = y de donde hx = h8~'(y) =
6= (hy) = 6~ (y) = z, por tanto G, C G,.. Asi G, = Gy.

Supongamos que G, = G,. Sea z € Y existe g, € G tal que z = g.x.
Definimos 6 : Y — Y por 0(z) = g,y, veamos que 6 esta bien definida.
Si z = g.x = glx entonces g;'g.x = z y asi g;'g. € G, = G, por tanto
g-y = g.y. Veamos que 0 € Aut(Y), sean h € Gy z € Y, tenemos que

O(hz) = 0(hg,x) = hg,y = hO(z).
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de donde 6 es una G—aplicacion. Afirmamos que 6 es inyectiva, pues sean
z, w € Y supongamos que 0(z) = 6(w), tenemos que ¢,y = g,Yy, de donde
9.'9. € G, = G, y asf z = g,x = g,& = w. Finalmente 6 es sobreyectiva,
pues sea z € Y, existe g € G tal que z = gy, y por la definiciéon de 6,
0(gz) = gy = =. O

Lema 2.55. Sean X un espacio localmente conexo por trayectorias, (X, p)
un espacio cubriente de X, xg € X. Si Ty, T1 € p~(z0), entonces

existe h € Cov(X /X) con h(Zy) = @1 si y sdlo si existe § € Aut(p~"(z0))
con 0(Zy) = 7.

Demostracion. Supongamos que existe b € Cov(X/X) con h(iy) = i1, esto
es el diagrama

(X, &) h (X, 7).

(X, $0)

es conmutativo y por el Teorema 2.38 tenemos que p,I1; (X', Zo) = pIly (X, 71),
y asi por el Lema 2.54 tenemos que existe 0 € Aut(p~(xg)) con 0(7¢) = 71,
pues p, I (X, Zo) y p.JI1 (X, #1) son los estabilizadores de Zy y 71 respectiva-
mente.

Supongamos que existe § € Aut(p~'(zy)) con 0(Zo) = ¥;. Tenemos que
por el Lema 2.54 p,I1; (X, &) = p,I11(X, &) y asi por el Teorema 2.39 existe
h e Cou(X/X) con h(Zy) = .

[

Lema 2.56. Sea (X,p) un espacio cubriente de X, donde X es un espa-
cio localmente conexo por caminos. Si xg € X y p '(xy) es wvisto como
I1; (X, z)— conjunto, entonces

Cov(X/X) = Aut(p~ ' (z0))

mediante la funcion que asigna a cada h € Cov(X /X) la funcion hlpy-1(,)-
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Demostracion. Denotemos por Y a la fibra de p sobre zy. Sea h € Cov(X/X)
tenemos que h(Y) =Y pues para cada & € Y tenemos que h(Z) € Y pues
ph(Z) = p(Z) = xo, ademas para cada & € Y tenemos que h™'(Z) € Y.
Asi hly tiene dominio y codomino Y, ademés h|y es biyectiva por ser la
restriccion del homeomorfismo h a Y. Veamos que hly es un II;(X, zo)—
isomorfismo. Sea [f] € II1(X,z0) y & € Y tenemos que h([f]Z) = h(f(1))
con f el levantamiento de f con f(0) = # y [f]h(Z) = fi(1) donde f; es el
levantamiento de f con f1(0) = h(&). Tenemos que f; = hf pues phf = pf =
£y hf(0) = h(i) de donde h([f]Z) = h(f(1)) = fi(1) = [f]h(Z). Esto es con
la asignacion de hly a cada h € Cov(X/X) es una funcion.

Veamos que la funcion h — hly es un isomorfismo de grupos. Sean
h,g € Cov(X/X) supongamos que h|y = gl, tenemos que hy g coinciden
en un punto y asi por la parte (b) del Teorema 2.47 h = g, esto es tene-
mos una asignacion inyectiva, ademaés la asignacion es sobreyectiva, pues sea
0 € Aut(Y) y = € Y tenemos que 0(Z) € Y, por el Lema 2.55 tenemos que
existe h € Cov(X/x) con h(Z) = 6(%), ademés para cada #; € Y existe
[f] € TI1(X, xg) tal que Z; = [f]Z, asi para cada Z; € Y

W) = W(f]z) = [fInz) = [£10(z) = 0([f]7) = 6(z1).

por tanto hly = 6.

Finalmente la funcién biyectiva h — hly es morfismo de grupos pues sean
h7 g S COU(X/(L’), h,|y @) g|y = (h e} g)’y
O]

Definicion 2.57. Sea G un grupo y H subgrupo de G. El normalizador de
H en G es el subgrupo

No(H) ={g € GlgHg' = H}

Notar que si G es un grupo y H es subgrupo de G tenemos que H es un

subgrupo normal de Ng(H) y que si H es subgrupo normal de G, entonces
N¢(H) =G.

Lema 2.58. Sea G un grupo que actia transitivamente sobre un conjunto
Y. Siyy €Y entonces

AUt(Y) = NG(GO)/GO

donde Gq es el estabilizador de .
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Demostracion. Si 0 € Aut(Y), existe go € G tal que 0(yy) = goyo, pues
G actia transitivamente sobre Y'; tenemos que gy € Ng(Gy), ya que para
h € Gy tenemos que:

90Y0 = 0(vo) = 0(hyo) = hO(yo) = hgeyo

y asi g, 'hgy € Gy, por tanto Gy 2 gsGog, "', por otro lado para h € Gy
tenemos que:

95 "haeyo = g5 " hO(yo) = g, '0(hyo) = g, 0(yo) = g5 " 90Y0 = Yo

de forma que ge_lGog C Gy, asi que hy = ge_lhgg € Gy, por tanto h =
goh1g, " € goGogy ' Si gy € G es tal que 0(yo) = goyo = ghyo tenemos que
95 g5 € Gy, asi goGo = gyGo, ast que g, Gy = (g)) *Gy. Por lo anterior
tenemos que I' : Aut(Y) — Ng(Gp)/Go definida por T'(f) = g,'Gp es una
funcion. Veamos que es homeomorfismo de grupos.

Sif,¢ € Aut(Y), tenemos que

L(0¢) = (9e90) ' Go = g5 "9, Go = D(O)T(¢).

Veamos que I es inyectiva. Sean 6 € Aut(Y) con I'(f) = Gy, tenemos que
0(yo) = Yo, ademas para cada y € Y existe h € G tal que y = hyy de donde

0(y) = 0(hyo) = hO(yo) = hyo =y

por tanto 0 = Iy.

Veamos que I' es sobreyectiva. Si go € Ng(Gp), tenemos que 0 : Y — Y
definida por 6(y) = hgoyo, donde h € G es tal que y = hyp, es una funcion;
veamos que # es un G—isomorfismo.

Sean f € G, 2 €Y con fz = hyy y z = h'yp tenemos que h™ fh' € Gy y
asi gg'h™' fh'go € Gy de donde

0(fz) = hgoyo = hgo(go 'h™" fH go)yo = f1 goyo = f0(2).

0 es inyectiva pues sean z, y € Y con z = hyy vy y = h'yg supongamos
que O(y) = 0(2), ast g;'h~'h'gy € Go = g5 'Gogo, de donde h™'h € Gy vy
y = h'yo = hyo = z.

Siy €Y existe h € G tal que y = hgoyo de donde hyy € Y es tal que
0(hyo) = hgoyo = y, por tanto 6 es sobreyectiva.

Finalmente tenemos que I'(0) = goGy y asi ' es un isomorfismo de grupos

]
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Corolario 2.59. Sea (X,p) un espacio cubriente de X con X localmente
conexo por caminos. Si xg € X y To € p~*(wg) entonces

Cov(X/X) 2 Ni, (x 20 (0111 (X, %)) /p. 11 (X, o)

Demostracion. Por el Lema 2.56 tenemos que Cov(X/X) = Aut(p~'(z0)),
ademas tenemos que p~'(xo) es un II; (X, z¢)—conjunto transitivo donde
111 (X, Zg) es el estabilizador de &, asi por el Lema 2.58

Aut(p™(20)) = Nty (x,20) (011 (X, F9)) /111 (X, F).
Il

Teorema 2.60. Sea (X,p) un espacio cubriente reqular de X, con X local-
mente conexo por caminos. Si xg € X y Tg € p~*(x), entonces

C’OU(X/X) ~ 11 (X, xo)/p*l_[l(f(,:io).

Demostracion. Teniendo en cuenta que NHI(X,xO)(p*Hl()N(,fo)) = II(X, ),
pues p,I1;(X, &) es subgrupo normal de II(X,z,), y el Corolario 2.59, el
resultado es inmediato.

[]

Corolario 2.61. 5i (X,p) es un espacto cubriente universal de X, con X
localmente conexo por caminos, entonces para todo xo € X

Cov(X /X) = (X, xo).
Demostracion. Por el Teorema 2.60 tenemos que
Cov(X/X) 2= (X, z0)/p.TT1 (X, Fo)
y como X es simplemente conexo
I (X, 20) /11 (X, &) = (X, 20) /[Cay] =2 T4 (X, 20).
O

Notemos que mediante el Corolario 2.61 podemos expresar el grupo funda-
mental de un espacio localmente conexo por caminos con espacio cubriente
universal mediante el grupo de transformaciones cubrientes el espacio cu-
briente, y es la misma para cualquier punto base.



42 Espacios cubrientes

2.4. Existencia del espacio cubriente universal

Dado un espacio topolégico y un subgrupo de su grupo fundamental ge-
neraremos un espacio topologico, el conjunto sera generado mediante una re-
laciéon de equivalencia en los caminos respecto al subgrupo y la topologia sera
generada por las clases de equivalencia de las continuaciones de los caminos.
Veremos que ciertos caminos en el espacio topolégico pueden ser levantados
al espacio generado; con este espacio generado y el concepto de espacio lo-
calmente 1-conexo veremos que un espacio conexo y localmente conexo por
caminos tiene un espacio cubriente universal si y solo si es semilocalmente
1-conexo.

Definicion 2.62. Sea G un subgrupo de w1(X, zo). Denotaremos por P(X, zg)
a la familia de caminos en X con inicio en xq, y definiremos la relacion de
caminos modulo G, fi ~ f, mod G, en P(X,xq) por:

i fi(1) = fo(1);
i. [fi*fy'] €G.

Lema 2.63. Sea G un subgrupo de w1 (X, xo), la relacion fi ~ fo mod G es
una relacion de equivalencia sobre P(X,x).

Demostracion. Sean f1, fa, f3 € p(X,xo) tenemos que

i. fu~ fi mod G pues fr(1) = fi(1) y [frx fi'] = [Csp) € G.
ii. Si fi ~ famod G, entonces fo(1) = fi(1) y [fox fi ] = [ixfy '] € G.

iii. Si fi ~ fo mod Gy fo ~ f3 mod G, entonces fi(1) = fo(1) = f3(1) y
s fs ] =[fix fal = fax fs] = [fr = f3 ' [fa* f3] € G.

]

Notacion 2.64. Sean (X, zg) un espacio punteado y G subgrupo de I1; (X, zo).
Denotaremos la clase de equivalencia de f € P(X,xy) por (f)g, esto es

(e =49 €p(X,20)| g~ f mod G} .

Ademds denotaremos por Xg a {(f)q| f € p(X,20)} y a la clase del ca-
mino constante Cy, en X la denotaremos por Iy. Fmalznente denotaremos
por Y a la funcion de X¢ a X que asigna a cada (f), € X¢ el elemento f(1)
en X.
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Definiciéon 2.65. Sean (X, x) un espacio topoldgico punteado, f € P(X,xo)
y U una vecindad abierta de f(1). Una continuacion de f en U es un
camino F € p(X,xzq) de la forma F = f x X donde X\ es un camino tal que
A0)=f(1) yAI) € U.

Notacion 2.66. Para (X, zg) un espacio punteado, f € P(X,xo), T = (f)q
y U una vecindad abierta de f(1) se define el siguiente conjunto:

(U,z) = {(F)G € X¢| F es una continuacion de f en U}

Observacion 2.67. Si f ~ g mod G y A(0) = f(1) = g(1), entonces
i [ 1) =g=*A(1);
Gi. [ X% (g N =[fsAs A Lag ] =[frg Y] eq.
Esto es fx XA~ gx X mod G.

Lema 2.68. Sea (X, zq) un espacio topoldgico punteado y sea G un subgrupo
de T11(X, o). Entonces los conjuntos de la forma (U,Z) forman una base
para una topologia en X para la cual la funcion 1 es continua. Mds ain si
X es conexo por caminos, 1 es sobreyectiva.

Demostracion. Denotemos por [ el conjunto
{(U, z) | U es vecindad abierta de f(1) y 2 = (f)s € XG} :
Siz=(f),e€ X¢ tenemos que para cada U vecindad abierta de f(1)

E=(f)g="(f*Cry), € (U, I).

De donde para cada & € X¢ existe (U,Z) € § tal que & € (U, &).

Veamos que si g € (U, & = <f)g), entonces (U, z) = (U,g). Sig € (U, & =
(f),) tenemos que § = (f * A), con camino tal que f(1) = A(0) y A(I) C U.
Si z € (U,y) tenemos que Z = (f * A * u), con p camino tal que f* A\(1) =
p(0) y u(I) C U, asi A * p es camino con f(1) = A x u(0) y A* u(l) C U,
de donde Z € (U, z). Para Z € (U, %) tenemos que Z = (f * i), con p camino
tal que f(1) = w(0) y u(I) CU yasi 2 = (fxp)g = (f x* Ax A1 p) con
FxA1) =215 pu(0) y At x u(I) C U de donde z € (U, ).
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Sean (U,z), (V,g) € B, si 2 € (U,z) N (V,y) entonces (U,z) = (U,2) y
(V,g) = (V, 2) de donde

U, z)n(V,g)=(U,2)N(V,2)
y por tanto
i. (UNV,z)ep;
it. 2e(UNV,2);
iii. (UNV,3) C(U,2)N(V,2) = (U,7) N (V. §).

De donde S es una base para una topologia en Xg.

Veamos que 9 es continua. Sea & = (f), € X¢ y sea U una vecindad
abierta de (%) = f(1), entonces (U, z) C U, ya que si § € (U, Z), tenemos
que § = (f * A\)5 con camino tal que f(1) = A(0) y A({) C U y asi

V(G) = fx A1) = A1) € U.

Supongamos que X es conexo por caminos. Para x € X existe un camino
fen X dexgaxyasiz= (f), € X estal que )(2) =z.
O]

Al referirnos a X como un espacio topologico tomaremos la topologia
sobre X que lleva por base los conjuntos de la forma (U, z) del Lema 2.69.

Lema 2.69. Sean (X, ) un espacio punteado, G un subgrupo de I1;(X, o).
Todo camino f en X con f(0) = xo puede ser levantado a un camino f en
Xa que comienza en Tg = (Cyy) g y termina en (f) s, es decir o f = f.

Demostracion. Sea t € I, Definiremos f; : I — X por fi(s) = f(ts) para
cada s € I. Sea f : I — X definida por f(t) = (f), notar que

i $0) = {fodg = (Cun)a = T
i f(1)=(h)e={fe
iii Y(f(t)) = (fi)g = fi(1) = f(t) paracada t € I, esto es o f = f.
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Veamos que f es continua. Sea ty € I v sea (U, f(to)) un bésico, como f es
continua y existe un intervalo abierto V- C I con ty € V'y f(V)) C U, veamos
que f(V) C (U, f(ty)). Sea t € V, afirmamos que f(t) = (f) € (U, f(t)). En
efecto, si t >ty tomemos X\ = f|i, 4 or[lto’ﬂ, donde rgto’t] es la parametrizacion
de I en [tg, ], asi A es camino de f(ty) = fi,(1) a f(t) con A(I) C f(V) C U,
de donde f; %\ es continuacion de f;, en U, ademas f;,*A\(1) = f(t) = fi(1) y

[fio* A% ;] = [Cyo] € G, dedonde (f,) = (f, * A} € (U, f(to)). Similarmente
sit <ty tomemos A = fl ory’t‘)], donde 7"[;"50] es la parametrizacion de I en
[t, o], asi A™! es camino de f(ty) = fi,(1) a f(t) con \"}(I) C f(V) C U, de
donde fy,*A™" es continuacion de fy, en U, ademas fi, *x A~ (1) = f(t) = fi(1)
Y [fuo x A% '] = [Cop] € G, de donde (fi) = (fi, * A7) € (U, f(to)).

[l

Corolario 2.70. Si (X,z9) es un espacio punteado y G es subgrupo de
I, (X, zg), entonces Xg es conexo por caminos.

Demostracion. Si @ = (f), € X¢, existe un camino de Z a &, pues f es un
camino en X con f(0) = xg y asi el levantamiento de f en X4 es un camino
de ¥ a g, con lo cual X es conexo por caminos

m

Definicion 2.71. Un espacio X es un espacio semilocalmente 1-conexo
si para cada x € X existe una vecindad abierta U de x tal que i, : I, (U, z) —
IIi(z,z), donde i : U — X es la inclusion, es trivial. Esto es: si i ([f],;) =
lio flx = [Cs]x para cada [f], € 11;(U, x).

Definiciéon 2.72. Sea X un espacio topologico. X es un espacio triplemen-
te conexo si X es conexo, locamente conexo por caminos y semilocalmente
1-conexo.

Teorema 2.73. Sea (X, x¢) un espacio topoldgico punteado, G un subgrupo
de 11, (X, w0). Si X es un espacio triplemente conero, entonces (Xg,v) es un
espacio cubriente de X y .11 (Xq, Zo) = G.

Demostracion. Notar que por el Corolario 2.70 X es conexo por caminos y
que, por el Lema 2.68 1) es continua. X es conexo por caminos pues es conexo
y localmente conexo por caminos y asi por el Lema 2.68 1 es sobreyectiva.
Resta demostrar que para cada x € X existe U vecindad abierta de x -
admisible.
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Sea © € X, existe W vecindad abierta de = tal que todo camino en W
con inicio y final en x es nulotépico® en X, como X es localmente conexo
por caminos existe U vecindad abierta conexa por caminos de x con U C W,
veamos que U es cubierto uniformemente por .

Para & = (g9), € ¥~ *(x) veamos que ¢|wz) : (U,Z) — U es homeomor-
fismo. Si y € U, existe un camino A\ de x a y en U pues U es conexo por
caminos, asi g * A es una continuacion de g en U con g * A\(1) = y, de donde
(gxNg € (U, ) y v((g*Ng) = y; asi |z es sobreyectiva. Supongamos
que § = (g% Ng:s 2= (9% i € (U,#) ¥ ¥(7) = 1(2), tenemos que A i~
es un camino cerrado en U basado en x, como U C W tenemos que \ * p~*
es nulotopico en X y asi

[gxdxp g =[gxCoxg™'] =[Ch) €G

de donde § = (g*x \), = (g*x ) = 2.

Cada vecindad abierta W de # en X contiene un conjunto abierto de la
forma (V, ) con ¢(V,&) = V pues ¥z es biyectiva, asi 1)z es abierta.
Por tanto 9y 3 es un homeomorfismo.

Para cada T € G tenemos que <~U’ Z) C ¢~ (U) de donde Uz, (U, ) C
¢Y1(U), ademés sea § = (g1), € X¢ tal que ¢(y) € U, tenemos que existe
un camino A de g;(1) a z en U, con lo cual

J={g)e= (g xAx X", €U (g *Ng)

con (g1 * \) € Y—1(x); de esto tenemos que

gep—1(z)

La familia {(U, 9)|g € ¥~'(x)} es tal que para cualesquiera dos elementos
distintos de tal familia, estos son ajenos pues dados (U, )y (U, Z) con g, z €
Y~ !(z), supongamos que (U,q) N (U, 2) # 0, entonces (U, ) = (U, 2), esto se
demostro en el Lema 2.68.

Finalmente veamos que 1,11 (Xq, &) = G. Ya hemos demostrado que
(X, 1) es espacio cubriente de X. Si [f] € G existe un tinico levantamiento f

5Sean X e Y espacios topolégicos. Una funcién continua f : X — Y es nulotopica si
existe y € Y tal que la funcién constante Cy : X — Y es homotdpica a f, esto es, si

f~C,.
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de f con f(0) = o, definido como f(t) = (f) con fi(s) = f(ts) (Lema 2.69).
Tenemos que [f * Cy] = [f] € G con lo que f(0) = (C,) = (f) = F(1), ast

[f] € I, (X¢, 7o) con 1, [f] = [f].
De donde v, Hl(Xg,xo) D d.

Por otro lado, sea [f] € II;(Xg, Zo) tenemos que f es el levantamiento
de ¢ o f (ver Lema 2.69) y (Cyy)s = £(0) = f(1) = <¢of>G, por tanto,
tenemos que v o f ~ C,, mod G de donde

v |f] = wof] =[voixc]ec

Por tanto w*Hl(Xg,fo) C @G.
O

Corolario 2.74. 5i X es triplemente conexo, entonces todo espacio cubriente
(X,p) de X es equivalente a un espacio de la forma (Xq, ).

Demostracion. Sea zo € X, tomemos & € p~'(z0) vy G = p.I1,(X,Z). Por
el Teorema 2.73 tenemos que (Xg,¢) es un espacio cubriente de X con
w*Hl(Xg,:co =G = p*Hl(X Z), asi por el Teorema 2.39 existe un homeo-
morfismo h : (X, #) = (Xg, Xo) tal que ¢yoh = p, de donde (X,p) y (Xg, )

son equivalentes.

O

Corolario 2.75. Sea X triplemente conezxo. Si (X,p) es un espacio cubriente
de X, entonces todo abierto contractible en X es p—admisible.

Demostracion. Sea U un abierto contractible en X y sea (Xg, 1) un espacio
cubriente de X equivalente a (X' ,p). En el Teorema 2.73 hemos demostrado
que todo abierto conexo por caminos para el cual todo camino cerrado en él
es nulotopico en X es ¥y—admisible. Como U es abierto contractible tenemos
que es conexo, pues si ug € U tal que H : Iy ~ C,, tenemos que para cada
u € U la funcion « : [ — U definida por «a(t) = H(u,t) para cada t € I es un
camino de u a uy y asi U es conexo por caminos y por tanto conexo, ademas
sea A un camino en U tenemos que la funcion F : [ x I — U definida por
F(t,s) = H(\(t),s) para cada (t,s) € I x I es tal que F': A ~ C,, de donde
todo camino cerrado en U es nulotépico en U y asi nulotopico en X, ya que
U es abierto en X basta con ampliar el codominio de F' a X, por tanto U es
1—admisible y asi p—admisible.

O
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Corolario 2.76. Sea X un espacio conexo y localmente conexo por caminos.
X tiene un espacio cubriente universal si y solo si X es semilocalmente 1-
conexo.

Demostracion. Supongamos que existe (f( ,p) espacio cubriente universal
de X, para cada x € X existe U vecindad abierta p—admisible de z, sea
T € p~'(x) y S la hoja sobre U que contiene a 7, tenemos que el siguiente
diagrama, donde i : S — X y j : U — X son inclusiones, es conmutativo:

I1,(8, ) ——— (X, 3) = [C4
Pls« D+
Hl(U,.Z') Hl(X,I)

Jx
Pues j = p|goiop|;t y asf j, es trivial.
Supongamos que X es semilocalmente 1-conexo tomemos zp € X y sea
G = {[Cy]}, tenemos que (Xg,®) es un espacio cubriente de X con Xg
conexo por caminos y (X, #o) = G. Si [f] . [g] € Iy(Xq, %) entonces

[po f] = [Cy,] = [pog], por el Corolario 2.24 tenemos que [f] = [g], asi
={

I, (X¢, Zo) [C3,]}. Por tanto (X¢, ) es un espacio cubriente universal
de X. [

Lema 2.77. Un espacio localmente contractible X es localmente conexo por
caminos y semilocalmente 1-conezxo.

Demostracion. Si z € X y U una vecindad de z, existe V' vecindad abierta
de x contractible a x tal que V C U, esto es, existe F': V x I — V funcién
continua tal que

F(y,0)=yy F(y,1) =z, para cada y € V.

Asi tenemos que para cada y € V', f : I — V definida por f(t) = F(y,t)
para cadat € I, es camino en V de y a x, por tanto V' es conexo por caminos.
Sea [f] € II;(V,x), como V es contractible tenemos que I1;(V, z) = [C,]

de donde j, : II1(V,z) — I1; (X, z) es trivial.
]
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Corolario 2.78. Si X es conexo y localmente contractible, entonces X tiene
un espacio cubriente universal.

Demostracion. Consecuencia del Corolario 2.76 y del Lema 2.77.

2.5. [Espacio de orbitas

Dado un espacio X conexo, localmente conexo y semilocalmente 1-conexo
mostraremos, mediante el uso del espacio de 6rbitas y un espacio cubriente
universal, una relaciéon biyectiva entre los espacios cubrientes de X y los
subgrupos de su grupo fundamental.

Definicion 2.79. Sea G es un grupo que actia sobre un espacio topologico
Y. El espacio de orbitas de Y con respecto a G es el espacio topologico
(Y/G,1,), donde Y/G, es el conjunto de todas las orbitas de G, esto es;

Y/G :=A{o(y)lyeY}.

p:Y = Y/G es la funcion definida por (y) = o(y) y 7, en la topologia
final de {u}.

Lema 2.80. Sea (X,p) espacio cubriente reqular de X, con X conexo y local-
mente conexo por caminos, y sea G = Cov(X /X). Existe un homeomorfismo
h,: X — X/G tal que hace conmutativo el diagrama

X

= X/G

Ademds, (X, ) es un espacio cubriente de X /G

Demostracion. Por el Teorema 2.46 tenemos que G actua transitivamente
sobre p~!(z) para cada z € X mediante la funcién evaluacion.

Sean z € X y Z,7 € p~!(x), existe g € G tal que ¢g(z) = ¢ de donde
o(F)No(f) # 0y asi o(Z) = o(§). Por lo anterior h, : X — X /G definida por
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h,(z) = o(Z), donde Z es un elemento de p~!(z), es una funcién. Ademés es
claro que hy,op = p.

Veamos que h,, es biyectiva, sea o(Z) € X /G, tenemos que p(#) € X y
h,(p(Z)) = o(Z), esto es h,, es sobreyectiva. Sean z, y € X, Ty § elementos de
las fibras de p sobre z y y respectivamente. Supongamos que h,,(z) = h,(y),
tenemos que existe g € G tal que T = ¢g(7) y asi

pues ¢(7) € p~'(y), de donde h,, es inyectiva.

Tenemos que hy, es continua pues para U un abierto en X /G, tenemos
que g~ (U) = p~'h,*(U) es un abierto en X por la continuidad de z; como p
es abierta tenemos que h,, ' (U) = p(p~"'h;, ' (U)) es abierto en X. Veamos que
h, es abierta; sea V un abierto en X, tenemos que p'h, (V) =p~ (V) es un
abierto en X, como 1 es una identificacion tenemos que h, (V') es abierto en

X /G, de donde h,, es abierta.

Tenemos que h, es continua biyectiva y abierta, de donde h, es un ho-
meomorfismo, ademas tenemos que el diagrama

X— % X

X X/G

hy

es conmutativo, asi por el Lema 2.16 (X, ;1) es un espacio cubriente de X /G.
]

Definicion 2.81. Sean (X,p), (f/, q) espacios cubrientes de X y 'Y respecti-
vamente. Estos espacios cubrientes se dicen espacios cubrientes equiva-
lenes si existen homeomorfismos h y k tales que hacen el siguiente diagrama
conmutalivo:
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y —r X
q P
Y X

Lema 2.82. Sea X wun espacio conexo y localmente conexo por caminos,
consideremos el siguiente diagrama conmutativo de espacios cubrientes

X

donde (X, p) y (X,r) son requlares. Sean G = Cov(X/X) y H = Cov(X/Y).
Entonces existe un diagrama conmutativo de espacios cubrientes de la forma

X " X/H

X/G

donde cada uno de los espacios cubrientes es equivalente al correspondiente
espacio cubriente del diagrama original.

Demostracion. Consideremos el diagrama
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X - Y donde

X o X/H p ¢
e / X

X/G

Wi, Gy Pug, hyy, son tales que los diagramas

X X
%€ HH
P r
X X/G Y X/H
rG rH

generados apartir del Lema 2.80, son conmutativos y ¢’ : X JH — X /G
es definida por ¢'(oy (%)) = og(Z) para cada oy (Z) € X/H, consideremos
=y p = pe. X

Tenemos que pg = ¢’ o uy pues para cada & € X

¢ o pu(Z) = q(ou(7)) = 0¢(¥) = pa(Z).

Veamos que ¢ es continua. Sea U un abierto en X /G, entonces pi o
¢ HU) = pug'(U) que es abierto en X, pues pe es continua, ademés como
pr es abierta y sobreyectiva tenemos que ¢'~(U) = ug(uy o ¢ 1(U)) es
abierto en X /H.

Sea § € Y tenemos que

¢ (huy () = ¢'(0n(2)) = 0a(T)

donde 7 € r71(g), ademas & € p~'(q(y)) pues
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de donde h,.(q(§)) = 0c(¥) y ast ¢'(hu, (7)) = hu(q(7)). Por tanto ¢’ o
Py = hye 0q. Finalmente por el Lema 2.16 tenemos que (X /H, ¢') es espacio
cubriente de X /G. O

Corolario 2.83. Sea X triplemente conexo y (XLp) un espacio cubriente
unwersal de X. Entonces, cada espacio cubriente (Y,q) de X es equivalente
a un espacio de la forma (X /H,q') para algin H subgrupo de Cov(X/X).

Demostracion. Sea (Y q) un espacio cubriente de X, por el Teorema 2.42
existe r : X — Y funcion continua tal que p = qor, tenemos que p*Hl(X Ty) =
{[Cs]} C I (Y, 7(Zo)), asi por el Teorema 2.40 tenemos que (X, 7) es es-
pacio cubriente de Y, como .11, (X, %) = {[Cr(:,;0 ]} tenemos que (X,r) es
regular, y por el Lema 2.82 tenemos que (Y, q) es equivalente a (X JH,q)
con H = Cou(X/Y). Tomemos g € H, g es homeomorfismo de X a X tal
que

pog=qorog=qor=p

de donde g € Cov(X/X), con lo que H es subgrupo de Cov(X/X).
[l

Sean X triplemente conexo ()2' ,p) un espacio cubriente universal de X,
G = Cou,(X/X). Denotemos a la familia de todos los espacios cubrientes
de X /G de la forma (X /H, q'), donde H es un subgrupo de Cov(X /X), por
Q, y denotemos a la familia de todos los subgrupos de Cov(X/X) por A.
Definiremos ¢ : 2 — A de la siguiente forma

Sea (X/H,q') € Q tenemos que el diagrama

I)‘(/H

X/H X/H

q hugd'

X/G—— X
By

es conmutativo, por el Lema 2.16, tenemos que (X /H, hu Gq) es espacio cu-
briente de X, por el Teorema 2.40 existe una tnica funciéon continua tal que
hﬂgq or = p, notar que el diagrama de funciénes continuas
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X

HH X/H
higd
p /
X

es conmutativo, asi tenemos que uy = 7, ademds por el Teorema 2.40,
(X, ) es espacio cubriente de X /H. Defimanos

¢(X/H.,q) = Cov,, (X /(X/H).
Tenemos que para cada g € COUMH(X/<X/H), pog =hqdopugog =
h.lq'opy = p,dedonde g € G, y asi #(X/H,q') es subrgupo de G. Definimos

G

m:A— Qporn(H)=(X/H,q).

Definicion 2.84. Sea X triplemente conexo y (f(,p) un espacio cubriente
universal de X . las funciones ¢ : Q@ - A yn: A — Qporn(H)= (X/H,{)
son llamadas correspondencias de Galois.

Teorema 2.85. Sea X triplemente conexo y (X,p) un espacio cubriente uni-
versal de X. Las correspondencias de Galois m y ¢ son biyecciones inversas
una de la otra.

Demostracion. Veamos que pom = Iy y mo ¢ = Iq.
Sea H € A tenemos que:

¢pom(H) =¢(X/H,q)) = Covy, (X/(X/H))
sea H* = Couv,, (X/(X/H)). Sea g € H, para cada # € X tenemos que
1 (9(@)) = o(g(Z) = o(%) = py(2) de donde iy © g = pp, por tanto g € H*
y asi H C H*. Por otro lado, sea ¢ € H* tomemos 7o € X, tenemos que
i (ZTo) = pu(g(T)o) de donde existe f € H C H* tal que f o g(Zy) = &g, por
el Teorema 2.47 fog = Iy, de donde g = f~* € H. Asi H* C H. Por tanto
pom(H)=H yasi pom = I\.
Sea (X/H,q') €  tenemos que:

w0 ¢(X/H,q") = n(Cov,, (X /(X/H))) = n(H) = (X/H,{)
O

Observacion 2.86. En el Teorema 2.85 tenemos que por el Corolario 2.61
Cov(X/X) = 11,(X,x), asi tenemos que existe una relacion biyectiva en-
tre los espacios cubrientes de X y los subgrupos de 111(X,x), pues por el
Corolario 2.83 todo espacio cubriente de X es de la forma (X /H,q').
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Corolario 2.87. Sea X triplemente conezo y sea (X,p) espacio cubriente
universal de X. Si H es subgrupo de Cov(X/X) entonces I11(X/H,x*) es
isomorfo a H.

Demostracion. Tenemos que ()~( , i) es espacio cubriente universal de X /H,
ademas X /H es localmente conexo por caminos, pues tanto p como i, son
homeomorfismos locales y X es localmente conexo por caminos, asi por el
Corolario 2.61 tenemos que para todo o(%) € X /H

Covy, (X /(X/H)) = IL(X/H, 0(7))
y en el Teorema 2.85 demostramos que Cov,,, (X /(X/H)) = H. O

Definicion 2.88. Sea G un grupo, con elemento neutro e, que actia sobre
un espacto topologico X . Un conjunto abierto V en X es un abierto propio
en X si gV NV = 0 para todo g € G\ {e}. Decimos que la actuacion de
G sobre X es una actuacion propiamente discontinua sobre X si para
cada x € X existe una vecindad abierta de x propia en X.

Observacion 2.89. 5i ()Z',p) es espacto cubriente de X tememos que la
actuacion del grupo Cov(X /X) sobre X es una actuacion propiamente dis-
continua, pues para To € X, y U una vecindad abierta p-admisible de p(T),
tomemos S la hoja sobre U que contiene a To y supongamos que hS NS # ()
para algin h € Cov(X /X)), tomemos & € hS N S, tenemos que existe § € S
con h(g) = & de donde p(y) = p(h™' (%)) = p(Z) y como p|s es inyectiva
tenemos que T =y, asi T es un punto fijo de h, por tanto h = I ;.

Teorema 2.90. Sea X conexo y localmente conexo por caminos. Sea G un
grupo que actia sobre X mediante una actuacion propiamente discontinua,
y sea p: X — X/G la inclusion natural. Se cumple lo siguiente:

i. (X,p) es espacio cubriente regular de X/G.

ii. Si X es semilocalmente 1-conexo, entonces Cov(X/(X/G)) = G.

iii. S1 X es simplemente conexo, entonces I11(X/G, %) = G.
Demostracion. i) Tenemos que p : (X, 7x) — (X/G, 7,) es una funciéon con-
tinua y sobreyectiva, veamos que p es abierta. Si U es un abierto en X, se
tiene que p~1(p(U)) = U,eq 9U, con gU abierto para todo g € G pues la fun-
cion definida por x — gz es continua para cada g € G con inversa continua
x +— g 'z, de donde p es abierta y por tanto p es una identificacion.
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Sea o(z) € X/G, y U una vecindad abierta propia de x, veamos que p(U)
es p-admisible. Tenemos que p~!(p(U)) = Ugec gU, ademés para g, f € G
con f # g tenemos que gU N fU = (), en efecto, tenemos que g7 'f # ey
g~ fUNU = 0; supongamos que v € gU N fU, x = gu = fv con u,v € U,
asi g7 fv =uy gt fUNU # 0 lo cual es una contradiccion. Veamos que
para cada g € G, plyu : gU — p(U) es biyectiva. Sea y € p(U), tenemos
que y = o(u) para algin u € U, tenemos que gu € gU y p(gu) = o(gu) =
o(u) = y, de donde p es sobreyectiva, supongamos que p(gu) = p(gv) para
alginos u, v € U, tenemos que o(gu) = o(gv), asi existe f € G tal que
gu = fgu, por tanto u = g thgv y ¢ ' fgU NU # 0, de donde f = e,
asi gu = fgv = gv y por tanto u = v, asi p|,y es inyectiva. Como p|, es
continua, abierta y biyectiva tenemos que pl|, es homeomorfismo y asi (X, p)
es espacio cubriente de X/G.

Para g € G tenemos que la funciéon g : X — X definida por z — gz es
un homeomorfismo, ademaés

plg(x)) = o(g(x)) = o(x) = p(x)
asi po g = p de donde G visto como grupo de funciones esta contenido en
Cov(X/(X/G)).
Sea o(x) € X/G tenemos que

pHo(x)) = {y € X|o(y) = o(z)} = {y € X|3g € G : gz =y} .

Sean y, 2 € p~'(o(x)) tenemos que y = gr y z = fr para algunos
g,f € G de donde z = fg~'y con fg7' € G C Cov(X/(x/@G)), con esto
hemos probado que Cov(X/(X/G)) actia transitivamente sobre p~!(o(z)).
Por el Teorema 2.46 tenemos que (X, p) es regular.

ii) En el Teorema 2.85 demostramos que Cov(X/(X/G)) = G.

iii) Como X es simplemente conexo, (X, p) es espacio cubriente universal
de X/G de donde por el Teorema 2.61 tenemos que para todo o(z) € X/G

I1,(X/G, o(x)) = Cov(X/(X/G)) = G.
]

Ejemplo 2.91. Consideremos la actuacién propiamente discontinua de 7
sobre R dada por (n,t) — t + n para cada (n,t) € Z x R, por el Teorema
2.89. (i77) tenemos que:

11, (R/Z, *) = Z.
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Ademas consideremos la funcién exp : R — $!, tenemos que exp es un
morfismo de grupos tal que Ker(exp) = Z, por el teorema fundamental de
homomorfismos existe tinico homomorfismo de grupos h : R/Z — $' tal que
h o pu = exp, donde p es la inclusion natural. El teorema fundamental de
homomorfismos nos dice que h(o(t)) = exp(t) para cada o(t) € R/Z, con
esto sencillo demostrar que h es un isomorfismo de grupos y siguiendo la
demostracion del Lema 2.80 se demuestra que h es un homeomorfismo (pues
h~! esta definida por h7!(s) = exp(s) donde § € exp~'(s) y la actuacion
(n,t) — t 4+ n actia transitivamente sobre los espacios fibra). Por tanto
tenemos que:

H1<Sl7 *) = Hl(R/Z, *) =27.

Por el Corolario 2.61 tenemos que Cov(R/S!) = Z, asi por el Teorema
2.85 tenemos que

{[(R/H,q")]|H es subgrupo de Z}

es la familia de clases de espacios cubrientes de S*.

Para cada n € IN tenemos que p, : $' — $! definida por p,(z) = 27,
es una funciéon cubriente, siguiendo la costruccion de las corresponcencias
de Galois del Teorema 2.85, tenemos que la familia de clases de espacios
cubrientes de $! es

{[(8%,po)lln € N} U{[(R, exp)]} .

Notar que el espacio cubriente asociado al subgrupo trivial {0} es el espa-
cio cubriente universal (R, exp), mientras que el espacio cubriente asociado
a 7 es el espacio cubriente trivial ($!, Ig1).

Ejemplo 2.92. Sea Y el subespacio cerrado de R? que consiste por una parte
del conjutno de puntos (z,y) € R? tales que y = sen(1/z) y = € (0,1/7),
el segmento [—1,1] del eje y, y el arco que conecta a estos dos subespacios
(Circulo de Varsovia ,Figura 2.1). Cocientando el segmento [—1, 1] del eje y
a un punto optenemos una proyecciéon natural f : Y — $!. Mostraremos que
f mno tiene levantamiento respecto al espacio cubriente (R, exp) de $'.

Sea L = {0} x [~1,1] C Y. Supongamos que f(L) = {(1,0)} y que
f:Y — R es un levantamiento de f respecto al espacio cubriente (R, exp).
Como Y'\ L es conexo tenemos que f(Y\L) es conexo, por tanto f(Y\L) estéa
contenido en una componente conexa de exp (f(Y\L)) = R\Z, digamos
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Figura 2.1: Espacio Y

f(Y\L) € (0,1), como exp : (0,1) — S' es un homeomorfismo y f es
sobreyectiva tenemos que f(Y'\L) = (0,1), ademas

fY)=Ff(¥Y\L) C f(Y\L) = (0,1) = [0,1]

Por otro lado como Y es compacto tenemos que f(Y) es compacto y asi
0,1] € f(Y), pues (0,1) = f(Y\L) C f(Y), de esta forma f(Y) = [0, 1].

Por lo anterior tenemos que f(L) = {0,1} que es un espacio disconexo.
Esto tltimo es una contradiccién pues ya que L es conexo y f es continua
tenemos que f (L) es conexo. Este ejemplo muestra la necesidad de pedir la
condicion de conexidad local por caminos en el Teorema 2.38 pues Y no es
un espacio localmente conexo por caminos y, se sabe que Iy (Y, yo) = {[Cy,]}
de donde

f*Hl(Ya yO) - {[Of(yo)]} g €5UP*H1(R7 gO)



Capitulo 3

Fibraciones

En este capitulo comenzaremos por introducir el concepto de homeomor-
fimo local y veremos que los homeomorfismos locales se comportan de manera
similar a las funciones cubrientes con respecto a las restricciones a subespa-
cios y la propiedad de ser funciones abiertas; acto seguido veremos que las
funciones cubrientes tienen la propiedad de que la familia de hojas sobre un
abierto admisible es la familia de componentes conexas de la preimagen del
abierto admisibe, y que el coproducto de funciones cubrientes es también una
funcion cubriente.

En la seccion 3.2 introduciremos la definicion de una funciéon continua
con la propiedad de levantamiento tinico de homotopia respecto a un espacio
topologico. Si una funcién continua tiena la propiedad de levantamiento de
homotopia respecto a cualquier espacio topologico entonces llamaremos a
dicha fucion fibracion; gracias a los teoremas de levantamiento del capitulo
1 veremos que toda funciéon cubriente es una fibracién, también veremos
que la propiedad de levantamiento tinico de homotopia de una fibracion es
equivalente a que la fibracion tenga la propiedad de levantamiento tinico de
trayectoras.

En la secciéon 3.3 presentaremos como es el comportamiento del homomor-
fismo inducido por una fibracién con la propiedad de levantamiento tnico de
trayectorias con respecto al grupo fundamental, las clases de conjugacion y
a las fibras, veremos que es similar al del homomorfismo inducido por una
funcion cubriente.

En la seccion 3.4 presentaremos el Teorema de levantamiento para fi-
braciones mediante la introducciéon de cuadrados cartesianos; veremos que
las fibraciones no solo levantan caminos, sino que también existen funciones
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continuas, con restricciones sobre el dominio, que pueden ser levantadas me-
diante una fibracion. Trabajaremos con el espacio de caminos que inician en
un punto base para demostrar que, como las funciones cubrientes, la existen-
cia de un levantamiento mediante una fibracion esta asociada a la contencion
de los grupos fundamentales bajo las respectivas funciones inducidas.

3.1. Homeomorfismos locales

Definiciéon 3.1. Una funcion f : (X,7) — (Y,0) se llama encaje si f es
inyectiva y la topologia T es la topologia inicial respecto a (f, o). Se dice que
un espacio topoldgico (A, Ta) es un subespacio de (X,7) si AC X y 74 esla
topologia inicial de A respecto a (i,7).

Proposicion 3.2. Sea f: (X,7) — (Y, 0) una funcion continua e inyectiva.
Entonces, si f es abierta o cerrada, f es encaje.

Demostracion. Supongamos que f es abierta. Sea ¢ : (Z,§) — (X, 7) una
funcion tal que f o g es continua. Sea U € 7, como f es abierta, f(U) € o.
Como fog es continua, (fog) ' (f(U)) =g tof o f(U) €&, ademas como
f es inyectiva, f~lo f(U) =U, asi g1 (U) =g~ 1o f~1 o f(U) € &, de donde
g es continua, por tanto 7 es inicial respecto a (f,0) y f es encaje. Si f es
cerrada la demostacion es anéloga.

0

Definicion 3.3. Una funcion continua f: X — Y es un homeomorfismo
local si para toda x € X eziste V vecindad abierta de x tal que f(V) es un
abierto y flv : V. — f(V) es un homeomorfismo.

Ejemplo 3.4. Tenemos que:

a) Todo homeomorfismo es un homeomorfismo local.

b) Si A C X es un abierto, entonces la inclusion i : A — X es un homeo-
morfismo local.

c) Si X es un espacio topologico y D es un espacio topologico discreto,
entonces la proyeccion wx : X x D — X es un homeomorfismo local.

Notar que en el Ejemplo 3.4 (b), la inclusién no es una funcion sobreyec-
tiva, asi tampoco es una funciéon cubriente.
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Proposicion 3.5. Si f : X — Y es continua, entonces son equivalentes:

I f es homeomorfismo local.

11 Para cada x € X existe V vecindad abierta de x tal que fly : V — Y es
encaje abierto.

111 Para cada x € X existe V wvecindad de x tal que f(V) es vecindad de
fl@)y flv:V = f(V) es un homeomorfismo.

Demostracion. I) = II): Sea x € X, existe V' vecindad abierta de x tal
que f(V) es abierto y f\{/(v) : V. — f(V) es un homeomorfismo, por tanto
flv : V= f(V) es continua y sobreyectiva. Sea U un abierto en V', f(U) es
abierto en f(V'), y ya que f(V) es abierto en Y, tenemos que f(U) es abierto
en Y, asi fly : V — Y es abierta y por la Proposicion 3.2 es un encaje.

IT) = III): Sea x € X, existe V vecindad abierta de x tal que f|y : V —
Y es encaje abierto, de donde f|y : V — f(V) es un homeomorfismo pues es
continua, biyectiva y abierta.

II]) = I): Sea © € X, existe V vecindad de z tal que f(V') es vecin-
dad de f(z)y flv : V — f(V) es un homeomorfismo. Sea W = int(V) N
f~Yintf(V)), tenemos que W es vecindad abierta de z y f(W) C intf(V).
Como f|y es homeomorfismo, f H:[EW) : W — f(W) es homeomorfismo vy,
como f (W) es abierto en intf(V'), f(W) es abierto en Y.

[

Proposicion 3.6. Todo homeomorfismo local es una funcion abierta

Demostracion. Sea f : X — Y un homeomorfismo local y A un abierto
en X. Sea x € Ay V vecindad abierta de x tal que f(V) es un abierto
vy flv : V= f(V) es un homeomorfismo, tenemos que f(A N V) es una
vecindad abierta de f(z) con f(ANV) C f(A).

[

Proposicion 3.7. Sip: X — X es continua y V C X es un abierto cubierto
uniformemente por p, entonces:

a) Si A C X, entonces V N A es cubierto uniformemente por p|;‘_1(A) :
p1(A) — A.

b) SiW C V es abierto en X, entonces W es cubierto uniformemente por
.
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Demostracion. (a): Sea A C X, Entonces:

I VN A es abierto en A.

11 Sea {S;} la familia de hojas sobre V' tenemos que:

pH(VNA) =p {(V)Np ' (A) = U S;Np~'(A)

donde cada S; N p~1(A) es abierto en p~!(A) y para cualesquiera dos
elementos distintos de la familia {S; N p~'(A)} son ajenos.

111 <10|;‘_1 ( A)> A (4) ©s homeomorfismo para cada i.

(b): Lema 2.13 O

Proposicion 3.8. Sean p: X — X continua, V C X conezo y p-admisible.
Si {S;} es la familia de hojas sobre V', entonces {S;} es la familia de com-
ponentes conexas de p~ (V).

Demostracion. Tenemos que S; = V', asi S; es conexo para cada i, ademas
p (V) =11, Si, de donde S; es abierto y cerrado en p~*(V'), por tanto S; es
componente conexa de p~ (V).

O

Proposicion 3.9. Toda funcion cubriente es un homeomorfismo local.

Demostracion. Sea p : X — X una funcién cubriente. Sea # € X y V
una vecindad abierta y admisible de p(Z), sea S la hoja sobre V tal que
T € 5, tenemos que S es un abierto que contiene a & con p(S) abierto y p|§(s)
homeomorfismo. Por tanto p es homeomorfismo local.

O
Proposicion 3.10. Toda funcion cubriente es una identificacion abierta.

Demostracion. Toda funcién cubriente es un homeomorfismo local de donde

es abierta, ademas sobreyectiva y asi es una identificacién abierta.
O

Proposicion 3.11. Sip : X — X es una funcion cubriente y A C X,
entonces p|;‘,1(A) es funcion cubriente.
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Demostracion. Sea © € A, existe V' vecindad abierta de z admisible, asi
V' N A es un abierto en A que contiene a x, ademas por la Proposicion 3.7.a

tenemos que V' N A es cubierto uniformemente por p|;‘,1( A)-
]

Proposicion 3.12. Se satisfacen:

a) La composicion de homeomorfismos locales es homeomorfismo local.

b) La restriccion de un homeomorfismo local a un abierto del dominio es
homeomorfismo local.

Demostracion. (a): Sean f: X — Y y g: Y — Z homeomorfismos locales.
Sean z € X y V una vecindad abierta de z es tal que f(V') es abierto y f|{/(v)
es homeomorfismo, U una vecindad abierta de f(z) tal que g(U) es abierto
y g|(g](U) es homeomorfismo; tomemos W = V N f~1(U), es claro que x € W
y que W es abierto en X, ademés f(W) es un abierto en U y asi g o f(W)
es un abierto en Z con go f \%f W) = 9’?2%;4/) of ]%W) homeomorfismo.

(b): Sean f : X — Y homeomorfismo local y A C X un abierto, la
funciéon inclusion i : A — X es homeomorfismo local y asi foi = f|4 es
homeomorfismo local.

]

Lema 3.13. s {pi : Xz — Xi} € A es un conjunto de funciones continuas,
son equivalentes: '

I pi: [1X: = 11 X; es una funcion cubriente.

II p; es funcion cubriente para cada v € A.

Demostracion. Tenemos que para cada j € A, las inclusiones i; : X; — [[ X;
y k; : X; — [ X; son funciones inyectivas, continuas y abiertas.

I = 1II): Sea j € A, tenemos que el diagrama

X; 11X

Dj Lp;

j o LX)
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es conmutativo, ya que z'j]if (X5) y kj]kf (X)) son funciones biyectivas, continuas
k;(X;)
i;(X;
es funcion cubriente, asi por el Lema 2.16 tenemos que p; es funcién cubriente.

IT = I): Sea (7,4) € [[ X, existe V C X vecindad de & abierta y p;
admisible. Tomemos{U,} 5 la familia de p; hojas sobre V', para cada s € B
el diagrama

y abiertas; son homeomorfismos, ademas por la Proposicion 3.13 [] pj|

Pilus

Us V

1 kj

X, —— 10X
WPl )

es conmutativo, ademas tenemos que i;, k; y p;|{; son homeomorfismos, de
donde (]] pj)]Z7((£ )) es homeomorfismo. k;(V') es abierto en [[ X; pues k; es
abierta, ademéas ([[p;) ' (k;(V)) = U,ep ij(Us) con i;(Us) abierto para cada
s € B. Por tanto k;(V') es una vecindad de (Z, j) abierta y p,; admisible.

[

3.2. Fibraciones

Definicion 3.14. Diremos que una funcion continua f : X — Y tiene la
propiedad de levantamiento (inico) de homotopia respecto a un
espacto topoldégico 7, si dado un diagrama conmutativo de funciones con-
tinuas, donde hy(z) = (z,0) para todo z € Z:

A g X
ho f
Zx1 Y

existe una (unica) H : Z x I :— X funcion continua que hace conmutativo
el diagrama:
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Z g X
ho H f
ZxI—0 Y

A H le llamaremos levantamiento de H que empieza con g.

Definiciéon 3.15. Una funcion continua f : X — Y es una fibracion (de
Hurewicz) si f tiene la propiedad de levantamiento de homotopia respecto
a cualquier espacio Y .

Definicion 3.16. St X es un espacio topoldgico entonces para toda x € X,
la componente por trayectorias de x en X que denotaremos por c(x) es
la union de todos los subespacios conexos por caminos de X que contengan a
x.

Definicion 3.17. Un espacio topologico X es un espacio totalmente in-
conexo por trayectorias si, para toda x € X, c¢(x) = {z}.

Proposicion 3.18. Si X es un espacio topoldgico, son equivalentes:

a) X es totalmente inconexo por trayectorias.

b) Si f: 1 — X es continua, entonces f es constante.

Demostracion. a) = b), para esto veamos que —b) = —a). Si existe f :
I — X continua no constante entonces existe ¢t en I tal que f(t) # f(0),
tenemos que f(t) € f(I) C c(x) pues f(I) es conexo por trayectorias y asi
e(£(0)) £ {F(0)}.

b) = a), para esto veamos que —a) = —b). Si X no es totalmente inconexo
por trayectorias entonces existen z, 2’ € X tales que = # 2’ y 2’ € ¢(z), por
tanto existe f : I — X continua tal que f(0) =z y f(1) = 2/, ya que ¢(x) es
conexo por caminos, y asi f no es constante. O

Ejemplo 3.19.

1. Toda funcion cubriente es fibracion (Teorema 2.23).

2. Si B es totalmente inconexo por trayectorias y b € B entonces la inclu-
sion i : {b} — B es fibracion

Pues, si conmuta el diagrama de funciones continuas,
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v : {0}
ho 7
Y xI————B

Para cada y € Y, tenemos que H, : I — B definida por H,(t) =
H(y,t) para cada t € I, es continua, como B es totalmente inconexo
por trayectorias tenemos que H, es constante por la Proposicién 3.19,
pero

H(y,0) = H(ho(y)) = i(g(y)) = b

por tanto H(y,t) = b para todo t € I, asi la funcion constante H :
Y x I — {b} hace conmutativo el diagrama

v : {0}
ho H 7
Yx]————B

3. Si By F son espacios topologicos, la proyeccion pg : B x F' — B es una
fibracion, la cual llamaremos fibracion trivial. En efecto, si conmuta el
diagrama de funciones continuas

Y g BxF
ho pPB
Y x1 7 B

Sea H : Y x I — B x F la tnica funcién continua que hace conmutar
los diagramas
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Y x I H BxF Y x I H BxF

X\ % PFOQOPY\\ %

B F

donde py : Y X I —- Y y prp: B X F — F son proyecciones. Tenemos
que

ppoHohy=Hohy=ps y ppoHohy=progoPyohy=Prog

de donde Hhy = g.

Observacion 3.20. Sea pp : B X F' — B una fibracion trivial. Las fibras de
pr son homeomorfas a F' pues

ppi(b) = {(b,x) € Bx Flz € F} = {b} x F = F.

De esta forma si F' nmo es un espacio discreto, pg no es una funcion
cubriente.

Definicion 3.21. Se dice que una fibracion p : E — B tiene la propiedad
de levantamiento inico de trayectorias (ludt) si, el que f,§: 1 — E
sean caminos tales que pf = pg y f(0) = g(0), implica que f = §.

Teorema 3.22. Sip: E — B es una fibracion, entonces son equivalentes

a) p tiene la propiedad ludt.

b) Si'Y es conexo por caminos y f,g Y — E funciones continuas tales
que existe yo € Y tal que f(yo) = 9(yo) y pf = pg, entonces f = g.
c¢) p tiene la propiedad de levantamiento unico de homotopia (Definicion

3.14).

d) Para todo b € B, p~*(b) es totalmente inconexo por trayectorias.

Demostracion. a) = b) Seay € Y, sea A : I — Y un camino de yo a y
tenemos que fAy g\ son caminos tales que fA(0) = f(yo) = g(vo) = g\ (0)
Y pfX = pgA, pues pf = pg. Asi fA = g\, por tanto f(y) = fA(1) = gA(1) =
g(y), de donde f = g.

b) = ¢) Consideremos el diagrama de funciénes conmutativas
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Y g E
ho p
Y x [ — B

Supongamos que H y G son levantamientos de H que empiezan con ¢ :
Y — Eysea (y,t) €Y x I, tenemos que (y,t) € {y} x I, donde {y} x I es
CcONnexo por caminos y

i) pH|yyxr = Hlyxr = pGliyyxi-
ii) H|gyyx1(0) = H(y,0) = Hho(y) = g(y) = Gho(y) = G(y,0) = G|(3x1(0).

De donde H|gyxr = Glyyyxr v ast G(y,t) = H(y,t) para todoy € Y y
para todo ¢ € I, por tanto G = H.

¢)=d) Seabe€ By f:I— p'(b) C E funciéon continua tomemos
e = f(0), notar que p(e) = b, consideremos la homotopia H : {e} x I — B
tal que H(e,t) = b para todo ¢t € I y la inclusion i : {e} — FE, tenemos en
siguiente diagrama conmutativo de funciones continuas

{e} E
{e} x I B

Sean H : {e}x[—>Edeﬁn1dap0rH(e t) —f()yG {e} xI - F
definida por G(e,t) = e, tenemos que tanto G como H son levantamientos
de H que empiezan con i, de donde H = Gy asi f(t) = H(e,t) = G(e,t) =
para todo ¢t € I, esto es, f es constante y por tanto p~!(b) es totahnente
inconexo por caminos.

d) = a) para esto veamos que —a) = —d). Sean f.5: I — E caminos
tales que f(0) = §(0), pf = pg y existe t, € I tal que f(to) # §(to), sin
pérdida de generalidad, supongamos que to = 1, como pf = pg, sean H :
P f Yxpg ~ Gy I yb=p f (1) tenemos el siguiente diagrama de funciones
continuas
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17 g
ho p
[x]————B

para el cual existe H levantamiento de H que empieza con f 1§, como H (([ X
I)U (I x {1}) = {b} tenemos que A : [ — p~!(b) definida por:

H(0,3s) 0<s<3z
As)=4¢ H(Bs—1,1) 3<s<32
H(1,3-3s) 2<s<1

es camino en p~'(b) tal que A(0) = H(0,0) = f~1g(0) = f(1) # §(1) =
f~'g(1) = H(1,0) = X(1), esto es, A es un camino que une dos puntos
distintos de p~*(b) con lo que p~1(b) no es totalmente inconexo por caminos.

O

Observacion 3.23. Cada funcion cubriente p : X — X es una fibracion
con ludt. Cada fibra p~'(x) es un espacio totalmente inconexo por trayec-
torias, pues es discreto (Lema 2.10), por lo tanto todos los teoremas sobre
fibraciones con ludt son validos también para funciones cubrientes y, desde
luego, tienen la propiedad de levantamiento tunico de homotopia respecto a
cualquier espacio topologico (lo que es consecuencia del Teorema 3.22).

La afirmacion reciproca en la observacion 3.23 no es valida. El siguiente
ejemplo muestra una fibracion con ludt que no es funcién cubriente.

Ejemplo 3.24. Sea E el subespacio de R? formado por la unién de dos
circunferencias concentricas con ecuaciones en cordenadas polares r = 1 y
r = 2 y una espiral infinita T que tiende a cada una de las dos circunferencias
(con equaciones en coordenadas polares del tipo r(#) = (3 + W\%) /2, siendo

0 € R un éngulo), la cual contiene a los puntos de la forma (1 + £,0) y
(2 — %,O) para cada n = 2,3,... (Figura 3.1), y consideremos la funcion
p: E — S'dada por p(z) = 1z donde || representa la norma de = en R?. Es
relevante notar que la restriccion de p en la espiral T" es una funcién cubriente
equivalente a la funcion exp. Es facil ver que p es una fibracion localmente
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Figura 3.1: Espacio E

tribial, esto es, para cada x € S' existe una vecindad abierta U de z en $*
tal que el siguiente diagrama es conmutativo

pH(U) i UxF.
p|pmA %
U

donde F' es homeomorfo al subespacio del intervalo [0, 1] formado por
los puntos % y1— % para cada n = 1,2, ...,. Es claro que F' es totalmente
inconexo, pero no discreto, pues {0} y {1} no son abiertos en F

Por consiguiente, es una fibracion [6, chapter II, Theorem 13, Corollary
14]. Ademaés p tiene la propiedad ludt ya que cada fibra p~!(z) (homeomorfa
a F') es totalmente inconexa por trayectorias (ver teorema 3.23 d)), pero p
no es una funciéon cubriente pues p~!(z) no es un espacio discreto. Se puede
notar que F, en este ejemplo, es conexo y compacto.

Cabe mencionar que el conjunto de las funciénes cubrientes coincide con

el de las fibraciones localmente triviales con fibra discreta.

Corolario 3.25. Sip : E — B es una fibracion con levantamiento unico
de trayectorias y f,g : I — E son trayectorias con f(0) = g(0) y H : pf ~
pg rel I entonces H : f ~ g rel I.

Demostracion. Tenemos que H : I x [ — B es funcién continua tal que para
todo t € I:

i. H(t,0)=pf(t)y H(t,1) = pg(t)
ii. H(0,) =pf(0) =pg(0) y H(1,t) =pf(1) = pg(1)

Sea H funcién continua tal que hace conmutativo el diagrama de funciones
continuas
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I ! E
ho H p
Ix1—0: B

tenemos que H({0} x I) = {pf(0)}, asi H({0} x I) C p~'(pf(0)), como
p~U(pf(0)) es totalmente inconexo por trayectorias tenemos que H(0,t) =
£(0) = g(0) para todo t € I, pues H(0,0) = Hho(0) = f(0). Analogamente,
ya que H({1} x I) = {pf(1)}, H{1} x I) € H Y (pf(1)) y como en el caso
anterior, tenemos que H(1,t) = f(1) para todo ¢ € I.

Sea hy : I — I x I definida por hy(t) = (¢,1) para todo t € I, tenemos
que pHhy = Hhy = pg, asi por la propiedad ludt de p tenemos que Hhy =g
de donde H(t,1) = g(t). Como p(H(t,0)) = H(t,0) = pf(t), H(t,0) = f(t)
para todo t € I, ademéas H(1,t) = f(1) = H(1,1) = Hhy(1) = g(1). Por
tanto H : f ~ g rel I.

[

Lema 3.26. La composicion de fibraciones (con propiedad ludt) es fibracion
(con propiedad ludt).

Demostracion. Supongamos que p: E— By p' : B — B’ son fibraciones, y
que el siguiente diagrama de funciones continuas es conmutativo

Y J E
Lp

ho B
Lp'

Y x I B

Por ser p/ fibracion existe H' : Y x I — B tal que: H' hy = pg yDp 'H' = H.
Asf por ser p una fibracion existe H:Y xI — E tal que Hhy = gy
pH = H', asi H es tal que Hhy = gy p'pH = H. Por tanto p'op es fibracion.
Si ademés p y p’ tienen la propiedad de levantamiento tnico de trayectorias
vy G:Y x I — E es funcion continua tal que p G =Hy Gho = g entonces
como p’ tiene la propiedad ludt pG - H y asi G=H pues p tiene la
propiedad ludt. O
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Lema 3.27. Sip: E — B es una fibracion (con propidedad ludt) y C es una

componente por trayectorias de E. Entonces p\%(c)
ludt) y p(C) es componente por trayectorias de B

es fibracion (con propiedad

Demostracion. Sea C' la componente por trayectorias de B que contiene a
p(C) tenemos que; sean b € p(C), b € C"y f: I — C' camino de b a b’

entonces si z € p1(b)NC, existe f : {z} x [ — F funcién continua que hace
conmutar el diagrama

{a} —— E
ho J P
{z} x 1 B

I

Donde i : {x} — FE es inclusion y 7y : {x} x I — I es definida por
mr(x,t) = t para cada t € I. Como f(z,0) = i(z) =z € C y {x} x I es
conexo por caminos, tenemos que f({z}x1I) C C; pero pf(x,1) = fr(z,1) =
f(1) =0 de donde V' € p(C) y por tanto p(C) = C".

Supongamos que el siguiente diagrama de funciones continuas es conmu-
tativo

9
Y C
ho Pl

Y x I - p(C)

entonces conmuta el diagrama

Y g C : E
ho p|A P
Y x I p(0) B
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donde 7 y j son inclusiones. Asi existe H funcién continua tal que pH = jH
y Hhy = ig, de donde para todo y € Y, H(y,0) = g(y) € C, pero C es
componente por trayectorias de E y asi H({y} x I) C C para todo y € Y,
por tanto I:I(Y x 1) C C, esto es, conmuta el diagrama

Y J C
p(C)
ho fﬂng plC
Y x I p(C)

Si ademads p tiene la propiedad ludt y G : Y x I — C es levantamiento
de H que empieza con g entonces iGhg = ig y piG = jH de donde iH|$, ; =
H=iGyast G=H{,,.

m

Teorema 3.28. Sip : E — B es continua y E es localmente conexo por
caminos, entonces son equivalentes

a) p es fibracion (con la propiedad ludt).

b) Para cada componente por trayectorias C' de F, p\%(c) es fibracion (con

la propiedad ludt) y p(C) es componente de B.

Demostracion. a) = b) Lema 3.27.
b) = a) Supongamos que el siguiente diagrama de funciones continuas es
conmutativo

Y g E
ho p
Y x I B

Puesto que E = [J,c; C;, unién disjunta, con {C;|j € J} la familia de
componentes por trayectorias de E, entonces Y = UjGJ gHCH) yY x I =

U,es(971(Cy) x I). Siy € g7'Cj, entonces H(y,0) = Hho(y) = pg(y) pero
g(y) € C;y p(Cj) componente conexa por trayectorias de B, por tanto
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H({y} x I) C pC; y asi para cada j € J existe H; tal que conmuta el
diagrama

g 1(Cy) - Cj
ho p
9 HCy) x I — p(Cy)

Sea H : Y x I — E la funcién definida por H(y,t) = H;(y,t) con
y € g71(C}), entonces H es un levantamiento de H que empieza con g. Ahora
si para toda j € J, p|g(jcj ) tiene la propiedad ludt y G es un levantamiento de

H que empieza con g entonces para todo j € J tenemos que éj = é|goﬁl(c_)

)x1
es tal que éj = ]:Ij. De donde G = H.
O

3.3. Fibraciones y grupo fundamental

Lema 3.29. Sip: E — B es una fibracion con la propiedad ludt, b € B y
x € p~Y(b). Entonces p, : I, (E,x) — I1;(B,b) es monomorfismo.

Demostracion. Si [f] € I(E,z) es tal que p.[f] = [pf] = [C)] = [pCL],
entonces pf =~ pCy rel I'y f(0) =z = C,(0), por el Corolario 3.25 tenemos
que f ~ C, rel I, de donde [f] = [C,] y asi p, es monomorfismo.

0

Lema 3.30. St f : X — Y es una funcion continua y o : I — X es una
trayectoria con o(0) = xo y (1) = x1, entonces conmuta el diagrama

1 (X, 20) —L—=T1,(Y, f(0))
[o0]* [fol”
I (X, xq) I (Y, f(21))

*

Donde [o]" [\ = [c7 ' * Ax o] y [fo]" [5\} = [fcf1 * \* fo
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Demostracion. Sea [N € I11(X, xg) tenemos que [fo]* f. [\ = [fo]" [fA] =
[fo=t# fAx fo] = filo]" [A
[

Lema 3.31. Si f : X — Y es una funcion continua, X es conexo por
caminos, y € Y y {xg,z1} C f~H(y), entonces f 111 (X, z0) y fIl1(X, x1) son
subgrupos conjugados de 111 (Y, y)

Demostracion. Sea o : I — X un camino de xg a x1, tenemos que conmuta
el diagrama

11, (X, 7o) I (Y, f(x0))
[o]* [fol
Hl(X, ZL‘l) Hl(Yaf(xl))

Asi [fO']*f*Hl(X,ZE()) = [ [0]*H1(X7x0) = f*Hl(prl)v (ya que [J]* =

I, que, por el Lema 1.25, es isomorfismo de grupos), de donde

f*Hl(X> 33‘1) = [fail} f*H(X7 1}0) [f(f]

]

Teorema 3.32. Sip: E — B es una fibracion con propiedad ludt y E es
conezxo por caminos, entonces para todo b € B, {p.Il1(E,z)|x € E} es una
clase de conjugacion de subgrupos de 111 (B, ).

Demostracion. Sean b € B, by € p~1(b) y C la clase de conjugaciéon de
111 (E, bo) en 11, (B, b) por el Lema 3.31 tenemos que

{pmEhhermco

Sea [o] € I11(B, b) consideremos el diagrama conmutativo
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{Bo}xf _ B

donde H(by,t) = o(t) para cada t € I y definamos & oI — Epor g(t) =
H(bo,t), tenemos que & es tal que pd = o, 6(0) = H(by,0) = i(by). Sea

by = (1) tenemos que p(by) = p(1) = (1) = b, de donde b, € p~1(b), asi
tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo

I, (E, b) P I, (B, b)

" [p}*=lo]"

Hl (B7 b)
Por tanto

pe 6] T (E, bo) = pII(E, by) = [0]" p.I1(E, bo) = [0] " pII1(E, bo) [o]

de donde [o] " p I (E, by) [0] = p.II1(E, by), con lo que
cc{pmEnber'®)}.
[

Definicion 3.33. Sip : E — B es una fibracion con la propiedad ludt y
o : 1 — B es un camino en B tal que o(0) = by, o(1) = by. Definimos
Tio) : p~ (o) = p1(b1) de la siguiente manera:

Sea H la unica funcion continua tal que conmuta
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p~*(bo) E

ho . p
H

_l(bo) x I e B

donde m; es la proyeccion en I. Para todo x € p~'(by), pH(z, 1) =
omr(x,1) = o(1) = by. Asi H(p~(by) x {1}) C p~'(by), de donde H|p (z; o1
estd bien definida. Sea hy : p~'(by) — p~'(bo) X I definida por hy(z) = (x,1)
para cada x € p~t(by), definimos
T H\p nohy

_1 bo)X[

Tenemos que Ti,)(z) = H(x,1) para cada x € p~'(by). Notar que, si
x € pL(by), entonces I:[|{x}><l es un levantamiento de o que empieza en x vy
termina en H(x,1) = Tiy)(x). Por tanto podemos describir la accion de Tiy
de la siguiente manera: si x € p~1(by), tomese un levantamiento ¢ de o que
empiece en x; entonces Ti,)(x) = 6(1); a Tj,) se le llama la traslacion de
la fibra a lo largo de [0]; veremos que Ti,) solo depende de [o].

Lema 3.34. Sip : E — B es fibracion con la propiedad ludt y para todo
o1 — B camino, Ti,) es la traslacion a lo largo de [o], entonces:

a) Sio~o rel _f, entonces Tig) = Tio1).
b) Tigwo) = Tiory © Tio),
¢) Tie,) = Lp-1 (), para cada b € B.

Demostracion. a) Sean by = 0(0), by = o(1), b € p~'(bo), &y & levanta-
mientos de o y o’ respectlvamente que comienzan en b por el Corolario 3.25
tenemos que & =~ ¢ rel I y por tanto T, (b) = 6(1) = &'(1) = T[U](b)

b): Sean by = 0(0), by = o(1) = o’(0), by = o’(1). Si b € p~'(by), sea &
un levantamiento de ¢’ que comienza en (1), con & levantamiento de o que
comienza en 5, entonces & * ¢’ es levantamiento de o * 0’ que comienza en I~),
por tanto

Tigso)(b) = & % &' (1) = 6'(1) = Tio(6"(1)) = Tjor) © Tio) (b)
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~c)Si b € p~'(b), entonces Cj es un levantamiento de C}, que comienza en
b y asi T[Cb}(b) = Cg(l) =b. ]

Definicion 3.35. Sea B un espacio topoldgico, llamaremos grupoide fun-
damental de B a la categoria con objetos B, con morfismos{[c] |o es camino
en B}, la funcion dominio Dom [o] = 0(0), la funcion codominio Cod o] =
o(1), sean o1 y o9 caminos en B tales que Dom[os] = Cod|o1] la regla
de composicion dada por o(|o1], [02]) = |01 * 03]. Denotaremos por 11(B) al
grupoide fundamental de B.

Teorema 3.36. Sea p: E — B una fibracion, K la subcategoria plena de la
categoria de espacios topologicos Top cuyos objetos son las fibras de p, esto es,
los objetos de K son los espacios topoldgicos p~1(b) con x € B, los morfismos
de K, denotados por Mor(K), son las funciones continuas entre fibras de p.
T : Morll(B) — MorK, donde tal que T [0] = T,y y T : ObII(B) — ObK
definido porT (b) = p~1(b) es funtor.

Demostracion. Por la parte (a) del Teorema 3.34 tenemos que 7' esta bien
definida, por la parte (b) tenemos que conserva composiciones y conserva
identidades por la parte (c). O

Corolario 3.37. Sip: E — B es fibracion con propiedad ludt y B es conexo
por caminos, entonces para todo b,b' € B, p~*(b) = p~ (/).

Demostracion. Sea o : I — B un camino de b a V', Asi tenemos que T, :
p~1(b) — p~ (V') es funcion continua con inversa continua Tj,-1) : p~' (V') —

p~1(b) pues o x 0" ~ Cp, rel I y T preserva identidades, por tanto p~!(b) =
-1

p (V).
0

Definicion 3.38. Sip: E — B es fibracion con propiedad de ludt, la multi-
plictdad de una fibracion p o el nimero de hojas de p es la cardinalidad
de una de sus fribras.

Teorema 3.39. Sea p : E — B es fibracion con propiedad de ludt y E

conexo por caminos. Si by = p(x), entonces la multiplicidad de p coincide
con el indice de p,(II;(E, z)) en 11 (B, by).

Demostracion. Sea D el conjunto de clases laterales derechas de p. (I, (E, x))
en ITy (B, by) y sea g : p~*(bo) — D definida por g(b) = p,I1,(E, x) [p5], donde
0 : 1 — FE es camino de z a b. Notar que si A es camino de x a b en E

entonces (p,[6]) (A7) = pu]d * A7 € pI(E, z), asi pJII(E, z)[ps] =
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Il (E, x)[pS\], de donde g esta bien definida. Sea f : D — p~!(by) definida
por f(pIL(E,x)[o]) = Tig(x), si pIL(E,x)[o] = pJL(E,x)[A] entonces
[0 % A7Y] € pII(E, x), existe § levantamiento de o+ \~! tal que (0) = 0(1) =
x, de donde )
Tigur-1(2) = Tix-1y 0 Ty (2) = 0(1) = &
y asi Tip)(x) = Tiy(x), con lo que f estd bien definida.
Sea b € p~'(by) entonces

f9() = f(p.IL(E, 2) [p5]) = Tipa)(x) = 5(1) = b

ya que 6(0) = z y 6(1) = b, de donde fg = I,-1(4)- Por otro lado tenemos
que

9f (pIL(E, z) [o]) = g(Tiei(2)) = g(6(1)) = p.IL(E, z) [p5] = p.IL(E, x) [0]

ya que pd = oy 6(0) = z, por tanto gf = Ip. Asi f es biyeccion de D a

p~*(bo)- -

Definicion 3.40. Una fibracion p : E — B con propiedad de ludt es una
fibracion regular si dado un camino cerrado o en B, o bien todos los le-
vantamientos de o son caminos cerrados o ninguno lo es.

Teorema 3.41. Sip: E — B es una fibracion con propiedad de ludt y E es
conexo por trayectorias, entonces son equivalentes

a) p es reqular;
b) Paratodob € B, para cualesquierab,b' € p~'(b), p.I11(E,b) = p,I1,(E,V);

¢) Para todo b € B, para cualquier b € p~1(b), p*Hl(E,i)) es subgrupo
normal de 11,(B,b);

d) Eziste x € E tal que p, 111 (E, x) es subgrupo normal de 11, (B, p(x));

e) Existe by € B tal que: Si o es un camino cerrado en by en B, entonces
o todos los levantamientos de o son caminos cerrados o ninguno lo es.

Demostracion. a) = b) Sean b € B, b,V € p1(b) y [0] € pII1(E,b), existe
6] € T1,(E, b) tal que p, [5] = [0]. Como b’ € p~'(b) existe &' levantamiento
de o tal que 6'(0) = I y como p es regular, & es cerrado en V' de donde
0] = [pd'] € pJI(E,V), asi pII(E,b) C p,I,(E, ). De forma similar
tenemos que p,I1; (E, Z;) 2 p L (E, 5’)
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b) = ¢) Por el Teorema 3.32 tenemos que
{pI(EDW €p(0)} = {lo]11(E,5) o] |[o] € pIL(B.D)}

y por b) tenemos que {p*Hl(E,l;’)W € p‘l(b)} = {p*Hl(E,ZN))}, por tanto

p.I11(E,b) es es subgrupo normal de II; (B, b).

¢) = d) Es claro.

d) = €) Sea by = p(z), por el Teorema 3.32, para todo b € p~'(by)
tenemos que p,I1;(E,b) es subgrupo normal de p,(B, by). Si o es un camino
cerrado en by de B y existe ¢ levantamiento de o tal que ¢ es camino cerrado
en b, asi [o] = [pg] € p,II1(E,b). Por tanto sea A un levantamiento de o tal
que A(0) = b’ entonces [p)] = [0] € p.IL(E,b) = p.IL(E, V) y por tanto
[\] € I, (E, '), asi A es camino cerrado.

e) = a) para esto veamos que —a) = —e) Sean ¢ un camino cerrado en
by en B, & un levantamiento de ¢ con 5(0) = by = &(1), A un levantamiento
de o con A(0) = by # by = A(1). Tomemos b € B y # camino en B tal
que 6(0) = by, 6(1) = b, entonces existen 0o, 01,05 levantamientos de 6 tales
que 6’}(0) = Nj para j = 0,1,2; Como p tiene la propiedad de ludt tenemos
que 01(1) # 05(1) de donde 05 % & % 6y y 67" * X % 63 son levantamientos de
0~ % o x 0 pero el primero es un camino cerrado y el segundo no lo es.

]

3.4. Teorema de levantamiento

Definicion 3.42. Un cuadro conmutativo de funciones continuas

!

W g X
f f
A Y

g

es un cuadrado cartesiano (diagrama de Pull-back, producto fibrado)
Si dadas o : A — X, B : A — Z funciones continuas tales que fa = gf
entonces existe una unica funcion continua v : A — W tal que ¢’y = a y
f'v =B, o sea, que hace conmutativo el diagrama:
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/

w g X
\ /
f! A f
i
7 Y

g

Lema 3.43. Si el siguiente diagrama es un cuadrado cartesiano

w—2 X ()
f! f

A

Entonces {f',g'} es monofuente (Definicion 1.34).

Demostracion. Supongamos que el diagrama (/) es un cuadrado cartesiano,
sea 7 una topologia sobre W que hace continuas a f’ y ¢’, por definiciéon de
cuadrado cartesiano existe una tnica v que hace conmutar el diagrama

) v X
(W, 7) f
A

Z - Y

(W, 1w

f/

Sean w € W y w' = y(w) tenemos que ¢'(w') = ¢'(y(w) = ¢'(w) y
f'(w) = f'(v(w)) = f(w). Tomemos « : {w,w'} — X la funcién constante
g(w)y p:{w,w'} — Z la funcion constante f'(w), tenemos que fa(w) =
gB(w)y fa(w') = gB(w'), por tanto existe una tinica v’ tal que hace conmutar
el diagrama
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W d X
N /
i {w,w'} f

A

A Y

g

Pero tanto C, como C,, las funciones constantes de {w,w'} a W en
w y w' respectivamente, en el lugar de +', hacen conmutativo el diagrama
anterior, asi que C,, = C,v y w = w’. Lo anterior implica que v = Iy, y por
tanto Ty C 7, esto es {f’, ¢’} es fuente de funciones.

Sean o1,09 : A — W funciones continuas tales que f'o1 = f'os y ¢'o1 =
g'oy tenemos que el siguiente cuadro es conmutativo

g/
o1
o2 g/o
A f
.
g

w X
1
f/
Z
pues fg'oy = fg'os = gf'os de donde 01 = 09, por tanto {f’, ¢’} es mono-

fuente.
O

Lema 3.44. Si f : X — Y yg: Z — Y son funciones continuas, W =
{(z,y) e X x Z|f(x) =g(y)} v [ y ¢ son las restricciones a W, de las
proyecciones, entonces:

a) El cuadrado

w g X
i f
A Y

es cartesiano
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b) Si

1 f

A Y

g

es un cuadrado cartesiano, entonces existe un unico homeomorfismo
h:W'— W tal que conmuta el diagrama

W g X
N
@
f w’ f
e
7 Y

Demostracion. a) Por la definicion de W el cuadro de a) es conmutativo,
sean @ : A - X y f: A — Z funciones continuas tales que fa = gf,
tomemos 7 : A — X X Z la tnica funciéon continua tal que x5 = o'y
zy = [ se tiene que J(A) C W, pues si a € A, tenemos que frx7y(a) =
fa(a) = gB(a) = 7z7(a), de donde v = [} es tal que g'y = a y f'y = .
Siy : A — W es una funciéon continua tal que ¢y = ay f'4 = 8 como
{f’, g’} es monofuente, v = . Por tanto el cuadrado en a) es cartesiano.

b) Por la definicion de cuadrado cartesiano existen tnicas h : W — W’
y b : W' — W funciones continuas tales que ¢"h = ¢, f"h = ', ¢h = ¢”
y f'h' = f”, de donde hh' = Iy y h'h = Iy pues se tienen los diagramas
conmutativos

W’ g X 0% < X
hh' W' /
Ty g” Iw g
7 w’ VN W f
" y
7 \4 7 \4



84 Fibraciones

Asi h es el homeomorfismo, la unicidad es dada por la propiedad del
cuadrado cartesiano.
O

Lema 3.45. Si p : E — B es una fibracion (con propiedad de ludt) y el
diagrama

w—7 E
P’ P
Z B

g

es un cuadrado cartesiano, entonces p' es fibracion (con propiedad de ludt).

Demostracion. Supongamos que conmuta el diagrama

Y f w—29 . p
ho P’ p
Y x I — Z———B

tenemos que existen H funcién continua y tnica G funcién continua tales
que los siguientes diagramas son conmutativos

y 97 E W g E
S
ho 5 P p’ Y x1I p
H
e
YxI————B Z .

de donde ¢'Ghy = Hho = ¢'f y p'Ghoy = Hho = p'f, como {p/, ¢’} es mono-
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fuente tenemos que Ghg = f, esto es, el diagrama

Y ! W
ho H P’
Y x1 = A

es conmutativo, por tanto p’ es fibracién. Si p tiene la propiedad de ludt,
tenemos que tanto H como G son tnicas funciones que hacen conmutativos
los diagramas, por tanto p’ tiene la propiedad de ludt.

O]

Lema 3.46. Sip: E — B es fibracion, [ : Y — B es una funcion continua,
Y es contraible y f(Y') N p(E) # 0, entonces existe f : Y — E funcion
continua tal que pf = f.

Demostracion. Como f(Y) Np(E) # 0 existe yo € f~(p(E)), definamos
bo = f(yo) y tomemos ey € p~'(by). Por ser Y contraible existe H funciéon
continua tal que H : Cy, ~ Iy, por tanto conmuta el diagrama

Ceq

Y E

ho p
_ De donde existe H levantamiento de fH que comienza en Ce,- Sea f=
Hhy, donde hy : Y — Y x I es definida por fi(y) = (y,1) para cada y € Y,
tenemos que f es funcién continua y pf = pHhy = fHhy = fIy = f.

]

Observacion 3.47. Sip y f son como en el Lema 3.46 entonces se satisfa-
cen:

1 f(Y) S p(E);
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2. Para todo yo € Y existe f .Y — E tal que conmuta

(E, 60)

e
(Y, 90) — (B, f (%)

donde ey € p~1(f(vo)).

Demostracion. a): Por Lema 3.46 existe f Y — E tal que pf = f, asi
fY)=pf(Y) Cp(E).
b): Sea yo € Y, por a) tenemos que yo € f~1(P(E)) y el resultado de
sigue de la demostracion del Lema 3.46.
O

Teorema 3.48. Si Y es un espacio topoldgico tal que {yo} C Y es retracto
fuerte por deformacion de Y, p : E — B una fibracion con propiedad de
lwdt y f : (Y,y0) — (B,by) es una funcion continua, entonces para todo
eo € p~L(by) existe f: (Y,yo) — (E,eq) continua tal que pf = f.

Demostracion. Como {yp} es retracto fuerte por deformacion de Y existe
r:Y — {yo} funcion continua tal que ri ~ Iy, y existe H : Y x [ — Y tal
que H :ir ~ Iy rel {yo}, donde i : {yo} — Y es la inclusion, pero Cy, es la
tnica funciéon continua de Y a {yo}, por tanto r = C,; Como p es fibracion
con la propiedad de ludt, pC., = Cy, v fHhy = fiC,, = C}, existe tnica
funcion H continua tal que hace conmutar el diagrama

Sea f = Hhy, tenemos que pf = pHhy = fHhy = fIy = f, ademéas como
H es relativa a {yo} tenemos que fH({yo} x I) = f{yo} = {bo} de donde
H({yo} x I) € p~'(bo) pero p~'(by) es totalmente inconexo por trayectorias,
de donde Hhy(yo) = H(yo,1) = H(y0,0) = eo y asi f(yo) = eo.

[l
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Recordar que si Y es un espacio topologico e yy € Y entonces P(Y, )
es el espacio topologico formado por los caminos en Y con inicio en yy junto
con la topologia compacto abierta, (Definicion 1.36), definimos también la
funcion € : P(Y,yo) — Y de forma que £(f) = f(1) para cada f € P(Y,yo).

Lema 3.49. Si Y un espacio topoldgico y yo € Y, entonces {Cy, : Y — Y}
es retracto fuerte por deformacion de P(Y, ).

Demostracion. Tenemos que I es localmente compacto y Hausdorff, asi por
el Lema 1.35 la funcién evaluacion o : P(Y,y9) X I — Y es continua. Con-
sideremos la funcion o : I x P(Y,y) x I — P(Y,yo) x I definida por
a(s, f,t) = (f,s(1 —1t)) para cada (s, f,t) € I x P(Y,yo) X I, tenemos que «
es continua, asi § = pa es continua. Por otro lado consideremos la funcién

O de la Definicién 1.40;

©:C(I x P(Y,yo) x I,Y) — C(P(Y,y) x I,C(I,Y))

tenemos que O(F)(/,£)(0) = 50, £,£) = F(0(1 — 1)) = £(0) = o
Asi H = O(B) : P(Y,yo) x I — P(Y,yo) es funcion continua tal que:
H(f,0) = [ pues para toda f € P(Y,yo), H(f,0)(s) = f(s(1 - 0)) = f(s)
para cada s € I; H(f,1) = Cy, pues para toda f € P(Y,yo), H(f,1)(s) =
f(s(1—=1)) = f(0) = yo para cada s € I; H(Cy,,t) = Cy, para cada t €
pues H(Cy,,t)(s) = C,,(s(1—1t)) = yo. Por tanto sea Cy, : P(Y, yo) — {Cyo}

tenemos que Cy, es continua, Cyi = I{Cyo} y H : Ipyy, =~ iCyy {Cho}-
[l

Teorema 3.50. Si Y es un espacio topologico, entonces son equivalentes:

a) Para todo yo €Y, la funcion € : P(Y,y) — Y es abierta;

b) Y es localmente conexo por caminos.

Demostracion. a) = b) : Sea U C un abierto y W componente conexa por
trayectorias de U, tomemos yy € W, tenemos que € : P(Y,yy) — Y, por tanto
e((1,u)) es abierto. Sea f € (1,U) tenemos que e(f) = f(1) € Uy f(0) = yo,
por tanto f(1) € W pues W es componente conexa por trayectoriasy yo € W,
asie((1,U)) C W.Siy; € W entonces existe f : I — U camino de yy a 41, por
tanto f € (1,U) y y1 = f(1) = e(f) € ((1,U)). Por tanto W = ¢((1,U)),
de donde W es abierto, de donde Y es localmente conexo por caminos.

b) = b) : Seanyp € Y, (., (K;, W;) un basico de la topologia de P(Y, y),
definamos J = {1,....n}; A={i€jll ¢ K;}; B={ieJle K;};y W =
Np Wi
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Si B # ) entonces para toda f € (1, ;(K;, W;) tenemos que e(f) = f(1) €
Nieg Wi = W. Por otro lado si B # ) entonces ()5 W; =Y, por tanto sea
[ e N, (K, Ws) tenemos que e(f) = f(1) € Y = (),cxg Wi = W. De forma
aue =({, (K, Wi)) C W.

Sean f € (),c,;(K;, W;), U la componente por caminos de f(1) en W
por b), U es abierto en Y. Probaremos que U C &((,c, (K, W;). Sea t' € I
tal que supJ,cq Ki <t < 1yt € f7'(U), tenemos que existe tal ¢’ pues
como sup|J;c4 K es cerrado y acotado entonces sup|J;c, K; # 1, ademés
con f continua tenemos que existe un abierto (s,1] en I con f(s,1] C U,
asi f((s,1] N (Sup Uiea K, 1]) € W, basta que t' € (s,1] N (Sup Ujea K;, 1];
tenemos que f(t') € U, sean y; € U, f' : I — U camino de f(t') a yi,
definimos g : I — Y de la siguiente forma

g(t):{f(t) si0<t<t

FrED) sit<t<l1

Tenemos que g es una fucién continua. Ademas sea j € J y t € K, si

t <t entonces g(t) = f(t) € W;, por otro lado si t' < ¢, entonces j € B pues

de lo contrario j € Ay asit € Kj, de donde t < SupK; < SupJ;c4 K < t'.

De donde g € (N, (K;, W), asi y1 = g(1) = e(9) € e(Ni (Ki,W;)), de
donde e(f) = f(1) € U C ., (K;, W;), por tanto (;_, (K;, W;) es abierto.

]

Corolario 3.51. Si Y es un espacio topologico conexo y localmente conexo
por caminos, entonces para toda yo € Y la funcion e : P(Y,y9) — Y es una
identificacion abierta.

Demostracion. Como Y es conexo y localmente conexo por caminos tenemos
que Y es conexo por caminos, de donde € es sobreyectiva, continua y abierta;
por tanto ¢ es identificacion abierta. O

Lema 3.52. Sip: (E,by) — (B, by) es fibracion con porpiedad de ludt, E es
conezo por caminos, B es conexo y localmente conexo por caminos, entonces
son equivalentes:

a) p es homeomorfismo,

b) pI1i(B,by) = IT, (B, b).

Demostracion. a) = b) : Si p es homeomorfismo, entonces p. es homeomor-
fismo de grupos entre I1;(E, by) y 11 (B, by).
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b) = a) : Por el Lema 3.27 tenemos que p : £ — p(E) es fibracion
con propiedad de ludt y p(E) es componente por trayectorias de B, como B
es conexo por caminos tenemos que p(E) = B de donde p es sobreyectiva.
Por el Teorema 3.39 tenemos que la cardinalidad de p~'(by) coincide con el
indice de p.II;(E, by) en II;(B, by) por tanto la cardinalidad de p~1(by) es 1,
asi p es inyectiva. Por el Corolario 3.51 tenemos que ¢ : (P(B,by), Cy,) —
(B, by) es identificacion abierta, por el Lema 3.49 {C, } es retracto fuerte por
deformacion de P(B, by), asi por el Teorema 3.48 existe € : (P(B,by), Cy,) —
(E, 50) funcion continua tal que pé = . Veamos que p es una funcon abierta,
sea U un abierto en E tenemos que £~ !(U) es abierto en P(B,by) pues € es
continua, como ¢ es abierta €(67}(U)) es abierto en By P(U) = (¢ }(U)),
en efecto, sea u € U existe f € p(B, by) tal que e(f) = p(u), de donde pé(f) =
e(f) = p(u), como p es sobreyectiva £(f) = u € U, ast f € £ 1(U), por tanto
p(u) = e(f) € e(€71(U)), de esta forma tenemos que p(U) C (67 1(U)), por
otro lado, sea b € e(67}(U)) tenemos que existe g € £ 1(U) tal que £(g) = b,
asi £(g) € U y €(g9) = b, de donde b = ¢(g9) = pé(g) € p(U), por tanto
p(U) D e(71(U)). Por lo anterior p es abierta, continua y biyectiva; por
tanto p es homeomorfismo.

O

Lema 3.53. Si Y es un espacio topoldgico y f € P(Y,yo), entonces existe
f: (1,0) = (P(Y,y0),Cy,) funcion continua tal que e(f) = f.

Demostracion. Consideremos las funciones o : I x I — [ definida por
a(s,t) = st para cada (s,t) € I x I y la funcion (Definicion 1.40) O :
C(1,Y) — C(I,C(1,Y)), tenemos que « es continua, asi fa € C(I,Y),
de donde O(f) € C(I,C(I1,Y)), ademas para cada t € I tenemos que
OO0 = Salt0) = S0 = . asf Oe)(D) € P, Sen | =

O(fa) : I — P(Y,y) tenemos que f es continua y f(0) = C,, pues
FO)(t) = @(f )(0 )() = fa(0,t) = f(0) = yo para cada t € I. Ademas
(f)I: f(1) = f pues f(1)(t) = ©(fa)(1)(t) = fa(lt) = f(t) para cada
tel.

[]

Lema 3.54. Sip: (X,7x) — (Z,72) es una identificacion y f : (X, 7x) —
(Y, 7y) una funcion continua tal que para toda x,x' € X si p(x) = p(z'), en-
tonces f(x) = f(a'). Entonces existe una unica funcion continua g : (Z,1,) —
(Y, 7vy) tal que gp = f.
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Demostracion. Sea z € Z tenemos que para cada x,z’ € p~!(z) como p(z) =
p(z) tenemos que f(z) = f(2'), asi g : (Z,7.) — (Y, 7y) definida para cada
z € Z por g(z) = f(z) donde z € p~!(z) es funcion. Por definicion de g
tenemos que gp = f, ademas si h: (Z,77) — (Y, 7y) es una funciéon continua
tal que hp = f, tenemos que hp = gp y como p es sobreyectiva entonces
h = p, finalmente como p es identificaciéon tenemos que 77 es la topologia
final de Z con respecto a (7x,p) de donde g es continua pues gp = f es
continua.

[
Corolario 3.55. Supongamos que p : (X,7x) = (Z,72) y q¢ : (X,7x) —
(Y, 1y) son identificaciones tales que si p(x) = p(z') entonces q(z) = q(a').
Entonces existe un homeomorfismo h : (Z,77) — (Y, 7y) tal que ¢ = hp.

Demostracion. Por el Lema 3.54 tenemos que existen tunicas h : (Z,77) —
(Y,rv)y h : (Y,7v) — (Z,7,) funciones continuas tales que ¢ = hpy p = g,
ademas por la definicion de estas funciones en la demostracion del Lema 3.54
tenemos que hh' = Iy y h'h = I, de donde h™! = h/ es continua y por tanto h
es homeomorfismo tal que ¢ = hp. Si g : (Z,77) — (Y, 7y) es homeomorfismo

tal que ¢ = gp, entonces por el Lema 3.54 tenemos que h = g.
O

Corolario 3.56. Toda identificacion es la composicion de un cociente y un
homeomorfismo.

Demostracion. Seap : (X, 7x) — (Z,7z) una identificacion, Sea ~ la relacion
de equivalencia en X definida por = ~ 2’ sii p(x) = p(2’) y consideremos el
cociente ¢ : (X,7) — (X/ ~,7y) donde ¥ es la particion de X mediante la
relacion de equivalencia ~, entonces por el Corolario 3.55 tenemos que existe
h:(X/ ~,719) — (Z,77) homeomorfismo tal que p = he.

O

Lema 3.57. Toda funcion continua y suprayectiva es composicion de un
cociente y una funcion biyectiva y continua.

Demostracion. Sea p: (X,7x) — (Z,7z) una funcién continua y suprayecti-
va, Sea ~ la relacion de equivalencia en X definida por x ~ 2’ sii p(z) = p(2')
y consideremos el cociente ¢ : (X,7) — (X/ ~,7y) donde 9 es la particion
de X mediante la relacion de equivalencia ~, sea h : (X/ ~,19) = (Z,77)
definida por h[z] = p(x) tenemos que h es funcion pues si [z] = [2'], entonces
p(z) = p(a'); es claro que p = hp. Veamos que h es continua, sea U un
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abierto en Z tenemos que o 'h™Y(U) = (hyp) Y (U) = p~'(U) es abierto en
X, como Ty es la topologfa final con respecto de ¢ y Tx tenemos que h=1(U)
es abierto en X/ ~, ademdas como p es suprayectiva para cada z € Z existe
z € X tal que p(z) = z de donde h[z] = p(x) = z, esto es h es sobreyectiva.
Finalmente si [z] # [2'] tenemos que hlz] = p(x) # p(x’) = h[2’], de donde h
es también inyectiva.

]

Teorema 3.58 (Teorema de levantamiento). Sip: (E, b)) — (B,by) es
una fibracion con propiedad de ludt, Y es conexo y localmente conexo por ca-
minos, [ :(Y,yo) = (B,bo) es funcion continua. Entonces son equivalentes:

I Existe unica f : (Y,yo) = (E,b) funcion continua tal que po f = f.
iy f*Hl(Y; y(]) - p*Hl(Ea 60)

Demostracion.

I) = II) : Tenemos que f.IL(Y,y0) = p*f*Hl (Y, 90) C pIli(E, BO)

IT) = I): Tenemos que p es fibracién con propiedad de ludt y {Cy,} es
retracto fuerte por deformacion de P(Y,yo), asi por el Teorema 3.48 existe
una unica funcién continua € tal que hace conmutar el diagrama

(Ea BD)

(P(Ya yO)’Cy )

€ (Y yU) (B bO)

f

Veamos que para toda g,g' € P(Y,y) si (g) = (¢’), entonces £(g) =
£(¢"). Sean g,g" € P(Y,yo) tales que £(g) = e(¢’), tenemos que g(1) = £(g) =
e(g') =g'(1), asi [g x ¢~ '] € T[1(Y, y0) de donde

[fgx fg 1= [flg+gd )] = flg*gd ] € LIL(Y, 1) C pIL(E, b)

Por tanto existe [o] € II;(E, by) tal que [fg * f¢'~'] = [pal, por el Lema
3.53 existen ¢,¢" : (1,0) — (P(Y,v),Cy,) funciones continuas tales que
eg=gyeg =g, tenemos que

peg = feg = fgy péq = feg' = fg’
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/—1

por tanto [pa] = [pgg * peg'~'], esto es, pa ~ peg * pg ! rel I, ademas

tenemos que

pa(1) = p(bo) = bo = f(yo) = f(Cy(1)) = fe(Cy,) = pE(Cyy) = p7'(0)

de donde pa * peg’ ~ peg rel I, por el Corolario 3.25 tenemos que o * £’ =~
gg rel I de donde

E(g) = (7 (1)) = axeg'(1) = £(4(1)) = &(g).

Tenemos que Y es conexo y localmente conexo por caminos, ¢ : P(Y,yg) —
Y es identificacion abierta, por el Lema 3.54 tenemos que existe una tuni-
ca funcién continua f : Y — FE tal que fs = £, con esto tenemos que
fyo) = j‘:gs(Cyo)) = £(C,,) = by ademas pfe = p= fey como ¢ es sobre-

yectiva, pf = f.
m

Corolario 3.59. Si P : (E,by) — (B, by) es fibracion con propiedad de ludt,
B es conexo y localmente conexo por caminos, entonces son equivalentes:

a) Euxiste s : (B,by) — (E,by) funcion continua tal que ps = Ip.

b) p*Hl(Ea 50) = Hl(BJ bO)
Demostracion. Por el Teorema 3.58 existe s : (B, by) — (E, by) funcion con-
tinua tal que ps = I si y solo si (B, by) = I, I, (B,by) C p.I14(E, by) si

y solo si pJI;(F, by) = I11(B, by).
[



Capitulo 4

Fibraciones y Correflexiones

En este tltimo capitulo introduciremos el concepto de subcategoria corre-
flexiva, en el cual se podréa observar que es la generalizacion de la propiedad
de levantamiento de una fibracién. A los morfismos de la subcategoria que
generan levantamientos seran llamados correflexiones. Veremos que una sub-
categoria correflexiva de la categoria Top la cual contenga objetos no vacios
tiene la propiedad de que cada correflexion, en dicha subcategoria, es biyecti-
va. Asociaremos a cada clase de funciones continuas, sobreyectivas y cerrada
bajo la formaciéon de cuadrados cartesianos, propiedad muy usada en el capi-
tulo 3, una subcategoria de Top y veremos que esta subcategoria asociada es
correflexiva. Esto ultimo mediante la cerradura de la subcategoria asociada
ante la formacion de identificaciones y coproductos.

4.1. Correflexiones

Definicion 4.1. Sea C' una categoria y H una subcategoria de C'. Se dice
que H es una subcategoria reflexiva de C' si para todo objeto A de C' existe
un objeto A* en H, llamado H-reflector de A, y un morfismo ry : A — A*
en C, llamado H-reflexion de A, tal que para todo objeto B de H y todo
morfismo f : A — B en C, existe un inico morfismo o : A* — B en H tal
que avory = f.

Definicion 4.2. Sea C una categoria y H una subcategoria de C'. Se dice
que H es una subcategoria correflexiva de C' si para todo objeto A de
C existe un objeto A* en H, llamado H-correflector de A, y un morfismo
ra: A — AenC, llamado H-correflexion de A, tal que para todo objeto B

93
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de H y todo morfismo f : B — A en C, existe un unico morfismo o : B — A*
en H tal que ryoa = f.

A partir de esta linea todas las subcategoria de Top a las cuales nos
referiremos tendran la propiedad de ser cerradas bajo homeomorfismos. Una
subcategoria C' de Top es cerrada bajo homeomorfismos si para todo objeto
B de Top tal que existe un objeto A de C' y un homeomorfismo h : A — B
en Top se tiene que B es un objeto de C.

Lema 4.3. St H es cualquier subcategoria correflexiva de Top cuya clase de
objetos tiene elementos no vacios, entonces toda H-correflexion es biyectiva.

Demostracion. Sean A € Top y ry : A* — A una H-correflexion de A,
tomemos () # B € H, notar que para cualquier funciéon continua f: B — A
existe una unica funciéon continua o : B — A* tal que el siguiente diagrama
es conmutativo

A<—T0 A
f «
B
sea © € A, tomemos f(b) = z para toda b € B, tenemos que f es

continua ademéas para cada b € B tenemos que r4(a(b)) = f(b) = z, asi
T4 €s sobreyectiva. Sean aj,as € A* tales que r4(a;) = ra(az), tomemos
f'(b) = ra(ay) para toda b € B, tenemos que f’ es continua y existe un
Unica funcién continua o’ : B — A* tal que f/ = r od/, para i = 1,2 sea
gi » B — A* definida por ¢;(b) = a; para cada b € B, se tiene que g; y ¢2
son funciones continuas tales que r4 0 g1 = f' = r 0 gy, de donde g; = g2 ¥
a1 = as, asi r4 es inyectiva.

]

Definicion 4.4. A toda subcategoria correflexiva de Top cuya clase de objetos
tiene elementos no vacios se le llama subcategoria bicorreflexiva.

Definicion 4.5. Una funcion continua r : X — Y se llama retraccion si
existe s 1Y — X continua tal que ros = Iy.

Proposicion 4.6. Sea r : X — Y wuna retraccion, entonces r es una identi-
ficacion.
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Demostracion. Ya que r es retraccion tenemos que existe s : Y — X continua
tal que ros = Iy, asiseay € Y tenemos que s(y) € X y r(s(y)) = y de donde
r es sobreyectiva. Ademas la topologia en Y es la topologia final respecto a
r y la topologia de X pues sea g : Y — Z una funcién con Z un espacio
topologico, si g o r es continua tenemos que g = go Iy = gor o s de donde
g es continua, por tanto tenemos que la topologia de Y es la topologia final
respecto a r y la topologia de X.

O

Proposicion 4.7. Sir : X — Y es una retraccion inyectiva, entonces r es
un homeomorfismo.

Demostracion. Tenemos que r : X — Y es una biyeccién continua con in-

versa continua s: Y — X.
O

Proposicion 4.8. Sir : X — Y es una retraccion y r = g o f donde
f:X = Zyg: Z — Y son funciones continuas, entonces g es una
retraccion.

Demostracion. Ya que r es retraccion tenemos que existe s : Y — X continua
tal que r o s = Iy; puesto que r = g o f, entonces

Iy =ros=gofos

es decir, f o s es un inverso derecho continuo de la funciéon g.

]

Definicion 4.9. Se dice que una subcategoria H de Top es una subcategoria
cerrada bajo la formacion de retracciones (6 de indentificaciones)
si, de que r : A — B sea una retraccion (6 una identificacion) con A en la
clase de objetos de H, se puede implicar que B es también un elemento de
la clase de objetos de H.

Lema 4.10. Toda subcategoria bicorreflexiva de Top es cerrada bajo la for-
macion de retracciones.

Demostracion. Sean H una subcategoria bicorreflexiva de Top, X espacio
topologico, A € Hy r: A — X una retraccion. Si X* € Hyry : X* - X
es una H-correflexion de X, entonces existe una funciéon continua av : A — X*
tal que rx o = r. Tenemos que rx es una retraccion por la Proposicion 3.6
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y por la Proposicion 3.7 y el Lema 3.3 tenemos que rx es un homeomorfismo
de donde X € H. O

Definicién 4.11. Diremos que M es una O—clase si M es una clase de
funciones continuas y sobreyectivas. Una 0—clase M es una 1—clase si para
cada cuadrado cartesiano

X X4
g f
Xo Y

donde f es un elemento de M, se tiene que g también es un elemento de
M. A cada 0-clase M podemos asignar una subcategoria completa' A(M) de
Top, donde los objetos de A(M) son los espacios A tales que:

Cada funcion f: X — A que pertenece a M es una identificacon.

Ejemplo 4.12. Si M es la clase de todos los homeomorfismos, entonces
A(M) = Top, pues para todo A € Top cada f : X — A homeomorfis-
mo, f es continua, sobreyectiva y abierta, por la Observaciéon 2.4 f es una
identificacion y asi A € A(M).

Ejemplo 4.13. Si M es la clase de todas las retracciones, entonces M es
una O-clase y para todo espacio topologico A toda retraccion r : X — A es
una identificaccion pues sean s : A — X funcién continua tal que rs = I4 y
g : A — Z una funcion tal que gr es continua tenemos que g = gl4 = grs es
continua, por tanto la topologia de A es final respecto a {r: X — A} y asi
r es identificacion, de donde A(M) = Top.

Ejemplo 4.14. Si H es una subcategoria bicorreflexiva de Top y M es la
clase de H-correflexiones, entonces A(M) = H. En efecto, sea A € A(M) y
sea ry : A* — A una H-correflexion de A tenemos que r4 es identificacion
pues A € A(M), ademéas r4 es biyectiva pues H es bicorreflexiva, asi por
la parte (e) del Teorema 2.28 tenemos que 74 es homeomorfismo, de donde
A € H pues A* € H. Supongamos que A € H; siry : A* — A es una
H-correflexion de A, existe tnica funciéon continua o : A* — A* tal que
raoa = I 4+, asi r4 es una funcion continua, sobreyectiva y tal que rya = 4+

1Sea C una subcategoria de Top, C' es completa si para cualesquiera dos objetos A y
B de C se tiene que Homg (A, B) = Homz,y (A, B).
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con « funcién continua, de donde r4 es una retraccion y por la Proposicion
4.6 74 es identificacion, por tanto A € A(M).

Ejemplo 4.15. Si M = (), entonces A(M) = Top. Sea A € Top supongamos
que A ¢ A(M), esto es existe f : X — A funcién que pertenece a M que no
es una identificacion, pero M = (), por tanto A € A(M).

Lema 4.16. Sea {M,};c; una familia de 0-clases, entonces A(Uj M;) =
Njes A(M;).

Demostracion. Es claro que la uniéon de 0-clases es una 0O-clase, ademaés si
M C M’ tenemos que A(M) O A(M'), puessi A€ A M)y f: X — Aes
un elemento de M, tenemos que f € M C M’ y asi f es identificacion pues
A € A(M'), de donde A € A(M). Ast A(U; M;) C e, A(M;). Sea A un
objeto de (;c; A(M;) y f: X — A un elemento de |J;.; M;; como existe
un jo € J tal que f € M;, y A € M,,, f es una identificacion, de donde A es
un objeto de A(lJ; M) O

Lema 4.17. La intersecion de 1-clases es una 1-clase.

Demostracion. Sea {M;}c una familia de 1-clases; consideremos el siguien-
te cuadrado cartesiano:

X X4
g f
X Y

con f un elemento de icd M;, como f es un elemento de cada M; tenemos
que g es un elemento de cada M;, asi g € ﬂjEJ M;. O]

Notacion 4.18. Si M es una 0-clase, denotaremos por M a la interseccion
de todas las 1-clases que contienen a M.

Notacion 4.19. Si M es una 0-clase, denotaremos por M a la clase de
funciones [’ tales que existe un cuadrado cartesiano:
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X' X
f f
Y’ Y

con f € M.

Lema 4.20. Sea M una 0-clase. Entonces ]\/4\ - M.

Demostracion. Veamos que M es una 1-clase. Sea f € M, existe un cuadrado
cartesiano de la forma

X %

f g

Y Z
IBI

con g € M de donde f es continua por la definicién de cuadrado cartesiano,
ademés [ sobreyectiva pues sea y € Y tenemos que existe w € W tal que
g(w) = B'(y) pues g es sobreyectiva, asi 't = gC,, donde i : {y} — Y es
inclusion y C,, : {y} — W es la funcion constante en w, asi existe v : {y} —
X tnica funcién continua tal que fy =i, de donde y(y) € X y f(v(y)) = v.
Sea f’ una funcion continua y un cuadrado cartesiano de la forma

X' B X
s f
Y’ Y
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tenemos que el cuadrado

X W

I 9

Y’ A

B,OO/

es cartesiano, de donde fle M, asi M es una 1-clase.
Es claro que M C M pues para cada f: X — Y en M tenemos que

X— X .x
f f
Y — Y

es un cuadrado cartesiano, en efecto sean a: Z — X y p: Z — Y funciones
continuas tales que Iypu = fa, tenemos que o : Z — X es una funciéon
continua tal que Ixa = ay fa = Ixp = p, si v: Z — X es una funcion
continua tal que Ixy = a'y fvy = p tenemos que Ixy = «, de donde v = a.
Por tanto M C M. Sea f € M y M, una 1-clase tal que M C M, existe un
cuadrado cartesiano

x—"2 w

f g

Y A
ﬁ/

donde g € M C M, asi f € My ya que M es una 1-clase. Por tanto M O M.
O

Definicion 4.21. Sea C una subcategoria de Top, C' es una subcatego-
ria cerrada bajo la formacion de coproductos si para cualquier familia
{A;},c; € C el coproducto ([T A, {i;})jes es un objeto de C'.
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Teorema 4.22. Sea H cualquier subcategoria bicorreflexiva de Top. Enton-
ces:

a) H es cerrada bajo la formacidn de identificaciones.

b) H es cerrada bajo la formacion de coproductos.

Demostracion. a) Sea f : A — X una identificacién, con A € H. Sea rx :
X* — X una H-correflexion de X, entonces existe o : A — X* funciéon
continua tal que ry oa = f. Ademaés 7“;(1 es continua porque lo es r;(l of =«
y f es una identificacion. Por tanto, ry es un homeomorfismo y X € H.
b) Sea (I A;,{i;},c;) el coproducto de la familia {A;},_; donde cada
A; € H, tomemos rxy : X* — X una H-correflexion de X, para cada j €
J existe a; @ A; — X* funcion continua tal que rxa; = i;, como []A;
es coproducto existe una tnica funcién continua f : [[A; — X* tal que
fi; = a;j. Tenemos que rx f : [[A; — [[ A; es funcién continua y es tal que
rxfij = rxa; = i; para cada j € J, de donde rx f = Ij1a;, pues Iy, es la
tnica funcion continua tal que Ijy,7; = 75, por tanto tenemos que 7“;(1 =f
es continua, de donde ry es homemomorfismo y asi X € H.
[

Teorema 4.23. St H es una subcategoria de Top con elementos no vacios,
entonces son equivalentes:

a) H es bicorreflexiva.

b) H es cerrada bajo identificaciones y coproductos.

Demostracion. a) = b) : Teorema 4.22.
b) = a) : Sea X € Top, consideremos

S={f;:A; — X|A; € Hy f; es funcion continua}jej
Sea (][ A;,{i;},c; el coproducto de la familia {A;},_;, tenemos que [T A; €
H pues H es cerrada bajo coproductos , asi existe una tnica f: [TA4; = X
funciéon continua tal que fi; = f;. Ya que para cada x € X la funcién
Cy : B — X pertenece a S, donde B € Hy B # 0, tenemos que C,, = fj,
para algin jo € J, asi para cada b € B, i;,(b) € [[ 4; ¥ fi;,(b) = f;,(b) =z,
asi f es sobreyectiva. Por el Lema 3.56 tenemos que existe un cociente g :
[IA; = Zy h:Z — X continua y biyectiva tal que f = hg, como H es
cerrada bajo identificaciones tenemos que Z € H pues es cociente de [[ A;.
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Finalmente sean rx = h, X* = Z € H tenemos que para toda j € J la
funcioén continua o; = gi; : A; — X* es tal que

TxOéj = hglj = f’L] = fj
de donde rx es una H-correflexion de X. O

Teorema 4.24. Si M es una 1-clase, entonces A(M) es una subcategoria
correflexiva de Top.

Demostracion. Si A(M) = () entonces A(M) es una subcategoria correfle-
xiva, pues de lo contrario existe A € Top tal que para todo A* € (), para
toda funcién continua 74 : A* — A existen B € A M) =0y f: B — A
funcién continua tales que para todo ay : B — A* se tiene que ra0 # f.
Supongamos que A(M) = {0} y que A(M) no es una subcategoria corre-
flexiva, tenemos que existe A € Top tal que para todo A* € A(M) = {0}
y para toda funciéon continua r4 : A* — A existe B € A(M) = {0} y
f + B = X funcién continua tales que para toda oy : B — A* se tiene
que raay # f, esto es existe b € B = ) tal que raa4(b) # f(b); por tanto
A(M) es subcategoria correflexiva de Top. Supongamos que A(M) tiene al
menos un elemento no vacio. Sean {A; }j ¢, una familia arbitraria de objetos
no vacios de A(M)y f: X — [[ A; un elemento de M; definamos para cada
j € J el espacio topologico X; = f~1(i;(A;) v f; = wAjf|Z)§§Aj) : X; = A,
tenemos que X = J;.; X; pues sea z € X, f(x) € [[ 4; sii existe jo € J tal
que f(x) € Aj, x {jo} sii x € J;c; X, ademés cada X es abierto en X pues
f es continua y %; es abierta para cada j € J.

Veamos que para cada j € J el siguiente diagrama es un cuadrado carte-
siano

X; X
fj !
Aj [1A4;

)

donde % : X; — X es la inclusién. En efecto, tenemos que las funciones
del diagrama son continuas pues tanto i; como i son inclusiones y f; es
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composiciéon una restriccion de f y una proyeccion; por las definiciones de
X, v f; el diagrama es conmutativo. Supongamos que el diagrama

[TA;

es conmutativo con « y [ funciones continuas, tenemos que el diagrama

Y(j

X;
f; 7
A

]

-/
Y

)

[TA4;

f

A

iJ
es conmutativo pues

i. Seaz € Z, fa(z) =1i;8(z) € A; x{j} de donde a(z) € f1(A; x {j}) =
X; por tanto «|* esta bien definida y es continua por ser restriccion.

i1. Sea z € Z, tenemos que ijfjoz|)z(j(z) = inAjfZ(Aj)od)Z(j(z) = fa(z) =
i;8(z), como i; es inyectiva tenemos que fja|)Z(j(z) = f(z), de donde
fralz' = 5.
iti. Sea z € Z, z;a\)Z(J(z) = a(z), de donde i;a])z(j = a.
Ahora, h es funcién continua tal que conmuta el diagrama

-/
Y

i

[TA;

¥\hZ f
s

5

X;
I
Aj
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Tenemos que para toda z € Z, ih(z) = #;a|*(z), como 7} es inyectiva
h(z) = al®i(z) y por tanto h = a]%.

Asi f; € M para cada j € J, como f; : X; — A; con A; € A(M)
tenemos que f; es una identificacion. Sea g : [[ A; — Y una funcion tal que
gf es continua, tenemos que para cada j € J, gi;f; = gfi; es continua, de
donde la funciéon gi; : A; — Y es continua pues f; es identificacion, como g
esta definida por g(a, k) = gix(a) para cada (a,k) € [[ A;, por el Teorema
1.31 tenemos que g es la tnica funcién continua tal que gi; = gi; para cada
j € J, de donde g es continua y asi la topologia de [[ A; es la topologia final
respecto a f, asi f es identificacion y por tanto [[ A; € A(M).

A(M) es cerrado bajo identificaciones. En efecto sea ¢ : A — X una
identificacion con A € A(M) y supongamos que f : Y — X pertenece a M,
consideremos el cuadrado cartesiano generado a partir del Lema 3.43

/

0% g Y
i f
A X

Por ser M 1-clase, f' € M y como f': W — A con A € A(M) tenemos
que f’ es identificacién, de donde ¢f’ es identificacion. Sea g : X — Z
funcién tal que gf es continua. Tenemos que gpf’ = gfp’ es continua, como
pf’ es identificacion tenemos que g es continua de donde f es identificacion
y asi X € A(M). Finalmente por el Teorema 4.22 tenemos que A(M) es
bicorreflexiva.

]

Esta tltima seccion se enfoca en el desarrollo de la teoria suficiente para la
demostracion del teorema 4.24 que es el Teorema 1.7 de [4] que siguiendo con
el desarrollo de esta ultima referencia se optienen resultados que relacionan
a las fibraciones con las correflexiones como el siguiente: Sea H una subcate-
goria correflexiva de Top, entonces H es una h-subcategoria correflexiva de
Top si y solo si cada H-correflexion es una fibracion de Hurewicz. Donde una
subcategoria correflexiva H de Top es una h-subcategoria correflexiva si para
cada espacio X de H se tiene que todos los espacios topologicos de Top que
tienen la misma homotopia de X son objetos de H. (Teorema 2.2 [4]).
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