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INTRODUCCION

La radiacidn solar es la energia transferida por el sol a través de ondas electromagnéticas,
a través de esta se pueden inferir procesos de transferencia de energia en las diferentes capas
atmosféricas que se manifiestan como fendmenos climaticos que pueden medirse.

Uno de los objetivos principales en este trabajo es predecir el comportamiento a corto plazo
de la radiacion solar, se utiliz6 una base de datos tomadas de la estacion meteoroldgica de la
region de Tlaxco - Tlaxcala. Se cuenta con informacidn a partir del 18 de Junio del 2011 y
hasta el 21 de Junio del 2017, esta base cuenta con datos que son recolectados diariamente ca-
da media hora, los cuales fueron promediados diariamente y luego semanalmente. Se realiza
el andlisis de los datos usando series de tiempo, principalmente se trabaja con la metodologia
de Box - Jenkins. Mediante este andlisis se halla un modelo que mejor se ajusta a los datos
para después obtener prondsticos para la radiacién solar.

En esta tesis se presentan los conceptos basicos de la meteorologia y series de tiempo, lo
cual se desarrolla en el Capitulo 1, donde se da una breve descripcidn del clima y el tiempo,
asi como las variables atmosféricas, la descripcion de la radiacién, ademds del monitoreo
atmosférico. En el Capitulo 2, se mencionan los conceptos bésicos de series de tiempo, ini-
ciando por el concepto de proceso estocastico para luego introducir la definicién serie de
tiempo, seguido de esto, estd la definicion de serie de tiempo estacionaria, la funcion de auto-
covarianza, autocorrelacién y autocorrelacion parcial, donde estas dos tltimas son de ayuda
para la deteccién de los modelos de series de tiempo estacionarias, tales como los modelos
autoregresivos, de promedios mdviles y autoregresivos de promedios méviles. En el Capi-
tulo 3, se muestran modelos para series de tiempo no estacionarias, tales como el modelo
ARIMA, después se mencionan métodos para la estabilizacion de la varianza y de la media.
Inmediatamente, se presentan los modelos estacionales multiplicativos ARIMA, asi como
la identificacion del modelo, estimaciéon de pardmetros (donde se presenta estimacién por
método de momentos y estimaciéon por maxima verosimilitud), diagnéstico del modelo (veri-
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ficacion de que las suposiciones del modelo se cumplan), seleccion del modelo y por dltimo
el pronodstico. En el Capitulo 4, se aplican los conceptos antes mencionados para el andlisis
de los datos de la radiacidn solar. Y por ultimo, se presentan las discusiones y conclusiones
de este trabajo.
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CapriTULO 1

DINAMICA ATMOSFERICA

El planeta esta formado por la Litosfera, la Hidrosfera, la Criosfera, la Biosfera y la At-
mosfera.

Esta dltima es un escudo importante que protege la flora, la fauna y la vida humana de la
radiacién solar y de distintos meteoros que pueden causar dafios a la vida. Es una capa delga-
da de unos cientos de kilémetros de espesor que rodea a nuestro planeta desde la superficie
terrestre hasta aproximadamente 900 km de altura.

En la Atmdésfera, se encuentran reunidos una infinidad de procesos atmosféricos que dan lugar
a los fendmenos meteoroldgicos y climatoldgicos: huracanes, tormentas, nevadas, tornados,
brisas, inundaciones, sequias, etc., los cuales afectan a las actividades diarias y frecuente-
mente resultan pérdidas de vida y de bienes materiales. Estos fendmenos meteoroldgicos que
son de gran importancia se encuentran comprendidos en los primeros 15 km de altitud.

La Atmoésfera se divide en cuatro capas: la Tropdsfera, la Estratosfera, la Mesdsfera y la
Termosfera, y estd conformada de una mezcla de tres tipos de gases: gases permanentes,
gases variables, constituyentes no gaseosos [235]].

1.1. ;Quées el clima?
El clima terrestre es el producto de la constante y compleja interaccion entre los efectos
fisicos de la Atmdsfera, los océanos, las capas de hielo y nieve, los continentes y sobre todo

la vida en el planeta.

Cada dia hay variaciones en las condiciones atmosféricas de nuestro planeta, por lo que tam-
bién a diario se presentan variaciones en las condiciones de la temperatura y lluvia planetaria.
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Sin embargo, a esas variaciones no se les llama clima, sino estado del tiempo, es decir, el
tiempo es un estado de la Atmdsfera que se presenta en un lugar determinado durante
un periodo corto de tiempo determinado. De ahi que los prondsticos meteoroldgicos que
pueden verse todos los dias en la television o escuchar por radio son los cambios en el tiempo
mads no en el clima.

En algunas partes del planeta, en especial en nuestro pais, se espera frio en invierno y ca-
lor en verano, que en primavera inicien las lluvias y que sean mds intensas y regulares en
verano. Eso que esperamos se llama clima. Pero, puede suceder que un dia invernal sea su-
mamente caluroso, que las lluvias se retrasen o que se tengan intensos aguaceros en invierno.
Esto no es sefial para decir que el clima ha cambiado, sino que son parte de una variacién del
tiempo que se espera.

Para hablar del clima de un pais es necesario medir diariamente las condiciones de tem-
peratura, lluvia, humedad y viento, observar las condiciones de nubosidad, la trayectoria de
los huracanes, las masas de aire frio que entran por el norte, etc. Para ello se requiere conocer
durante varios afios el estado del tiempo. Por lo que varios afos de mediciones y observa-
ciones permiten a los expertos decir que el promedio de temperatura en verano de México
es de 26 grados centigrados y que llueve en esa estacion unos 370 milimetros. Esta cantidad
de afios debe ser por lo menos de tres décadas; segun los especialistas, para poder hablar con
seguridad del clima esperado. Entonces podriamos decir que el clima es el tiempo promedio
para un determinado lugar.

Para medir algunas caracteristicas que determinan el tiempo existen las estaciones meteoro-
l6gicas, y para describir el clima existen las estaciones climatoldgicas (ver Figura [I.T)) [13]].

1.2. Variables atmosféricas

Se ha conocido el clima y el tiempo atmosférico a través del estudio de las variables que
los afectan de manera mas directa.

Las variables atmosféricas son: la temperatura atmosférica, las precipitaciones en sus
distintas formas (lluvia, nieve, granizo), presion atmosférica, humedad, velocidad y di-
reccion del viento y radiacion solar. Ademds de estas variables, existen algunos factores
que modifican las variables atmosféricas, estos son: latitud, altitud, la distancia al mar, las
corrientes marinas, relieve, etc.

IColegio de  Postgraduados.  Estacién  Agro-Meteorolégica.  [Figura].  Recuperado  de
http://www.cm.colpos.mx/meteoro/index.html

ZWheeler, G. (2017). 3 New Resources to Help You Design Your Automated Weather Station. [Figura].
Recuperado de https://www.campbellsci.eu/blog/resources-design-automated-weather-station
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(a) COLPOS.EI (b) Estacion meteorolégica.ﬂ

Figura 1.1: Estaciones

Temperatura

Como se sabe, toda la materia estd compuesta de &tomos y moléculas que estdn en movimien-
to permanente. El estado en que se encuentra la materia dependera de si la energia cinética
de las particulas aumenta o disminuye, entonces la temperatura del cuerpo (sélido) o fluido
(liquido o gas) también aumenta o disminuye, respectivamente. De manera andloga, cuando
un cuerpo o fluido se calienta o se enfria, su energia cinética y su temperatura aumenta o dis-
minuye, respectivamente. La sensacion de calor o frio es quizds la que representa de manera
mas facil el concepto de temperatura.

La temperatura de un fluido también se puede relacionar con el concepto del movimiento de
moléculas que componen el fluido. Es decir, mientras mayor sea la energia cinética promedio
de las moléculas, mayor serd la temperatura del fluido; en otras palabras, la temperatura es
proporcional al calor contenido en un cuerpo. La temperatura puede ser medida en diversas
escalas, las mas usuales son la escala Centigrado o Celsius (C) y la Fahrenheit (F). La escala
centigrado estd basada en que la temperatura de congelacion del agua es de O grados y la tem-
peratura de ebullicion del agua es de 100 grados, esta escala es la mds usada actualmente [25]].

Precipitacion

La precipitacion se refiere a particulas de agua en fase sé6lida o liquida que se forman en la
Atmoésfera y que caen y alcanzan la superficie de la Tierra.

Esto es, las nubes que parecen flotar en el cielo, siempre caen, sus gotas de agua son arrastra-
das lentamente por la gravedad. Debido a que sus gotas de agua son tan pequeiias y livianas,



4 Dinamica atmosférica

puede tomar 21 dias para caer 304.8 metros y las corrientes de viento pueden interrumpir
facilmente su descenso. El agua liquida cae como lluvia o llovizna. Todas las gotas de lluvia
se forman alrededor de particulas de sal o polvo. Las gotas de agua o hielo se adhieren a estas
particulas, luego las gotas atraen mds agua y contintian creciendo hasta que son lo suficiente-
mente grandes como para caer de la nube.

Las gotas de llovizna son mds pequenas que las gotas de lluvia. En muchas nubes, las go-
tas de lluvia en realidad comienzan como pequefios cristales de hielo que se forman cuando
una parte o toda la nube estd por debajo del punto de congelacién. A medida que los cristales
de hielo caen dentro de la nube, pueden colisionar con gotas de agua que se congelan sobre
ellos. Los cristales de hielo contintian creciendo, hasta que son lo suficientemente grandes
como para caer de la nube. Pasan a través del aire caliente, se derriten y caen como gotas de
lluvia.

Generalmente se mide en unidades lineales de agua liquida (milimetros o pulgadas) con el
supuesto de que esta medida es por unidad de 4drea. Cuando los cristales de hielo se mueven
dentro de una nube muy fria y las gotas de agua se congelan en los cristales de hielo, la nieve
caera de la nube [23].

Presion

La Atmoésfera consiste en una variedad de gases que forman una envolvente alrededor de la
Tierra y que se mantienen alli por gravedad. La presion de la Atmdsfera no es la misma en
cualquier parte, ésta depende de la altura.

Es decir, las moléculas de aire son atraidas hacia la Tierra y se compactan mds a medida
que se acercan al nivel del mar, porque cada capa de la Atmdsfera estd siendo comprimida
por la masa de aire que estd sobre ella, en pocas palabras, a menor altura la cantidad de aire
que queda comprimida por encima es mayor. Si esta masa se multiplica por la fuerza de la
gravedad, el resultado es el peso del aire, que se describe en términos del drea sobre la que se
mide (es decir, libras por pulgada cuadrada, gramos por centimetro cuadrado). Este peso del
aire es la presion atmosférica [24].

Humedad relativa

La mayor parte del aire que nos rodea tiene agua en forma de gas llamado vapor de agua. La
humedad se refiere a la cantidad de vapor de agua del aire.

Los dos tipos de humedad mds usados son la humedad absoluta, 1a cual expresa el contenido
de vapor de agua por unidad de volumen de aire. Este pardmetro indica con relativa precision
la probabilidad de precipitacion atmosférica.

La humedad relativa es la relacion de la cantidad de vapor de agua en el aire en compa-
racién con la cantidad de vapor requerida para la saturacién (a una temperatura y presion
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particulares) y es medida en porcentaje.

Si el valor de la humedad relativa es del 50 %, quiere decir que la humedad que contiene el
aire en ese momento es el 50 % de vapor de agua respecto al mdximo que podria contener,
que serfa el 100 %. Si la humedad relativa es del 100 % quiere decir que el aire estd lleno
de vapor al maximo. Estd saturado de vapor. No admite mds vapor. Si se intenta meter mas
vapor, este se condensara.

Velocidad y direccién del viento

Al movimiento de aire cerca de la superficie de la Tierra y en una direccién horizontal cerca-
na es llamada viento. Los pardmetros que afectan al viento son la direccion y la velocidad. La
direccién del viento es determinada por una veleta, moviéndose libremente en un eje vertical
en una aguja o poste elevado. Por otro lado, la velocidad del viento es la razén del movimiento
del viento en unidad de distancia por unidad de tiempo [22].

1.3. Radiacion solar en la Atmosfera

La radiacion solar se podria definir como la emisién, propagacion y absorcion de la ener-

gia en forma de ondas electromagnéticas y, que es expresada como la energia emitida por
unidad de tiempo que incide en una superficie (Watts/m?). La radiacién que llega del Sol a la
Tierra es la fuente principal de energia para la generacidn de los fendmenos en la Atmosfera,
en los océanos y, en general para la vida en la Tierra.
El Sol esta continuamente radiando energia en forma de ondas electromagnéticas, la canti-
dad total de energia solar que llega a la Tierra depende de los siguientes factores: emision
de radiacion solar, distancia entre el Sol y la Tierra (es la distancia promedio de 1 unidad
astronémica (149 597 870.691 kilémetros) del Sol a la Tierra), altitud del Sol (es el dngulo
entre los rayos solares y el plano tangente a la superficie terrestre) y longitud de dia (es el
tiempo en que estd expuesta la faz de la Tierra a la radiacion solar, también afecta la cantidad
de energia solar que recibe la Tierra).

Por otro lado, la Atmoésfera juega un papel muy importante en cuanto al balance entre la
radiaciéon solar que entra a la Tierra y la radiacién que sale de la misma (es decir que esta
sujeta a un mecanismo de absorcidn y dispersion), manteniendo un promedio global de tem-
peratura superficial de 15 grados C. Si la Tierra careciera de una Atmdsfera para absorber y
disminuir el calor que llega del Sol, entonces gran parte de esa energia solar seria reflejada
inmediatamente y la temperatura media sobre la superficie terrestre estaria por debajo de los
0 grados C. Cuando la radiacién solar llega a la superficie de la Tierra, es transformada en
calor y en radiacion infrarroja. Esta energia la absorbe la Atmdsfera y la emite nuevamente al
espacio. Al termino de un afio, el sistema terrestre devuelve exactamente la misma cantidad
de energia que llega del Sol ya que de no ser asi la Tierra se calentaria (o se enfriaria) ilimi-
tadamente.
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No toda la radiacién solar que llega a la Atmdsfera logra penetrar la superficie de la Tierra
(ver Figura[I.2)). De esta, una pequefia parte es reflejada al espacio, de la restante, una parte
es absorbida por la Atmdsfera (principalmente por el Oy y el C'O3). Y de la otra parte restante
(la cual es absorbida por la superficie terrestre), una parte se transforma en movimiento de
la Atmésfera y la Hidrésfera, las cuales transportan el exceso de calor de los trépicos hacia
los polos. Y la otra parte es transformada en radiacién de onda larga, la cual es emitida a
la Atmoésfera, reteniéndola por el efecto invernadero, para después remitirla a la superficie y
al espacio exterior, manteniendo un balance radiativo en el sistema terrestre. Los principales
gases de invernadero son: el vapor de agua, el diéxido de carbono, el metano, el 6xido nitroso
y los clorofluorocarbonos, los cuales retienen un gran porcentaje de la radiacién infrarroja

terrestre [25]).

Radiaci6n solar Radiacion solar Radiaci6n de
reflejada entrante onda larga saliente
107 W m-2 342 W m-2 235 W m-2

(235

Reflejada por las nubes Emitida por
los aerosoles la atmésfera Ventana

y la atmésfera atmosférica
77

67  Absorbida por

la atmésfera
Gases de efecto

invernadero

324
Reflejada por Contrarradiacién
la superficie
30

168
Absorbida por Radiacion

o 24 transpiracion de superficie
la superficie i B la superficie

Térmicas  Evapo-

Figura 1.2: Mecanismo de la Radiacion Solar.El

Pero, si la Atmdsfera contiene demasiado de estos gases, toda la Tierra se convierte en un
invernadero cada vez mads caliente. La Atmdsfera conserva demasiado calor por la noche, en
vez de dejarlo salir al espacio. Entonces, al dia siguiente, el Sol calienta la superficie de la
Tierra todavia més (ver Figura[I.3)).

3Kiehl & Trenberth. (1997). Balance energético Sol ? Tierra [Ilustracién]. Recuperado de
https://meteoglosario.aemet.es/?pag=termino&ter=436
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La Atmdésfera funciona como un invernadero, ca-
da dia hace un poco més de calor que el dia anterior.

Durante el dia, cuando
la energia solar llega a
la atmésfera de la

No es posible medir este efecto de un dia para otro, ni renctraa ';‘jg;}!ﬁ;f
de un afio a otro. Sin embargo, a lo largo de los afios, Febota y fraccién

espacio.

apenas unos pocos grados de calentamiento comien-
zan a provocar cambios. El aumento de temperatura
del agua ocednica afecta el clima en todas partes del
mundo. Algunos sitios tienen tormentas mas intensas,
mientras que en otros apenas llueve.

Es de interés mencionar que, la Atmdsfera en alguna tod o ener ol sl
ubicacién de la superficie terrestre, es frecuentemente Z;f,i?:?i‘,,’;:ﬁ'ﬁfe“'
clasificada en Atmésfera con nubosidad y sin nubosi- et e los
dad. Los mecanismos de absorcién y dispersion son 32;?;‘1;??;:{}2;0

calentando la Tierra.

similares en ambos casos. Sin embargo, es evidente
que la menor disminucién de radiacion toma lugar en
un cielo sin nubosidad. En consecuencia, la radiacién ~ Figura 1.3: Efecto invernadero. [
maxima es recibida en la superficie terrestre bajo las

condiciones de cielo sin nubosidad. La radiacion se puede dividir como sigue:

1. Radiacién directa o rayo: Es la radiacion solar recibida en la superficie terrestre son
cambiar la direccidn, es decir, en linea con el sol.

2. Radiacién difusa: Es la radiacion recibida en la superficie terrestre desde todas las di-
recciones del hemisferio celeste (después de ser sujeto a la dispersion en la Atmdsfera).

3. Radiacion global o total: Es la suma de la radiacion directa y la difusa [30].
En ésta tesis se trabajo con la radiacion total.

1.4. Monitoreo atmosférico

Para llevar a cabo la obtencién de los datos meteoroldgicos es necesario contar con un
instrumento que indique el valor de cada variable, en este caso, una estacion meteoroldgica la
cual permite cuantificar mediciones y hacer registros regulares de diversas variables meteoro-
l16gicas (por ejemplo la velocidad y direccion del viento, la presiéon atmosférica, la insolacién
del suelo, la humedad, la radiacién solar, la caida del agua, la temperatura). Una estacion
meteoroldgica cuenta con sensores especificos tales como anemémetro, bardmetro, helidgra-
fo, higrémetro, piranémetro, pluviémetro, termémetro entre otros. El flujo de la radiacion es
usualmente medido mediante la ayuda de un piranémetro o un pirheliémetro [30].

“NASA Space Place. (2017) ;Vivir en un invernadero? jSerfa terrible! [Ilustracién]. Recuperado de
https://spaceplace.nasa.gov/greenhouse/sp/



8 Dinamica atmosférica

Los datos registrados se utilizan tanto para la elaboracion de predicciones meteorolégicas
a partir de modelos numéricos como para estudios climdticos. El instrumental meteorologi-
co registrard sus mediciones en funcion del relieve topografico y urbano donde se encuentre
instalado, ya que es necesario que éste se encuentre en un lugar despejado, sin elementos
de encajonamiento que introduzcan una alteracion en los datos obtenidos y en los procesos
de medicion. Estos aparatos deben cumplir con regularidad en su funcionamiento, precision,
sencillez en el disefio, comodidad de manejo y solidez de construccion.

Piranometro

Cipulas de cristal
upmias de crista Superfice negra

Guardia de la placa —¢

Tornillos de nivelacion ‘ : \

Placa de montaje \ I : H"_‘h‘
Pernos inyectados \ " : : : . ‘ )
o \ﬂJ TE s Lc@ﬁ
VAl

Figura 1.4: Piranémetro. E]

El piranémetro es un instrumento que mide la radiacién global o difusa que cae sobre
una superficie sobre un campo hemisférico de visién (ver Figura[I.4). Bdsicamente consiste
de una superficie “negra” la cual se calienta cuando es expuesta a la radiacidn solar. Su tem-
peratura aumenta hasta que la tasa de ganancia de calor por la radiacion solar es igual a la
tasa de pérdida de calor por conveccidn, la radiacién de retorno y la conduccién. Las unio-
nes calientes de una termopila estdn unidos a la superficie de color negro, mientras que las
uniones frias se encuentran en una placa de proteccién de modo que no reciben la radiacién
directamente. Como resultado, se genera una fuerza electromotriz. Esta fuerza electromotriz
que esta generalmente en el intervalo de 0 a 10 mV puede ser leida, o integrada en un periodo
de tiempo y es una medida de la radiacién global.

El piranémetro también puede ser utilizado para la medicién de la radiacion difusa. Esto
se hace mediante el montaje en el centro de un anillo de sombreado semicircular. El anillo de
sombreado se fija de tal manera que su plano es paralelo al plano de la trayectoria de movi-
miento diario del sol por el cielo y sombrea el elemento termopila y las dos ctipulas de vidrio

> [30]
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del piranémetro en todo el tiempo de la luz del sol directa. En consecuencia, el piranémetro
mide soélo la radiacion difusa recibida desde el cielo.

Pirheliometro

Angulo de
aceptacion

Tubo ennegrecido en el
interior de la superfice

Bafle

Indicador de alineacion

Capa negra de absorcién

Uniones de termopila

Mecanismo de
rastreo de dos ejes

Figura 1.5: Pirheliometro. E]

El pirheliémetro es un instrumento que mide el haz de radiacién que incide sobre una
superficie normal a los rayos del sol. En contraste con un piranémetro, la placa de absorcién
negra (con las uniones calientes de una termopila unido a €l) estd situado en la base de un
tubo de colimacion. El tubo estd alineado con la direccidn de los rayos del sol con la ayuda
de un mecanismo de seguimiento en dos ejes y un indicador de alineacion. Asi, la placa de
absorcion sélo recibe radiacion de haz y una pequefa cantidad de radiacion difusa que entra
en el “dngulo de aceptacion” del instrumento (ver Figura[I.5).

% [30]






CAPITULO 2

CONCEPTOS BASICOS DE SERIES DE
TIEMPO

2.1. Procesos estocasticos

Antes de presentar la definicion de una serie de tiempo, se definird lo que es un proceso

estocdstico, ya que, una serie de tiempo es un caso particular de un proceso estocdstico (nor-
malmente una serie de tiempo es una trayectoria de un proceso estocdstico y no el proceso
estocastico en si).
Considérese un sistema que se caracteriza por estar en cualquier conjunto de estados previa-
mente especificados. Ahora suponga que el sistema cambia de un estado a otro a lo largo
del tiempo, y sea X, el estado del sistema al tiempo ¢. Ahora, considérese que la evolucién
del sistema es provocada de algina forma azarosa, entonces se puede pensar que X; es una
variable aleatoria para cada valor del indice ¢. A esta coleccion de variables aleatorias les
llamaremos proceso estocdstico, el cual sirve para representar la evolucion de un sistema de
manera secuencial a lo largo del tiempo. Cabe mencionar que las variables aleatorias que con-
forman un proceso no son independientes entre si (necesariamente), €stas estan relacionadas
unas con otras de alguna forma particular [26].

Definicién 2.1 (Proceso estocastico). Un proceso estocdstico es una coleccion o familia de
variables aleatorias { X, con t € T'}, parametrizadas por un conjunto de indices T, llamado
espacio parametral, definidas en algiin espacio de probabilidad (2, % , P), y con valores en
un conjunto S llamado espacio de estados. De tal manera que a cada elemento del conjunto
T le corresponde una y solo una variable aleatoria representada por X,.

Si T es un intervalo de niimero reales ya sea abierto o cerrado, se dird que el proceso
estocéstico es continuo, por otro lado, si el conjunto es finito o infinito pero numerable el
proceso sera discreto. ?

11
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De acuerdo a lo anterior, podemos clasificar dependiendo de cémo sea el conjunto 7"y el
conjunto de variables aleatorias X. (Ver Tabla[2.1)

X ) .
( Discreto Continuo
Discreto | Cadenas de Markov, Procesos | Series de tiempo.
de ramificacion.
Continuo | Procesos de Poisson, Teoria | Movimientos Brownianos.
de colas, Proceso de naci-

miento y muerte.

Tabla 2.1: Clasificacién de los procesos estocdsticos (ejemplos).

Nota 2.1. En este trabajo nos enfocaremos en los procesos estocdsticos a tiempo discreto
con variable aleatoria continua, también conocidas como series de tiempo.

2.2. Series de Tiempo

Definicion 2.2 (Serie de tiempo). Una serie de tiempo es una sucesion cronologica de ob-
servaciones x;, generada por un proceso estocdstico, a tiempo discreto y espacio de estados
continuo, donde cada observacion estd asociada a un tiempo en especificot € T'.

Definicion 2.3. Las funciones X,(w),w € Q yt € T son conocidas como las realizaciones
de un proceso X;,t € T y simplemente se denota por x,.

Para cada w € ), la funcién X;(w) : T — S se llama una realizacién

Se examinan los datos de las series de tiempo con el propdsito de identificar un patron que se
pueda utilizar para describirlo, luego, este patrén es extrapolado hacia el futuro con el objeti-
vo de preparar un prondstico.

Existen muchos ejemplos de series de tiempo, algunos de los cuales se mencionan a conti-
nuacion.

= Meteorologia: temperaturas méximas, medias o minimas, precipitaciones mensuales,
etc.

= Economia: tasa de desempleo, tasa de inflacion, alza de comestibles, precio del petro-
leo, etc.

= Demografia: nacimientos anuales, casamientos mensuales, etc.
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= Medio ambiente: concentracion media anual de nitratos en agua, emisiones anuales de
CO,, abundancia de animales, etc.

Como ya se ha mencionado, las series de tiempo se examinan con la esperanza de hallar
alguin patrén. Con objeto de identificar dicho patron, muchas veces es conveniente pensar
que la serie de tiempo consta de varios componentes.

1. Tendencia: esta componente representa el movimiento hacia arriba o hacia abajo que
caracteriza a las series de tiempo. Esta refleja el crecimiento o declinacién de larga
duracioén en las series de tiempo. La tendencia puede ser: constante, lineal, cuadratica,
exponencial, etc.

2. Ciclo: esta componente representa los movimientos por arriba y por debajo de los
niveles de la tendencia. Estas oscilaciones tienen una duracién que varia dependiendo
del problema a estudiar.

3. Variaciones estacionales: esta componente representa patrones periddicos, es decir,
secuencias que debido a la influencia de algiin fenémeno se repite de forma frecuente
afio tras afio, ya sea en los mismos meses (o trimestres) del afio con aproximadamente
la misma intensidad.

4. Fluctuaciones irregulares: esta componente representa los movimientos inesperados
en una serie de tiempo que siguen un patron incierto o irregular [8].

2.3. Procesos estacionarios y autocorrelacion

Como se menciond anteriormente, las series de tiempo son una realizacién cuyo objetivo
es determinar el comportamiento de la serie y predecir en el futuro. Para lograr predicciones
seguras no es posible usar cualquier tipo de proceso estocdstico, es decir, este debe de contar
con cierta estabilidad, pero si a cada instante de tiempo se observa un comportamiento di-
ferente e inestable, éste proceso no serd de gran utilidad para lograr lo que se desea. A este
tipo de condiciones se les conoce como estacionariedad. La estacionariedad implica tener un
tipo de estabilidad estadistica en los datos que permite aprender sobre las propiedades del
fenémeno, observandolo por un periodo suficientemente largo de tiempo.

Se dice que un proceso estocdstico se puede caracterizar cuando se puede determinar el
conjunto de funciones de distribucién para cada conjunto finito de variables aleatorias del
proceso. Sin embargo, suele ser complejo determinar las caracteristicas de un proceso por
medio de su funcién de distribucion, por ello, la caracterizacion se suele hacer a través de los
dos primeros momentos (media y varianza) de cada X,.
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Definicion 2.4 (Media). El conjunto de medias de un proceso estocdstico { X} al tiempo t
estd definido por

uxaw=Emu=1[mxﬁqu ﬂ‘/hmﬁmﬂx<oo @)

Es decir, cuando la integral de valores absolutos es convergente.

En general, pux (t) puede ser diferente en cada instante de tiempo t. La varianza estd defi-
nida como

Definicién 2.5 (Varianza). El conjunto de varianzas de un proceso estocdstico { X, } al tiem-
po t estd definido por

(&wvamu=mu¢wamﬂ:/mw—m®fmmm, 22)

/_00 (7 — pe () fi(2)dr < oco.

o0

2.3.1. Series de tiempo estrictamente y débilmente estacionaria

Definicion 2.6. Sea {X;} un proceso estocdstico, se dice que este proceso es estrictamente
estacionario si para cualesquiera dos colecciones finitas { Xy, Xy11, ..., Xeor} y

{Xtsn, Xevnt1, - s Xevnir |, éstas tienen la misma funcion de distribucion conjunta para
todo entero h > 0. Es decir

d
F[Xtv Xt-i-la B 7Xt+/€] = F[Xt-‘rha Xt-‘rh-i—la cee 7Xt+h+k]7 (23)

la funcion de distribucion conjunta de la serie no se ve alterada si esta es desplazada k
periodos en el tiempo, es decir, que son invariantes ante una traslacion del tiempo.

Como se menciond, determinar estas funciones suele ser algo muy complicado, ya que
se requeriria determinar todas las distribuciones de las serie. Es por ello que se usard una
condicion mds débil, que consiste en restringir los dos primeros momentos.

Definicion 2.7. Decimos que un proceso estocdstico es débilmente estacionario si
BE(X,) = u, Vt € R, u? < o0, (2.4a)

Var(X,) = o?, vVt € R, 0% < o0, (2.4b)
CO’U(Xt, XtJrk) = Yk, Vt, ke R. (24C)
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No pierda de vista que en las expresiones de la media y la varianza, el término ¢ no apa-
rece, pues no dependen del tiempo, esto es, si ain cuando el proceso se separa de la media,
éste siempre retornard a la vecindad de la misma, por otro lado, si observamos a la covarian-
za, tampoco existe dependencia del tiempo, pero si de el lapso k que existe entre las variables.

Con lo anterior, se puede decir que, dado cualquier instante de tiempo, el comportamiento
de la serie serd el mismo sin importar el lapso en que ésta sea observada, por ejemplo, si se
decidiera graficar cierta cantidad de observaciones contiguas de la serie, la grafica resultante
seria semejante a la grafica con la misma cantidad de observaciones contiguas pero k lapsos
hacia adelante o hacia atrds dependiendo de donde se inicie [18]].

Observacion 2.1.

» Se puede probar que la estacionariedad estricta implica estacionariedad débil, pero,
no necesariamente la implicacion inversa se cumple, esto ocurriria si, las variables
que integran el proceso tienen una funcion de distribucion conjunta dada por una
distribucion normal multivariada [|18].

2.3.2. Funcion de autocovarianza (FACV) y autocorrelacion (FAC)

Comitnmente, cuando se hace un andlisis estadistico se hace el supuesto de la existencia
de independencia entre las variables aleatorias. Sin embargo en las series de tiempo existen
ciertas correlaciones entre las observaciones, es decir, que los cambios que sufre una de las
variables influyen en la otra, es por eso que obtener la funcidon de distribucion de cada una de
las variables resulta ser complicado.

La covarianza entre dos observaciones X; y X;,; separadas un lapso £ es llamada auto-
covarianza y nos indica el grado de asociacién lineal que existe entre esas observaciones, es
decir, si una de las variables aumenta y la otra también lo hace, entonces la autocovarianza
serd positiva, pero si cuando una de las variables aumenta la otra disminuye, entonces la au-
tocovarianza serd negativa y cuando no hay dependencia entre las variables la autocovarianza
es cero.

Dada la Definicién[2.3] se tiene que la funcién de distribucion bivariada de X; y X,
Vt,s € T, es la misma para un desplazamiento de tiempo k, esto es, X;_r y X, se sigue
que

Vs = Cov(Xy, Xy) = Cov( Xy, Xs—i), Vi, k,seT.
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Cuando la longitud de desplazamiento k = sy luego k = ¢, resulta que

Ye.s = Cov(Xy—p, Xs—i)

= Cov(X;_s, Xo)

= Cov(Xo, Xs_t)

= CO’U(XO, X|t s‘)

= 70,|t—s|.
Es decir que la covarianza C'ov(X;, X;), depende solamente del lapso de tiempo |t — s| y no
del tiempo en el que se haya calculado, del mismo modo ocurre para la funcién de autocorre-
lacion.
Asi, para un proceso estacionario se tiene que

i = Cov(Xy, Xog) y pr = Corr(Xy, Xii),
donde solamente dependen del lapso |k| [14]. Formalmente:

Definicion 2.8 (Coeficiente de Autocovarianza). La autocovarianza entre dos observacio-
nes X; y X¢ix en un lapso k estd definido por

Y = Cov(Xy, Xeyx) = El(Xe — ) (Xegn — ). (2.5)
El conjunto de valores v, k = 1, 2, ... es llamado funcién de autocovarianza (FACYV).

Nota 2.2. Si el proceso es estacionario entonces . = E[X;| = E[X;,], es decir, que para
cualquier valor de t y k, la funcion de valor esperado es la misma para cualquier valor en el
tiempo.

Definicion 2.9 (Coeficiente de Autocorrelacion). El coeficiente de autocorrelacion entre
dos variables X; y X, en un lapso k mide el grado de relacion lineal que existe entre esas
observaciones, y estd definido por

El(Xy — p)(Xeh — )] _ Cov(Xy, Xitr) _ e
VEIX: — ) E[(Xiyn — 1) Var(X:) Yo

(2.6)

Pk =

Nota 2.3. Si el proceso es estacionario entonces o> = Var|X;] = Var[ Xy 1] = 7o, es decir,
que para cualquier valor de t y k, la varianza también es la misma para cualquier valor en
el tiempo.

Este coeficiente toma valores -1< p, < 1.

= Si p, > 0, indica que una de la variables aumenta a medida que la otra también aumen-
ta.
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Si pr=1, existe una autocorrelacion lineal perfecta con pendiente positiva.

Si pr, < 0, indica que al aumentar una de las variables la otra disminuye.

Si prp=-1, existe una autocorrelacion lineal perfecta con pendiente negativa.

Si pr= 0, no existe autocorrelacion lineal.
El conjunto de valores de p;, k = 1,2, ... es llamado funcién de autocorrelacion (FAC).

= Propiedades

Funcién de autocovarianza (-y;) | Funcién de autocorrelacién (py)
1 Yo >0 po=1
2 vl < 70 o] <1
3 Tk = V—k Pk = Pk
A1 D D @iy > 0 izt Djmr 0Pl 2 0

Tabla 2.2: Propiedades de las funciones de autocovarianza y autocorrelacion.

Obsérvese que en la Tabla la propiedad (1) de la funcién de autocovarianza, no es
otra cosa que la afirmacion de que Var(X;) > 0,Vt € T.
Y para la funcién de autocorrelacion, se tiene que py = 1—8 =1
En la propiedad (2) de la funcién de autocorrelacion, resulta que las correlaciones son meno-
res o iguales a 1 en valor absoluto, de ahi que en la funcién de autocovarianza se tenga que
76| < 0, esto es,

Yk

el <1 <14 [l < vl e 1wl <.

La propiedad (3) en la funcién de autocovarianza, es establecida observando que
Vi = Cov(Xipk, Xy) = Cov(Xy, Xiik) = vk

Obsérvese tambien que, la propiedad (3) indica que las funciones son simétricas para todo k.
Por ello la funcién de autocorrelacion se grafica solamente para lapsos (retardos) positivos.
El grafico de esta funcidn es llamado correlograma.

Andlogamente ocurre con la funcidn de autocorrelacion.

En la propiedad (4) ambas funciones son definidas positivas, para cualquier conjunto de pun-
tos t1, to, . .. t, y nimeros reales oy, ao, . . . av,.



18 Conceptos basicos de series de tiempo

Asi, la funcién de autocovarianza es definida positiva, ya que,

> @iy =YY iy B[(X; — E[Xi)(X; — E[X)])]

i=1 j=1 i=1 j—l

Zaz (X; — E[X Zoé] (X; — E[Xj]))]

= E[(Z ai(X; — BIXi]))*] > 0.

Del mismo modo se verifica que la funcién de autocorrelacion es semidefinida positiva.

2.3.3. Funcion autocorrelacion parcial (FACP)

Ademads de la autocorrelacion entre X; y X, es de interés conocer sobre la correlacion
que existe entre X; y X;,; después de eliminar el efecto de las variables aleatorias que inter-
vienen entre ellas, es decir, cuando las variables X; 1, X; 9, ..., X;1r_1 han sido removidas;
dicha correlacion esta dada por

Ok = Corr(Xe, X | X1, Xevos oo, Xeno1)- (2.7)

La ecuacién es llamada funcién de autocorrelacién parcial o FACP.

Si se desea hallar el valor de dicha correlacién, considere el modelo de regresion donde,
la variable dependiente X;,; de un proceso estacionario con media cero es expresada en
términos de las k variables retrasadas X 1, X;ir_2, ..., Xs11, Xy, en la forma

Xtk = O Xogpr—1 + Or2Xogn—o + -+ + O Xy + €4k, (2.8)

donde ¢y; denota el i-ésimo pardmetro de regresion y e;,; denota el término de error, con
media cero el cual no estd correlacionado con X, ,_; paraj = 1,2,... k.

Luego, multiplicado en ambos lados de la ecuacion (2.8) por X;,;_; y obteniendo la espe-
ranza se tiene que,

E Xt jXitr) = O B[ Xepn—j Xegr—1] + - + Our B[ Xppn Xo) + B[ Xiqh—jertrl,

y dado que {X;} es un proceso estacionario, entonces,

Vi = OrVj—1 + Pr2Vj—2 + 0+ OpkVi—k- (2.9)
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Dividiendo la ecuacién (2.9) por la varianza del proceso (o), se tiene que,

Pj = Gk1pj—1 + Gkapj—2 + -+ + Prrpj—k- (2.10)

Haciendo correr el indice de la ecuacién (2.10) desde j=1,2.....k obtenemos el siguiente
sistema de ecuaciones

pP1 = Qr1po + Gr2p1 + ...+ Orrpr—1
P2 = Qr1p1 + Prapo + - .. + Prrpr—2

Pk = Or1Pk—1 + Gr2pr—2 + - .. + Orrpo-

Aplicando la regla de Cramer, logramos obtener ¢y, para k = 1,2, .. ..

1 P1 P2 . Pr—2 P
p1 1 P oo Pr=3 P2
Pk—1 Pk—2 Pk-3 --- P1 Pk
Ork = ) (2.11)
L pt p2 oo Pre2 PRt
p1 1 pP1 - Pk—3  Pk—2
Pk—1 Pk-2 Pk-3 --- P1 1

Donde ¢y, es conocida como la Funcién de Autocorrelacion Parcial (FACP) [31]].

A continuacién, se mostrardn algunos ejemplos de procesos estacionarios con su funcién
de autocovarianza y su funcién de autocorrelacién [31], [10].

2.3.4. Ejemplos de series de tiempo estacionarias
Ejemplo 2.1. Procesos de ruido blanco

Se dice que un proceso {&;} es un proceso de ruido blanco si es una sucesion de varia-
bles aleatorias no correlacionadas a partir de una distribucién fija. Este tiene las siguientes
caracteristicas:

L] E[St] = 0.
» Var(g;) = o, varianza constante.

e = Cov(ey, e4r) = 0, Vk # 0.
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De aqui se sigue que un proceso de ruido blanco es débilmente estacionario. Se denotara al
proceso de ruido blanco como {¢;} ~ RB(0, 0?).

Con funcién de autocovarianza

[\

g
0,

Y

Ve =

Funcién de autocorrelacion

Pk 0,

Y funcién de autocorrelacion parcial
L,
Dk = 0.

sik=0;
sik #0.

sik=0;
sik #0.

sik=0;
sik #0.

Cuando se hable de autocorrelacién y autocorrelacion parcial se hace referencia a pi y ¢k

para k # 0, en otro caso py = ¢go = 1.

En la Figura se puede observar la trayectoria para un Ruido blanco y el comportamiento

de FAC y FACP.
Ruido blanco
o -
a 4
eu
+ 7
| I I I I
0 50 100 150 200
Time
FAC FACP
o | 4
2 511 |‘||| |
g 34 = C’_ L i
L= T N IR TV T L1 e
o [T TT__ LN L L= T I
| | | I I I | I I I
0 10 20 30 40 50 5 10 15 20
Lag Lag

Figura 2.1: Trayectoria, FAC y FACP del Ruido blanco.
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Observacion 2.2.

» Es claro que un proceso i.i.d. implica un proceso de ruido blanco, pero un proceso de
ruido blanco no necesariamente es un proceso i.i.d. (ya que los €’s no precisamente
son idénticamente distribuidas o son independientes).

» Si se cumple que £, ~ N(0,0?), se dice que &, es ruido blanco Gaussiano.
Ejemplo 2.2. Proceso de promedios moviles de primer orden o Proceso MA(1)

Consideremos la serie definida por la ecuacion

thgt—ngt_l, t:O,:t].,...,

en donde {¢;} ~ RB(0,0?) y 6 es un valor real constante. De la ecuacién anterior se puede
ver que

E[Xt] = E[(—:t — 91675,1] = E[Et} — HlE[Et,l] = 0,
y que
Var[X;| = El(e; — 91615,1)2] = E[ef + 9%5,52_1 — 2016544] = 02(1 + 9%) < 0.

Ahora, para obtener los valores de la funcién de autocovarianza y funcién de autocorrelacion,
consideremos
Parak =1

Y1 = CO/U(Xt, Xt—l) =F Xt — E[Xt])(Xt—l — E[Xt—l])]

E\(e — 915t—1)(5t—1 - 915t—2)]

= Eleer-1 — bherero — 01601601 + 9%&71&72]
FE

[eier-1] — 01E[ee4—2] — 91E[5f_1] + Q%E[Et_lft_g]

=

Se tiene también que, para toda k > 1

Y = Cov(Xy, Xox) = E[(Xy — E[Xi])( Xk — E[Xi4])]
[(51: - 915t—1>(5t—k - 915t—k)}

E
E[€t€t_k] — HlE[atét_k] — QIE[ét_lst_k] + Q%E[gt_lgt_k]
0.

Es decir, que el proceso tiene autocovarianza cero para los lapsos mayores a dos.
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En resumen, para un Proceso MA(1), la funcion de autocovarianza (-y), esta dada por

o?(1+6?), sik=0;
i = —020,, si k = +1;
0, si k| > 1.

Y la funcién de autocorrelacion (py ), esta dada por

1, sik =0;
P = —%19%, si k= =+1;
0, si |k| > 1.

De esta manera se cumplen las condiciones de estacionariedad, por lo que X; es estacionario.

Ahora bien, para hallar la funcién de autocorrelacion parcial (FACP), usando (@) resul-
ta que

ona-o o

Qbkk Y R TR el
1_ ef(k—i-l)

Obsérvese que la FACP de un proceso MA(1), contrariamente a su FAC, no se corta después
del lapso (retardo) uno, ésta mds bien se desvanece exponencialmente dependiendo del signo
de 91 .

En las Figuras [2.2]y [2.3] se puede observar las diferentes trayectorias para el proceso MA(1)
y el comportamiento de FAC y FACP.
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Figura 2.2: Trayectoria, FAC y FACP del proceso MA(1) con 6; = 0.6.

MA(1) 8,=-08
p—
o
! T T T T T
0 A0 100 150 200
Time
FAC FACP
- = T ——
. ST . oo M--Ll SN B A
= it et entisle ¥ 2]
I A O  Ep—— L
o [T 0
? N T | T | | | T |
0 5 10 15 20 5 10 15 20
Lag Lag

Figura 2.3: Trayectoria, FAC y FACP del proceso MA(1) con ; = —0.8.
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Ejemplo 2.3. Modelo autorregresivo de primer orden o proceso AR(1)

Suponga que la serie { X;} es estacionaria y satisface la siguiente ecuacién

Xe=¢p1 X41+¢e, parat=...,—1,0,1...,

en donde {¢;} ~ RB(0,0?),

¢1] < 1,y & no estd correlacionada con X para cada s < t.

Luego, tomando la esperanza de cada lado de la ecuacion anterior y dado que E[e;] = 0,
tenemos que F[X;] = 0.

Ahora, para hallar la funcién de autocorrelacion de X, si se multiplica en cada lado de la
ecuacion por X;_, (k > 0) y se obtiene su esperanza, entonces,

EX: X k] = E[¢Xi1 X + e Xi—i).
Esto es,

BIX.X,_4] = Bl(X, — B(X))(Xi—t — E(Xi_p))] = Cov(Xp, Xoet) = 7.

Asi que
Ve = B[ Xe 1 Xo—k + e X4
= B[p1 Xy 1 Xy—i] + Bl Xy—y]
= EXi1Xek] +0
= P1Vk-1-
Por lo que
M = P10
Yo = 11 = ¢1(d170) = d10
V3 = Qﬁ’%
e = P0.

Y como se ha mencionado anteriormente 7y, = 7y_x, entonces

_ |kl
Ye = @1 Y0-

Luego, la funcién de autocorrelacion es de la forma

Pk = T _ ¢|1k|, para k=0,£1,4+2, ...
Yo
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Como se menciond anteriormente, la Cov(X;, X;) = v, y que X; y €,_1 no estn correlacio-
nadas, y usando la propiedad de que la Cov(U + V,W + Z) = Cov(U, W) 4+ Cov(U, Z) +
Cov(V,W) + Cov(V, Z) se tiene que

Yo = Cov(Xy, Xy) = Cov(9pXi—1 + &, 9 X1 + &) = <Z5%’Yo + o2

Asi, despejando vy, resulta que
2

o
Yo =T3¢
1— ¢}
En resumen, la funcién de autocovarianza de un proceso AR(1) es
( o2 : N
m, sik = 07

Ve =
xﬁb‘f")’o, sik > 0.
Y la funcién de autocorrelacién de un proceso AR(1) es
(1,  sik=0;
Pk =

Lo}, sik =41,

Por lo que se cumplen las condiciones de estacionariedad, asi X, es estacionario.

Observacion 2.3.

» Dado que |¢1| < 1, la magnitud de la funcion de autocorrelacion disminuye exponen-
cialmente a medida que el niimero de retardos, k, aumenta.

» S5i0 < ¢y < 1, todas las correlaciones son positivas.

» Si—1 < ¢1 < 0, la autocorrelacion en el lapso 1 es negativa y los signos de las
autocorrelaciones sucesivas alternan de positivo a negativo, con sus magnitudes van
decreciendo exponencialmente.

Luego, para hallar la funcién de autocorrelacién parcial (FACP), usando (2.T1)), se obtiene
que la FACP es de la forma

p1=¢1, sik=1;
Pk =
0, sik>1.
Por consiguiente, 1a FACP del proceso AR(1), muestra un pico positivo o negativo en el lapso
(retardo) 1, dependiendo del signo de ¢; y luego se corta.

En las Figuras [2.4]y [2.5] se pueden observar las diferentes trayectorias para el proceso AR(1)
y el comportamiento de FAC y FACP.
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Figura 2.4: Trayectoria, FAC y FACP del proceso AR(1) con ¢; = 0.9.
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2.3.5. Estimacion de la media, varianza, y las autocorrelaciones simple
y parcial

Una serie de tiempo débilmente estacionaria se caracteriza por su media, varianza, auto-
correlacion simple y autocorrelacion parcial. Para saber los valores exactos de cada uno de
los pardmetros, se debe conocer el conjunto de todas las realizaciones posibles, en el caso de
series de tiempo normalmente s6lo se cuenta con una realizacion, a partir de ésta se desea es-
timar su media, varianza y autocorrelaciones. De lo contrario, pueden estimarse si se dispone
de multiples realizaciones independientes (lo cudl no sucede en este caso). Sin embargo, es
dificil o imposible obtener multiples realizaciones. Pero dado que los valores de una realiza-
cién del proceso representan al mismo proceso, es aceptable usar la muestra del proceso para
hacer inferencia de los pardmetros poblacionales [[10]].

Definicion 2.10. Sean x1, -, ..., x,, observaciones de una serie de tiempo.
La media muestral de x, x», ..., x,, estd definida como

1
[y =T = — Xy. (2.12)
n
t=1
La varianza muestral es
I _
Gi=r"do==> (z, -7 (2.13)
e
La funcion de autocovarianza muestral es
n—|k|
Ap =n"t Z (Tqpp) —Z)(2 —T) donde —n <k <n. (2.14)
t=1
La funcion de autocorrelacion muestral es
T
pr=-— donde —n <k<n. (2.15)
Yo

La funcion de autocorrelacion parcial muestral (FACPM) es obtenida sustituyendo py, por
pr en la ecuacion (2.11), pero en vez de calcular los determinantes complicados para k
grande, usamos un método recursivo, dado por Durbin [|16|], empieza con gzgn = p1 para
llegar a q@kk

A~ k n A~
Pk+1 — ijl Okj Prr1—j
E 7 A
L= >0 i

Dbt ps1 = , (2.16)
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ngﬂ,j = ng,j - ng-l—l,k-i-l </gk,k+1_j, j=1,... k.
Este método también funciona para el cdlculo de la FACP () [31)].

Los gréficos de la FAC y de la FACP aportan informacién acerca de la estacionariedad de
la serie de tiempo, a estos graficos se les conoce como correlograma. Los graficos de estas
funciones para los diferentes valores de k, proporcionaran informacién que, permite propo-
ner un modelo que ajustard la serie de tiempo. Estos pueden presentar un comportamiento de
extincidén exponencial, extincién exponencial con oscilaciones, extincidn lenta, movimientos
sinoidales o truncamiento.

Observacion 2.4. Dependiendo del comportamiento del correlograma correspondiente a la
funcion de autocorrelacion:

» Si en el correlograma sus valores se cortan claramente con rapidez o se desvanecen
(decrecen) muy rdapidamente, entonces se debe considerar que los valores de la serie
temporal son estacionarios.

» Si por el contrario, en el correlograma sus valores se desvanecen con lentitud extrema,
entonces se debe considerar que los valores de la serie temporal son no estacionarios

18]

2.3.6. Operadores de retardo y diferencia

= Operador de retardo (B)

Uno de los operadores que se usard frecuentemente es el operador de retardo, expresado por
la letra B (del inglés Backward), el cudl actia de la siguiente forma

BX, = X, 1, para t=...,—1,0,1... (2.17)

Es decir, que B aplicada a X}, la desfasa un lapso y la convierte en X; ;. Aplicandolo k-
veces, se tiene que
B"X, = X, 4.

Asi, al aplicar B k-veces, se obtiene la variable desfasada k& periodos.

Por otro lado B® = 1, entonces, B°X, = X,. Esto indica que B° = 1 denota al opera-
dor identidad, ya que deja intacto el indice de la variable sobre la cual se opera.

Cabe sefialar que al hacer uso de operador B, éste modifica a toda la sucesién de valores
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{1, x9,...,xN}, transformdndola en otra nueva sucesion {1 g, To_ g, ..., Tt_ky- -, EN_k -
No se pierda de vista que, si se tienen las observaciones {1, xs,..., 2y}, y se les apli-
ca el operador B*, entonces, las observaciones {T1_k, T2_k,...,To} NO se apareceran en la

nueva sucesion, es decir, si la serie tenia N observaciones, esta se reducira a una serie de
simplemente /N — k observaciones [18]].

= Operador diferencia (V)

Otro operador que se usard y que a su vez esté relacionado con B es el operador diferencia
(V). El cual se utiliza para expresar relaciones de la siguiente forma

VX, =X, — X, para t =...,—1,0,1.... (2.18)

Y la relacion que une a V con B es la siguiente

V=1-DB entonces VX,=(1-DB)X,.

Abhora bien, tal como ocurri6é con B, tenemos que VX, = X,. Y asi como se consigui6 una
expresion general para B* mediante la aplicacién sucesiva del operador B, de igual forma es
posible obtener una forma general para V*

k
k )
VkXt:Z<,)(—1)Jth para k=0,1,2,... y t=...,—1,0,1...
=0 \J

La expresién anterior no es nada més que el uso del Teorema de Binomio, ya que V¥ es un
binomio elevado a la k-ésima potencia, es decir

VEX, = (1 - B)*X,.

En este caso se tendria V¥ = (1 — B)* es una diferencia de orden k.

Es necesario determinar que la serie de tiempo que se pretende pronosticar es estacionaria.
Algunas veces se puede transformar a la serie temporal no estacionaria, en una serie tempo-
ral estacionaria. Esto es posible gracias a la técnica de diferenciacion, el cual consiste en
obtener las primeras diferencias de los valores de la serie temporal no estacionaria [8], para
asi obtener una nueva serie a partir de la original {1, xs, ...,z x}, esto es,

K:vXt:Xt_thla t:2,37N

A veces, cuando se obtienen las primeras diferencias de la serie de tiempo no estacionaria,
éstas se convierten en valores de una serie temporal estacionaria, pero en ocasiones €s nece-
sario usar otras formas de diferenciar para tener valores de series temporales estacionarias,
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es por eso que se aplicardn segundas diferencias (las primeras diferencias de las primeras
diferencias), es decir

Y; = VX, = (1 — B)*X,
= (1-2B+ B*)X,
=X; —2X; 1+ X0
parat = 3,4,5,..., N.

Como ya se menciond anteriormente, la intencion de obtener diferencias de una serie de
tiempo es, volver estacionaria a la serie temporal, ahora bien, ;qué pasa si se toman diferen-
cias de una serie de tiempo estacionaria? pues bien, éstas seguirdn siendo estacionarias, al
hacer esto estaremos cometiendo sobrediferenciacion de una serie al tratar de estacionali-
zarla.

Pero ;sobrediferenciar es malo? Si, sobrediferenciar a una serie de tiempo trae ciertas com-
plicaciones, como

= Resulta complicado identificar un modelo para representar a la serie.
= Aumenta la varianza de la serie estacionaria.
= Se pierden observaciones, esto se debe al aplicar d veces el operador V.

Por lo que es necesario tener cuidado de NO sobrediferenciar a la serie temporal [18]].

2.4. Modelos de series de tiempo estacionarias

Los modelos de series tiempo se descomponen en dos partes: la parte sisteméatica y la
parte aleatoria. La parte sistemdtica es la parte predecible constituida por la serie de tiem-
po, mientras que la parte aleatoria es la parte donde sus valores no tiene relacién alguna o
dependencia entre si (esta parte puede ser un ruido blanco). Usualmente cuando se construye
un modelo estadistico el problema es formular la parte sistematica.

Deben cumplirse dos condiciones para que un proceso estocdstico estacionario admita un
modelo, las cudles son

1. El proceso no debe ser anticipante, esto es, que el futuro no determine el presente.
Una manera informal de interpretar esto, es que el valor de X al tiempo ¢, no puede
depender de los valores futuros de X.

2. El proceso debe ser invertible, es decir, que la correlacion entre una variable y su pasado
debe ir disminuyendo conforme nos alejemos del pasado [[17].
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s Procesos lineales

Se dice que una serie de tiempo {X;}, es un proceso lineal si se escribe como una combi-
nacion lineal infinita de ruidos blancos, que en realidad es un sélo ruido blanco en distintos
instantes, es decir

Xi= ) ey, WeT (2.19)

j=—o0

Donde {¢;} ~ RB(0,0°) y ¢, es una sucesién de constantes tales que > >° __ [¢);] < oo.

.« ., o0 . . .
La condicién ) | oo |1;|] < oo nos garantiza que la suma infinita que define al proceso
converge.

Aplicando el operador de retardo a la ecuacion (2.19)), es posible escribir al proceso lineal
de manera més compacta como:
X = ¥(B)ey. (2.20)

Donde ¢/(B) = 3 4;B’. Esto lleva a pensar que el operador () es un filtro lineal,
que al aplicarlo al proceso de ruido blanco {¢;} produce como resultado el proceso { X, }.

Decimos que un proceso lineal es un proceso de promedio mévil o MA(c0) si ¢; = 0,
V7 < 0, es decir, si

X =) e VteT. (2.21)

=0
Donde ¢y = 1, &, ~ RB(0,07%) y 3_72 ¥7 < oo (condicién de estacionariedad).

Otra clase ttil de proceso { X} en un procesos autorregresivos o (AR(c0)):
X =Y mXi_j+e (2.22)
j=1
Donde ¢; ~ RB(0,0%) y 322, |m;| < oo (condicién de invertibilidad).

= Procesos de promedio moévil

Los modelos de promedio mévil de orden finito ¢, también conocido como MA(q), consis-
ten en representar a un proceso estocastico {X;} como una suma finita ponderada de rui-
dos blancos, que pertenecen a periodos pasados, estas ponderaciones estin representadas por
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0,7 =1,2,...,q esdecir, Yy = =01,y = —0s,..., ¢y = =0,y ¢, = O para k > q.
Es representado de la siguiente manera

Xy =6 —bOigpq — ey g — - — qut—qa (2.23)
donde ; ~ RB(0, 02).

Cabe mencionar que el proceso de promedio movil es estacionario para cualesquiera ¢;, - - - , 0,
siempre que 1 + 03 + - -+ + 93 < oo [31].

En la Figura[2.6]se puede observar la trayectoria de un proceso proceso MA(2) y el com-
portamiento de FAC y FACP, dependiendo de los signos de ¢, y 6;.

Tenemos ademas que, escribiendo a la ecuacién (2.23) en términos del operador de retar-
do, se tiene que

Xt = (1 —918— —quq)Et

q
i=1
= Q(B)Et,
donde 6,(B) = (1—60,B —---—6§,B?), que es el polinomio de retardo. Es necesario verifi-
car que el proceso es invertible, esto ocurre si las raices del polinomio de retardo 6,(B) = 0
se encuentran fuera del circulo unitario [31]].
Ahora bien, la media del proceso es
E[Xt] = E[Eft — 01&}_1 — 925t—2 — e — qut—q] = O, VteT.

Y la varianza

Y0 = Var[Xy] = E[(X; — E[X4])?] = E[(e; — b1et1 — Ooct o — -+ — 0,50 4)°], VteT.
Desarrollando los cuadrados, se obtiene finalmente que

q
Yo = o2 ZQ? donde 6, = 1.
1=0

La funcién de autocovarianza de un modelo MA(q) esta dada por (2.24))

o*(1+67+6054---462), sik =0;
Yo = 02 (—Ok + 010511+ -+ 0,40,), sik=1,2,... ¢; (2.24)
0, si k| > q.
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Figura 2.6: Trayectoria, FAC y FACP del proceso MA(2).
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Y la funcion de autocorrelacién de un modelo MA(q) estd dada por (2.25)

(1, si k= 0;

=0 +010k 11+ 40,10 : .
Pk = 1+9%+9§+-..+0q§ q? sik = ]-7 27 - s (225)

0, si |k| > q.

La funcién de autocorrelacion de un proceso MA(q) se corta después del lapso ¢, esto nos
permite identificar si se trata de un proceso de promedio mévil.

La FACP del proceso, resulta ser una mezcla de decaimientos exponenciales y ondas si-
nusoidales amortiguadas dependiendo de las raices del polinomio de retardo 6,(B) = 0.

Los procesos de promedios mdviles son ttiles para representar fendmenos en donde los even-
tos originan efectos inmediatos que s6lo duran periodos cortos de tiempo.

= Procesos autorregresivos

Consideremos ahora los procesos autorregresivos finitos de orden p , también conocidos como
AR(p), éstos consisten en representar al valor actual del proceso { X; } como una combinacién
lineal de los p dltimos valores pasados de si mismos mds un término de error (ruido blanco),
éste ultimo incorpora todo lo nuevo en la serie en el tiempo ¢ que no se explica por los valores
pasados. Y es representado de la siguiente forma

Xi =01 Xoo1 + @ Xy o+ -+ 0 Xy + &4, (2.26)
donde £, ~ RB(0,0?) y en este caso m = ¢, T2 = P2, T3 = ¢3,...,Tp = Pp y T = 0,k >
.

Cabe mencionar que los procesos autorregresivos de cualquer orden son invertibles siempre

que Zf:1 |¢i| < oo [31]].

En la Figura[2.7]se puede observar la trayectoria para un proceso AR(2) y el comportamiento
de FAC y FACP, dependiedo de los signos de ¢; y ¢,.

Expresando la ecuacion [2.26]en términos del operador de retardo, se obtiene que

eo=(1—¢1B— 6B — - — $,B")X,
=(1-) ¢:B)X;
=1

= ¢p(B)Xta
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donde ¢,(B) =1 — ¢;B — ¢oB? — - - — ¢,,BP es el polinomio de retardo de AR(p).

Para confirmar la estacionariedad del proceso, se debe satisfacerse que las raices del poli-
nomio de retardo ¢, (B) = 0 se encuentren fuera del circulo unitario [31]].
Es posiblle verificar que un proceso AR(p) puede ser presentado por un MA(oco) [31].

Para hallar las funciones de autocovarianza () y autocorrelacién (py) del proceso AR(p),
se multiplica por X;_; en ambos lados de la ecuacién (2.26)) y se calcula la esperanza, esto
es,

Xk Xy = 01Xk X1 + Q2 Xy Xyo + - -+ 0p Xy Xy + Xy_iey,
EXi Xy = 01 B[ X1 Xya] + - + 0, B[ X1 Xy | + B[ Xy _iey),

e = P1Vk—1 + P2Vk—2 + *** + OpVr—p- (2.27)

Y la funcién de autocorrelacién (py) del proceso es

Pk = % = P1pp—1 + G2pp—2 + -+ Oppr—p, k > 1. (2.28)
0

Para la FACP(¢yy), dado que p, = ¢1pk—1 + @205—2 + - - - + @ppr—p, k > 1, notar que cuando
k > plailtima columna del determinante en el numerador de puede ser escrita como
una combinacion lineal de las columnas previas del determinante, de esta manera el determi-
nante es igual a cero y la FACP se corta después del lapso p.

El proceso AR(p) es util para describir situaciones en la que el valor actual de una serie
temporal depende de sus valores anteriores mds un choque aleatorio.

= Proceso Autorregresivo de Promedio Mévil (ARMA (p,q))

Una extension del proceso autorregresivo y el proceso de promedios méviles, es el pro-
ceso mixto autorregresivo en promedios moviles, que incluye a los procesos autorregresivos
y a los procesos de promedios mdviles como casos especiales.

Un proceso estacionario e invertible puede representarse como un proceso de promedio mévil
0 un proceso autorregresivo [31]].

Sin embargo, un problema es que puede contener demasiados parametros en cualquiera de las
dos representaciones, incluso para un proceso de promedio mévil de orden finito o proceso
autorregresivo de orden finito, pues a menudo se necesita un modelo de mayor orden para
una buena aproximacion.
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En general, una gran cantidad de pardmetros reduce la eficiencia en la estimacién. Por lo
tanto, en la construccién de modelos, puede ser necesario incluir términos de procesos au-
torregresivos y de procesos de promedio mévil en un modelo, es decir, la combinacién de
los procesos AR(p) y MA(q), que dan como resultado a los proceso mixtos, conocidos como
procesos ARMA(p.q).

Definicion 2.11. Se dice que {X,} es un proceso ARMA(p,q), si {X;} es estacionario y si
para cada t, se satisface que

Xe— 01 Xpog — 0 — prthp =g —bgg1— - — 9q5t—q, (2.29)

donde £, ~ RB(0, 0?) y los polinomios (1 — ¢ B— ¢ B*—---—¢,B?) y (1—60,B —6,B* —
.-+ —0,BY) no tienen factores en comiin.

Luego, escribiendo a la ecuacidn (2.29) en términos del operador de retardo, tenemos que
¢p(B) X1 = 0,(B)ey,

donde ¢,(B) = 1 — ¢1B — ¢poB* — -+ — ¢, BP es el polinomio de retardo de un proceso
autorregresivo y 6,(B) = 1 — 6B — 63B* — --- — §,B4 es el polinomio de retardo de un
proceso de promedios moviles.

Ademds, para que el proceso sea invertible, se necesita que las raices de 6,(B) estén fue-
ra del circulo unitario, y para que el proceso sea estacionario, se necesita que las raices de
¢,(B) estén fuera del circulo unitario [31]].

También, se asume que 0,(B) y ¢,(B) no tienen raices en comin. De aqui y en adelante,
nos referimos a este proceso como un proceso ARMA(p,q), en donde p y q indican los 6rde-
nes de los polinomios autorregresivos y promedios méviles respectivamente.

Ahora bien, si el proceso ARMA es estacionario e invertible, entonces el proceso admite
las representaciones AR y MA. Esto es, escribiendo al proceso ARMA como un proceso
autorregresivo se tiene que [31]):

m(B)X; = &, (2.30)

donde B
W(B)zM:(1+w13+w232+w333+---), m = 1. (2.31)
0,(B)
Es posible conocer a m;, igualando los coeficientes de potencias del operador B en las ecua-
ciones, es decir, de (2.31) se tiene que

(1-0.B—0,B*~---—0,B(1+m B+mB*+m3B*+---) = 1—¢; B— o B* —- - - — ¢, B”.
(2.32)
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Asf, de (2.32)) desarrollando el lado izquierdo se tiene que
14+ mB+ mB?+ mB3 + - -
—6,B — 10, B*> — m0, B® — m30,B* — - --
— 028 — 1,098 — w305 B* — m30,B° — - -
— 03B% — m03B* — my05B° — - -

Igualando coeficientes en (2.32), se tiene que

=1
T =0 =—¢1
Ty — 01 — b = —
T3 — Moy — mly — O3 = —¢3

donde §; = O paraj > gy ¢; = 0 j > p. Las constantes 7; satisfacen la siguiente ecuacién
en diferencias homogénea

q
T = Y mikbh =0, j > mix(p,q + 1), (2.33)
k=1

con condiciones iniciales
J
m = Y Tkt = —¢;, 0 < j < méx(p,q+1). (2.34)
k=1

La solucién general depende de las raices del polinomio 6,(B) y la solucién especifica de-
pendera de las condiciones iniciales [29].

Por lado, es posible escribir al proceso ARMA como un proceso de promedios méviles [[31]]:
Xt = w(B)zft, (235)
donde
0,(B)

¢(B):m:(1+¢13+¢232+m), o = 1. (2.36)

De forma andloga a la anterior es posible hallar a 1, [29].

Antes de hallar la funcién de autocovarianza (7;) de un proceso ARMA(p,q), se reescribi-
rd la ecuacion (2.29) de la siguiente manera

Xi=1Xoa+ -+ 0pXipte—bierg — =gy
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Multiplicando X;_; por ambos lados y obteniendo la esperanza, se llega a

EXi X)) = 01 B[ X—p Xya] + - + cpr[Xt—k;Xt—p] + E[X; e
- 91E[Xt_k6t_1] — e — qu[Xt—kgt—q]'

Y dado que E[X;_&;—;] = 0,k > i, tenemos que
Ve = O1Vk—1+ PoVi—2 + -+ OpYh—p, k> (q+1). (2.37)
Asi, la funcidn de autocorrelacion es

Pk = G1Ppk—1 + P2pk—2 + - + ppi—p, k> (q+1). (2.38)

Obsérvese que, la FAC simple del proceso ARMA es andloga a la del proceso AR(p). Enton-
ces la FAC simple del proceso ARMA(p,q), se corta después del lapso ¢ asi como ocurre en
un proceso AR (p).

Para la FACP (¢y), dado que el proceso ARMA contiene al proceso MA como un caso
particular, la FACP tendra una mezcla de decaimientos exponenciales u ondas sinusoidales
amortiguadas dependiendo de las raices de ¢,(B) y 6,(B). A continuacién, se mencionard
un ejemplo del proces ARMA [31].

En las Figuras [2.8) y [2.9) se puede observar las diferentes trayectorias para un proceso AR-
MA(1,1) y el comportamiento de FAC y FACP, dependiedo de los signos de ¢, y ;.

Por tltimo, en la Tabla [2.3] se da una descripcion de la FAC Y FACP para cada uno de
los procesos vistos anteriormente.
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Figura 2.8: Trayectoria, FAC y FACP del proceso ARMA(1,1).
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Figura 2.9: Trayectoria, FAC y FACP del proceso ARMA(1,1).
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CAPITULO 3

MODELOS PARA SERIES DE TIEMPO NO
ESTACIONARIAS

Los procesos vistos en el capitulo anterior estdn establecidos para cuando se trata de
procesos estacionarios, donde la media, la varianza son constantes a través del tiempo y la
covarianza no depende del tiempo, ésta mas bien, depende del los lapsos de tiempo.

Usualmente en aplicaciones, especificamente en negocios y economia los procesos se desen-
vuelven de manera no estacionaria, esto es, ya sea que la media o la varianza del proceso son
no constantes o que ocurran ambos a la vez, un ejemplo de serie no estacionaria es el tipo de
cambio (peso por délar) (Figura[3.1).

43
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Tipo de cambio

15 20

Pesos por daélar
10

| | | | |
1970 1980 1990 2000 2010

Afo
Figura 3.1: Tipo de cambio spot. Datos extraidos de http://www.banxico.org.mx/Sielnternet/

3.1. Modelo ARIMA(p,d,q)

Los modelos de series de tiempo desarrollados en la seccion anterior, estdn establecidos
para series estacionarias, pero existen casos en los que hay presencia de no estacionariedad,
un modelo para este tipo de series es el modelo Autorregresivo Integrado de Promedios
Mboviles (ARIMA), los cuales son una generalizacion de los ARMA que resulta de aplicar
una diferencia de orden “d” ala serie. De esta manera, al aplicar el operador V¢ se estaria eli-
minando la posible tendencia polinomial de orden d hallada en la serie que se esté analizando,
es decir que, al aplicar el método de diferencias es posible convertir la serie no estacionaria
en estacionaria. Una vez transformada, se le aplica la metodologia existente para los modelos
ARMA, lo que nos llevaria al modelo ARIMA.

Definicion 3.1. Decimos que un proceso { X} es un proceso ARIMA(p,d,q) (d > 0 entero) si

ViX, = (1 - B)X, (3.1)
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es un ARMA(p,q).

De manera general, es posible escribir al modelo ARIMA de la forma siguiente:

bp(B)(1 = B)' X, = 6,(B)z. (3.2)
donde {e;} ~ RB(0,0%), ¢,(B) =1—¢1 B — ¢oB* — - - - — ¢, BP es el polinomio de retardo
de un proceso autorregresivo'y 0,(B) = 1 — 6,B — 03B* — - -+ — §,B es el polinomio de

retardo de un proceso de promedios moviles, los cudles no tienen factores en comiin.

Si E[VYX,] = u, escribiremos al proceso como
¢p(B)(1 — B)'X, = 6 + 0,(B)e;. (3.3)

La constante 9, puede tomar un diferente rol para cuando d = 0y d > 0. Cuando d = 0
el proceso original es estacionarioy § = p(1 — ¢; — - -+ — ¢,,). Cuando d > 0, la constante
0 es llamado término de tendencia determinista, cominmente es descartado a menos que sea
necesario su uso.

Los pardmetros (p, d, q) representan lo siguiente:

= p, es el orden del polinomio autorregresivo.
= d, es el exponente en el operador de diferencia.
= ¢, es el orden del polinomio de promedios méviles.

Abhora bien, en cuanto a las condiciones de estacionariedad e invertibilidad para los pro-
cesos ARIMA, serdn las mismas que se aplican en los procesos ARMA, es decir, para que el
proceso sea estacionario las raices de ¢,(B) deben encontrarse fuera del circulo unitario y
para que sea invertible las raices de 0,(B) se deben encontrar fuera del circulo unitario.

Cuando p = 0 el modelo ARIMA(p,d,q) es también llamado modelo integrado de prome-
dio mévil de orden (d,q), denotado IMA(d,q), cuando ¢ = 0 éste es llamado autorregresivo
integrado denotado por ARI(p,d) ysip = 0,d = 1y q = 0 se tiene lo que se conoce como
modelo de caminata aleatoria, dichos modelos se presentaran mds adelante [29], [31].

3.1.1. No estacionariedad en media

Una serie de tiempo es no estacionaria en media, cuando ésta depende del tiempo, lo que
ocasiona la presencia de tendencia o varios tramos con medias diferentes. Si la serie es no
estacionaria en media, es posible transformarla en estacionaria tomando diferencias de orden
d. Asi, la serie que no era estacionaria en media X;, se volverd estacionaria por el hecho de
aplicar d diferencias (1 — B)?X;, para d > 1 enteros. Normalmente d toma los valores de 0,
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1,2.
El problema entonces, serd deteminar el nimero de diferencias que se deben aplicar, ya que
pueden surgir los siguientes problemas:

= Raiz autorregresiva préxima a la unidad.
= Sobrediferenciacion.
Unas sugerencias para decidir el valor de d, son las siguientes

1. Graficar la serie original y las trasformaciones correspondientes, para observar si se
cumple o no la media constante.

2. Hacer el correlograma de las FAC y FACP, para observar si decrecen rapidamente o no.
3. Realizar contrastes de raices unitarias.

Este ultimo proporciona contrastes estadisticos, y a partir de ello se hace inferencia sobre la
existencia o no de raiz unitaria en la serie, es decir, sobre la no estacionariedad de la serie de
tiempo. Si se rechaza la hipétesis nula que es la existencia de raiz unitaria, no se diferenciard
mas la serie. En caso contrario, se tomara una diferencia mas de orden 1. El contraste de raiz
unitaria mds usado es Dickey-Fuller Apéndice

3.1.2. No estacionariedad en varianza

Una serie de tiempo es no estacionaria en varianza, cuando ésta depende del tiempo.
Se desea hacer estacionaria a la varianza, la solucidn es transformar a la serie mediante un
método que la estabilice. La diferenciacién por ejemplo, es aplicada para reducir una serie
temporal no estacionaria homogénea a una serie temporal estacionaria, pero, muchas series
de tiempo no estacionarias no son homogéneas.
La no estacionariedad de éstas no se debe a que sus medias dependan del tiempo, es mas
bien, que sus varianzas y autocovarianza dependen del tiempo. Para reducir este tipo de no
estacionariedad, se requieren transformaciones que no sean de diferenciacion.

= Varianza y autocovarianza de un modelo ARIMA

Un proceso que es estacionario en media, no precisamente es estacionaria en varianza y auto-
covarianza. Pero, un proceso que es no estacionario en media, serd no estacionario en varianza
y autocovarianza.

Si bien el modelo es no estacionario, la caracteristica completa del proceso se determina
para todos los tiempos s6lo por un nimero finito de pardmetros, ¢;,6;, o2. Asi, la evolucién
completa del proceso se puede desarrollar desde el modelo ARIMA ajustado al conjunto de
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datos X1, X5, -+, X,,.

Sea el modelo IMA(1,1)
Xt = Xt—l + & — 6)1815_1.

Haciendo sustituciones sucesivas y dado que Xy, = 0y €9 = 0, resulta que

Xy =Xy +e— b
=X o+e+ (1 =011 —bieio

= Xo—f-Et—l— (1 —(91)€t_1 —+ -4 (1 —01)61 —6180

-1
=¢c + Z(l —b1)er;.
i=1

Siguiendo el mismo proceso para un lapso ¢t — k, se tiene que

Xik=Xo+err+ (1 =011+ -+ (1 —0)e1 — b1,

t—k—1

Xip =€—k + Z (1 —01)er—k—-

=1

Es claro que
t—1

E[X)|=Elg]+ ) (1-61)E[g_] =0.

=1

Y la varianza de X, estd dada por

Var[Xy| = F (&, + i(l - 91)€t—z‘>

o bien, escrita de forma desarrollada
VCL?"[Xt] = E[(Et + (1 — 91)575_1 —+ -+ (1 — 91)51)(515 + (1 — 91)5,5_1 + -4+ (1 — 91)51)].

Al desarrollar los productos se observa que

2(1 - Hl)E[stst_i] = 2(1 - 91) -0=0

1—601)%Ele;_ier_i] = (1 —60,)>-0=0, parai#j.
J
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Por lo tanto

Var[X)] = Elef] + (1 = 6:1)*Ele{_y] + (1 = 61)*Elef_5] + - + (1 — 61)* B[]
+ (1= 61) B[]

o2+ (1 =022+ (1—60)02+ -+ (1—01)%2+ (1 —6,)%2
=1+ (1 =6t - D)o’

Noétese que la varianza del proceso depende de ¢, de esta manera el proceso resulta ser no
estacionario en varianza.

Del mismo modo ocurre con Var[X;_x], 1a cual estd dada por

Var[X, ] =[1+ (1 —0)%*(t — k —1)]o2.

De esta manera, la covarianza entre X; y X;_j resulta ser

Cov[Xy_p, Xi] = [(1 = 61) + (1 — 0))*(t — k — 1)]o>.

&€

De lo anterior, es facil hallar a la funcion de correlacion entre X; ;. y X,

Corr[ X, X3] = CoulXs 1 Xi]
e VVar[X,_]Var[X,]

(1—0)+(1—6)2(t—k—1)
VI+ A =002t —k— DL+ (1—0,)%(t—1)]

Por consiguiente se tienen las siguientes observaciones

Observacion 3.1.
» Lavarianza de un proceso IMA(1,1) es dependiente del tiempo, y Var[X;| # Var[X; ]
para k # 0.

» La varianza es no acotada cuando t — oo.

» La covarianza y la autocorrelacion también dependen del tiempo y por tanto, no son
invariantes respecto a la traslacion del tiempo.

» La funcion de autocorrelacion de un proceso IMA(1,1), se desvanece lentamente a
medida que k incrementa.

En general, resulta imposible hacer una inferencia estadistica con sélo una realizacion
cuando ésta es no estacionaria, tanto en la media como en la autocovarianza o autocorrelacion
[31].



3.1 Modelo ARIMA (p,d,q) 49

= Transformaciones para estabilizar la varianza

No todas las series de tiempo pueden ser transformadas en una serie de tiempo estacionaria
por medio de diferencias. Por ejemplo, algunas series de tiempo pueden ser estacionarias en
media pero no en varianza como se vio anteriormente. Es por ello que se tiene que usar una
transformacion adecuada para estabilizar a la varianza. Es muy comtin que la varianza de un
proceso no estacionario cambie a medida que su media cambia. Esto es,

Var(Xy| = cf(u)-

Donde c es una constante positiva y f una funcion real diferente de cero para cualquier valor
de 11;. Ahora bien, la cuestion es ;Como hallar una funcién 7' para la serie de tiempo que al
aplicarle dicha transformacién 7'(X;) tenga una variacién constante?

Pues bien, para iniciar el método, se debe aproximar a la funcién por medio de la serie de
Taylor de primer orden alrededor de i, es decir

T(Xe) 2= T(pe) + T (pae) (Xe — pue)-

Asi, la varianza de T'(X;) es aproximadamente igual a

Var[T(Xy)] = Var(T(u) + T (1) (Xe — )]
= Var[T(u)] + Var[T () (Xe — )]
= [T"(1e)*Var[ X
= c[T" (1) A p1e)-

Por lo tanto, para que la varianza de 7'(X;) sea constante, la transformacion de estabilizacién
de la varianza T'(X;) debe elegirse de modo que

1

T () = i ) (3.4
t
Por lo que, la ecuacién (3.4) implica que
1
T = / djiy. (3.5)
() ) H

A continuacién se mencionaran ejemplos en los que la varianza de la serie de tiempo se
comporta de diferentes maneras.

= Por ejemplo, si se tiene que la desviacion estdndar de una serie de tiempo es propor-
cional a su media, es decir, Var[X;] = cu?, entonces

1
T(e) = / \/—M—%duﬁln(ut) (3.6)
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Por consiguiente, aplicar una transformacién logaritmica a la serie de tiempo, hara que
ésta tenga una variacion constante.

= Si la varianza de la serie de tiempo es proporcional a su media, esto es, Var[X;| = cu,
entonces

1
T() = /ﬁdﬂt = 2/l (3.7)

Por lo tanto, al aplicar una transformacion de raiz cuadrada a la serie de tiempo, pro-
vocard que ésta tenga una variacion constante.

= Ahora bien, si la desviacion estandar de la serie de tiempo es proporcional al cuadrado
de la media, es decir, Var[X;] = cu}, entonces

1 1
T(ue) = /\/—M—?dﬂt =T (3.8)

Consecuentemente, al aplicar la transformacion reciproca a la serie de tiempo, hard que
la serie tenga varianza constante.

De forma mds general, es posible usar la transformacién potencia

X)—1
e =T(Xy) = —tA : (3.9)
X1 . )
> SiA#O;
T(Xy) =y = (3.10)
lnXt, si A =0.

Donde (3.9) es conocida generalmente como transformacion de Box-Cox [9], la cual
contiene muchas de las transformaciones antes mencionadas como casos especiales. En la
Tabla[3.1] se aprecian los valores de A que normalmente son utilizados.
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Valores de A Transformacion
-1.0 X%
1
'0.5 ﬁ
0.0 In(Xy)

0.25 AVX = 1)
0.5 VX

1.0 X (No hay transformacion)

Tabla 3.1: Transformaciones generales.

De la transformacién (3.9)), note que cuando A — 0 la transformacion se indefine, esto es,

, X -
i T(Xo) = fim —=—
Ahora bien, al resolver este limite por medio de la regla de L.’Hopital (derivando respecto a
M), resulta que
X} -1 (X} =1y

lim T'(X;) = }E}%tT = lim

lim = lim X} In(X,) = In(X;)

resultando la transformacién logaritmo.

Es posible tomar a A como un parametro de la transformacién y estimar su valor a partir
de los datos. Por ejemplo, podemos incluir a A como un pardmetro en el modelo (1 — ¢ B —
s — ¢pBP) (X} —p) = (1—6,B—---—0,BYe; con p,q > 0y elegir el valor de \ de
manera que los errores cuadrados medios residuales sean minimos.

Observacion 3.2.

» Las transformaciones para estabilizar a la varianza se definen solamente para series
positivas. Sin embargo estas definiciones no son tan restrictivas como se ve, porque se
pude agregar una constante a la serie sin afectar la estructura de correlacion de la
serie.

= Si es necesario hacer transformaciones para estabilizar a la varianza, ésta conviene
realizarse antes de cualquier otro andlisis, como la diferenciacion.

» Normalmente al hacer transformaciones no solo se estd estabilizando a la varianza,
ésta también mejora la aproximacion de la distribucion a una distribucion normal [31)].
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3.2. Modelos estacionales multiplicativos ARIMA

Muchas series de tiempo provienen de procesos con caracteristicas estacionales, las cua-
les se repiten en cierto periodo en el tiempo. Donde la dependencia del pasado tiende a ocurrir
con mayor, menor o igual fuerza. Al periodo de tiempo en el cual se repite este fendmeno se
le conoce como periodo estacional de la serie.

Por ejemplo, en datos econdmicos mensuales, existe un fuerte componente anual que ocurre
en rezagos que son multiplos de s = 12, debido a las fuertes conexiones de toda la actividad
anual en el calendario. Los datos trimestrales exhibirdn el periodo anual repetitivo en s = 4
trimestres. En los fendmenos naturales, también es posible observar periodos fuertes que co-
rresponden a las estaciones. Por lo que, la variabilidad natural de muchos procesos fisicos,
bioldgicos y econdmicos tienden a coincidir con los cambios estacionales naturales.

Es por ello que resulta conveniente introducir polinomios de promedio mévil y autoregresivos
que se identifiquen con los rezagos (lapsos) estacionales [29].

Definicion 3.2. Se dice que un modelo es un autorregresivo de promedio mévil estacional
puro, si éste es de la forma

Op(B°) X = Og(B%)ey, (3.11)
denotado como ARMA(P,Q);. Donde los operadores

Op(B)=1—0,B° — ®,B* — ... — &pB"*,

Oq(B*) =1—0,B* — 0,B% — ... — g B%.

Son el operador estacional autorregresivo de orden Py el operador estacional de media
movil de orden Q, con un periodo estacional s.

De igual manera, que los procesos ARMA(p,q), el modelo ARM A(P,Q); es estacionario si
las raices de ® p(B?) se encuentran fuera del circulo unitario y es invertible si las raices de
O©¢(B?) se encuentran fuera del circulo unitario [29)].

También es posible combinar los operadores estacional y no estacional en una expresion
multiplicativa dada de la siguiente manera.

Definicion 3.3. Se dice que un modelo es un autorregresivo de promedio movil estacional
multiplicativo, si éste es de la forma

Op(B%)d,(B)X, = Oq(B*)0,(B)z, (3.12)

denotado como ARMA(p,q) <(B,Q).
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En el proceso ARM A(p, q) x (P, Q) los operadores ¢,(B) y 8,(B) son los operadores
AR (estacionario) y MA (invertible) respectivamente, llamados operadores regulares que
representan la parte no estacional, los cuales permiten modelar la correlacion entre pares de
componentes de X; separados entre si por £ = 1,2,3,... periodos bdsicos (por ejemplo,
meses o trimestres).

Los operadores ®p(B*) = 1 — ®;B° — §;B* — ... — ®pB yOy(B*) =1 — 0,B° —
©9B% — .. — OgB% son llamados operadores anuales que representan la parte estacio-
nal, éstos describen la correlacién entre pares de componentes de X; separados entre si por
k = s,2s,3s, ... periodos bésicos (o bien 1, 2, 3, ..., afos).

La presencia de la estacionalidad, normalmente ocurre cuando se tiene un proceso casi pe-
riddico en la temporada. Por ejemplo, si se mide la temperatura mensual promedio a lo largo
de los afios, se observaria que cada enero seria aproximadamente la misma temperatura, cada
febrero y asi sucesivamente. Este proceso podria modelarse mediante la siguiente expresion.

Xt = St +’Ut,

donde S, es la componente estacional que cambia lentamente afio con afio, y de acuerdo a
una caminata aleatoria [29]
St = Si—s + &,

vy, €; son procesos de ruido blanco no correlacionados.

Si se tiene que la serie de tiempo es no estacionaria en media, debido a la estacionalidad
de la serie, entonces se propone un nimero ) para realizar una diferencia estacional, de
manera que la serie de tiempo sea estacionaria en la parte estacional.

Definicion 3.4. El operador de diferencia estacional de periodo sy orden D estd definido de
la siguiente manera

VPX, = (1 - B5PX, (3.13)
donde D = 1,2,3, ... toma valores enteros positivos.

Frecuentemente si D = 1, es suficiente para tener estacionariedad en la parte estacional.
Por ejemplo, dado que {S;} es no estacionario, entonces {X;} no lo es, por lo que al tomar
diferencias estacionales a { X, } resulta que

VX =(1-B%X,
=X, - B’X;
= (St +v) — Xy
= (St +v¢) = (Sp—s + v4—s)
=5 = Si—s + v — v

= &4 + V¢ — Vp—g.
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Asi {V,X,} es estacionario y tiene la FAC de un MA(1),. Su FAC tendr4 una sola espiga en
el lapso s.

En general, la diferencia estacional puede ser la indicada cuando la FAC se extingue lenta-
mente en los multiplos de los lapsos estacionales s y es insignificante entre los periodos.
Ahora bien, conectando todos los conceptos anteriores, llevan a la siguiente definicion.

Definicion 3.5. Un modelo autorregresivo estacional integrado de promedio movil multi-
plicativo o modelo SARIMA estd dado de la siguiente manera

®p(B*)p,(B)VEVIX, = 6 + Og(B*)0,(B)s:, (3.14)

donde {e,} es un proceso de ruido blanco Gaussiano. El modelo es denotado por
ARIMA(p,d,q) x(ED,Q),, donde

» ¢,(B), es el operador del proceso autorregresivo de orden p.

8,(B), es el operador del proceso de promedio mévil de orden q.

O p(B®), es el operador estacional autorregresivo de orden P.

Oq(B?), es el operador estacional de promedio movil de orden Q.

» V% es el componente de diferencia de orden d.

» VP, es el componente de diferencia estacional de periodo s y orden D.
Ejemplo 3.1.

Considere el proceso ARIM A(0,1,1) x (0,1, 1)12, en este ejemplo se tiene que s = 12,
esto representa el hecho de que las fluctuaciones estacionales suceden cada 12 meses, y 6 = 0

(1-B)(1-B%X; =(1-60,B)(1—-6,B%), (3.15)

o bien, desarrollando el lado derecho de la ecuacion (3.15]) resulta
Wt = (1 — 91B — @1312 + 91@1813)€t

donde W, = (1 — B — B2 + B1¥)X,.

Este modelo es muy util para representar datos de lineas aéreas y series comerciales. El
modelo fue mostrado por primera vez por Box-Jenkins para representar los datos de viajes
aéreos internacionales [31]].

La esperanza de W, resulta ser
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EW] = Ele; — bher1 — O164-12 + 6101613
= E[Et} — HlE[Et,l] — @1E[€t,12] + ‘91@1E[€t,13]
=0.

Luego, calculando la varianza de W, se tiene
v = Var[Wi] = E[(W; — n)?]

= El(e; — 01611 — O154_12 + 91@1€t—13)2]

= Blef] + 01 B[ef_,] + OTE[e]_o] + 0107 Blef_y3] + 201 Bleses1]
+ 201 Eleiei-12) + 20101 Eleser_13] + 20101 Eley_164-12)]
+ 20701 Elgy_161-13) + 20107 E[g1—128;13)

= (1+6; + 035 +6°03)0?

= (1+62)(1+ 67}

De la misma manera es posible obtener a v, que resulta ser

Y1 = COU(Wt, Wtfl) = _01<1 + @%)02'

Con lo anterior, es facil ver que

Entonces 711, 12, 713 resultan ser

Y11 = 91@102
T2 = —61(1+ 9%)02
T3 = 919102

v =0, j>13.

Dado lo anterior, es posibe obtener FAC(py,)

=016
010,
P11 = a +9%)(1 +@%) = P13
-0,

P12 = —(1 T @%)
Pj = 0, j>13.
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3.3. Identificacion, Estimacion, Diagnéstico, Seleccion del
modelo y Prondstico

La metodologia de Box - Jenkins consiste en las siguientes etapas: Identificacion, Esti-
macion, Comprobacion del diagnoéstico, Seleccion del modelo y Prondstico [8]]. En la Figura
[3.2] se muestra un diagrama de flujo que representa los pasos que componen la metodologfa
de Box - Jenkins, los cuales se describiran a continuacion.

Una vez que se haya identificado el modelo tentativamente, lo siguiente es estimar los
parametros del modelo. Ademads, en este capitulo se discutirdn algunos de los métodos de
estimacion normalmente usados. Una vez que se realiz6 la estimacion de los pardmetros se
verifica que el modelo se ajuste a la serie de tiempo, usualmente varios modelos representan
la serie de tiempo dada. Por lo tanto, después de introducir la verificacién de diagndstico, se
presentaran algunos criterios de seleccion del modelo para la representacion de la serie de
tiempo.

Y por dltimo, una vez conseguido el modelo final, éste se usard para pronosticar los valores
futuros de la serie temporal.

3.4. Identificacion

La parte mds complicada en el andlisis de series de tiempo es la identificacidn y construc-
cion del modelo [31]]. Por ello, es necesario que se tenga una buena comprension del proceso,
al igual que de su FAC y FACP. En la prictica, la FAC y FACP son desconocidas, por lo que
deben ser estimadas por la FAC muestral (p;) y la FACP muestral (qgkk), de manera que éstas
coincidan con los patrones de la FAC y la FACP para los modelos ARMA.

= Pasos para la identificaciéon del modelo

Para ilustrar el proceso de identificacion, considere el modelo general ARIMA(p, d, q).

¢p(B)(1 — B)'X; = 6 + 6,(B)e;. (3.16)

Cuando se habla de identificacién del modelo, se refiere a la metodologia para identi-
ficar las transformaciones requeridas, como transformaciones de estabilizacion de varianza,
transformaciones de diferenciacion, la decision de incluir el pardmetro determinista d, cuan-
dod>1,yelordende py q.

Dada una serie de tiempo, los siguientes pasos son de utilidad para la identificacién de un
modelo tentativo [31]].

Paso 1
En algunos andlisis de series de tiempo, el primer paso es realizar el grafico de los datos. A
través del cual es posible tener una idea sobre los fendmenos que presenta la serie, ya sea:
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Figura 3.2: Diagrama de flujo, metodologia de Box - Jenkins.
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tendencia, estacionalidad, varianza no constante, valores atipicos, no normalidad y no esta-
cionariedad.

Ahora bien, en las series de tiempo, las transformaciones usadas generalmente son para es-
tabilizar la varianza y la diferenciacion para la media. Como se menciono en el capitulo 2,
debe aplicarse primero la transformacién necesaria para estabilizar la varianza y después la
diferenciacion (si es necesario).

Paso 2

Calcular y examinar la FAC muestral y la FACP muestral de la serie original para confir-
mar el grado de diferenciacion necesaria para que las series diferenciadas sean estacionarias.
Algunas reglas generales son las siguientes:

1. Si la FAC muestral decae lentamente y la FACP muestral se corta después del lapso
1, entonces esto indica que es necesario hacer diferenciacion, por ejemplo, puede to-
marse la primera diferenciacién (1 — B)X,. Ademds es posible usar la prueba de la
raiz unitaria, propuesta por Dickey- Fuller [15]], pero la diferenciacion es generalmente
recomendada.

2. En general, para eliminar la no estacionariedad es posible que se tenga que conside-
rar una diferenciacién de orden superior (1 — B)¢X;, d > 1. Normalmente d to-
ma los valores de 0, 1 o 2. Obsérvese que si (1 — B)dXt es estacionaria, entonces
(1— B)™X,, i =1,2,--- también es estacionaria y como se mencioné en el capitulo
1, esto trae consecuencias pues se estaria cometiendo sobre diferenciacion.

Paso 3

Calcular y examinar la FAC y FACP muestrales de la serie ya transformada y diferenciada,
para identificar el orden de p y ¢, donde p es el orden del polinomio del proceso AR y ¢ es
orden del polinomio del proceso MA, normalmente el orden de p y de ¢ es menor o igual a 3.

Existe una fuerte confusion entre los modelos AR y MA en términos de sus FAC y FACP.
Si se desea identificar un modelo ARIMA, es necesario un nimero minimo de observaciones
n = 50, y el nimero de autocorrelaciones muestrales y parciales en un lapso k deben calcu-
larse aproximadamente para n/4. Aunque ocasionalmente para datos de buena calidad uno
puede identificar un modelo adecuado con un tamafio de muestra mas pequefio.

Para identificar el orden de p y g, los patrones de la FAC y FACP muestrales deben coincidir
con patrones tedricos del modelo [31]].

Paso 4

Inclusion del término independiente 4.

La media de un proceso estacionario ARMA(p,q), estd directamente relacionada con la cons-
tante 0. Si 0 = 0, entonces la media del proceso es cero. Para determinar si se incluye el
término independiente no nulo, se contrastard si la media de la serie estacionaria es cero o
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no, esto es,
HO . E[Xt] =0 wvs Ha . E[Xt] 7£ 0, Vt € T,

donde el estadistico de contraste es

X
0x

donde 6?—( es el estimador de la varianza de la media muestral X, el cual estd dado por

~2 CO

X T _d

(1+2p1 + 2p2 + -+ -+ 2pn),

donde Cy = >"(X; — X)?/T — 1 es la varianza muestral de la serie estacionaria y (1 + 2p; +
2po+- - -+2p,, ) representa las n primeras autocorrelaciones muestrales significativas de { X, }.

Para calcular la varianza se utiliza la aproximacion

~2 C’0

XTTd

Y se rechazard la hipotesis nula Hy : E[X;] = 0 a un nivel de significancia a si t > ta (T —
d — 1), por lo que se incluird la constante 0 [[17].

3.5. Estimacion

Una vez identificado el modelo, lo siguiente es la estimacion de los pardmetros. Estos
parametros pueden ser estimados por el método de momentos, minimos cuadrados 0 mdxima
verosimilitud.

3.5.1. Estimacion por Método de Momentos

El método de momentos consiste en la resolucién de un sistema de ecuaciones, el cual se
deriva de la sustitucién de los momentos muestrales como la media muestral X, la varianza
muestral v, y los coeficientes de la FAC muestrales p; por sus contrapartes tedricas. Para ser
un poco mads claros, considérese un proceso AR(p)

Xi =01 Xy + 0 Xy o+ + 0p Xy + &4, (3.17)

donde la media 1 = E[X;] es estimada por la media muestral X . Para estimar los pardmetros
G1, P2, - - -, dp, se hace uso de su FAC(py), esto es, p, = ¢1pp-1 + $2pp—2 + - + Gppr—p
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para k > 1, y haciendo correr a k resulta el siguiente sistema de ecuaciones conocido como
sistema de Yule-Walker [31]

p1= @1+ Papr + -+ Oppp_1.

P2 = G1p1+ G2+ -+ Pppp_2.
(3.18)

Pp = P1Pp—1 + Q2pp—2 + -+ + Op.

Ahora bien, sustituyendo p; por pi y resolviendo el sistema de ecuaciones, se obtiene la es-

timacion de los pardmetros ¢, ¢, . . ., ¢,. Esto es,
. R X R R . R
1 L p1 P2 oon Pp2 Ppa p1
2 | | M L P o Pp3 Pp2 | P
Qf;p pApfl pApr ﬁpfS s ,51 1 ﬁp

Estos estimadores son usualmente llamados estimadores de Yule-Walker. La garantia de que
la matriz del sistema (3.18) tiene inversa, se debe a lo siguiente.

Observe en sistema (3.18)), los valores de las primeras p autocorrelaciones estdn en funcién de
los pardmetros autorregresivos @1, @2, - - - , ¢,; las demds autocorrelaciones pueden obtenerse
de la relacién

Pk = O1Pk—1 + Q2pp—2 + -+ PppPi—p, kK > p+1, (3.19)

que es otra forma de escribir la ecuacién en diferencia
(1—¢1B—aB* — 38" — - =, B)pp k=p+1,p+2,-- (3.20)

cuyas condiciones iniciales estan dadas por (3.18]). Ademads debe tenerse en cuanta que de ser
X, un proceso estacionario, la varianza de cualquier combinacién lineal de las /N variables
aleatorias Xy, X; 1, -+, Xy n11, digamos

Li=aXi+ X1+ +enXi-nir, (3.21)
se obtiene como
N N
Var(L;) = Z Z cic;Cov(Xi—iv1, Xi—jr1)
= (3.22)

E CiCiNj—il-

=1 j5=1
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Dicha varianza serd siempre positiva, a menos que los coeficientes ¢y, ¢y, c3, -+ ,cny sean
todos cero; en tirminos matriciales se tendria que

Var(L;) = dT'nc > 0, (3.23)
donde ¢ = (¢1, ¢, ,cn) y I'y es la matriz simétrica
"0 T Y2 .- IN-2 IN-1
Ty = ”Y.1 70 7. IN-3 ’71\772 ’ (3.24)
71\;—1 YN-2 IN-3 -+ N 7.0

que, por consiguiente, debe ser positiva definida. Asi, la matriz de autocorrelaciones Py, estd
dada por

1 P1 P2 -+« PN—-2 PN-1
_ pP1 1 p1 ... PN-3 PN-2
Py =1, 1FN = . . ) (3.25)
PN-1 PN-2 PN-3 --- 1 1

también debe ser positiva definida; lo que implicaria que el determinante de Py, asi como
todos sus menores principales, deben ser positivos [|18]].

Una vez obtenidas las estimaciones ¢y, ¢o, . . ., ¢,, para obtener 7, se multiplica X; por am-
bos lados de la ecuacion (3.17) y se obtiene la esperanza, esto es,

Yo = EXi Xt = 01 B[ Xy Xia] + 0o B[ Xy X o] + -+ - + 0o B[ Xe Xi—p] + E[Xiey]
=G+ Gava + -+ Oy + B[ Xiey].

Obsérvese que

EXie] = El(1 Xpm1 + ¢2Xio + -+ -+ 0 Xspp + £1)E4]
= 0 EXi16]) + 0o B[ Xy 0ei] + - - + 0p B[ Xi—per] + Elesed]

_ 2
=o..

Yo = 171+ Gaya + -+ By + O (3.26)

Despejando o2 de (3.26), se obtiene que

USZ’YO—%%—@%—"‘—%%
Y B Y
= (1 — ¢1—1 - ¢2—2 — =),
Y0 Y0 Y0
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Y dado que pi, = 3—’;, se tiene que

2:

0. =Y(1 = ¢1p1 — dapa — -+ — Pppp). (3.27)

Y sustituyendo por los estimadores, se obtiene el estimador para o2

62 =A0(1 — ¢1p1 — Papo — = — Gppyp). (3.28)

Puede demostrarse que, el estimador de minimos cuadrados ordinarios para el pardmetro de
una variable explicativa en un modelo de regresion serd inconsistente a menos que el término
de error esté no correlacionado con la variable explicativa. Para un modelo ARMA(p,q) esta
condicion generalmente no se cumple, excepto cuando ¢ = 0 [31]].

3.5.2. Meétodo de maxima verosimilitud

El método de estimacion por miaxima verosimilitud consiste en la eleccién de un es-
timador de un determinado pardmetro que tiene la propiedad de maximizar el valor de la
probabilidad de la muestra aleatoria observada. Es decir, el método de maxima verosimilitud
consiste en hallar el valor del pardmetro que maximiza la funcién de verosimilitud.

Definicion 3.6. La funcion de verosimilitud de n v.a’s, se define como la funcion de densidad
de probabilidad conjunta de de las nv.a’s, esto es, fx, . x,(21,...,2,|0), que se considera
como una funcion de V. En particular si X1, ..., X, es una m.a de una poblacion con densi-
dad f(x;9), la funcion.

n

L(zy,.. . xa|0) = f(zr, .. wal0) = [ ] f(ail0) (3.29)

i=1

se le llama funcion de verosimilitud.

Aqui, ¥ puede ser un pardmetro real o un vector de pardmetros.

Como se desconoce el valor de ¥, si se considera a L(zy,...,2,|¥) como una funcién
de ¥, entonces nos podemos hacer la siguiente pregunta: ;para qué valor de 9 la funcién
L(z1,...,x,|¥) tendrd su valor maximo, al considerar a (1, ..., x,) como un vector de va-

lores fijos?
Notese que, si ¥ es el valor para el cual la funcién de verosimilitud se maximiza, entonces, )
depende de (x1,...,z,). Es decir

~ A

19:19($1,...,$n),

para cada valor (z1,...,z,) de (X1,..., X,).
Considerando lo anterior, se tiene la siguiente definicién.
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Definicion 3.7. Sea (X, ..., X,), una m.a de una poblacion con densidad f(x;1), se dice

que 9 = zg(xl, .., Zy), es el estimador de mdxima verosimilitud (EMV) de ¥ si, ¥ maximiza
a L(xy,...,x,00).

Considérese un proceso ARMA(p,q),
Xt = ¢1Xt_1 + -+ ¢pXt—p + € — 91515—1 - qut—Q'

Donde {&;} es un ruido blanco distribuido N (0, c?) y la densidad de probabilidad conjunta
dee = (e1,€9,...,&,) estd dada por

n

P(elg, 1,0,02) = (2mo2) 2 exp [ 212 262] 7 (3.30)

5t1

endonde @ = (¢, Pa, ..., ¢p),0 = (01,0, ...,0,). Despejando ¢, de el proceso ARMA(p,q),
resulta que

=01+ F+ 0 g+ Xy — 01 Xy — - — 0 Xy

Se puede escribir la funcion de verosimilitud de (3 en términos de los pardmetros (¢, 11, 6
esto es, L(¢, 11,0, 02). Ahora bien, aplicando el logarltmo natural a la funcién de Ver051m111—
tud condicional resulta que

In[L(¢, 1, 0,0°)] = ln 2mo?) = Zet (3.31)
5 t=1
Sea X = (X3, Xs,...,X,) vy sustituyendo las siguientes condiciones iniciales
Xo=(X1—p,.. ., X1, X0) yer = (e1-¢, - - -, €21, €0)s en (3.31)) resulta que
Sy(o, 1,0

In[L.(¢, 11,0, 0%)] = —gzn(zmg) - % (3.32)

donde
¢ ,u’ ZEt ¢,,U,0|X*,€*, )7 (333)

y S.(@, 11,8) es la suma de cuadrados condicionales. En lo anterior, los subindices estrella,
en las funciones de verosimilitud y suma de cuadrados se utilizan para resaltar que estdn con-
dicionados a la elecgi(’)n Ele los valores iniciales.

A los estimadores @, (1,6 los cuales maximizan a la funcién de verosimilitud, se les llama
estimadores maxima verosimilitud condicionales.

,02),
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Obsérvese que la probabilidad condicional in[L. (@, 1,8, c?)] involucra a los datos s6lo a tra-
vés de la suma condicional de cuadrados S, (¢, 1, 8), estos estimadores son los mismos que
los estimadores de minimos cuadrados condicionales obtenidos al minimizar la funcién de
suma de cuadrados condicional S,.

Con base en los supuestos de que {X;} es estacionario y {¢;} es una serie i.i.d N(0,02),
es posible reemplazar a X; desconocida por la media muestral X y ¢; desconocida por su
valor esperado 0.

Para el modelo, también se puede asumir que €, = €,_1 = -+ = €p114 = 0y calcular ¢,
parat > p + 1. La funcién de suma de cuadrados condicional resulta ser

n

S.($,11,0) = Y (6, 11,0 X). (3.34)

t=p+1

Después de obtenidas las estimaciones de los pardmetros @, /i, 6, el estimador 62 de o2 resulta
ser

52 = M, (3.35)

© d.f.
donde d. f. es el nimero de grados de libertad, que es igual al nimero de términos usados en
la suma de S, (¢, ji,60) menos el nimero de pardmetros estimados. Si se emplea (3.34) para
calcular 62, entonces g.l. = (n—p) — (p+q+1)=n— (2p+ q+ 1) [31].

3.5.3. Estimacion de maxima verosimilitud incondicional

Probablemente, uno se pregunte si es posible retroceder el prondstico. Como se mos-
tr6 anteriormente, es necesario el uso de los valores X, = (Xj_,,..., X 1, Xo) y e, =
(€1-¢,---,€-1,€0)" para el cdlculo de la suma de cuadrados y la obtencién de la funcion de
verosimilitud. La siguiente forma del modelo ARMA consiste en una representacion para
éste prondstico.

l-¢B—-—¢,B)Xy=(1—-6B—---—0,B%¢,. (3.36)
O bien, en forma de valores pasados

(1= F — — ¢FP)X, = (1 — O F — - — §,F%e,, (3.37)

donde FVX; = X,_;. Debido a la estacionariedad, y deben tener justamente la
misma estructura de autocovarianza, esto implica que {e; } es un ruido blanco con media cero
y varianza o2,

Asi, de la misma manera que se realizan los prondsticos de los valores futuros X, ; para
j > 0 en base a los valores (X7, Xy, ..., X,), también es posible usar el prondstico de los
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valores pasados (3.37) X y calcular ¢; para j < 0 basado en los valores (X,,, X;,—1, ..., X1).
La funcién de verosimilitud logaritmica incondicional es

S(¢, 1, 0)
202 7

en donde ¢ = (¢1, o, ..., 0p),0 = (01,02,...,0,). Y S(¢,p,0) es la funcién de suma de
cuadrados incondicional dada por

InL($, 1,6, %) = —gmmg — (3.38)

n

S(d,p,0) = > [Eleild, 1,0, X)) (3.39)

t=—00

Elei|@, 11,0, X] es la esperanza incondicional de ; dado ¢, 11,60 y X.

A los estimadores q}, ,&,é que maximizan la funcién (3.38) son llamados estimadores de ma-
xima verosimilitud incondicional.

Nuevamente, debido a que, InL(¢, 1,8, 02) involucra a los datos a través de S(@, u, ), asi,
obtener los estimadores de médxima verosimilitud incondicional es equivalente a obtener los
estimadores de minimos cuadrados incondicionales, obtenidos al minimizar S(¢, 1, 8). Nor-
malmente (3.39)) es aproximada por

n

S, 1.0) = > [Eleilg, 1,0, X)), (3.40)

t=—M

donde M es un entero suficientemente grande tal que

|E<Xt‘¢7,u707X) - E(Xt71|¢7u707X)’ < 5

donde ¢ es menor que cualquier valor pequefo arbitrario t < —(M + 1). Esto implica que
E(Xi|o, 11,0, X) ~ p, por lo que E(g;_1|@, 11,6, X) es 1ns1gn1ﬁcante parat < —(M +1).

Despues de haber obtenido la estimacién de los parametros ¢ i1, 0, se calcula el estimador de
02, el cual esta dado por

A ~

52 = M. (3.41)

€ n

3.5.4. Funcion exacta de verosimilitud

Como se observo anteriormente, las funciones de verosimilitud condicional e incondi-
cional son aproximaciones. Para ilustrar la funcion de verosimilitud exacta para una serie de
tiempo, considere el proceso AR(1)

X =01 Xio1 + & (3.42)
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donde |¢]| < 1y &; soniid N(0,0?). Ahora, dados X;, X5, ..., X, la funcién de verosimi-
litud estd dada por

L(gblv,uuo-g) :f(X17X2)-"7Xn|¢17,uao-g>' (343)

En el caso del modelo AR(1), la funcién de verosimilitud resulta ser

L(¢r, p,02) = f(X1) - f(X2]X0) - f(Xn] Xna). (3.44)

Obsérvese que se han eliminado los pardmetros de las densidades, esto para facilitar la nota-
cion. Luego, reescribiendo al proceso como un proceso de media mévil, resulta

X =Y dley. (3.45)
=0

Donde X; estd distribuido como N(0,02/(1 — ¢?)). Sin embargo X; estd altamente correla-
cionada.

Para determinar la funcién de verosimilitud, considere lo siguiente

oo
_ J .
X = E ¢1€17j,
J=0

g9 = Xo — 01Xy

€3 = X3 — ¢91.Xy;
(3.46)

g =Xy — 1 X1

En = Xn - ¢1Xn—1-

donde X sigue una distribucion N (0, 02 /(1—¢?)),y &; para2 < ¢ < n sigue una distribucién
N(0,02), y son independientes uno del otro. Esto indicaria que f(X;|X; 1) = fo(X; —
»1X;_1), donde f. es la funcién de densidad de ¢, que es también la funcién de densidad
N(0,02). De esta manera, es posible escribir la funcién de verosimilitud como

n

L1, p,02) = F(X0) [ (X0 = o Xi0). (3.47)

t=2
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Asi, la funcion de de verosimilitud resulta ser

1 — ¢2 % X2 1 — ¢2 n l
L(¢1, p,02) = (ngl) exp ( 207 ) H (27?02)

t=2
e (205 61 X0 1) )

20?2

AN G ()
=] ex
2mo? b 202 27m2

6@(—2?2(& 01 X;1 ) (3.48)
20?2
1 1 n—1
— (1= 2no2)F eap (LAY oo
" (X, — 01 X,
633']?( Zt:Z( 20-3 ¢1 1 )
= (1— @)} (2n0?)} exp( S )

donde

S(pr,p) = X7(1—=o7) + ) (X — 1X1)?, (3.49)

S(¢1, i) es la suma de los términos cuadrados que estdn en funcion solamente de ¢, y p, que
es la suma de cuadrados no condicional.

Luego, tomando el logatirmo de (3.48)), resulta

| S
In L(¢1, 1,02) = Sl (1= ¢7) - gln o — gln o2 — % (3.50)

€

Derivando parcialmente con respecto a o2, se obtiene que

dIn L(gblwuvo-?) _ n S(¢17N)
do? 202 2(02)2

Igualando a cero para hallar el maximo, tenemos que
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ﬂ_i_ S(¢17M) -0

202 2(02)?

—naf + S(¢17 lu)
2(02)?

—0
2 S(¢1,M>

O, = 9

n

o0

el cual es el valor que maximiza a la funcion de verosimilitud. Asi

o S(¢1, 1) (3.51)

que es el estimador de mdxima verosimilitud de o2, y donde ¢, /i son estimadores de maxima
verosimilitud de ¢ y p.

3.6. Diagnostico

Una vez realizada la identificacién del modelo y la estimaciéon de pardmetros, sigue el
diagnéstico del modelo, es decir, verificar la bondad del ajuste del modelo.
La suposicion bdsica es que {¢;} son ruido blanco.
Para cualquier modelo ajustado, los residuales £;’s son estimaciones de ruido blanco €;’s no
observados. Por lo que, la comprobacion del modelo de diagndstico se logra a través de un
andlisis de la serie residual {&;}.

Para verificar si los errores se distribuyen normalmente, es posible construir un histogra-
ma de los residuos estandarizados é; /6. y compararlo con la distribucién normal estdndar.

Si la varianza es constante, se puede examinar la grifica de residuos. Es probable que se
consideren diferentes formas de los graficos de residuos, esto es,

= Una grifica de residuos en forma de abanico, indica que los términos de error se estan
dispersando mds cuando el valor horizontal de la gréfica se incrementa y se transgrede
la suposicion de varianza constante. Es decir, que existe una varianza de error creciente.

= Una grafica en forma de embudo, indica que la dispersion de los términos de error de-
crece cuando el valor horizontal de la gréfica se incrementa y nuevamente se transgrede
la suposicién de varianza constante.
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= Y una grafica de residuos en forma de banda horizontal, indica que la dispersion de los
términos de error con respecto a cero no cambia mucho cuando el valor de la gréifica
horizontal aumenta. Esto indica que la suposicién de la varianza constante se conserva,

ver Figura [3.3]
Residuos en forma de abanico Residuos Residuos en forma de embudo
Resid xJ
esiduos ”,.—.‘.. i-.‘___~
_". ® ..‘--__
_-- [ ] o0 ° PY ®a = ~-

_ _ . .. [ ] . () ... ® Py '~-.___‘
,—.'C.....C...' o .‘ ® 00%4°% 09--_
% ¢ LK ] o0 00 0700 g 04
0.00’00.0.0 ° o _0,0g500% 00
-9 0 g00400,.°,° U ° L L

“---2_@ ® o0 o 000000 ®o T -

-~ ® [ ] [} ) ® o .__———
-~ [} e -
‘‘‘‘‘‘

- SR
(a) Varianza de error creciente (b) Varianza de error decreciente

Los residuos forman una banda horizontal

Residuos /

(¢) Varianza de error constante
Figura 3.3: Gréficas de residuos y la suposicién de varianza constante. ’

Y para verificar si los residuos son aproximadamente ruido blanco, se calcula la FAC y
FACP muestral de los residuos, esto con la finalidad de verificar que los residuos no muestren
ningln patrén que revele correlacion, esto es, que no sean estadisticamente significantes.

Asi, otra prueba es realizar un contraste de significancia sobre los coeficientes de la FAC,
teniendo como hipétesis nula

Hy:pr=p2=--=prx=0
Vs
H, : algin p; es diferente de cero

78]
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con el estadistico
K

~2
Pk
= 2 3.52

Q M”+)Z;m—k) (3.52)
donde () es también conocido como estadistico de Ljung - Box [21], y Ansley - Newbold [6]],
en dichos articulos probaron que bajo la hipdtesis nula ésta estadistica sigue aproximadamen-
te una distribucién chi-cuadrado con (K — m) grados de libertad, donde m = p + g es el
nimero total de pardmetros estimados [J8]], [31]].

3.7. Seleccion del modelo

En el andlisis de series de tiempo (mejor dicho en cualquier anélisis de datos), existen
varios modelos que pueden representar adecuadamente a un conjunto de datos. Para selec-
cionar un modelo que mejor se ajuste a los datos se hace uso de los criterios de comparacion
o seleccién [31]].

3.8. Pronostico

Uno de los objetivos mds importantes en el andlisis de series de tiempo es generar pro-
ndsticos optimos para las observaciones futuras, esto es, sea t el valor actual de la serie de
tiempo denotada por X; y se desea pronosticar los valores futuros X;;, (donde [ representa
un periodo posterior al actual) a partir de las observaciones previas X;, X; 1, ..., y se deno-
tard por X, (1) al prondstico de X,,.

El objetivo es generar prondsticos Optimos de manera que tengan los minimos errores po-
sibles. El criterio usado para la obtencion de prondsticos dptimos es el error cuadrado medio,
para el cual se espera que los valores de los errores cuadrados

E[( X+ — X:(1)?] = Eles(1)?, (3.53)

sea minimizado [31]].

Pronéstico para proceso estacionario ARMA(p,q)
Considere el proceso ARMA(p,q)

dp(B) Xy = 04(B)ey, (3.54)

donde ¢,(B) =1— ¢ B — ¢poB*—--- — $,B?, 0,(B) =1—6,B—60,B>—--- —0,By
gy RB(O,O'2>.
Dado que el modelo es estacionario e invertible, se tiene que

X, = (B)e,, (3.55)



3.8 Prondstico 71

donde 1 (B) = Zi((];)) = (1 + 1B+ ¢sB?+ ) = S 0 BY, con 1y = 1.

Asi, (3.55) se puede reescribir como
Xp=> e (3.56)
=0

Ahora bien, considere al proceso a un tiempo ¢ + [, entonces
00 -1 00
Xy = Z VYi€epi—j = ijgtﬂfj + ijgtﬂfj- (3.57)
j=0 j=0 j=1

Luego, suponga que se encuentra en el tiempo ¢, uno desearia hacer un prondstico X’t(l) de
X1 que es una combinacion lineal de las observaciones X;, X; 1, --. Dado que X, puede
ser escrito de la forma , podemos escribir al prondstico del error cuadrado medio X (1)
de X;; como

Xi(l) = et + U1 + P iocta + - (3.58)
Pero (C6mo saber el valor de 7. Pues bien, el criterio para hallar los valores de ¢; es
ming: B[(X — Xu(1))"], (3.59)
lo que resulta ser
E[( X — Xt(l))Z] = FE[( (&1 + Y181+ Poipio+ - + V1€t

Yier + Yrpci—1 + Yipocia + -+ ) (3.60)
— (Ve + U801 + Y g€i—o + - -) )2 ].

Agrupando términos en comin, tenemos que
El (e + 1611 + oo + - + Y118+
(= e+ (Yien — ¥ + Wira — Yo)era + - ) 1.
Desarrollando los cuadrados y tomando el valor esperado de cada término se obtiene que
E[5§+l] + @D%E[E?-s-l—l] + ng[gf—H—Q] +oet ¢?—1E[€?+1]+
(Y = )2 Elef] + (i — ¢7+1>2E[5371] + (Y2 — ¢?+2>2E[5372] Tt

ya que

0, sik#0;
Eleceid] = {0—2 Sik=0
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Asf la ecuacion [3.60|se simplifica a

E[(Xtﬂ - Xt(D)Q} =02+ w%az + wSUQ 4+ %27102 + (¢l _ 7/11*)2024‘
(Vi1 — U71)20% + (Ve — ) 0) 0% + -

-1 oo
=Y Wi+ at Yy (i —viy)
j=0 j=0

Luego,

OB[(Xer — Xu(1))’] _
BIE

23 2ty — i) (—1) = 0
§=0

= —20° ZWHj — V) =0 Yy =Y.
=0

En consecuencia, la ecuacion (3.58)) resulta ser de la forma

Xt(” =Yg + Yry16-1 + Vrpogi—o + - -1, (3.61)

Considere la ecuacion (3.57))

Xy = ey + &1 + -+ Y + g + Yrpageo + Yrppgo + oo
Y tomando la esperanza condicional de la ecuacién anterior se tiene que
By Xi] = EIXon| Xe, Xov, ] = Eleea| Xo, X1, -]+ i Elerp | Xe, Xoq, oo ]+
=Ygt + Y€1 + Yrpogro + -0

ya que
0, sig > 0;

Eleriil X, Xo,...] = -
e | X X ] { e

Lo anterior es posible ya que €; puede ser expresado como combinacién lineal de X, X; 1, X; o, ...

2?2
Obsérvese que R
Xt(l) - E[Xt-f—llXta Xt—17 . ]

Asi, el prondstico del minimo error cuadrado medio, X ;(/), no es mas que la esperanza
condicional de todas las observaciones al tiempo t.

Una vez conocidos X;,; y Xt(l ), se tiene que

-1
er(l) = Xpy — Xi(1) = Z¢j5t+l—ja o =1,

=0
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e:(l) es el error de pronéstico de minimo error cuadrado medio X;(1).

Como e;(l) es combinacion lineal de un ruido blanco en etapas sucesivas, se tiene que

Elei(l)] = Elerri + Yreipi—1 + Yoo + - - + Yr16e1a] = 0,
donde Ele;4;] =0, j > 0.

La varianza del error de prondstico es

Var[e,(l)] = E[(et(l))2] = El(eip1 + V1€41-1 + Yoeppy—a+ - + ¢171€t+1)2]
-1
=2 Z wjz
j=0

Los errores de prondstico para un lapso adelante no estan correlacionados. Esto es facil
de ver ya que R
€t(1) = X1 — Xt(l) = &t41-

Pues el ruidos blancos consta de v.a independientes y, por lo tanto, no estin correlacionados,
los errores de prondstico de un lapso adelante tampoco deben estar correlacionados.

Los errores de prondstico e;(l) paral > 1 estan correlacionados.

Y por tltimo, la funcién lineal de pronéstico de minimo error cuadrado medio es también
un pronéstico de minimo error cuadrado medio de la funcién lineal correspondiente de
las observaciones futuras. Por ejemplo, suponga que Xt(l), Xt(2), Xt(B) y Xt(4) son pro-
nésticos de minimo error cuadrado medio. Entonces, 10X;(1) + 8X;(2) + 6X(3) + 4.X,(4)
es un prondstico de minimo error cuadrado medio de 10X, + 8 X0 + 6 X153 + 4.X, 4.

Por otro lado, el intervalo de confianza para X;,;, se construird a partir de la distribucién
del error de prediccion, bajo el supuesto de e, ~ RBN(0, 0%), entonces los errores de pro-
néstico, e;(1), también se distribuyen N (0, Var[e,()]). Es decir

er(l) = Xo1 — Xi(1) ~ N(0, Varle,(1))).
Estandarizando se obtiene que

X — X)) =0
Var(e,(1)]

~ N(0,1).

Por lo tanto .
X — X (
Plone < X2 X0 v h g
2 Varle,(1)] 2
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Haciendo los célculos necesarios se obtiene que

p {X’t(o — Ne/Varle,(D)] < Xip1 < X,(1) + Ns Va'r’[et(l)]] —1-aq,

donde Na es tal que P[N > Na| = 9, N ~ N(0,1).

Por lo tanto, el intervalo de confianza de nivel 100(1 — «) por ciento para X;; es

[Xt(z) — Ne/Varle, (D], X,(1) + N Var[et(l)]] .

Reglas de pronéstico

1.

Et[Xt_j] = Xt_j, )= 0, ]., 2, N
Debido a que se conoce una observacion en o antes del tiempo ¢, la esperanza condi-
cional de este valor conocido o constante es simplemente la observacion de la misma.

EXus) = Xe(), 5=1,2,...

La esperanza condicional de un valor de la serie de tiempo después del tiempo ¢, a saber
t + j, es el prondstico de minimo error cuadrado medio que se desea calcular para el
tiempo j de origen t.

. Et[et—j] = Et—j, j = 0, ]., 2, N

Debido a que se conoce el error en el tiempo t o antes del tiempo ¢, la esperanza condi-
cional de este valor conocido es simplemente el error del mismo.

Et[5t+j] = 0, j = 1,2, N

Los supuestos de ;s es que se distribuye i.i.d y N(0,c?). En consecuencia, el valor
esperado de ¢; desconocido después del tiempo ¢, a saber ¢ + j es cero porque todavia
no han tenido lugar [20]].

En las Tablas [3.2]y [3.3] se observan los prondsticos para los proceso AR y MA.
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CAPITULO 4

CASO DE ESTUDIO

En este capitulo se presenta la parte principal del trabajo, la cual es una aplicacién de
la de la teoria expuesta anteriormente, que consiste en un andlisis del comportamiento de la
radiacion solar en la regioén de Tlaxco-Tlaxcala, considerando una base de datos tomada de
la estacién meteoroldgica instalada en dicho lugar.

El proceso de cdmo se trabajaron los datos para la obtencién de la serie promediada sema-
nalmente se puede consultar en el Apéndice (Bl Antes de iniciar el anélisis se dard una breve
descripcidn de la zona de estudio y el clima en la region de Tlaxco, lo que son algunos efectos
meteorolégicos como “El nifio”,“La nifia” y la canicula, para dar paso al andlisis de los datos.

4.1. Zona de estudio

El municipio de Tlaxco estd ubicado en el altiplano central mexicano a 2 540 metros so-
bre el nivel del mar, se situa en un eje de coordenadas geograficas entre los 19°37’ latitud
norte y 98°07” longitud oeste. Localizado al norte del estado, el municipio de Tlaxco colinda
al norte con el estado de Puebla, al sur colinda con los municipios de Atlangatepec, Tetla de
la Solidaridad y Mufioz de Domingo Arenas, al oriente se establecen linderos con los muni-
cipios de Emiliano Zapata y Lazaro Cardenas, asimismo al poniente colinda con el estado de
Hidalgo y el municipio de Benito Juarez. Tlaxco comprende una superficie de 573.39 kilo-
metros cuadrados, lo que representa el 14.37 % del total del territorio estatal, el cual asciende
a 3991.14 kilémetros cuadrados.

El clima se considera templado subhiimedo, con régimen de lluvias en los meses de junio
a septiembre. Los meses mds calurosos son de marzo a mayo. La direccién de los vientos en
general es de norte a sur, igualmente la temperatura promedio mdxima anual registrada es de
22.9 grados centigrados y la minima de 5.3 grados centigrados. La precipitaciéon promedio
maxima registrada es de 122.5 milimetros y la minima de 7.6 milimetros [7]].

7
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Figura 4.1: Ubicacion geografica del municipio de Tlaxco, Tlaxcala. Mapa extraido de
INEGI.

Canicula
Cuando la temporada de lluvia se encuentra en auge y se presenta una reduccion de la preci-
pitacion, a dicho fendmeno meteoroldgico se le conoce como canicula (también se le conoce
como ‘sequia intraestival o de medio verano’, ‘sequia de agosto’, ‘veranillo’).

Se trata de un fenémeno climatico que se presenta aflo con afio en diferentes regiones de
México en los meses de julio y agosto, este fendmeno se mantiene aproximadamente 40 dias,
y se presenta a la mitad de las temporadas de lluvias. En este periodo se registra la disminu-
cién de precipitacion en el centro y noreste del pais, cielos despejados y un aumento en la
temperatura, sobre todo en la region norte de la Republica Mexicana. Es considerada la época
mas calurosa del ano.

La canicula se genera por la presencia de los vientos denominados “alisios”, los cuales so-
plan fuertemente en el Golfo de México, impidiendo el desarrollo de nubes convectivas en
el océano y, en consecuencia la formacion de lluvia en la parte continental de México. El
término canicula nace de la palabra latina ‘canis’, que significa perro y hace referencia a la
estrella de Sirio (apodada ‘La Abrasadora’) de la constelacion del Can Mayor, esta es la mas
brillante del cielo nocturno durante ciertos dias de verano en el hemisferio norte, y su apari-
cién en el cielo, coincidia con los dias més calurosos del afio [[12], [27].
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“El nifio”

Es un fendmeno climatolégico que se produce en el océano Pacifico, pero como es muy gran-
de afecta al clima en el mundo entero. Donde el océano esta tibio, se forman mas nubes y cae
mas lluvia en esa regién del mundo. En el océano Pacifico, cerca del ecuador, el Sol hace que
el agua en la superficie sea especialmente tibia.

El evento de “El nifio”, se caracteriza por un calentamiento en las aguas superficiales en
el océano Pacifico central y oriental. Ese cambio estd ligado a la Atmdsfera y a los vientos,
que en condiciones normales, los vientos alisios tienen una direccion este-oeste, cuando esto
sucede, el agua mds fria inferior sube a la superficie del océano cerca de Sudamérica. Sin
embargo, durante las condiciones de “El nifio”, los vientos alisios se relajan y pueden soplar
en direccidn contraria. Esto permite que grandes masas de agua caliente se desplacen desde
el Pacifico occidental hacia las Américas.

Los cambios en los vientos y las corrientes de agua en el Pacifico ecuatorial pueden cau-
sar inundaciones en el desierto de América del Sur y se seca el monzén en Indonesia y la
India. Los eventos de “El nifio” ocurren aproximadamente cada dos a siete afios, ya que el
ciclo célido alterna irregularmente con su hermano “La nifia”, un patrén de enfriamiento
en el Pacifico oriental, y con condiciones neutras. “El nifio” normalmente alcanza su punto
maximo entre noviembre y enero, aunque la acumulacién se puede detectar con meses de
anticipacion y sus efectos pueden tardar meses en propagarse en todo el mundo (ver Figura
A2) (1.
“La nifia”

Las nubes de lluvia se forman normalmente sobre el agua caliente del océano. Cuando los
vientos fuertes hacen que esta agua caliente se mueva, las nubes y las tormentas también se
mueven.

En condiciones normales, los vientos sobre el océano Pacifico empujan suavemente el agua
caliente hacia el oeste. Esa agua caliente viaja desde la costa oeste de Sudamérica hasta In-
donesia. A medida que el agua caliente se mueve, el agua fria desde el fondo del océano se
levanta lentamente para ocupar su lugar.

Sin embargo, durante “La nifia”, los vientos sobre el océano Pacifico son mucho mas fuertes
que en un afio normal. Esto suele suceder una vez cada pocos afnos. Los vientos son tan fuer-
tes que empujan al calido océano hacia Indonesia. Esto permite que mucha agua fria suba a
la superficie cerca de Sudamérica. Por lo que el agua en el océano Pacifico oriental estd unos
pocos grados mads frio de lo normal.

8NASA Space Place. (2014) ;Qué es El Nifio de todos modos? [Ilustracién]. Recuperado de
https://spaceplace.nasa.gov/el-nino/sp/
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Condiciones normales
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(b) Condiciones de “El nifio”.

Figura 4.2: Ilustracién del fenémeno climatolégico denominado “El nifio”. 8
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El agua caliente se mueve hacia el oeste durante La nifia, asi como las nubes. Lo que ori-
gina que en lugares como Indonesia y Australia llueva mas de lo normal. Y lugares como
el suroeste de los Estados Unidos puedan estar muy secos. Afortunadamente, los cientificos
pueden predecir “La nifia”, hasta un afio antes de que ocurra (ver Figura 4.3

Entonces ;Cudl es la diferencia entre “El nifo” y “La nifia”? Ambos fenémenos comienzan
en el océano Pacifico, pero son opuestos, es decir, “La nifia” causa que el agua en el Pacifico
oriental esté mas fria de lo normal. En la misma region, “El nifio” puede hacer que el agua
esté mas caliente de lo normal. Por lo tanto, las zonas afectadas por la sequia durante “La
nifia” pueden tener mucha lluvia en los afios de “El nifio” [2].

NASA Space Place. (2016) ;Qué es La Nifia? [Ilustracién]. Recuperado de https://spaceplace.nasa.gov/la-
nina/sp/
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Y ;

Condiciones Normales

(a) Condiciones normales.

Sudamérica

Australia

Condiciones de La Nifa

(b) Condiciones de “La nifia”.

Figura 4.3: Ilustracion del fendmeno climatolégico denominado “La nifa”.
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4.2. Analisis de la serie de tiempo de los datos de radiacion

En la Figura se muestra el grafico de la serie de tiempo E] de la radiacion, es posible
observar que la serie presenta estacionalidad, al parecer no hay presencia de tendencia o no
es muy visible, pero esto no quiere decir que la serie sea estacionaria (lo cual se analizara
mads adelante), note que la serie no oscila alrededor de cero, ademés note que la variabilidad
parece ser constante. Sin embargo, se realizaron transformaciones para estabilizar la varianza
usando logaritmos, calculando raices a los datos y se usd la transformacién Box-Cox, se
observaron sus respectivas gréficas e incluso sus FAC y FACP, no observando cierta diferencia
comparadas con la serie original. Por lo que se decidi6 usar los datos originales de la serie.

Gréfica de la s.t. de la radiacion
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Figura 4.4: Serie de tiempo de la radiacion de los datos promediados.

Dado que lo primero que se debe hacer al analizar una serie de tiempo es verificar si la serie
es, al menos, débilmente estacionaria, se grafic la FAC y la FACP de la serie de tiempo,
ver Figuras .5y [4.6] Note que la FAC se corta con cierta lentitud y se extingue en forma
sinusoidal amortiguada y en cuanto a la FACP es posible observar que esta se extingue a
partir del segundo rezago y de nuevo vuelve a ser significativo en los rezagos 4, 12, 15, 28 y
29.

A continuacién se realizard un andlisis de cajas y bigotes, ver Figura[d.7] Se graficé agru-
pando las mismas semanas afio por afio, de ahi que en el diagrama de cajas tenga 52 cajas.
Este andlisis se realizé con la finalidad de verificar la estacionalidad, que a criterio nuestro
resulta ser estacional.

Cada una de las justificaciones que acontinuacion se presentan, fueron halladas en los repor-

'En las figuras de los graficos denotaremos a la serie de tiempo por las siglas s.t
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Figura 4.6: Funcion de autocorrelacion parcial de la serie de tiempo.
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Diagrama de cajas semanal de la radiacion
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Figura 4.7: Diagrama de cajas de la serie de tiempo.

tes anuales del clima de la Republica Mexicana [[11]].

Estos reportes contienen un resumen sobre el comportamiento de los eventos climéticos co-
mo la canicula, el “El nifio”, “La nifia”, ciclones tropicales, huracanes, sequias, ondas de
calor, frentes frios y heladas, entre otros. La mayoria de estos fendmenos estan ilustrados con
mapas que muestran su distribucion, como ejemplo de ello son las anomalias de la lluvia y la
temperatura.

Los fenémenos de “El nifio” y “La nifia” claramente influyen en la Repuiblica Mexicana, pero
enfocandonos en el estado de Tlaxcala, algo que es importante mencionar es que, en ningin
momento se hace alusién al municipio de Tlaxco en los reportes, ya que, en los reportes so-
lamente se menciona a los estados de la Republica Mexicana. Asi, a partir de la informacion
obtenida se realiza un andlisis descriptivo de algunos aspectos del clima que pudieron pre-
sentarse en el Municipio de Tlaxco - Tlaxcala. Tal anélisis, inicia al considerar la distribucién
del diagrama de cajas de los datos obtenidos en una estacion ubicada en tal municipio. Por
otro lado, a continuacién se presentan algunas observaciones respecto al comportamiento de
los fenémenos de “El nifio” y “La nifia”.

En el afio 2011 se observé una combinacién de la fase neutral y negativa de “El nifio” desde
julio de 2010 hasta diciembre de 2011.

Para el afio 2012, durante los primeros tres meses dominaron condiciones de “La nifia” (tem-
peraturas mas frescas de lo normal). Y a partir de abril de 2012 dominaron condiciones neu-
trales en gran parte del afio.
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En el afo 2013, persistieron condiciones neutrales del fenomeno “El nifio” que se obser-
varon desde finales del 2012. No hubo presencia de “La nifa”.

Para el ano 2014 la falta de acoplamiento entre la Atmdsfera y el océano favorecio el predo-
minio de la fase neutral de “El nifio”. No hubo presencia de “La nifia”.

En el afo 2015, “El nifio” incremento su intensidad pasando a ser moderado del 15 de ju-
nio y fuerte a partir del 1 de septiembre. Este afio se clasificé como el décimo segundo mas
lluvioso.

Para el 2016, las condiciones de “El nifio” intenso favorecieron valores récord de tempe-
ratura en los meses de enero, febrero, marzo, abril, junio, julio y agosto. Los meses de enero,
febrero y marzo presentaron anomalias. Y para los meses de noviembre y diciembre se man-
tuvo “La nifia” débil.

Por dltimo en el 2017, los meses de enero a junio se observé “El nifio” neutro.

Analisis

Mayor valor maximo

En el gréfico de cajas y bigotes presentado en la Figura se observa que el mayor valor
maximo se presentd en la caja 16 cuyos datos pertenecen aproximadamente a la penulti-
ma semana de abril (2012-2017) y cuyo valor de radiacién se encuentra por arriba de 300
(Watts/m?) El, probablemente se deba a que abril se destaco por registrar caida de lluvia que
se considera como debajo de lo normal a normal, a excepcién de abril 2015 que se registro
con lluvias por arriba de lo normal y abril de 2017 estuvo entre los menos lluviosos. Mds atn,
se registraron sequias que iban desde anormalmente seco hasta sequia moderada, registrando
también temperaturas altas.

Respecto a la caja 22 , cuyos datos pertenecen a las ultimas fechas de mayo (2012-2017)
y primeras fechas de junio (2012-2017), se observa que, en el rango de tiempo que represen-
tan los valores de esta caja, se alcanza un valor mdximo de radiacién mayor a 300 pero sin
superar el valor maximo de la caja 16, cabe sefialar que mayo y junio presentaron las mismas
condiciones que abril, a excepcion de junio 2015, ya que 2015 se clasificé como un afio muy
lluvioso para Tlaxcala y mds atin que en dicho afio hubo presencia del fenémeno de “El nifio”
con intensidad fuerte, para junio 2017 se registré muy seco.

Para la caja 30, que tiene un valor maximo menor a 300, y cuyos datos pertenecen a las
ultimas fechas de julio (2011-2016) y primeras de agosto (2011-2016), donde se registré en

2La unidad de medida es Watts/m?
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estos meses el fendmeno de la canicula, y de acuerdo a los anuarios [11]], Tlaxcala present6
caniculas fuertes, lluvias por debajo de lo normal y temperaturas récord en los meses de julio
y agosto.

Finalmente, en este andlisis para los valores maximos, las cajas 12 y 14 parecen alcanzar
el mismo nivel de radiacién pero sin rebasar el valor mdximo de la caja 30. Los datos de la
caja 12 corresponden a la penudltima semana de marzo (2012-2017), donde en marzo 2012,
2013, 2014, 2017 se registraron lluvias debajo de lo normal, marzo 2015 se registré6 como
el mas lluvioso y marzo 2016 las lluvias se registraron normales y temperaturas récord. En
marzo 2017 aument6 la superficie de sequia registrindose anormalmente seco hasta sequia
moderada; se registraron también temperaturas calidas. Y en los meses de marzo 2013, 2014,
2015 y 2016 se registraron de 1 a 2 dias temperaturas menores a 0 °C. Y a la caja 14 corres-
ponden a las primeras lluvias de abril (2012-2017).

Menor valor minimo

El valor minimo se present6 en la caja 37, cuyos datos corresponden a la segunda semana de
septiembre (2011-2016), donde se registraron lluvias arriba de lo normal en septiembre de
2011, en septiembre 2012 y 2015 lluvias debajo de lo normal, septiembre de 2013 destac6
por ser muy lluvioso debido a la entrada del los huracanes Ingrid y Manuel, en septiembre
de 2014 también se registro como uno muy lluvioso y mas aun, ese afio fue para Tlaxcala su
séptimo ano mds lluvioso. Septiembre de 2016 se registré6 como un mes muy célido. Es posi-
ble que por esta situacion la caja haya registrado el menor valor minimo, ya que la cantidad
de lluvia fue “constante” y la formacién de nubes inhibi6 el paso de los rayos solares.

Respecto a valores minimos, al valor minimo en la caja 37, le sigue el valor minimo de
la caja 1, que corresponde a las primeras semanas de enero (2012-2017), donde se registrd
presencia de lluvia debajo de lo normal en enero de 2012, 2013, 2014, y 2017; mientras que
en enero de 2015 se registraron lluvias por arriba de lo normal, para enero de 2016 se registrd
lluvia normal y temperaturas récord. En enero de 2013, 2014, 2015, 2016 y 2017 se regis-
traron al menos 1 o 2 dias con temperaturas menores a 0°C, esto ocasionado por los frentes
frios y masas de aire frio.

Le sigue la caja 51, correspondiente a la pentltima semana de diciembre (2011-2016), don-
de se registraron 5 dias con temperaturas menores a 0°C en diciembre de 2011 y 3 dias en
diciembre de 2013. Se registraron también lluvias por debajo de lo normal en diciembre de
2011, 2012, 2014, 2015; a excepcion de diciembre de 2013 que presentd lluvias por arriba de
lo normal y diciembre de 2016 se registré como un mes muy cdlido con lluvias normales.

Y por altimo, la caja 36 que corresponde a las primeras semanas de septiembre (2011-2016),
donde los valores de radiacion de las cajas resultaron menores a 150, pero la caja 37 contiene
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el registro del menor valor minimo.

Cajas largas

Se observa que la caja mds larga fue la 37, seguido de las cajas 38, 39 (donde las cajas 37, 38
y 39 corresponden al mes de septiembre (2011-2016)), luego siguen la caja 40 y 42, perte-
necientes al mes de octubre (2011-2016), donde se presentaron lluvias normales a por arriba
de lo normal en octubre de 2011, 2013, 2014 y 2015, y en octubre de 2012 se present6 la
disminucién de lluvias, se observaron temperaturas menores a 0 °C probablemente s6lo un
dia y octubre de 2016 resulto ser muy calido.

Después le sigue la caja 12, que corresponde a la penultima semana de abril (2012-2017),
seguido de la caja 22, que corresponde a las dltimas fechas de mayo y primeras de junio
(2012-2017), y ligeramente la caja 23, que corresponde a la primera semana de junio (2012-
2017). Obsérvese que los datos de la caja 12 parecen presentar simetria.

Y en cuanto a la caja 37, es probable que debido a la cantidad de lluvias que se registraron en
esos afos, la caja se encontrara entre las mds largas e incluso més larga que las demaés.

Caja pequeiia

Mientras que la caja més pequeiia resulto ser la caja 48, cuyos datos corresponden a los ulti-
mos dias de noviembre y primeros dias de diciembre (2011-2016).

En noviembre de 2011 y 2013 se registraron lluvias normal o por arriba de lo normal, en
noviembre de 2012 lluvias debajo de lo normal, noviembre de 2014 y 2015 lluvias arriba de
lo normal y noviembre de 2016 se registré muy calido. También se observaron temperaturas
menores o iguales a 0°C en noviembre de 2012, 2013, 2014 posiblemente s6lo 2 dias. Y en
cuanto a las condiciones del mes de diciembre, éstas ya se mencionaron arriba.

Podria decirse incluso que la variabilidad en esta caja fue nula o bien que los valores de
radiacion fueron casi siempre constantes, es decir que podriamos atrevernos a decir que la
radiacién en los ultimos dias de noviembre y primeros dias de diciembre es casi siempre la
misma. Mds atn, observe que la media coincide con el primer cuartil por lo que la caja pre-
senta un sesgo a la derecha.

Cajas ligeramente pequenas

Las cajas levemente pequefias pero no mds pequeias que la caja 48, resultaron ser la 25, 26,
29,31,33,41,43,44,47,49,52,2,7, 8,9, 13, 15, y tal vez podrian considerarse las cajas 18
y 20. Podemos apreciar que debido al tamafio de éstas, la variabilidad es pequefia comparada
con el resto (a excepcion de la caja 48), los bigotes resultan ser ligeramente cortos, y observe
que algo muy curioso que se presenta en la mayoria de estas cajas es que no presentan ambos
bigotes 0 no presentan un bigote, presentan valores atipicos ya sean minimos 0 maximos o
ambos. Las cajas estuvieron registradas asi:

Caja 25: corresponde a la penultima semana del mes de junio.
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Caja 26: corresponde a los dltimos dias de junio y primeros de julio.

Caja 29: corresponde a la penultima semana de julio.

Cajas 31 y 33: corresponden a la primera semana de agosto, y a la pentltima semana de agos-
to respectivamente.

Cajas 41 y 43: corresponden a la segunda semana de octubre, y a la pentltima semana de
octubre respectivamente.

Caja 44: corresponde a los ultimos dias de octubre y primeros de noviembre.

Caja 47: corresponde a la pendltima semana de noviembre.

Caja 49: corresponde a la primera semana de diciembre.

Caja 52: corresponde a los ultimos dias de diciembre y primeros de enero.

Caja 2: corresponde a la segunda semana de enero.

Cajas 7 y 8: corresponden a la pentltima y ultima semana del mes de febrero respectivamen-
te.

Caja 9: corresponde a los tultimos dias de febrero y primeros de marzo.

Caja 13: corresponde a los ultimos dias de marzo y primeros de abril.

Caja 15: corresponde a la segunda semana de abril.

Cajas 18 y 20: corresponden a la primera semana de mayo, y a la penidltima semana de mayo
respectivamente.

Mayor mediana

La caja que registré la mayor mediana result6 ser la caja 14, como abril se destacé por la
presencia de sequias y poca precipitacion, es probable que debido a esto, la caja se haya en-
contrado mads arriba que las demds. Seguida de la caja 14 estd la caja 30, pues en esta caja
como se menciono arriba, se registraron las ultimas fechas de julio y primeras de agosto, es
probable que en estos dias la canicula se haya encontrado en pleno apogeo, y posiblemente
por ello la caja 30 se encuentra arriba. Incluso puede observarse un ligero sesgo a la izquierda
en ambas cajas, lo que nos dice que los mayores niveles de radiacién se encuentran concen-
trados cerca del ().

Menor mediana

La menor mediana se encuentra en la caja 50 y 51, seguido de la caja 52 correspondientes
al mes de diciembre (2011-2016) y la caja 1 que corresponde a la primera semana de enero
(2012-2017). Probablemente esto se debid a la presencia de frentes frios o masas de aire e
incluso a la considerable actividad de lluvia.

Otras

Ahora, véase la caja 4 que corresponden a los ultimos dias del mes de enero (2012-2017) y
primeros dias del mes de febrero (2012-2017) y la caja 5 correspondiente a la primera sema-
na de febrero (2012-2017), donde se registraron lluvias debajo de 1o normal en febrero 2012,
2013, 2014, 2015, 2017, y en febrero 2016 Iluvias normales. En febrero 2014, se present6
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muy seco y se registraron temperaturas récord, siendo también muy cdlido. En febrero 2017
aumento la superficie de sequia registrindose anormalmente seco hasta sequia moderada y
se registraron también temperaturas célidas. También se observaron temperaturas menores o
iguales a 0 °C aproximadamente de 1 a 2 dias en febrero de 2013-2017.

Note que algo interesante ocurre en estas cajas, pues la mediana de la caja 4 estd muy cerca
del cuartil 3, mientras que la mediana de la caja 5 estd muy cerca del cuartil 1, dado que am-
bas ocurrieron en el mes de febrero podria pensarse que en la caja 4 se vio més afectada por
las de bajas temperaturas o lluvias, a comparacion de la caja 5, de ahi el cambio tan dréstico
de la mediana.

Valores atipicos

Las cajas que registraron valores atipicos fueron la caja 2, 5, 6, 9, 13, 15, 20, 21, 25, 26,
33, 41, 43, 44. Donde el menor valor atipico se presenté en la caja 33, seguido de la caja 25
y la caja 9. Y el mayor valor atipico se presentd en la caja 21 y 20. Es probable que estos
valores de radiacion atipicos, se debieran a las muy bajas o altas temperaturas o bien al error
de captura e incluso a la completez de los datos faltantes.

Ahora bien, regresando de nuevo a las autocorrelaciones, estas indicarian que se trata de
una serie no estacionaria, por lo que se decidi6 realizar la prueba de estacionariedad Dickey-
Fuller, en este caso, note que la serie (ver Figura .4) parece estar fluctuando alrededor de
una media que no es cero, por lo que se hard uso de la prueba 2 de Dickey-Fuller, esta prueba
se aplica cuando la serie posee término constante pero sin tendencia.

En la Tabla 4.1] se muestran los resultados de la prueba Dickey-Fuller y el contraste de hi-
poétesis, donde resulta que la hipdtesis nula se rechaza a cualquier nivel de significancia, en
este trabajo se tomard un nivel de significancia del 5 %. De acuerdo a los resultados de la
prueba, la serie resulta ser estacionaria, ademds de que es estacional (visto en el diagrama
de cajas). Es aqui donde se presentd un problema, pues al momento de diferenciar la serie

] Hy: La serie es no estacionaria vs H,: La serie es estacionaria ‘

Estadistico Valor critico | Valor critico | Valor critico
de prueba al 1 % al 5 % al 10 %
Dickey-Fuller | -8.0062 -3.44 -2.87 -2.57
con intercepto

Tabla 4.1: Prueba de estacionariedad para la serie.

estacionalmente (con s=52), resulté complicado e incluso imposible proporcionar un modelo
que describiera a la serie de tiempo. Asi, se decidi6 realizar una diferencia regular a la serie
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original y una diferencia estacional a la serie diferenciada regularmente, ver Figura[4.§]
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Figura 4.8: Diferencia regular y estacional de la serie de tiempo.

Dado que la serie es estadisticamente estacionaria, al diferenciarla regularmente ésta sigue
siendo estacionaria. Para ratificar esto, en la Tabla se muestran los resultados de la prueba
Dickey-Fuller de la serie diferenciada regularmente una vez, se le aplicé la prueba 1 debido a
que la serie diferenciada regularmente esta vez si oscila alrededor de una media cero. Y en la
Tabla 4.3 se muestran los resultados de la prueba Dickey-Fuller para la serie ya diferenciada
pero ahora con una diferencia estacional. Por lo tanto, se descarta la existenca de alguna raiz
unitaria, es decir, sigue siendo estacionaria a cualquier nivel de significancia.

Graficando las FAC y FACP de la serie con una diferencia regular y la FAC y FACP de la
serie diferenciada estacionalmente, resulta lo siguiente, ver Figuras [4.9)y 4.10]

Las FAC y FACP dadas en la Figura 4.9 son de ayuda para definir los 6rdenes de p y ¢
para el modelo que describa la serie de tiempo en la parte no estacional.
Obsérvese que en la Figura [4.9] 1a FAC tiene una espiga sobresaliente en el primer rezago,
sin embargo sobresale otra espiga en los rezagos 3 y 4, siendo estas dos dltimas pequeiias



92 Caso de estudio

FAC de la s.t. con una diferencia regular

1.0

05

Py

00

0.5

Desfase

FACP de la s.t. con una diferencia regular

e
-0.2

-04

0 20 40 60 80 100

Desfase

Figura 4.9: FAC y FACP de la serie diferenciada regularmente.
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Figura 4.10: FAC y FACP de la serie diferenciada regularmente con una diferencia estacional.
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‘ Hy: La serie es no estacionaria vs H,: La serie es estacionaria ‘

Estadistico Valor critico | Valor critico | Valor critico
de prueba al 1% al 5% al 10 %
Dickey-Fuller | -18.1388 -2.58 -1.95 -1.62

con intercepto

Tabla 4.2: Prueba de estacionariedad para la serie diferenciada regularmente.

] Hy: La serie es no estacionaria vs H,: La serie es estacionaria ‘

Estadistico Valor critico | Valor critico | Valor critico
de prueba al 1 % al 5% al 10 %
Dickey-Fuller | -18.2666 -2.58 -1.95 -1.62

con intercepto

Tabla 4.3: Prueba de estacionariedad para la serie diferenciada estacionalmente.

comparadas con la primera y a partir del cuarto rezago se extingue. Por lo que ¢ puede tomar
el valorde 1,2 6 3.

Para la FACP se tienen 4 espigas sobresalientes en los primeros cuatro rezagos y se corta a
partir del rezago 4, siendo la espiga del cuarto rezago un tanto pequefia, junto con la de los
rezagos 6 'y 16 que también sobresalen. Por lo que el valor de p puede ser 0, 1, 2, 6 3. Asi, se
propuso un modelo ARIM A(0, 1, 3) para la parte no estacional.

Por otro lado, se analizé la FAC y FAC del grifico en la Figura f.10] Obsérvese que, la
FAC tiene una espiga sobresaliente en el primer rezago, y a partir éste se extingue. Por lo que
el valor de () puede ser igual a 1.

Para la FACP se tienen 4 espigas sobresalientes en los primeros cuatro rezagos y se corta
a partir del rezago 4, siendo la espiga del cuarto rezago un tanto pequeiia, junto con la del
rezago 6 que también sobresale. Por lo que el valor de P puede ser 1, 2, 3 6 0. Asi, se propuso
un modelo para la parte estacional con s = 52, de la forma ARIM A(0, 1, 1)52. En resumen,
el modelo propuesto es ARIMA(0,1,3) x (0,1, 1)ss.

Se propusieron otros 4 modelos y junto con el modelo que el software R de la libreria fo-
recast propone se hizo el ajuste de acuerdo al valor del criterio de Akaike y el valor del crite-
rio BIC (Bayesian Information Criterion).Los resultados se muestran en la Tabla Luego
de observar los resultados obtenidos de acuerdo al criterio de Akaike y BIC, el modelo a
elegir fue el ARIMA(0,1,1) x (0,1,1)s52, ya que, éste toma el valor mas pequefio confor-
me a los criterios. En este trabajo se analizardn los modelos ARIM A(0,1,3) x (0,1,1)5,
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| Modelo | AIC | BIC |
ARIMA(0,1,1) x (0,1,1)s, | 2561.068 2571.68
ARIMA(0,1,2) x (0,1,1)5 | 2562.033 2576.182
ARIMA(3,1,1) x (0,1,1)5 | 2563.037 2584.261
ARIMA(0,1,3) x (0,1,1)s [ 2563.522 2581.209
ARIMA(3,1,2) x (0,1,1)s, [ 2563.671 2588.433
ARIMA(1,0,1) 3027.037 3041.944

Tabla 4.4: AIC y BIC para diferentes modelos.

ARIMA(1,0,1) y el modelo ARITM A(0,1,1) x (0,1,1)5, donde, el primero fue el que se
propuso de acuerdo a lo que mostraban las FAC y FACP, el segundo fue dado por el software
R, y el tercero fue el que obtuvo menor valor en los criterios de Akaike y BIC. Se renombrard
al modelo ARIMA(0,1,3) x (0,1,1)55 como modelo 1, al modelo ARIM A(1,0,1) como
modelo R y al modelo ARIM A(0,1,1) x (0,1, 1)52 como modelo 2.

Para evaluar el ajuste del modelo y del prondstico se omitiran del andlisis las ultimas 5 sema-
nas de la serie original.

Modelo 1
Escribiendo al modelo ARIM A(0,1,3) x (0,1, 1)52 en términos de polinomios de retardo y
operadores de diferencia (como en (3.14)) se obtiene que

Vi V' Xy = 01(B%)05(B)e:, (4.1)
donde Vi, = (1 — B*?)' y V! = (1 — B)!. Desarrollando (4.1)) resulta que

(1-B)(1-B)X;=(1-6,B*)(1—0,B—0,B>— 0;B%)e,
(1-B—-B?*+B?)X,=(1-60,B—0,B*— 038> - 0,B" + 0,0, B
+ @1(92354 + @193355>8t.

Lo que puede escribirse como

Xy =€ — 01611 — Ose4_9—03e1_3 — O16,_50 + O1016,_53 + O1026,_54

4.2)
+0105655 + Xi1 + Xis50 — Xy_s3.

Luego, se realizo6 la estimacion de parametros, utilizando el método de méxima verosimilitud,
los resultados se muestran en la Tabla[4.5] Y una vez estimados los pardmetros, el modelo
queda escrito de la siguiente forma

Xy = ¢4+ 0.925809¢;_1 + 0.031454e;_5 + 0.042722¢4_3 + 0.801326¢;_52

4.3
+ 0.741875¢;_53 + 0.025205e;_54 4+ 0.034234¢;_55 + X1 + Xy—50 — Xi—53. *3)
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] Pardmetro \ Pardametro estimado \ Error estandar \

MA(1) -0.925809 0.070328
MA(2) -0.031454 0.074059
MAQ3) -0.042722 0.059964
SMA(1) -0.801326 0.156283

Tabla 4.5: Estimacion de parametros para el modelo 1.

Como se mencion6 antes, para la realizacion del prondstico (esto con la ayuda de la funcién
forecast de la libreria forecast del software R) se omitieron las 5 dltimas semanas, esto con
la finalidad de comprobar la eficiencia del modelo propuesto mediante el error, a continua-
cién se comparan los resultados de las ultimas 5 semanas que se omitieron contra los valores
pronosticados, ver Tabla 4.6 y se muestran los intervalos de confianza para cada valor pro-
nosticado, ver Tabla En la Figura se observan los datos pronosticados.

Semana | Valor real | Valor pronos- | Error absoluto | Error relativo
ticado ea = |Vr=Vp|l| e =i~
308 213.9137 | 238.2096 24.2959 0.1136
309 224.2083 | 234.2178 10.0095 0.0446
310 229.6845 | 218.2615 11.4230 0.0497
311 163.3690 | 231.3004 67.9314 0.4158
312 2427173 | 226.0112 16.7061 0.0688

Tabla 4.6: Valores reales y pronosticados de 5 semanas.

Valor pro- | Intervalo de confianza al Intervalo de confianza al
nosticado 80 % 95 %

238.2096 194.7926 281.6265 171.8091 304.6100
234.2178 190.6561 277.7795 167.5959 300.8397
218.2615 174.6446 261.8784 151.5552 284.9679
231.3004 187.6820 274.9188 164.5919 298.0090
226.0112 182.3911 269.6314 159.3000 292.7225

Tabla 4.7: Intervalo de confianza al 80 % y al 95 %.

Otro de los planteamientos iniciales para determinar que un modelo es el adecuado, es el
diagndstico del modelo, donde la suposicion basica es que los residuales son ruido blanco, es
decir, presentan media nula, varianza constante y son no correlacionados.
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Pronéstico del modelo ARIMA(0,1,3)x(0,1,1)[52]

300
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Semanas

Figura 4.11: Datos pronosticados.

La validacion del modelo es una parte importante para evidenciar la idoneidad del mismo.
Para el andlisis de residuos, se hizo uso de las herramientas: Q-Q plot, para la comprobacion
de normalidad de los residuos junto con un histograma, y se uso el comando #sdiag y el test
de Ljung-Box de la libreria tseries del software R.

En la Figura se puede ver el diagndstico del modelo 1. Obsérvese que en la primera
imagen de la Figura se muestran los residuales estandarizados del modelo, donde se
observa que estdn distribuidos de forma aleatoria alrededor del cero, sin mostrar tendencia,
por lo que se consideran independientes.

En la segunda imagen, la FAC de los residuales se asemeja a la FAC de un ruido blanco,
por lo que parece que se estd ante un modelo adecuado (también vea Figura4.13| donde se
muestra la FAC y FACP).

Finalmente, para la tercera imagen, se observa el test de Ljung-Box, que como puede de-
ducirse del tercer gréfico, se tiene que no se rechaza la hipétesis nula, ya que el valor p es
mayor que 0.05. Tenga en cuenta lo siguiente:

= El test de Ljung-Box estd probando la no correlacion mas no la independencia. Ya que
no correlacion no siempre indica independencia.

El test de Ljung-Box de manera numérica arrojé un p valor de 0.9076, que implica que no se
rechaza H.
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Standardized Residuals
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Figura 4.12: Diagndstico del modelo 1.

Observe la Figura[d.14(c)| note que el conjunto de datos no se ajusta muy bien a la distribu-
cién normal, ndtese también que tiene las colas muy pesadas, por otro lado, en el histograma
de la Figura se puede observar que hay dos curvas, la curva roja representa la estima-
cion de la densidad y la curva azul representa la densidad tedrica que, al compararlas parece
haber una leve presencia de asimetria, para notar esto, vea la Figura d.14(b)] el diagrama de
caja parece estar ligeramente sesgado a la derecha, hay presencia de valores atipicos, de ahi
que las colas de la distribucién sean muy pesadas, por lo tanto, dado que en este modelo el
supuesto de normalidad es robusto, se puede seguir considerando dicho supuesto.
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Figura 4.13: FAC y FACP de los residuos del modelo 1.
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Modelo R
Escribiendo al modelo ARIM A(1,0,1) en términos de polinomios de retardo (como en

(2.29)) se obtiene que
$1(B) X, = 01(B)eq. 4.4)

Desarrollando [4.4] resulta que

(1 - ¢1B)Xt = (1 - 91B)€t
Xi— 1 Xoo1 =64 — Ore1—1.

Lo que puede escribirse como
Xi =1 X1 —bher1 + & (4.5)

Posteriormente, se realizé la estimacion de parametros, utilizando el método de maxima ve-
rosimilitud, los resultados se muestran en la Tabla4.%8

| Pardmetro | Pardmetro estimado | Error estindar |

AR(1) 0.8323 0.0604
MA(1) -0.5668 0.0879
intercepto | 210.1999 4.8141

Tabla 4.8: Estimacion de parametros para el modelo R.

Y una vez estimados los pardmetros, el modelo queda escrito de la siguiente forma
X =210.1999 4 0.8323;1 X;_1 + 0.5668¢;_1 + €. (4.6)

Como se menciono antes, para la realizacion del prondstico (esto con la ayuda de la funcion
forecast de la libreria forecast del software R) se omitieron las 5 dltimas semanas, esto con
la finalidad de comprobar la eficiencia del modelo propuesto mediante el error, a continua-
cién se comparan los resultados de las dltimas 5 semanas que se omitieron contra los valores
pronosticados, ver Tabla4.9] y se muestran los intervalos de confianza para cada valor pro-

nosticado, ver Tabla Y la Figura muestra los datos pronosticados.

La validacién del modelo es una parte importante para evidenciar la idoneidad del mismo.
Para el andlisis de residuos, se hizo uso de las herramientas: Q-Q plot, para la comprobacién
de normalidad de los residuos junto con un histograma, y se uso el comando zsdiag y el test
de Ljung-Box de la libreria zseries del software R.

En la Figura 4.16) se puede ver el diagndstico del modelo R. Obsérvese que en la primera
imagen de la Figura 4.16] se muestran los residuales estandarizados del modelo, donde se



102

Caso de estudio

Promedios semanales de |a radiacion

Semana | Valor real | Valor pronos- | Error absoluto | Error relativo
ticado ea = |Vr=Vp| | e =
308 213.9137 | 231.6546 17.7409 0.0829
309 224.2083 | 228.0563 3.848 0.0171
310 229.6845 | 225.0615 4.623 0.0201
311 163.3690 | 222.5690 59.2 0.3623
312 2427173 | 220.4945 22.2228 0.0915

Tabla 4.9: Valores reales y pronosticados de 5 semanas.

Valor pro- | Intervalo de confianza al Intervalo de confianza al
nosticado 80 % 95 %

231.6546 189.3179 273.9914 166.9061 296.4032
228.0563 184.2531 271.8596 161.0650 295.0476
225.0615 180.2706 269.8524 156.5597 293.5633
222.5690 177.1065 268.0315 153.0401 292.0979
220.4945 174.5726 266.4164 150.2629 290.7261

Tabla 4.10: Intervalo de confianza al 80 % y al 95 %.

Prondstico del modelo ARIMA(1,0,1)
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Figura 4.15: Datos pronosticados.
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Standardized Residuals
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Figura 4.16: Diagnéstico del modelo R.

observa que estdn distribuidos de forma aleatoria alrededor del cero, sin mostrar tendencia,
por lo que se consideran independientes.

En la segunda imagen, la FAC de los residuales se asemeja a la FAC de un ruido blanco,
por lo que parece que se estd ante un modelo adecuado (también vea Figura|4.17] donde se
muestra la FAC y FACP).

Finalmente, para la tercera imagen, se observa el test de Ljung-Box que, como puede de-
ducirse del tercer gréfico, se tiene que no se rechaza la hipdtesis nula, ya que el valor p es
mayor que 0.05.

En la Figura[4.18(c) el conjunto de datos estd distribuido sobre la linea recta, la linealidad de
los puntos sugiere que los datos se distribuyen normalmente, por otro lado, en el histograma
de la Figura al comparar las dos curvas, note que el grafico rojo se asemeja a la den-
sidad tedrica ademds, es muy visible la presencia de simetria, para notar esto, vea la Figura
en este se observa que el diagrama de caja si presenta simetria ademds de contar con
la presencia de valores atipicos, por lo tanto, es posible considerar el supuesto de normalidad.
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FAC de los residuos del modelo ARIMA (1,0,1)
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Figura 4.17: FAC y FACP de los residuos del modelo R.
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Modelo 2
Escribiendo al modelo ARIM A(0,1,1) x (0,1, 1)52 en términos de polinomios de retardo y
operadores de diferencia (como en (3.14)) se obtiene que

Vi, VX, = 0,(B*)0,(B)s, (4.7)
donde Vi, = (1 — B®)'y V! = (1 — B)!. Desarrollando[4.7| resulta que

(1-B%)(1-B)X; = (1-6,B%)(1—-6,B)s
(1-B—B?+B*)X, =(1-60,B—6,B+40,0,B%),.

Que finalmente puede quedar expresado como
Xy =¢e— 01811 — 01652 + O1016 53 + Xy1 + Xi52 — X5 (4.8)

Se realiz6 la estimacion de pardmetros por medio del método de maxima verosimilitud, los
resultados se muestran en la Tabla L1171

’ Parametro \ Parametro estimado \ Error estandar

MA() -1.000000 0.050331
SMA(1) -0.805794 0.161295

Tabla 4.11: Estimacion de parametros para el modelo 2.

Ya estimados los pardmetros, el modelo queda escrito de la siguiente forma
Xt =¢€r+ €1+ 0.805794¢;_59 + 0.805794e; 53 + Xio1 + Xi52 — Xi_5s. 4.9)

De igual forma que en los anteriores modelos para el andlisis de prondstico, se omitieron las
tltimas 5 semanas. En la Tabla d.12] se observa la comparacién de los valores reales contra
los valores pronosticados, en la Figura[f.19]se observan los valores pronosticados graficados,
y en la Tabla[d.13]se observan los intervalos de confianza al 80 % y al 95 %.

Por otro lado, en la Tabla [4.14] se muestra la comparacion de los errores relativos de los
modelos 1, R y 2, note que el modelo R tiene menor error relativo desde la semana 308 a la
311 (comparado con los modelos 1 y 2), excepto la semana 312, que muestra un error del 9 %
que es un poco mayor comparado con los otros dos. Esto hace pensar lo siguiente:

1. El modelo R seria una buena eleccion a considerar debido al error relativo, pues es
menor comparado con los otros dos modelos.

2. Dado que en la semana 312 se observo un error mayor en el modelo de R, se especu-
larfa que el error de los prondsticos seguiria aumentando, lo que conllevara a que los
prondsticos no sean muy acertados.
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3. Seleccionar al modelo 2 como el mejor modelo, debido a que en este si se toma en
cuenta la estacionalidad, la cual se observo en el diagrama de cajas, pero que, el modelo
de R no toma en cuenta.

Semana | Valor real | Valor pronos- | Error absoluto | Error relativo
ticado ea = |Vr=Vp| | e =
308 213.9137 | 236.5758 22.6621 0.1059
309 224.2083 | 234.0264 9.8181 0.0438
310 229.6845 | 218.3629 11.3216 0.0493
311 163.3690 | 231.4973 68.1283 0.4170
312 2427173 | 226.2062 16.5111 0.0680

Tabla 4.12: Valores reales y pronosticados de 5 semanas.

Valor pro- | Intervalo de confianza al Intervalo de confianza al
nosticado 80 % 95 %

236.5758 193.0705 280.0810 170.0402 303.1113
234.0264 190.5212 277.5317 167.4909 300.5620
218.3629 174.8576 261.8682 151.8273 284.8985
231.4973 187.9920 275.0025 164.9617 298.0328
226.2062 182.7009 269.7114 159.6706 292.7417

Tabla 4.13: Intervalo de confianza al 80 % y al 95 %.

Semana | Error relativo | Error relativo | Error relativo
modelo 1 modelo R modelo 2
308 0.1136 0.0829 0.1059
309 0.0446 0.0171 0.0438
310 0.0497 0.0201 0.0493
311 0.4158 0.3623 0.4170
312 0.0688 0.0915 0.0680

Tabla 4.14: Comparacion de errores relativos de los modelos 1, Ry 2.

En cuanto al anlisis de residuos, el diagndstico del modelo 2 puede verse en la Figura [4.20]
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Pronéstico del modelo ARIMA(0,1,1)x(0,1,1){52]
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Figura 4.20: Diagndstico del modelo 2.
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Obsérvese que en la primera imagen de la Figura .20 se muestran los residuales estan-
darizados del modelo, donde se observa que estan distribuidos de forma aleatoria alrededor
del cero, sin mostrar tendencia, por lo que se consideran independientes.

Por otro lado, en la misma imagen, la FAC de los residuales se asimila a la FAC de un ruido
blanco, lo cual resulta apropiado, pues se pensaria que éste es un modelo adecuado y en la
Figura[4.21]se muestra la FAC y FACP. Finalmente, para la tercera imagen, se observa el test
de Ljung-Box, por lo que se puede deducir del tercer grafico, que no se rechaza la hip6tesis
nula, ya que el valor p es mayor que 0.05.

En la Figura se observa en el Q-Q plot como los puntos no se ajustan muy bien
a la distribuciéon normal, se observa también que se separan de la recta, principalmente a la
izquierda del grafico. Note que también tiene las colas muy pesadas, observe en especial la
cola de la izquierda, ésta se encuentra mds separada de la recta comparada con la otra y, la
cola derecha es un poco més larga que la izquierda, por otra parte, en el histograma
hay presencia de ligera asimetrfa, y en el diagrama de caja[d.22(b)|se hace visible el leve ses-
go a la derecha, por lo tanto, dado que el supuesto de normalidad es robusto se puede seguir
considerando dicho supuesto.
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FAC de los residuos del modelo ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)52
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Figura 4.21: FAC y FACP de los residuos del modelo 2.
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CAPITULO 5

DISCUSION Y CONCLUSIONES

El desarrollo de este trabajo, comenz6 explicando cudl es la diferencia que hay entre la
definicidon clima y tiempo, posteriormente se presentd la definicion de las variables atmos-
féricas, gracias a las cuales es posible el estudio del tiempo y del clima, entre las variables
mencionadas en este trabajo se encuentra la radiacion solar, siendo esta la variable meteoro-
l16gica de interés primordial.

Se presentaron los conceptos bésicos de series de tiempo, donde fueron de gran importan-
cia los conceptos de estacionariedad débil, funcidn de autocorrelacién y autocorrelacion par-
cial; se mostraron modelos para series de tiempo estacionarias y no estacionarias, asi como
estacionales y no estacionales. En seguida, se procedi6 a la identificacion, estimacion, diag-
noéstico y seleccion del modelo, para asi dar paso al prondstico.

Se menciona también en qué regiéon fueron tomados los datos de la radiacion solar, e in-
cluso algunos fendmenos meteoroldgicos como “El nifio”, “La nifia” y la canicula, que son
fenémenos que influyen en el andlisis de los datos. Ademas, se explico el proceso de co-
mo se trabajaron los datos para la obtencién de la serie promediada semanalmente, y una
vez realizado ese proceso se procedid a verificar la estacionariedad de la serie, ya que es un
supuesto importante para aplicar la metodologia de Box-Jenkins. En este andlisis al aplicar
Dickey-Fuller se concluye que la serie inicial ya es estacionaria, sin embargo, partiendo de
este hecho no se pudo formular un modelo que se ajustara a los datos. De forma que se pro-
cedi6 a diferenciar la serie en la parte no estacional y posteriormente se aplicaron los pasos
correspondientes de la teoria de Box-Jenkins expuesta en este trabajo.

Asi, ya analizados los resultados de los modelos 1, 2 y el modelo que R propone, el modelo
que mejor se ajusta a los datos de la radiacion solar, tomados en una estacion meteorolégica
ubicada en la Ciudad de Tlaxco - Tlaxcala, es el modelo dos, pues a consideracién nuestra
tiene mejor prondstico ademds de tener menor cantidad de variables, su error relativo es me-
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nor en comparacién al modelo uno y sobre todo que en este modelo si se toma en cuenta
la estacionalidad, por lo tanto, debido al criterio de parsimonia se decide considerar que el
mejor modelo es el ARIMA(0,1,1) x (0,1, 1)50. El cual después de estimar sus pardmetros
por médxima verosimilitud queda de la siguiente forma:

Xt =&+ + 0.805794&5—52 + 0.805794€t_53 + Xt—l + Xt_52 — Xt_53

Como un posible trabajo a futuro se tienen las siguientes propuestas:

= Agregar variables meteordlogicas al modelo que influyen en la radiacion solar y junto
con ésta, hacer mas exacto el analisis usado la teoria de Box-Jenkins.

s De manera externa, con la teoria de Box-Jenkins realizar un analisis sobre las emisiones
contaminantes de los autos, como por ejemplo el diéxido de carbono, el monéxido de
carbono, 6xido de nitrégeno, etc.



APENDICE A

TEST DE DICKEY- FULLER

Existen muchas pruebas para determinar si una serie es estacionaria o no es estacionaria.
La prueba mds popular es la prueba de Dickey-Fuller. Hay tres variaciones de la prueba
Dickey- Fuller. Esta fue disefiada para tener en cuenta el papel del término constante y la
tendencia. Se inicia describiendo las ecuaciones de prueba y las hipétesis para estos tres
casos y después describir el procedimiento de la prueba [[19].

= Prueba 1: sin término constante y sin tendencia

Considere el proceso AR(1)
Xi =01 Xp 1+ & (A.1)

el cual serd débilmente estacionario si se cumple que, |¢1| < 1, pero cuando ¢; = 1 el
proceso se convierte en un proceso de caminata aleatoria y el proceso no serd estacionario, es
decir

Xt = Xt—l + &¢.

Por lo que, una forma de probar la estacionariedad es examinar el valor de ¢,. Es decir, se
probard si ¢; es igual a uno o significativamente menor a uno. A este tipo de pruebas se le
conoce como pruebas de raiz unitaria para estacionariedad.

Para tener una idea de esto, considere de nuevo el proceso (A.1). Donde ; es un RB(0, 02).
Es posible justificar la no estacionariedad probando

Hy:¢1=1 wvs H,:|p1| <1 (osimplemente ¢; < 1).

Esta prueba unilateral (cola izquierda) se puede expresar en una forma mds conveniente al
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restar X;_; en (A.I), esto es,
Xi—Xi =01 X1 — Xo1 + &
VX = (01— 1) X1 + & (A.2)
VX =pBXi 1 +e

Donde 3 = ¢, — 1. Asi, es posible escribir la prueba de hipétesis en términos de ¢; o de [3,

es decir
H, : =1« Hy:(5=0.
0P 0: (A3)
H,:p1<1 < H,:3<0.

No perder de vista que la hip6tesis nula es que se trata de una serie no estacionaria. En otras
palabras, si no se rechaza H, se concluiria que se trata de un proceso no estacionario, de lo
contrario, es decir si se rechaza Hy, entonces se concluye que la serie es estacionaria.

= Prueba 2: con término constante pero sin tendencia

En la segunda prueba de Dickey-Fuller en la ecuacion[A.|se incluye el término constante,
esto es,

X, =c+ ¢ X, 1+e, dondee, ~ RB(0,0?). (A.4)
Expresando (A.4]) en una forma més conveniente al restar X;_; resulta
Xi—Xia=c+o Xy — Xy + &
VXt =c+ (¢1 — 1>Xt,1 + & (AS)
VXt =cCc+ BXt—l + Et.

Entonces, el contraste de hipdtesis es escrito de la siguiente forma

Hy:B=0 wvs H,:B<0. (A.6)

De la misma manera, si no se rechaza H se concluye que la serie no es estacionaria. Si se
rechaza H, se concluye que la serie es estacionaria.

= Prueba 3: con término constante y con tendencia

En la tercera prueba de Dickey-Fuller en la ecuacién[A.1]se incluye el término constante
y tendencia, esto es,

VX;=c+BX;.1+ M +e, dondee; ~ RB(0,02). (A.7)

La hipétesis nula y alternativa son igual como antes Hy : 8 =0 wvs H,: [ <0.Sino se
rechaza H se concluye que la serie no es estacionaria. En caso contrario se dird que la serie
es estacionaria.
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Valores criticos de Dickey-Fuller

Para probar la hipétesis de los tres casos, simplemente se estima la ecuacién de prueba
por minimos cuadrados y se examina el estadistico ¢ bajo H,. Por desgracia, este estadistico
t bajo Hy no tiene la distribucién ¢ que se conoce comtunmente. Esto se debe porque cuan-
do la hipodtesis nula es verdadera X; es no estacionaria y tiene una varianza que aumenta a
medida que el tamafio de la muestra aumenta. Esta varianza crece y altera la distribucion del
estadistico ¢ usual cuando H es verdadera.

A este estadistico ¢ se le denomina estadistico de Dickey-Fuller y se denota por 7 y su
valor debe compararse con los valores criticos. Esto es,

= Se rechaza H (la hipdtesis de no estacionariedad), a un nivel de significancia « si
T < Te. (A.8)
Donde 7 bajo Hj es de la forma

_b-8

(5]

T=1

(A.9)

donde B es el estimador de minimos cuadrados de 5y V[B] el de su varianza. Y 7. es
el valor critico de las tablas de Dickey-Fuller.

= Y si 7 > 7. no se rechaza la hipdtesis nula.

En la Tabla [A.1] se muestran algunos de los valores criticos mds usados para el estadistico 7
para los tres casos]T]

Ahora bien, se han visto tres pruebas diferentes de Dickey-Fuller, pero la cuestion es ;Como
se va a decidir que prueba usar? Para ello se debe observar lo siguiente

= Si la serie parece estar fluctuando alrededor de una muestra de media cero, usar la
prueba Dickey-Fuller 1.

= Si la serie parece estar fluctuando alrededor de una muestra de media que no es cero,
usar la prueba Dickey-Fuller 2.

= Si la serie parece estar fluctuando alrededor de una tendencia lineal, usar la prueba
Dickey-Fuller 3.

!Obsérvese que los valores criticos de Dickey-Fuller (los de la tercera fila de la Tabla[A. 1)) son m4s negativos
si se comparasen con los valores criticos estdndar. Esto implica que la estadistica 7 debe tomar valores mas
grandes (negativos) para que la hipétesis nula H sea rechazada a favor de la alternativa.
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Modelo 1% 5% 10%
VX =BXi-1+ ¢ -2.56 -1.94 -1.62

VX, =c+BXi1+ e -3.43  -2.86 -2.57

VXy=c+ X1+ M+ -396 -341 -3.13

Valores criticos estandar 233 -1.65 -1.28

Tabla A.1: Valores criticos para las pruebas Dickey-Fuller. [[19]

= Prueba Dickey-Fuller aumentado
Considere el proceso AR(p)
X =1 Xeo1 +GXe o+ + X p+e, &~ RB(0,0%).
La expresion anterior se puede reparametrizar de la siguiente forma
VX =BXi 1 +aVXi g+ -+ ap 1 VX i1 + e

Donde
p

BIZCbi_l y aizz¢p,¢+]’,i21,...,p—1.
i=1 j=1

Entonces, el contraste de hipotesis resulta ser

Hy:5=0 vs H,:8<0.

(A.10)

(A.11)

(A.12)

A este contraste de raiz unitaria se le conoce como Dickey-Fuller Aumentado (DFA) y se
basa en la estimacién de minimos cuadrados ordinarios del pardmetro (3 y el correspondiente
estadistico 7, el cual tiene la misma distribucién que en el caso del proceso AR(1), por lo
que, es posible usar los mismos valores criticos de 1a Tabla[A.T] En ocasiones el modelo DFA
también puede ser presentado con la inclusién del término constante y/o tendencia, esto es,

VXt =c+ BXt—l + CLlVXt_l + -+ ap_1VXt_p+1 + &
VXt =c+ A+ 5Xt_1 + CLIVXt_l + -+ Clp_1VXt_p+1 + &

Y se realizan los contrastes de hipdtesis de manera similar al proceso AR(1).

(A.13)



APENDICE B

SELECCION DE DATOS

Para la seleccion de datos se realiz6 lo siguiente.

1. En la base de datos de Excel Tlaxco 2011-2017 se encuentra informacion a partir del
18 de Junio del 2011 al 21 de Junio del 2017. En la base de datos, se tiene que estos
datos son recolectados diariamente cada media hora, por ejemplo, para el 18/06/2011
se tiene lo siguiente.

» De la Figura B.1] note que la recoleccion de los datos empieza 12:00 am. y a
partir de ahi cada media hora, hasta las 11:30 p.m.

Siguiendo sobre el mismo ejemplo, se prosiguié a hallar el promedio de la co-
lumna radiacion solar de la fecha 18/06/2011 tomando todos los valores e inclu-
so los ceros que aparecen. Asi, se obtuvo que el promedio del 18/06/2011 fue
231.8958333.

De manera andloga se hizo lo mismo para toda la base de datos, siempre que
estuviesen completos.

2. Ahora bien, se observd una falta de datos de ciertos meses en los afos 2011, 2014,
2016y 2017, pero los aiios 2012, 2013 y 2015 se encontraban completos. Asi que, para
a completar los datos faltantes se realizé lo siguiente.

= Primero se comenz6 a completar los datos faltantes del afio 2014 de cierto mes,
esto se hizo tomando la misma fecha de los dos afios anteriores y uno siguiente y

promediarlos (ver Figura|B.2).

De la Figura[B.2] en el afio 2014 hacfan falta los datos del 16 de Julio, asi que, se
tomo la misma fecha de los dos afos anteriores, es decir: 16/07/2012, 16/07/2013
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Seleccion de datos

y la del afo siguiente al 2014, que es 16/07/2015, (esto fue porque se tenian
Unicamente esos afios completos). Y en cuanto al 16/07/2012 note que tiene un
promedio de 189.708333, este fue calculado como se explico en (1| (lo mismo su-
cede para los afios 2013 y 2015).

Una vez juntados los respectivos promedios (como se puede ver en la Figura[B.2)),
se promediaron nuevamente y ese respectivo promedio que fue de 183.395833 se
le asigno al 16/07/2014. Se continuo con este proceso hasta a completar el afio
2014.

Una vez completos los datos del afio 2014, se completo el afio 2011 de manera
andloga, pero tomando los afios 2012, 2013 y 2014.

Para completar el afio 2016, se tomaron los afios 2013, 2014 y 2015.

Y para el ano 2017 se tomaron los afios 2014, 2015 y 2016.

3. Una vez promediados y completos los afios de la base de datos, se prosiguié a juntar

todos los dias de los afios y se empez6 a promediar semanalmente. Es decir (ver Figura

= Obsérvese que a partir del dia 18/06/2011 al 24/06/2011 empieza la primera se-

mana, asi que, el promedio de la semana del 18 al 24 de Junio de 2011 resulta ser
183.3571429, la segunda semana empieza a partir del 25 de Junio de 2011 al 01
de Julio de 2011 y su respectivo promedio es 192.140873, se continua sucesiva-
mente con este proceso hasta obtener una base de datos de promedios semanales
que es con lo que se realiza el andlisis.
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16/07/2014

16/07/2012 11330 p.m.  189.708333
16/07/2013 1130 p. m. 161.1875
16/07/2015 1130p.m.  199.291667

Promedio  183.395833

Figura B.2: Datos faltantes.

18/06/2011  12:00a. m. 0
18/06/2011  12:30 a. m. 0
18/06/2011 01:00a. m. 0
18/06/2011 01:30 a. m. 0
18/06/2011  02:00a. m. 0
18/06/2011 02:30 3. m. 0
18/06/2011  03:00 a. m. 0
18/06/2011  03:30 a. m. 0
18/06/2011 0400 a. m. 0
18/06/2011 0430 a. m. 0
18/06/2011 05:00a. m. 0
18/06/2011 0530 a. m. 0
18/06/2011  06:00a. m. 0
18/06/2011 0630 a. m. 0
18/06/2011  07:00a. m. 1
18/06/2011 0730 a. m. 21
18/06/2011 08:00 a. m. 113
18/06/2011  08:30 a. m. 244
18/06/2011 09:00a. m. 365
18/06/2011 0930 a. m. 481
18/06/2011  10:00 a. m. 580
18/06/2011 10:30 a. m. 691
18/06/2011  11:00a. m. 369
18/06/2011 11:30a. m. 281
18/06/2011 12:00 p. m. 431
18/06/2011 1230 p. m. 564
18/06/2011 01:00 p. m. 474
18/06/2011 0130 p. m. 607
18/06/2011  02:00 p. m. 401
18/06/2011 0230 p. m. 726
18/06/2011 03:00 p. m. 793
18/06/2011 0330 p. m. 240
18/06/2011 04:00 p. m. 779
18/06/2011 0430 p. m. 693
18/06/2011 05:00 p. m. 739
18/06/2011 0530 p. m. 200
18/06/2011  06:00 p. m. 197
18/06/2011 0630 p. m. 361
18/06/2011  07:00 p. m. 337
18/06/2011 0730p. m. 109
18/06/2011 08:00 p. m. 32
18/06/2011 08330 p. m. 2
18/06/2011 0900 p. m. 0
18/06/2011 0930 p. m. 0
18/06/2011  10:00 p. m. 0
18/06/2011 1030 p. m. 0
18/06/2011 11:00 p. m. 0
18/06/2011 1130p. m. 0

Figura B.1: Datos del 18 de Junio de 2011.

18/06/2011 11:30p.m. 231.8958333
19/06/2011 1130 p.m. 250.9583333
20/06/2011 11:30p.m. 228.1458333
21/06/2011 1130p. m. 99.66666667
22/06/2011 1130p.m. 1794722222
23/06/2011 11:30p. m. 128.0902778
24/06/2011 11:30p.m. 165.2708333 183.3571429 |[&=
25/06/2011 11:30p.m. 204.1527778
26/06/2011 1130p. m. 2079236111
27/06/2011 1130 p. m. 176.625
28/06/2011 1130p.m. 191.0347222
29/06/2011 11:30p.m. 1788333333
30/06/2011 11:30p.m. 2018680556
01/07/2011 11:30p.m. 184.5486111 192.140873 | &

Figura B.3: Promedio semanal.






APENDICE C

ANALISIS DE DIAGRAMAS DE CAJA

Los elementos que conforman la caja son: primer cuartil ();), segundo cuartil (Q)-),
tercer cuartil (()3), caja, mediana, bigotes, valores minimo y maximo y valores atipicos,
ver Figura A través de estos elementos es posible analizar el comportamiento de los
datos, su simetria, los valores extremos, la mediana, etcétera. Las partes del diagrama de caja
se describen de la siguiente manera:

1. Los cuartiles dividen en cuatro partes iguales a la cantidad de datos, en cada parte se
concentra un 25 % de la totalidad de los datos.

= Cuartil 1: coincide con el borde inferior de la caja y es el valor por debajo del cual
ocurre el 25 % de las observaciones.

= Cuartil 2: coincide con la mediana e indica que el 50 % de los valores estan por
debajo de la mediana y el otro 50 % esta por encima.

» Cuartil 3: coincide con el borde superior de la caja y es el valor por debajo del
cual ocurre el 75 % de las observaciones.

2. Caja: es un rectangulo donde el borde inferior de la caja representa el ()1 y el borde
superior el (3. Y se le llama rango intercuartilico (RIQ) a la diferencia entre Q3 y (1,
es decir, RI() = (3 — (1, y es ahi donde se concentra el 50 % de los valores centrales.

3. Mediana: es la linea horizontal que estd dentro de la caja y que coincide con el segundo
cuartil. Divide a la distribucién en dos partes iguales.

4. Bigotes: son los segmentos que salen de la caja e indican el intervalo en que los valores
se consideran normales.

5. Valores minimo y méaximo: son el extremo inferior y superior que alcanzan el mini-
mo y méiximo (respectivamente) de los datos, estdn marcados con una pequefia linea
horizontal al final del bigote.
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0 &———— Valor atipico
Miximo —‘7
—‘7 &———— Bigote Q3
Q3 (75%)
RIQ-Q3-Ql1 T
(50% de datos) = (‘\/{;gj;;m)
Q1
o Media
Q1@5%) Mediana
Moda
Minimo Media @
0
(a) Diagrama de caja. (b) Diagrama de caja y simetria.
T T *
Q3 Q2
°
°
22 = / Y
T J boetia] | [ooie]
- Mediana
[Mediana
Media @ Media @
(c) Diagrama de caja y sesgo a la derecha. (d) Diagrama de caja y sesgo a la izquierda.

Figura C.1: Diagramas de caja y sesgo.

6. Valores atipicos: son aquellos valores que se encuentran fuera de los bigotes ya sea
por arriba o por debajo. Pueden representar causas extrafias, errores de medicion o de
captura. Estan representados por un (°).

Se debe tener en cuenta lo siguiente para la interpretacion de las cajas:

1. Entre més larga sea la caja y los bigotes mas variabilidad central habré en los datos. Y
por el contrario, entre mds estrecha la caja y los bigotes habrd menos dispersion central
o bien menos variabilidad central.

2. La distancia entre los cuartiles puede variar, pero a pesar de ello, la cantidad de ele-
mentos en cada cuartil es aproximadamente la misma.

3. La posicién de la mediana nos indica la simetria, que a través de la simetria es posible
saber en donde existe mayor concentracién de datos, es decir:

= Sila mediana se encuentra en el centro de la caja, se dice que la distribucion es si-
métrica, esto indica que los datos estan distribuidos de igual forma a la izquierda
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y a la derecha de la media. En este caso la media, la mediana y la moda coinciden.
Ver Figura

= Si la mediana se encuentra mas cerca del ();, se dice que la distribucion es ses-
gada a la derecha o bien tiene una asimetria positiva. Es decir, que la cola
derecha de la distribucion es mds larga que la izquierda, esto indica que los va-
lores a la derecha de la media estdn mas dispersos que en el lado contrario. Ver

Figura (@)

= Si la mediana se encuentra mds cerca del ()3, se dice que la distribucién es ses-
gada a la izquierda o bien tiene una asimetria negativa. Es decir, que la cola
izquierda de la distribucion es més larga que la derecha, esto indica que los va-
lores a la izquierda de la media estdn més dispersos que en el lado contrario. Ver

Figura[C.I@)

. Puede darse el caso en que algunas cajas no tengan bigotes, es decir, el extremo inferior
coincide con el (); y el extremo superior coincide con el ()3, en dicha caja habria
evidencia de que hay poca variabilidad o es casi nula.

. También es posible que la caja no presente valores atipicos.






APENDICE D

CODIGO ENR

#Cargar librerias

> library (readxl)

> library (urca) #Dickey—Fuller
> library (tseries)

> library (forecast)

> Tlaxco_2011_2017 <— read_excel ("E:/Gloria/Tlaxco_2011—-2017.x1sx", sheet
= "Prom.sem.", > col_types = c("date", "numeric"))
View (Tlaxco_2011_2017)

> Tlaxco_2011_2017$Fecha<—NULL #Se elimina la primera columna
> View(Tlaxco_2011_2017)

> str(Tlaxco_2011_2017) #Muestra la clase o estructura que tienen los
datos

> seriets<—ts(Tlaxco_2011_2017$% ‘Promedio semanal ‘) #Convierte los datos a
serie de tiempo (ts)

> str(seriets)

> seriets

#Graficos de: los datos originales ,su FAC y su FACP

> plot(seriets , col="blue’, type="0’, pch=20, xlab="Semanas", ylab="
Promedios_semanales_de_la_radiacion", main ="Grafica_de_la_s.t._de_la_
radiacion")

> acf(seriets , xlab="Desfase", ylab=expression(rho[k]), main="FAC_de_la_s
.t._de_la_radiacion", col="2", lag=110)

> pacf(seriets , xlab="Desfase", ylab=expression(phi[kk]), main="FACP_de_
la_s.t._de_la_radiacion", col="2", lag=110)
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#Diaramas de cajas

> Tlaxcoll_17_BP <— read_excel ("E:/Gloria/Tlaxcoll —17-BP. xIsx",sheet = "
Hoja3", col_names = FALSE, col_types = c¢("numeric", "numeric", "
numeric", "numeric", "numeric", "numeric", "numeric"))

> View(Tlaxcoll_17_BP)

Tlaxcoll_17_BP$X__1<—NULL

\%

> View(Tlaxcoll_17_BP)

> str(Tlaxcoll_17_BP)

> Tlaxcoll_17_BP

> serieTBP<—ts (Tlaxcoll_17_BP)
> str(serieTBP)

> serieTBP

#Muestra los boxplot de las filas
> boxplot(t(serieTBP),xlab="Semanas",ylab="Promedios_semanales_de_la_,
radiacion", main="Diagrama_de_cajas_semanal_de_la_radiacion")

#Prueba Dickey—Fuller para la serie original
> prueba <— ur.df(seriets , lags=1, type="drift’)
> summary ( prueba)

#Diferencias regulares y estacionales

> diferl=diff (seriets ,diff=1) #Diferencia regular de orden I

> ddestacional=diff (diferl ,lag=52,diff=1) #Diferenia regular y diferencia
estacional de orden 1

> win. graph ()
> par (mfrow=c(3,1))

#Graficos de la serie diferenciada regularmente

> plot(diferl ,col="blue’ ,type="1", xlab="Semanas", ylab="Promedios_
semanales_de_la_radiacion" ,main ="Grafica_de_la_s.t._de_la_radiacion_
con_una_diferencia_regular")

> acf(diferl ,xlab="Desfase", ylab=expression(rho[k]) ,main="FAC_de_la_s.t.
_con_una_diferencia_regular", col="2",lag=100)

> pacf(diferl ,xlab="Desfase", ylab=expression (phi[kk]) ,main="FACP_de_la_s
.t._con_una_diferencia_regular",col="2",lag=100)

#Graficos de la serie diferenciada regularmente y estacionalmente

> plot(ddestacional ,col="blue’ ,type="1", xlab="Semanas", ylab="Promedios_,
semanales_de_la _radiacion",main ="Grafica_de_la_s.t._de_la_radiacion_
con_una_dif._regular_y_una_dif._estacional")

> acf(ddestacional ,xlab="Desfase", ylab=expression(rho[k]) ,main="FAC_de_,
la_s.t._con_una_dif._regular_y una_dif._estacional",6col="2",6lag=100)

> pacf(ddestacional ,xlab="Desfase", ylab=expression (phi[kk]) ,h main="FACP_
de_la_s.t. _con_una_dif._regular_y_una_dif._estacional", 6 col="2" lag
=100)
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#Prueba Dickey—Fuller para la serie diferenciada regularmente y la
estacionalmente

> prueba2 <— ur.df(diferl , lags=1, type=’'none’)

> summary ( prueba?2)

> prueba3 <— ur.df(ddestacional , lags=1, type=’'none’)
> summary ( prueba3)

#Para el los modelos y el forcast se uso la serie2

> serietsf=Tlaxco_2011_2017[—¢(308:312), ]| #Se eliminan las ultimas 5
semanas

> str(serietsf)

> series2=ts(serietsf$ ‘Promedio semanal ‘) #Se convierte a serie de tiempo

> str(series2)

> modelol<—arima (series2 ,order=c(0,1,3),seasonal=list (order=¢c(0,1,1),
period=52))

> modelo2<—arima(series2 ,order=c(0,1,2),seasonal=list (order=c(0,1,1),
period=52))

> modelo3<—arima(series2 ,order=c(0,1,1),seasonal=1list (order=c(0,1,1),
period=52))

> modelod4<—arima(series2 ,order=c(3,1,2),secasonal=list (order=c(0,1,1),
period=52))

> modelo5<—arima(series2 ,order=c(3,1,1),seasonal=1list (order=c(0,1,1),
period=52))

> modeloR<—arima(series2 ,order=c(1,0,1)) #Este modelo salio al aplicar
auto .arima ()

#===Analisis de los modelos usando los criterios Akaike y BIC===

AIC(modelol) #Primer modelo propuesto

AIC (modelo2)

AIC(modelo3) #Mejor modelo segun el criterio Akaike
AIC(modelo4)

AIC (modelo5)

AIC (modeloR)

VVVYVVYV

BIC(modelol) #Primer modelo propuesto

BIC (modelo2)

BIC(modelo3) #Mejor modelo segun el criterio BIC
BIC (modelo4)

BIC (modelo5)

V V.V VYV
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> BIC(modeloR)

> summary ( modelol) #Muestra los parametros estimados del modelol
> summary (modelo3) #Muestra los parametros estimados del modelo3
summary (modeloR) #Muestra los parametros estimados del modeloR

> pronsModl<—forecast (modelol ,h=5)

> summary (pronsModl)

> plot(pronsModl ,type="0" ,pch=20, xlab="Semanas", ylab="Promedios_,
semanales_de_la_radiacion",main ="Pronostico_del_modelo_ARIMA(O,1,3)x
(0,1,1)[52]1")

> pronsMod3<—forecast (modelo3 ,h=5)

> summary (pronsMod3)

> plot(pronsMod3,type="0",pch=20, xlab="Semanas", ylab="Promedios_,
semanales_de_la_radiacion",main ="Pronostico_del_modelo_ ARIMA(O,1,1)x
(0,1,1)[52]")

> pronsModR<—forecast (modeloR ,h=5)

> summary (pronsModR)

> plot(pronsModR ,type="0",pch=20, xlab="Semanas", ylab="Promedios_
semanales_de_la_radiacion" ,main ="Pronostico_del_modelo_ ARIMA(1,0,1)")

#Modelol : ARIMA(0,1,3)x(0,1,1)[52]

#Diagnostico del modelo 1
> tsdiag (modelol)

residuosMl<—residuals (modelol)

win . graph ()

par (mfrow=c(2,1))

acf(residuosM1 , xlab="Desfase" ,ylab="FAC" ,main="FAC_de_los_residuos_del_
modelo_1",col="2")

pacf(residuosM1 , xlab="Desfase" ,ylab="FACP" ,main="FACP_de_,los_residuos,
del_modelo_1",col="2")

V V VYV

\%

#Histograma

> hist(residuosM1 ,main="Histograma_de_residuos_del_modelo 1", freq = F,
ylim=¢(0,0.025), xlab="", ylab="Densidad")

> dzl <— density(residuosM1)

> lines (dzl, col = "red", lwd = 3)

> curve (dnorm(x, mean(residuosM1), sd(residuosM1)), col = "blue", Iwd =

3,from=—100,to=100, add = TRUE)
> legend ("topleft",col=c("blue" ,"red"),legend =c("Densidad_teorica",k"
Estimacion_de_1la_densidad") ,lwd=2, bty = "n"

#Diagrama de caja
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> boxplot(residuosM1 ,main="Diagrama_de_caja_de_los_residuos_del_modelo_1"
,horizontal =T)

#0—0 plot de residuos
> qqnorm(residuosM1, main="Q-Q_plot_de_residuos_del_modelo_1")
> qqline (residuosM1)

#Test Ljung—Box
> Box.test(residuosM1 ,lag=1, type = "Ljung")

#Modelo3: ARIMA(0,1,1)x(0,1,1)[52]

#Diagnostico del modelo 3
> tsdiag (modelo3)

residuosM3<—residuals (modelo3)

win . graph ()

par (mfrow=c(2,1))

acf(residuosM3 , xlab="Desfase" ,ylab="FAC" ,main="FAC_de_los_residuos_del_
modelo_3",col="2")

pacf(residuosM3 , xlab="Desfase" ,ylab="FACP" ,main="FACP_de_los_residuos,
del_modelo_3",col="2")

V V VYV

\%

#Histograma

> hist(residuosM3 , main="Histograma_de_residuos_del_modelo_3",freq = F,
ylim=c(0,0.025), xlab="", ylab="Densidad")

> dz3 <— density (residuosM3)

> lines (dz3, col = "red", lwd = 3)

> curve (dnorm(x, mean(residuos), sd(residuos)), col = "blue", lwd = 3,

from=—100,to=100, add = TRUE)
legend ("topleft",col=c("blue","red") ,legend =c("Densidad_teorica","
Estimacion_de_la,_densidad") ,lwd=2, bty = "n")

\%

#Diagrama de caja
> boxplot(residuosM3 , main="Diagrama_de_,caja_de_los_residuos_del_modelo_ 3"
,horizontal =T)

#0-Q plot de residuos
> qqnorm(residuosM3 , main="Q-Q_plot_de_residuos_del_modelo_3")
> qqline (residuosM3)

#Test Ljung—Box
> Box.test(residuosM3, type = "Ljung")

#ModeloR: ARIMA(0,1,1)

#Diagnostico del modelo R
> tsdiag (modeloR)




132 Cédigo en R

residuosMR<—residuals (modeloR)

win. graph ()

par (mfrow=c(2,1))

acf(residuosMR , xlab="Desfase" ,ylab="FAC" ,main="FAC_de_los_residuos_del_
modelo_ARIMA_, (1,0,1)",col="2")

pacf(residuosMR , xlab="Desfase" ,ylab="FACP" ,main="FACP_de_los_residuos_
del_modelo_ARIMA _(1,0,1)",col="2")

V V VYV

\%

#Histograma
> hist (residuosMR , main="Histograma_de _residuos_del_modelo_ARIMA_(1,0,1)",
freq = F, ylim=c(0,0.025), xlab="", ylab="Densidad")

> dzR <— density (residuosMR)

> lines (dzR, col = "red", 1lwd = 3)

curve (dnorm(x, mean(residuos), sd(residuos)), col = "blue", 1lwd = 3,
from=—100,to=100, add = TRUE)

legend ("topleft",col=c("blue","red") ,legend =c("Densidad_teorica","
Estimacion_de_la,_densidad"),lwd=2, bty = "n"

\%

\%

#Diagrama de caja
> boxplot(residuosMR , main="Diagrama_de_caja _de_los_residuos,_del ARIMA_
(1,0,1)",horizontal =T)

#0-Q plot de residuos

> qqnorm(residuosMR , main="Q-Q_plot_de_residuos,_del_modelo_del_ ARIMA
(1,0,1H)")

> qqline (residuosMR)

#Test Ljung—Box
> Box.test (residuosMR, type = "Ljung")
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