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Introduccion

Las anécdotas son esencialmente verdaderas porque son inventadas, porque se las in-
venta pieza por pieza, para ajustarlas exactamente a un individuo. Algo semejante
sucede con los mitos nacionales, que son fabricados a propdsito para describir el alma
de un pais,...

Ernesto Sabato, Sobre héroes y tumbas.

...podemos partir con los nimeros naturales y, conociendo unicamente las propiedades
y las relaciones establecidas por los axiomas, deducir toda la aritmética. ; Por qué se
supone que los matematicos se interesan en partir de tales principios primitivos? ;Son
verdaderas m+n = n+my m-n = n-m porque pueden deducirse como una consecuencia
de los axiomas? En cierto sentido, existe otra forma completamente diferente de ver
las cosas. Los axiomas son “verdaderos” o validos porque, a partir de ellos, podemos
deducir m+n=n+my m-n =n-m (después que se han definido la adicién y la
multiplicacién) y todas las demds reglas comunes de la aritmética. Un aspecto de esa
forma de ver las cosas es simplemente estético: da un desarrollo limpio y bello de una
masa de conocimientos utiles y bien conocidos a partir de los fundamentos sencillos
establecidos con precision. Existe una belleza artistica en tal estructura.

Watson Fulks, CALCULO AVANZADO.

Desde tiempos muy antiguos la idea del infinito ha inquietado la mente del hombre.

Quizés ésta surge como un reflejo de sus ilusiones y ambiciones. Sin embargo, no fue sino
hasta el siglo XIX, con Cantor (1845-1918), que el infinito se empieza a tratar como un
objeto matemédtico. A ésto se le considera el inicio de la Teoria de Conjuntos.
Tratar al infinito como un objeto implicé una revolucion, pues hasta ese entonces las
concepciones del infinito, en la matemaética, eran de tipo potencial esto es, como se afirma
en la introduccién de Las paradojas del Infinito' “Si se encuentran frente a conjuntos
infinitos no los ven como colecciones, sino que repiten con Euclides: hay méas ntmeros
primos que cualquier colecciéon de nimeros primos dada. ”

Uno de los resultados principales de Cantor establece que la cantidad de elementos
del conjunto de los nimeros reales (R) es un infinito més grande que el conjunto de los
numeros naturales (w). Otro resultado es que el conjunto potencia de un conjunto dado A,
denotado por #(A), es mas grande que el conjunto A, a este resultado se le conoce como
Teorema de Cantor. A partir de este Teorema se puede construir una larga lista de infinitos
pues, partiendo de los nimeros naturales, w, &(w) es un infinito més grande que w, luego
P(P(w)) es un infinito mas grande que F(w), y asi sucesivamente.

La validez del resultado anterior se sustenta, entre otras cosas, en la existencia del conjunto
potencia de un conjunto dado. De hecho, esta es una condiciéon necesaria, como se ve en el
Corolario 3.3.7 del Capitulo 3.

'Las paradojas del infinito de Bernard Bolzano, Coleccién MATHEMA.
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De acuerdo a los resultados de Cantor, una pregunta que surge es que si existe un
conjunto infinito mas grande que w pero mas chico que R. La expresion que afirma que no
existe tal conjunto, es la llamada Hipétesis del continuo (HC).

Actualmente se sabe que la Hipétesis del Continuo no es un teorema. Para demostrar
que una proposicién de la teoria de conjuntos no es un teorema, antes fue necesario precisar
los términos basicos de esta teoria, como conjunto.

Ya que en el estudio de las matematicas un concepto muy importante es el de conjunto,
la formalizaciéon de éste por si misma es importante, pues formalizando a la teoria de
conjuntos se fundamenta buena parte de la matematica, por ejemplo, se formalizan el
concepto de funcién y a los nimeros naturales (de donde se formalizan a los nimeros
reales y complejos) y la teoria desarrollada por Cantor.

Esta formalizacion, en parte, se hizo siguiendo el método axiomatico propuesto por Eu-
clides para la geometria. Esto es, se propusieron principios (axiomas) a partir de los cuales
se obtuviera la teoria. En un sentido légico, estos principios son la esencia de la teoria,
pues a partir de ellos se desarrolla ésta.

Respecto a qué principios se consideran para formalizar una teorfa, en [11] Hermann
Weyl afirma: “ El método axiomdatico consiste sencillamente en coleccionar todos aquellos
conceptos basicos asi como todos aquellos hechos basicos a partir de los cuales se pueden
derivar por definiciéon y deduccién respectivamente todos los conceptos y teoremas de una
ciencia”. También, se busca evitar contradicciones, asi por ejemplo, en el caso de la teoria
de conjuntos, se evita la paradoja de Rusell. De manera méas general, si ¢ es un enunciado,
se busca evitar que ¢ A—¢ sea un teorema. Si el conjunto de axiomas cumple esta propiedad
se dice que es consistente.

También, es deseable que el sistema axiomatico propuesto no sea redundante, esto es,
que ningun axioma sea deducible de los demas.

Entre 1905 y 1930 Zermelo, Skolem y Fraenkel proponen el sistema axiomaético para la
teoria de conjuntos, conocido hoy como ZF' y agregandole el Axioma de Eleccién se conoce
como ZFC.

Es ZFC consistente? Esto es, ja partir de estos principios no se llega a alguna con-
tradiccion? Para responder lo anterior serd necesario referirnos a los resultados obtenidos
por Godel, llamados Teoremas de Incompletitud y de Inconsistencia.

Estudiar propiamente estos resultados escapa a los objetivos de la tesis, sin embargo
para el desarrollo de ésta es importante considerarlos. En la seccién de Preliminares los
enunciamos de manera muy general, sin profundizar en ello. En la seccién 4 del capitulo 1
de [9], se encuentra una introduccién amena de estos resultados.

Godel demostré que, en un sistema axiomatico lo suficientemente robusto para definir a la
aritmética (los naturales junto con las operaciones + y —), suceden dos cosas:
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(1) Si tal sistema es consistente entonces, la formula que expresa la consistencia del sistema
axiomatico no se puede demostrar dentro del sistema.

(2) Si dicho sistema es consistente entonces, es incompleto, es decir, se pueden enunciar
proposiciones dentro del sistema que ni ellas ni su negacién sean teoremas.

Los Resultados de Godel se aplican a la teoria de conjuntos, ya que en dicha teoria, es
posible definir a la aritmética, para un desarrollo de esto consulte [2].

Asi, de acuerdo a (1) no es posible demostrar en ZFC, que en dicha teoria no haya
contradicciones, esto es, podria existir una proposicién en ZF'C tal que ella y su negacién
sean teoremas. También, en ZF'C existen proposiciones como en (2), a tales se les llama
indecidibles o independientes de ZFC.

Si bien, los principios que rigen a la teorfa de conjuntos son elegibles las consecuencias
de tal eleccién no son controlables, en el sentido de poder garantizar la inexistencia de
contradicciones, asi por los teoremas de Godel estamos condenados a vivir con la incerti-
dumbre de que, si en la teoria en la que trabajamos no hay contradicciones, pero también,
como ya se ha dicho, abre la posibilidad de trabajar en diferentes mundos.

Si ¢ es una proposicion, suponiendo la consistencia de ZF'C| la consistencia de ZFC U
{¢}, denotada por ZFC + ¢, y la indecidibilidad de ¢ estan relacionadas de la siguiente
manera, ¢ es indecidible si y sélo si ZFC + ¢ y ZFC + —¢ son consistentes.

Por otro lado, un resultado de la teoria de modelos dice que un conjunto de axiomas, A, es
consistente si y sélo si existe una interpretacién en donde los axiomas de A sean verdaderos.
Una interpretacién con estas caracteristicas se denomina modelo de A.

Por lo tanto, una forma de demostrar que una proposicion ¢ es independiente de ZFC,
suponiendo la consistencia de ZFC', es mostrar que existen modelos para ZFC + ¢ y
ZFC + —¢.

Dicho de una manera muy general, de esta forma Godel y Cohen mostraron que la Hip6tesis
del Continuo es una proposicién independiente de ZF'C', el primero mostré que la negacion
de HC no es un teorema y el segundo que HC no es un teorema.

Asi, es posible adjuntar a ZFC, como Axioma adicional la HC o la negacién de ésta vy,
bajo el supuesto de que ZF'C es consistente, obtener una teoria méds amplia y carente de
contradicciones.

Estos resultados de consistencia son relativos, pues se estd apelando a la consistencia
de ZFC. Sin embargo, aunque no es posible demostrar la consistencia de ZFC, es posible
garantizar la consistencia de fragmentos finitos de ZF'C.

Intuitivamente, un modelo de un conjunto de axiomas, A, es un universo en donde
los simbolos del lenguaje en el que estan enunciados los axiomas se interpretan. Y asi, un
enunciado es verdadero o falso. Ademés cumple: (a) si ¢ es una férmula que se deduce de
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A, entonces la expresién que corresponde a ¢ en el modelo es verdadera. También, (b) un
modelo no admite que un enunciado sea verdadero y falso.

El objetivo de esta tesis es dar una breve introduccién a la manera de realizar pruebas
de consistencia a través de modelos.

En el capitulo de preliminares se enuncia a la teoria de conjuntos como una teoria logica
formal y algunos resultados propios de la teoria de conjuntos que se usaran en los capitulos
posteriores. En el capitulo 2, se estudia al Axioma de Fundacién, para ello se define a la
clase de los conjuntos bien fundados, esta clase admite una gran parte de la matematica y
suponer el Axioma de Fundacién es equivalente a que ésta es igual a la clase de todos los
conjuntos. También, se estudian modelos a partir de los cuales en el Capitulo 3, se hacen
pruebas de consistencia, por iltimo, se enuncia el Teorema de Colapso de Mostowski. En el
Capitulo 3 se estudian las condiciones bajo las cuales los axiomas de ZFC, se cumplen en
las interpretaciones del lenguaje de la teoria de conjuntos. Mediante pruebas de consistencia
se demuestra que es correcto considerar a los Axiomas de Infinitud y de Conjunto Potencia
como axiomas pues éstos no se deducen de los deméas. También se prueba que la existencia
de cardinales fuertemente inaccesibles no es posible demostrarla a partir de ZFC. Por
dltimo, se estudian modelos de ZFC — P y y modelos numerables de fragmentos finitos de
ZFC. De esta forma se garantiza la consistencia para fragmentos finitos de ZF'C, esto es
importante, pues al demostrar un teorema o una cantidad finita de teoremas tnicamente
se usan un numero finito de Axiomas.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se presenta a la teoria de conjuntos como una teoria formal. Légica-
mente, ésta es sélo un sistema de simbolos sin ninguna significacién especifica.

La base de una teoria formal, es un lenguaje a partir del cual se forman las expresiones.
Una clase particular de expresiones son las férmulas bien formadas, una coleccién de estas
férmulas seran los axiomas, en las teorias formales que se consideraran existen dos tipos de
axiomas, los axiomas logicos y los axiomas propios, el conjunto de axiomas propios forma
el sistema axiomatico de la teoria. A partir de los axiomas y de las reglas de inferencia se
construye toda la teoria.

Aqui, conviene hacer una analogia, informal, de nuestro lenguaje, el espanol, con el
lenguaje de las teorias formales. Partimos de un conjunto inicial de simbolos, en el caso de
nuestro lenguaje, el alfabeto y los signos de puntuacion, una secuencia finita de simbolos es
una expresiéon. En nuestro idioma no consideramos a todas las expresiones, existen reglas
para cuando una expresién es valida, las expresiones validas corresponden a las formulas
bien formadas en la teoria formal.

1.1. Teorias Formales.

Una teoria formal requiere de un lenguaje formado por un conjunto de simbolos, éste
es importante pues a partir de ahi se construyen las férmulas bien formadas, luego los
axiomas. Los simbolos del lenguaje varian dependiendo de la teoria formal que se trate.

Definicion 1.1.1. Un lenguaje de primer orden estd formado por los siguientes simbolos.
(a) Una cantidad “numerable” de variables, x1,xo,. ..
(b) Simbolos légicos. A, =, 3.

(c) Signos de puntuacion. Paréntesis derecho, paréntesis izquierdo y coma.



(d) Eziste una “funcion”, posiblemente “vacia”, o, con rango(c) C w y |domo| < w.
Los elementos del dom(o) pertenecen al lenguaje y se llaman simbolos funcionales.
Si f € dom(c) a o(f) se le llama aridad de f. Los elementos ¢ en dom(o) tal que
o(c) =0 se llaman constantes.

(e) Eziste una “funcion”, diferente del “vacio”, p con rango(p) C w y |domp| < w. Los
elementos del dom(p) pertenecen al lenguaje y se llaman simbolos de relacion. Si

R € dom(p), a p(R) se le llama aridad de R.

Por ejemplo, en un lenguaje adecuado para la aritmética, o pudiera ser {(+,2)} y p
puede tener como elemento a (<, 2).

Definicion 1.1.2. Una teoria formal £, estd definida si las siguientes condiciones se
cumplen.

(1) Existe un “conjunto” “numerable” de simbolos de % . Una “sucesion” “finita” de

simbolos de & es llamada expresion de J& .

(2) Existe un “subconjunto” del “conjunto” de expresiones de &, llamado el conjunto
de formulas bien formadas (wfs). Existe un procedimiento para verificar cuando una
expresion estd en wfs.

(3) Eziste un subconjunto del conjunto wfs llamado el conjunto de axiomas de & .

(4) Existe un conjunto de “relaciones” Ry,..., Ry entre formulas bien formadas, llama-
das reglas de inferencia. A cada, R; le corresponde un unico “entero” “positivo” j,
tal que existe un procedimiento que indique si un conjunto A de j-1 formulas estd R;
relacionada con otra formula 9. En caso de que A esté relacionada con % se dice

que B se sigue o es una consecuencia directa de las j-1 formulas de A.

Notar que, tanto en la definicién de lenguaje de primer orden como la de teoria for-
mal, se usan los conceptos conjunto, subconjunto y funcién, entre otros. Entenderemos a
estos conceptos como elementos de un metalenguaje, entendiendo al metalenguaje como
el lenguaje que se usa para estudiar a la teoria, como un objeto mateméatico. Para distin-
guir entre conceptos del metalenguaje y conceptos definidos en una teoria formal haremos
uso, en algunas ocasiones, de “”. Se hace la precision para evitar, si es posible, confusion
y desencanto. Si se quisiera formalizar el metalenguaje, éste se consideraria como un ob-
jeto de estudio y al lenguaje que se usaria para estudiarla seria el metametalenguaje, y
asi sucesivamente.

Formalmente, los simbolos utilizados en el lenguaje carecen de significacion, sin embar-
go, casi siempre estan connotados por su significado habitual.

Si  es una teoria formal, una demostracién en JZ" es una sucesion finita de férmulas
bien formadas, ¢1,...,¢,, tal que, para cada i, ¢; es un axioma de £ o es consecuencia



directa de aplicar una regla de inferencia a férmulas anteriores a ¢;.

Un teorema de J# es una férmula bien formada, v, tal que es la tdltima de una
demostracién en JZ; una de tales demostraciones se llama una demostracién de .
Dada una férmula ¢ de ', se dice que ¢ es una consecuencia de un conjunto de férmulas
bien formadas I', si existe una demostracién de ¢ tal que, cada férmula de la demostracion,
0 es un axioma o estd en I' o es consecuencia directa de reglas de inferencia aplicadas a
formulas que le preceden a ¢ en la demostracion. Se usara I' - ¢ para indicar que ¢ es una
consecuencia de I'. Si ¢ es una férmula, - ¢ denota que ¢ es un teorema.

Si ¢, son férmulas, se dice que son equivalentes si y sélo si, F ((¢p — ) A (¥ — ¢)).

Una vez que tenemos el conjunto de simbolos, el siguiente paso es construir palabras,
que en este caso seran los términos. El conjunto de términos esta formado como sigue:

(a) Cada variable es un término.
(b) Cada simbolo constante es un término.

(¢) Sity,...,t, son términosy f es un simbolo funcional de aridad n, entonces f t1,...,t,
es un término.

El siguiente paso consiste en crear expresiones(férmulas) con las palabras (términos).

Definicion 1.1.3. 5i .Z es un lenguaje de primer orden, definimos al conjunto de formulas
bien formadas como sigue:

(a) Sity,ta son términos, entonces t1 = to es una formula.

(b) Si ti,...,t, son términos y R es una simbolo de relacion de aridad n, entonces
R t1,...,t, es una formula.

(c) Si ¢y son formulas, entonces, también lo son ¢ A, —¢ y IJx;($) para i € w.

Con el fin de recalcar que en (b), de la Definicién 1.1.3, sélo se trata de simbolos sin
significado escribimos R ti,to,...,t, en lugar de R(ti,...,t,), pues la ultima notacién
pudiera sugerir que R es una relacién. De manera anédloga en el inciso (c) de la definicién
de término.

Para no escribir largas expresiones se usan las siguientes abreviaciones.

a) Vzi(¢) abrevia —(3z;(=(4))).

b) ¢V 4 abrevia —((—¢) A (—1))).

(c) ¢ = ¢ abrevia (=(¢)) V (¥).

(d) ¢ <> 1 abrevia ((¢ — ¢) A (¥ — ¢)).

(
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(e) x; # x; abrevia —(z; = z;).

(e) Se usardn palabras y expresiones en Espaniol en lugar de algunos simbolos. Escribire-

Ik

mos “existe”, “o”, “implica”, “si y s6lo si” en lugar de, respectivamente, 3, V, —, <.
Por ejemplo, escribimos “existen conjuntos z, y, z tal que x € y y y € z” en lugar de
E|:E0(E|$1(E|$2((l‘0 € 561) VAN (35'1 € 1‘2))))

Una subférmula de ¢ es una secuencia de simbolos de ¢ los cuales forman una férmula.
Por ejemplo, las subférmulas de

(Fzo(zo € 1)) A (Fz1(22 € 21)) (1.1)

son g € x1,3xo(To € 1), 22 € 1, Ix1 (22 € 1) y la formula misma 1.1.

El alcance de la ocurrencia de un cuantificador Jz; es la inica subférmula que empieza
con Jz;. Por ejemplo, el alcance de Jzg en 1.1 es Jxg(zg € 21).

Una ocurrencia de una variable en una férmula es acotada si y solo si, esta en el al-
cance de un cuantificador sobre la variable, de otra forma la variable se dice que es libre.
Por ejemplo, en 1.1 la primera ocurrencia de x; es libre, pero en la segunda ocurrencia es
acotada, mientras que xg es acotada y x2 es libre.

Intuitivamente, una férmula expresa una propiedad sobre sus variables libres, mientras
que las variables acotadas se pueden sustituir por otras y la férmula esencialmente no
cambia, asi 1.1 dice lo mismo que

(31’4(1‘4 S $1)) A (3%4(:62 € .1‘4))

En lo que sigue escribimos ¢(z1,...,z,) para indicar que algunas de las variables
x1,...,Ty son variables libres de ¢. También, en lo que sigue, si y1, ..., y, son otras varia-
bles, ¢(y1,...,yn) denotard a la férmula resultante de sustituir a cada ocurrencia libre de
x; por ;. Tal sustitucién se llama libre si y sélo si, ninguna ocurrencia de x; esta en el
alcance de un cuantificador Jy;. Intuitivamente ¢(y1,...,y,) dice de yi,...,y, lo mismo
que ¢(x1,...,xy,) dice de z1,...,x,, pero éste no es el caso si la sustitucién no es libre. En
adelante supondremos que las sustituciones son libres.

El uso de la notacién ¢(x1,...,z,) no implica que cada x; ocurre libre en ¢. También,
¢(x1,...,x,) pudiera tener otras variables libres.

Por ejemplo, a la férmula 1.1 podemos denotarla como ¢(x1,x3). Asi, ¢p(x2,xg) es

(Fxo(zo € 22)) A (Fz1 (22 € 27)),

y ¢(zo,s)
(3.%'0(1’0 S 1‘0)) AN (31’1(.%2 S 1‘1)) (1.2)

La ultima sustitucién no es libre, y lo que ¢(zg, zg) dice acerca de xy y zg es diferente
a lo que ¢(x1,x3), dice acerca de z1, z3, pues ¢(r1,z3) dice que z1 tiene un elemento y en
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@(x0,xg) dice que existe un conjunto que es elemento de si mismo.

Si ¢ es una férmula, x4, . .., z, variables y t1, . . . , t,, términos, denotaremos por ¢(t1, ..., t,)
a la férmula que se obtiene de sustituir cada ocurrencia libre de x; por t;, parai € {1,...,n}.

Se dice que un término ¢, es un término libre para la variable x;, si ninguna ocurrencia
libre de ; en ¢ estd en el alcance de un cauntificador Vx; para x; variable en ¢.

Una férmula ¢ es una sentencia si no contiene variables libres. Por ejemplo, Vz(z = x)
es una sentencia y £ = z no lo es.

Si ¢ es una férmula, la clausura universal de ¢ es la formula obtenida de cuantifi-
car todas las variables libres de ¢. Asi, la clausura universal de una férmula es una sentencia.

Un ejemplo de una teoria formal, es la llamada teoria de primer orden, que, de
acuerdo a la definicién 1.1.2, el conjunto de simbolos es un lenguaje de primer orden, y el
conjunto wfs es el conjunto de férmulas de la Definicién 1.1.3. Un conjunto de férmulas
seran los Axiomas. Tiene dos tipos de axiomas, los axiomas légicos y los axiomas propios.
Un axioma logico es una férmula que en toda interpretacion del lenguaje es valida.

Sea # una teoria de primer orden. Si .# admite un simbolo de relacién, A?, que
denotaremos por =, tal que:

(1) Va(z = x).

(2) v =y — (¢(z,z) = ¢(x,y)) (donde ¢(x,z) es una férmula, ¢(x,y) es la férmula que
se obtiene de reemplazar algunas ocurrencias libres de = por y con la condiciéon de
que y es libre para = en ¢(z,x)).

son teoremas de ~#. Entonces, se dice que J# es una teoria de primer orden con
igualdad.

Entenderemos por esquema de axioma a una féormula que tiene la forma de un axioma.
El sistema de axiomas légicos esta formado por todos los esquemas de axioma.
A continuacién se alistan los esquemas de axioma légicos. Sean «, 3,7 y ¢ férmulas.

(1) a=(8—a).
(2) (= (B=7) = (a=B) = (a=7).

(3) (ma = =) = ((ha = B) = 7).

(4) (Va:)é(xs) — B(t) si t es libre para z; en ¢(z;).

(5) (V2:)(¢ — ) — (¢ — (V2;)7), ¢ no contiene ocurrencias libres de z;.

Un sobconjunto de féormulas serdan los axiomas propios, el cual puede variar de acuer-
do a la teoria que se desee desarrollar. Las reglas de inferencia son



{(a,a = B,0) : o, 8 son férmulas} y {«, (Vx;)a}, la primera regla se llama Modus Po-
nens y la segunda, regla de Generalizacién . Entonces, para cualesquiera férmulas, o, 3, 8
se sigue de a, a — f.

Los axiomas (16gicos y propios) junto con las reglas de inferencia se usan para obtener
nuevas férmulas.

Si . en lenguaje de primer orden y A es un conjunto de férmulas de .Z, se dice que A es
consistente si no existe una férmula ¢ de .Z tal que A+ ¢ y A F —¢. Existen dos formas
de estudiar a A, una, como un conjunto de férmulas bien formadas de las cuales se pueden
obtener, usando las reglas de inferencia, otras formulas, a ésta se le llama sintactica, la
otra forma es desde un punto de vista semdantico, esto es, interpretar los simbolos de .
y encontrar modelos en donde cada férmula de A, sea verdadero.

Precisando el punto de vista seméantico. Sea . un lenguaje de primer orden. Una
Z—estructura, o7, consiste de un “conjunto” no “vacio” A, llamado el dominio, junto
con una “funcién” la cual asigna a cada simbolo constante, ¢, un elemento, ¢, de A; a
cada sfmbolo de relacién, R, de aridad n, una relacién R? = {(ai,...,a,) : a; € A}, y a
cada sfmbolo funcional f de aridad n una funcién, f< : A" — A.

Una asignacién en A es una “funcién” « : {variables de .} — A.
Una interpretacidén, I, de £ es una “pareja’, (<7, a), que consiste de una estructura </
y una asignacién « en A.
Para cada interpretacion I, (<7, «), a cada término ¢ se le asigna un elemento de A, denotado
por val(t)[a] como sigue.

(a) Sit=c, c constante en .Z, val(c)[a] = ¢7.
(b) Sit = z;, x; una variable, val(x;)[a] = a(z;).

(¢) Sit=fty,...,tn, val(f t1,... tx)[a] = 7 (val(t)|a], ..., val(ty)[a]).

Ahora ya estamos en las condiciones de decir cuando una férmula, 1, es verdadera
para una interpretaciéon I = (&7, av), para ello se define la valuacién de ¢ respecto a a,
denotada por val(y)[«], por recursién sobre el nimero de conectivos de 1, como sigue.

(a) Sil/J:Rtl,...,tn,

si (va al,...,va a o/
e - % gl <
(b) Si 6 = ¢,
I [ 1 si wval(¢)[e] =0,
wat(fel = { 5 5 vl =0
(c) Sip=¢ =,

1 si wval(¢)[a] < wval(y)[a],
0 de otra forma.

val(w)fo] = {



(d) Sty = (Vzi)o,

1 si wal(¥)[B] =1 para toda valuacién S que difiera de «
val(Y)[a] = Unicamente en z;,
0 de otra forma.

Si ) es tal que val(y)[a] = 1, se escribe I = 1.

Si A es un conjunto de férmulas de %, se dice que una .Z-estructura, <7, es un modelo
para A si y sélo si, para toda asignacién « en & y toda férmula, ¢, de A se cumple que
val(¥)[a] = 1

Notar que, por definicién, una férmula no puede ser al mismo tiempo falsa y verdadera
para un modelo.

A continuacién, mencionamos un importante teorema, que se puede consultar en [1],
que relaciona los enfoques sintactico y semantico.

Teorema 1.1.4. (Teorema de Completitud). Sean A un conjunto de sentencias de £ .
Entonces, A es consistente si y solo si, tiene un modelo.

Notar que la definicién de consistencia se hizo de manera sintéctica.

Los siguientes dos teoremas son importantes resultados en los que se fundamenta la
presente tesis. Para una introduccién a la demostracion de éstos el lector interesado puede
consultar [9], y la demostracién formal se puede consultar en [8].

Teorema 1.1.5. (Teorema de Incompletitud de Gddel). Si K es una £- teoria de primer
orden consistente tal que, a partir de su sistema aziomdtico es posible definir a los numeros
naturales y las operaciones + y — y ademds demostrar algunos hechos bdsicos de éstos
entonces, existe una £ sentencia, ¥, la cual es independiente de K. Esto es, no ocurre que
1 es teorema en £ ni que —) sea teorema en L.

Entonces, usando el Teorema de Completitud se cumple que existen modelos M1 y Ms
para K + ¢ y para K + —¢.

Teorema 1.1.6. (Teorema de Inconsistencia de Gédel). Sea K una £-teoria de primer
orden. Si T es un conjunto de formulas de K lo suficientemente robusto para que a partir
de ellos se pueda definir a los nimeros naturales y a las operaciones suma y resta asi como
resultados bdsicos de éstas, entonces, si T es consistente entonces su consistencia no se
puede demostrar en T.

Los resultados bésicos a los que se refieren los Teoremas 1.1.5 y 1.1.6, son, entre otros,
los que afirma el Teorema 1.2.5.

Particularmente, el Teorema anterior afirma que si ZFC fuera consistente, entonces su
consistencia no podria ser demostrada en ZFC.



Si A es un conjunto de férmulas y 1 es una férmula que no estd en A, se dice que
1 es consistente relativo a A, si Con(A) implica la Con(A U {¢}). En lo que sigue se
escribird A 4 1 en lugar de A U {¢}.
Si 1y y =) son consistentes con A, se dice que ¢ es independiente de A.

1.2. La teoria de conjuntos como una teoria formal.

Sea £ la teoria de primer orden con igualdad cuyo lenguaje no tiene simbolos funcio-
nales y tiene un simbolo de relacion, €, de aridad 2. En lo que sigue, en lugar de escribir
€ x,y v = x,y escribiremos, respectivamente, x € y y © = y. Las variables del lenguaje,
seran los objetos de la teoria y se les llamara conjuntos.

Los axiomas propios de # son:

Axioma 0. Existencia.

Intuitivamente, este axioma afirma que el universo en el que estamos trabajando no es vacio.

Axioma 1. Extensionalidad.
VaVy(Vz(z €z <> 2z € y) =z =y).
Intuitivamente, este axioma dice que un conjunto estd determinado por sus elementos.
Axioma 2. Fundacién.
Ve(Jy(y € x) —» y(y € x A—-Fz(z € x Az € y))).

En el capitulo 2, se hablara de este axioma.

El axioma de Comprensién es un intento de formalizar la construccién de los conjuntos
de la forma {z : P(x)} donde P(x) denota alguna propiedad de z. Ya que la nocién de
propiedad se formaliza via férmulas, se quisiera formar axiomas de la forma:

JyvVa(x € y < ¢(x)),

donde ¢(x) es una férmula. Pero, si ¢(x) es x & x, entonces este axioma darfa un conjunto
y tal que

Ve(z €y <z & x),



entonces, y € y <> y € y. Por esto, nos restringimos a formar un conjunto con una propie-
dad, de tal manera que éste sea subconjunto de un conjunto dado.

Axioma 3. Axioma de Comprensién. Para cada férmula ¢ sin y como variable libre, la
clausura universal de la siguiente férmula es un axioma:

JyWVr(z ey <>z € 2N ).
El axioma de Extensionalidad garantiza la unicidad del conjunto y, el cual se denota por
{r:zezNgp}o{zez:o}.

La restriccién de que y sea variable libre de ¢ es para evitar la autorreferencia en la
definicién de conjuntos. Por ejemplo, en la férmula ¢(x) = = € y, y es libre para ¢(x),
entonces se tendria

IWNVz(r ey r€zNT Ey).

Por lo tanto, si existe un conjunto z no vacio, la sentencia anterior dice que x € y A x & y.
Notar que el Esquema de Comprensién da un axioma para cada férmula ¢, asi se tienen
infinitos axiomas.

Dada una férmula ¢, la coleccién {x : ¢(z)} no necesariamente es un conjunto. El Axio-
ma de Comprension establece que cuando dicha coleccion se define a partir de un conjunto
dado, entonces si es un conjunto.

Si z es un conjunto, entonces a partir de la férmula z # x y el Axioma de Comprensién
es posible construir el conjunto {z € z : x # z}, el cual no tiene elementos. Mds ain, tal
conjunto es unico por Extensionalidad. Por el Axioma 0, existe un conjunto z, por lo tanto,
lo anterior justifica la siguiente definicién.

Definicién 1.2.1. 0 es el dnico conjunto y tal que Vx(z & y).

Decimos que y es un subconjunto de z, denotado por y C z si Vz(z € y — 2z € z).
Asi 0 C x, para todo x.

Axioma 4. Axioma del Par.
VaVydz(x € z ANy € z).

Notar que tal conjunto z puede tener mas elementos, ademas de x y y.

Axioma 5. Unién.

VF JAVY Vz(z e Y ANY € F —x € A).



Usando el Axioma de la Unién y el Esquema de Comprension se define el conjunto:
UZF ={z:FY € F(x ey}

Axioma 6. Axioma de Reemplazo. Para cada férmula ¢ que no contiene a Y como variable
libre, la clausura universal de la siguiente férmula es un axioma.

Ve € A yo(z,y) — Y Ve € Ay € Yo(z,y).

El Axioma de Reemplazo nos da el conjunto z que se requiere para aplicar el Axioma
de Comprensién y asi formar conjuntos. En la mayoria de veces el Axioma de Reemplazo
se aplicard junto con el Axioma de Comprension.

Antes de enunciar el Axioma de Infinitud y el Axioma de Eleccién, es necesario esta-
blecer algunas definiciones.
Por el Axioma del Par, dados x,y existe un conjunto z tal que x € z Ay € z, sea ¢(x,y)
igual a v = x Vv = y, entonces por el Axioma de Comprensién para ¢, se tiene

JuVv(v eEw < veEZA(v=aVv=y)).

El conjunto w = {v € z: v =x Vv =y} es tnico por Extensionalidad.
Definimos la pareja no ordenada de z,y como {z,y} = w y la pareja ordenada de

z,y como (z,y) = {{z},{z,y}}.
Si.Z #0, sea B € % usando el Axioma de Comprensién construimos el conjunto
{reB:VY e Z(xeY)},
que es igual a
{z:VWYeFxeY)}

A este conjunto lo denotamos por [.%#. También, definimos los conjuntos A N B =

(A, B}, AUB = J{A,B} y A\B={z € A: 2 ¢ B).

Sean ¢(z,y) una férmula y A un conjunto, si se cumple que Vz € AJly¢(x,y). Entonces,
a partir de los Axiomas de Comprensién y Reemplazo formamos:

{yeY : 3z € Ap(x,y)},

donde Y esta dado por el Axioma de Reemplazo.

Sean A, B conjuntos, para un y € B, se tiene

Vo € Adlz(z = (x,y)),
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asi, usando el Axioma de Reemplazo sea un Y tal que Yz € A3z € Y (2 = (x,y)), o dicho
de otra forma, Vo € A, (x,y) € Y. Luego, por el Axioma Comprensién, definimos:

prod(A,y) ={ze€Y :qx e A(z = (x,y))} ={z: v € A(z = (z,y)) }.
Se cumple
Vy € B3lz(z = prod(A,vy)),
entonces, por el Axioma de Reemplazo existe Y tal que Yy € B, prod(A,y) € Y, entonces
{prod(A,y) :ye B} CY.

Asi, por el Axioma de Comprensién {prod(A,y) : y € B} es un conjunto, lo denotamos por
prod (A, B). Luego, definimos el producto cartesiano:

A x B=Jprod(A,B).

Una relacién es un conjunto, R, tal que todos sus elementos son parejas ordenadas.

Por el Axioma de Comprension,

{z e UUR) : Fy((z,y) € R)},

es un conjunto, lo denotamos por dom(R). También, por el Axioma de Comprensién,

{y e UUR) : 3a((z,y) € R)},

es un conjunto, lo denotamos por rango(R).

Definimos, usando los Axiomas de Comprensién y Reemplazo R~ = {(y,x) : (z,y) € R}.
Ahora, ya podemos definir al término funcién. f es una funcion si y sélo si, f es una

relacion y

Vo € dom(f)3ly € rango(f)((x,y) € f).

El simbolo f : A — B significa que f es una funcién con dom(f) = A y rango(f) = B. Si
x € A, f(x) es el tnico y tal que (x,y) € f.SIC C A, f|C=fNC x By se lellama
restriccién de f a C, y definimos f(C) = rango(f | C) ={f(z): x € C}.

Una funcién, f : A — B es inyectiva, si y sélo si f~ es una funcién, f es sobreyectiva si
y sblo si rango(f) = By f es biyectiva si y sélo si es inyectiva y sobreyectiva.

Si R es una relacién, en lugar de escribir (z,y) € R escribimos zRy.
Un orden total es una pareja (A, R) tal que, A es un conjunto, R una relacién y R es
transitiva en A:

Va,y,z € A(xRy NyRz — zRz),
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se cumple la tricotomia:
Ve,y € A(x =y V xRy V yRx),
v R es irreflexiva:
Vz € A(-(xRx)).

Si Ry S son relaciones y Ay B conjuntos, decimos que (A4, R) y (B, S) son isomorfos,
denotado por (A, R) = (B, S), si y sélo si, existe una funcién biyectiva f : A — B tal que
Ve,y € A(xRy < f(z)Sf(y)), a la funcién f se le denomina isomorfismo de (A4, R) a
(B,S).

Se dice que R bien ordena A o que (4, R) es un buen orden, si y sélo si, (A, R) es
un orden total y todo subconjunto no vacio de A tiene un R primer elemento, esto es, si
para todo C C A, existe xy € C tal que Yz € A(zoRx).

Definicion 1.2.2. Un conjunto x es transitivo si y sélo si todo elemento de x es un
subconjunto de x.

Por ejemplo, 0,{0},{0,{0}} son conjuntos transitivos.

Definicion 1.2.3. x es un ordinal si y sélo si x es transitivo y estd bien ordenado por la
relacion €., donde,

€,={{y,2) exxx:y€=z}

En lo que sigue se usan las letras griegas «, 3, ..., para denotar a los ordinales y en
lugar de escribir a € 8 escribiremos a < § y « > 3 denotard que o > 5 o o = 5.

Axioma 7. Axioma del Conjunto Potencia.
VedyVz(z C z — z € y).

Notar que, el conjunto y, puede tener mas elementos ademas de los subconjuntos de x.
Usando el Axioma del Conjunto Potencia y el Axioma de Comprensién formamos el con-
junto:

{z:z Cuz},

que denotamos por Z(z) y que llamamos conjunto potencia de x.

Definicion 1.2.4. Sea o« un ordinal.
(1) S(a) = aU{a}.
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(2) « es un ordinal sucesor si y solo si AB(a = S(B)). a es un ordinal limite si y solo si
a# 0y a no es un ordinal sucesor.

(3) 1=25(0),2=5(1),3 = 5(2), etc.
(4) « es un nimero natural si y solo si, VB < a(S =0V B es un ordinal sucesor).
Axioma 8. Axioma de Infinitud.
Jz(0 € z AVy € 2(S(y) € x)).

Sea x el conjunto dado por Infinitud, entonces x contiene a todos los niimeros naturales,
asi por el Axioma de Comprensién,

{y € z : y es un numero natural}
es un conjunto, denotamos a tal conjunto por w.

El siguiente teorema dice que, en efecto, w es el conjunto de ntimeros naturales que ya
conocemos.

Teorema 1.2.5. (1) 0 € w.
(2) Yn € w(S(n) € w).
(3) Vn,m € w(n#m — S(n) £ S(m)).
(4) (Induccion) VX C w0 € X AVn € X(S(n) € X)) = X = w].

En w se pueden definir las operaciones +, — de tal manera que cumplan las propiedades
que ya conocemos vea [2].

Axioma 9. Axioma de Eleccién. VAIR(R bien ordenaA).

Al sistema de axiomas de J# de la forma 0 — 9 se le conoce como ZFC. A la teoria
(definiciones y teoremas) que se construye a partir de los axiomas de %, junto con ZFC,
se le llama teoria de conjuntos. En lo que sigue usaremos las siguientes abreviaciones,
Z F consiste de los axiomas 0 — 8, ZF — P consiste de los axiomas 0—7 y ZFC — P consiste
de los axiomas 0 — 7 junto con el Axioma 9. Por ZFC~, ZF~, ZF~ — Py ZFC~™ — P se
entenderd, respectivamente, ZF'C, ZF, ZF — Py ZFC — P sin el Axioma de Fundacién.
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1.2.1. Clases.

Se ha visto que dada una férmula ¢(z), no necesariamente existe un conjunto de la
forma {z : ¢(z)}. Sin embargo, consideraremos tales colecciones, en el entendido que no
son objetos legitimos de la teoria. Informalmente, a una coleccién de la forma {z : ¢(x)}
se le llama clase. Una clase propia es una clase que no forma un conjunto. El Axioma
de Comprensién dice que una subclase de un conjunto es un conjunto. En lo que sigue se
usaran letras mayusculas y en negrita para denotar a las clases. Es posible demostrar que
las siguientes clases son clases propias.

V={z:z=ux}
ON = {z : x es un ordinal}.

Teorema 1.2.6. V y ON son clases propias.

Demostracion. Ya que x = z para cada x € V. Si V fuera conjunto, esto es, V = z, para
algin z conjunto, entonces para cada x, x € z, asi por Comprension formamos el conjunto
y={r€z:xdax}={x:xZx} entoncesy €y <y &y.

Si ON fuera conjunto, entonces ON cumpliria las condiciones para ser un ordinal,
asi, se tendria que ON € ON, lo cual no puede ocurrir por el Axioma de Fundacién, ver
capitulo 2. |

Formalmente, una clase propia no existe, una expresién que contenga una clase de-
beré ser considerada como una abreviacién de una expresiéon que no contenga a la clase.
Por ejemplo, la expresion

z € ON

abrevia la expresién “z es un ordinal”, ON = V abrevia Vz(z es un ordinal) <» = = x.
Por ejemplo, la expresién abreviada por {x € y : x es un ordinal } la escribimos ONNy.
La notacién de clases ayuda, por ejemplo, al considerar la operacién unién, entre conjuntos,
UN = {((z,y),2) : z = x Uy} podemos pensarla como UN:V xV — V.
A continuacién se enuncian los Teoremas de Induccién y Recursion Transfinita en ON,
en términos de clases, la demostracion del Teorema de Recursion Transfinita es un caso
particular del Teorema 2.4.7 que estudiaremos mas adelante.

Teorema 1.2.7. Si C C ON y C # 0, entonces C tiene un elemento minimal.

Demostracién. Sea a € C, si a no es un elemento minimal, sea [ el elemento minimal de
anNC.Yaque anNC C ay (o, €) es un buen orden existe tal 5. Asi, 5 es un elemento
minimal de C.

Teorema 1.2.8. S5i F: V— V| existe una unica funcion G: ON — V tal que
Va[|G(a) = F(G | a)].
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1.2.2. Modelos de ZFC.

Aunque en el lenguaje de la teoria de conjuntos, los simbolos 3, -, €, formalmente no
se les ha atribuido ninguna significacién especifica, siempre estan connotados, como se ha
dicho, por su significacién habitual. Una férmula, por ejemplo, (z € y) A =(x € y) nos
resulta paraddjica, pero, formalmente, no es verdadera ni falsa; las sentencias, como la
anterior, tienen un valor de verdad cuando se interpretan en modelos.

Si .Z es el lenguaje de la teorfa de conjuntos, una interpretacién de .Z estd dada por
un universo M junto con una relacién, F, en M que interpreta a € (y una asignacién en
M). Asi, una interpretacién de .Z podria ser la pareja M, E, donde M es el conjunto de
personas v E la relacién “ ser hijo de”, asi z € y se traducirfa en ™ es hijo de y™, donde
M yM son las respectivas personas que le corresponde a z y y. Pero, ;qué significarfa {z}
aqui?, v es que en M no se cumple el Axioma del Par. Asi que M, E no es un modelo de
ZFC.

También, ya que a partir de ZF'C' es posible definir una cantidad infinita de elementos, un
modelo de ZFC' tendria que ser infinito.

Asi que necesariamente los modelos de la teoria de conjuntos son “ideales”, éstos se con-
sideran en la propia teoria de conjuntos y seran clases. Por ejemplo, en el Capitulo 2, a
partir de ZF~ se construye un modelo, M = R(w), para ZF — Inf + (—~Inf). Entonces,
cémo garantizar que no existe una formula ¢ tal que se cumpla ¢ A =¢ en M. Puesto
que M se construye en ZF~, para garantizar ésto se apela a la consistencia de ZF ™.
Asi que si Con(ZF~) entonces existe un modelo para ZF — Inf + (—Inf), es decir que
ZF — Inf + (—Inf) es consistente (Por el Teorema que dice que un conjunto de Axiomas
A es consistente si y s6lo admite un modelo). Por lo tanto, no se hacen pruebas absolutas
de consistencia sino relativas. Siguiendo con nuestro ejemplo, una vez que se ha probado
la Con(ZF — Inf+ (—Inf)) se tiene que ZF — Inf ¥ Inf. Es decir, que es correcto poner
al Axioma de Infinitud como Axioma.

En general, si ¢ es una férmula y se cumple que Con(A) — Con(A + —¢), entonces se
tiene que ¢ no se deduce de A.

1.3. Resultados de la teoria de conjuntos.

En esta seccién enunciamos algunas definiciones y resultados de la teoria de conjuntos
que usaremos en los siguientes capitulos. Las demostraciones de estos resultados se pueden
consultar en [2] y [7].

Teorema 1.3.1. Si (A, R) es un buen orden, entonces existe un unico ordinal, C, tal que

(A,R)=C.

Definicién 1.3.2. Si (A, R) es un buen orden, el tipo({(A, R)) es el unico ordinal C tal que
(A,R)=C.
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Definicion 1.3.3. Sean A Y B conjuntos,

(1) A = B si y sélo si, existe una funcion inyectiva de A en B.
(2)A = B si y sélo si existe una funcion biyectiva de A a B.
(8) A< B siysélosiAZSByBZA.

Se cumple que = es transitiva y que = es una relacién de equivalencia.

Teorema 1.3.4. ON satisface las condiciones para ser un ordinal, excepto la de ser con-
jJunto.

Entonces, dado un subconjunto de ON existe un elemento € —minimal.

Teorema 1.3.5. (Cantor-Schrider-Berstein). Si, A y B son conjuntos tales que A 5 B y
B 2 A, entonces A= B.

Si A puede ser bien ordenado, entonces por 1.3.1 existe un ordinal « tal que A & «,
asi existe un minimo de tales «, al menor « se le llama cardinalidad de A y se denota
por |Al.

En lo que sigue al usar expresiones en donde aparezca |A|, por ejemplo |A| < a, se
supondra que tal notacién es correcta, esto es, que A puede ser bien ordenado. Usando el
Axioma de Eleccién, |A| estd definido para todo conjunto A.

Definicién 1.3.6. Un ordinal o es un cardinal si y sélo si, o = |a.

Definicién 1.3.7. A es finito si y sdlo si |A| < w. A es numerable si y solo si |A] <w. A
es infinito si no es finito y no numerable si no es numerable.

Teorema 1.3.8. (Cantor). x < Z(x).
Usando el Axioma de Eleccién se cumple el siguiente teorema.
Teorema 1.3.9. Vadk(k > a y k es un cardinal).

Demostracion. Dado «, usando el axioma de Eleccién, & («) puede ser bien ordenado,
luego tiene sentido considerar |2 (a)|, sea k = |2 (). [

Definicién 1.3.10. ot es el menor cardinal mayor que o. k es un cardinal sucesor si y
sélo si k = aT. k es un cardinal limite si y sélo si k > w y no es un cardinal sucesor.

Definicion 1.3.11. w, estd definido por recursion transfinita en ON como:
(1) Wy = Ww.
(2) Wa+1l = (Wa)+

(8) Si~y es un ordinal limite, wy = sup{wqy : o < v}.
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Usualmente a estos ntimeros ordinales se les llama alephs. También, se define X, = w,.

Definicién 1.3.12. Para conjuntos A,B AP =BA={f: f es una funcion y
dom(f) = B y rango(f) C A}. En el caso de que A y B sean ordinales, usaremos BA.

Definicién 1.3.13. En ZFC, para k, A cardinales, i* = | k.
Teorema 1.3.14. 2% = |Z(w)].

Demostracion. Por definicién 2¥ = |“2| = [{f : f : w — 2}|. Por otro lado, se cumple que

{f:frw—=2} = [2(w)] u

;Cudl es la relacién entre |Z(w)| y w1? La proposicién que se conoce como Hipétesis
del continuo enuncia:

|Z(w)] = wr.

Definicién 1.3.15. Si X es un conjunto de ordinales, sup(X) = JX y si X # 0,
min(X)=NX.

Lema 1.3.16. Si X es un conjunto de ordinales, sup(X) es el menor ordinal mayor o
1gual que todo elemento de X.

Definicién 1.3.17. (1) Si A es un conjunto y R una relacion en A, tal que dom(R) es
A. Se dice que B C A es no acotado o cofinal en A, si y sdlo si, Vo € Ay € B : xRy.

(2) La cofinalidad de 3, denotada por (cof(B)), es el menor a tal que existe una funcion
f de a en B tal que rango(f) es cofinal en 5.

Se cumple que cof(B) < B, cof(B) es un cardinal, y si 5 es un ordinal sucesor, cof(f) = 1.

Definicién 1.3.18. (1) Un ordinal 3, es reqular si y sélo si 5 es un ordinal limite y

cof (8) = B

Por ejemplo, w es regular.
Lema 1.3.19. Si un ordinal 8 es reqular entonces 3 es un cardinal.
Definicion 1.3.20. k es fuertemente inaccesible si y solo si k > w, Kk es reqular y
VA < K(2* < k).

Lema 1.3.21. Sea k un ordinal reqular. Si I es un conjunto, tal que |I| < k y para cada
i €1, A; es un conjunto tal que |A;| < k, entonces

|U{4;:i e IT}| < k.
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Lema 1.3.22. Sik > w y | Xo| < K, para todo o < k, entonces |, . Xa| < k.

a<k

Definicion 1.3.23. Una funcion n—aria en A es una funcion, f : A" - A sin >0, o
un elemento de A sin = 0. Si B C A, B es cerrado bajo f, si y sélo si f(B™) C B (o
f € B sin=0). Una funcion finitaria es una funcion n—aria para algin n. Si L es un
conjunto de funciones finitarias y B C A, la clausura de B bajo £ es ({D : B C D C
A y D es cerrado bajo toda funcion de L}.

Teorema 1.3.24. Sean, k un cardinal infinito, conjuntos A, B tales que B C A,|B| < k
y £ un conjunto de funciones finitarias en A, con |-£| < k. Entonces, la clausura de B
bajo £ tiene cardinalidad menor o igual que K.
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Capitulo 2

Conjuntos bien fundados

En esta seccién se discute el Axioma de Fundacién. Como se verd, este axioma tiene la
finalidad de restringir el dominio de objetos de estudio en matemaéticas. Particularmente,
evita objetos del tipo z = {z}. Trabajando en ZF sin el Axioma de Fundacién, definimos
WPF, la clase de conjuntos bien fundados. Esta clase es construida via la operacién potencia
de un conjunto, partiendo del conjunto 0, es cerrada bajo operaciones definidas en la teoria
de conjuntos, como se ve en el Lema 2.1.8, ademds, contiene una copia de cualquier espacio
topolégico y de cualquier grupo y no admite conjuntos del tipo z = {z}.

2.1. Propiedades de los conjuntos bien fundados

Definicién 2.1.1. Por recursion transfinita, definimos R(«) para o en ON como:
(a) R(0) =0.
(b) Rla +1) = Z(R(w)).
(¢) R(a) = Ugcy R(E), si o es un ordinal limite.
Definicién 2.1.2. WF =|J{R(«a): a € ON}.
Lema 2.1.3. Para cada o se cumple:
(a) R(a) es transitivo,
(b) V¢ <a R(§) C R(a).

Demostracion. La demostracién se hard por induccién transfinita en «. Asumamos que el
lema es valido para todo 8 < a.
Caso 1. Si a = 0 trivialmente se vale (a) y (b).
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Caso II. Si o = f+ 1. Sean z y y tales que y € = € R(a) = R(f+ 1) = Z(R(P)),
entonces © C R((), luego y € R(B). A partir de la transitividad de R((), se sigue que
y C R(f3), entonces y € Z(R(P)) = R(a). Asi se cumple (a).

Para (b), sea £ < a, entonces £ < 3, asi por hipédtesis R(§) C R(f3). Luego, se cumple que
R(B) € R(«), entonces por (a) R(S) C R(«), asi se tiene que R(§) C R(S) C R(«).

Caso III Si « es limite, por definicién R(a) = ¢, R(§), (a) se cumple ya que la unién
de conjuntos transitivos es transitivo y (b) es inmediato de la definicién de R(«).
|

Definicién 2.1.4. Si x € WF, se define rank(x), como el menor ordinal § tal que x
estd en R(f+1).

A partir de la definicién R(«) para el caso limite se garantiza que, rank, estd bien definido.
Asi, si B =rank(z),xz € R(B+1)) = Z(R(B)), luego x C R(B) y por la definicién de rank,
z & R(B).

Lema 2.1.5. Para o en ON se cumple que, R(a) = {x € WF : rank(z) < a}.

Demostracion. Sea © € WF, si © € R(a), entonces rank(z) < «. Por otro lado, si § =
rank(z) < o, entonces x € R(f+ 1) C R(a), asi z € R(a). [ ]

El siguiente resultado serd de utilidad para el célculo de ranks.
Lema 2.1.6. Siy € WF, entonces
(a) Vo €y (x € WF A rank(x) < rank(y)) y
(b) rank(y) = sup{rank(z) +1:z € y}.

Demostracion. Seay € WF. Para demostrar (a), sea a = rank(y) entonces, y € R(a+1) =
Z(R(a)). Asi, si x € y se cumple que = € R(a), asi z € WF, por la definicién de WF;
luego, rank(x) < o (por el Lema 2.1.5).

Para demostrar (b). Para cada = € y por (a) del lema, x € WF y rank(z) < rank(y),
asi rank(z)+1 < rank(y). Luego, sup{rank(z)+1: x € y} existe, sea & = sup{rank(z)+1 :
x € y}. Entonces, por la definicién de sup, o < rank(y).

Por otro lado, usando el hecho, de que para cada = € y,rank(z) < «, se tiene por el Lema
2.1.5 que y C R(w). Asi y € R(a+ 1), luego rank(y) < a.. Por lo tanto, o = rank(y). H

El Lema 2.1.6 establece que la clase WF' es transitiva, méas ain que un elemento de
WF se forma a partir de los elementos de menor rank que él. Esto evita que en WF existan
x tal que x € x, ya que si existiera uno de tales z, se tendria que rank(x) < rank(x) lo cual
es falso, ya que rank(z) € ON. También, por lo anterior, no existen z y y en WF tales
que x €y y y € x, pues de lo contrario, por la transitividad de WF se tendria que x € z.
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Lema 2.1.7. (a) YVa € ON(a € WF A rank(a) = «).
(b) Voo € ON(R(ar) N ON = «).

Demostracion. La demostracién serd por induccién transfinita en oe. Supongamos que (a) se
cumple para todo § < a. Entonces, para < o, € R(f+1) C R(«a), asi « C R(«a), luego
a € R(a+1), por lo que & € WF. Luego, por el Lema 2.1.6(b), rank(a)) = sup{rank(z)+1 :
x € af=sup{f+1:5 € a}=a. Porlo tanto, se cumple (a).
Para demostrar (b), a partir del Lema 2.1.5 se tiene que para o € ON, R(«a) = {x € WF :
rank(z) < a}. Asi, R(a) NON = {z € ON : rank(z) < a}. Luego, por (a) del lema se
tiene que {z € ON :rank(z) < a} ={r € ON:z < o} = a.

[

Del Lema 2.1.7 se sigue que, WF contiene a la clase ON. Més atn, el siguiente resultado
establece que WF es cerrado bajo las operaciones estandar de conjuntos.

Lema 2.1.8. (a) Siz estd en WF, entonces |z, P(x), {x} estin en WF y el rank de
estos conjuntos es menor que rank(x) + w.

(b) Siz yy estan en WF, entonces x x y,z Uy, x Ny, {x,y}, (z,y) y x¥ estin en WF y
el rank de estos conjuntos es menor que mdx(rank(x), rank(y)) + w.

Demostracion. Para (a), sean © en WF y a = rank(z). Entonces z C R(«).
Ast Z(x) C Z(R(a)) = R(a+ 1), luego Z(z) € R(a+ 2).
De que x C R(a) y R(«) es transitiva, se sigue que | Jx C R(«), entonces | Jz € R(a+ 1).
También, a partir de que = € R(a+ 1) se sigue que, {z} C R(a+1) luego, {z} € R(a+2).
Por lo tanto, se cumple que |Jz, Z(z), y {z} € WF y el rank de cada conjunto es menor
que rank(z) + 1 < rank(z) + w.

Para demostrar (b), sean z,y en WF y a=méx{rank(z),rank(y)}. Entonces, por el
Lema 2.1.5 z,y € R(a+ 1), luego {z,y} C R(a+ 1), asi {z,y} € R(a+2).

Entonces, por lo anterior y (a), se sigue que {{z},{z,y}} = (z,y) C R(a + 2), por lo
cual (x,y) € R(a+ 3).

Por lo anterior se tiene que x x y C R(a+ 3) de donde, z X y € R(av + 4).
Siw,z € zUy, entonces w, z € R(a+ 1), luego (w, z) € R(a+ 3). Entonces, si f € a¥, f C
R(a+3), as{ f € R(aw+4), por lo tanto z¥ € R(« + 5).
Por tltimo, o = méx{rank(z),rank(y)} implica que z,y C R(a), asi z Uy C R(«), de
donde zNy,zUy € R(a+1).
Asi, se cumple que z X y,z Uy, z Ny, {x,y}, (z,y) vy ¥ estdn en WF y el rank de estos
conjuntos es menor « + 4 < méx(rank(x), rank(y)) + w.

[ ]

Lema 2.1.9. Vz(x € WF <> x C WF).
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Demostracion. Si x € WEF entonces, se cumple que x C WF, por la transitividad de
WF (Lema 2.1.6). Por otro lado, si x C WF, sea a=sup{rank(y) + 1 : y € x}, entonces
x C R(a), asi z € R(a + 1), luego z € WF. [

Es posible verificar que si M es una clase tal que
Ve(zr C M — z € M)
entonces, WF C M.

Lema 2.1.10. Vn € w(|R(n)| < w).

Demostracion. La demostracién serd por induccién en n. Para n = 0, R(n) = 0, asi tri-
vialmente se cumple el lema. Si el lema se cumple para n, entonces

[R(n+ 1)] = | 2(R(n))]| = [250] < w. C
Lema 2.1.11. |R(w)| = w.

Demostracion. R(w) = |J{R(n) : n € w}, luego por el Lema 2.1.10 cada |R(n)| < w,
asf usando que la unién nimerable de conjuntos finitos es a lo més numerable se tiene que,
|R(w)| < w. También, se cumple que w C R(w). Por lo tanto, |R(w)| = w. [

Definicion 2.1.12. Por recursion transfinita, definimos a la funcion beth como sigue,
denotamos a beth(a)) como 3.

(1) Jp =w.
(2) Dpy1 = 27,
(3) Para ~y limite, 3y = sup{3s : o < 7}

Por induccién transfinita en « es posible demostrar que J, es un cardinal. El siguiente
Lema establece que el cardinal de R(«) crece exponencialmente.

Lema 2.1.13. |R(w + )| = 3,

Demostracion. Por induccién en «. Para @ = 0 se cumple por el Lema 2.1.11. Sia=+1
por la definicién de suma de ordinales, se cumple que R(w + o) = R(w + (8 + 1)) =
R((w+ B) +1) = P(R(w + B)). Asf, |R(w + )| = | 2(R(w + )| = |IF&12] luego, por
hipétesis de induccién |F@+AI2| = |32 = 35, = 3,,.

Si « es un ordinal limite, entonces w + a también lo es. Asi R(w + a) = [J{R(w + 5 :
B <a)}, luego |[R(w+a)| = [ H{R(w+B: B8 <a)l=|U{|Rw+B)]: 8 <a}]
Usando que la unién de cardinales es un cardinal se tiene:
[U{IR(w + B)[ : B < a}| = U{IR(w+ B)|: B <a}. Ast, [R(w+ a)] = U{|R(w+ B)]: B <
a}=U{3p:8<a} =sup{Ip: B <a}=1,. [ |
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Lema 2.1.14. (a) Todo grupo es isomorfo a un grupo de WEF.
(b) Todo espacio topoldgico es homeomorfo a un espacio topolégico de WF.

Demostracion. Para (a), un grupo es una pareja (G, ), donde - : G x G — G. Por los
Lemas 2.1.8 y 2.1.9, respectivamente se tiene

(G,") e WF ++ G e WF yGeWF + GC WF.

Si (G, ) es un grupo, sean o = |G| y f : @ — G una funcién biyectiva. Sea o : @ X @ — «
definida como: £ on = f7Y(f(€) - f(n)). Se cumple {(«,0) es isomorfo a (G, ).

Por otro lado, si (X, 7) es un espacio topolégico. Sean o = | X |y f : X — « una funcién
biyectiva. Sea 7, = {f(A) : A € 7}. Se cumple que (X, 7) es homeomorfo a (a, 7). [

Notar que en el Lema 2.1.14 se usa el Axioma de Eleccién al considerar la cardinalidad de
conjuntos.

Por lo tanto, WF admite una buena parte de la matematica pues contiene una copia de
cada grupo y cada espacio topolégico.

2.2. Relaciones bien fundadas

Para la construcciéon de WF se usé el Axioma del Conjunto Potencia. En cambio, en
esta seccién se enunciardn resultados cuya deduccién no necesita dicho axioma.
En lo siguiente se indicard explicitamente cudles axiomas de la teoria de conjuntos se estan
presuponiendo para la teoria que se desarrolla.

Definicién 2.2.1. (ZF~-P). Una relacion R, en un conjunto A es bien fundada si
VX C A[X #0— Jy € X(—3z € X(2Ry))]. (2.1)

Al elemento y de la definicién anterior se le denomina R-minimal en X.

Por lo tanto R es bien fundada en A si y sélo si, todo subconjunto no vacio tiene un
elemento R-minimal. En particular, si R es un orden total en A, entonces R es bien fundada
en A si y sélo si R bien ordena a A. Si R no es un orden total en A, entonces el X de la
Definicion 2.2.1 pudiera tener mas de un elemento R-minimal.

Lema 2.2.2. (ZF7). Si A € WF, entonces € es bien fundada en A.

Demostracion. Sean A en WF y X un subconjunto no vacio de A. Sea o = min{rank(y) :
y € X} y fijemos un y en X tal que rank(y) = «. Entonces y es un elemento R-minimal
de X, ya que si existiera z en X tal que z € y, se cumpliria que rank(z) < rank(y), por el
Lema 2.1.6(a), lo que serfa contradictorio con la eleccién de y.

[
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El reciproco del Lema 2.2.2 no necesariamente es cierto, por ejemplo siz = {y}, y = {z},
y « # y, se cumple que la relacion € es bien fundada en y pero y € WF. Para que éste sea
vélido, es necesario pedir que A sea transitivo.

Lema 2.2.3. (ZF~). Si A es transitivo y € es bien fundada en A, entonces A € WF.

Demostracion. Sea A como en el enunciado del lema. Por el Lema 2.1.9 es suficiente mostrar
que A C WF. Si A ¢ WF, entonces X = A\ WF # 0, sea y un elemento €-minimal de
X. Luego, si z € y, entonces z € X,y z € A ya que A es transitivo, asi z € WF. Luego
y C WF, entonces y € WF por el Lema 2.1.9, lo cual es una contradiccién con el hecho
de que y € WF. Por lo tanto A C WF. |

En lo que sigue se demuestra que A estd en WF si y s6lo si € es bien fundada en
la clausura transitiva de A, denotada por tr cl, que es el menor conjunto transitivo que
contiene a A como subconjunto. A continuacién definimos este concepto.

Definicién 2.2.4. (ZF~-P). Sea A un conjunto. (a) Por recursién enn definimos | J® A =
A, U A = U A).

(b)Definimos la clausura transitiva de A, denotada por tr cl(A), como |J{UJ" A : n € w}.

Lema 2.2.5. (ZF~-P). Si A es un conjunto, se cumple lo siguiente.
(a) A C tr cl(A).

(b) tr cl(A) es transitivo.

(c) Si ACT yT es transitivo, entonces tr cl(A) C T.

(d) Si A es transitivo, entonces tr cl(A) = A.

(e) Six € A, entonces tr cl(x) C tr cl(A).

(f) tr cl(A) = AU J{tr c(x) : x € A}.

Demostracion. (a) se sigue inmediatamente de la definicién de tr cl(A) . (b) es una conse-
cuencia del hecho siguiente, si y € |J" A, entonces y C |J*** A.

Para (c¢) por induccién en n, probaremos que |J" A C T. Para n = 0 se cumple por
hipdtesis. Sea y € x € |J" A, x € T por hipétesis de induccién, asi y € T ya que T es
transitiva. Por lo tanto tr cl(A) = J(J" 4) C T.

(d) se sigue de (a) y (c) del lema.

Para demostrar (e), si x € A, entonces x € tr cl(A), asi que z C tr cl(A). Aplicando
(c) a x se tiene que tr cl(z) C tr cl(A).

Para demostrar (f), sea

T=AU{tr cl(z) -z € A}.
T es transitiva, asi por (c) tr cl(A) C T, por otro lado T' C tr cl(A) por (a) y (e). [ |

Teorema 2.2.6. (ZF 7). Para un conjunto A, son equivalentes:
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(a) A e WF.
(b) tr cl(A) € WF.
(c) € es bien fundada en tr cl(A).

Demostracién. (a) — (b). Si A € WF, entonces por induccién en n, se cumple que | J" A €
WF ya que WF es cerrado bajo la operacién | J. Asi, por el Lema 2.1.9 cada | J" A C WF,
luego tr cl(A) C WF, con lo cual se concluye que tr cl(A) € WEF.

(b) = (c). Por el Lema 2.2.2.

(¢) — (a). Por (c) y el Lema 2.2.3, tr cl(A) € WF. Asi, de que A C tr cl(A), entonces
A C WF, luego por el Lema 2.1.9, A € WF. |

2.3. El axioma de fundacion

Los resultados presentados en la Seccion 2.1 establecen que buena parte de la matemati-
ca tiene lugar en WF, ademas de que en WF no existen elementos z,y = # y tales que
x={x},0ox € yyy € x Por lo tanto, es razonable contar con un axioma que enuncie
que WEF = V. Esto es, que nos restrinjamos a trabajar en WF, pero en realidad estemos
trabajando en todo V.

Todos los axiomas de ZF~ se cumplen en WF. En el siguiente capitulo se demuestra esta
afirmacion.

En esta seccién estudiamos algunas consecuencias de considerar como axioma a V = WF
de ZF~.

Considerar al Axioma de Fundacién en la teorfa, es equivalente a Vz(x # 0 — Jy €
z(x Ny = 0)), o que todo conjunto no vacio tiene un elemento € —minimal, o bien ex-
tendiendo la definicién de conjuntos bien fundados a clases propias, € es bien fundado en V.

Axioma 2. Fundacién.
Ve(Jy(y € x) — y(y € x A—=Fz(z € x Az € y))).
Teorema 2.3.1. (ZF7). Son equivalentes:
(a) El Azioma de Fundacion.
(b) Para todo conjunto A se cumple que € es bien fundado en A.
(¢) V= WF.

Demostracion. (a) <> (b) es inmediato.
(b) = (c¢). Dado un conjunto A, por (b), € es bien fundado en trcl(A), luego por el Teorema
2.2.6, A € WF. Para (c) — (b), si V.= WF, entonces por el Lema 2.2.2 se cumple (b). W
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Por el Teorema 2.3.1, introducir el Axioma de Fundacién, equivale a restringirnos a
trabajar en WF, cuya imagen podemos visualizar por la forma en que se construyo.
Asumiendo que € es bien fundada en todo conjunto simplifica algunas resultados y defini-
ciones. Por ejemplo la siguiente:

Teorema 2.3.2. (ZF-P). A es un ordinal si y sdlo si A es transitivo y totalmente ordenada
por €.

Demostracion. Por la Definicién (1.2.3) de ordinal se tiene la necesidad del lema. Para
la suficiencia, sea A totalmente ordenado y transitivo, veamos que € bien ordena A, sea
0 # X C A, aplicando el Axioma de Fundaciéon a X se tiene un elemento € —minimal.
Luego, A es un ordinal. |

2.4. Induccion y recursién en relaciones bien fundadas

Si A es un conjunto bien fundado por una relacién R, el método de demostracién por
induccién transfinita se generaliza como sigue.

Lema 2.4.1. Sean, A un conjunto y ¢ una formula tal que para todo x en A se cumple
Yy € A(yRx — ¢(y)) — &(x), entonces para cada © € A se cumple ¢(x).

Demostracion. Supongamos que existe z en A, tal que —¢(x), entonces el conjunto

{r € A: —¢(x)} # 0. Sea xy un elemento R-minimal de este conjunto, esto es, zg € {z €
A —¢(z)} tal que VzRxo se cumple, ¢(z), luego, por hipdtesis se cumple que ¢(z), lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto se sigue el lema. |

La Definicion 2.2.1 dada para conjuntos se generaliza para clases como sigue:
Definicién 2.4.2. (ZF~ — P). Sean A, R clases, se dice que R estd bien fundada en A,
st y solo si,

VX C AIX #0— Jy € X(—3z € X(zRy))]. (2.2)

Definicién 2.4.3. (ZF~ —P). R es set-like en A, si y solo si para todo x en A, {y € A :
yRzx} es conjunto.

Por ejemplo, toda relacién en un conjunto es set like.
Definicién 2.4.4. (ZF~-P). Si R es set-like en A, definimos
(a) pred(A,z,R) ={y € A:yRx}.
(b) pred’(A,z, R) = pred(A,z, R);
pred”t (A, z, R) = | J{pred(A,y,R) : y € pred*(A,z, R)}.
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(c) cl(A,z,R) = |J{pred"(A,z,R) : n € w}.

Notar que, puesto que R es set-like en A, las definiciones (a), (b) y (c) son conjuntos.

Lema 2.4.5. (ZF~ — P). Si R es set-like en A y x € A, entonces,
para cada y € cl(A,z, R),pred(A,y, R) C cl(A,z, R).

Demostracion. Si y € cl(A,z,R), entonces y € pred"”(A,z,R) para algin n € w asi,
pred(A,y,R) C pred"*(A,z,R) C cl(A,z,R). [

Teorema 2.4.6. (ZF~ — P). Si R estd bien fundada y es set-like en A, entonces toda
subclase X # () de A tiene un elemento R minimal.

Demostracion. Si X # (0, sea x € X. Si z no es R-minimal, entonces X Ncl(A, z,R) es un
subconjunto de A y diferente del vacio, por lo que admite un elemento y R-minimal. Sea
z € X, si ocurriera que zRy, es decir, que z € pred(A, z,R), entonces por el Lema 2.4.5, z
estaria en cl(A,x,R), lo que implicaria que yRz lo cual seria contradictorio. Por lo tanto,
y es un elemento R minimal en X. |

Por el Teorema 2.4.6, se justifica el método de demostracién por induccién transfinita
en clases A, R como en la Definicion 2.4.3. También, es posible generalizar el método de
definicién por recursién transfinita, como sigue:

Teorema 2.4.7. (ZF~-P).(Recursion transfinita). Sea R una clase bien fundada y set-like
en A. Si F: Ax V— V, entonces existe una unica G: A — V tal que:

Vax € A|G(z) = F(z, G|pred(A, x, R))]. (2.3)

Demostracion. Primero probaremos, por induccion transfinita, la unicidad de G. Si G1 y
G son funciones como la funcién G del teorema, y Vy € A(yRz) se cumple G1(y) = Ga(y),
entonces

Gi(z) = F(z,Gq | pred(z)) = F(z, Go | pred(x)) = Ga(z).

Por lo tanto, Gi(z) = Ga(z) para todo x € A.

Por brevedad, en lo que sigue, escribiremos pred(x), pred”(z) y cl(x) en lugar de, respecti-
vamente, pred(A, z,R), pred”(A,z,R) y cl(A,z,R). Decimos que un conjunto d C A es
cerrado en A si y sélo si, Va € d(pred(x) C d). Notar que cada x en A estd en un conjunto
cerrado, a saber {z} Ucl(z). De hecho este es el menor conjunto cerrado que contiene a x.
Si d es cerrado decimos que g es una d-aproximacién si y sélo si, g es una funcién con
dominio d y

Vo € dlg(x) = F(z, g | pred(z))].
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Observacion 1:

Si d y dy son conjuntos cerrados, entonces (dNdy) es cerrado. En efecto, pues si z € (dNdy)
entonces pred(z) C d y pred(z) C d; asi pred(z) C dNdy, luego (dNdy) es cerrado.

Si g es una d aproximacién y g es una dy aproximacioén, entonces g | (dNdy) = ¢1 | (dNdy).
La prueba de lo anterior la hacemos por induccién transfinita. Sea x en (dNd;) suponemos
que Vy € A tal que yRa se cumple que g(y) = ¢1(y), asi

g(x) =F(z,g | pred(z)) = F(z, g1 | pred(z)) = g1(x).

Observacién 2:
Ul{yt ucly) : yRa} = cl(z)
Demostracién: Sea y € A tal que yRz. Por induccién sobre n, demostramos que, pred”(y) C
pred™ ™ (z).
Se tiene pred’(y) = pred(y) C U{pred(y) : y € pred(x)} = pred!(z). Supongamos que se
cumple pred”!(y) C pred”(z).
Entonces, pred”(y) = U{pred(z) : z € pred" '(y)} C U{pred(z) : z € pred"(z)} =
pred™ ().
Asi, {pred"(y) : n € w} = cl(y) € U{pred™(z) : n € w} = cl(z). Luego, J{{y} Ucl(y) :
yRaz} C cl(z).
Asi también, por induccién sobre los naturales, demostramos que
pred™(z) C {{y} Ucl(y) : yRa} paran € w.
pred’(z) = {y € A : yRz} C {{y} Ucl(y) : yRa}. Supongamos que se cumple para n
que pred™(z) C {{y} Ucl(y) : yRx}. Entonces, si z € pred”(z), z € pred(z;) para algtin
z1 € pred”(x). Entonces, z1 € {{y}Ucl(y) : yRa}; asi, por el Lema 2.4.5, z € {{y} Ucl(y) :
yRa}. Asf que pred™ ™! (z) € {{y} Ucl(y) : yRa}. Se sigue que cl(z) C {{y}Ucl(y) : yRx}.
Por todo lo anterior se concluye que la Observacion 2 se cumple.

Por induccién transfinita en = demostremos que existe una {z} U cl(z)- aproximacion.
Sea x € A, supongamos que para cada y tal que yRx existe una {y} Ucl(y)- aproximacién,
por la Observacién 1 ésta es unica, denotémosla por g,.

Sea h = (J{gy : yRx}, h tiene como dominio a (J{{y} Ucl(y) : yRa}= cl(x) por obser-
vacién 2. Entonces h es una cl(z)-aproximacién. Asi h U {(z,F(z,h))} es una {z} U cl(z)
aproximacion.

Definamos G = |J{g : donde g es una d aproximacién, d conjunto cerrado en A}.
Asi, puesto que Vz € A existe una {x} Ucl(x)- aproximacién, se cumple que el dominio de
G es A. Por la observacion 1 G esté bien definida y por induccion transfinita se demuestra
que G cumple (2.3). [

Notar que para la demostracién del Teorema se usé induccién transfinita, por lo que es
necesario que R sea bien fundada y set-like en A.
Como una aplicacién del Teorema 2.4.7, generalizamos el Lema 2.1.6(b).
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Definicién 2.4.8. Si R estd bien fundada y es set-like en A. Definimos a rank(x,A,R)
como G(x), donde G es la funcion garantizada por el Teorema 2.4.7 aplicado a la funcion:

F(z,y)=sup{ a+1:«a € rango dey } si, y: pred(A,z, R) — ON.

Por induccién transfinita es posible mostrar que para todo = en A, G(x) estd en ON.
También se cumple rank(xz) = F(x,rank | pred(A, z,R)) de donde,

rank(z) = sup{rank(y, A,R) + 1: yRzx,y € A}.

Lema 2.4.9. (ZF7). Si A es transitiva y € es bien fundada en A, entonces
A C WF y rank(x, A, €) = rank(x) para todo x en A.

Demostracion. Si A ¢ WF, sea x un elemento €-minimal de A \ WF.
Por lo tanto si y € =, y € A, ya que A es transitiva, luego y € WF, se obtiene que,
x C WF, luego por el Lema 2.2.3, x € WF, lo cual es una contradicciéon. Se concluye que
A C WF.

Ahora probaremos que rank(z, A, €) = rank(x) para todo  en A. Supongamos que no
es asi, sea x un elemento €- minimal de {z € A : rank(z, A, €) # rank(x)}.
Se cumple que rank(z)=sup{rank(y) +1:y € x}, por el Lema 2.1.6(b). También si y € z,
y € A, por la transitividad de A, y rank(y, A, €) = rank(y).
Asi, rank(z)=sup{rank(y) + 1 : y € z}= sup{rank(y,A,€)+1:y € x Ay € A} =
rank(z, A, €), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, se cumple rank(z, A, €) = rank(x)
para todo x en A.

|

Como se sabe, todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un ordinal. Es posible obtener
un resultado similar en una clase respecto a una relacién, (A,R), como sigue, si R es bien
fundada, set-like y extensional en A, entonces existe una clase transitiva M, tal que (A,R)
es isomorfo a (M,€). A continuacién se desarrolla esto.

Definicién 2.4.10. (ZF~ — P). Sean R bien fundada y set-like en A. Definimos a la
funcion colapso de Mostowski, como la funcion G : A — V garantizada por el Teorema
2.4.7 aplicado a la funcion F: A x V— V, donde

F(x,h)={h(y): y en el dominio de h} si h: pred(A,z, R) — V.
Definimos colapso de Mostowski de (A,R), al rango, M, de G.
Notar que, para la funciéon G de la Definicién 2.4.10, se cumple
G(z) ={G(y) : y € AANyRz}.
Lema 2.4.11. (ZF~ — P). Usando la notacion de la Definicion 2.4.10, se cumple lo

siguiente.
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(a) Y,y € A(zRy — G(z) € G(y)).
(b) M es transitiva.

(¢c) (ZF~). MC WF.

(d) (ZF~). Siz € A, entonces rank(x,A,R)=rank(G(z)).

Demostracion. (a) y (b) se siguen directamente de la definicién de G. Para (c) demostra-
mos, por induccién transfinita en z, que G(z) € WF.

Notar que si z es un elemento R-minimal de A, entonces G(z) = 0.

Supongamos que Vy € A(yRz) se cumple que G(y) € WF, entonces

{G(y) :y e ANyRa} = G(z) C WF.

Luego, por el Lema 2.1.9, G(z) € WF. Entonces Vo € A, G(x) € WF.
Asi, se concluye que M C WF.

Para demostrar (d), también usaremos induccién, sea x € A supongamos que, para cada
y € A(yRx) se cumple que rank(y, A, R)=rank(G(y)), entonces rank(G (z))=sup{rank(v)+
1:v € G(z)}=sup{rank(G(y) + 1: yRx)}; luego, por hipdtesis de induccién
sup{rank(G(y) + 1:yRz)}= sup{rank(y,A ,R)+1:yRx) }=rank(z,AR). [ |

La funcién de Mostowski no necesariamente es un isomorfismo, por ejemplo si A # 0
y R = 0, entonces la funcién colapso de Mostowski, G cumple que, G(z) = 0 para cada z
en A. Una condicién para que sea un isomorfismo es que R sea extensional en A.

Definicién 2.4.12. (ZF~ — P) R es extensional en A si y sdlo si,
Va,y € A(Vz € A(zRx + zRy) — © =y).

La Definicién 2.4.12 generaliza el axioma de extension, el cual establece que en un con-
junto, la relacién € es extensional.

Notar que R es extensional en A, si y sélo si, para todo x,y € A, si x # y, entonces
pred(A,z,R)# pred(A,y,R).
Asi, todos los ordenes totales son extensionales. También, se cumple el siguiente resultado.

Lema 2.4.13. (ZF~ —P). Si N es transitiva, entonces la relacion € es extensional en N.

Demostracién. Sea y € x entonces, como N es transitiva, y € N, luego y € pred(N, z, €).
Asi z C pred(N,z, €), por otro lado se cumple que pred(N,z,€) C z. Por lo tanto,
pred(N, z, €) = x. Asi, € es extensional en A.

Lema 2.4.14. (ZF~ — P) Usando la notacidon de la Definicion 2.4.10 si se cumple que la
funcion colapso de Mostowski es un isomorfismo, entonces R es extensional en A.
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Demostracion. Sean x,y € A,x # y, entonces G(z) # G(y), entonces existe z € A, tal
que

G(2) € G(z) y G(2) ¢ G(y) 0 G(2) € G(y) y G(2) ¢ G(x).
Supongamos que ocurre el primer caso, entonces existe z; tal que
G(z1) = G(z) y 1Rz A =(z1Ry).

A partir de que G es inyectiva, se sigue que z = z1, asi pred(A, z,R) # pred(A,y R). Se
sigue que R es extensional en A. De manera analoga si ocurre el segundo caso. |

Se cumple el reciproco del Lema 2.4.14, esto es:

Lema 2.4.15. (ZF~ — P). Usando la notacion de la Definicion 2.4.10, si R es extensional
en A, entonces G es un isomorfismo entre (A, R) y (M, €), es decir, G es biyectiva y
para cada Vx,y € A se cumple (xRy < G(z) € G(y).

Demostracion. Primero mostramos que G es biyectiva. Por la definicién de M se tiene que
G es sobreyectiva. Supongamos que G no es inyectiva. Sea x un elemento R-minimal de

{freA:JyeAlr #y) AG(z) = G(y)},

sea y tal que y # z y G(z) = G(y). Como R es extensional en A, se tiene que pred(A,z,
R) # pred(A,y, R). Asi, uno de los dos casos siguientes se cumple:

Caso 1. 3z € A(zZRx A =(2Ry)).

Si ocurre este caso, entonces se cumple que G(z) € G(x) = G(y), luego G(z) = G(w) para
algin w tal que wRy. Entonces w # z, esto contradice que x sea R-minimal.

Caso 2. 3w € A(wRy A =(wRx)). Si ocurre este caso, andlogo al Caso 1, existe z tal que
2Rz y G(z) = G(w). Lo cual contradice que x sea R-minimal. Asi, no ocurre el Caso 1 ni
el Caso 2, lo cual es una contradiccion, de donde G es inyectiva.

Directamente de la definicién se tiene que para cada x,y en A, se cumple (zRy — G(x) €
G(y)). Reciprocamente, si G(z) € G(y), existe z tal que zRy y G(z) = G(x), como G es
inyectiva, z = x, se sigue que xRy. |

Como consecuencia de los resultados anteriores se obtiene la siguiente proposicién.

Teorema 2.4.16. (ZF~ —P). (Teorema del colapso de Mostowski). Si R es bien fundada,
set-like y extensional en A; entonces existe una clase transitiva M y una funcion G de A

en M, tal que G es un isomorfismo entre (A,R) y (M, €). Mas ain, M y G son unicos.

Demostracion. Sean R 'y A como en el enunciado del teorema. Usando que R es bien
fundada y set-like definimos como en la Definicién 2.4.10 a M y G. Si R es extensional,
por el Lema 2.4.15, se tiene que G es un isomorfismo entre (A,R) y (M, €). Supongamos
que existen G1, M como en el enunciado del teorema, por induccién en x, se cumple que,
G1(z) = G(z) para todo = en A, lo cual implica que M = M;. As{ G y M son tnicos. B
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Como consecuencia del Teorema 2.4.16, si se cumple que R es un orden total en A, enton-
ces R bien ordena a A. Luego, € bien ordena a M. Asi M es un ordinal. Se sigue que si A
es conjunto, entonces M € ON y si A es una clase, M = ON.

Corolario 2.4.17. (ZF~ —P). Si € es bien fundada y extensional en € A, entonces existe
M transitiva y una funcion G de A en M tal que:

Ve,y€ Az €y < G(z) € G(y).

Demostracion. Debido a que los elementos de A son conjuntos, se tiene que la relacién €
es set-like en A. Asi se cumplen todas las hipdtesis del Teorema 2.4.16, luego se cumple el
corolario. |
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Capitulo 3

Pruebas de consistencia Relativa

En esta seccién se estudian las condiciones bajo las cuales, en una clase M, los axiomas
de la teoria de conjuntos se cumplen.

3.1. Relativizacién

Definicion 3.1.1. Sea M una clase, para una formula ¢ de la teoria de conjuntos, se define
la relativizacion de ¢ a M, denotada por M, por recursion sobre el nimero de conectivos
de ¢ como sigue.

(a)(x = 3/) es T =y.

(b)(zey)Meszecy.

(c)(¢ A ¢) es cbﬂf‘j AypM.

(d)(=)™ es —(pM).

(e) Fxp)M es Jx(x € M A ¢M).

Cuando se considere la relativizacién de ¢(x1, ..., x,) estard implicito que las variables
estan en M.

Las férmulas ¢ V 1, Vzo, ¢ <> ¢ son abreviaciones de férmulas del tipo (a)-(e) de la
Definicion 3.1.1. Asi, la relativizacion de una de estas féormulas estd determinada por la
férmula que abrevia. Por ejemplo, ¢\V1) abrevia ~(=¢A—)), ast (V)M es (=(=pA—))M
lo cual por definicién es ~(=(¢)™M A =(¥)M) que es p™ V $™. De manera similar se obtiene
que (Vz¢)M es légicamente equivalente a Va(z € M — ¢M).

Definicion 3.1.2. 57 M es una clase.

(a) Para una sentencia ¢, se dird que ¢ es verdadera en M si se cumple ¢p™M.

(b) Para un conjunto de sentencias S, se dird que S es verdadero en M, o que M es un
modelo para S, si cada sentencia en S es verdadera en M.
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Lema 3.1.3. Sean S y T conjuntos de sentencias en el lenguaje de la teoria de conjuntos
y supongamos que, para una clase M, a partir de T se prueba que M # 0 y que M es un
modelo para S. Entonces Con(T') — Con(S).

Demostracion. Sean S;T y M como en el enunciado del lema. Supongamos que T es
consistente. Si S fuera inconsistente, existiria una férmula 1, tal que a partir de S se
probaria que ¥ A =) es un teorema. Luego, como M es un modelo de S, en M se cumple
M A )M pero ésto es una contradiccién, ya que M es un modelo. Por lo tanto, S es
consistente. |

Dada una clase M, en lo que sigue se asumird que el Axioma 0 se cumple en M, esto
es, que dxr € M(x = z) dicho de otro modo que M # 0.
El axioma de extension relativizado a M, es

Ve,ye MNVzeM(z€x < z€y) >z =y).

Notar que es precisamente la definicion de que € sea extensional en M, de acuerdo a la
Definicién 2.4.12. Asi, usando el Lema 2.4.13, se cumple:

Lema 3.1.4. Si M es transitivo, el axioma de extension es verdadero en M.

Lema 3.1.5. Si para cada férmula ¢(z, z,w1,. .., wy,) cuyas variables libres pertenecen al
conjunto {x,z, w1, ..., w,}, se cumple

Yz, wi,...,w, € M({x € z: oM(z, 2, w1, ..., w,)} € M),
entonces el Axioma de Comprension es verdadero en M.

Demostracion. Sea ¢ una férmula como en el enunciado del lema, se debe demostrar que
Vz,wi,...,wp, €EMIyeMVa(zr €y aeczhoMa,z,w,...,w,)).

Dados z, w1, ..., w, sea y = {z € z : M (z, 2, w1, ..., w,)}. Entonces, y € M por hipétesis y,
para todo z € M,

rey e x €z, 2wy, ... w,).

|
La aplicacién del Lema 3.1.5 puede causar dificultades puesto que se debe considerar a
todas las posibles férmulas relativizadas a M. Sin embargo, en muchos de los modelos que

se consideran en este capitulo, el Axioma de Comprensién se cumple aplicando el siguiente
resultado.

Corolario 3.1.6. Si para cada z en M se cumple que P (z) C M entonces, el Azioma de
Comprension se cumple en M.
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Demostracion. Sea ¢ una férmula cuyas variables libres pertenecen al conjunto {z, z, w1, ..., w, },
se debe probar que la instancia del Axioma de Comprensién para ¢ se cumple, esto es,

Vz,wi, ., EMIyeMVe e M(z €y <> x € 2A M),

Por el Axioma de Comprensiéon en V, 3y V z(x € y <> = € z A ¢). Asi, tal y es un
subconjunto de z. Luego, ya que por hipétesis z € M, se tiene, por hipdtesis que y € M.
|

Teorema 3.1.7. ZF~. Si M = {0}, entonces los axiomas 0-2 y Vy(y = 0), se cumplen en
M.

Demostracion. El hecho de que M es no vacia implica la validez del Axioma 0, por ser M
transitiva se cumple el Axioma 1 y por el Corolario 3.1.6 se cumple el Axioma 2. Luego,
Vy(y = 0) es una abreviacién de VyVz(x ¢ y) la cual es verdadera en M.

|

Asi, por el Lema 3.1.3 se cumple:
Corolario 3.1.8. Con(ZF~) — Con(Extension + Comprension + Yy(y = 0)).

Se deduce que, los axiomas 0 — 2 son insuficientes para demostrar la existencia de conjuntos
no vacios.

Notar que la relativizacién se definié para férmulas bésicas en el lenguaje de la teoria de
conjuntos. Entonces, si se desea relativizar una formula ésta se debe expresar en el lenguaje
original. Por ejemplo, para z,z € M la férmula z C x es una abreviacién de

Yo(v €z — v € x),

M o5 una abreviacién de

asi (z C z)
Yoe M(v € z—wveE ),

lo que es equivalente a z "M C =x.
Si se desea verificar cudndo una proposicién que incluya C, por ejemplo, el Axioma del
Conjunto Potencia,

VedyVz(z C x — z € y),

se cumpla en M, no es necesario escribir C en su forma bésica.
El Axioma del Conjunto Potencia relativizado a M es equivalente a

VeeM3dyeMVzeM:zNMCz—z€ey).

En el caso particular de que M sea transitiva, se cumple z N M = z para z € M, asi para
z,y € M, se cumple
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zcyyMezcy.
Por lo tanto, si M transitiva, el Axioma del Conjunto Potencia se cumple si y sélo si,
VeeMdye MVze M(zCx — z€y),
lo cual es equivalente a la siguiente proposicién.

Lema 3.1.9. Si M es transitiva, el Azioma del Conjunto Potencia se cumple en M si y
solo si,

Vee M 3ye M(ZP(x)NMCy).

Para considerar la relativizacion de operaciones y constantes, en una clase M, se debe
tener cuidado en que éstas estén bien definidas en M. Si S es un conjunto de axiomas y

SV, ..., xpyd(ze, ..., Tn, y),

entonces se puede definir F(z1,...,z,) como el tnico conjunto y tal que ¢(x1, ..., Tpn,y).

Por ejemplo, supongamos que S contiene a los Axiomas de Comprension, del Par y de
Extensién, y sea ¢(z,y,v) definida por v = Vv = y. Si x,y son conjuntos, por el Axioma
del Par, existe un conjunto z tal que x € z Ay € z. Luego, por el Axioma de Comprensién

JuVv(v € u <> v € 2 A p(x,y,v)).

Entonces u = {v € z: v =2 Vv =y} = {x,y}. Por el Axioma de Extension el conjunto u
es unico.
Asi se ha demostrado S F Vz,y 3z(¢(x,y, z)) donde ¢(z,y, 2) es

rE€zNyezAYvEz(v=aVVv=U1).

Entonces, se puede definir F': VXV — V como F(z,y) = z y, por lo establecido ante-
riormente, F' es una funcion.

Si F' es una funcién tal que estd definida como el dnico y tal que ¢(x1, ..., z,,y) para al-
guna formula ¢ entonces, antes de considerar relativizaciones de expresiones que contengan
a F' se debe verificar que,

Vi, ., xpnyd(ze, ..., Tn, y), (3.1)

es verdadero en M. Para ello M tendra que satisfacer los axiomas de la teoria de conjuntos
que se usan para demostrar (3.1).

Si se cumple (3.1) en M, se considerard, F™ como la tinica y € M tal que M (x1, ..., 2, 7).
Por ejemplo, si M cumple los Axiomas de Comprensién, Extension y Par entonces, es po-
sible considerar la relativizaciéon de expresiones que contengan F'(x,y) donde F(z,y) =

{z,y}.
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Lema 3.1.10. SiVz,y € M3ze€ Mz € zAy € z) yVr € M3z € M(Jx C z), entonces
los Axiomas del Par y de Union son verdaderos en M.

Demostracion. Sea M como en el enunciado del lema. Es inmediato que se cumple el
Axioma del Par en M. Para el axioma de la unién, se debe demostrar que

VF JAVYVz(x e Y ANY € F —z € A), (3.2)
es verdadero en M. Sean % y z € M tal que |J.# C z. Entonces, para A = z se cumple la
condicién (3.2). [
Lema 3.1.11. Supdngase que para cada férmula ¢(x,y, A, wr, ..., wy) y cada A, wy,. .. wy

en M se cumple que, st
Vo € A3y € M tal que oM(z,y, A, wr,. .. wy),
entonces
Y € M({y : 3z € ApM(z,y, A, wr,...,w,)} CY).
Entonces, el Esquema de Reemplazo es verdadero en M.
Lema 3.1.12. El Axioma de Fundacion se cumple para M C WF.

Demostracién. Sea M como en el enunciado del lema. El Axioma de Fundacién relativizado
a M es:

Vee M(3yeM(yezx) >FyeMyecaxAN-Fze Mz exAzey))).

Sea x € M si 9z € M, tal que z € x, usando que la relacién € es bien fundada en WF, sea
y un elemento €-minimal de z NM. Asiy e x N My =Jw € z N M(w € y).
|

Lema 3.1.13. (ZF~). WF y R(w) son modelos de ZF — Inf

Demostracion. Sea N igual a R(w) o WF. Puesto que estamos trabajando en ZF~, existe
0 y por definicién de N, 0 € N, con lo cual el Axioma de Existencia es verdadero en N.
Luego, N es transitiva asi que cumple el Axioma de Extensién. Por el Lema 3.1.12 N
cumple el Axioma de Fundacién.

Luego, si z € N entonces, #(z) € N (Teorema 2.1.8), asi &?(z) C N, ya que N es transi-
tiva. Entonces, por el Corolario 3.1.6, N cumple el Axioma de Comprensién.

Notemos que, N es cerrada bajo las operaciones par y unién, asi que por el Lema 3.1.10
N cumple los Axiomas del Par y Unién.

Para verificar que N satisface el Esquema de Reemplazo, se demostrard que N satisfa-
ce las hipdtesis del Lema 3.1.11. Sea ¢(z,y, A,wi,...,w,) y supéngase que para cada
A,wi, ..., w, € N se cumple,
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Vo € Adly € N tal que ¢N(z,y, A, w1, ... w,).
Entonces, sea

Y ={yeN:3zec ApN(2,y, A, wi,...wy)}.
Asi Y € N y se cumple que si N = WF,Y € N por el Lema 2.1.9; en otro caso, si
N = R(w), entonces |Y| < |A|, pero A € N por hipétesis, asi |Y| < |A| < w, por lo que
Y es finito. Entonces, se obtiene que Y C R(n) para algin n, luego Y € R(n + 1). Por lo
tanto, se cumple el Axioma de Reemplazo en N.
N satisface las hipdtesis del Lema 3.1.9 por lo tanto el Axioma del Conjunto Potencia se

cumple en N. Asi N es modelo de ZF — Inf.
[

El axioma de Infinitud
Jz(0 € z AVy € 2(S(y) € ),

contiene las nociones 0 y .S. Intuitivamente se podria pensar que el axioma de Infinitud
se cumple en WF, tomando z = w y no se cumple en R(w), y en efecto asi es, pues las
nociones 0 y S “significan” lo mismo en V que en WF y R(w). En este caso se dice que 0,
y S son absolutas para WF y R(w).

En general, no se cumple que la nocién 0 tenga el mismo significado en las clases, por
ejemplo, si M = {{0}}, entonces OM = {0}.

En la siguiente seccién se estudia la absolutez en general.

3.2. Absolutez

Definicién 3.2.1. Sea ¢ una formula cuyas variables libres pertenecen al conjunto {x1,...,x}.
(1)Si M C N, ¢ es absoluta para M, N si y sdlo si,

Vot .., € M(M(21,. .. 20) < oN(21,. .., 20)).
(2) ¢ es absoluta para M si y sdlo si, ¢ es absoluta para M, V esto es,
Vot .o € M(M(21,. . 20) < @21, .. 20)).
De la definicién de absolutez se sigue que, si ¢ es absoluta para M y absoluta para N

v M C N entonces, ¢ es absoluta para M, N.

A continuacion, se desarrollan métodos para mostrar algunas férmulas que son absolu-
tas para modelos que se estudiaran. Una de las técnicas es, partiendo de la absolutez de
férmulas bésicas, deducir inductivamente la absolutez de férlmulas mas complejas.

Lema 3.2.2. Si M C N y ¢, ¥ son absolutas para M, N entonces, =¢ y ¢ Ay son también
absolutas.
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Demostracion. Se sigue de la relativizacién de —¢ y ¢ A 9. |

Ya que las férmulas atémicas, * = y y = € y, son absolutas para toda clase M vy,
una férmula sin cuantificadores es construida a partir de férmulas atémicas usando = y A
entonces, se cumple el siguiente resultado.

Lema 3.2.3. 57 ¢ es una formula sin cuantificadores entonces, ¢ es absoluta para toda
clase M.

Sin embargo, férmulas simples como = C y (Vz(z € x — z € y)) usan cuantificadores,
y puede ser que no sean absolutas, por ejemplo si M = {0,a}, donde a = {{0}}, entonces
(a € 0)M pero a ¢ 0. Afortunadamente, en clases transitivas que son las que se estudiaran,
se demostrara que la nocién C es absoluta.

Lema 3.2.4. §i M C N son clases transitivas y ¢ es absoluta para M, N entonces, también
loes3z(z €y o).

Demostracion. Sea ¢(x,y, 21, ...,2,), donde z,y, 21, ..., z, son sus variables libres. Enton-
ces para ¥, z1, ..., zn € M se cumple,

Bx(zcynoly, 21, .., 20)) M & Fx(z € y AdM(y, 21,. .., 20))
S ey ANy, 21,00, 20)) < Pz €y Adly, 21, .., 20))]N.

El primer <> es por la transitividad de M, ya que escribimos Jz(x € y A ...) en lugar de
dr € M(xz € y A ...). El segundo <+ se cumple por la absolutez de ¢. El tercer <+ es por la
transitividad de N.

|

Definicion 3.2.5. De manera inductiva se define el conjunto de formulas que son Ag como
sigue:

(1) x €y yx=1y son .
(2) Si ¢, son Ao, también lo son =¢ y ¢ A.
(3) Si ¢ es N, lo es Fx(x € y A @)
Asi, por el Corolario 3.2.3, y los Lemas 3.2.2 y 3.2.4, se cumple:
Corolario 3.2.6. Si M es transitiva y ¢ es Ay, entonces ¢ es absoluta para M.

El uso de este resultado es limitado ya que, dificilmente una férmula de la teoria de
conjuntos es de la forma Ay, por ejemplo x C y es Vz(z € x — z € y), la cual abrevia

—~Jz-(z €x — 2z €y),
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ésta no es A, sin embargo es légicamente equivalente a
—-Jz € z(—z € y),
la cual es Ag.
FEl siguiente resultado establece que la propiedad de absolutez se preserva bajo equiva-

lencias logicas. Por lo tanto, una forma de garantizar que una férmula dada es absoluta
serd identificandola con una férmula Ay légicamente equivalente.

Lema 3.2.7. Supdngase que M C N son modelos de un conjunto de sentencias S tal que,

SEVry, ..., (d(x1, .. xn) < Y(T1,. .., Tp)).
Entonces ¢ es absoluta para M, N si y solo si, 1 es absoluta.

Demostracion. Usando que M y N son modelos de S y que
StV ..., en(d(x1,. .., xn) & Y(T1,. .., 20)),
se cumple

Vo, ..., o € MM (21, ..., 20) < vM(z1, ..., 20))

Yoy, ... 2, € N(@N (21, .., 20) & 9N (21, ..., 20)). (3.3)
Asi, si ¢ es absoluta, entonces
Va1, ..., € MM (21, ..., 20) < oM(21, .. 20)) & ON (@1, .., 2p) & YN (21,0 ).

El primer y tercer <, se sigue de (3.3), y el segundo <> se sigue de la absolutez de ¢, asi ¢
absoluta. De manera analoga si 1 es absoluta se cumple que ¢ lo es.
|

Aplicando el Lema 3.2.7, para M transitiva, N = V, y S el conjunto vacio de sentencias,
se cumple que x C y es absoluta para M y si ¢ es Ag entonces Vz € y @ es absoluta para
M, ya que es logicamente equivalente a —dx € y—¢ que es absoluta en M por ser Ag.

Si ¢(x1,...,%n,y) una férmula tal que se cumple Vry,...,z, 3y é(z1,...,2,), se
puede definir una funcién F, tal que F(x1,...,z,) sea la tnica y tal que ¢(z1,...,2n,y).

Definicién 3.2.8. Si M C N y F(x1,...,x,) es una funcion, se dird que F es absoluta
para M, N siy solo si, FM(xy,... 2,) = FN(x1,...,2,).

Formalmente, F' se define de tal forma que F(x1,...,z,) es la Gnica y tal que
¢(x1,...,2n,y) para una férmula ¢ dada. Antes de considerar la absolutez para M, N de
expresiones que contengan a F', se debe probar que
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Yoy, enxn 3y (a1, .y 2n,y),

es verdadera en M y N. Asumiendo ésto, F' es absoluta para M, N si y s6losi ¢ loessiy
s6lo si, para todo 1, ...,2, € M, FM(2q,...,2,) = FN(z1,...,2,).

Teorema 3.2.9. Las siguientes relaciones y funciones son absolutas para modelos transi-
tivos de ZF~-P-Inf.

(a) z €y, ) (.9, (k) S(z), esto es U {a},
(b) z=vy, (g9) 0, (1) x es transitivo,

(c)z Cy, (h) zUy, (m) Uz,

(d) {z,y}, (1) x Ny, (n) Nz(N0=0).

(e) {z}, (1)« \y,

Observacién. Las funciones y relaciones, como F(z,y) = {z,y} v F(z) = Jz que se
enuncian en el teorema, se definen a partir de ZF ~-P-Inf y por lo tanto, para un modelo
M de ZF~-P-Inf estas nociones estan bien definidas, luego tiene sentido preguntarnos
acerca de su absolutez. Lo mismo pasa con la constante 0.

Demostracion. (del Teorema 3.2.9). Se demostrara que cada nocién esté definida mediante
una férmula que es légicamente equivalente a una férmula Ay, de donde se seguira que
la nocién es absoluta. La absolutez de (a),(b) y (c) ya se demostré anteriormente. Para
demostrar (d), de la definicién de {x,y}, se tiene que

z={r,y} o rezhyezAVwez(w=zVw=y)).

donde la férmula de la derecha es l6gicamente equivalente a una férmula Ag.
Para demostrar (e), (z,y) = {{z},{z,y}}, esto es

z=(z,y) < [Fw € z(w ={x}) ANJw € z(w = {z,y}) AVw € z(w ={z} Vw={z,y})],

y la férmula del lado derecho es equivalente a una férmula Ay que se obtiene por sustituir
las ocurrencias de w = {z} y w = {x, y} por férmulas que son equivalentes a férmulas A.
Para (g), (h), (i) y (k), se tiene

z2=0¢ [Vw € z(w # w)].
z=zUy+ VweziwezVwey) Az CzAy C zl.
z=zNy<Vwez(wey—swez)AzCaxAzCyl
z=8@x)rezhNzCzAVw e z(w=xVwex).

(j) es similar a (i).
Finalmente para (1)-(n),
x es transitivo <> [Vv € 2Vz € v(z € x)].
y=Uz+ Vvex(vCy)AVz ey e x(z €v)l.
y=NzeMexzyCv)AVWwearVzevVwex(zew) > z€y) A(le=0) =y =0
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Notar que en (n), ()0 deberia ser V, pero la redefinimos de tal manera que sea 0.

Asi, para cada funcién F del teorema anterior, por ejemplo F(z,y) = {z,y}, se
probé que FM(z,y) = FV(x,y) = F(z,y), en nuestro ejemplo, {z,y}M = {z,y}.
|

Se puede hacer una demostracién mas réapida del Teorema 3.2.9(f) una vez que se conoce
que la pareja no ordenada significa lo mismo en M que en V, lo mismo se debe cumplir
para cualquier composicién de estas operaciones, en particular para la pareja ordenada. Lo
anterior se establece en el lema siguiente.

Lema 3.2.10. Las nociones absolutas son cerradas bajo composicion. Esto es, si M C N y

la formula ¢(x1,...,zy,) y las funciones F(x1,...,2n), G1(Y1,---sYm)s s Gn(Y1, -+ s Ym)
son absolutas para M N entonces, también lo es la formula

H(G1(y1s - Ym)s - Gnly - Ym))

y la funcion

F(Gl(ylv"')ym)a'” 7Gn(y17"° 7ym))

Demostracion. Por simplicidad, la demostracién se hara para el caso m = n = 1, la de-
mostracién para el caso general es analogo. Si y € M, entonces

((G(y))M < M(GM(y)) + N (GN(y)) + (2(G(y)))N.

La segunda equivalencia de la linea anterior se sigue del hecho de que GM(y) = GN(y) y
¢ es absoluta para M, N. De manera andloga,

F(Gy)™M = FM(GM(y)) = FN(GN(y) = F(Gy)™.
u

Por lo tanto, una forma sencilla de mostrar la absolutez de (x,y) es escribiéndola como

<$’y> = F(Gl(xﬂ y)v GQ(xa y))a

donde G1(z,y) es {z} y Ga(x,y) = F(x,y) = {x,y} y empleando el hecho que G1,Gy y F
son absolutas, por el Teorema 3.2.9 incisos (d) y (e).
Asi, el Lema 3.2.10 proporciona otra técnica para obtener nociones absolutas.

Teorema 3.2.11. Las siguientes relaciones y funciones son absolutas para un modelo
transitivo de ZF~-P-Inf:

(a) z es una pareja ordenada, (c) R es una relacion,

(b) Ax B, (d)dom(R),
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(e)rango(R), (9)R(z),
(f) R es una funcion, (h) R es una funcion inyectiva.

Demostracion. Las relaciones y funciones del enunciado del teorema se definen a partir de
ZF~-P-Inf, asi que si M es un modelo de ZF~-P-Inf, las férmulas (a)-(h) estédn definidas
en M, con lo cual tiene sentido preguntarse sobre la absolutez de éstas.

Para (a),

z es una pareja ordenada <> ¢(G1(z), Ga(z), G3(2)),
donde G1(z) = Ga(z) = J z que es absoluta por el Teorema 3.2.9, G3(z) = z vy ¢(a, b, c) es
dr € ady € b(c = (x,y)),

la cual es absoluta, ya que se obtiene cuantificando sobre la férmula absoluta ¢ = (z,y). Asi,
?(G1(2),G2(2),G3(z)) es absoluta, por el Lema 3.2.10. Luego “z es una pareja ordenada”
es absoluta, ya que es légicamente equivalente a una féormula que es absoluta.

En lo que sigue se reemplazara este formalismo por las palabras “por sustitucion”.

Para (b)-(f):
C=AXxB<« [Vxe AVy € B({z,y) € C)A\Vze€ C Jx € Ay € B(z = (z,y))].

R es una relacién <+ [Vz € R(z es una pareja ordenada)].

A =dom(R) < [Vx € A3y e JUR({z,y) e R)AVz e JUR Yy e UUR({z,y) € R —
xz € A).

R es una funcién <+ [R es una relacion AVe € JUUR Yy e UUR VY e UUR({z,y) €
RA(z,y) e R—y=1)]

Estas nociones son absolutas ya que se forman a partir de formulas absolutas, por sustitu-
cion, por cuantificadores acotados, y conectivos proposicionales. Los demas incisos que se
omiten son similares a las anteriores. |

Con los resultados sobre absolutez, se puede verificar el Axioma de Infinitud en un
modelo dado.

Lema 3.2.12. Sea M un modelo transitivo de ZF~-P-Inf. Siw € M, entonces el Arioma
de Infinitud se cumple en M.

Demostracion. Por la absolutez de 0 y S (Teorema 3.2.9), el Axioma de Infinitud relativi-
zado a M es equivalente a

dr e M(0 € z AVy € 2(S(y) € x)),
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lo cual es verdadero, considerando a x = w.

El argumento de la demostracién anterior muestra que el Axioma de Infinitud es falso
en R(w), ya que un x € WF que contenga al 0, y sea cerrado bajo la operacién S tiene
rank infinito.

Por lo tanto, se cumple lo siguiente.

Teorema 3.2.13. (ZF~) R(w) es un modelo de ZFC — Inf + (=Inf).

Demostracion. Por los Lemas 3.2.12 y 3.1.13 s6lo se necesita probar que el axioma de
eleccién es verdadero en R(w). Es decir, se debe probar que

VA € R(w)3R € R(w)[(R bien ordena A)F«)],

Sea A € R(w). Se cumple que A es finito, asi que puede ser bien ordenado. Sea R C A x A
un buen orden en A, entonces R € R(w). S6lo resta probar que (R bien ordena A)F«),
ésto es una consecuencia del siguiente lema. |

Lema 3.2.14. (ZF~). Sea M un modelo transitivo de ZF~-P-Inf. Sean A R € M, tal
que R bien ordena A. Entonces (R bien ordena A)M.

Demostracion. Se cumple que

(R es un orden total en A) <
[(R es una relacién en A) A (R satisface tricotomia) A (R es antirreflexiva)l,

aplicando el Teorema 3.2.11 al consecuente de la equivalencia anterior, se obtiene que, “R
es un orden total en A” es absoluta para M. Luego, sea ¢(X, A, R)

XCANX#0—3Jye XVze X((z,y) ¢ R).

¢ también es absoluta para M por el Teorema 3.2.11.
Por definicién,

(R bien ordena A)M <« ((R es un orden total en A)YM A VX € M oM (X, A, R)).

Por hipdtesis, R bien ordena A, de donde se sigue que R es un orden total en A. Entonces,
por la absolutez de “R es un orden total en A” se tiene que (R es un orden total en A)M.
Nuevamente, por hipétesis se cumple VX € M ¢(X, A, R). Entonces, por la absolutez de
#, se cumple VX € M ¢M(X, A, R).

|

Notar que el teorema anterior no afirma la absolutez de la nocién “ buen orden”, sino que
afirma que

VA, R € M(R bien ordena A — (R bien ordena A)M),
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Se demostrard en el Teorema 3.2.23 que el buen orden es absoluto si se supone el Axioma
de Fundacion.

El Teorema 3.2.13 implica el siguiente resultado.
Corolario 3.2.15. Con(ZF~) — Con(ZFC — Inf + —Inf).

Por el Corolario 3.2.15 se concluye que el Axioma de Infinitud es un Axioma indepen-
diente de ZFC-Inf.

Teorema 3.2.16. (ZF~) Todos los axiomas de ZF son verdaderos en WF.
Demostracion. Se obtiene de los Lemas 3.1.13 y 3.2.12. |

Lema 3.2.17. Sea A € WF entonces, A puede ser bien ordenado si y sélo si
(A puede ser bien ordenado) .

Demostracion. Supongamos que A puede ser bien ordenado y sea R C A x A un buen
orden para A. Entonces, usando que A € WF, A x A € WF por el Lema 2.1.8 y
R € WF por el Lema 2.1.9. Asi, por el Lema 3.2.14, (R bien ordena A)W¥ por lo cual
(A puede ser bien ordenado)WF.

Luego, supongamos que (A puede ser bien ordenado en)"V ", sea R tal que

(R bien ordena A)WF. Entonces, asi como en la demostracién del Lema 3.2.14, se prueba
que R es un orden total en A y que todo subconjunto B no vacio de A, tal que B € WF
tiene un R-primer elemento. Pero todo subconjunto de A estd en WF por el Lema 2.1.9.
Por lo tanto R bien ordena A.

WF

Por lo tanto, se cumple el siguiente resultado.
Corolario 3.2.18. (ZF~) AC — (AC)"F.

Ya antes se probd, en ZF~, que WF es un modelo para ZF'. Este resultado junto con
el Corolario 3.2.18 prueba que, en ZFC~, WF es un modelo para ZFC.

Corolario 3.2.19. Con(ZF~) — Con(ZF) y Con(ZFC~) — Con(ZFC).

Notar que el Corolario 3.2.19, justifica el hecho de considerar al Axioma de Fundacién
como un axioma basico.

A partir de esta seccion se asumird el Axioma de Fundacion, esto es, supondremos que
V = WF, y el sistema béasico de axiomas serd ZF o ZFC. Considerando al Axioma de
Fundacién como un axioma baésico, la relacién € es bien fundada, usando estos hechos se
pueden establecer nuevos resultados sobre absolutez.

Teorema 3.2.20. Las siguientes relaciones y funciones se definen a partir de ZF-P,
mediante formulas equivalentes a férmulas Aqg. Por lo tanto, son absolutas para modelos
transitivos de ZF — P.
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(a) x es un ordinal. (d) x es un ordinal finito.
(b) x es un ordinal limite. (e) 0.
(c) x es un ordinal sucesor. (f) 1.

Las férmulas y relaciones del enunciado del teorema se definen en ZF — P, con lo cual
estan bien definidas en un modelo de ZF — P, luego, tiene sentido hablar sobre su absolutez.
Para demostrar que una nocién del enunciado del teorema es absoluta, se demostrara que
estd definida mediante una férmula ¢ que es equivalente a una férmula Ag. Se concluira de
esta forma que ¢ es absoluta.

Demostracion. En ZF — P, x es un ordinal si y sélo si x es transitivo y totalmente ordenada
por €, (ver Teorema 2.3.2). Luego, “x es transitivo ” es equivalente a una férmula Ag
(Teorema 3.2.9), y x es totalmente ordenada por € es:

VyeaVzex(yezVy=2Vzey ANVy € xz(-(y €y))),

la cual es una férmula Ag. Asi, se cumple que “x es un ordinal” es equivalente a una
férmula que es Ag.
Para demostrar (b),

x es un ordinal limite <+ x es un ordinal AVy € 3z € z(y € z) Az # 0,

donde, la férmula de la derecha es una férmula Ag.

Para (c),  es un ordinal sucesor si y s6lo si « es un ordinal, x # 0 y « no es un ordinal
sucesor.

Para (d) z es un ordinal finito, se expresa como:

(x =0 Vz es un ordinal sucesor) A (Vy € z(y =0 V y es un ordinal sucesor))),

la cual es una formula Ag.
La validez de (e) se probé en el Teorema 3.2.9.
Para (f), usaremos que = = S(y) es Ag (por Teorema 3.2.9), z =1 Jycz(y=0Az =

S(y))- =

Lema 3.2.21. Si M es un modelo transitivo de ZF-P, entonces todo subconjunto finito
de M estd en M.

Demostracion. Por induccién en n se mostrard que:
Ve C M (Jz] =n — x € M).

Para n = 0, si |z| = 0, entonces © = 0 y a partir del Teorema 3.2.20(f) se obtiene que
x € M. Luego, sup6ngase que el enunciado del lema se cumple para z C M con |z| = n.

Sea x C M con n + 1 elementos. Sea y € x, entonces y € M, asi {y} € M (usando el
Teorema 3.2.9(e)). Ademas, por hipétesis de induccién, x \ {y} € M. Asi, por el Teorema
3.2.9(h), se tiene que x = z \ {y} U {y} € M. [ ]
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Teorema 3.2.22. Si M es un modelo de ZF — P, la nocion, x es finito, es absoluta para
M.

Demostracion. En ZF — P, x es finito si y s6lo si 3f ¢(x, f), donde ¢(x, f) es:
f es una funcién inyectiva y dom(f) = x y rango(f) € w.

Asi, se desea probar que, para x € M

Ff o(a, )M < Ifp(x, ).

Pero la férmula ¢ es absoluta, por los Teoremas 3.2.11 y 3.2.20. Asi que la férmula de
arriba es equivalente a :

f e M(¢(x, f)) < 3 f ¢(=, f).

La implicacién — es inmediata, por lo que probaremos tinicamente <—. Supdngase que
existe f tal que ¢(z, f), entonces

f={{y,n): yexAne rango(f)}.

Notar que f es un conjunto finito en V. Luego, usando que x € M, por la transitividad de
M, se tiene que para (y,n) en f, y estd en M. Usando que M es un modelo de ZF-P, para
n natural, nM € M. Pero, x = n es absoluta para M. Asi, se tiene que n € M. Luego, por
la absolutez de la pareja ordenada se tiene que f C M, entonces, por el Lema 3.2.21, se
tiene que f € M. |

Teorema 3.2.23. Si M es un modelo transitivo de ZF-P, las siguientes nociones son
absolutas para M.

(a) R bien ordena A.
(b) tipo(A, R).

Demostracion. Las nociones (a) y (b) estdn definidas en ZF — P.
Para demostrar (a), sean A y R en M. Se desea probar que

(R bien ordena A)M ¢ (R bien ordenaA).

Por el Lema 3.2.14, se tiene la condicién de suficiencia de la equivalencia anterior.
Luego, es un resultado en ZF — P que todo conjunto bien ordenado es isomorfo a un
ordinal, este resultado se puede consultar en [2]. Asi que, si (R bien ordena A)M, como M
es un modelo de ZF — P, existen f,a en M tal que:

(o es un ordinal y f es un isomorfismo de (A, R) a a)™.
Esta férmula es absoluta (Teoremas 3.2.11 y 3.2.20), esto es, si a es un ordinal y f es un
isomorfismo en M, entonces « es un ordinal y f es un isomorfismo en V. Asi que, R bien
ordena A y su tipo es a. Este argumento también establece la absolutez de tipo(A, R).

|
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A continuacién, se estudian las condiciones para que una nocién definida por Recursion
transfinita sea absoluta. Ya que el Teorema de Recursién Transifinita 2.4.7, fue estableci-
do en términos de clases, se dira el significado de la relativizacién y absolutez de clases.
Formalmente una clase A es una férmula, A(x), A = {x : A(x)}. Asi, si M es una clase,
se define AM como {z € M : (A(z))M}. Diremos que A es absoluta para M, si y sélo si
AM — A N'M. Por ejemplo, la férmula V(x) : x = z es absoluta para toda clase M, ya
que VM = M.

Si M es un modelo transitivo de ZF — P se cumple que la nocién “ser ordinal” es absoluta
entonces, ONM = ON N M.

Las clases que incluyen mas de una variable se tratan similarmente. Por ejemplo, si R C
V x V, entonces RM = {(z,y) € M x M : (R(z,y))M}, y R es absoluta para M si y s6lo
si RM = RN (M x M). Se desea relativizar clases que son funciones. Sea G : V — V (es
decir, G(z,y) es una férmula y para cada z, existe una unica y tal que G(z,y)). Podemos
pensar a G como {(z,y) : G(z,y)}.

No se considerard la funcién GM a menos que la férmula, Vz3 ly G(z,y), sea verdadera
en M, en ese caso GM : M — M y G es absoluta para M si y s6lo si GM = G | M.

Teorema 3.2.24. Sean R una relacion bien fundada y set-like en A y F: Ax V— V.
Sea G : A — V tal que

Vr € A[G(x) = F(z, G| pred(A,z, R))|.

Sea M un modelo transitivo de ZF — P tal que
(1)F es absoluta para M.
(2)R y A son absolutas para M, (R es set- like en A)M y

Vo € M(pred(A,z, R) C M).
Entonces G es absoluta para M.

Demostracion. Por la absolutez de A, R se cumple que (R es bien fundada en A)M, pues
sik c AM = ANM, k admite un a-R primer elemento, a € k, luego a € M, asf a es un
RM primer elemento.

Por lo tanto, se tiene que (R es bien fundada y set-like en A)M y FM : AM 5 M — M.
Luego, puesto que M es un modelo de ZF — P, el Teorema 2.4.7 se cumple en M, asi existe
una tnica funcién H: AM — M tal que

vr € AMH(z) = FM(z, H | pred™(AM, 2, RM))].

Por induccién transfinita sobre z se probard que, para cada z en AM: H(z) = G(z).
Sea x € AM | supongamos que Vy(yRxz — H(z) = G(z)). Entonces

H(z) = FM(z,H | pred™(AM, z, RM)).
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Usando que pred(A, z, R) C M, la absolutez de R y la absolutez de A se sigue que
predM(AM 2z RM)) = pred(A, z,R).
Por lo tanto, se cumple:

H(z) = FM(z,H | pred(A,z,R)) = G(z).

La dltima igualdad de la ecuacion anterior se obtiene usando la hipotesis de induccién y la
absolutez de F. Se obtiene asi la absolutez de G. |

Teorema 3.2.25. Las siguientes nociones son absolutas para modelos transitivos de Z F —
P.

(a) a+1. (d) a-p.
(b) a—1. (e) .
(c) a+p. (f) rank(z).

Demostracion. Para (a), basta notar que av+ 1 es S(a) luego, por el Teorema 3.2.20(c) se
cumple el Teorema para (a). Para (b),

= a—1 ¢+ (aes un ordinal sucesor\ a = z+1) V (a no es un ordinal sucesor A = = «).

Dado a € ON definiremos por recursién transfinita sobre 8 a a+ 3, a- 8y of, de acuerdo
a la notacién del Teorema de Recursién Transfinita (Teorema 2.4.7) sea R igual a € y
A = ON.

Para (c):
@ si B =0,
Fi(3,h) = S(h(n)) si h:pred(ON,B3,€) = ONy g =n+1,
SN ULh(n) :n e B} sih:pred(ON, B, €) — ONy f es un ordinal limite,
0 en otro caso.
Para (d):
0 si =0,
Fa(B, h) = h(n) + a si h:pred(ON,(,€) - ONy S =n+1,
25T ULh(n) i € B} sih: pred(ON, B, €) — ONy S es un ordinal limite,
1 en otro caso.
Para (e):
1 si 8 =0,
Fy(B, h) = h(n) -« si h:pred(ON,B,€) = ONygB=n+1,

U{h(n) :m € B} sih:pred(ON,p,€) — ONy 3 es un ordinal limite,
0

en otro caso.
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Por lo tanto, en cada uno de los casos se satisfacen las condiciones para aplicar el Teorema
de la Recursién Transfinita (2.4.7). Definimos a+ 8 = G{(8), a-8 = G2(8) y & = G3(p),
donde G1, G2 y G3 son las funciones garantizadas por el Teorema de la Recursién para
las funciones F1, Fo y F3 respectivamente.

Luego, demostraremos que se cumplen las condiciones para aplicar el Teorema 3.2.24 a Fq,
F2 y F3.

Si M es un modelo transitivo de ZF — P, usando que ser ordinal es absoluto para M, se
sigue que ON es absoluto para M. También, es inmediato que € es absoluto para M y que
se cumple que (€ es set-like)M. Por la transitividad de M se cumple que para cada x en
A, (pred(ON,z,€) C M). Por lo tanto se cumple la condicién (2) del Teorema 3.2.24.
Luego, por los Teoremas 3.2.9, 3.2.11, 3.2.20 e incisos anteriores de este teorema, se sigue
que las funciones F1, Fy y F3 son absolutas. Asi, por el Teorema 3.2.24 se cumple que (c),
(d) v (e) son absolutas.

Para (f), rank(x) estda definida por recursién en x, ver Definicién, 2.4.8. Asi andlogo a los
incisos anteriores se demuestra que es absoluta. |

Lema 3.2.26. Si M es un modelo transitivo para ZF, entonces
(a) P(x)M = P(z)N M six € M.
(b) R(c)M = R(a) N M si o € M.

Demostracion. (a) se sigue de la absolutez de C.
(b) se sigue de la absolutez de rank y de R(a) = {x : rank(x) < a}. [ |

3.3. Modelos de ZFC-P

En esta seccién se estudia una forma de producir modelos, en ZFC, de ZFC — P.
Definicién 3.3.1. Para k un cardinal infinito, H(k) = {z : |tr cl(z)| < k}.

Para cada cardinal infinito, H (k) es un conjunto y no una clase propia, esto es conse-
cuencia del siguiente lema. Recordar que estamos asumiendo que WF = V| asi, es factible
considerar para todo z, rank(x).

Lema 3.3.2. Para cada cardinal infinito, H(k) C R(k).

Demostracion. Sea x € H(k) y probemos que rank(z) < k. Notar que lo anterior, garan-
tiza, por el Lema 2.1.5, que x € R(k). Sean t = tr cl(z) y S = {rank(y) : y € t}, entonces
S C ON. Notar que por el Lema 2.1.6(a), para todo g € S, f < rank(t), con lo cual
rank(t) ¢ S. Por lo tanto, {o € ON : a ¢ S} # 0.

Sea « el primer ordinal que no estd en S, entonces a C S. Si a # 5, sea f = min(S \ «)
y fijemos y € t con rank(y) = (. Luego, ya que t es transitiva, si z € y entonces z € t,
con lo cual rank(z) < rank(y) = B. Luego, se cumple que rank(z) > a o rank(z) = o o
rank(z) < «, la primera opcién no se cumple ya que (3 es el primer elemento de S més

50



grande que « y rank(z) € S es menor que . Mdas atin, la segunda opcién no se cumple ya
que « € S. Asi se cumple que rank(z) < «. Entonces,

rank(y) = sup{rank(z) +1:z € y} < a,

lo cual es una contradiccién, con rank(y) = 8 > «. Por lo tanto, a = S.
Se cumple asi que |a| < |t|, y ya que z € H(k), entonces |t| < k, de lo cual se concluye que
|a] < k. Pero k es un cardinal, asi que a < k. Entonces, dado que  C t C R(«), se cumple
que rank(zr) < a < k.

[

Lema 3.3.3. (AC). Si k es regular, entonces H(k) = R(k) si y sdlo si Kk = w 0 K es
fuertemente inaccesible.

Demostracion. Sea k un cardinal regular.
(+). Supongamos que k = w 0 K es fuertemente inaccesible. Entonces, se cumple:

Va < k(|R(ar)| < k). (3.4)

En efecto, si Kk = w por el Lema 2.1.10 se verifica lo anterior. Si x, un ordinal limite,
entonces es fuertemente inaccesible. Por induccién sobre o < k demostraremos (3.4).

Sea o < Ky supongamos que |R(f3)| < k para cada 8 < a. Sia =0+ 1, R(a) = Z(R(9)),
asi | 2(R(6))| = 27O, Pero, por hipétesis de induccién |R(8)| < &, entonces usando que
K es fuertemente inaccesible se cumple que |R(a)| = 2170 < .

Por otro lado, si a es un ordinal limite, entonces

[R(e)| = [ULR(9) : 6 < e},

Por hipétesis de induccién, se cumple que para cada 6 < «, |R(d)| < k. También, se
esta suponiendo que a < Kk y que k es regular. Entonces, por el Lema 1.3.21 aplicado a &,
se obtiene que |R(a)| < k.

Probaremos ahora que R(k) C H(k). Sean © € R(k) = {x € V : rank(z) < k} y
a = rank(z), entonces a < k. Se cumple tr cl(x) C R(a) (por induccién sobre n se
demuestra que A™(z) C R(«a)), asi |tr cl(z)| < |R(a)| y |R(e)] < K por (3.4). Entonces
x € H(k), conlo cual R(k) C H(k). Luego, por el Lema 3.3.2 se concluye que R(k) = H(k).

—). Probemos la proposicién contrarreciproca del enunciado del teorema, esto es:
prop p
—(k = w V K es fuertemente inaccesible) — =(H (k) = R(k)).

Supongamos el antecedente de la proposicién anterior. Entonces, k > w, k es regular (por
hipétesis) y no es fuertemente inaccesible. Entonces, la condicién que no se cumple para
que k sea fuertemente inaccesible es:

VA< k2N < k.
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Asi, fijemos un A < & tal que 2* > k. Usando el hecho de que k = R(x) N ON, se cumple
que A € R(k). Luego, por el Lema 2.1.7, rank(\) = A, entonces Z(\) € R(A + 2). Ya que
k es regular, x es un ordinal limite, asi A + 2 < &, luego Z(\) € R(k).

Por otro lado, Z(\) C tr cl(P()\)) y |Z2(\)| = 2 > k. De esta forma se obtiene que
[tr cl(P(N\))| > K, por lo tanto Z2(\) ¢ H (k). |

A continuacién se enuncian algunas propiedades de los conjuntos H (k). En el siguiente
lema se nota la importancia de definir tr cl.

Lema 3.3.4. (a) H(k) es transitivo.

(b) H(k) N ON = k.

(c) Si x € H(k), entonces | Jz € H(k).

(d) Six,y € H(k), entonces {x,y} € H(k).

(e) Sixze H(k) yy Cz, entonces y € H(k).

(f) (AC) Si k es regular, entonces Va(x € H(k)) <> x C H(k) A |z| < K.

Demostracion. (a) se cumple debido a que si y € x entonces tr cl(y) C tr cl(x).

Para (b), por induccién transfinita sobre « se verifica que para cada a en ON, tr cl(«a) = a.
Entonces, si a € g, |trcl(a)| = o] < a < k, asi a € H(k), por lo tanto x C H (k) N ON.
Por otro lado H(k) N ON C & se sigue de o C trel(ar) y de que  es un cardinal.

(c) es consecuencia de tr cl(|Jx) C tr cl(x).

Para (d). Basta considerar la equivalencia:

trel({z,y}) = {z,y} Utrcl(z) Utrel(y)

y el hecho de k es un cardinal infinito.

(e) se sigue, ya que si y C z, entonces trcl(y) C trel(z).

Para demostrar (f). En general, para todo cardinal infinito %, se cumple que para cada
x € H(k), x C H(k) y |x| < k. Supongamos ahora, que k es regular, que © C H(k) y
|z| < k. Por el Lema 2.2.5,

tr cl(x) =z UY{tr cl(y) : y € z}.

Asi, trel(z) es la unién de < k conjuntos de cardinalidad < k luego, por el Lema 1.3.21,
tr cl(x) tiene cardinalidad < k. [

Teorema 3.3.5. (AC). Si k es reqular y mayor que w, entonces H (k) es un modelo de
ZFC — P.

Demostracion. Sea x un cardinal regular no numerable. El Axioma de Existencia se cumple
trivialmente, pues 0 € H (k). El Axioma de Extensionalidad se cumple, ya que H(k) es
transitivo. El Axioma de Fundacion se cumple por el Lema 3.1.12, ya que estamos supo-
niendo V.= WF. Por el Lema 3.3.4(e), se cumple la condicién del Corolario 3.1.6. Por lo
tanto, se satisface el Axioma de Comprensién. Por el Lema 3.3.4(d) se vale el Axioma del
Par y por el Lema 3.3.4(c) se cumple el Axioma de la Unién.
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Para el Axioma de Reemplazo, se demostrard que se satisfacen las condiciones del Lema
3.1.11. Sea ¢ una férmula cuyas variables libres estdn en el conjunto {z,y, A, w1, -, wy},
supéngase que VA, wr, -, w, € H(k) y que se cumple:

Vo€ A3y € H(k) tal que ¢ (z,y, A, wy,. .. wy).
Pongamos
Y ={ye H(k): "W (z,y, A wy,...wp)}.

Entonces, |Y| < |A|. Debido a que A € H(k), se sigue que |A| < k. Asi, Y C H(k) y
|Y| < k. Entonces, usando el Lema 3.3.4(f), se tiene que Y € M. Asi, por el Lema 3.1.10
se cumple el Axioma de Reemplazo.

Por lo tanto, H (k) es un modelo de ZF — P — Inf. Més atn, w € H(k) por Lema 3.3.4(b)
entonces, por el Lema 3.2.12, se cumple el Axioma de Infinitud.

Por tltimo, para demostrar que AC' se cumple en H(k), es suficiente mostrar que

VA € H(k)3 R € H(k)(R bien ordena A),

ya que “bien ordena” es absoluto para H (k) (Teorema 3.2.23).
Sean A € H(k) y R; un buen orden para A. Conviene notar que es valido suponer la
existencia de tal Rp, puesto que se estd suponiendo el Axioma de Elecciéon en V. Sea
R =Ry N (A x A), entonces R es un buen orden para Ay R C A x A.
Asi, si (x,y) € R, x,y € A, entonces por el Lema 3.3.4(d), se cumple que {z,y} € H(k).
Luego, ya que {z} C {x,y} entonces, por el Lema 3.3.4(e) se tiene {z} € H(k). Asi,
nuevamente por el Lema 3.3.4(d) {{z},{z,y}} = (x,y) € H(k). Entonces, R C H(k).
Ya que A € H(k), se tiene |A| < |tr cl(A)| < k, entonces |A x A| < k (como una
consecuencia de que « es un cardinal infinito). Entonces, |R| < k. Asi, por el Lema 3.3.4(f),
R € H(k).

|

Teorema 3.3.6. Si k es reqular y mayor que w, las siguientes proposiciones son equiva-
lentes.

(a)H (k) satisface ZFC.

(b)H(r) = R(k).

(¢)k es fuertemente inaccesible.

Demostracion. Sea k como en el enunciado del lema. El Lema 3.3.3 afirma la equivalencia
entre (b) y (c).

El Teorema 3.3.5 enuncia que H (k) es un modelo de ZFC — P asi, para (b) — (a), s6lo se
verificard el Axioma del Conjunto Potencia.

Siz C x € H(k), por el Lema 3.3.4(e), z € H(k). Asi, puesto que en H (k) se vale el
Axioma de Comprensién, en H (k) se cumple el Axioma del conjunto Potencia si y sélo si,

Ve € H(k)(P(x) € H(k)).
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También, se cumple que si £ es un ordinal limite, entonces R(k) = U, ., R(n), asi, si
x € R(k), entonces z € R(n), para algin n € k, luego, Z(x) € R(n+2) C R(k). Asi Z(z) €
R(k).

Entonces, si H(k) = R(k), en H(r) se cumple el Axioma del conjunto Potencia, asi se tiene
que (b) implica (a).

Por ultimo, probemos que (a) implica (c). Si k no es fuertemente inaccesible, sea \ € k tal
que 2* >k, entonces A € H(x), pero 2(\) ¢ H(k). [ |

Por el Teorema anterior se cumple que
Con(ZFC) — Con(ZFC — P+ —P).

Lo anterior nos permite concluir que el Axioma del Conjunto Potencia no se demuestra en
ZFC — P, pues si fuera un teorema de ZFC — P, se cumpliria en H (k), como consecuencia
de que H(k) es un modelo de ZF'C — P. Dicho de otra manera, este axioma es indepen-
diente de ZFC — P, por lo que es correcto incluirlo como Axioma.

Notemos ademds que w; no es fuertemente inaccesible, pues w € wy y 2 > w; (ésto es por
la definicién de wy).

Corolario 3.3.7. Con(ZFC) — Con(ZFC — P + Vx(x es numerable)).

Demostracion. Puesto que w; es regular entonces en ZF'C, se demuestra que H(w;) es un
modelo para ZFC — P (Teorema 3.3.5). Si x € H(wy), entonces |z| < |trel(z)| < w, en-
tonces por la definicién de wq, |z| < w. Es decir, x es numerable, asi, en V existe f : 2 — w
inyectiva.
Se cumple que w € H(wy), ya que H(w;) satisface Infinitud y = w es absoluta. En-
tonces, © X w € H(wi). Ademds f C z X w entonces, por el Lema 3.3.4(e), f € H(w).
Asi (z es numerable)”“1). Por lo que se tiene que H(w;) es un modelo, en ZFC, de
ZFC — P+ Vz(x es numerable).

|

Del resultado anterior se deduce que la existencia de conjuntos no numerables no se
puede demostrar en ZFC — P.

2

Lema 3.3.8. Si x es fuertemente inaccesible, entonces “a es fuertemente inaccesible 7 es
absoluta en H (k).

En particular, si x es el primer cardinal fuertemente inaccesible, entonces H (k) es un
modelo de ZFC mas la no existencia de cardinales fuertemente inaccesibles.

Corolario 3.3.9. Con(ZFC) — Con(ZFC + —3a(a es fuertemente inaccesible)).

Demostracion. Sea Fi(k) la abreviaciéon de “k es fuertemente inaccesible”. (Formalmente,
en ZFC no se demuestra 3k Fi(k), por este corolario, asi no se puede hablar del menor
cardinal fuertemente inaccesible, en lugar de eso se define M como sigue). Sea
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M = {z : V&(Fi(k) - z € H(k))}.

Si{k:Fi(k)} =0, entonces M = V.
Por otro lado si {x : Fi(k)} # 0 entonces sea ko el minimo de tal conjunto. Entonces si
k es fuertemente inaccesible se tiene que ko < k, entonces H (ko) C H(k), se sigue que
H(ko) = M. Asi por el Lema 3.3.8 en H (ko) se cumple =Ja Fi(a). Luego, en ambos casos
M satisface ZFC + —3aFi(a).

|

Se concluye que en ZFC', no es posible demostrar la existencia de cardinales fuertemente
inaccesibles.

3.3.1. Modelos de fragmentos finitos de ZFC.

Por el Teorema de Inconsistencia de Godel (Teorema 1.1.6) no es posible demostrar la
consistencia de ZFC' a partir de la misma teoria. Esto es, por el Teorema de Completitud
(Teorema 1.1.4) , no se puede demostrar la existencia, en ZFC, de un modelo para ZFC.
Por esta razoén, a partir de los resultados de la tltima seccion, se afirma que no se puede
demostrar la existencia de cardinales fuertemente inaccesibles. Una razon esencial para que
suceda esto es que, por construccion, la Teoria de conjuntos admite una cantidad infinita,
a saber numerable, de Axiomas. Sin embargo, por lo que se desarrollard en este seccion, es
posible garantizar la consistencia de fragmentos finitos de ZFC, tan grandes como se desee.
También, es importante mencionar que cuando se hace una prueba de una proposicién se
consideran sélo una cantidad finita de Axiomas, asi que para ciertos casos esta consistencia
parcial serd suficiente.

Definicion 3.3.10. Una lista de formulas, ¢1,¢a, ..., dn es cerrada bajo subformulas si y
solo si toda subformula de una formula de la lista, también estd en la lista.

Ya que toda férmula tiene una cantidad finita de subférmulas, una lista finita de férmu-
las puede ser expandida a una lista cerrada bajo subférmulas.

Lema 3.3.11. Sean M y N clases con M C N y ¢1,...,¢, una lista cerrada bajo

subformulas, entonces son equivalentes:
(a) ¢1,...,¢n son absolutas para M, N.
(b) Si ¢; es de la forma 3xdj(x,y1,...,Yt) (X, Y1, ..,y son variables libres de ¢;), entonces

Yyi,...,yr € M3z € N¢§V(x,y1,...,yt) —dJz e Mgf)}v(:n,yl,...,yt)].

Demostracion. Sean M, N y ¢1,...¢, como en el enunciado del lema. Supongamos (a).
Sea ¢; como en (b). Sean yq,...,y € M tales que Jx € Nqb?(w,yl, ..., 4). Entonces, se

tiene ¢N(y1, . .., yt). Luego, por la absolutez de ¢; se tiene ¢M(y1, ..., y:), esto es, existe =
en M tal que gb}w (z,y1,...,y). Finalmente, a partir de la absolutez de ¢; se concluye que
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existe x en M tal que qb?(x,yl, ces Yt)-

(b) — (a). Por induccidn sobre la longitud de ¢; se probard que ¢; es absoluta para M, N.
Si ¢; es atémica lo anterior se cumple, pues ¢; es absoluta para M, V y N, V. Supongamos
ahora que se ha probado la absolutez para M, N de todas las férmulas de la lista de longitud
menor que ¢;. Si ¢; es de la forma ¢; A ¢, la absolutez de ¢;, @5, implican la absolutez de
¢;. De forma anéloga el resultado se cumple si ¢; es de la forma —¢;.

Por dltimo, si ¢; es de la forma 3z¢;(x,y1,...,y:). Sean yi,...,y: € M, entonces

M (y1, ... p) <> T € M(Z)?/I(x,yl,...,yt) < dx € Mqﬁ?(w,yl, coy) & dr e
Nﬁb?(%ylw--ayy) e ¢?1(y177yt)

La primera y ultima equivalencia de la férmula anterior, se obtienen por la definicion
de relativizacién, la segunda equivalencia aplicando la absolutez de ¢;. — de la tercera
equivalencia se sigue de que M C N, y «—, de (b).

|

Teorema 3.3.12. Sean ¢1, ..., ¢, formulas. Entonces:
ZF FYa3p > a(p1, ..., ¢n son absolutas para R(f)).

Demostracion. Recordar que se estd suponiendo el Axioma de Fundacién por lo que V =
Uacon B(a). Con N =V y M = R(f3) para un 8 adecuado, se demostrara que se cumple
(b) del Lema 3.3.11. Sin pérdida de generalidad supongamos que la lista ¢1,..., ¢, es
cerrada bajo subférmulas.

Para cada i € {1,...,n}, si ¢; es de la forma Jx¢;(z,y1,...,y:) definimos,

G;: VI - ON y F; : ON — ON como sigue:

0 si 3z € V(¢j(z,y1,...ut)),

Gi(y1,-..,y) = { min{y : Iz € R()(¢j(w,y1,-..3))} si Iw € V(j(w, 91, 31)).

Fi(&) = sup{Gi(y1,.--,yt) : y1,-..-yt € R(£)}, este supremo existe por el Axioma de
Reemplazo.
Si ¢; no es de la forma Jx¢;(x, yi,...,Yyn), definimos
F; : ON — ON, F;(€) = 0 V¢ € ON.
Sea ( un ordinal limite tal que para cada i € {1,...,n} se cumple:

VE < B(Fi(€) < B), (3.5)

entonces, se cumple el Lema 3.3.11(b) para M = R() y N = V. Lo anterior se cumple
por el hecho de que si ¢; es de la forma Jx¢;(z,y1,...,9) ¥y Y1,-.., 4 € R(B) tal que
Jxdj(x,y1,...y¢). Entonces, y1 € R(m), ...,y € R(n;). Sean = max{m,...,n}. Entonces,
Y1,---,Yt € R(n) y porque S es ordinal limite se cumple que 1 < . Luego, por definicién
Gi(y1,---,yn) < Fi(n). Notar que G;(y1,...,yn) # 0. Si @ = Gi(y1,-..,yt), por definicién
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de G;, Jr € R(a) tal que ¢;(z,y1,...,y:). Pero, a < Fj(n) < B, de donde R(o) C R(S).
Asi que tal = estd en R(f).

Asi, se ha demostrado (b) del Lema 3.3.11 por lo que se sigue que ¢y, ..., ¢, son abso-
lutas para R(f3).

Si se demuestra que, para cada « existe 8 > « ordinal limite tal que para cada 7 se
cumple (3.5), hemos terminado la demostracién. Asi demostraremos este hecho, para ello,
fijemos un ordinal . Sea Sy = «, luego, por recursiéon en n definimos 5,11 = max{s3, +

L Fi(Bp),...,EFn(Bp)}. Sea f =sup{f, : p € w}. Luego, puesto que o = fy < f1 < fa, ...,
[ es un ordinal limite y > «a. Fijemos ¢ € 1,...,n. Por definicién de la funcién F; se cumple
que

£ <& = Fi(&) <Fi(g),

ya que R(§) C R(&'). Luego, si & < f3, entonces £ < f3, para algin p € w, asi F;(§) <
Fi(Bp) < Bpy1 < B. Por lo tanto se cumple la condicién (3.5) para f3.
|

La prueba del Teorema 3.3.12 usa s6lo parcialmente la estructura de R(«), para a €
ON, por lo que, se puede generalizar como sigue.

Teorema 3.3.13. Sean Z una clase y para cada o« € ON, Z () un conjunto. Si se cumple:
(1) Sia < B, entonces Z(a) C Z(B).
(2) Si~ es un ordinal limite entonces, Z(v) =, .. Z ().
(3) Z=UnpconZ(a).

Entonces, para férmulas ¢1, ..., ¢, se cumple

a<y

Va3g > a(¢1,...,¢n son absolutas para Z(f3), Z).

La demostracion del Teorema 3.3.13 es similar a la del Teorema 3.3.12, inicamente en lugar
de Ves Zy Z(a) en lugar de R(«).

En lo que sigue, se escribird A}, ¢; en lugar de ¥y A s A ... A ty.

Como caso particular del Teorema 3.3.12, si ¢1, . .., ¢, es una lista de axiomas, entonces
ZF & ¢, asi ZF E Va3 > a( [, ¥i).

Se puede probar que, dada una lista de férmulas ¢1, . . . , ¢, existe un conjunto numerable
A tal que ¢1, ..., ¢, son absolutas. Los conjuntos R(f) no son numerables, asi que A no
puede ser un R(f) para § > w.

Teorema 3.3.14. Sean Z una clase y ¢1,..., ¢, formulas. Entonces,
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VX C Z3AIX CACZAN(¢1,...,¢Pn son absolutas para A, Z) N |A| < mdz(w, | X])].

Demostracion. Sean Z una clase y ¢1,..., ¢, una lista cerrada bajo subférmulas. Defina-
mos Z(a) = ZN R(a). De que Z C WF = V se sigue que Z y la familia de conjuntos
{Z(a) : @ € ON} satisfacen las condiciones del Lema 3.3.13. Sea X C Z, X € V, luego
X € R(n) para algin n € ON. Luego, X C R(n), asi que X C R(n) NZ = Z(n). Fijemos
un « tal que X C Z(«). Usando el Teorema 3.3.13 fijemos 5 > « tal que ¢1, ..., ¢, son
absolutas para Z(f3),Z. Usando AC, sea < un buen orden de Z(f).

Si ¢; tiene [; variables libres definimos H; : Z(B)"% — Z(8) como sigue. Si ¢; es Jzp;(x, y1, . . .

y

dr € Z(B)%-Z(B)(x, YLy Yl;)

sea H;(y1,...y;,) el < primero de tales z. Si

-3z € Z(B)¢7 P (@, y1, . ),

o si ¢; no es un cuantificador existencial, sea H;(y1,...y;,) el < primer elemento de Z(3).
Por el Lema 3.3.11 si A es cerrado bajo H;, esto es, si H; : Z(B)% — Z(B), H;(A%) C A,
entonces cada ¢; es absoluta para A, Z(f). Luego, como cada ¢; es absoluta para Z(3),Z,
se seguirfa que ¢; es absoluta para A, Z. Sea A la clausura de X bajo Hy,...,H,, por el
Lema 1.3.24, A < méx{|X|,w}.

|

Lema 3.3.15. Si G es un isomorfismo entre (A, €) y (M, €), entonces para cada formula
d(x1,...,2,), se cumple

Yoy, ..., € Alp(z, ..., 20)4 & ¢(G(x1),. .., G(z,))M].
Demostracion. Se demuestra por induccién sobre la longitud de ¢. |

Corolario 3.3.16. Sean Z una clase transitiva y ¢1, ..., ¢, sentencias. Entonces,

VX C Z[X es transitiva — IM[X C M AN (M < ¢Z) A M es transitiva A |M| <
mda(w, [ X|)]].

Demostracion. Sean Z 'y ¢1,...,¢, como en el enunciado del corolario. Supongamos que
¢n es el Axioma de Extensionalidad, si no lo es lo agregamos. Sea X C Z. Sea A como en
el Teorema 3.3.14 para X, entonces d)f qbiz. Ya que Z es transitiva, Extensionalidad se
cumple en Z luego en A. Asi, por el Corolario 2.4.17, existe un conjunto transitivo, M, y
un isomorfismo, G : (4, €) — (M, €). Para z € X, se cumple

G(z) ={G(y) : y € z},
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yva que X es transitivo. Luego, por induccion en z con la relacion €, se demuestra que,
G(x) = z para cada x € X, asi X C M. Lo demas se sigue por el Lema 3.3.15 y porque G
es un isomorfismo.

Como un caso particular del Corolario 3.3.16 consideremos Z =V y X = w. Entonces,
se cumple el siguiente corolario.

Corolario 3.3.17. Sean ¢1, ..., ¢, un conjunto de axiomas de ZFC, entonces

AM[|M| =w A M es transitiva A \;'_; ¢i].
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