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Introduccion

El material que se presenta en esta tesis esta basado sobre
resultados conocidos de los “continuos indescomponibles”,
esta tematica pertenece a la rama de la topologia llamada teoria
de los continuos. La intencion es exponer la teoria con detalle,
esperando que el lector tenga un mejor entendimiento de los
conceptos que se tratan.

La presentacion de esta tesis la hacemos en dos capitulos. En
el primer capitulo mencionamos algunas definiciones basicas de
Topologia General que son de nuestro interés tales como conjun-
to cerrado, la cerradura de un conjunto, conjunto denso, conjun-
to denso en ninguna parte, espacio perfecto, espacio Hausdorff,
espacio regular, la componente de un punto en un conjunto, es-
pacio totalmente disconexo, espacio compacto, espacio conexo,
espacio localmente conexo, la definicién de continuo, y continuo
de condensacion. También damos y citamos resultados que in-
volucran los conceptos mencionados anteriormente. Por ultimo
presentamos algunos ejemplos de continuos.

En el segundo capitulo en primer lugar presentamos la defini-
cion de continuo descomponible y ejemplos de éstos. Posterior-
mente algunas definiciones como las siguientes: cadena simple,
la composante de un punto en un espacio, la casicomponente
de un punto en un espacio. Dentro de este capitulo hacemos
la demostracion detallada de varios resultados sobre los conti-
nuos indescomponibles que al mismo tiempo estan relacionados
con las definiciones de los conceptos antes mencionados. Asi co-
mo también la construccion de dos ejemplos de continuos indes-
componibles, uno de los cuales es conocido como el Arcoiris de
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Knaster.

También, cabe mencionar que los resultados que aparecen en
esta tesis son extraidos de los textos que tenemos como referen-
cias, en particular, el texto que lleva por titulo Historia y de-
sarrollo de la teoria de los continuos indescomponibles
del autor Francis Leon Jones. Los resultados que aparecen sin
una prueba citamos una referencia en la cual se puede encontrar
una.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Compacidad y conexidad

Comenzamos estudiando la estructura de los espacios topo-
légicos y en particular los espacios métricos que son de gran
importancia durante el desarrollo de nuestro trabajo.

En este capitulo se enuncian algunos conceptos y resultados
que son necesarios para el desarrollo de esta tesis. En todo este
trabajo si X es un espacio topoldgico y A un subconjunto de
X, los simbolos fr(A) e int(A) denotan la frontera de A y el
interior de A en X, respectivamente. Si A C Y C X, entonces
fry(A) e inty(A) denotan la frontera de A y el interior de A en
el subespacio Y de X, respectivamente.

Sean X un espacio topoldgico y A C X. El conjunto de pun-
tos de acumulacion de A es

A" = {x € X: para todo abierto U en X que contiene a x, se

cumple que U N (A — {z}) # 0},

la cerradura de A en X es A = AU A'. Es conocido que A es
cerrado en X si y sélo si A = A, vea [1, (1.E.5), pag. 26]. Un
subconjunto A de X es perfecto si A escerradoen X y A= A’

1



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Como es usual, los simbolos (), N, Q, R y R, representan el
conjunto vacio, el conjunto de los niimeros naturales, el conjunto
de los niimeros racionales, el conjunto de los ntimeros reales y
el conjunto de los nimeros reales positivos, respectivamente. Un
espacio topoldgico es no degenerado si tiene mas de un punto.

Un subconjunto A de un espacio topolégico X es denso en
X si A=X, o lo que es equivalente, que A es denso en X si
para todo abierto, no vacio, U en X, se cumple que U N A # (.
Ademsds, A es denso en ninguna parte en X si A C X — A.

El siguiente resultado muestra una relacién entre un conjunto
denso en ninguna parte y su complemento.

Lema 1.1. Sean X un espacio topolégico y A C X. St A es

denso en ninguna parte en X, entonces X — A = X. Si ademds
A es cerrado en X, entonces X — A = X.

Demostracion. Como A es denso en ninguna parte en X se tiene
que A C X — A. Luego, se tiene que A C X — A. Ademds,
X—-ACX-A dedonde, X = AU (X —A) Cc X — A. Por
tanto, X = X — A.

Si A es cerrado en X, se tiene que A = A y por tanto,
X -A=X. O

Para cada n € N, sea d,, : R” x R" — R definida para cada
(x,y) € R" x R" como

dn(z,y) = [l = yl].

Se puede verificar que d,, es una métrica en R", vea [1, pag.
20]. Por lo tanto, (R",d,) es un espacio métrico, d, se conoce
como la métrica usual en R".
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Hay muchas métricas que se pueden definir sobre R", no obs-
tante, a menos que se exprese lo contrario, cuando se considere
a R" como espacio métrico, se entenderd que la métrica definida
sobre R" es la métrica usual.

Para ver que un espacio métrico llega a ser un espacio topologi-
co se necesita de la siguiente nocion.

Definicién 1.2. Sean (X, d) un espacio métrico, o € X ye >
0. La bola abierta con centro en xy y radio €, denotado por
Bx(zg,¢€), se define como

Bx(zg,¢) = {x € X: d(xp,x) < e}.

Es posible construir una topologia para un espacio métrico
como a continuacion se muestra:

Sean (X,d) un espacio métricoy 7 = {A C X: para todo
xr € A, existe € > 0 tal que Bx(z,¢) C A}.

Notemos que 7 es una topologia en X, es decir, (X, 7) es
un espacio topoldgico. A 7 se le conoce como la topologia in-
ducida por d. Reciprocamente, podemos determinar cuando un
espacio topoldgico es un espacio métrico, mediante la siguiente
definicion:

Definicién 1.3. Un espacio topolégico (X, T) es metrizable si
existe una métrica, d, para X tal que T es la topologia inducida
por d.

Otro concepto importante es el de compacidad, para definir
este concepto necesitamos la siguiente nocion.

Definicion 1.4. Sean X wun espacio topologico y A C X. Si
A C U U, donde cada U, es un conjunto abierto en X, la

acl
familia {U,}aer €s una cubierta abierta de A. Si J C I es tal
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que A C U Uy, la subfamilia {U,}aes es una subcubierta de

acJ
A. Si J es un conjunto finito, la subfamilia es una subcubierta

finita de A.

Definicién 1.5. Sean X wun espacio topologico y A C X, se
dice que A es compacto si toda cubierta abierta de A tiene una
subcubierta finita.

Un resultado que establece condiciones necesarias y suficientes
para que un subconjunto de R" sea compacto es el Teorema de
Heine-Borel. Hacemos uso de él en el transcurso de esta tesis y
lo mencionamos a continuacion.

Teorema 1.6. (Teorema de Heine-Borel).[1, 2.G.12, pdg. 66]
Sea A C R". Entonces A es compacto si y solo si A es cerrado
y acotado en R™.

En R los intervalos abiertos no son compactos; el intervalo
unitario [0, 1] es compacto, de hecho todos los intervalos cerra-
dos y acotados son compactos, vea el Teorema de Heine-Borel
(Teorema 1.6); también resulta que R no es compacto porque la
cubierta abierta {(—n,n): n € N} de R no contiene una subcu-
bierta finita.

Definicion 1.7. Sea X un espacio topologico. Una separacion
de X es un par, U yV, de conjuntos ajenos, no vacios y abiertos
en X tales que X = UUV . Se dice que X es conexo si no existe
una separacion de X.

Se puede ver que en R los unicos conjuntos conexos son
los conjuntos singulares y los intervalos, de lo contrario si X
es conexo y si suponemos que X no es un intervalo, existen
a,b,c € R con a,b € X yc & X tales que a < ¢ < b. Luego
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X=Xn{zeR:z<c})U(XnN{zx eR:c<z}). De donde
X resulta ser no conexo, lo cual es una contradiccién, (vea [2,
Teorema 1.2, pag. 107]). Sin embargo, los conjuntos que son
uniones de intervalos no necesariamente son conexos, por ejems-
plo, el subespacio Y = [—1,0) U (0, 1] de la recta real R no es
conexo porque los conjuntos [—1,0) y (0, 1] son no vacios, ajenos
y abiertos en Y (aunque no lo son en R), por lo que forman una
separaciéon de Y.

A continuacién mencionamos un par de resultados que nos
sirven para simplificar algunas de las demostraciones.

Lema 1.8. Un subconjunto Y de un espacio topologico X es

conexo si y solo si no existen dos subconjuntos no vacios A y B
de Y tales queY = AUB y (ANB)U(ANB) = 0.

Demostracion. Supongamos que Y es conexo y que existen dos
subconjuntos no vacios A y B de Y tales que Y = AUB y
(ANB)U(ANB) = 0. Como AN B = (), se tiene que B C
X —Aycomo AN B = 0 se tiene que A C X — B. Luego,
Y =AUBC (X —B)U(X — A). Asi,

Y=[(X-B)UX-A|nY =[(X-B)NYJU[(X-A)NY].

Por otra parte,

(X -B)nYIn[(X -A)nY] = [(X-B)n(X-AnY
= M‘(AUBHOY
C [X-Y]nY
= 0.

La ultima contencién se da ya que Y = AUB C AUB implica
que X — (AUB) C X - Y.
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Note que X — A es un abierto en X y X — B es un abierto en
X. Asi, (X —=B)NY y (X —A)NY son abiertos en Y. Ademés,
D#BC(X-ANYyh#AcC(X—-B)NY.Luego (X —-B)NY
y (X — A)NY forman una separacién de Y. Por tanto, Y no es
conexo, lo cual es una contradiccion.

Supongamos que no existen subconjuntos no vacios Ay B de
Y tales que Y = AUBy (ANB)U(ANB) =0y que Y no
es conexo. Entonces existen dos abiertos U y V en X tales que
Y=UnYYUWVNY)y(UNY)N(VNY)=0,donde (UNY)
y (V NY') son no vacios.

Sean M =UNY yN=VnNY.

Ahora,

MNN = (UNY)N
c (UNnY)Nn
= (UNnV)N

Veamos que (UNV)NY = (). Supongamos que existe x €
(UNV)NY, entonces v € U y x € VNY. Entonces cualquier
abierto en Y que contenga a x, intersecta a U. Como x € VNY
y V' NY es un abierto en Y, se tiene que U N (V NY) # ). Esto
es una contradiccién. Luego,

UnNnV)NnY = 0.

Por tanto, M NN = (). De manera analoga se llega a que
M NN = ). Asi, hemos probado que existen subconjuntos no
vacios My N deY talesque Y = MUN y (MNN)U(MNN) =
(). Lo cual es una contradiccion. ]

Lema 1.9. Sea Y un subconjunto conexo de un conjunto conexo
X. 8t M y N forman una separacion de X —Y, entonces Y UM
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y Y UN son conexos. Mds aiun, si Y es cerrado en X, entonces
YUM yY UN son cerrados en X.

Demostracion. Como M y N forman una separacion de X — Y,
procediendo como en la prueba de el Lema 1.8, se llega a que
(MNN)U(MNN) = . Supongamos que Y UM no es conexo. Asi,
por el Lema 1.8, existen dos subconjuntos no vacios A y B de
YUM tales que (ANB)U(ANB) = 0, y que YUM = AUB. Como
Y es conexo, podemos suponer Y N A = (), de donde A C M.
Ahora vamos a desconectar a X. Como X —Y = MUN y
YUM = AUB, se tiene que X = (YUM)UN = (AUB)UN =
AU (BUN). Ademés, Ay BU N son no vacios tales que

)

AN(BUN)=(ANB)U(ANN)C(ANB)U(MNN)

=0
AN(BUN)=(ANB)U(ANN)C (ANB)UMNN) =10

Luego, por el Lema 1.8, se tiene que X no es conexo, lo cual es
una contradicciéon. Por tanto, Y U M es conexo. Analogamente,
se obtiene que Y U N es conexo.

Supongamos que Y es cerrado en X. Entonces

YUM=YUM = YUM
= (YUM)NX
= (YUM)N(YU(X -Y))
= YUMN(X-Y))
= YU(MN(MUN))
= YU(MnNM)JU(MNN))
= YUM,

ya que M NN = (). Por tanto, Y U M es cerrado. De la misma
manera se muestra que Y U N es cerrado. ]
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Cuando tenemos un conjunto conexo, cualquier conjunto que
se encuentre entre ¢l y su cerradura resulta que también es
conexo, en particular la cerradura de un conexo es conexa. Para
esto, es necesario el siguiente resultado.

Lema 1.10. [/, Lema 23.2, pdg. 149] Sean A, B una separacion
del espacio topologico X. Si K es subespacio conexo de X, en-
tonces K C A o K C B.

Teorema 1.11. [4, Torema 23.4, pdg. 150] Sea A un subcon-

Junto conexo de un espacio topologico X. St B C X tal que
A C B C A, entonces B es conexo.

La componente de = € X, denotada por C(z), es la unién
de todos los subconjuntos conexos de X que contienen a x. Si
para cada x € X, la componente C(x) = {z}, entonces se dice
que X es totalmente disconexo.

Los conjuntos cerrados son compactos siempre que estén den-
tro de un espacio topoldgico compacto. Ademas, los compactos
para que sean cerrados basta que estén dentro de un espacio
topolégico de Hausdorff, tal como lo muestran los siguientes dos
resultados.

Teorema 1.12. [4, Teorema 26.2, pdg. 165] Sean X un espacio
topologico compacto y A C X. Si A es cerrado en X, entonces
A es compacto.

Teorema 1.13. [4, Teorema 26.3, pdg. 165] Sean X un espacio
topologico de Hausdorff y A C X. Si A es compacto, entonces A
es cerrado en X.
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1.2. Continuos

Dentro de la topologia, como en todas las ramas de la mate-
matica, existen diversas areas de estudio, una de ellas es la cono-
cida como Teoria de los Continuos, en ella se abordan conceptos
particulares como se muestran a continuacion.

Definicién 1.14. Un continuo es un espacio topologico no
vacio que es compacto y conexo. Un subcontinuo es un sub-
conjunto de un espacio topoldgico que a su vez es un continuo.

Dentro de el desarrollo de esta tesis, algunas veces se trabaja
con espacios compactos, conexos y que ademds son métricos.
Cuando sea el caso, se hace menciéon de manera explicita como
continuo métrico.

El intervalo unitario [0, 1] es un espacio métrico que es conexo
y compacto, por lo que éste es un continuo métrico.

La conexidad y la compacidad son propiedades topolégicas,
es decir, que si un espacio topolégico X tiene alguna de es-
tas propiedades entonces cualquier espacio topoldgico Y que sea
homeomorfo a X, también tiene esta propiedad. Asi, resulta que
el ser un continuo también es una propiedad topoldgica.

Mencionamos unas definiciones mas. Un conjunto A es llama-
do un conjunto frontera en X si A C X — A. Un subcontinuo
K de un continuo X es llamado un continuo de condensacién
si K C X — K. De donde, si K es un continuo de condensacion
de X, entonces es denso en ninguna parte en X, ya que es cerrado
en X (como lo muestra el Lema 1.15). Por tltimo, un continuo
X es localmente conexo si para cada punto z € X y cada
conjunto abierto U en X que contiene a z, existe, un conjunto
abierto en X y conexo V' que contiene a x y esta contenido en
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U, es decir, z € V C U.

Note los siguientes resultados que son inmediatos de la defini-
cion de continuo de condensaciéon. Pero antes de esto daremos
un ejemplo de un continuo de condensacién ya que este concepto
es muy utilizado en esta tesis.

Sea X = [0, 1]x [0, 1]. Se puede verificar que X es un continuo.
Cualquier segmento de recta Y contenido en X resulta ser un
continuo de condensacion; por ejemplo vea la Figura 1.1

v

Figura 1.1: Ejemplo de continuo de condensacion

Lema 1.15. Sean X un continuo de Hausdorffy K C X con-
tinuo de condensacion de X. Entonces K es denso en ninguna
parte en X.

Demostracion. Como K es un continuo de condensacion de X
se tiene que

KCcX-K.

Dado que K es continuo, K es compacto y por tanto cerrado,
es decir, K = K. Asi, K C X — K = X — K, de donde,

KCcX-K.
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Por tanto, K es denso en ninguna parte en X, como se de-
seaba.

La reciproca del Lema 1.15 se sigue de la definicién de conden-
sacién en ninguna parte porque A C A implica X —AC X — A
y esto implica AC X —AC X — A ]

Lema 1.16. Sean X un continuo y K C X subcontinuo de

X. Entonces K es continuo de condensacion de X st y solo si
X-K=X.

Demostracion. Para mostrar esto, observemos que si K es un
continuo de condensacién de X, entonces

X=KUX-K)CKUX-K=X-K.
Por tanto, X = X — K.

Ahora, supongamos que X = X — K. Como K es subconti-
nuode X,esclaroque K C X = X — K,dedonde, K C X — K.
Por tanto, K es continuo de condensacion de X. ]

Mas aun, cuando hablamos de continuos de condensacién,
éstos son tal que su interior es vacio. Y un conjunto denso en
ninguna parte es tal que el interior de su cerradura es vacio. Tal
y como lo muestran los siguientes dos resultados.

Lema 1.17. Sea K un continuo de condensacion del continuo
X. Entonces int(K) = .

Demostracion. Dado que K es continuo de condensaciéon, se
tiene que,

KCcX-K.

Asi, por Lema 1.16, X — K = X. Como X — int(K) =
X — K, se tiene que
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X —int(K) = X.
Por tanto, int(K) = (. O

Lema 1.18. Sean X espacio topologico y A C X. Si A es denso

en ninguna parte en X, entonces int(A) = ().

Demostracion. Sea A denso en ninguna parte en X, luego A C
X — A, de donde, A C¢ X — A. Pero esto pasa si y sélo si

X —-A=X. Como X —int(A) = X — A, entonces int(A) =
0. N

A continuacién presentamos algunos ejemplos de continuos
métricos.

(1) Un arco es cualquier espacio el cual es homeomorfo a el
intervalo cerrado [0,1]. Ya que [0,1] es un continuo, se tiene
que un arco es también un continuo.

Figura 1.2: Arco

(2) Sea R™ el espacio euclidiano de dimensién n, para cada
punto x = (z;); € R", sea

n 3
e (z )
=1
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(4)

Ahora, una n-celda es un espacio el cual es homeomorfo a
la bola cerrada de dimensién n, B" en R", donde

B"={z e R":|z| <1}, para cadan =1,2,3,...

Como B"™ es un continuo, se tiene que una n-celda también
es un continuo.

Una n-esfera es un espacio el cual es homeomorfo a la
esfera de dimensién n, S™ en R"*!, donde

S ={z e R ||z|| =1}, para cadan =1,2,3, ...

Una n-esfera es un continuo ya que la esfera de dimensién n
es un continuo. Una 1-esfera es llamada una curva cerrada
simple.

Figura 1.3: 1-esfera
La clausura, W, del conjunto W donde
W = {(x,sen(1/z)) e R*: 0 <z < 1}

es un continuo. Al continuo W se conoce como el continuo
sen(1/x).
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Figura 1.4: Continuo sen(1/z)

(5) La circunferencia de Varsovia Z. Este continuo se ob-
tiene de la siguiente manera. Sean W el continuo sen(1/z)
y A un arco con punto inicial (0,-1) y punto final (1,sen(1))
de tal manera que W N A = {(0,—1),(1,sen(1))}. Asfi,
Z = W U A. La Figura 1.5 muestra una representacion
de una circunferencia de Varsovia.

Figura 1.5: Circunferencia de Varsovia



Capitulo 2

Indescomponibilidad

Existe una infinidad de continuos, a saber algunos, un arco,
una n-celda, el continuo sen(1/z), vea [5, pag, 3-4]. Existen dos
tipos diferentes de continuos, los descomponibles y los indescom-
ponibles.

Definicién 2.1. Sea X un continuo. Se dice que X es des-
componzible si existen U, V subcontinuos propios de X tales
que X = U UV. Un continuo que no es descomponible se dice
ser itndescomponzible.

Un ejemplo de un continuo descomponible es el intervalo ce-
rrado [0,1]. Ahora, se puede observar que existen muchas ma-
neras diferentes en que podemos descomponer a este continuo.
Por ejemplo una posible manera es la siguiente. Sean

U:[O,%]y‘/:[i,l].

Es claro que U y V son subcontinuos propios de [0,1] y que
ademas [0, 1] = U U V. Por lo que podemos concluir que [0,1] es
un continuo descomponible.

15
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El concepto de descomponibilidad pareciera no causar pro-
blemas para comprenderlo; sin embargo, el de indescomponibi-
lidad es muy dificil de ver o imaginar que tales continuos real-
mente existen. Quiza una persona que no esté familiarizada con
la teoria de los continuos le pareceria que todos los continuos
son descomponibles, con excepcion de los continuos de un punto
(los espacios X de un punto son continuos indescomponibles ya
que no existen dos subcontinuos propios de X tales que su union
sea X). Entonces ;existen los continuos indescomponibles? En
la seccion 2.1 presentamos la construccién de un continuo indes-
componible.

Cuando se trabaja con continuos, por ejemplo, un arco, una
n-celda, una n-esfera, etc. La mayoria de estos resultan ser des-
componibles. [5, pag. 3-4]. Otros continuos descomponibles son
las graficas finitas.

La Figura 2.1 muestra un par de continuos que son descom-
ponibles.

2-celda Arco

Figura 2.1: Continuos descomponibles

Ahora veamos un concepto que nos ayuda a construir conti-
nuos indescomponibles.
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Definicién 2.2. Una familia {A1, Ao, ..., Ay} de subconjuntos
de un espacio topologico X es una cadena simple en X si se
tiene que A; N A; # 0 siy sdlo si|i—j| <1, donde i,j €
{1,2,...,n}. Una cadena simple C = {Ay, Ay, ..., A} se dice
que conecta los puntos a yb en X si y solo sia € Ay ybe A,.
A los elementos A; de la cadena simple se les llama eslabones.

Si C'={A1, Ay, ..., A,} es una cadena simple que conecta a
los puntos a y b en un espacio topolégico X y ademéas d € A,
donde i & {1,n}, decimos que C' conecta a a y b pasando por d.

A continuacién, presentamos la construccién (usando inter-
secciones anidadas) de un continuo indescomponible X en el
espacio R?. Pero antes necesitamos enunciar el siguiente resul-
tado.

Teorema 2.3. Sea A un conjunto (bien ordenado) de indices
con Ay como primer elemento de A. Supongamos que {X)}rea
es una familia de continuos no vacios y de Hausdorff tal que

Xy DXy D...0X), DX),, D..., entonces
ﬁ X\ es un continuo.
AEA
Demostracion. Si ﬂ X, = 0, entonces U (X, — X)) = X,
AEA AeA—)g

Como X, es compacto y cada X, — X) es un abierto en X,
n

existe una coleccién finita {1, A9, ..., A\, } C A tal que U(XAO —
j=1
n
X),) = X),- En consecuencia, ﬂ Xy, =0, de donde X, =0,
j=1
lo cual es una contradiccion. Esta contradiccion muestra que

mX,\#@.

AEA
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Ahora, como cada X es cerrado en X, ﬂ X, es un con-

A€A
junto cerrado en el compacto X, y, por tanto, compacto. Su-

pongamos que ﬂ X no es conexa. Luego, existen conjuntos no
A€A
vacios, disjuntos K y Ks, cerrados en ﬂ X tales que
AEA

ﬂ X, = K; UKo,
AEA

Como K; y K son cerrados en ﬂ X, también son cerrados

AEA
en X),, por lo que son compactos, y como X, es de Hausdorft,

existen O; y Oy abiertos en X, y disjuntos tales que K; C Oy
y Ko C O, vea |2, propiedad 1.5(b), pag. 225].
Como ﬂ X\ C O1 U Oy, se tiene que X, — (01 U Oy) C
AEA
Xy, — ﬂ X, de donde
A€A

(X2, — 01) N (X, — 09) C [ J(Xn, — X))
A€A

Note que (X, — O1) N (X), — O9) es compacto, de donde
existe {1, Ao, ..., A} C A tales que (X, —O1) N (X, —O2) C

U(XAU — X),). Por tanto, se sigue que
j=1

Xy, = ﬂX)\j C O1 U Os.

j=1
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Por otra parte, (§ # K; = ﬂX,\ N Ky C X, N Oy, con

A€A
t € {1,2}, y ademés, (X, N O1) N (X, NOy) = 0. De donde

resulta que X no es conexo, lo cual es una contradiccion. Esta

contradicciéon muestra que ﬂ X es conexa. Por tanto, ﬂ X

. AEA AEA
es un continuo. []

2.1. Un continuo indescomponible

Sean a, b, ¢ tres puntos distintos en R?. Existen cadenas sim-
ples C, en R?, n € N, donde los eslabones son 2 — celdas (discos)
de didmetro menor que 27". Notemos que para cada n € N, la
union de los eslabones de C,,, UC,,, es un continuo. Tales cadenas
satisfacen las siguientes dos propiedades:

(1) Para cada ¢ € N U {0}, la cadena Cs;1 conecta al punto
a con el punto ¢ pasando por el punto b, la cadena Cs; 9
conecta al punto b con el punto ¢ pasando por el punto a, y
la cadena Cs; 3 conecta al punto a con el punto b pasando
por el punto c.

(2) Para cada i € N, tenemos que UCs;11 O UCsi10 D UCsi43 D
UCs(i41)+1- Es decir, para cada n € N, UC,, D UCp41.

Sea X la interseccion anidada de las uniones de estas cadenas,
es decir,

(e

Por Teorema 2.3, X es un continuo. Observemos que

0 o0

((UC,) € () (UCsnsa)- (2.1.1)

n=1 n=0
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Ahora, si © ¢ X, entonces existe j € N tal que = ¢ UCs;j2
ox ¢ chjJrS. Como UC3]‘+2 D) UCg(j+1)+1 y UC3J‘+3 D) UCg(j+1)+1,
entonces

x ¢ UCs(j41)41 D ﬂ(UCSi—H)

i=0
(0.}
es decir, x ¢ ﬂ(UCng), esto prueba, por la contrarreciproca,
que =
o0
Six e ﬂ(UCgH_l), entonces v € X. (2.1.2)

i=0
Asi por (2.1.1) y (2.1.2) tenemos que

oo

X = ﬂ(UC3z‘+1)-

i=0
Veamos que no existe un subcontinuo propio Y de X tal

que {a,c} C Y. Para esto, supongamos que existe tal Y. Sea
peX—-Yy
d(p,Y)=1¢€¢>0, (2.1.3)

1
entonces existe N € N tal que si & > N, o < e Seal >Ny

supongamos que el eslabon C' de la cadena C3p1 que contiene a
p intersecta a Y. Sea t € C' NY, por construccion se tiene que

1
diam(C) < 5t <€ Entonces
d(p,Y) <d(p,t) < diam(C) < e,

y con esto tltimo d(p,Y’) < € lo cual contradice a la ecuacién
(2.1.3). Por lo tanto, para k > N los eslabones de la cadena
C3r+1 que contienen a p no intersectan a Y.
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Ahora, Y C ﬂ(Uan+1), en particular, para £ > N, Y C

n=0

UCsp41.
Supongamos que

UCsp41 = C1UCLU---UC, U---UC,

donde a € C y ¢ € Cy y supongamos que p € C,,,. Como £ > N,
el eslabén de la cadena Csp1 que contiene a p no intersecta a Y.
De donde

C,NY = 0.
Entonces
Y = (YN (CLUC U -UC- 1)) U(Y N (Co1 UGz - UC,)),

es decir, que Y se escribe como la union de dos conjuntos cerra-
dos, ajenos y no vacios, ya que por lo menos a € Y N (C;UCy U
o UCH-1) yb e YN (Crry1 UChas - - - UCs) pero esta unién no
puede ser ya que Y es un subcontinuo propio de X.

Por lo tanto no puede existir tal subcontinuo propio Y de X
tal que a,c €Y.

De manera similar se puede demostrar que

(0.0]
(1) X = ﬂ(Uan+2) y que no existe un subcontinuo propio Y

n=0
de X tal que b,c €Y.

(0.}
(2) X = m(UC3n+3) y que no existe un subcontinuo propio Y

n=0
de X tal que a,b €Y.
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Se sigue de esto que no existen subcontinuos propios de X
que contengan a dos de los tres puntos a, b, c. Con esta tltima
afirmacion y de acuerdo al Teorema 2.26 tenemos que X es un
continuo indescomponible.

La Figura 2.2 da un bosquejo de la manera en que se va
construyendo el continuo indescomponible.

Figura 2.2: Continuo indescomponible

2.2. Composante y casicomponente

Ahora, mencionamos dos conceptos que son de gran impor-
tancia dentro de nuestro trabajo, el concepto de composante y el
concepto de casicomponente los cuales definimos a continuacion.

Definicion 2.4. Sean X un continuo y a € X. Se define la
composante de a en X como
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P(a,X) ={z € X : a y x pueden ser unidos por un
subcontinuo propio de X}.

De la definicion 2.4 se sigue que para cada a € X
P(a,X) = U{K :a € K y K es un subcontinuo propio de X}.

Para comprender este concepto, presentamos un ejemplo. Sea
el continuo X = [0,1]. Luego, por definicién de composante,
P(0,X) = |J{K:0 € K y K subcontinuo propio de X} =
UJ{[0,z]: z € (0,1)} =[0,1).

Anélogamente, la composante del punto 1 es el intervalo (0,1],
y la composante de cualquier punto en X diferente de 0 y 1 es
todo el intervalo [0,1]. Ahora, cabe mencionar que la composante
P(q, X) de un punto g en X es la unién de subcontinuos propios
de X que contienen a ¢ por lo que resulta que P(q, X) es conexa,
pues es la unién de conexos que contienen al menos un punto en
comun.

Definicién 2.5. Sea X un espacio topoldgico. Dado x € X, la
casicomponente de X que contiene al punto x es

Q(x)=(HK C X:z € Ky K es abierto y cerrado en X}.

Teorema 2.6. Sean X es un espacio compacto y de Hausdorff
ya € X. Entonces la componente de a coincide con la casicom-
ponente de a, es decir, C(z) = Q(z).

Demostracion. Sea x € X. Veamos que C(x) = Q(z).

Primero veamos que C(z) C Q(z). Sea A un subconjun-
to abierto y cerrado en X que contiene a x, supongamos que
C(z) ¢ A. Luego, C(z) = AU (C(z) — A), como C(x) — A

también es abierto y cerrado en X, los conjuntos Ay C(z) — A



24 CAPITULO 2. INDESCOMPONIBILIDAD

forman una separacién de C'(x), esto contradice la conexidad de
C(z). Por tanto, C(z) C A. Asi, C(z) C Q(x).

Ahora, veamos que Q(z) C C(z). Por la maximalidad (el
conexo mas grande que contiene a x) de C'(x), basta probar que
Q(x) es conexo para obtener la contencién deseada.

Supongamos, por el contrario, que Q(z) no es conexo. Asi,
existen A y B subconjuntos no vacios, cerrados en Q(z) y dis-
juntos tales que Q(x) = AU B. Como Q(z) es cerrado en X, se
tiene que A y B son cerrados en X. Como X es compacto, por
Teorema 1.12, A y B son compactos. Siendo X un espacio de
Hausdorft, existen U y V' subconjuntos abiertos en X y disjuntos
tales que A C Uy B C V, vea [2, Propiedad 1.5(b), pag. 225].

Sea M = X — (UUV), de donde M es cerrado en X. Sea
{F)\}en la familia de todos los Subconjuntos abiertos y cerrados

de X que contienen a z. Por tanto, Q(x ﬂ F\. Notemos que
AEA
(MNF) = Mn(()F)
AEA AEA
= Mn(AUB)
— (.

Tomando complementos, X = X — ﬂ (M NFy). Como X es
AeA

compacto, existe {1, Ao, ..., A} C Atal que X = X — ﬂ(Mﬂ

j=1
F Aj). Nuevamente tomando complementos,

)= ﬁMﬂF)\ ﬂ(ﬁF
j=1

J=1
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m
Por tanto, [ | Fy, CUUV.
j=1

m
Afirmacién: (ﬂ F),) N U es tanto abierto como cerrado en X.
j=1

m

Para ver que esta afirmacién es verdadera, notemos que ﬂ F),

j=1
m

es tanto abierto como cerrado en X y, en consecuencia, (ﬂ Fy,)N
J=1

U es abierto en X. Ahora, (ﬂ F\,) NU es cerrado en X. Como
j=1

(ﬂFAj) CUUV yUNV =, se tiene
j=1

(VB NU=(F)NT.

Por tanto, la afirmacion es verdadera.

m
Como A es no vacio y A C (ﬂ Fy,) N U, existe un punto
j=1

m

w en Q(z) tal que también pertenece a (ﬂ Fy,) N U. Por otra
j=1

parte, como B es no vacio, existe un punto z en Q(z) tal que

(ﬁ F\)NU

j=1

(ﬁ Fy,)NU como X — [ﬁ ,NU
j=1

1

z e X — . Por lo anterior, se tiene que tanto

son subconjuntos abiertos,
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diferentes del vacio y disjuntos de X, uno de los cuales contiene
a w y el otro a z, contradiciendo el hecho de que Q(x) era una
casicomponente de X. Asi, Q(z) es conexo. Por tanto, Q(x) C

C(x). O

Lema 2.7. [2, pdg. 223] Si un espacio topoldgico es compacto y
de Hausdorff, entonces es reqular.

Para demostrar el siguiente resultado utilizamos el Teorema
2.6 y el Lema 2.7

Lema 2.8. 57 K es un subcontinuo propto de un continuo de

Hausdorff X, entonces existe un subcontinuo propio L de X tal
que K CLC X yK # L.

Demostracion. Como X es un espacio compacto y de Hausdorff,
se sigue del Lema 2.7, que X es un espacio regular. De donde,
si x € X — K entonces existe un abierto V de X tal que x € V'
y VNK = 0. Por tanto, K ¢ X —V.Si X -V = X, por
el Lema 1.18, int(V) = 0, de donde V = int(V) = () lo cual es

una contradiccion. Por tanto, X-V # X. Sea L la componente

de X —V que contiene a K. Como L es una componente, L es

conexo y cerrado en el conjunto cerrado X — V, de donde L
es también cerrado en el conjunto compacto X. Asi, L es un
subcontinuo propio de X. Falta probar que L # K.

Por un lado K N (X — (X —V)) = 0, debido a

Kﬂ(X—(X—V))C - (X =V))
—(X=V))

n(Xx

n(Xx

= KNV
0.
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Por otro lado, L N (X — (X —V)) # (. Supongamos que
LN (X —(X-V))=0. Como X es un espacio compacto y de

Hausdorff, X — V es compacto y de Hausdorff. Por el Teorema
2.6, L es una casicomponente y, asi, es la interseccion de todos

los subconjuntos abiertos y cerrados de X — V conteniendo a un

punto dado y de K. De esta forma, L= ﬂ (G, donde cada G es
AEA

un subconjunto tanto abierto como cerrado de X — V. Notemos

que

LOX -(X=V) = ((G)N(X - (X-V))
AEA

= (.

Tomando complementos,

X=X-(1GHUX-(X—(X-V)).
A€A

Como X es compacto, existe {A1, Ao,..., A} C A tal que

X =(X—- m G),)U(X — (X — (X —V))). Nuevamente, toman-
j=1

do complementos se tiene que

D = (ﬁ Gy)N(X — (X -V)). (2.2.1)

Por otro lado, tenemos que
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X =

X —
_ (OGAJ.)U

)U(X—(X—V))

ﬂ Gy,) -V)

m
Asi, tenemos que (ﬂ G = () y por la

= ﬂ G,
j=1

Ecuacién (2.2.1), ﬂGA —7V))=0.

De lo anterior resulta que

<ﬂGmﬂ[ ﬂGA (X -V)

= 0.

m
Ahora, ﬂ Gy, por ser cerrado en (X — V), es cerrado en X,
j=1

También, [(( X-V V) — ﬂ Gy,) V))] es un cerrado

en X. De donde, X es dlsconexo Esta contradiccién demuestra

que LN (X — (X —V) # 0. En conclusién tenemos que

(1) KN(X—-(X-V)=0.

(2) LN(X — (X —V) #£0.
Por tanto, L # K. O

Teorema 2.9. Si P(a, X) es la composante de a en un continuo
Hausdorff X, entonces el conjunto P(a, X) es denso en X.
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Demostracion. Sean ¢ € X y P(q, X) la composante de ¢ en X.

Mostremos que el conjunto P(q, X) es denso en X.
Supongamos que P(q,X) # X. Como P(q, X) es conexa

tenemos que P(q, X) es un subcontinuo propio de X, entonces

por el Lema 2.8 existe un subcontinuo propio H de X tal que

P(q,X)# H y P(q,X) C H. Pero esto implica que
P(q, X)# Hy P(q,X) C H.

Asi, resulta que H es un subcontinuo propio de X y que
ademds contiene a ¢. Por definicién de composante, P(q, X),
tenemos que H C P(q, X). Por lo que H = P(q, X) y esto es
una contradiccién. Por lo tanto P(q, X) = X, es decir, P(q, X)
es denso en X. ]

Como consecuencia del Teorema 2.9 se tiene el siguiente re-
sultado.

Corolario 2.10. En un continuo de Hausdorff X, una com-
posante no es un subcontinuo propio de X.

Demostracion. Sea X un continuo de Hausdorff y P(a, X) la
composante de a en X. Por Teorema 2.9, P(a, X) = X. Supon-
gamos que P(a, X) es un subcontinuo propio de X. Entonces
P(a, X) es cerrado en X, de donde

X = P(a,X) = P(a,X)
Por tanto, P(a, X) = X, lo cual es una contradiccién. O

El siguiente resultado muestra que los continuos que son des-
componibles son la composante de alguno de sus puntos, situa-
ciéon que no se da en los continuos indescomponibles.

Teorema 2.11. 57 X es un continuo descomponible, entonces
X es la composante de alguno de sus puntos.
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Demostracion. Sean U y V subcontinuos propios de X tal que
X = U U V. Entonces tenemos que

Unv #0.

Pues de lo contrario, si la interseccion fuera el conjunto vacio,
tendriamos que U y V forman una separacion de X lo que nos
diria que X es disconexo lo cual es absurdo ya que X es un
continuo. Ahora, sea z € UNV y P(x, X) la composante de z
en X. Asi, tenemos que x € U, x € V' y ademas que U y V son
subcontinuos propios de X, por definicién de P(x, X), resulta
que

UCP(x,X)yV C Pz, X)
de donde
X=UUV C P(z,X).

Y por tanto que X = P(x, X). Esto ultimo nos dice que X
es la composante de z. ]

Ahora mostremos cémo se comportan las composantes en un
continuo indescomponible, también situaciéon que no sucede en
los continuos descomponibles.

Teorema 2.12. Sean X un continuo indescomponible, p € X
y P(p, X) la composante de p en X, entonces P(p, X) es com-
posante de cada uno de sus elementos.

Demostracion. Sean p € X y P(p, X) la composante de p en X.
Tomemos x € P(p,X), con © # p, y mostremos que P(p, X)
también es la composante de x en X.

Como z € P(p, X) existe un subcontinuo propio A de X tal
que x,p € A. Ahora, sea P(z,X) la composante de x en X y
sea y € P(x, X), entonces existe un subcontinuo propio B de X
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tal que x,y € B. Asi, t € AN B. Ademas, pe AUBy AUB
es un subcontinuo propio de X ya que X es indescomponible.
Por definicién de composante, A U B C P(p,X). Por tanto,
y € P(p, X), es decir,

P(x,X) C P(p, X).

Por otra parte, sea [ € P(p, X) entonces existe un subconti-
nuo propio, H, de X tal que p,l € H. De manera similar se tiene
que AU H es un subcontinuo propio de X tal que x,l € AU H.
Esto implica que [ € P(x, X). Asi,

P(p,X) C Pz, X).
Por tanto, P(p, X) = P(z, X). ]

El Teorema 2.12 muestra que dado un continuo indescompo-
nible X y una composante K en X, K es la composante de todos
y cada uno de sus elementos, cosa que no sucede con los con-
tinuos descomponibles; por ejemplo en el continuo X = [0, 1]
se tiene que P(1,X) = (0,1]. Observe que cualquier punto
a € P(1,X), con a # 1, la composante P(a, X) = [0,1], de
donde P(1, X) # P(a, X). Por tanto, P(1, X) no es composante
de todos sus puntos.

2.3. Irreducibilidad

Definicién 2.13. Sean X un continuo y p,q € X. Decimos que
X es irreductible entre p y q si ninguno de los subcontinuos
propios de X contiene a los puntos p vy q.
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Este concepto aparentemente distinto del concepto de indes-
componibilidad no sélo esta relacionado mateméaticamente con
él sino que comparten un origen comun.

Podemos mencionar un par de ejemplos de continuos que son
irreducibles entre algin par de sus puntos. Por ejemplo el inter-
valo [0,1] es irreducible entre los puntos 0 y 1, ya que no existe
un subcontinuo propio de [0, 1] que contiene a ambos. El conti-
nuo sen(1/x) es irreducible entre el punto con coordenadas (1,0)
y cualquier punto de la forma (0,y) con |y| < 1.

De alguna manera los conceptos de irreducible y de com-
posante estan relacionados. A saber, si p y ¢ son puntos de un
continuo X de tal manera que p no pertenece a la composante
de ¢, (o viceversa), entonces el continuo resulta ser irreducible
entre estos dos puntos, ya que si X no es irreducible entre p
y ¢, existe un subcontinuo propio A de X tal que p,q € A.
Luego, ¢ € A C P(p,X), de donde ¢ € P(p, X), lo cual es una
contradiccion.

[gualmente, si un continuo X es irreducible entre dos de sus
puntos, digamos a y b, entonces cada uno de estos puntos no
pertenece a la composante del otro, ya que si a € P(b, X), exis-
te un subcontinuo propio B de X tal que a,b € B, de donde X
no es irreducible entre a, b, lo cual es una contradiccion.

Lema 2.14. Sean X un continuo indescomponible y K cualquier
subcontinuo propio de X. Entonces X — K es conezo.

Demostracion. Supongamos que X — K es disconexo. Entonces
por el Lema 1.8, existen dos subconjuntos no vacios M y N de
X — K tales que (MNN)U(MNN)=0yque X—K = MUN.
Por el Lema 1.9, K UM y K U N son conexos y cerrados. Por
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el Teorema 1.12, son continuos tales que

(KUM)U(KUN) = KU(MUN)
= KU(X —K)
= X.

Note que si K UM = (), entonces K =0 y M = () lo cual es
una contradicciéon. Ahora, supongamos que K UM = X. Luego,
M=(KUM)-K=X-K=MUN,dedonde, M = MUN.
Por lo que N C M lo cual es una contradiccion.

Por esto ultimo se tiene que K U M es un subcontinuo propio
de X. De manera analoga se prueba que K U N es un subconti-
nuo propio de X. Por tanto, X es la unién de dos subcontinuos
propios de X, es decir, X es descomponible. Esto es una con-
tradiccién. Por tanto, X — K es conexo. [

Observacion 2.15. Es importante mencionar que en los con-
tinuos indescomponibles, cualquiera que sea un subcontinuo, su
complemento siempre sera conexo. Sin embargo, esto no siempre
sucede con los continuos descomponibles tal y como se muestra
a continuacion.

Sean X =1 x I, donde I = 1[0,1], Y = [1/3,2/3] x [0,1] y
Z =11/3,2/3] x [1/3,2/3] como lo muestra la Figura 2.3

Y Y

-Y no conexo -Y conexo

Figura 2.3: Complemento no conexo y otro conexo
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Notemos que X —Y no es conexo y que X — Z si es conezo.

El siguiente teorema probado por Janiszewski muestra una
equivalencia para continuos indescomponibles.

Teorema 2.16. Sea X un continuo de Hausdorff. Entonces X
es tndescomponible si y solo si cada uno de los subcontinuos
propios de X es un continuo de condensacion.

Demostracion. Supongamos que X es indescomponible y que
K es un subcontinuo propio de X que no es continuo de con-
densacién de X, esto es, X — K # X. Observamos que X =
KU(X—-K)=KU(X — K). Como K es un subcontinuo pro-
pio del continuo indescomponible X se tiene, por el Lema 2.14,
que X — K es conexo. Por Teorema 1.11, X — K también es
conexo.

Observar que X — K # () por que K es propio. Como ) # X —
K C X — K, se tiene que X — K # (). Ahora, X — K es cerrado
en X, por Teorema 1.12, se tiene que X — K es compacto.

Asi, K y X — K son dos subcontinuos propios de X tales
que X = KU (X — K), lo cual es una contradiccién. Por tanto,
todos los subcontinuos propios de X son de condensacion.

Ahora veamos el reciproco. Supongamos que todo subconti-
nuo propio de X es de condensacién y supongamos también que
X es descomponible. Entonces se tiene que X = AU B, donde
A y B son subcontinuos propios de X. Asi, X — A C B, es
decir, X — A C B = B # X. Por tanto, se tienen que X — A #
X. Por el Lema 1.16, A no es de condensacion lo cual es una
contradiccion. (]

Observacion 2.17. De acuerdo al Lema 1.17 los continuos de
condensacion tienen interior vacio. Asi, en el Teorema 2.16
puede sustituirse el término de continuo de condensacion por
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subcontinuos propios con interior vacio, es decir, para que un
continuo de Hausdorff X sea indescomponible es necesario y su-
ficiente que cada uno de los subcontinuos propios de X tenga
interior vacio.

El siguiente resultado muestra la similitud entre los continuos
indescomponibles y los continuos que no son localmente conexos
en ninguno de sus puntos.

Teorema 2.18. Sea X un continuo de Hausdorff indescompo-
nible y no degenerado. Entonces X no es localmente conexo en
ninguno de sus puntos.

Demostracion. Supongamos que existe un punto p € X tal que
X es localmente conexo en p. Como X es no degenerado existe
b € X —{a}. Como X es de Hausdorff, existen dos abiertos
ajenos, U y V, de X conteniendo a p y a b, respectivamente.
Como X es localmente conexo en p, existe un conjunto abierto
K de X, conexo tal que p € K C U. Observar que K es cerrado
en X. Por el Teorema 1.12, se tiene que K es compacto. Asi, K es
subcontinuo de X tal que KNV = 0 ya que si p € KNV, entonces
p € K y p € V. Entonces cualquier abierto que contenga a p
intersecta a K y como p € V, se tiene que K NV # (). Como
KNV c UNV, resulta que UNV # @ lo cual es una contradiccién.
De donde, K es un subcontinuo propio de X.

Como K CK,X-K CX—K.Luego, KN(X—-K)C Kn
(X—K)=0,dedonde, KN(X—-K) =0. Asf, KN(X — K) = 0.
Luego,

X -K+#X.
Por el Lema 1.16, K es un subcontinuo propio de X que no es

de condensacion lo cual contradice al Teorema 2.16. Por tanto,
X no es localmente conexo en ninguno de sus puntos. ]
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Por definicién, se tiene que un continuo indescomponible no
puede escribirse como la uniéon de dos subcontinuos propios.
Sorprendentemente “dos”puede ser sustituido por “numerable”,
siempre que el continuo sea de Hausdorff, la prueba de este hecho
se llega utilizando el Teorema 2.16, el Lema 2.7 y los siguientes
resultados.

Lema 2.19. /2, pdg. 141] Si X es un espacio regular, x es un
punto de X y U es un abierto en X que contiene a x, entonces
existe un abierto V-en X que contiene a x tal que V C U.

Teorema 2.20. [Teorema de la Categoria de Baire] Si X es un
continuo de Hausdorff, entonces X no es la union de una can-
tidad numerable de subconjuntos cerrados y densos en ninguna
parte en X.

Demostracion. Sea {A,}2°, una coleccién de subconjuntos ce-
rrados y densos en ninguna parte en X y supongamos que X =
o0

U A, de donde ﬂ (X — A,) =0, lo cual veremos que es falso.
n=1 n=1
Como cada A, es cerrado y denso en ninguna parte en X.

Por el Lema 1.1 se tiene que X — A,, es un abierto denso de X,

para cada n € N. Vamos a mostrar que ﬂ(X — A,) es denso

n=1

en X.

Sea U un abierto no vacio de X. Entonces, para cada n € N,
UN(X—A,) # . De esta manera, UN(X —A;) es un subconjunto
abierto y no vacio de X. Sea x € UN(X — A;), por los Lemas 2.7
y 2.19, existe un subconjunto abierto By en X tal que x € B; C
B c UN(X — Ay). De la misma forma, existe un subconjunto
abierto y no vacio By en X tal que By C By C B1 N (X — Ay).
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Inductivamente, obtenemos una sucesién, {B,}>2,, de con-

juntos abiertos tales que B, .1 C B, N (X — A,41), para cada
k

n € N. Como ﬂB_n = B, # 0, la coleccién {B,: n € N} es

n=1
una familia de cerrados en X con la propiedad de la interseccion

o0
finita, como X es compacto, ﬂ B, # 0.
n=1
Por otra parte se tiene que B; C U N (X —Ay) y By C
B, N (X — A,41), lo cual implica que,

0£(B.cUN [[(X—A4)].
n=1 n=1
En consecuencia, ﬂ (X — A,) es denso y no vacio. Por tanto
n=1
A, # X O

Ahora mencionaremos el resultado importante que gracias al
Teorema 2.16 y al Lema 2.20 se facilita su demostracién.

Lema 2.21. Ningun continuo de Hausdorff e indescomponible
es la union de una cantidad numerable de subcontinuos propios.

Demostracion. Sea X un continuo de Hausdorff e indescompo-
nible. Si {K,,}7° es una familia numerable de subcontinuos pro-
pios de X entonces por el Teorema 2.16 cada K, es un continuo
de condensacién de X y por el Lema 1.15, cada K, es denso en
ninguna parte en X. Como K, es compacto, cada K, es cerrado

en X. Por Teorema 2.20, X # U K,. ]

n+1



38 CAPITULO 2. INDESCOMPONIBILIDAD

Mencionemos otro resultado muy interesante que relaciona el
concepto de composante con continuos indescomponibles.

Teorema 2.22. Sia,b son dos puntos de un continuo indescom-
ponible X, entonces P(a, X)NP(b, X) =0 0 P(a,X) = P(b, X).

Demostracion. Supongamos que el resultado no es cierto, es de-
cir, que existen a y b puntos de X tales que sus composantes,
P(a,X)y P(b,X),deay b, respectivamente, P(a, X)NP(b, X) #
0y P(a,X) # P(b, X).

Supongamos que P(a, X) ¢ P(b,X)y P(a,X)NP(b,X) #
0. Sean ¢ € P(a,X) — P(b,X) y d € P(a,X) N P(b, X). Por
definicién de composante, existe un subcontinuo propio C; de
X tal que a,c € (4. De manera similar, existen subcontinuos
propios Cy, C'3 de X tales que a,d € Cy y b,d € C}.

(1) Como C1,Cy, C3 son compactos, se tiene que C7 U Cy U Cj
es un compacto.

(2) Como a € C1NCYy, se tiene que C;UC, es conexo y también
como d € (Cy UCy) NCs, Cy UCy U Cy es conexo.

Por lo que C7 U Cy U (5 es un subcontinuo de X y b,c €
C1 U Cy U (5. Por otro lado como ¢ ¢ P(b, X), no existe un
subcontinuo propio de X que contenga a by c. Asi, C;UCYUC3 =
X. De esto ultimo consideramos los dos casos posibles:

(1) C3 Cc CyUCh. ASf, X =C7UCCs.

(ii)) C3 ¢ C1 U Cs. Luego como Cy U Cy es subcontinuo propio,
X =(CLUCy) UCs.

De los dos casos se tiene que X es descomponible. Pero esto
es una contradiccién. ]
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Teorema 2.23. Si a € X, donde X es un continuo métrico
indescomponible, entonces el conjunto P(a, X) es de la primera
categoria y es un conjunto frontera de X.

Demostracion. Sean a € X y P(a,X) la composante de a en
X. Primero mostremos que el conjunto P(a, X) es de la primera
o

categoria, esto es, que P(a, X) = U X, donde paratodan € N,

n=1
X, es cerrado y denso en ninguna parte en X.

Dado que X es métrico, X —{a} es un abierto y tiene una base
numerable {O;}7°; [2, pag. 233]. Ya que X es no degenerado,
X —{a} #0.

Dado b € X — {a}, existe O,, elemento de la base tal que
be O, CO,CX-—{a}.

Seap={meN:0,CcO, CX-{a}}

Para n € y, sea K, (a) la componente de X —O,, que contiene
a a. Luego, por el Teorema 1.11, K,(a) es conexo, y como X es
compacto, por el Teorema 1.12, K, (a) es compacto. Mas aun,

este es un subcontinuo propio (métrico) de X puesto que, como
Ku(a) C X — Oy,

Ko@) CX-0,CX—=0,=X-0,+X.

Por tanto, K, (a) C P(a,X), para cada n € u. Asi, que

a) C P(a, X). (2.3.1)

ney

Por otra parte, si x € P(a, X) existe un subcontinuo propio
C1 de X tal que a,x € 1. Sea p € X — (C; notemos que X — C}
es un subconjunto abierto de X — {a} y que, por otra parte,
p # a muestra que p € X — {a}. Por tanto, existe n € N tal
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que p € O, y que O, C X — C;. Como {a} C C) entonces
X —Cy C X —{a}. Por lo que n € p.

Como O,, C X — (1}, se tiene que C; C X — O,,. Luego, por
definicién de K, (a), se tiene que

C1 C Ky(a) C Ky(a).

Por tanto, z € P(a, X) implica z € K, (a) para cada n € pu. En
consecuencia,

P(a, X) C | ] K. (a). (2.3.2)

neu

Por el Teorema 2.16, para cada n € u, K, es cerrado y denso
en ninguna parte en X. Asi, por las Ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2),
P(a, X) es de la primera categoria, esto es,

P(a, X) = | J Ku(a). (2.3.3)

neu

Ahora mostremos que P(a, X) es un conjunto frontera en X.

De la Ecuacién (2.3.3) se tiene que X — P(a, X) = ﬂ(X —
ney

K,(a)). Ademas, cada X — K,(a) es abierto. Como K, (a) es

denso en ninguna parte en X, se tiene que X — K, (a) es denso

en X. Como en la demostracion del Teorema 2.20, tenemos que

ﬂ(X — K,(a)) es denso en X.

ney
Por otra parte, como X — P(a, X) = ﬂ (X —K,(a)), se tiene

neu

que
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X = P(a,X) = (X = K,(a)) = X.
ney
Luego, X — P(a, X) = X. Asi, P(a,X) C X = X — P(a, X),
es decir, P(a, X) C X — P(a, X). Por tanto, P(a, X) es un con-
junto frontera en X. ]

Teorema 2.24. 5v X es un continuo métrico indescomponible,
entonces la cantidad de composantes en X es no numerable.

Demostracion. Por el Teorema 2.23, dada a € X, se tiene que
P(a, X) es la unién numerable de conjuntos cerrados y densos en
ninguna parte en X, es decir, P(a, X) = U A, con A, cerrado

neA
y denso en ninguna parte en X y A un conjunto numerable.

Si existe solo una cantidad numerable de composantes en X,
entonces X es la unién numerable de conjuntos cerrados y densos
en ninguna parte en X, es decir,

x=Uren) - U (Uun)

=1 TLEAZ‘
Lo cual contradice el Teorema 2.20. Por tanto, X tiene una
cantidad no numerable de composantes. ]

La prueba anterior junto con la del Teorema 2.22 muestran
que un continuo métrico indescomponible tiene una cantidad no
numerable de composantes que ademas son disjuntas. Con estas
composantes podemos encontrar tres puntos en X tales que X
es irreducible entre cualesquiera dos de ellos.

Teorema 2.25. 5v X es un continuo métrico indescomponible,
entonces existen tres puntos en X tales que X es irreducible
entre cualesquiera dos de ellos.
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Demostracion. Por el Teorema 2.24, X tiene una cantidad no
numerable de composantes. Por tanto, podemos elegir a, b, c € X
tales que P(a, X), P(b, X)y P(c, X) son distintas dos a dos. Por
el Teorema 2.22, P(a, X) N P(b,X) = 0. Luego a ¢ P(b, X), de
donde no existe un subcontinuo propio U de X tal que a,b € U.
Asi, X es irreducible entre a y b. De manera analoga se prueba
que X es irreducible entre a y ¢ y también que X es irreducible
entre by c. ]

Utilizando los Teoremas 2.23 y 2.25, Janiszewski y Kuratows-
ki probaron el siguiente resultado, el cual contiene condiciones
necesarias y suficientes para que un continuo sea indescomponi-

ble.
Teorema 2.26. Las siguientes condiciones son equivalentes.

(a) Un continuo métrico X es indescomponible.

(b) Para cada a € X, existe un punto x € X tal que X es
wrreductble entre a y x.

(c) Existe a € X tal que P(a,X) es un conjunto frontera en
X, esto es, P(a,X) C X — P(a, X).

(d) Existen tres puntos de X tales que X es irreducible entre
cualesquiera dos de ellos.

Demostracion. La prueba de que la condicién (a) implica la
condicién (b) es andloga a la demostracién del Teorema 2.25.
Por el Teorema 2.23, la condicién (a) implica la condicién (c).
Por el Teorema 2.25, se satisface la condicién (a) implica la
condicién (d).

Mostremos que la condicién (b) implica la condicién (a). Su-
pongamos que X es descomponible, entonces existen dos subcon-
tinuos propios Ay B de X tales que X = AUB. Seaa € ANB, de
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donde a € A y a € B. Entonces, por definiciéon de composante,
AC P(a,X)y B C P(a,X), de donde X = AUB C P(a,X).
Por tanto, X no es irreducible entre a y ningtin otro punto de
X. Lo cual es una contradiccion.

Mostremos que la condicion (c) implica la condicién (a). Su-
pongamos que X es descomponible, entonces existen dos sub-
continuos propios A y B de X tales que X = A U B. Sea
a € X tal que P(a, X) es un conjunto frontera en X, esto es,
P(a,X) C X — P(a,X). Comoa € X y X = AU B, sin pérdida
de generalidad, podemos suponer que a € A. Asi, A C P(a, X),
de donde

X —Pla,X)CX—-ACB.

Como B es cerrado, obtenemos que X — P(a, X) C B. De
donde

P(a,X) C B.

De esta manera, resulta que A C B, de donde X = AU B =
B. Pero esto contradice el hecho de que B es subcontinuo propio
de X. Por tanto, X es indescomponible.

Mostremos que la condicién (d) implica la condicion (a). Sea
A = {z,y,z} C X de tal manera que X es irreducible entre
cualesquiera dos puntos de A y supongamos que X es descom-
ponible. Entonces, existen B y C subcontinuos propios de X
tales que

X=BUC.
Ahora, como

AcC X.

Se tiene que
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A=A{zx,y,z} CBUC:

observamos que alguno de los dos subcontinuos propios U
6 V', contiene dos elementos de A. Por lo que no es irreducible
entre estos dos puntos, pero esto es una contradiccién. Por tanto
X es indescomponoible. ]

Ahora, mencionamos un par de caracterizaciones de conti-
nuos indescomponibles, una que relaciona el concepto de irre-
ducible con los conjuntos densos y otra usando el término de
composante.

Corolario 2.27. 57 X es un continuo métrico, entonces X es
indescomponible si y solo si X es irreducible entre algin punto

p € X y cada punto q € D, donde D es un subconjunto denso
de X.

Demostracion. Sean X un continuo indescomponible, p € X y
P(p, X) la composante de p en X. Entonces por el Teorema 2.23,
P(p, X) es un conjunto frontera. Por tanto, X = X — P(a, X).
Sea g € X — P(p, X). Notemos que X es irreducible entre p y g.

Inversamente, sea D un subconjunto denso de X tal que X es

irreducible entre algin punto p € X y cada puntos ¢ € D. Por
tanto, D C X — P(p, X). Dedonde, X = D C X — P(p, X). En
particular, se tiene que P(p, X) C X — P(p, X). Asi, P(p, X)
es un conjunto frontera. Por el Teorema 2.26 (c) implica (a), se

tiene que X es indescomponible. ]

Teorema 2.28. Sea X un continuo métrico. Se tiene que X es
indescomponible si y solo st X contiene dos composantes disjun-
tas.

Demostracion. Por los Teoremas 2.22 y 2.24, X tiene una canti-
dad no numerable de composantes disjuntas y en consecuencia
tiene dos.
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Ahora, inversamente, supongamos que P(a, X)y P(b, X) son
dos composantes disjuntas en X con a,b € X y supongamos que
X es descomponible. Existen C y Cy subcontinuos propios de
X tal que X = CL U (Ch.

Observemos que C; N Cy # ), de lo contrario X es disconexo,
lo cual es absurdo porque X es un continuo.

(1) Como a € X y X = Cy U, se tiene que a € Cy 0 a € Ch.
En cualquier caso, por definiciéon de P(a, X), se tiene que
Cy C P(a,X) o Cy C P(a,X). Ahora ya que C;NCy C Cy
y C1 N Cy C Oy, resulta que C; NCy C P(a, X).

(2) De una manera similar se tiene C1 N Cy C P(b, X).

Por lo tanto C; N Cy C P(a,X) N P(b,X). Asi P(a, X) N
P(b,X) # (), lo cual es una contradiccién, ya que P(a, X) y
P(b, X) son disjuntas. Por lo tanto X es indescomponible. ]

En consecuencia, de los Teoremas 2.9 y 2.23, se tiene el si-
guiente resultado

Corolario 2.29. 57 X es un continuo métrico indescomponi-

ble, entonces para cada a € X, P(a,X) = X y P(a,X) C
X —P(a,X) = X.

Demostracion. El Teorema 2.9 establece que el conjunto P(a, X)
es denso en X, es decir, P(a, X) = X y el Teorema 2.23 establece
que P(a,X)C X — P(a,X) = X. O

De esta manera, un continuo indescomponible X, en un es-
pacio métrico es “muy irreducible”en el sentido de que dado
cualquier punto a € X, existe un x € X, arbitrariamente cer-
cano a a, tal que X es irreducible entre a y x. Lo anterior es
debido a que dado a € X, el conjunto de todos los punto x € X
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tales que X es irreducible entre a y x es denso en X. Por otra
parte, dado un punto a € X, X no es irreducible entre a y
ninguno de los puntos de un subconjunto denso de X.

Maés aun, un continuo indescomponible X es “muy conexo”en
el sentido de que cualquier subcontinuo propio K de X puede
ser removido sin desconectar a X (vea Lema 2.14). Knaster y
Kuratowski probaron un resultado similar el cual muestra que
cualquier punto podia ser removido de un continuo indescom-
ponible (por supuesto no degenerado) sin desconectarlo. R.L.
Moore establecié un resultado atin mas fuerte para continuos de
Hausdorff, a saber:

Teorema 2.30. Sean X un continuo de Hausdorff indescompo-
nible y K cualquier subcontinuo propio de X. Si L es cualquier
subconjunto de K entonces X — L es conexo.

Demostracion. Supongamos que X — L no es conexo. Entonces,
por el Lema 1.8, existen dos subconjuntos abiertos no vacios, U

y V., de X — L tales que
(1) X—-L=UUV.
2 UnVyuWUnV)=0.

Por el Lema 2.14, X — K es conexo. Note que L C K implica
X-KcCcX-L=UUYV. Porel Lema 1.10, X — K Cc U
o X — K C V. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que X — K Cc U. Como UNV =10, U c X — 7V, de donde
X-KcUcCX-V. As{,V CK.

Como K es subcontinuo propio de X, por el Teorema 2.16,
K es continuo de condensaciéon y por el Lema 1.16 se tiene que

X — K = X. Entonces,
X=X-KcCA
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En consecuancia, K C A. Asi, BC K C A, de donde B C A
lo cual es una contradiccién. Por tanto, X — L es conexo. [

2.4. Continuo de Knaster

En esta seccion, como resultado final, probaremos que el Ar-
coiris de Knaster (construido con semicircunferencias) es real-
mente un continuo indescomponible. El simbolo “ * "representa
la multiplicaacién usual en los niimeros reales.

Sea I = [0, 1]. Geométricamente, el conjunto de Cantor puede
construirse quitando los tercios medios de . En el primer paso
quitamos el intervalo (1/3,2/3), dejando los intervalos cerrados
Jia=10,1/3]y Ji2 = [2/3,1]. Sea F} = J;1UJp 2. En el segundo
paso quitamos los intervalos (1/9,2/9) y el intervalo (7/9,8/9),
dejando los intervalos cerrados Jo; = [0,1/9], J22[2/9,3/9] ¥

los intervalos Jo3 = [6/9,7/9], Jou = [8/9,1]. Sea Fy = Jy1 U
2n

Jao U Jag U Jas. Asi, en el n-ésimo paso, F), = U Jn.k, donde

k=1
JIn1, ..., Jnon son intervalos cerrados, cada uno de longitud 37".

En el paso (n+1)-ésimo se quita, de cada J,j, un intervalo
2n+1

(n+1)

abierto de longitud 3~ . Entonces tomamos F;,.1 = U In ks
k=1

y, el conjunto de Cantor, se define como

F:ﬂ&

n=1

Sea Dy la familia de semicircunferencias con ordenadas no
negativas, centradas en el punto (1/2,0) y teniendo como puntos
extremos a los puntos del conjunto de Cantor, F. Para cada
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n>1,seaG,={z€F: (&) <z < (&)} Paracadan > 1, sea

D,, el conjunto de semicunferencias con ordenadas no positivas,
5 .
centradas en el punto (537, 0) y teniendo como puntos extremos

los puntos de G},. Definimos el siguiente conjunto,

B:UDW

n=0

Cabe mencionar que el conjunto B es conocido como el Ar-
coiris de Knaster. Vamos a demostrar que el Arcoiris de Knaster
es un continuo indescomponible.

0
Sea S = U S, donde {5,}°°, es una sucesién infinita de

n=1
semicircunferencias utilizadas en la construccion de B, tales que:

(1) Los puntos (0,0) y (1,0) pertenecen a Si;

(2) Paran > 1, S, NS,.1 es el punto de F' que es comun a
ambos.

Denotemos por K a los puntos del conjunto de Cantor, F,
que son puntos extremos de los intervalos J, ;. Notemos que
paran =1, F; = J;1UJio=[0,1/3]U[2/3,1]. Luego, Fj tiene
21 = 2 intervalos y por tanto tiene 2 x (2!) = 4 puntos extremos
los cuales son A; = {0,1/3,2/3,1}. Entonces, A; C K. Como
{0,1} € 51, {1,2/3} € Sy {2/3,1/3} C S3, se tiene que

A CSUSUSsCl ]S =S
n=1
Luego, Ay C S.
Paran = 2, Fy = Jo1UJy2UJs 3UJs 4. Luego, Fy tiene (22) = 4
intervalos y por tanto 2(2?) = 8 puntos extremos los cuales
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son Ay = {0,1/9,2/9,1/3,2/3,7/9,8/9,1}. Entonces Ay C K.
Como {0,1} C Sy, {1,2/3} C S5, {2/3,1/3} C S3, {1/3,2/9} C
Sy,{2/9,7/9} C S5, {7/9,8/9} C Se, ¥y {8/9,1/9} C S, se tiene

que

A2c51u---us7cUSn:s.

n=1

Luego, Ay C S.

Siguiendo este procedimiento se observa que cada vez que se
tiene un subconjunto A, de K, A, C S. Por tanto, K C 5; esto
es, para cada punto extremo en F, existe una semicirculo S,
teniéndole como punto extremo. La demostracion del hecho de
que F' es perfecto muestra también que K es denso en F. Por
tanto, K € Sy K = F, de donde S = B. Claramente S es
conexo, por lo que B es conexo a su vez. S es compacto por el
Teorema de Heine-Borel, de esta manera hemos demostrado que
B es un continuo.

A continuacién veremos que F'— K = F. Dados x € K y
€ > 0, debemos encontrar un punto y € F—K tal que | z—y |< e.

(0.] bn
Como x € K, se tiene que x = Z 3 donde b, € {0,2} y existe

n=1

un N tal que para toda n > N, b, = 0 o b, = 2. Tomemos
N1 > N tal que :’)N% < €. Cualquier elemento y € F' — K

o
. ., . Qn
tiene una expansion ternaria de la forma y = E - Para la

n=1

y € F' — K buscada, sea

bn, sin < Nl,
a, = ¢ 0, sin espary mayor oigual que Ny;
2, sin esimpar y mayor o igual que /Vy.
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Entonces:

8

(e.¢]

n bn
e-yl = 1525
n=1 n=1

INA
[]¢
N
3
<l
3
S
3

< €.

Como F'— K = K, entonces B — S = B. Por tanto, B — S
es denso en B. Por el Corolario 2.27, basta mostrar que B es
irreducible entre (0,0) y cualquier punto de B — S. Para esto,
primero probaremos el siguiente:

Lema 2.31. 5@ L es un subcontinuo propio de B, donde B es
el continuo de Knaster, tal que L NS # (), entonces existe un n

tal que L C U Sk.
k=1

Demostracion. Sea ¢ € LN S. Como S es denso en B, existe un
punto p € S tal que esta en el subconjunto abierto y no vacio
B — L. De hecho, p puede ser tomado de tal manera que si A
denota el arco en S entre (0,0) y p entonces g € A. Esto puede
ser hecho simplemente anadiendo el arco de (0,0) a g al continuo
L.

Vamos a probar que L C A. Supongamos que L ¢ A y sea
r € L — A. Tomemos un numero natural ny de tal manera que
la distancia de p a L sea mayor que 37 (y, en consecuencia,
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la distancia de r a A también serd mayor que 37") y tal que
2n071

Ac | S
k=1

Consideremos la banda P formada por todos los circulos de
radio 3#‘;2 centrados en los puntos de A. La frontera de P
estd compuesta por dos lineas paralelas a A y dos semicircun-
ferencias centradas en (0,0) y p, respectivamente.

Las primeras tres de estas lineas son ajenas a B, ya que sus

puntos de intersecciéon con el eje x estan en los intervalos que
277.071

fueron quitados en la construccién de F' (ya que A C U Sk).

k=1
La cuarta es ajena a L, debido a que la distancia de p a L es

mayor que 3%0 > 3;%
Por tanto, la frontera de P es ajena a L. Como L es un
continuo, se tiene que L C P o L N P = (), contradiciendo los

hechos:re L—-Pyqe LNP.

2n0—1
En consecuencia, L C A C U Sk. H
k=1

Para verificar la irreducibilidad de B, donde B es el continuo
de Knaster, entre (0,0) y cualquier punto de B — .S, supongamos
que existe un subcontinuo propio L de B tal que (0,0) € Ly
que y € L, para algin punto y € B — S. Entonces, L NS #
0y LN (B—S) # 0, de donde L ¢ S. Esto contradice el
Lema 2.31. Por tanto, podemos concluir que ningin subcontinuo
propio L de B conteniendo a (0,0) e intersectando a B—.S puede
existir. Como consecuencia de lo anterior, tenemos que B es
irreducible entre (0,0) y cada punto de B — S, lo que prueba la
indescomponibilidad de B.

La Figura 2.4 muestra un bosquejo de la manera en que se va
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construyendo el continuo de Knaster, en el plano cartesiano. El
continuo de Knaster es conocido como el Arcoiris de Knaster.

Figura 2.4: Arcoiris de Knaster
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