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INTRODUCCION

Dentro del area de la algoritmia y programacién, el problema de la mochila,
comunmente abreviado por KP (del inglés Knapsack problem) es un problema de
optimizacién entera. Modela una situacion analoga al llenar una mochila, capaz de
soportar un peso maximo, con todo o parte de un conjunto de objetos, cada uno
con un peso Yy valor especificos. Los objetos colocados en la mochila deben

maximizar el valor total sin exceder el peso maximo.

Si bien la formulacién del problema es sencilla, su solucion es compleja. La
estructura Unica del problema lo convierten en un problema frecuente en la

investigacion.

Para este problema, consideremos objetos diferentes, cada uno de ellos tiene un
costo y un peso asignados al i-ésimo objeto, el peso maximo o capacidad
soportada por la mochila es Se asume que los valores y pesos no son
negativos. Para simplificar la representacion, se suele asumir que los objetos

estan listados segun su peso en orden creciente.

La formulacion mas comun del problema, es la del llamado problema de la mochila
0-1, que restringe el numero de copias de cada tipo de objetos a cero o uno.
Matematicamente, el problema queda formulado de la siguiente manera (como un

problema de programacion lineal):

Este problema se ha resuelto tradicionalmente mediante los métodos de
programacion lineal entera, descritos mas adelante. El hecho de que se trate de
un problema de programacion lineal hace referencia a que la funcion a optimizar y

las inecuaciones que constituyen las restricciones son lineales.



El problema de la mochila, puede resolverse a través de los denominados
algoritmos heuristicos. En programacion, es fundamental encontrar algoritmos
con buenos tiempos de ejecucion y buenas soluciones. Una heuristica
normalmente encuentra buenas soluciones o se ejecuta razonablemente rapido,
aungque no existe tampoco prueba de que siempre sera asi. Las heuristicas
generalmente son usadas cuando existe una solucion optima bajo las restricciones

dadas tiempo, espacio, etc [12].

A menudo, pueden encontrarse instancias concretas del problema donde la
heuristica producira resultados muy malos o se ejecutard muy lentamente. Aun
asi, estas instancias concretas pueden ser ignoradas porque no deberian ocurrir
nunca en la practica por ser de origen teérico. Por lo tanto, el uso de heuristicas es
muy comun en el mundo real [12]. Es por esto que nos planteamos el siguiente

objetivo:

Comparar algunos algoritmos heuristicos programados en Matlab, tanto en tiempo
de ejecucion, namero de iteraciones y la mejor solucién para el problema de la

mochila.

El contenido de esta tesis consta de cuatro capitulos que abarcan una breve
panoramica de la programacion lineal, programacion entera, algunos algoritmos

heuristicos y la implementacion computacional.

En el primer capitulo se han incluido algunos problemas clasicos de la
programacion lineal como punto de partida para su estudio, que corresponden en
gran medida a los problemas que histéricamente dieron origen a esta disciplina.
En este capitulo también se desarrolla el estudio de las distintas formas
equivalentes en que usualmente se presentan los problemas de programacion

lineal, también se incluye la presentacion un tanto informal del método simplex.

En el segundo capitulo se presentan algunos problemas clasicos de la

programacioén entera. Ademds, se presenta un estudio introductorio de los



conocidos métodos planos de corte, ramificacion y acotacion, etc., para la soluciéon

de problemas enteros de la programacion lineal.

El tercer capitulo incluye un estudio de los principales conceptos sobre las
técnicas heuristicas en las que esta basada la solucion al problema de la mochila,
fundamentalmente una panoramica de los algoritmos hill climbing (colina
inclinada), backtracking (busqueda hacia atras), simulated annealing (recocido
simulado) y tabu search (blusqueda tabu). Su estudio lo he considerado
fundamental puesto que de estos algoritmos depende el que se adquiera la

intuicidbn necesaria para abordar la solucion de problemas tipo mochila.

En el cuarto capitulo aparece la implementacion de los algoritmos heuristicos, los
cuales estan programados en MATLAB y cuyo objetivo es comparar cual de los
algoritmos heuristicos es el mejor, tanto en tiempo de ejecucion, como el nimero
de corridas asi como el algoritmo que da la mejor solucion Optima para el

problema de la mochila.
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CAPITULO 1 BREVE HISTORIA DE LA PROGRAMACION LINEAL Y SUS
APLICACIONES

La programacion lineal estudia el problema de minimizar o maximizar una funcién
lineal en la presencia de desigualdades lineales. Desde que George B. Dantzig
desarrollo el método simplex en 1947, la programacion lineal se ha utilizado
extensamente en el area militar, industrial, gubernamental y de planificacion
urbana, entre otras [7]. La popularidad de la programacion lineal se puede atribuir
a muchos factores, incluyendo su habilidad para modelar problemas grandes y
complejos, y la habilidad de los usuarios para resolver problemas a gran escala
en un intervalo de tiempo razonable mediante el uso del método simplex y de

computadoras.

A partir de la Segunda Guerra Mundial se hizo evidente que era esencial la
planificacion y coordinacion entre varios proyectos, asi como el uso eficaz de los
recursos disponibles. En junio de 1947 se inicié un trabajo intensivo del equipo de
la Fuerza Aérea de los EE.UU. conocido como SCOOP (Scientific Computation of
Optimum Programs). Como resultado, George B. Dantzig desarroll6 el método
simplex para el final del verano de 1947. El interés de la programacion lineal se
difundio rdpidamente entre economistas, matematicos, estadisticos e instituciones

gubernamentales.

Desde la creaciéon del método simplex mucha gente ha contribuido al crecimiento
de la programacion lineal, ya sea desarrollando su teoria matematica, disefiando
codigos y meétodos computacionales eficientes, experimentando nuevas
aplicaciones, y también utilizando la programacion lineal como una herramienta
auxiliar para resolver problemas mas complejos como son programas enteros,
programas discretos, programas no lineales, problemas combinatorios, problemas

de programacion estocastica y problemas de control éptimo.



La habilidad para establecer objetivos generales y después encontrar politicas de
soluciones éptimas a problemas practicos de decision de gran complejidad es un
desarrollo revolucionario. En ciertos campos tales como la planeacion en las
industrias del petréleo y quimica, la programacion lineal ha encontrado un amplio

uso para obtener la minimizacioén de costos [7].

En otros campos, como es modelando la dindmica del crecimiento poblacional del
mundo contra una base de recursos decrecientes, se ha apreciado escasamente su

potencia para elevar los estandares de vida [19].

1.1 El problema de la programacion lineal
Un problema de programacion lineal es un problema de minimizar o maximizar

una funcién lineal en la presencia de restricciones lineales del tipo desigualdad,
igualdad o ambas. En esta seccion se formula el problema de programacion

lineal.
Definiciones basicas

En general, un problema de programacion lineal puede formularse como sigue.

Aqui es la funcidn objetivo que debe minimizarse y se
denotara por z. Los coeficientes son los coeficientes de costo
(conocidos), y son las variables de decision que deben determinarse.
La desigualdad denota la i-ésima restriccion. Los coeficientes



para i=1,2,..., m, j=1,2,..., n se llaman coeficientes tecnoldgicos. Estos coeficientes

tecnoldgicos forman la matriz de restricciones  siguiente:

El vector columna cuya i-ésima componente es , el cual se denomina vector del
lado derecho, representa los requerimientos minimos que deben satisfacerse. Las
restricciones son las restricciones de no negatividad. Un conjunto
de variables gue satisfacen todas las restricciones se denomina punto
factible o vector factible. EI conjunto de todos estos puntos se llama region factible

0 espacio factible.

Usando la terminologia anterior, el problema de programacion lineal se puede
enunciar como sigue: Entre todos los vectores factibles encuéntrese aquel que

minimiza (o maximiza) la funcién objetivo.
Ejemplo 1.1.1

Considere el siguiente problema lineal.

En este caso se tienen dos variables de decision 'y . La funcién objetivo que
debe minimizarse es . En la figura 1.1.1 se ilustran las restricciones y la

region factible.

Asi pues, el problema de optimizacidn consiste en encontrar un punto en la region

factible que da el valor minimo de la funcién obijetivo.



Region factible

¥2>=0

4 e

Figura 1.1.1 ilustracion de la region factible.
La programacion lineal en forma matricial

Usando la notacidon matricial es posible plantear en forma méas conveniente un

problema de programacion lineal. Por ejemplo, considérese el siguiente problema.

Sea el vector renglon y considérense los vectores columna 'y ,y

la matriz  de dados por:



Entonces el problema anterior se puede escribir como.

El problema también se puede representar convenientemente usando las

columnas de . Escribiendo como endonde esla -ésima

columna de , el problema se puede plantear como sigue:

1.2 Ejemplos de problemas lineales
En esta seccion se describen varios problemas que se pueden formular como

programas lineales. El propésito es mostrar la gran variedad de problemas que se
pueden reconocer y expresar como programas lineales en términos matematicos

precisos.
Problema de mezcla alimentaria

Un molino agricola produce alimento para pollos misma que se hace mezclando
varios ingredientes, la mezcla debe hacerse de tal manera que el alimento
satisfaga ciertos niveles para diferentes tipos de nutrientes, como son proteinas,
calcio, carbohidratos y vitaminas. Para ser mas especifico, supdéngase que se
consideran ingredientes y  nutrientes . Supdngase,

que el costo por unidad del ingrediente es y que la cantidad que se usara del

ingrediente  es . El costo es, por lo tanto, Si la cantidad requerida del



producto final es , entonces se debe tener que Supongase, ademas,
que la cantidad del nutriente presente en una unidad del ingrediente es vy

que los limites aceptables, inferior y superior, del nutriente en una unidad del
alimento para pollos son y , respectivamente. Entonces, se debe tener las

restricciones para

Finalmente, supongase que debido a un periodo de escasez, el molino no puede
adquirir mas de unidades del ingrediente . El problema de mezclar los
ingredientes de tal manera que el costo sea minimo y las restricciones anteriores

se satisfagan, se puede formular como sigue.

El problema del transporte

Considérense puntos de origen localizados en un mapa, donde el origen tiene
una provision de unidades de un cierto articulo. Ademas, estan localizados

puntos de destino, en donde el destino requiere de unidades del producto.
Supdngase que Asociado con cada ligadura o arco del origen al

destino , se tiene un costo unitario  por transporte. El problema consiste en



determinar el patron de produccion-transporte que minimice el costo total de

transporte.

Sea el numero de unidades transportadas a lo largo del arco del origen

al destino . Supdngase, ademas, que la oferta total es igual a la demanda total, es

decir,

Si la oferta total excede a la demanda total, entonces se puede introducir un

destino ficticio o artificial con demanda v Y para

suponiendo que la oferta total es igual a la demanda total, el modelo

de programacion lineal para el problema del transporte resulta ser el siguiente:

En la figura 1.2.2 se ilustra graficamente el problema del transporte.

plantas Almacenes

CuXas
b
4 A
N\ N /

Figura 1.2.2 ilustracion gréafica de un problema del transporte



El problema del transporte se puede escribir en forma matricial si se hace

En donde
Y vy son vectores unitarios de de con unos en la -ésimay la -
ésima posiciones, respectivamente. Obsérvese que es un escalar, es un

vector. Con estas definiciones el problema toma la siguiente forma:

La matriz , con dimensiones tiene la siguiente forma especial.

columnas

renglones

En donde es un -vector rengldn de componentes iguales a 1, e es una matriz

identidad de . La matriz es la que da al problema del transporte su

estructura especial.



Ejemplo 1.2.2

Como un ejemplo de un problema del transporte considérese un problema con 2

origenes, 3 destinos y con los datos siguientes:

destino
1 2 3
origen 1 30
2 20
15 10 25

La matriz Para este problema del transporte viene dada por:

A continuacién se introducen las soluciones basicas factibles, puesto que existe
una caracterizacion algebraica de tales soluciones, sera posible ir de una solucion

basica factible a otra, hasta alcanzar la optimalidad

Definicién (soluciones basicas factibles)

Considérese el sistema y en donde es una matriz de y es
un vector. Supdngase que rango Después de un posible
rearreglo de las columnas de , sea en donde es la matriz invertible
de y esuna matriz de El punto , en donde:

Se llama solucién basica del sistema. Si entonces se llama solucién

basica factible del sistema. Aqui, se llama matriz basicay se llama la matriz



no basica. Las componentes de se llaman variables basicas, y las
componentes de  se llaman variables no basicas. Si entonces se llama
solucion bésica factible no degenerada, y si al menos una componente de  es

cero, entonces se llama solucion basica factible degenerada.

1.3 El método simplex
A continuaciéon se dara un resumen del método simplex para resolver el siguiente

problema de programacion lineal:

EL algoritmo simplex (problema de minimizacion)
PASO INICIAL

Selecciénese una solucion basica factible inicial donde se llama la matriz

basica o simplemente la base.

PASO PRINCIPAL

1. Resuélvase el sistema (con solucion dnica ).
Sea y

2. Resuélvase el sistema (con solucion unica ). Para todas
las variables no basicas calculese Sea

en donde es el conjunto de indices asociado con las

variables no basicas. Si entonces el proceso se detiene con la

solucion basica factible presente como solucion 6ptima. En caso contrario,
se sigue al paso 3.

3. Resuelva el sistema (con solucion unica ). Si ,

entonces el proceso se detiene con la conclusion de que la solucién 6ptima

es no acotada a lo largo del rayo endonde esun

10



4.

vector de ceros excepto por un 1 en la -ésima posicion. Si
se sigue al paso 4.

Ahora, entra a la base y la variable de bloqueo sale de la base en

donde el indice se determina mediante el siguiente criterio de la razén

minima:
Se actualiza la base en donde reemplaza a , Se actualiza el
conjunto  de indices, donde el nuevo punto es — Yy se repite el
pasol.

11



CAPITULO 2 PROGRAMACION ENTERA

En la programaciéon lineal que se estudia comunmente hay muchos problemas
practicos, en los cuales las variables de decision solo tienen sentido real si su
valor es entero, con frecuencia es necesario asignar a las actividades cantidades
enteras de personas, maquinas o vehiculos. El hecho de exigir valores enteros es
la Unica diferencia que tiene un problema con la formulacion de programacion

lineal, entonces se trata de un problema de programacion entera.

En este capitulo se presentan algunos métodos de solucion de problemas enteros,
es decir, aquellos cuyas variables de decisibn no pueden tomar valores

fraccionarios.

En casi todos los campos de la ciencia, incluyendo la optimizacion, hay un cierto
abismo entre la teoria y la practica. En los métodos de programacion entera este
abismo es bastante profundo. Aunque muchos de los métodos han demostrado
tedricamente su convergencia a una solucidon optima entera, en la practica, esta
convergencia, puede resultar tan lenta, que para fines practicos el método resulta
inservible, es decir, es muy caro en términos del tiempo requerido de uso de una

computadora.

Parte del problema en la programacion entera radica en la diferencia esencial que
existe entre ésta y la programacion lineal. En la programacién lineal se maximiza o
minimiza una funcién sobre una region de factibilidad convexa, mientras que en la
programacion entera se maximiza una funcién sobre una regién de factibilidad que
generalmente no es convexa. Por lo tanto, la solucién de problemas enteros, es de

muchos ordenes de magnitud mas complicada que la programacion lineal.

Es importante aclarar que los métodos aqui presentados resumen el estado actual
de la programacion entera, pero que estos métodos distan bastante de ser cien
por ciento eficientes en la solucion de todos los problemas enteros (que es el caso
contrario a otros métodos de optimizacién que dan la solucién 6ptima para todo
problema).

12



Los métodos de programacion entera, no aseguran que un problema entero de
tamafio regular, pueda ser resuelto en un tiempo razonable en una computadora.
Por lo tanto los algoritmos seleccionados en este capitulo obedecen a los

siguientes criterios:

a) histdricos, pues representaron un avance en la teoria al ser descubiertos.
b) Précticos, pues resuelven eficientemente ciertos problemas enteros.
c) Vanguardia, pues representan la materia actual de investigacion que

probablemente abrird brecha en el futuro.

Se inicia este capitulo ilustrando ejemplos de diferentes problemas de naturaleza
entera. A continuacion, se exploran algunos métodos basados en planos de corte,
gue no son eficientes para resolver problemas de tamafio modesto, pero
histéricamente fueron los primeros en abrir la brecha en esta area. A continuacion
se presentan métodos de enumeracion implicita que trabajan adecuadamente
para problemas del tipo binario (cero-uno) con un maximo de 130 variables
binarias y métodos de ramificacion y acotacion, que aparentemente son los que se
comportan mejor en la solucion de problemas enteros de dimensién intermedia.
Posteriormente se presentan una serie de algoritmos heuristicos para resolver
problemas de carécter combinatorio, los cuales se caracterizan por tener un

conjunto de posibles soluciones discretas tales como el problema de la mochila.

Se discute en el presente capitulo la informacion concerniente a la experiencia

numerica por computadora, en la solucion de estos problemas enteros [22].

2.1 Ejemplos ilustrativos
Un programa entero es sencillamente el modelo de programacion lineal con la

restriccion adicional de que las variables deben tener valores enteros. Los tres

problemas de estructura entera son
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Problema entero (PE)

Problema entero-mixto (PEM)

Problemas entero-cero-uno (PECU) o problema binario (PB)

Estos tres tipos de problemas requieren de técnicas especiales de solucién, ya
gue los métodos de solucion de los programas lineales (simplex, dual simplex,

revisado, etc.), por lo general, no siempre obtienen la solucion éptima.

Ejemplo 2.1.1 dado el siguiente problema entero,

si se resuelve por el método simplex, ignorando las restricciones enteras, se

obtiene la solucion redondeando al entero mas cercano
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quedaria Sin embargo, esta solucién viola las restricciones,

porque

El tratar de redondear al entero inmediato menor o mayor crea el problema
combinatorio, de que si hay variables de decision, se deben analizar

diferentes posibilidades. Por lo tanto, si hay 100 variables, el namero de
posibilidades a analizar es del orden de Consecuentemente se
requieren técnicas mas eficientes que el analisis exhaustivo de todas las

alternativas posibles.

Se hace notar que si al resolver un problema entero (PE), por medio de alguna
técnica de programacion lineal, el resultado Optimo del problema lineal (PL)
(generado por el problema entero (PE), al ignorar las restricciones de integralidad
de las variables del mismo ) es entero, entonces es también una solucion éptima

del problema entero original (PE).

Se ve a continuacién qué variedad de problemas caen dentro de esta familia de

problemas enteros.

a) Todos los problemas de programacion lineal, donde las actividades, por su
estructura deben ser no-divisibles, son programas enteros.

Por ejemplo, problemas de produccién de automoviles, prendas de vestir,
etc. ¢ Qué significado tendria la produccién de 577.83 automoviles?

b) Todos los problemas de asignacién, redes de optimizacién y algunos
problemas de transporte, son problemas enteros. Sin embargo, dada la
estructura tan especial de estos problemas, tienen métodos de solucion
propios.

c) Problemas de secuenciacion. Este tipo de problemas, aunque son faciles
de formular, resultan bastante dificiles de resolver. Se supone por ejemplo,
el caso de un taller que puede efectuar un solo tipo de trabajo a la vez
(orden ), el que se tiene contratado a entregar en  dias, a partir de una
cierta fecha base, y que ademas tiene una duracién de trabajo de

( dias y al cual se asocia una multa de pesos por dia de retraso
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después de los dias estipulados. Se supone que el taller recibe
ordenes diferentes de trabajo en la fecha base. ¢ Cual debe ser el orden de
secuenciacion de trabajos que minimice el costo penal total? Sea por
ejemplo el siguiente caso.
d) El problema del agente viajero. Este problema, concierne a un agente
viajero que, saliendo de una determinada ciudad, debe visitar una sola vez
ciudades diferentes, y regresar al punto de partida. Si el costo de
dirigirse a la ciudad desde la ciudad es , se debe determinar
la secuencia de visita de ciudades, tal que el costo total asociado sea

minimo.

Este problema se presentd por primera vez en 1960, pero hay una variedad de
meétodos que resuelven el problema, dependiendo del tamafio de , el nUmero de

ciudades. Una formulacion de este problema es el siguiente.

Sean:

Entonces se requiere

Aunque este problema se ilustra en términos de un agente viajero visitando varias
ciudades, lo importante es que se trata de una estructura entera, con aplicacion a
muchos otros problemas, como por ejemplo, la secuenciacion de maquinas,

herramientas, actividades, rutas, etc. Por ejemplo, una maquina, a la que se le
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debe preparar para un trabajo después de haber realizado un trabajo , incurre

un costo

e) Problema tipo mochila. Este tipo de problemas de optimizacion de
caracter entero puede darse en dos versiones. En la primera se proporciona
un cierto espacio con determinado volumen o capacidad, y éste debe ser
llenado con objetos de valor y volumen o capacidad especificados. El
problema consiste en llenar ese espacio con el conjunto de objetos mas
valioso, sin exceder los limites fisicos de dicho espacio. La segunda version
consiste en dividir a un objeto en varias porciones de diferente valor. El

problema consiste en encontrar la division de mayor valor.

El problema en cuestion se formula como

donde

Cuando es una variable continua (no entera), el problema anterior
se convierte en un programa lineal. Este problema puede ser resuelto de
diferentes maneras, dependiendo del tamafio de (numero de objetos). Como por

ejemplo el método de bifurcacion y acotacion que se explicard mas adelante.
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Los modelos tipos mochila se usan para resolver problemas de inversiones,
problemas de confiabilidad de redes, subrutinas en los métodos de
descomposicion de programacion lineal y problemas de determinacién del tamafio

de flota de vehiculos [22].

A continuacion se analizan varios de estos métodos. Al final del analisis se
presentara una comparacion de los mismos, relativa al tiempo que tardan en

resolver un mismo problema tipo, en una computadora [22].

2.2 Método de Planos de corte
La familia de métodos llamados de plano de corte, fueron los primeros que se

utilizaron para abrir la brecha de la programacion entera y sirvieron para cimentar
el camino que méas adelante romperia con muchas de las barreras existentes
cuando estos métodos fueron publicados. Estos métodos, que tienen su origen
con Gomory [14], como métodos duales (factible dual, factible primario-dual) y

primarios (factible primario).

La desventaja de los métodos de planos de corte, es que resultan muy ineficientes
para resolver problemas enteros de tamafio medio. Estos métodos generan en
cada iteracion una restriccién y una variable extra. Sin embargo, su ventaja es que
ilustran lo que se pretende hacer con la region de factibilidad del problema entero,

para lograr la solucion del mismo.

La diferencia entre los métodos duales y primarios en los algoritmos que utilizan
planos de corte, es la siguiente. Los métodos duales no generan una solucion
factible del problema, sino hasta que se llega a la solucion 6ptima. En la practica
se ha notado que para ciertos problemas, después de una cantidad bastante
grande de iteraciones, lo mejor que se ha logrado, es definir una cota de la funcién
objetivo del problema. Este método dual sin embargo, cuando trabaja, lo hace bien
y de prisa. En cambio, los métodos primarios, pueden producir desde la primera
iteracion una solucion factible. El problema estriba en que esta solucion factible

converge lentisimamente a la solucion 6ptima [22]. Tan lenta es la convergencia,
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que el precio comercial en que se vende el tiempo de las computadoras, no

conviene econdmicamente la solucion del mismo.
Se entiende por al entero més grande menor que el nimero  es decir

(2.2.1)
Por ejemplo

Se considera el siguiente problema entero , donde es una matriz de :
un vector fila de dimension , un vector columna de dimension y un vector

columna con entradas enteras de dimension

El problema lineal correspondiente a (2.2.2) es

Una restriccidn tipica de (2.2.3) es

donde son las variables no basicas, son las variables

basicas y es el valor de la variable basica correspondiente.

Esta restriccion puede escribirse como
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Poniendo a las partes enteras de un lado de la expresion y a las fracciones

del otro, se tiene

Como la parte izquierda de la igualdad es entera, la parte derecha también debe

serlo para el problema de programacion entera.

Teorema 2.2.1 Dado (2.2.3) se tiene que

Prueba. Dada una restriccion tipica de (2.2.3):

Se le puede multiplicar por y por , arbitrario, quedando

respectivamente

De la expresion (2.2.4) y (2.2.1) se tiene

por lo tanto, como la parte izquierda de la igualdad es entera, se tiene

Restando (2.2.7) y (2.2.5) nos queda
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(2.2.8)

Como es arbitrario, se hace , quedando (2.2.8) como

Y el teorema queda probado.

Los métodos de planos de corte estan basados fundamentalmente en la

restriccion

gue constituye un corte.

Ejemplo 2.2.2 Se deriva un corte de la siguiente restriccion

donde es la variable basica. Se tiene, separando la parte entera de la

fraccionaria en cada coeficiente

Por lo que el corte resulta ser

2.3 Algoritmo Fraccional de Gomory

El algoritmo fraccional de Gomory consiste en resolver el siguiente problema de

programacion entera:
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La idea es resolver primero el problema de programacion lineal asociado y
encontrar una solucidon optima, elegir una variable basica que no es una solucion
Optima entera, y luego generar una desigualdad y una variable de holgura en la
restriccion asociada a esta variable basica con el fin de hacer un corte en la
solucion de programacion lineal, con el método planos de corte descrito
anteriormente.

Paso 1. Se resuelve el problema entero como un problema lineal,
olviddndose por el momento de las condiciones de integralidad.

Paso 2. Si el resultado 6ptimo del paso 1 o del paso 3 es entero, pare. Se
ha obtenido el resultado éptimo del problema original. De otra manera

continde en el paso 3.

Paso 3. Seleccione el maximo fraccionario y genere un corte

Afadase este corte como una restriccidn adicional, junto con su variable
superflua. Resuélvase el problema por el método dual simplex, cuando se

tenga un punto 6ptimo que no es factible y regrésese al paso 2.

Ejemplo 2.3.3 Resolvamos por el algoritmo fraccionario de Gomory el siguiente

problema entero.
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Paso 1. La solucion del programa lineal genera la siguiente tabla éptima.

Z
Paso 3. Como y no son enteros, se debe generar un corte. El
maximo corresponde al primer renglén de la tabla, cuya restriccion

es.

Por lo tanto, el corte es

Agregando el corte y una variable superflua , la tabla queda

Aplicando el método dual simplex (2 iteraciones mas) se obtiene la siguiente tabla

Optima (para el problema lineal), pero que adn no tiene a  entero.
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Por lo tanto, el nuevo corte se forma de

que tiene el maximo , de todos los posibles candidatos

fraccionales. El nuevo corte que se afiade es

es decir

La nueva tabla a resolver por medio del método dual simplex es

Cuyo resultado 6ptimo es
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Como este resultado oOptimo del problema lineal es entero, también es una

solucion 6ptima del problema entero.

2.4 Métodos de bifurcacion y acotacion
El método de bifurcacion y acotacion, es muy elegante y simple, redondea y acota

variables enteras, resultantes de la solucibn de los problemas lineales
correspondientes. Este proceso de acotamiento y redondeo se hace de una
manera secuencial logica heuristica, que permite eliminar con anticipacién un
buen nimero de soluciones factibles alejadas del 6ptimo a medida que se itera.
De tal suerte que si una variable entera estd acotada entre un limite
inferior entero y un limite superior entero el proceso de
bifurcacién y acotacion sdélo analiza un nimero muy pequefio de todas las posibles
soluciones. Para que el lector se dé cuenta de la gran cantidad de posibles
soluciones, debe tener presente que solo la variable  puede tomar cualquiera de
los siguientes valores enteros: Si se tienen variables

enteras, se tendria un nimero muy grande de posibles combinaciones que se

pueden obtener.

2.4.1 Algoritmo de Land-Doig
El algoritmo de bifurcacion y acotacion fue presentado por Land y Doig [17]. El

nombre de bifurcacibn y acotacion se lo dan posteriormente Little, Murty,
Sweeney, Karel [18], a continuacidn se presenta el algoritmo de bifurcaciéon vy

acotacién, suponiendo que se maximiza la funcién objetivo.

Paso 1. Resuélvase el problema entero por medio del método simplex de la
programacion lineal. Si la solucién es entera, pare, se ha conseguido la solucion

Optima. Si no, continde en el paso 2.

Paso 2. Escojase arbitrariamente una variable entera  cuyo resultado en el paso

1 sea fraccional e igual a
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Paso 3. Resuélvase un par de nuevos problemas, similares al problema anterior,

pero uno con la restriccion adicional , mientras que el otro tendra la

restriccion adicional

Paso 4. De los programas lineales resueltos en el paso 3, incliyase en el analisis
a segquir, sélo aquellos programas cuya solucion (entera fraccional) sea mejor a
cualguiera de las soluciones enteras conocidas, mayor en el caso de

maximizacién y menor en el caso de minimizacion.

Paso 5. Selecciénese aquel programa lineal que tenga el maximo valor de la
funcién objetivo. Si las variables enteras tienen valor entero, se ha conseguido la
solucién éptima. Si no, regrésese al paso 2 con la estructura del problema lineal

resuelto en este paso.
Ahora apliqguemos el método de ramificacién y acotacion al siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.4.4 Resolvamos

Problema (0).

Iteracion 1.

Paso 1. La solucion optima del programa lineal correspondiente es.
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Paso 2. Se escoge arbitrariamente y se resuelven dos problemas
lineales distintos, uno con la restriccion adicional y el otro con la

restriccion adicional Es decir:

Problema (1)

Problema (2)

Paso 3. Aplicando el andlisis de sensibilidad, cuando se agrega una restriccion
adicional a un problema lineal, o bien el método de cota superior, se tienen las

siguientes tablas 6ptimas de los problemas lineales.
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Paso 4. Como no hay ninguna solucion entera en todo el proceso, se incluyen

ambas tablas en el analisis.

Paso 5. Como la mejor funcién objetivo hasta el momento corresponde a una
solucién no entera se regresa al paso 2. La

estructura seleccionada es la que lleva el numero (1).
Iteracion 2.

Paso 2. Arbitrariamente, de la estructura (1) se escoge una variable y se
resuelven dos nuevos problemas. Uno que es igual al problema (1) mas la
restriccion El otro que es igual al problema (1) mas la restriccion

Es decir:

Problema (3)

Paso 3. Aplicando el método de cota superior, se obtienen las soluciones 6ptimas
al problema lineal correspondiente a la estructura (3). La estructura (4), no tiene
solucion factible (el problema es inconsistente) y por lo tanto no se le incluye en el

listado de estructuras a analizar.
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Paso 4. Por ser una solucion entera se incluye en el andlisis.

Paso 5. Por ser el mejor valor de la funcién objetivo y ademas, ser entero, es la

solucion 6ptima, es decir:

O sea

El problema anterior puede describirse por medio de una representacion grafica
que esta constituida por una red con estructura de arbol, donde cada nodo se le
asocia lo siguiente: un namero (el de la estructura lineal correspondiente), el valor
de las variables y el de la funcién objetivo, para esa estructura.

Problema original

J(_—“) Z=18.75, X1=3.25,
-~ ‘g\ K2=1.25, MI=0, Xd=0

ey e EZe=Z
{ 1)_:.-",_“:_,.,,_,”_, 5, %2=d, l-h{;_:) 7=16.5, X1=2.5
e HI=0.33, Xa=0 XIm2, XE=l
— xa=1.5
-\-"‘-\..._
o

HicmE S K1>=4

-"‘(-: -)2 menas infinite

(3 ) 2m17, X1m3, X2m1, K31, Xd=l
il Problama Iinconsistents

Solucicn dptima, porque de los
ydos de los cuales no se des-

prende ninguna ramificacidn

{nedos 3y 4 on oste caso),

el valor de la funcidn objetive

es el mayor y la solucidn es

BT,

Figura 2.4.1 arbol de soluciones del ejemplo 2.4.4
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2.5 Métodos de Enumeracion Implicita
Los métodos de enumeraciéon implicita son métodos heuristicos, basados en la

l6gica, que como los métodos de bifurcacion y acotacion resuelven problemas
enteros, sin tener que analizar todas las posibles alternativas. Asi como el método
de planos de corte resuelve un problema entero mediante la modificacion de la
region factible del problema lineal correspondiente y el método de bifurcacion y
acotacion mediante la ramificacion de problemas que obligan a una variable
fraccionada a tomar el valor entero inmediato mayor o menor a la fraccion, el
método de enumeracion implicita resuelve problemas enteros mediante la

aceptacion o rechazo implicito de ciertas alternativas.

Los métodos de enumeracion implicita se desarrollaron para resolver problemas
del tipo binario, es decir cero-uno. Sin embargo, cualquier problema entero puede
convertirse en un problema binario (cero-uno), tomando en cuenta que una

variable entera  puede representarse por:

donde 0 1, Por ejemplo, se representa por

donde

El método que se explica a continuacién resuelve problemas tipo binario (y por

ende, cualquier problema entero) y esta basado en el trabajo de Balas [5].

2.5.1 Método aditivo de Balas para resolver problemas binarios por

enumeraciéon implicita.

El problema a resolver es
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Se supone lo siguiente:

a) que la funcion objetivo se minimiza. En el caso de que sea un proceso de
maximizacion, por las reglas de equivalencia, se convierte el problema en

uno de minimizacion.

b) Se requiere que En caso de que entonces la variable se
substituye por otra , donde . Es decir es el complemento de
. Asi por ejemplo, , quedaria

que para el caso de optimizacién es equivalente al ,

donde

Con estas dos suposiciones se puede garantizar la existencia de una solucién

inicial que sea basica factible y dual. Los coeficientes vy no necesitan ser

ndmeros enteros.

A un conjunto especifico de variables que describen un problema se le
denominard solucion parcial, ya que de aquellas se generardn las soluciones
completas del problema. De manera analoga, aquellas variables que no se
especifican en la solucién parcial, se les llamard variables libres o variables no
especificadas. Se utiliza la convencidn en que la componente que se encuentra a
la extrema izquierda de una solucién parcial, es la primera variable especificada, la
segunda a la extrema izquierda es la segunda variable especificada y asi con las
demas posiciones. Una segunda solucién parcial es continuacion de la primera si
todos los elementos de esta Ultima, aparecen en la misma posicién que en la

primera solucién.

Por ejemplo, la solucion parcial es una continuacion de

Se denota a una solucion parcial cualquiera por:
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cuyo significado es el siguiente:

significa que ha sido seleccionada con un valor uno, de acuerdo con las

reglas del método.

significa que ha sido seleccionada con valor cero, de acuerdo con las

reglas del método.

significa que , es igual a uno, como consecuencia de la continuacion de

una solucion parcial previa.

significa que  es igual a cero, como consecuencia de la continuacion de

una solucion parcial previa.

también puede significar que es uno, debido a que todas las posibles

continuaciones de han sido implicitamente analizadas.

también puede significar que es cero debido a que todas las posibles

continuaciones de han sido implicitamente analizadas.

Asi por ejemplo, la solucion parcial significa que  se igual6

a uno como consecuencia de las reglas del método, y como consecuencia de esa

eleccion se determind (por deduccion o por un analisis implicito de todas las

consecuencias de tener ), que De manera analoga, por tener
se determina que y por ultimo, por tener

se determina que

Cuando en una solucion parcial aparece un elemento sin signo, éste representa a

cualquiera de los siguientes elementos:

El método generalizado de Balas requiere que todos los costos . Las

restricciones de igualdad se trabajan tal cual, pero el resto de las desigualdades

deben ser de la forma
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Se supone que existe una solucién parcial sin signos asociados.

Inicialmente se hace o bien igual a , un nimero positivo muy grande (por
ejemplo ). Se tienen los siguientes pasos:
Paso 1.

a) Si la solucion parcial satisface las restricciones del problema, complete la
solucion parcial asignando cero a todas las variables libres. Haga  igual al
valor de la funcion objetivo correspondiente a la solucién parcial. Vaya al

paso 5.

b) Si la solucion parcial actual no satisface las restricciones del problema,
haga igual al valor de la funcién objetivo correspondiente a la solucién

parcial y vaya al paso 2.

Paso 2.

Para las variables libres , tales que:

a)

b) por lo menos para una restriccion, ,

examine las relaciones (2.5.9)

donde es el conjunto de variables libres que satisfacen (a) y (b)
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Si ninguna de las restricciones (2.5.9) se viola, entonces no existe una

continuacion factible. Vaya al paso 5. De otra manera vaya al paso 3.
Paso 3.

a) Si todas las relaciones (2.5.9) se satisfacen como una desigualdad estricta,
determine cual variable libre del conjunto , al tener valor igual a uno, reduce
considerablemente la infactibilidad total. Por infactibilidad total se entiende a la
suma, en valor absoluto de las cantidades en las cuales se viola cada

restriccion. Sea esta variable la Entonces . Se ha

maximizado la siguiente expresion :

La nueva solucion parcial es Vaya al pasol.

b) Si para alguna restriccion (2.5.9), esta se comporta como una igualdad,
denote por al conjunto de variables libres de esa restriccibn que tengan

Examine la relacién

(2.5.10)
Vaya al paso 4.
Paso 4.
a) Si (2.5.10) se satisface, entonces es la Unica continuacion

factible que es posible (dada la solucién parcial actual). La siguiente
solucion parcial que se debe analizar es: donde

Regrese al paso 1.
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b)

Si (2.5.10) no se satisface, entonces no existe una posible continuacion de

la solucion parcial. Vaya al paso 5.

Paso 5.

a)

b)

Dada la solucion parcial actual encuentre el elemento a la extrema
derecha y elimine a todos los elementos que se encuentran a su derecha.
Reemplace este elemento (el ) por Esta es la nueva solucion

parcial. Regrese al paso 1.

Si no existe un elemento en la solucion parcial actual, la enumeracién
implicita se ha completado y la solucién que se tiene en el paso 1 (a) es
Optima. Si 6 , el problema original es inconsistente y por lo tanto

no tiene solucion.

Ejemplo 2.5.5 Se resuelve por el método aditivo de Balas [5], el siguiente

problema tipo cero-uno (binario).

Note que este ejemplo ya cumple con las condiciones para toda vy las

restricciones son de la forma menor o igual. Expresando a las restricciones en la

forma

se tiene:
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Supoéngase arbitrariamente una solucion

Esto implica que y ademas:

Por lo que la infactibilidad total es de 3. Para que esta infactibilidad se reduzca es
necesario aumentar el valor de ciertas variables libres a uno. Con y todas

las demas igual a cero, se tiene:

Por lo que la infactibilidad total es ahora de 4 (no muy buena).

La variable  no tiene caso aumentarla a 1, porque perjudicaria aln mads a vy
, ya que de hecho son violadas cuando Si se hace y las deméas

variables se mantienen en cero, se tiene;:

Para una infactibilidad total de 3. Con y las demds variables igual a cero se

obtiene:

Para una infactibilidad total de 5. El mismo comentario que se hizo para , es

valido para Por lo tanto, lo que mas conviene es hacer y se mantiene la
primera solucion parcial Con las tres restricciones se convierten
en:
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La solucién parcial no es factible, puesto que Para eliminar
la violacion de la segunda restriccion es necesario analizar las posibles
continuaciones de Observando a , se concluye que se puede corregir
esta violacion analizando lo que sucede si aumenta a uno el valor de las variables

libres que tengan enestecaso vy

Con y el resto de las variables libres igual a cero se tiene:
Con y el resto de las variables libres igual a cero se tiene:
Por lo tanto, hacer después de haber hecho da una solucién parcial

que es factible. El valor de asociada a esta solucion parcial
factible es Cualquier continuaciéon de aumentaria el valor
de vy por lo tanto se les puede eliminar. Es decir que implicitamente se eliminan

las siguientes combinaciones:
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Se analiza ahora la solucién parcial gue significa y

que genera:

Como ésta es una solucion parcial no factible, se puede rechazar implicitamente

las siguientes continuaciones de

La solucién parcial que se tiene es Se analiza por lo tanto la solucién

es decir con el resto de las variables cero, lo que origina que:

Como esta solucion no es factible se pueden eliminar implicitamente todas las

soluciones que contengan es decir:

38



Como ya se han eliminado implicitamente 31 soluciones, y la trigésima segunda
es factible y solo hay (32 en este caso)
posibles soluciones, se concluye que es

Optima [22].

2.6 Comentarios finales de los Métodos de Programacion Entera
Se presenta a continuacion una indicacion relativa de la eficiencia computacional

de algunos de los métodos descritos con anterioridad. Existen programas de
biblioteca para computadoras digitales que han resuelto por métodos de
enumeracion (enumeracion implicita y ramificacion acotada) problemas enteros y
enteros-mixtos. Algunos resultados de corridas en donde se ha obtenido una

solucion 6ptima son:
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Tabla 2.6.1

NUmero de NUmero de NUmero de Tiempo de solucion
restricciones Variables continuas Variables enteras En segundos
288 244 59 27.9
68 0 536 6.6
604 1955 25 1146.0
1244 3884 24 361.6

Benichou [8]: reporta corridas en una computadora IBM-360 con el mayor
problema entero de 69 restricciones y 590 variables enteras, resuelto en 25.7
minutos y con el mayor problema entero mixto de 721 restricciones, 39 variables

enteras y 1117 variables continuas en 18 minutos.

Tomlin [25]: reporta haber resuelto en una computadora UNIVAC-1108, problemas

tipo binario (cero-uno) con 1000 restricciones y 200 variables binarias (cero-uno)
en 45 minutos.

Otros resultados publicados de los métodos de enumeracién (implicita y
ramificacion acotada) son:

TABLA 2.6.2
Numero de Numero de Numero de Tiempo de Referencia
restricciones Variables Variables solucion
enteras continuas (minutos)
197 100 217 5 Davies, Kendrick y
Weitzman [10]
39 14 53 45 Aldrich [2]
378 24 136 No se Aldrich [2]
reporto
515 48 851 20 Childress [9]
[531 22 622 30 Manne [20]
binarias
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En cuanto a los métodos que utilizan de alguna manera los planos de corte, se

tienen algunos resultados.

TABLA 2.6.3
Numero de NUmero de Tiempo de Referencia
restricciones variables solucion
enteras (minutos)
60 240 No se reportdé | Trauth y Woolsey
[26]
37 44 0.5 Srinivasan [23]
91 240 No se reportd | Baugh, Ibaraka Y
Muroga [6]

Se hace la aclaraciéon que estos no son algoritmos de planos de corte puros, sino
que se utilizan en combinacion con otros algoritmos, como por ejemplo,
ramificacion acotada. Gorry y Shapiro [13], reportan haber resuelto por medio de
meétodos basados en teoria de grupos, problemas enteros con un promedio de 75
restricciones y 150 variables enteras en menos de un minuto. El problema mas
grande que reportan haber resuelto es uno con 104 restricciones y 236 variables

enteras en 7 minutos, utilizando una computadora UNIVAC-1108.

En cuanto a los problemas tipo mochila (general no binario), Cabot [42] reporta los

siguientes resultados utilizando una computadora CDC-3600.

TABLA 2.6.4

Numero de objetos
en la mochila

Tiempo promedio
de corrida de
50 problemas

60
70
80

3.5 segundos
3.5 segundos
7.2 segundos

Greenberg y Hegerich [15] reportan haber resuelto con una computadora IBM
360/67, problemas tipo mochila generales (no binarios), con 5000 objetos

diferentes (n=5000), en aproximadamente 4 minutos.
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Existe una amplia variedad de métodos para resolver problemas enteros y aun
cuando se ha alcanzado cierto éxito, el tamafio de los problemas enteros a
resolver sigue siendo un obsticulo. Los métodos mas populares son los de
bifurcacion y acotacion. Si un problema tiene menos de 50 variables enteras,
seguramente puede ser resuelto por cualquiera de los programas comerciales de
biblioteca, que tienen disponibles las compafiias de computadoras. Los problemas
con un numero de variables enteras que oscilan entre 50 y 100, requieren de
programas mas especiales, que no abundan, como los primeros. Para mas de 100
variables enteras, se requieren técnicas muy especializadas (sobre todo para usar
programas de programacion lineal como subrutinas), que hacen que los buenos
programas comerciales escaseen 0 no existan. En estos Ultimos casos, es

necesario, construir programas propios, tarea que no es nada sencilla.

Entre los programas comerciales de computadoras digitales, que pudieran
utilizarse para resolver problemas enteros (con no mas de 100 variables enteras)

estan:

Ophelie para la CDC-6600, Extendended MPS para la IBM 360/370 ophelie,
extendended y Scientific Control Systems Umpire para la UNIVAC-1108.
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CAPITULO 3 HEURISTICAS

Dada la dificultad practica para resolver de forma exacta (simplex, ramificacion y
acotacion, etc.) toda una serie de importantes problemas combinatorios para los
cuales, por otra parte, es necesario ofrecer alguna solucion dado su interés
practico, comenzaron a aparecer algoritmos que proporcionan soluciones factibles
(es decir, que satisfacen las restricciones del problema), las cuales, aunque no
optimicen la funcion objetivo, se supone que al menos se acercan al valor éptimo
en un tiempo de calculo razonable. Podriamos llamarlas en lugar de Optimas,

“satisfactorias”.

Este tipo de algoritmos se denominan heuristicas, que proviene del griego
heuriskein (encontrar) que siendo mas exactos lo que hacen es buscar. Aunque en
un principio no fueron bien vistas en los circulos académicos acusadas de escaso
rigor matematico, su interés practico como herramienta Gtil que da soluciones a
problemas reales, les fue abriendo poco a poco las puertas, sobre todo a partir de
los afios setenta con la proliferacién de resultados en el campo de la complejidad
computacional. En este capitulo se presenta un resumen acerca de estos métodos

de solucion tomada de [12].

Una posible manera de definir estos métodos es como “procedimientos simples, a
menudo basados en el sentido comun, que se supone ofreceran una buena
solucion (aunque no necesariamente la 6ptima) a problemas dificiles, de un modo
facil y rapido”.

Son varios los factores que pueden hacer interesante la utilizacion de algoritmos

heuristicos para la solucion del problema:

a) Cuando no existe un método exacto de resoluciéon o éste requiere mucho
tiempo de calculo. Ofrecer entonces una solucion que soOlo sea
aceptablemente buena resulta de interés frente a la alternativa de no tener

ninguna solucion en absoluto.
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b) Cuando no se necesita la solucion Optima. Si los valores que adquiere la
funcion objetivo son relativamente pequefios, puede no merecer la pena
esforzarse en hallar una solucién 6ptima que, por otra parte, no representara
un beneficio importante respecto a una que sea simplemente sub-6ptima. En
este sentido, si puede ofrecer una solucibn mejor que la actualmente
disponible, esto puede ser ya de interés suficiente en muchos casos.

c) Cuando los datos son poco factibles. En este caso, o bien cuando el modelo
es una simplificacion de la realidad puede carecer de interés buscar una
solucion exacta, dado que de por si ésta no sera mas que una aproximacion
de la real, al basarse en datos que no son reales.

d) Cuando hay limitaciones de tiempo, espacio (para almacenamiento de datos),
etc., obliguen al empleo de métodos de rapida respuesta, aun a costa de la
precision.

e) Como paso intermedio en la aplicacion de otro algoritmo. A veces son usadas
soluciones heuristicas como punto de partida de algoritmos exactos de tipo

iterativo.

Una importante ventaja que presentan las heuristicas respecto a las técnicas que
buscan soluciones exactas es que, por lo general, permiten una mayor flexibilidad
para el manejo de las caracteristicas del problema. No suele resultar complejo
disefiar algoritmos heuristicos. Ademas, generalmente ofrecen mas de una
solucién, lo cual permite ampliar las posibilidades de eleccién del que decide,
sobre todo cuando existen factores no cuantificables que no han podido ser

afiadidos en el modelo, pero que también deben ser considerados.

Por otra parte, suele ser mas facil de entender la fundamentacion de las
heuristicas que los complejos métodos matematicos que utilizan la mayoria de

técnicas exactas.

Una de las mejores descripciones de la importancia de las heuristicas es la
resolucién de problemas interesantes. Si bien esta tesis se centra en la solucion
del problema de la mochila, muchas técnicas heuristicas tienen una aplicabilidad

mas general. Las péginas siguientes son algo concisas, pero tan sencillas como
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fueron posibles, y se basan en un estudio concreto y serio de los métodos
heuristicos de solucion. Este tipo de estudio, denominado heuristico, no es una

moda actual sino que tiene un largo pasado y, quizas, algun futuro.

Existen dos formas fundamentales de incorporacion de conocimiento heuristico

especifico del dominio a un proceso de busqueda basado en reglas:

e En las mismas reglas. Por ejemplo, las reglas de un sistema para jugar
ajedrez podrian no solo describir el conjunto de movimientos legales, sino
incluso un conjunto de movimientos “sensatos” determinados por el
programador de las reglas.

e Como una funcidén heuristica que evalia los estados individuales del

problema y determina su grado de “deseabilidad”.

Una funcion heuristica es una correspondencia entre las descripciones de estados
del problema hacia alguna medida deseable, normalmente representada por
nameros. Una funcion heuristica bien disefiada puede desempefiar un importante
papel de guia eficiente del proceso de buUsqueda hacia una solucién. En
ocasiones, una funcién heuristica muy sencilla puede proporcionar buenas
estimaciones sobre si una ruta es adecuada o no. En otras situaciones, deben

emplearse funciones heuristicas mas complejas.

La forma en que se implementa la funcién, en general, no tiene importancia. El
programa que utilice los valores de la funcién tendra que minimizar o maximizar
segun sea adecuado. El proposito de una funcion heuristica es el de guiar el
proceso de busqueda en la direccion mas provechosa sugiriendo qué camino se
debe seguir primero cuando hay méas de uno disponible. Cuanto mas exactamente
estime la funciéon heuristica los méritos de cada nodo del arbol o grafo, mas directo

sera el proceso de solucion.

Después de todo, seria posible hacer una funcion heuristica perfecta realizando
una busqueda completa desde el nodo en cuestion, determinando si conduce a

una solucion adecuada. En general, existe un compromiso entre el costo de
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evaluacion de una funcién heuristica y el ahorro de tiempo de busqueda que

proporciona la funcion.

Algunas heuristicas se usardn para definir la estructura de control que guia la

aplicacion de las reglas en el proceso de busqueda. Otras, tal y como se vera, se

incorporan en las propias reglas. En ambos casos, representan el conocimiento

tanto general como especifico del mundo que hace que sea abordable solucionar

problemas complejos [12].

3.1 Tipos de Heuristicas
Existen diferentes tipos de heuristicas, segun el modo en que se buscan y

construyen las soluciones. Una posible clasificacion es la siguiente:

a)

b)

Métodos constructivos. Consisten en ir paulatinamente afadiendo
componentes individuales a la solucion hasta que se obtiene una solucion
factible. EI mas popular de estos métodos lo constituyen los algoritmos
golosos o devoradores (greedy), los cuales construyen paso a paso la
solucion buscando el maximo beneficio en cada paso.

Métodos de descomposicion. Se trata de dividir el problema en sub-
problemas mas pequefios, siendo el output de uno el input de su siguiente,
de forma que al resolverlos todos obtengamos una solucion para el
problema global (divide y venceras). Un ejemplo de aplicacion de este
método a un problema de programacion lineal mixta, consiste en decidir de
alguna forma (quizds mediante otra heuristica) una solucion para las
variables enteras, y luego resolver el problema de programacién lineal
obtenido al sustituir esas variables por su valor. Algunos autores diferencian
entre métodos de descomposicién (los subproblemas se resuelven en
cascada) y métodos de particion (cuando los subproblemas son
independientes entre si).

Métodos de reduccion. Tratan de identificar alguna caracteristica que
presumiblemente deba poseer la solucién 6ptima y de ese modo simplificar
el problema. Asi, puede detectarse que alguna variable deba tomar siempre

el valor cero, que otras estan correlacionadas, etc.
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d) Manipulacion del modelo. Estas heuristicas modifican la estructura del
modelo con el fin de hacerlo méas sencillo de resolver, deduciendo, a partir
de su solucion, la solucién del problema original. Pueden consistir en
reducir el espacio de soluciones, o incluso aumentarlo.

e) Métodos de busqueda por entornos. Dentro de esta Ultima categoria es
donde se encuentra la mayoria de las heuristicas. Estos métodos parten de
una solucion factible inicial (obtenida quiza mediante otra heuristica) v,
mediante alteraciones de esa solucidon, van pasando de forma iterativa, y
mientras no se cumpla un determinado criterio de parada, a otras factibles
de su “entorno”, almacenando como Optima la mejor de las soluciones

visitadas.

Un concepto clave en ellas es cdmo realizar el paso de una solucién factible a
otra. Para ello resulta de interés definir lo que es el entorno de la solucion ,
es decir, el conjunto de soluciones “parecidas” a ella. El significado aqui de
“parecido” debe entenderse como la posibilidad de obtener una solucion

a partir de la realizando sélo una operacién elemental, llamada movimiento,
sobre (eliminar o afiadir un elemento en el subconjunto solucion, intercambiar

elementos en la permutacion , etc.).

Estos métodos se basan, por tanto, en buscar de entre los elementos del entorno

de la solucién actual, aquél que tenga un mejor valor de acuerdo con algun
criterio predefinido, moverse a él y repetir la operacién hasta que se considere que
no es posible hallar una mejor solucion, bien porque no hay ningan elemento en el

entorno de la solucién actual, o bien porque se verifique algun criterio de parada.

Una clase especial dentro de este método lo constituye el método de “busqueda
local o de descenso”. En él, en cada iteracién el movimiento se produce desde la
solucion actual a una de su entorno que sea mejor que ella, finalizando la
busqueda cuando todos los de su entorno sean peores. Es decir, la solucion final

sera siempre un éptimo local.
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Uno de los mayores inconvenientes con los que se enfrentan estas técnicas es la
existencia de 6ptimos locales que no sean absolutos. Una solucién se dice que
es “optimo local” si entonces (suponiendo que el objetivo
es minimizar y que representa el costo de la solucién ). Si a lo largo de la
busqueda se cae en un Optimo local, en principio la heuristica no sabria continuar
pues se quedaria “pegada” en ese punto. Una primera posibilidad para salvar esa
dificultad consiste reiniciar la busqueda desde otra solucién inicial y confiar en que,
es esta ocasion, la exploracion siga por otros caminos. Una de las técnicas que
veremos a continuacion (recocido simulado, basqueda tabu) que siguen diferentes
estrategias para evitar caer en Optimos locales: la primera manteniendo una
memoria de la ruta seguida para identificarlos, y la segunda permitiendo con cierta

probabilidad la aceptacidén de caer en 6ptimos locales.

Otro de los problemas de estas estrategias heuristicas es el conseguir hacerse
independientes de la solucion inicial de la que se parta. Es obvio que el punto
inicial tiene una gran influencia sobre la posibilidad de caer o no en un 6éptimo
local. A pesar de que los métodos heuristicos sélo evalian normalmente un
namero pequefio de alternativas del niumero total posible. Una heuristica bien
disefiada puede aprovechar esta propiedad y explorar exclusivamente las

soluciones més interesantes [12].

3.2 Recocido Simulado
El recocido simulado al comienzo del proceso, puede realizar algunos

movimientos descendentes. La idea consiste en realizar una exploracion lo
suficientemente amplia al principio, ya que la solucion final es relativamente
insensible con el estado inicial. Asi, se disminuye la probabilidad de caer en un

maximo local, una meseta o cresta.

El enfriamiento simulado Kirkpatrick [12] visto como proceso computacional, se
basa en el proceso fisico de la aleacién, en la que ciertas sustancias fisicas como
los metales se funden (es decir incrementan sus niveles de energia) para luego
sufrir un proceso gradual de enfriamiento hacia un estado sélido. El objetivo de

este proceso es alcanzar un estado final de minima energia. De esta forma, el
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proceso consiste en el descenso por un valle en el que la funcion objetivo es el
nivel de energia. Las sustancias fisicas normalmente evolucionan hacia
configuraciones de baja energia, de forma que el descenso ocurre de forma
natural. Sin embargo, existe cierta probabilidad de que se produzcan transiciones

hacia estados con energia mas alta. Esta probabilidad viene dada por la funcion:

donde es el cambio positivo en el nivel de energia, es la temperatura,y es
la constante de Boltzmann. Asi, durante el descenso del valle que ocurre durante
el enfriamiento, la probabilidad de que ocurran grandes saltos positivos es menor
que la probabilidad de que ocurra uno mas pequefio. También, la probabilidad de
gue se produzca un salto positivo decrece conforme la temperatura va bajando.
De esta forma, estos saltos son mas probables en los comienzos del proceso,
cuando la temperatura baja. Una forma de caracterizar este proceso es diciendo
que se permiten los movimientos descendentes en cualquier momento. Los
grandes saltos ascendentes sblo se permiten al principio, pero conforme el
proceso va progresando, so6lo se permitiran movimientos ascendentes
relativamente pequefios que finalmente el proceso converja a una configuracion

de minimo local.

La velocidad con la que se enfria el sistema a lo largo del proceso se denomina
programa de enfriamiento. Los procesos fisicos de enfriamiento se producen con
demasiada rapidez, se formaran regiones estables de alta energia. En otras
palabras, se alcanza un minimo local pero no global. Si, por el contrario, se utiliza
un programa mas lento, es mas probable que se forme una estructura cristalina
uniforme, que corresponde a un minimo global. Pero, si el programa es demasiado
lento, se desaprovecha el tiempo. A altas temperaturas, en las que se permiten
movimientos bdasicamente aleatorios, no ocurre nada de provecho. A bajas
temperaturas se puede malgastar mucho tiempo después de que se haya formado
la estructura final. ElI plan de enfriamiento Optimo para cada problema de
enfriamiento especifico se suele hallar de forma empirica [12].
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Todas estas propiedades del enfriamiento fisico se pueden utilizar para definir un
proceso analogo de enfriamiento simulado, que podria aplicarse (aunque no
siempre con efectividad) en el momento en el que sea posible utilizar una
escalada simple. Para este proceso anélogo, sufre una generalizacion, de
forma que en vez de representar un cambio en la energia, representa un cambio
en la funcidn objetivo, cualquiera que ésta sea. La analogia con  es un poco
mas complicada. En el proceso fisico, la temperatura es una magnitud bien
definida, medida en unidades estandar. La variable describe la correspondencia
gue existe entre las unidades de temperatura y las unidades de energia. Como en
el proceso analogo, las unidades de y son artificiales, tiene sentido incorporar

a , de forma que se seleccionen valores de que hagan que el algoritmo se

comporte adecuadamente. De esta forma, revisamos la formula probabilistica:

Sin embrago, es necesario elegir un plan para los valores de (que todavia
denominamos temperatura). Después de la representacion del algoritmo de

recocido simulado, se explicara brevemente esta situacion.

3.2.1 Algoritmo: recocido simulado
1. Evaluar el estado inicial. Si también es el estado objetivo, devolverlo

y terminar. En caso contrario, continuar con el estado inicial como el
estado actual.
2. Inicializar la variable EL-MEJOR-HASTA-AHORA con el estado
actual.
Inicializar de acuerdo con el programa de enfriamiento.
4. Repetir hasta que se encuentre una solucién o hasta que no queden
operadores que aplicar al estado actual.
(a) Seleccionar un operador que aun no se haya aplicado al estado
actual para producir un estado nuevo.
(b) Evaluar el nuevo estado. Calcular:  =(valor del estado actual)-
(valor del nuevo estado)

¢ Si el nuevo estado es un estado objetivo, devolverlo y terminar.
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¢ Sino es un estado objetivo, pero es mejor que el estado actual,
convertirlo en el estado actual. Hacer también que EL-MEJOR-
HASTA-AHORA sea el nuevo estado.
¢ Si no es mejor que el estado actual, convertirlo en el estado
actual con la probabilidad definida anteriormente. Este paso
normalmente se implementa invocando a un generador de
nameros aleatorios para que genere un numero de rango
SOlo si este numero es menor que , se acepta el
movimiento.
(c) Revisar cuando sea necesario, de acuerdo con el programa de
enfriamiento.
5. Devolver como respuesta EL-MEJOR-HASTA-AHORA.

Para la implementacion de este algoritmo se necesita elegir un programa de
enfriamiento que se compone de tres partes. La primera de éllas es el valor inicial
de la temperatura. La segunda es el criterio que se sigue para decidir cuando se
va a reducir la temperatura del sistema. La tercera es la magnitud del decremento
que sufre la temperatura en cada cambio. Existe un cuarto componente en el
programa de enfriamiento: cuando terminar. El recocido simulado se utiliza
frecuentemente en aquellos problemas en los que el nimero de movimientos que
pueden realizarse en un cierto estado, es muy elevado. Con esta clase de
problemas, es mejor usar algun criterio que incorpore el nimero de movimientos

gue se han intentado a partir del hallazgo de una mejora.

Los experimentos que se han realizado con el recocido simulado aplicandolos a
varios problemas, sugieren que la mejor forma de encontrar un programa de
enfriamiento se logra intentando varios y observando tanto la calidad de la
solucion como la forma en la que converge el proceso. Para empezar, hay que
tener en cuenta que conforme se aproxima a cero, la probabilidad de que se
acepten movimientos hacia estados peores se acerca también a cero, y el
recocido simulado es, por lo tanto, idéntico a una escalada simple. El segundo

aspecto a tener en cuenta es que lo que realmente ocurre en el célculo de
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probabilidad de aceptar un movimiento, es la razon De esta forma, es
importante que los valores de estén escalados de forma que esta razdn sea
significativa. Por ejemplo, podria inicializarse con un determinado valor, de

forma que, para un valor normalde , fuera 0.5[11].

3.3 Backtracking (método de vuelta atras)
Dentro de las técnicas de disefio de algoritmos, el método de vuelta atras (del

inglés Backtracking), fue acufiado por primera vez por el matematico
estadounidense D.H Lehmer en la década de 1950. Es uno de los algoritmos de
mas amplia utilizacién, en el sentido de que puede aplicarse en la resolucién de un

gran numero de problemas, especialmente los de optimizacion.

El método vuelta atrds proporciona una manera sistematica de generar todas las
posibles soluciones siempre que dichas soluciones sean susceptibles de

resolverse en etapas.

En su forma bésica la vuelta atras se asemeja a un recorrido de profundidad
dentro de un arbol cuya existencia solo es implicita, y que denominaremos arbol
de expansion. Este arbol es conceptual y solo haremos uso de su organizacion
como tal, en donde cada nodo de nivel representa una parte de la solucion y
esta formado por etapas que se suponen ya realizadas. Sus hijos son las
prolongaciones posibles al afiadir una nueva etapa. Para examinar el conjunto de
posibles soluciones es suficiente recorrer este arbol construyendo soluciones

parciales a medida que se avanza en el recorrido.

En este recorrido pueden suceder dos cosas. La primera es que tenga éxito si,
procediendo de esta manera, se llega a una solucién (una hoja del arbol). Si lo
anico que buscamos era una solucién al problema, el algoritmo finaliza aqui; ahora
bien, si lo que buscdbamos eran todas las soluciones o la mejor de entre todas
ellas, el algoritmo seguird explorando el arbol en busqueda de soluciones

alternativas.

Por otra parte, el recorrido no tiene éxito si en alguna etapa la solucion parcial

construida hasta el momento no se puede completar; nos encontramos en lo que
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llamamos nodos fracaso. En tal caso, el algoritmo vuelve atras (y de ahi su
nombre) en su recorrido eliminando los elementos que se hubieran afadido en
cada etapa a partir de ese nodo. En este retroceso, si existe uno 0 mas caminos
aun no explorados que puedan conducir a la solucion, el recorrido del arbol

continda por ellos.

La filosofia de estos algoritmos no sigue unas reglas fijas en la busqueda de las
soluciones. Podriamos hablar de un proceso de prueba y error en el cual se va
trabajando por etapas construyendo gradualmente una soluciéon. Para muchos
problemas esta prueba en cada etapa crece de una manera exponencial, lo cual

€S necesario evitar.

Gran parte de la eficiencia (siempre relativa) de un algoritmo de vuelta atras
proviene de considerar al menor conjunto de nodos que puedan llegar a ser
soluciones, aunque siempre asegurandonos de que el arbol “podado” siga
conteniendo todas las soluciones. Por otra parte debemos tener cuidado a la hora
de decidir el tipo de restricciones que comprobamos en cada nodo a fin de
detectar nodos fracaso. Evidentemente el analisis de estas restricciones permite
ahorrar tiempo, al delimitar el tamafio del arbol a explorar. Sin embrago esta
evaluacion requiere a su vez tiempo extra, de manera que aquellas restricciones
gue vayan a detectar pocos nodos fracaso no seran normalmente interesantes. No
obstante, podriamos decir que las restricciones sencillas son siempre apropiadas,
mientras que las mas sofisticadas que requieren mas tiempo en su calculo
deberian reservarse para situaciones en las que el arbol que se genera sea muy

grande.

Vamos a ver como se lleva a cabo la busqueda de soluciones trabajando sobre
este arbol y su recorrido. En lineas generales, un problema puede resolverse con
un algoritmo vuelta atrds cuando la solucion puede expresarse como una

donde cada una de las componentes de este vector es elegida en
cada etapa de entre un conjunto finito de valores. Cada etapa representara un

nivel en el arbol de expansion.
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En primer lugar debemaos fijar la descomposicion en etapas que vamos a realizar y
definir, dependiendo del problema, la gue representa la solucion del
problema y el significado de sus componentes . Una vez que veamos las
posibles opciones de cada etapa quedara definida la estructura del arbol a
recorrer. Vamos a ver a través de un ejemplo cémo es posible definir la estructura

de arbol de expansion [4].
Ejemplo: La mochila

El problema de la mochila descrito anteriormente, nos planteamos aqui dar una

solucion al problema utilizando vuelta atras.

Recordemos el enunciado del problema. Dados objetos con pesos
y beneficios , Yy dada una mochila capaz de albergar hasta
un maximo peso (capacidad de la mochila), queremos encontrar cuales de los
objetos hemos de introducir en la mochila de forma que la suma de los beneficios
de los objetos escogidos sea maxima, sujeto a la restriccibn de que tales

elementos no pueden superar la capacidad de la mochila [4].
Solucion

Este es uno de los problemas cuya resolucion mas sencilla se obtiene utilizando la
técnica de vuelta atras, puesto que basta expresar la solucion al problema como
una de valores donde tomard los valores 1 0 O
dependiendo de que el objeto sea introducido o no. El arbol de expansion

resultante es, por tanto trivial.

Sin embargo, y puesto que se trata de un problema de optimizacién, podemos
aplicar una poda para eliminar aquellos nodos que no conduzcan a una solucion

optima. Para ello utilizaremos una funcion (cota) que describiremos mas adelante.

Como su versiéon recursiva no plantea mayores dificultades por tratarse de un
ejercicio de aplicacion, este problema lo resolveremos mediante un algoritmo

iterativo programado en MATLAB.
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CONST n =..; (* numero de elementos *)

M =..; (* capacidad de la mochila *)

TYPE REGISTRO = RECORD peso, beneficio: REAL END;
ELEMENTOS = ARRAY [1...n] OF REGISTRO;

MOCHILA = ARRAY [1..n] OF CARDINAL;

PROCEDURE Mochila (elem: ELEMENTOS; capacidad: REAL; VAR X: MOCHILA;
peso_final, beneficio_final: REAL);

VAR peso_en_curso, beneficio_en_curso: REAL;

sol : MOCHILA; (* solucién en curso *)

k : CARDINAL;

BEGIN

peso_en_curso: = 0.0;

beneficio_en_curso: = 0.0;

beneficio_final: = -1.0;

k: = 1;

LOOP

WHILE (k<=n) AND (peso_en_curso+elem[k].peso<=capacidad) DO
peso_en_curso: = peso_en_curso+elem[k].peso;
beneficio_en_curso: = beneficio_en_curso+elem[k].beneficio;
sol [k]: = 1;

INC (k)

END;

IF k>n THEN

beneficio_final: = beneficio_en_curso;

peso_final: = peso_en_curso;

k: = n;

X: sol;
ELSE
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Sol [k]: =@

END;

WHILE Cota (elem, beneficio_en_curso, peso_en_curso, k, capacidad)
<=beneficio_final DO

WHILE (k<>@) AND (sol [k] <>1) DO DEC (k) END;

IF k=0 THEN EXIT END;

sol [k] : = ©;

peso_en_curso: = peso_en_curso-elem[k].peso;

beneficio_en_curso: = beneficio_en_curso-elem[k].beneficio

END;

INC (k)

END

END Mochila;

La funcién Cota es la que va a permitir realizar la poda del arbol de expansion
para aquellos nodos que no lleven a la solucion 6ptima. Para ello vamos a
considerar que los elementos iniciales estdn todos ordenados de forma
decreciente por su radio beneficio/peso. De esta forma, supongamos que nos
encontramos en el paso k-ésimo, y que disponemos de un beneficio acumulado

. Por la manera en como hemos ido construyendo el vector sabemos que

Para calcular el valor maximo que podriamos alcanzar con ese nodo , vamos
a suponer que llenamos el resto de la mochila con el mejor de los objetos que nos
guedan por analizar. Como los tenemos dispuestos en orden decreciente de radio
beneficio/peso, este mejor objeto sera el siguiente . Este valor, aunque no
tiene por qué ser alcanzable, nos permite dar una cota superior del valor que

podemos “aspirar’ si seguimos por esa rama del arbol:
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Con esto:

PROCEDURE Cota (e: ELEMENTOS; b: REAL; p: REAL; k: CARDINAL; cap: CARDINAL):
REAL;

VAR i: CARDINAL; ben_ac, peso_ac: REAL; (* acumulados *)
BEGIN
ben_ac: = b; peso_ac: =p;

FOR I: = k+1 TO n DO

Peso_ac: = peso_ac+e[i].beneficio
IF peso_ac < cap THEN ben_ac: = ben_ac+e[i].beneficio
ELSE

RETURN (ben_ac+(1.0-(peso_ac-cap)/e[i].peso)*(e[i].beneficio))
END

END;

RETURN (beneficio_acumulado)

END Cota;

El tipo de poda que hemos realizado al arbol de expansion esta mas cerca de las
técnicas de poda que se utilizan en los algoritmos de ramificacion y poda que de

las tipicas restricciones definidas para los algoritmos vuelta atras.

Aparte de las diferencias existentes entre ambos tipos de algoritmos en cuanto a
la forma de recorrer el arbol (mucho mas flexible en la técnica de ramificacion y
poda) y la utilizacion de estructuras globales en vuelta atras (frente a los nodos
“autonomos” de la ramificacién y poda), no existe una frontera clara entre los
procesos de poda de unos y otros. En cualquier caso, repetimos la importancia de

la poda, esencial para convertir en tratables estos algoritmos de orden exponencial

[4].

3.4 Hill climbing (escalada)
En el método existe realimentacion a partir del procedimiento de prueba que se

usa para ayudar al generador a decidirse por cual direccion debe moverse en el
espacio de busqueda. En un procedimiento de generacion y prueba puro, la

funcion de prueba responde sélo un si o no. La funcion de prueba se amplia
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mediante una funcidn heuristica o funcion objetivo que proporcione una estimacion

de lo cercano que se encuentra un estado al estado objetivo.

El método de la escalada se utiliza frecuentemente cuando se dispone de una
buena funcion heuristica para evaluar los estados, pero cuando no se dispone de

otro tipo de conocimiento provechoso.

Una forma de caracterizar los problemas es respondiendo a la siguiente pregunta,
“una solucion adecuada ¢es absoluta o relativa?”. Las soluciones son absolutas
cuando es posible reconocer un estado objetivo simplemente con examinarlo. Las
soluciones relativas Unicamente existen en problemas de maximizacién o
minimizacion, tales como el problema de la mochila. En estos problemas, no existe
un estado objetivo a priori. Para problemas como éstos, parece légico abandonar
la escalada si no existe un estado razonable alternativo al que moverse [11].

La forma mas sencilla de implementar el método de la escalada es la siguiente:

3.4.1 Algoritmo: escalada simple
1. Evaluar el estado inicial. Si también es el estado objetivo, devolverlo y

terminar. En caso contrario, continuar con el estado inicial como estado
actual.

2. Repetir hasta que se encuentre una solucion o hasta que no queden
nuevos operadores que aplicar al estado actual:

a) Seleccionar un operador que no haya sido aplicado con
anterioridad al estado actual y aplicarlo para generar un nuevo
estado.

b) Evaluar el nuevo estado.

i.  Sies un estado objetivo, devolverlo y terminar.

ii. Si no es un estado objetivo, pero es mejor que el
estado actual, convertirlo en el estado actual.

iii.  Si no es mejor que el estado actual, continuar con el

bucle.
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El funcionamiento de este algoritmo, consiste en el uso de una funcion de
evaluacion como una forma de introducir conocimiento especifico de la tarea
realizada en el proceso de control. Este procedimiento es lo que hace a éste y a
otros algoritmos de busqueda heuristica, que tengan la capacidad de resolver

problemas complejos.

Notese que en este algoritmo se ha formulado la pregunta, “;es un estado mejor
que otro?”. Para que el algoritmo pueda funcionar, es necesario proporcionar una
definicion precisa de término mejor. En algunos casos, significa un valor mas alto
de una funcidn heuristica; en otros, significa un valor mas bajo.

No importa lo que signifique siempre que a lo largo de una escalada especifica

sea consistente con su interpretacion [11].

3.4.2 Escalada por la maxima pendiente
Una variacion util del método de escalada simple consiste en considerar todos los

posibles movimientos a partir del estado actual y elegir al mejor de ellos como
nuevo estado. Este método se denomina método de escalada por la maxima
pendiente (steep-ascent Hill climbing) o busqueda del gradiente (gradient search).
Notese el contraste con el método basico, en el que el primer estado que aparezca
gue sea mejor que el actual se selecciona como el estado actual. El algoritmo

funciona asi [11].

3.4.3 Algoritmo: escalada por la maxima pendiente
1. Evaluar el estado inicial. Si también es el estado objetivo, devolverlo y

terminar. En caso contrario, continuar con el estado inicial como estado
actual.
2. Repetir hasta que se encuentre una solucién o hasta que una iteracion
completa no produzca un cambio en el estado actual:
a) Sea SUCC un estado tal que algun posible sucesor del estado
actual sea mejor que este SUCC.
b) Para cada operador aplicado al estado actual hacer lo siguiente:

I.  Aplicar el operador y generar un nuevo estado.
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i. Evaluar el nuevo estado. Si es un estado objetivo,
devolverlo y terminar. Si no, compararlo con SUCC. Si es
mejor, asignar a SUCC este nuevo estado. Si no es mejor,
dejar SUCC como esta.

c) Si SUCC es mejor que el estado actual, hacer que el estado

actual sea SUCC.
Tanto la escalada basica como la de maxima pendiente pueden no encontrar una
solucion. Cualquiera de los dos algoritmos puede acabar sin encontrar un estado
objetivo, y en cambio encontrar un estado del que no sea posible generar nuevos
estados mejores que él. Esto ocurre si el programa se topa con un maximo local,

una meseta 0 una cresta.

Un maximo local es un estado que es mejor que todos sus vecinos, pero que no
es mejor que otros estados de otros lugares. En un méximo local, todos los
movimientos producen estados peores. Los maximos locales son particularmente
frustrantes porque frecuentemente aparecen en las cercanias de una solucion. En

este caso se denominan estribaciones (foot-hills).

Una meseta (plateu) es un area plana del espacio de busqueda en la que un
conjunto de estados vecinos posee el mismo valor. En una meseta no es posible

determinar la mejor direccion a la que moverse haciendo comparaciones locales.

Una cresta (ridge) es un tipo especial de maximo local. Es un area del espacio de
busqueda mas alta que las areas circundantes y que ademas posee en ella misma
una inclinacién (la cual se podria escalar). Pero la orientacion de esta region alta,
comparada con el conjunto de movimientos disponibles y direcciones en la que
moverse, hace que sea imposible atravesar la cresta mediante movimientos

simples.

Existen algunas formas de evitar estos problemas, si bien estos métodos no dan

garantias:
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e Volver atras hacia algun nodo anterior e intentar un camino diferente. Es
especialmente razonable si el nodo posee otra direccion que dé la
impresion de ser tan prometedora o casi tan prometedora, como la que se
eligio. Para implementar esta estrategia, se debe mantener una lista de
caminos que casi se han seguido y volver a uno de ellos, si el camino que
se ha seguido da la impresion de ser un callejon sin salida. Este método es
adecuado para superar maximos locales.

e Realizar un gran salto en alguna direccion para intentar buscar en una
nueva parte del espacio de busqueda. Este método esta especialmente
indicado para superar mesetas. Si la Unica regla aplicable describe
pequefios pasos, aplicarla varias veces en la misma direccion.

e Aplicar dos o0 mas reglas antes de realizar la evaluacién. Esto se
corresponde con movimientos en varias direcciones a la vez. Este método

es especialmente bueno para superar las crestas.

Incluso con estas tres medidas, la escalada no es siempre muy eficaz.
Especialmente es inadecuada para problemas en los que el valor de la funcion
heuristica cambia bruscamente al alejarse de una solucion. Esto ocurre
frecuentemente cuando aparece algun tipo de efecto umbral. La escalada es un
método local, lo que significa que decide cual va a ser el siguiente movimiento
atendiendo unicamente a las consecuencias “inmediatas” que va a tener esa
eleccion, en lugar de explorar exhaustivamente todas las consecuencias. El
método de escalada comparte con otros métodos locales, la ventaja de provocar
una explosiébn combinatoria menor que los métodos globales. Sin embargo
también comparte con otros métodos locales una falta de garantias de que va a
resultar eficaz. Aunque es verdad que el procedimiento de escalada en si mismo
solo realiza un movimiento hacia delante y nunca otros mas alejados, esta
exploracién puede, de hecho, utilizar una cantidad arbitraria de informacién global

si esta informacién esta codificada en la informacion heuristica.
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Desafortunadamente, no siempre es posible construir una funcion heuristica
perfecta. Y si es posible disponer del conocimiento perfecto, podria no ser
manipulable computacionalmente. Imagine una funcién heuristica que calcule el
valor de un estado invocando su propio procedimiento de resolucion del problema
para mirar alrededor del estado dado para encontrar la solucién. En este caso se
sabe el costo exacto para encontrar una solucion y puede devolverse este costo
como su valor. Una funcion heuristica como ésta, convierte el procedimiento local
de escalada en un método global introduciendo un método global dentro de él. Sin
embargo se pierden las ventajas computacionales de los métodos locales. De esta
forma sigue siendo verdad que la escalda puede resultar muy ineficiente con
problema grandes y escabrosos. Sin embargo, suele ser adecuado si se combina
con otros métodos que consigan que se muevan correctamente por la vecindad en

general [11].

3.5 Busqueda Tabu
La busqueda Tabu surge, en un intento de dotar de “inteligencia” a los algoritmos

de busqueda local. Segun Fred Glover [24], su primer definidor, “la busqueda tabu
guia un procedimiento de busqueda local para explorar el espacio de soluciones
mas alla del optimo local”. La busqueda tabu toma de la Inteligencia Artificial el
concepto de memoria y lo implementa mediante estructuras simples con el
objetivo de dirigir la busqueda teniendo en cuenta la historia de ésta, es decir, el
procedimiento trata de extraer informacion de lo sucedido y actuar en

consecuencia.

En este sentido puede decirse que hay un cierto aprendizaje y que la busqueda es
inteligente. La busqueda tabl permite moverse a una solucién aunque no sea tan
buena como la actual, de modo que se pueda escapar de Optimos locales y

continuar estratégicamente la busqueda de soluciones aun mejores.

Se presentan primero algunos conceptos propios de los métodos de busqueda y

luego los conceptos especificos de la busqueda tabu [24].
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3.5.1 Conceptos de los métodos de busqueda

Dado un problema P de optimizaciébn combinatoria utilizaremos x para
denotar el conjunto de soluciones posibles del problema y c para la funcion
objetivo.

Cada solucion tiene un conjunto de posibles soluciones asociadas, que se
denomina entorno o vecindario de x y se denota como N(X).

Cada solucion del entorno puede obtenerse directamente a partir de x
mediante una operacion llamada movimiento, que consiste en una
basqueda local que se desplaza por vecindades para moverse
iterativamente desde una solucién hacia a una solucién

La solucion Inicial  dependera del algoritmo especifico que la genera, se
puede usar una heuristica para proporcionar una buena solucién inicial o
se puede partir de una solucién obtenida aleatoriamente, lo usual es utilizar
el conocimiento que se tiene de dénde podria haber una buena solucion,
pero, si no se tiene ninguna informacién puede partirse de cualquier valor y
mejorarlo en el proceso de solucion.

Un procedimiento de busqueda local parte de una solucion inicial, calcula
su vecindario N () y escoge una nueva solucion  en ese vecindario, de
acuerdo a un criterio de seleccién preestablecido. Es decir, realiza un
movimiento que aplicado a da como resultado , este proceso se realiza
reiteradamente.

Se pueden definir diferentes criterios para seleccionar una nueva solucion
del entorno. Uno de los criterios mas simples consiste en tomar la solucién
con mejor evaluacion de la funcion objetivo, siempre que la nueva solucién
sea mejor que la actual. Este criterio, conocido como greedy (voraz,

goloso), permite ir mejorando la solucion actual mientras se pueda.

El algoritmo se detiene cuando la solucidon no puede ser mejorada o cuando se

cumple el criterio de parada. El riesgo que se corre es el de haber encontrado una

solucion 6ptima local, no la solucién global del problema.

Al aplicar un método de busqueda cualquiera se puede presentar dos problemas:
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1. EIl algoritmo puede ciclar, revisitando soluciones ya vistas, por lo que

habria que introducir un mecanismo que lo impida.

2. El algoritmo podria iterar indefinidamente, por lo que se establece un

criterio de parada.

Esta limitacion de los métodos de busqueda es el punto de inicio de muchas de las

técnicas heuristicas, entre ellas la Busqueda Tabu [24].

3.5.2 Conceptos de la busqueda tabu
La busqueda tabu puede ser aplicada directamente a expresiones verbales o

simbdlicas, sin necesidad de transformarlas a expresiones matematicas, el
requerimiento XeS (X es una solucion factible) puede, por ejemplo, especificar
condiciones ldgicas o interconexiones que pueden ser dificiles de expresar
matematicamente por lo tanto sera mejor dejarlas como expresiones verbales y
codificarlas como reglas. Una solucién pertenece al conjunto de élite dependiendo
de su puntaje, el cual esta relacionado con la funcién objetivo de la mejor solucién

encontrada durante la busqueda, un 6ptimo local pertenece al conjunto de élite.

La caracteristica que distingue a la Busqueda Tabu de las otras heuristicas de
blusqueda es el uso de la memoria la cual tiene una estructura basada en una lista

tabl y unos mecanismos de seleccién del siguiente movimiento.

La lista tabu es una lista en el contexto computacional, donde se registran aquellas

soluciones o atributos de soluciones que no deben ser elegidas.

Una forma sencilla de construir una lista tabu consiste en que cada vez que se
realiza un movimiento, se introduce su inverso (si se pasd de a , elinverso es
a ) en una lista circular, de forma que los elementos de dicha lista estan

penalizados durante un cierto tiempo.

Por tanto, si un movimiento esta en la lista tabu no sera aceptado, aunque

aparentemente sea mejor solucién que la solucion actual.

La lista tabu puede contener:
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e Soluciones visitadas recientemente
e Movimientos realizados recientemente

e Atributos o caracteristicas que tenian las soluciones visitadas.

Asi como las costumbres sociales pueden cambiar con el tiempo, las soluciones
tabl pueden dejar de serlo sobre la base de una memoria cambiante, debe haber
una forma de “olvido estratégico”, es decir que una solucion o atributo pueda salir
de la lista tabu antes de que se cumpla su plazo. Esto se implementa a través del
Criterio de aspiracion, el cual permite que un movimiento sea admisible aunque

esté clasificado como tabu.
Las aspiraciones son de dos clases:

e aspiraciones de movimiento y

e aspiraciones de atributo.

Una aspiracion de movimiento, cuando se satisface, revoca la condicion tabu del
movimiento. Una aspiracion de atributo, cuando se satisface revoca el status tabu
del atributo. En éste ultimo caso el movimiento puede o no cambiar su condicién
de tabl, dependiendo de si la restriccién tabu puede activarse por mas de un
atributo.

Se pueden tener los siguientes criterios de aspiracion:

e Aspiracion por Default: Sitodos los movimientos posibles son clasificados
como tabu, entonces se selecciona el movimiento “menos tabu”, es decir, si
el movimiento estd penalizado en la lista tabu durante 2 iteraciones mas
y esta penalizado durante 1, es menos tabu que

e Aspiracion por Objetivo: Una aspiracion de movimiento se satisface,
permitiendo que un movimiento x sea un candidato para seleccionarse si,
por ejemplo, F(X) < mejor costo, donde F(x) es la funcion objetivo. (en un
problema de minimizacion).

e Aspiracion por Direccion de Busqueda: Un atributo de aspiraciéon para la

solucién “s” se satisface si la direccidén en “s” proporciona un mejoramiento
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"

y el actual movimiento es un movimiento de mejora. Entonces “s” se

considera un candidato.

Se define el concepto de movimiento por ser esencial para comprender el método
de Busqueda Tabu.

Se define un movimiento s como una funcién definida en un subconjunto X(s) de X
s: X(s) — X. Por ejemplo, si el algoritmo inicializa en el nodo i, los movimientos
posibles son aquellos arcos que unen el nodo con alguno de sus nodos

adyacentes.

A x € X estd asociado el conjunto N(x) (vecindario o entorno) el cual contiene los

movimientos s € S que pueden ser aplicados a X, es decir N(x) ={s € S: s € X(X)}.

En la -ésima iteracion, para evolucionar hacia otras soluciones, se seleccionan
éstas en un entorno N( ), pero que no estén en la lista Tabu: (N( ) — {Lista
Tabu}), evaluando cada una de las soluciones y quedandose con la mejor (que

obviamente no es tabu).

Para realizar una busqueda completa, es deseable que el tamafio del entorno no
sea elevado. Si se considera un entorno de tamafo grande, con objeto de reducir
el tiempo de computacion, se puede realizar la blusqueda en un subconjunto

tomado aleatoriamente [24].

Supongamos que el vecindario que se debe evaluar para determinar el siguiente
movimiento es “grande” y es muy costoso en términos de tiempo de computacion,
evaluar todos y cada uno de los vecinos, se pueden usar algunos procedimientos
aleatorios tales como los métodos de Monte Carlo que muestrean el espacio de
busqueda hasta terminar finalmente mediante alguna forma de limitacion de
iteracion. En todo caso se debe determinar el nUmero de muestras y el tamafio de
las mismas de tal modo que no ocasione mas tiempo de procesamiento que una

revision exhaustiva del vecindario [24].
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3.5.3 Uso de la memoria
La busqueda tabu se caracteriza porque utiliza una estrategia basada en el uso de

estructuras de memoria para escapar de los 6ptimos locales, en los que se puede

caer al “moverse” de una solucion a otra por el espacio de soluciones.
Las estructuras de memoria usadas son de dos tipos:

Explicita: Cuando la solucion se almacena de manera completa, se registran
soluciones de élite visitadas durante la busqueda. Por ejemplo { } donde
las  son soluciones ocurridas en iteraciones anteriores. Una extension de esta
memoria explicita registra vecindarios &ltamente atractivos pero inexplorados de

las soluciones de élite.

De atributos: Se guarda informacion acerca de ciertos atributos de las soluciones
pasadas, para propoésitos de orientacién de la busqueda. Este tipo de memoria
registra informacion acerca de los atributos o caracteristicas que cambian al
moverse de una solucion a otra. Por ejemplo, en un grafo los atributos pueden
consistir en nodos o arcos que son aumentados, eliminados o reposicionados por

el mecanismo de movimientos.

La memoria, por lo tanto puede ser explicita, de atributos o ambas. En sintesis, la
estructura de memoria explicita almacena soluciones de élite (que dan un 6ptimo

local) y la memoria de atributos tiene como propdsito guiar la busqueda.

Es importante considerar que los métodos basados en busqueda local requieren
de la exploracion de un gran numero de soluciones en poco tiempo, por ello es
critico el reducir al minimo el esfuerzo computacional de las operaciones que se
realizan, lo que se puede conseguir registrando los atributos de las soluciones en

vez de éstas para orientar la busqueda mas rapidamente.

La estructura de la memoria en la heuristica de busqueda tabu opera en relacion a

cuatro dimensiones principales:

e calidad
e influencia
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e corto plazo (lo reciente)

e largo plazo (lo frecuente)
La calidad se refiere a la habilidad para diferenciar el mérito de las soluciones,
identifica qué las hace tan buenas e incentiva la busqueda para reforzar las
acciones que conducen a una buena solucién y desalienta aquellas que conducen

a soluciones pobres.

La flexibilidad de la estructura de memoria permite que la busqueda sea guiada en
un contexto multiobjetivo, donde la bondad de una direccion de busqueda
particular puede estar determinada por mas de una funcion, el concepto de calidad
en la busqueda tabd es mas amplio que el usado implicitamente en los métodos
de optimizacién, en los cuales se considera que un movimiento es de mejor
calidad que otro porque produce una mejor “mejora” (tal es el caso del descenso
mas rapido), bajo el enfoque de busqueda tabl un movimiento puede ser de mejor
calidad si, por ejemplo, su frecuencia de ocurrencia en el pasado es baja 0 no ha
ocurrido antes y nos permite explorar nuevas regiones. La definicion de calidad de
una solucion es flexible y puede ser adaptado a la naturaleza del problema.

La dimension, considera el impacto de las elecciones hechas durante la busqueda,
mide el grado de cambio inducido en la estructura de la solucién o factibilidad, no
s6lo en calidad sino también en estructura, en un sentido la calidad puede
entenderse como una forma de influencia. Registrar informacién acerca de las
elecciones de un elemento de una solucion particular incorpora un nivel adicional

de aprendizaje, registra qué elementos o atributos generan ese impacto.

Esta nocion puede ser ilustrada para el problema de distribuir objetos
desigualmente pesados entre cajas, donde el objetivo es dar a cada caja, tan
aproximadamente como sea posible, el mismo peso. Un movimiento que transfiere
un objeto muy pesado de una es un movimiento de alta influencia, cambia
significativamente la estructura de la solucién actual, otro que intercambia objetos
de pesos similares entre dos cajas no introduce mayor influencia. Tal movimiento

puede no mejorar la solucién actual, la solucién actual es relativamente buena.
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Se privilegian los movimientos etiquetados como influyentes, pero esto no quiere
decir que no se opte en alguna iteracion por uno poco influyente, pues éstos
pueden ser tolerados si proporcionan mejores valores hasta que las mejoras a
partir de ellos parezcan ser insignificantes. En tal punto, y en ausencia de
movimientos de mejora, los criterios de aspiracion cambian para dar a los
movimientos influyentes un rango mayor y éstos puedan salir de la lista tabu antes

del plazo establecido en su tabu.

En el problema de distribuir objetos desigualmente pesados entre cajas, donde el
objetivo es dar a cada caja, tan aproximadamente como sea posible, el mismo
peso, una solucion de calidad puede ser aquella que hace que la diferencia de
pesos de las cajas sea pequefia, es decir las cajas estan aproximadamente
balanceadas.

Estas dos dimensiones de la memoria: calidad e influencia, pueden estar
consideradas de manera explicita en el algoritmo tabd, es decir, incluir una
estructura de datos que registre la etiqueta de un movimiento o solucién como de
calidad y/o influyente paralela al registro de su condicion tabd o no tabu; o puede
estar dada de manera implicita, como considerar que es de calidad si es un 6ptimo
local y/o considerar que es influyente si permite diversificar la bdsqueda. Sin
embargo las otras dos dimensiones: memoria de corto plazo y la de largo plazo,
siempre van expresadas de manera explicita por medio de la lista tabu y de la

tabla de frecuencias.

Una distincion importante en la busqueda tabu es la de diferenciar la memoria de
corto plazo y la de largo plazo, cada tipo de memoria tiene sus propias estrategias,
sin embargo, el efecto de la utilizacion de ambos tipos de memoria es el mismo:
modificar el vecindario N(x) de la solucion actual x (convertirlo en un nuevo

vecindario N’(x)).
En la memoria de corto plazo, el vecindario es generalmente:

N’(x) = {N(x) — Lista tabu}
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En las estrategias que usan la memoria de largo plazo N’(x) puede ser expandido

para incluir otras soluciones que no estan en N(Xx).

En ambos casos el vecindario de x, N(X) no es un conjunto estatico sino un
conjunto que varia dinamicamente de acuerdo a la historia de la solucién x. En
esencia la memoria de corto plazo utiliza la estructura tabu para penalizar la
busqueda y la memoria de largo plazo utiliza las frecuencias para determinar si un

movimiento no tabd puede ser elegido o no [24].

3.5.4 Memoria basada en lo reciente (corto plazo)
Es una “memoria” donde se almacenan los ultimos movimientos realizados, y que

puede ser utilizada para “recordar”’ aquellos movimientos que hacen caer de nuevo
en soluciones ya exploradas. Su objetivo es penalizar la busqueda para evitar el
ciclado. Es una manera de definir el entorno o vecindario reducido de una
solucion, consiste en etiquetar como tabu las soluciones previamente visitadas en
un pasado cercano, ciertos movimientos se consideran tabu, de forma que no
seradn aceptados durante un cierto tiempo o un cierto numero de iteraciones, se
considera que tras un cierto nimero de iteraciones la busqueda esta en una region

distinta y puede liberarse del status tabu [24].

3.5.5 Memoria Basada en Frecuencia (largo plazo)
La memoria basada en frecuencia proporciona un tipo de informacion que

complementa la informacion proporcionada por la memoria basada en lo reciente,
ampliando la base para seleccionar movimientos preferidos. Como lo reciente, la
frecuencia a menudo toma en cuenta las dimensiones de calidad de la solucion e
influencia del movimiento. En esta estructura de memoria se registra la frecuencia

de ocurrencias de los movimientos, las soluciones o sus atributos y puede ser:

e Frecuencia de transiciones: Cantidad de veces que una solucion es la
mejor o cantidad de veces que un atributo pertenece a una solucién
generada.

e Frecuencia de residencia: Cantidad de iteraciones durante la cual un

atributo pertenece a la solucién generada.

70



Una alta frecuencia de residencia, por ejemplo, puede indicar que un atributo es
altamente atractivo si S es una secuencia de soluciones de alta calidad, o puede
indicar lo contrario si S es una secuencia de soluciones de baja calidad. Por otro
lado, una frecuencia de residencia que es alta (baja) cuando S contiene tanto
soluciones de alta como de baja calidad puede apuntar a un atributo fortalecido (o
excluido) que restringe al espacio de busqueda, y que necesita ser desechado (o
incorporado) para permitir diversidad.

La memoria a largo plazo tiene dos estrategias asociadas:

¢ Intensificary

e Diversificar la busqueda.

La intensificacion consiste en regresar a regiones ya exploradas para estudiarlas
mas a fondo. Para ello se favorece la aparicién de aquellos atributos asociados a
buenas soluciones encontradas. Para evitar regresar a 6ptimos locales cada cierto
namero de iteraciones, la busqueda tabu utiliza ademas otra estrategia, como es

la diversificacion.

La Diversificacion consiste en visitar nuevas areas no exploradas del espacio de
soluciones. Para ello se modifican las reglas de eleccion para incorporar a las
soluciones atributos que no han sido usados frecuentemente. Una forma clasica
de diversificacion consiste en reiniciar periddicamente la blusqueda desde puntos
elegidos aleatoriamente, si se tiene alguna informacion acerca de la region factible
se puede hacer un “muestreo” para cubrir la region en lo posible, si no, cada vez

se escoge aleatoriamente un punto de partida (método multi arranque).

Otro método para diversificar propone registrar los atributos de los movimientos
mas utilizados en los anteriores movimientos, penalizandolos a través de una lista

tabu a largo plazo y asi explorar otros entornos.

El uso racional de estas dos estrategias da lugar a dos caracteristicas de la

busqueda tabu, el reencadenamiento de trayectorias y la oscilacion estratégica.
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Una integracion de las estrategias de intensificacion y diversificacion consiste en el

reencadenamiento de trayectorias.

Este acercamiento genera soluciones nuevas explorando trayectorias que
“conectan” soluciones de élite (6ptimos locales) comenzando desde una de esas
soluciones; llamada solucion inicial, y generando un camino en el vecindario que
conduce a otras soluciones, llamadas soluciones guia. En una coleccion dada de
soluciones de élite, el papel de la solucion inicial y una solucion guia se pueden
alternar. Esto es, se puede generar simultineamente un conjunto de soluciones
actuales, extendiendo caminos diferentes, y permitiendo que una solucion inicial
sea reemplazada (como una solucion orientadora para las otras) por otra, si ésta
satisface un criterio de aspiracion suficientemente fuerte. Debido a que sus
papeles son intercambiables, la solucién inicial y la guia son llamadas soluciones

de referencia.

El proceso de generar caminos entre soluciones de referencia esta acompafnado
por movimientos de seleccion que introducen atributos contenidos en las

soluciones que operan como soluciones guias.

El proceso también puede continuar mas alla de una soluciébn de referencia
cambiando el criterio de seleccion de movimiento que estratégicamente introducen

atributos que no estan en las soluciones guias.

En ambos casos, estos atributos estan ponderados para determinar a cuales
movimientos se les da una prioridad superior. La generaciéon de tales caminos
dentro de un vecindario “reasocia” puntos previos en formas diferentes a las

registradas en la historia previa de busqueda.

La oscilacién estratégica guia los movimientos hasta que se llega a un limite que
por lo general representaria un punto donde el método debe parar. En lugar de
parar, se le permite al procedimiento cruzar ese limite modificando la definicién de
entorno y el criterio de evaluacion, La repeticion de este proceso oscilatorio de
cruce de limite proporciona un marco adecuado para combinar estrategias de

intensificacion y diversificacion.
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Una ventaja de esta estrategia es que al moverse fuera de la frontera y retornar
desde una diferente direccion se descubren oportunidades para mejoramiento que
no son alcanzables cuando la busqueda esta confinada de una manera estrecha
[10].

3.5.6 Metodologia de la busqueda tabu
La busqueda tabu procede como cualquier algoritmo de busqueda: Dada una

solucién x se define un entorno o vecindario N(x), se evalla y se “mueve” a una
mejor solucién pero, en lugar de considerar todo el entorno o vecindario la
basqueda tabu define el entorno reducido N*(x) como aquellas soluciones

disponibles (no tabd) del entorno de x.

3.5.7 Algoritmo de la busqueda tabu simple

Generar solucién inicial

= . ( es la solucién actual)
MIENTRAS la condicidén de finalizacidén no se encuentre
HACER:
Identificar N( ). (Vecindario de )
Identificar T( ). (Lista Tabu)
Identificar A( ). (Conjunto de Aspirantes)
Determinar N*( ) = {N( ) - T( )} UA( ). (Vecindario reducido)
Escoger la mejor x € N¥( )
“Guardar” x si mejora la mejor solucidén conocida 1=

Actualizar la lista tabu

FIN MIENTRAS

73



Al confeccionar la Lista Tabu se debe considerar:

e Sisus elementos son soluciones completas o atributos.

e Tamafo de la lista tabu (tabu tenure).

e Si se usara memoria de atributos, eleccion de los atributos para almacenar
en la lista tabu.

e Establecer un criterio mediante el cual un movimiento tabl pueda ser

aceptado (nivel de aspiracion).
¢ Qué se necesita para su implementacién?

Algo que es bésico e indispensable es que el solucionador del problema, el que
usara la heuristica de busqueda tabu, esté familiarizado con el problema, conozca
su naturaleza, la forma de las soluciones factibles de tal manera que pueda sugerir

la configuracion de la lista tabu, del vecindario y el criterio de aspiracion [24].
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CAPITULO 4 COMPARACION DE ALGUNOS ALGORITMOS BASADOS EN
HEURISTICAS

En este capitulo vamos a presentar la solucion al problema de la mochila con
diferentes algoritmos explicados ya en los capitulos anteriores. Se simularan los
vectores de peso y costo aleatorios y se correran los algoritmos en MATLAB
presentes en el apéndice. Cada uno de ellos nos proporcionara el numero de
iteraciones y el tiempo que tardarén para llegar a la solucion. Con esta informacion
se construira una tabla en la que podremos comparar el desempefio de dichos
algoritmos. Finalmente se hara un andlisis de los resultados para presentar una

conclusién sobre estos algoritmos [3].

Ejemplo 4.1: Vamos a empezar por la solucion de un problema clasico de la
mochila, el cual fue tomado de [3]. La mochila es capaz de soportar un peso de 60
kg, utilizando solo 5 objetos cuyos vectores de costos (P) y pesos (W) son los

siguientes:

P=[122 2 144 133 52];
W=[63 1 71 73 24];

Tabla 4.1
algoritmo | tiempo | numero de | Costo Peso
iteraciones | 6ptimo | alcanzado

backtrackl | 0.0704 32 $54 25 kg
backtrack2 | 0.0312 4 $54 25 kg
backtrack3 | 0.1618 4 $ 54 25 kg
saks 0.0153 2 $52 24 kg
hillks 0.0084 10 $54 25 kg
tabuks 0.0089 20 $54 25 kg

Se puede observar en la tabla 4.1, que todos los algoritmos excepto saks, tuvieron
un costo optimo de $54 y un peso alcanzado de 25 kg, de los cuales, hillks fue
quien menos tiempo tardd para llegar a la solucion optima. Por otro lado el
algoritmo que mas tiempo tardo en llegar a la solucion optima fue bactrack3. Para

este ejemplo en particular, saks fue el algoritmo que menos iteraciones ejecuto y
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bactrackl fue el que mas iteraciones realiz6. Por lo tanto, se puede concluir que

hillks tuvo el mejor desempefio pues alcanzo el 6ptimo en el menor tiempo posible.

Este problema podria resolverse a mano, simplemente eligiendo y sumando los
pesos y costos de aquellos objetos que no sobrepasen el peso que es capaz de

soportar la mochila.

4.1 Aplicaciones ilustrativas del problema de la mochila
En esta seccidn se presentan aplicaciones del problema de la mochila. Algunas de

estas aplicaciones se refieren a la formulacion directa del problema, dentro del
formato aceptable de modelos de programacion matematica, en particular de la

programacion entera.

4.1.1 Problema de CONASUPO (DICONSA)
Una camioneta de 900 kilos de capacidad de la distribuidora CONASUPO, S.A

(DICONSA), visita un determinado numero de poblados rurales, cada uno en su
dia de tianguis. La camioneta puede llevar café, maiz, frijol y arroz. El café viene
empaquetado en un saco de 200 kg, el maiz en uno de 400 kg, el frijol en uno de
500 kg y el arroz en uno de 300 kg. Como esos productos se venden subsidiados
a las poblaciones rurales, el ahorro para el consumidor rural, ya estimado por

producto, es el siguiente [22]:

Tabla 4.2
producto ahorro peso
café $ 50 200 kg
maiz $120 400 kg
frijol $170 500 kg
Arroz $ 80 300 kg

Como los paquetes de los productos agricolas son indivisibles (por ejemplo no se
puede tener un bulto de 93 kilos de arroz, o 327 kilos de maiz), y la capacidad de
la camioneta esta limitada a 900 kilos, se pregunta, ¢cual debe ser el cargamento

gue maximiza el ahorro estimado para el consumidor rural?
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Matematicamente se tiene que si:

Entonces el problema es:

Si , en vez de ser entero, es una variable continua, se pueden cargar los
productos agricolas en cualquier cantidad, este problema se resuelve por el
método simplex. Como la variable es entera, el problema se resuelve por los

meétodos descritos en los capitulos anteriores [22].

Observando la tabla 4.2, podemos decir que los vectores de pesosy costos, que
soporta la camioneta de 900 kg son:

P =[50 120 170 80];

W= [200 400 500 300];

Los resultados arrojados por los algoritmos para este problema se presentan a

continuacion:

Tabla 4.3
algoritmo tiempo Nimero de Costo Peso
iteraciones Optimo alcanzado
backtrackl 0.0665 16 $290 900 kg
backtrack2 0.1126 12 $290 900 kg
backtrack3 0.0331 1 $290 900 kg
saks 0.3798 18 $ 250 900 kg
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hillks 0.0299 60 $290 900 kg
tabuks 0.0691 34 $290 900 kg

Analizando la tabla 4.3, nos podemos percatar de que hillks vuelve a ser el
algoritmo que menos tiempo realizd, pero en esta ocasion también es el que mas
iteraciones utilizé. Por otro lado, podemos ver que bactrack3 es el algoritmo que
menos iteraciones realizé en el segundo mejor tiempo y que alcanzé el 6ptimo, por
lo que concluimos que es el mejor que se desempefid en este ejemplo. Saks
vuelve a ser el Unico que se alejé del costo 6ptimo y més aun, el que mas tiempo

se tardd en aproximarse a la solucién 6ptima.

Existen varias variantes a este problema, por ejemplo:

a) Deben existir cotas inferiores en las variables. Esto quiere decir, por
ejemplo, que la camioneta debe llevar por lo menos un bulto de cada
producto agricola.

b) Las variables de decision pueden tomar Unicamente los valores enteros
cero o uno. Toman el valor cero cuando no se incluye el bulto del producto
y uno, cuando si se incluye. Sin embargo, no se puede cargar mas de un
bulto por articulo.

c) Todas estas variantes pueden resolverse por medio de la programacion
entera u otros métodos. Estos tipos de problemas enteros, reciben el

nombre de problemas “mochila”.

4.1.2 Problema del presupuesto de capital.
Un grupo financiero tiene 5 proyectos de inversion. Cada proyecto ,

necesita de una inversion de  millones de pesos, y se pronostica que ese
proyecto rendira  millones de pesos anuales de utilidad cuando el proyecto esté
funcionando. La capacidad total de inversibn es de 91 millones de pesos. La

tabla 4.4 resume los datos asociados a cada proyecto de inversion [22]:
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Tabla 4.4

Proyecto Inversion en Retorno anual de la
ndmero millones de pesos Inversién en millones de pesos
1 36 54
2 24 18
3 30 60
4 32 32
5 26 13

Se trata de decidir cuél de los cinco proyectos debe ejecutarse en el periodo de
planeacion de tres afios. En este sentido, el problema se reduce a una decision
del tipo “si-no” en cada proyecto. Esta decision esta codificada en forma numérica
con una variable binaria, donde el valor 1 representa “si el proyecto se acepta” y el
valor 0 representa “el proyecto es rechazado”. El problema de decision lo
formalizamos definiendo la variable  para que represente el proyecto El modelo

asociado resulta entonces:

Donde la capacidad de la “mochila” ahora es $91 millones de pesos y la inversion
en millones representa el vector de “pesos”, el retorno anual de inversion en

millones representa ahora el vector de “costos”, los cuales vienen dados por:
P=[54 18 60 32 13];
W= [36 24 30 32 26];

Y cuya solucion, para este problema viene dada en la tabla 4.5
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Tabla 4.5

algoritmo tiempo Nimero de Costo Retorno
iteraciones optimo en optimo en
millones millones
backtrack1l 0.0086 32 $90 $ 132
backtrack2 0.0263 22 $90 $132
backtrack3 0.1613 1 $90 $132
saks 0.4274 12 $82 $ 63
hillks 0.1026 29 $90 $ 132
tabuks 0.0795 31 $90 $132
La solucién entera éptima para el modelo es , , , , con
y millones. Es decir los proyectos 1, 2, 3 son los que el grupo

financiero en su toma de decisiones elegiran para la empresa, como esta solucion

es factible también es éptima para este problema tipo mochila cero-uno [22].

Como podemos ver en la tabla 4.5, y en las tablas anteriores, todos los algoritmos,
excepto saks, alcanzaron la misma soluciébn Optima y el mismo peso, otra
observacion importante que podemos mencionar es que hillks ya no tuvo el mejor
tiempo de solucion, sino que ahora backtrackl fue el que realiz6 menos tiempo,
sin embargo, también fue el algoritmo que mas iteraciones realiz6 y el algoritmo
gue menos iteraciones ejecuto fue backtrack3. En este ejemplo, es dificil decidir
qué algoritmo tuvo el mejor desempefio pues los que tardaron menos tiempo

hicieron mas iteraciones.

En general hemos visto que los resultados de los algoritmos heuristicos,
reportados en las tablas anteriores para problemas de la mochila relativamente
pequefios, nos han arrojado “diferentes” resultados en cuanto a soluciones

optimas, peso alcanzado, tiempo de solucion o busqueda y niumero de iteraciones.
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Podriamos concluir que hillks, en la mayoria de los casos, fue el algoritmo que
menos tiempo realizd6 para encontrar la solucién, backtrack3 el que menos
iteraciones realiz6. Pero algo muy importante y que no podiamos dejar de
mencionar es que los algoritmos para problemas de la mochila relativamente
pequefios alcanzaron la solucién en poco tiempo y con un numero pequefio de

iteraciones, comparadas con las que veremos mas adelante.

Ahora estudiaremos el comportamiento de estos algoritmos heuristicos para
algunos ejemplos de problemas de la mochila relativamente grandes. ¢Se
comportaran igual en cuanto a tiempo de solucion, iteraciones y soluciones
optimas? Y lo mas importante ¢ se ciclaran estos algoritmos a la hora de correrlos?

Esas preguntas se responderan en la siguiente seccion.

4.2 Aplicacion del problema de la mochila con ejemplos numéricos
Generamos dos vectores aleatorios, cuyas componentes varian en el intervalo

(1,500) y las cuales representan los costos y los pesos de un problema de la

mochila, de la siguiente forma:
a=1;

b=500;

P=a+ (b-a)*rand (1, 20)

Lo anterior quiere decir que se generara un vector de costos (P), aleatorio, con
componentes en el intervalo abierto (1,500), donde P es el vector renglén que
representa el valor de 20 objetos, analogamente se procede para generar los
vectores de pesos (W). Una vez que MATLAB haya generado los vectores

aleatorios se pegan y se corren en cada uno de los algoritmos.

Ejemplo 4.2.1: Vamos a empezar por un problema tipo mochila de 20 objetos, que
es capaz de soportar un peso de 4000 kg, cuyos vectores de costos (P) y pesos

(W) son los siguientes:
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P=[407.5471  452.9902 64.3664 456.7746 316.5473 49.6727
139.9706 273.8939 478.7959 482.4794 79.6489 485.3258
478.6263 243.2024 400.3400 71.8013 211.4589 457.9520
396.3115 479.7867];

W=[328.2146 18.8201 424.7155 467.0626 339.6888 379.1123
371.8231  196.7213 328.0835 86.4222 353.3170 16.8846
139.1846 24.0395 49.4688 411.9055 347.7195 159.2326

475.1608  18.1886];

La soluciébn de este problema con los algoritmos anteriores se resume a

continuacion:

Tabla 4.6
algoritmo Tiempo Nimero de Costo 6ptimo peso alcanzado
segundos iteraciones

backtrackl 42.6519 1048576 6,241.7 3,720.2
backtrack2 62.0929 1039119 6,241.7 3,720.2
backtrack3 0.1720 3 6,241.7 3,720.2
saks 0.2716 68 5,034.4 4,273.7
hillks 0.0753 29 6,241.7 3,720.2
tabuks 0.0123 58 6,241.7 3,720.2

En este problema de la mochila de 20 objetos, cuyos costos y pesos son mayores
que en ejemplos anteriores, podemos darnos cuenta que nuevamente todos los
algoritmos excepto saks, alcanzaron la misma soluciéon optima y el mismo peso.
Otra observaciéon importante que podemos mencionar es que hillks ya no tuvo el
mejor tiempo de solucidn, sino que ahora tabuks dio la solucién optima en el
menor tiempo posible, sin embargo no dio el menor numero de iteraciones sino
gue fue backtrack3 quien realiz6 el menor nimero de iteraciones. Es importante

mencionar que los algoritmos backtrackl y bactrack2 dieron la solucion 6ptima en
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un tiempo e iteraciones muy grandes, en comparacion con los demas algoritmos.

En este ejemplo, consideramos que backtrack3 tuvo el mejor desempefio.

Pasemos ahora a ver otro ejemplo del problema de la mochila mas grande cuyos
vectores de peso y costo, también fueron simulados o creados aleatoriamente en

la ventana de comandos de MATLAB.

Ejemplo 4.2.2: se quiere llenar una mochila con 40 objetos, que es capaz de

soportar un peso de 2500 kg. Y los vectores de costo y peso de los objetos son los

siguientes:

P=[407.5471  452.9902 64.3664 456.7746 316.5473 49.6727
139.9706  273.8939 478.7959 482.4794 79.6489 485.3258
478.6263  243.2024 400.3400 71.8013 211.4589 457.9520
396.3115  479.7867 328.2146 18.8201 424.7155 467.0626
339.6888  379.1123 371.8231 196.7213 328.0835 86.4222
353.3170 16.8846 139.1846 24.0395 49.4688 411.9055
347.7195  159.2326 475.1608 18.1886];

W=[219.9334 191.3977 382.9929 397.8048 94.2494  245.3924
223.3475 323.5102 354.9731 377.5887 138.7365  340.1716
327.8939  82.1433 60.3798 249.6837 479.9122  170.8525
293.0486 112.6822 375.8823 128.2925 253.4726  349.8393
4455607 479.6864 274.0605 70.1736 75.4977  129.4966

420.5179 127.8868 407.3281 122.5190 464.7025 175.6419
99.1010 126.2908 308.4063 237.1711];

Las soluciones arrojadas por los algoritmos se presentan en la siguiente tabla:
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Tabla 4.7

algoritmo Tiempo Numero de Costo 6ptimo peso alcanzado
segundos iteraciones
backtrackl No se report6é No se reportd No se report6 No se reportd
backtrack2 No se report6 No se reportd No se report6 No se reportd
backtrack3 0.2980 2 5,710.8 2,481.1
saks 0.1201 75 3,627.8 2,433.6
hillks 0.4120 39 4,533.6 2,478.2
tabuks 0.1168 58 4,533.6 2,478.2

Al observar en la tabla 4.7, podemos decir que solamente backtrack 3 alcanzo el
peso maximo y la solucién 6ptima, siendo también el que realiz6 menos
iteraciones. Por otra parte, tabuks es el que menor tiempo ocup6 pero sin llegar a
la solucién 6ptima y saks obtuvo el menor costo y peso, en comparacién con los
demas algoritmos. Es importante mencionar que los algoritmos backtrackl y
backtrack2 no reportaron costo 6ptimo ni peso alcanzado porque se detuvieron
después de correrlos una hora aproximadamente. En este ejemplo es claro que
backtrack3 es el que tuvo mejor desempefio.

Finalicemos esta seccién, con este ultimo ejemplo, ahora con un problema de la
mochila “mas grande” que los ejemplos anteriores, no perdiendo de vista que sus

vectores de pesos y costos también se generaron aleatoriamente.

Ejemplo 4.2.3: se va a llenar una mochila con 60 objetos, que es capaz de
soportar un peso de 5000 kg y cuyos vectores de costo y peso de los objetos son

los siguientes:

P=[407.5471  452.9902 64.3664 456.7746 316.5473 49.6727
139.9706 273.8939 478.7959 482.4794 79.6489 485.3258
478.6263 243.2024 400.3400 71.8013 211.4589 457.9520
396.3115 479.7867 328.2146 18.8201 424.7155 467.0626
339.6888 379.1123 371.8231 196.7213 328.0835 86.4222
353.3170 16.8846 139.1846 24.0395 49.4688 411.9055
347.7195 159.2326 475.1608 18.1886 219.9334 191.3977

84



382.9929 397.8048 94.2494 245.3924 223.3475 323.5102
354.9731 377.5887 138.7365 340.1716 327.8939 82.1433
60.3798 249.6837 479.9122 170.8525 293.0486 112.6822];
W=[375.8823  128.2925 253.4726 349.8393 445.5607 479.6864
274.0605 70.1736 75.4977 129.4966 420.5179 127.8868
407.3281  122.5190 464.7025 175.6419 99.1010 126.2908
308.4063 237.1711 176.4781 415.5835 293.0468 275.3121
458.6796  143.6337 378.8429 377.1108 190.8425 284.3430
38.8513 27.9211 265.8680 389.8044 467.0713 65.8232
284.8430  235.2259 6.9391 169.2242 81.9290 397.3480
156.2963  264.7380 83.6587 301.3890 132.2227 327.3855
344.9180 374.3276 225.8203 42.8269 115.2595 456.7553
77.0366  413.0827 269.6329 498.0712 40.0096 221.8965];

La informacion de las soluciones, dadas por los algoritmos se describen en la

siguiente tabla:

Tabla 4.8
algoritmo Tiempo Numero de Costo 6ptimo peso alcanzado
segundos iteraciones
backtrackl No se report6d No se report6 No se report6 No se report6
backtrack2 No se reportod No se reportod No se report6 No se report6
backtrack3 0.2560 2 11,250.2 4,949.3
saks 0.0959 65 4,659.8 4,981.2
hillks 0.0108 63 9,498.3 4,998.2
tabuks 0.0062 58 9,498.3 4,998.2
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De la tabla 4.8, otra vez podemos decir que solamente backtrack 3 dio el costo
Optimo, con un peso menor al solicitado, ademas nuevamente backtrack3 fue el
algoritmo que menos iteraciones realizd. Por otra parte, tabuks y hillks vuelven a
tener el menor tiempo pero sin llegar a la solucion. Es importante mencionar que
saks tuvo un costo 6ptimo y peso alcanzado, mas “alejado” o “bajo” en
comparacién con los demas algoritmos y que los algoritmos backtrackl vy
backtrack2, no reportaron costo 6ptimo ni peso alcanzado, lo cual nos hace
sospechar que backtrackl y bactrack2 se ciclan con problemas de la mochila

relativamente grandes.

4.3 Calibracion de parametros en el algoritmo saks

La calibracion de parametros es una técnica que consiste en probar diferentes
valores para los parametros en los problemas de prueba y seleccionar aquellos
que arrojen mejores resultados. Las desventajas de usar la calibracion de
parametros se puede resumir en los siguientes puntos [11]:

e La calibracion de pardmetros consume mucho tiempo de computo, a pesar
de que los pardmetros sean optimizados uno por uno dejando un lado las
iteraciones.

e Los valores de los parametros seleccionados no son necesariamente
Optimos a pesar del esfuerzo computacional invertido.

e Intentar probar todas las posibles combinaciones es practicamente

imposible.

Esta técnica computacional se usara para calibrar los parametros, alpha
(parametro de refrigeracion) y T_0 (temperatura inicial), correspondientes al
algoritmo saks con el objetivo de dar una mejor solucion optima al problema de la
mochila, pues el algoritmo saks, en comparacion con los demas, proporcioné la

solucion oOptima menor. Para esta calibracion tomaremos alpha y T O
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Analizando las tablas de la seccion anterior podemos decir que el algoritmo saks,
obtuvo la solucién 6ptima mas alejada y en algunos problemas no tuvo el mejor
desempefio en cuanto tiempo, nimero de iteraciones y peso alcanzado, respecto
a los demas algoritmos. En la tabla 4.9 se resume la solucion del algoritmo saks al
problema de la mochila para los diferentes problemas que se presentaron en la
seccion anterior cuyos parametros fueron alpha=0.1, T_0=45, los cuales se

tomaron arbitrariamente.

Tabla 4.9 Soluciones del algoritmo saks con alpha=0.1y T_0=45.

Tablas | Tiempo | Numero de Costo Peso Peso Numero
iteraciones Optimo alcanzado | méximo de

en pesos en objetos

kilogramos
4.1 0.0153 2 52 24 25

4.3 0.3798 18 250 900 900 4
4.5 0.4274 12 63 82 91 5
4.6 0.2716 68 5,034.4 4,273.7 4000 20
4.7 0.1201 75 3,627.8 2,433.6 2500 40
4.8 0.0959 65 4,659.8 4,981.2 5000 60

Una vez probados diferentes valores para los parametros, alpha y T_0 en el
algoritmo saks, el cual se puede consultar en el apéndice, elegimos alpha=.999 y
T_0=10000, porque fueron los valores con los que se obtuvo la mejor solucion del
problema de la mochila de cada uno de los ejemplos resueltos anteriormente, ver
la tabla 4.10.
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Tabla 4.10 resultados del algoritmo saks con alpha=0.999 y T_0=10000

tablas tiempo Numero de Costo Peso Peso Numero de
iteraciones 6ptimo alcanzado maximo objetos
4.1 0.0553 35 54 25 25 5
4.3 0.0040 35 290 900 900 4
4.5 0.0034 45 132 90 91 5
4.6 0.0038 45 4,333.9 3,238.7 4000 20
4.7 0.0915 60 3,344.1 2,460.1 2500 40
4.8 0.0183 58 7,000 4,548.5 5000 60

En la tabla 4.10 podemos observar que el algoritmo saks obtuvo un peso y una

solucién 6ptima mejor inclusive igual que la alcanzada con los demas algoritmos,

con unas iteraciones y un tiempo también mejores, aunque es importante recalcar

gue esto sucedid para problemas de la mochila relativamente pequefios.

Ahora, es importante observar que en dos de los tres ejemplos del problema de la
mochila, relativamente grandes, el algoritmo saks volvid a quedar alejado de la
solucion 6ptima, aunque los resolvié en un tiempo y un nimero de iteraciones

bastante buenos.

No hay reglas generales para elegir el mejor “programa de enfriamiento” o
conjunto de paradmetros, el resultado final depende del cambio en la funcién
objetivo debido a los movimientos que se utilizan en el espacio de basqueda.
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Conclusiones
En esta tesis, se ha propuesto comparar el desempefio de algoritmos heuristicos,

para resolver el problema de la mochila, basados en: vuelta atras (backtrackl,
backtrack2 y backtrack3), busqueda tabu (tabuks), la escalada (hillks) y recocido

simulado (saks).

Después de probar los algoritmos arriba mencionados con ejemplos particulares,
tomados de la literatura y con ejemplos numéricos aleatorios, y observando las
tablas de los resultados arrojados por los algoritmos, concluimos lo siguiente: Los
algoritmos backtrackl y backtrack2 basados en vuelta atrds (backtracking), los
cuales implementan la fuerza bruta y &arbol de poda respectivamente, se han
comportado de manera exitosa en 4 de los 6 ejemplos, los cuales corresponden
con problemas de la mochila relativamente pequefios, pero se comportaron de
manera deficiente, en 2 de los 6 ejemplos, los cuales corresponden a problemas
de la mochila relativamente grandes. Por otro lado, el algoritmo backtrack3,
basado también en vuelta atras (backtracking) implementando la poda sobre la
base de la funcién de delimitacién, se ha comportado de manera exitosa en los 6
ejemplos del problema de la mochila, pues este algoritmo dio un peso alcanzado y
una solucién mayores, en comparaciéon con los demas algoritmos, ademas de que
fue el algoritmo que utiliz6 el menor niumero de iteraciones para encontrar la
solucion 6ptima. De lo cual podemos concluir que, backtrack3 es el que mejor

desemperio tuvo en todos los ejemplos.

El algoritmo saks, basado en recocido simulado (simulated annealing), en los 6
ejemplos, fue el algoritmo que dio una solucibn y un peso mas bajos, en
comparacion con los demas algoritmos, aunque se ubica entre los 3 primeros
lugares en cuanto el tiempo de solucién, pero también, entre los 3 primeros
lugares en cuanto al mayor nimero de iteraciones. Por lo tanto concluimos que

saks es el algoritmo que tuvo el peor desempefio.
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En la seccion 4.3 presentamos una calibracion de los parametros del algoritmo
saks que lo convierte en un algoritmo competente al igual que los demas en

cuanto a peso alcanzado, solucién 6ptima, tiempo de solucion e iteraciones.

El algoritmo hillks, basado en colina inclinada (hill climbing), se comporté
eficientemente en 2 de los 3 ejemplos pequefios del problema de la mochila al
alcanzar el peso y la solucién y con un buen tiempo de solucién, pero no asi en el
namero de iteraciones. Por otra parte, observamos que para problemas de la
mochila grandes se aleja del valor 6ptimo, con un buen tiempo de solucién pero

no asi en el nimero de iteraciones.

Por ultimo, el algoritmo tabuks, basado en busqueda tabu (tabu search), para
problemas de la mochila relativamente pequefios, obtuvo soluciones Optimas y
pesos aceptables, ademas con uno de los mejores tiempos, aunque fue de los
algoritmos que mas iteraciones realiz6. Es importante mencionar que para
problemas de la mochila grandes, se alejo un poco de la solucién 6ptima y de los
pesos, en comparacion con backtrack3, aunque fue el algoritmo que menor tiempo
realizd en este tipo de problemas. Con lo mencionado anteriormente se concluye
que es el algoritmo que reporté el menor tiempo en problemas de la mochila
grandes, aproximandose a un peso Yy una solucion Optima bastante buena o
aceptable. Para problemas de la mochila pequefios fue uno de los algoritmos que
dio un peso y una solucion mayores, aunque no en el menor tiempo. Por lo
anterior podemos concluir que tabuks se comport6 de manera exitosa en

problemas de la mochila tanto pequefios como grandes.

Para todo aquel que esté interesado en la programacion matematica u
optimizacién heuristica cabe la posibilidad de dotar a los algoritmos heuristicos
presentados en esta tesis de cambios, como se hizo en la calibracion de
parametros de saks, que permitan no solo un mejor tratamiento integral de un
problema de optimizacion, sino también de nuevas propuestas para abordar varios
problemas conocidos de la optimizacién, dando asi lugar a futuras investigaciones
sobre la optimizacién heuristica, la cual es una herramienta muy poderosa para

diferentes areas de las ciencias, para resolver distintos problemas de la vida real
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Apéndice

El objetivo de este apéndice es presentar, la implementacién de los algoritmos
heuristicos, programados en MATLAB que cubre los aspectos mas sofisticados de
disefio y andlisis de algoritmos. De los cuales se presentan seis algoritmos de

busqueda heuristica para la solucién del problema de la mochila. Para una mejor

comprension de estos algoritmos le sugerimos consulte [3].

A-1 Algoritmo backtrackl (fuerza bruta)

Esta implementacién es, una simple aplicacion de retroceso aplicado al problema
de la mochila sin "trucos inteligentes”. En esta implementacién se exploraran

todas las posibles soluciones al problema sin tratar de podar el espacio de

estados.

function [optP,optX,r]=backtrackl(1l,x,w,p,optP,optX,M,r)

% Invocacién: [optP,optX,r]=backtrackl(l,x,w,p,optP,optX,M,r)

% Parametros: 1:

% X:
% w:
% p:
% optP:
% optX:
% M:
% r:

el nivel recursivo, para inicializar 1

valor actual de x, inicializado desde cero

el vector de pesos

el vector de costos

el beneficio 6ptimo, inicializa en ©

el valor 6ptimo para X, inicializa en []

el peso maximo

nimero de llamadas a la funcidén, iniciando en 1

% Esta funcién implementa fuerza bruta para resolver backtracking
% problema de la mochila.
% derechos del autor Lars Aurdal / Riskshopitalet

% obtiene la longitud del vector

n=length (w);

% si en la parte inferior de la recursidn

if (1>n)

r=r+l; % incrementa el numero de llamadas

% calcula el peso actual

tmpW=0;

for (i=1: n)

tmpW=tmpW+w (i)*x (i);

end

% si el peso actual es inferior al peso maximo
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% calcular la ganancia
if (tmpW <= M)

tmpP=0;

for (i=1: n)
tmpP=tmpP+p (i)*x (i);

end

% si el beneficio actual supera al beneficio maximo actual
if (tmpP>optP)
optP=tmpP;
optX=x;
end
end
else

% si no es asi, en el fondo de la recursividad empezar a explorar
% la 1-rama

x (1) =1;

[optP, optX, r]=backtrackl (1+1, x, w, p, optP, optX, M, r);

% luego explore la @-rama

x (1) =0;

[OptP, optX, r]=backtrackl (1+1, x, w, p, optP, optX, M, r);
end

A-2 Algoritmo backtrack2 (poda del arbol)

Esta implementacion es, backtracking aplicado al problema de la mochila con la
poda simple. Un nodo se excluye de la consideracién adicional si no puede ser la

raiz de una solucién admitida.

function [optP,optX,r]=backtrack2(l,CurW,x,w,p,optP,optX,M,r)

Invocation: [optP,optX,r]=backtrack2(1l,Curl,x,w,p,optP,optX,M,r)
parametros: 1: el nivel recursivo, inicializa en 1
curW: el peso actual, inicializa en @
x: el valor actual de x, inicializa en ceros
w: el vector de pesos
p: el vector de costos
optP: el beneficio 6ptimo, inicializa en ©
optX: el valor 6ptimo para X, inicializa en []
M: el maximo peso
r: ndmero de llamadas a la funcidén iniciada en 1
% Esta funciodn implementa backtracking, de forma sencilla
% la poda para resolver el problema de la mochila.
% derechos de autor Lars Aurdal / Riskshopitalet

3% 3% 3% 3R 3« 5% 3% R ® X

% obtiene la longitud del vector
n=length (w);
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% si en la parte inferior de la recursidn
if (1>n)
r=r+l; % incrementar el numero de llamadas

% calcule el beneficio actual

tmpP=0;
for (i=1: n)

tmpP=tmpP+p (i)*x (i);
end

% si el beneficio actual supera al beneficio maximo
% a continuacioén, actualice maximo beneficio y optX
if (tmpP > optP)
optP=tmpP;
optX=x;
end
end

% si en la parte inferior de la recursidn
% se tiene que el conjunto de eleccién estard vacio
% si el peso actual supera al peso maximo, entonces
% establecer esta eleccidén en [0, 1]
if (1>n)
c=[1;
else
if ((CurW+w (1)) <=M)
Cc=[1 0];
else
C= [o];
end
end

% para todos los elementos en el conjunto de eleccidn
% efectuar la recursividad
for (i=1: length(C))
x (1) =C (i);
[optP, optX, r]=backtrack2(l+1,CurW+w(l)*x(1),x,w,p,optP,optX,M,r);
end

A-3 Algoritmo backtrack3 (poda del arbol sobre la base funcidon delimitacién)

Esta implementacion es, backtracking aplicado al problema de la mochila con una

poda mas sofisticada, haciendo uso de las funciones de delimitacién.

function [optP,optX,r]=backtrack3(l,Curi,x,w,p,optP,optX,M,r,
sorted)

% invocacién: [optP,optX,r]=backtrack3(l,CurW,x,w,p,optP,optX,M,r,sorted)
% parametros: 1: el nivel recursivo, inicializa en 1
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curlW: el peso actual, inicializa en ©
X: valor actual de x, inicializa en ceros
w: el vector de pesos
p: el vector de costos
optP: el beneficio 6ptimo, inicializa en ©
optX: el valor 6ptimo para X, inicializa en []
M: el maximo peso
r: numero de llamadas a la funcién, iniciando en 1
sorted: indica si se ordenan los datos de entrada, iniciando en ©
Esta funcidén implementa dar vuelta atras con la poda sobre la base
de la funcién de delimitacién, mochila racional para resolver el
problema de la mochila.
derechos del autor Lars Aurdal / Riskshospitalet

% si los datos no estan ordenados, los clasifican
if (sorted==0)

ratio=p. /w;

[ratio, index]=sort (ratio);

index=fliplr (index);

w=w (index);

p=p (index);

sorted=1;
end

% obtiene la longitud del vector
n=length (w);

% si en la parte inferior de la recursidn
if (1==(n+1))
r=r+l; % incrementar el numero de llamadas

% calcula el beneficio actual
tmpP=0;
for (i=1: n)
tmpP=tmpP+p (i)*x (i);
end

% si el beneficio actual supera los costos maximos
% a continuacién, actualice el maximo costo y optX
if (tmpP > optP)
optP=tmpP;
optX=x;
end
end

% si en la parte inferior de la recursidn
% se tiene que el conjunto de eleccidn estard vacio
% si el peso actual lo supera el peso maximo, entonces
% establecer esta eleccidén a 0@, de lo contrario
% escoger la opcidn en [0, 1]
if (1== (n+l))

c=11;
else

if ((CurW+w (1))<=M)

Cc=[1 0];
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else
c= [o];
end
end

% calcular la funcién de limite
tmpP=0;
for (i=1 :( 1-1))
tmpP=tmpP+p (i)*x (i);
end
B=tmpP+rknap (p (1: length (p)), w (1: length (w)), M-CurW);

% Si la funciodn de limite indica error
% regrese, al conjunto de eleccidn mas largo.
if (B<=optP)
return;
end

for (i=1: length(C))

x (1) =C (i);
[optP, optX, r]=backtrack3(1l+1,CurW+w(1l)*x(1l),x,w,p,optP,optX,M,r,
sorted);
end

A-4 Algoritmo saks (recocido simulado)

function [optp,optX,E,optE,c]=saks(X,W,P,m,i_max,alpha,T_0)

% Invocacién: [optp,optX,E,OptE,c]=saks(X,W,P,m,i max,alpha,T_0)
% Parametros: X: valor inicial
W: el vector de pesos
P: el vector de costos
m: peso maximo
i_max: numero maximo de iteraciones
alpha: pardmetro de refrigeracioéon (refrigeracidén geométrica)
T_0: temperatura inicial
Esta funcién implementa el algoritmo de recocido simulado
4 para resolver el problema de la mochila.
% derechos de autor Lars Aurdal / Rikshospitalet

3% 3% 3% 3% 3« R 3¢ X

% inicializar el numero de iteraciones en uno
i=1;

% obtiene la longitud del vector de entrada X
n=length(X);

% inicialmente, el valor 6ptimo es igual al valor X
optX=X;

% inicialice el costo 6ptimo
optp=optX*P';

% inicialice la temperatura
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T=T_0;

% inicialice el vector de recuento
c=zeros (1, i_max);

% siempre y cuando no se supera el numero de iteraciones
while (i<i_max)

% obtenga una solucidén legal de la vecindad,
% ver los comentarios de la funcidn hN

% abajo

Y=hN (n, X, W, m);

% s1 conseguimos una solucién....
if (~isempty(Y))

% actualizar costos temporales
px=X*P"';
Py=Y*P';

% si el nuevo costo es mejor que el anterior, aceptar

if (py>px)
X=Y;

% si el Nuevo costo es mejor, que el costo en general, actualizar
if (py>optp)
optp=py;
optX=Y;
end

% de todos modos aceptar la nueva solucién, con un cierto P

else
r=rand;
if(r<exp ((py-px)/T))
X=Y;
c (i) =1;
end
end

% actualizar los vectores de costos de mejor funcionamiento
E (1) =px;
optE (i) =optp;
end

% incrementar contador y disminuir la temperatura

i=i+1;
T=alpha*T;
end
% Funcién para calcular la vecindad
% y la busqueda de un Nuevo candidato.
% Esta funciodn encuentra todos los candidatos legales en
% la vecindad y luego elige candidatos aleatoriamente.

function Y=hN (n, X, W, m)
N=ones (1, n)'*X;
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N=xor (N, eye (n));

currW=N*W";
index= (currh<=m);

N=

N (index, :);

sz=size (N, 1);
if (sz>0)
rl=floor (sz*rand) +1;

Y=N (rl1, :);

else

Y=1[1;

end

A-5 Algoritmo hillks (colina inclinada)

function [optp, optX] =hillks (X_@, W, P, m, i_max)

SN

3

3

¥ ¥ X X X

Invocacidén: [optP, optX] =hillks (X_©, W, P, M, i max)

Parametros: X _O:
W:
P:
m:

i_max:

solucidén inicial

el vector de pesos
el vector de costos
peso maximo

numero maximo de iteraciones

Esta funcidén implementa el algoritmo de escalar la colina

para resolver el problema de la mochila.

derechos del autor Lars Aurdal/Rikshospitalet

% comience por inicializar el numero de iteraciones a cero

i=0;

% obtiene la longitud de entrada X

n=length (X_0);

% inicialmente, el valor 6ptimo es igual a X

optX=X_0;

% inicialice el costo déptimo

optp=optX*P"';

% siempre y cuando no se supere el numero de iteraciones
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while (i<i_max)

% Aqui generamos el entorno o vecindad de la

% solucién X. En primer lugar, hacer una matriz en la que cada fila
% es igual al actual X, entonces xor con la matriz identidad

% sirve para calcular una nueva matriz que contiene los vectores

% vecinos.

N=ones (1, n)'*optX;

N=xor (N, eye (n));

% Basandose en las soluciones contenidas en N,
% calcular un vector de correspondientes
% valores actuales de peso.

currW=N*W";

% Basdandose en las soluciones contenidas en N,
% calcular un vector de correspondientes
% valores actuales de costos

currP=N*p';

% Mantenga el costo corriente maxima correspondiente de la solucién actual
currP=currP.*(curri<=m);

[currp, index]=max (currP);

% Actualizar si este Nuevo costo es mejor que el costo 6ptimo existente
if (currp>=optp)

optp=currp;

optX=N (index, :);
else

break;

end
% Incrementar el contador de iteraciones

i=i+1;

end
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A-6 Algoritmo tabuks (busqueda tabu)

function [optp, optX] =tabuks(X, W, P, m i_max, L)

Invocacién: [optp, optX] =tabuks(X, W, P, m, i max, L)
Parametros: X: valor inicial

W: el vector de pesos

P: el vector de costos

m: peso maximo

i _max: numero maximo de iteraciones

L: Vida util de la lista tabu
Esta funcidén implementa el algoritmo de busqueda tabu
para resolver el problema de la mochila.
derechos de autor Lars Aurdal/Rikshospitalet

3R 3R 3R 3° 3% 3% 3 R ¥ X

% Comience por inicializar el numero de iteraciones a cero
i=0;

% Obtiene la longitud del vector de entrada X
n=length(X);

% Inicialice la lista tabu en cero
tL=zeros (1, n);

% Inicialmente, el valor 6ptimo es igual al valor de X
optX=X;

% Inicialice el costo 6ptimo
optp=optX*P';

% Siga, siempre y cuando no se supere el numero de iteraciones
while (i<i_max)

% Disminuir los valores distintos de cero en la lista tabdu.
tL=tL-(tL>0);

% Aqui generamos el entorno o vecindad de la solucidn X.

% En primer lugar, hacer una matriz en la que cada fila

% es igual al actual X, entonces xor con la matriz identidad

% sirve para calcular una nueva matriz que contiene los vectores
% vecinos.

N=ones (1, n)'*X;

N=xor (N, eye (n));

% Based on the solutions contained in N,
% calcular un vector de correspondientes
% valores actuales de costos.
currW=N*W";

% Basandose en las soluciones contenidas en N,
% calcular un vector de correspondientes

% current profit values.

currP=N*p';
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% Mantenga el costo de maxima corriente correspondiente
% a la solucién legal.
currP=currP.*(curri<=m).*(tL==0)";

[currp, index]=max (currP);

% Mantenga la mejor X de la vecindad u entorno.

% Actualizar la lista tabu para hacer una transiciodn
% de nuevo a la anterior X imposible para un periodo.
X=N (index, :);

tL (index) =L;

% Actualizar si este nuevo costo es mejor que él, costo existente
if (currp>=optp)

optp=currp;

optX=X;
end

% incrementar el contador de iteraciones

i=i+1;
end
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