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Introduccion

Como resultado del aumento en concentraciones de gases de efecto inver-
nadero, existen evidencias cientificas que sugieren que el clima global se vera
alterado en este siglo. El principal responsable del cambio climatico global es el
COs3, que tiene entre sus fuentes emisoras la deforestaciéon y la destrucciéon de
los suelos [7].

El carbono orgamico del suelo (COS) es un gran y activo reservorio, y los
ecosistemas forestales pueden absorber cantidades significativas de COs, por lo
cual existe un gran interés en incrementar el contenido de carbono organico en
estos ecosistemas.

La relevancia que tiene en la actualidad la modelacion del Carbono Organico
del Suelo, se encuentra intimamente ligado a la propiedad de incidir directa-
mente en el almacenamiento del carbono por medio del suelo y, por ende, en la
mitigacion de las emisiones de COs, que es uno de los Gases de Efecto Inver-
nadero (GEI) de mayor importancia.

En las ultimas décadas se ha reconocido que el cambio del uso de suelo cons-
tituye uno de los factores plenamente implicados en el cambio climético global,
alterando procesos y ciclos. Lo anterior se vuelve trascendental si se considera
que es a través de estos cambios donde se materializa la relacion entre el hombre
y el medio ambiente.

Los ecosistemas terrestres han sufrido grandes transformaciones, la mayoria
debido a la conversion de la cobertura del terreno y a la degradaciéon e inten-
sificacion del uso del suelo. Estos procesos usualmente englobados en lo que se
conoce como deforestacion o degradacion forestal, se asocian a impactos ecolo-
gicos importantes en casi todas las escalas [9].

Se ha comprobado que la destrucciéon de la biodiversidad y los bosques tro-
picales y templados puede perturbar el clima global y poner en riesgo una fuente
importante de captura de carbono. Cada vez es mas evidente la transformacion
que sufre el territorio. Los cambios de uso del suelo ya sean legales o ilegales
son cada dia mas frecuentes.

Algunos autores como en [2] consideran que la modificacion de la cobertu-
ra y uso del suelo se debe a la interacciéon de factores economicos, politicos y
ecologicos. Sin embargo, otros piensan que la escasa conexiéon entre los estudios
explicitos del uso del suelo y los aspectos socioeconémicos provoca serias dificul-
tades para integrar realmente aspectos biofisicos y humanos. También se acusa



la falta de trabajos de analisis cuantitativos que permitan explicar las causas
y efectos de estos factores, ya que también las interpretaciones de cémo estos
interacttian para estimular el cambio varian ampliamente de una region a otra.

Los estudios del caso en México muestran que los métodos utilizados, en ge-
neral son diferentes e indefinidos en cuanto a los parametros y variables que se
incluyen; incomparables en términos de las categorias que utilizan y con escalas
de trabajo incompatibles. De igual forma sélo algunos trabajos revisados hacen
uso de técnicas estadisticas para tratar de conocer las causas de los cambios. De
acuerdo con lo anterior, se puede decir que atn son escasas las investigaciones
en el pais que tratan de explicar las causas de estos cambios utilizando variables
socioecondmicas y ambientales [2].

En la actualidad existe un gran interés cientifico por establecer la relacion
que guarda el Carbono Orgénico del Suelo con otras propiedades del mismo. En
los problemas de prediccién del COS es bastante frecuente que las variables in-
dependientes del modelo sean altamente colineales, y por tanto, los estimadores
de la regresion por minimos cuadrados ordinarios (OLS, por sus siglas en inglés)
no son adecuados ya que poseen varianzas muy grandes. Se han propuesto di-
ferentes técnicas para manejar los problemas causados por la multicolinealidad.

En este trabajo se muestran los resultados obtenidos al desarrollar un mo-
delo de regresion y analizar sus supuestos, asi mismo se revisan dos metodologias
relativamente similares y usadas en la solucion a estos problemas: Regresion con
Componentes Principales (RCP) y Regresion por Minimos Cuadrados Parciales
(PLS, por sus siglas en inglés). Ambos métodos transforman las variables predic-
toras en componentes ortogonales, las cuales representan la solucién al problema
de multicolinealidad y permiten hacer una reduccién de la dimensionalidad del
espacio de variables predictoras.

El proposito del presente estudio es comparar estos diferentes métodos de
regresion para seleccionar el mejor modelo que prediga el porcentaje de COS
en funcién de otras propiedades del suelo, en la zona de la Caldera de Teziutlan
en el estado de Puebla.

En el Capitulo 1 se describe esencialmente el Modelo de Regresion Lineal
Muiltiple, asi como la comprobaciéon de los supuestos del mismo. La parte fuerte
de este trabajo se encuentra en el Capitulo 2, donde se explica el problema de
Multicolinealidad al igual que sus diagnosticos, en esté mismo Capitulo se brin-
dan las caracteristicas esenciales de las metodologias: RCP y PLS y se explican
los criterios utilizados para medir la capacidad predictiva de los modelos.

Posteriormente en el Capitulo 3 se aplican los conceptos al problema antes
mencionado con las metodologias descritas y se comparan a través de diferentes
estadisticos que muestran la capacidad predictiva de los mismos. Finalmente, se
dan las conclusiones.



Capitulo 1

Regresion Lineal Mnltiple

El analisis de regresion es la técnica estadistica de uso mas frecuente para
investigar y modelar la relacién entre variables. Su atractivo y utilidad
generalmente son el resultado del proceso conceptualmente loégico de usar una
ecuacion para expresar la relacion entre una variable de interés (la respuesta) y
un conjunto de variables predictoras relacionadas [10].

1.1. Modelo de Regresion Lineal Miiltiple

n k vari redictoras; x1,Zs9,..., 2 qu T AN T ion
Sean k variables predictoras; x1,xs,. .., e se cree estan relacionadas
con una variable de respuesta Y.

El modelo clasico de regresion lineal indica que la variable Y se compone de
una media, que depende de manera continua de las z}s, y un error aleatorio ¢,
que representa el error de medicion y los efectos de otras variables que no fueron
consideradas explicitamente en el modelo.

Los valores de las variables predictoras son tratados como fijos, mientras que
el error y la respuesta son vistos como variables aleatorias cuyo comportamiento
se caracteriza por un conjunto de hipétesis de distribucion [15].

Especificamente, el modelo de regresion lineal con una sola respuesta es de
la siguiente forma:

y=0o+ Piz1+ ...+ Brxi + €. (1.1)

El término lineal se refiere al hecho de que la media es considerada co-
mo una funcién lineal de los pardmetros desconocidos g, G1, - - -, Bk, donde di-
chos parametros 3;, j = 0,1,...,k son llamados coeficientes de regresion. El
pardametro (3; representa el cambio esperado en la respuesta Y por cambio uni-
tario en z; cuando todas las demds variables regresoras x;, (i # j) se mantienen
constantes.



Para estimar los 3’s en (1.1), necesitamos una muestra de n observaciones
de Y y de las z's asociadas. El modelo para la observacion i-ésima estd dado
por:

Yi = PBo+ Prxa + ... + Brwik + & (1.2)
Las suposiciones para ¢; son las siguientes:

1. E(g;) = 0, para ¢ = 1,...,n, o equivalentemente; E(y;) = Bo + f1zin +
2

2. Var(e;) = 0%, parai = 1,...,n, o equivalentemente; Var(y;) = o2.
3. Cov(g;,e5) =0, para i # j, o equivalentemente; Cov(y;, y;) = 0.

La suposiciéon 1 establece que el modelo es correcto; es decir, toda la infor-
macion relevante de las 2’s estd incluida y el modelo es lineal. La suposicién 2
afirma que la varianza de Y es constante y por lo tanto, no depende de las z’s.
Por otra, parte la suposicion 3 establece que las 3's no estan correlacionadas en-
tre si y que por lo general son tomadas de una muestra aleatoria. Mas adelante
vamos a anadir el supuesto de normalidad en el cual las y's seran independientes
y no correlacionadas [12].

Con n observaciones independientes en Y y los valores asociados de z;, el
modelo completo se convierte en:

1= 0o+ Bz + ...+ Bk + a1
y2 = Bo + B1ixor + ... + BrTok + &2

: (1.3)
Yn = ﬁO + ﬂlmnl +...+ ﬁkwnk + En.

Es mas comodo manejar modelos de regresion miultiple cuando se expresan
en notacién matricial. Eso permite presentar en forma muy compacta al modelo,
los datos y los resultados. La notacién matricial del modelo es la siguiente,

Y = X3 +e¢, (1.4)
en donde,
Y1 1z ®i2 ... Tk Bo €1
Y2 1 mo1 a2 ... Top B €2
= . . . . . . +
Yn 1 zp1 ZTp2 .. Tng ﬂk En

En general, Y es una matriz de n x 1 de las observaciones, X es una matriz
de n x (k+ 1) de variables regresoras,  es un vector de (k+ 1) x 1 de los coefi-
cientes de regresion desconocidos y € es una matriz de n x 1 de errores aleatorios.



Podemos observar que las tres suposiciones mencionadas antes, se pueden
expresar mediante el modelo dado por (1.4) como:

e E(g) =0, 0 bien; E(Y) = X[.
e Cov(e) = o%I, o bien; Cov(Y) = o°1.

Observemos que la suposicion Cov(e) = o%I incluye los supuestos Var(g;) =
o2y Cov(gj,ej) =0, i # j.

La matriz X en (1.4) es de tamaifio n x (k4 1); supondremos que n > k + 1
y Rango(X) =k + 1. Sin < k+ 1 o si existe una relacion lineal entre las x’s,
entonces X no tendra rango completo. Si los valores de los z;; se han fijado
(escogido por el investigador), entonces la matriz X contiene esencialmente el
diseno experimental, por lo cual es llamada matriz de diseno.

Modelo de Regresiéon Lineal

=X Ié) +e

nx1 nx(k+1)  (k+1)x1 nx1

E()=0 Yy Cov(e) = 0?1

nx1 nxXmn

donde B y o2 son los parametros desconocidos.

1.2. Estimacion de 3y o2

Para obtener estimadores para (3, no es necesario que la ecuacion de predi-
ccion §; = Bo + Pixi1 + ... + Brayx este basada en E(y;). Soélo es necesario
postular un modelo empirico que sea lineal en B' s, y el método de minimos
cuadrados se encarga de encontrar el mejor ajuste a este modelo.

1.2.1. Estimador de Minimos Cuadrados para [

En esta seccion, se discute la aproximaciéon de minimos cuadrados para la
estimacion de los 3's en el modelo con X — fijas en (1.1) o (1.4), para ello no son
necesarias suposiciones sobre alguna distribuciéon para la respuesta Y. Para los
parametros (g, 31, - . ., Ok, buscamos estimadores BO, Bl, . ,Bk que minimizen:

SB =Y &= (-0

i=1 i=1

= z": (yi - BO - 51561'1 — ... kaik>2 . (1.6)
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Se debe minimizar la funcion S(f3) respecto a By, f1, - . ., Bk. Los estimadores
de By, B1,- - ., Bk por minimos cuadrados deben satisfacer
7% __22"(‘_(3 + bz 4.+ Baa)) =0, (17a)
9B 18o.81,..Bk P Yi 0 1Ti1 + - - - e Lk ’ .
% __2Zn<'_(5 + P + +3w-))x--—0 (1.7b)
8ﬁ] ﬁAUaBlwu,Bk i1 yl 0 1441 kLik 17 . .

Al simplificar las ecuaciones (1.7a) y (1.7b) se obtienen las ecuaciones nor-
males de minimos cuadrados

n n n n
nBo + Z%‘H‘Bzzxm +. 4+ B szk = Zyia
i=1 i=1

=1 i=1

n n n n n

. . . .

Bo E i1+ B E x5+ P2 g TiTio + ...+ B E Ti1Tik = g Ty,
=1 i1 i=1 i1 =1

n n n n n
B0 wik+ B Y winwintBe Y wintia .+ B ¥ =Y wiryi.  (1.8)
=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Notemos que hay k + 1 ecuaciones normales, una para cada parametro des-
conocido de la regresion. La soluciéon de estas ecuaciones seran los estimadores
por minimos cuadrados (o, 1, . ., Bs. Es mas comodo manejar un modelo de
regresion en forma matricial, de modo que S(3) se puede expresar de la siguiente
manera,

S(B) =YY -3X'Y -Y'Xp+3X'Xp3
=Y'Y -2’ X'Y + 3/ X' X}.
Ahora, diferenciando con respecto a 3 e igualando a cero, se obtiene:
8S(6) 1 v A
— . =2XY+2X' X3 =0, 1.9
25 |5 B (1.9)

de aqui tenemos,

X'X3=X'Y. (1.10)

La expresion (1.10) son las ecuaciones normales de minimos cuadra-
dos, y son la forma matricial de las ecuaciones dadas por (1.8). Para resolver
el sistema de ecuaciones normales multiplicamos ambos lados de (1.10) por la
inversa de X’'X, de esta forma el estimador por minimos cuadrados para f3 es,

B=(X'X)"'X"y, (1.11)
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siempre y cuando exista la inversa (X’X)~!. La matriz (X'X)~! existe solo si
las variables regresoras son linealmente independientes.

La matriz de valores ajustados Y que corresponde a la matriz de valores
observados Y es

YV =X3=X(X'X)"'X'Y = HY. (1.12)

La matriz H = X(X'X)7*X’ es llamada matriz sombrero y cumple con ser
idempotente!. H es ttil para las manipulaciones teéricas, pero por lo general
no se calcula de forma explicita, ya que es una matriz de n X n que podria ser
muy grande para algunos conjuntos de datos.

La diferencia entre el valor observado y; y el valor ajustado ¢; correspondiente
es el residual ¢; = y; — ;. Los n residuales pueden escribirse de forma matricial
como sigue:

e=Y Y. (1.13)

El vector residual € estimado en el modelo (1.4) se puede utilizar para com-
probar la validez del modelo y los supuestos correspondientes.

1.2.2. Propiedades de los Estimadores de Minimos
Cuadrados

Los estimadores de minimos cuadrados (3 tienen ciertas propiedades, las
cuales se muestran con facilidad.

Si E(Y) = X3, entonces

E(f) = E[(X'X)"'X"Y]
= (X'X)"'X'E(Y)
= (X'X)"'X'Xp
= /67

por que E(e) =0y (X’X) ' X'X = I, entonces 3 es un estimador insesgado
de (.

La propiedad de varianza de 3 se expresa con la matriz de covarianza

Cov(B) = E{[8— E(B)][3 — E(B)'}
=Cov((X'X)"'X'Y),

1Se dice que una matriz Ay es idempotente si
A=AA
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que es una matriz simétrica, cuyo j-ésimo elemento de la diagonal es la varianza
de f3; y cuyos elementos fuera de la diagonal son Cov(f3;, 3;).

Recordemos que Cov(Y) = 021 y # = (X'X)"1 XY, entonces

Cov(B) = Cov((X'X)71X'Y)
= (X'X)"' X'Cov(Y)[(X'X) ' X']
= (X'X)7 X (2D [(X'X) 7 X
= (X' X)X’ X(X'X)™!
=o3(X'X)!

pues Cov((X'X)71X'Y) = (X'X) ' X'Cov(Y)[(X'X) 1 X) y [(X'X)1X) =
X(X'X)™!, asf la matriz de covarianzas para (3 estd dada por o?(X’ X)L,

Ademas de E(f) = 8y Cov(3) = 62(X’X)"!, una tercera propiedad im-
portante de 8 es que bajo los supuestos estdndares, la varianza de cada §; es
minima:

Teorema 1.1 (Teorema de Gauss-Markov) Si E(Y) = X3 Cov(Y) = 021
se tiene que el estimador de minimos cuadrados (3, tiene varianza minima entre
todos los estimadores insesgados para (3.

El teorema de Gauss-Markov en [12] establece que el estimador de mini-
mos cuadrados para 3, es BLUE(Best Linear Unbiased Estimator), el mejor
estimador lineal insesgado. En este caso, se puede decir que B tiene la varianza
minima, entre la clase de todos los estimadores insesgados que son combinaciones
lineales de los datos. Si ademas se supone que los errores ¢; tienen distribucién
normal, como se verd mas adelante, entonces el estimador de minimos cuadra-
dos es el mismo que el estimador de maxima verosimilitud y también es un
estimador insesgado y de varianza minima.

1.2.3. Un Estimador para o

Podemos determinar un estimador para o2 a partir de la suma de cuadrados
de los residuos,
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Si sustituimos e =Y — XB se obtiene,

SSpes =(Y = XB)'(Y — XB)
=Y'Y - 3'X'Y -Y'X3+ XX
=Y'Y -2 X'Y + 3 X'Xp
(1.14)

Como X’XB = X'Y, la ultima igualdad se transforma en
SSpes =Y'Y — B'X'Y.

Ahora como se deben estimar k + 1 pardmetros, tendremos que la suma de
cuadrados de los residuales tienen n — (k + 1) grados de libertad asociados al
modelo. Asi, el cuadrado medio residual esta dado por

SSRes

MSpges = m (1.15)

En [12] se muestra que el valor esperado para MSg.s es 02 y por tanto, un

estimador insesgado para o? es

62 = MSpes. (1.16)

1.2.4. Estimadores de Maxima Verosimilitud

El método de minimos cuadrados se aplica para estimar los pardmetros en
un modelo de regresion lineal, independientemente de la distribucién que tengan
los errores €. Con el método de minimos cuadrados se obtienen los mejores esti-
madores lineales insesgados B Otros procedimientos, como prueba de hipotesis,
suponen que los errores se distribuyen normalmente, de modo que un método
alternativo para estimar pardmetros es el método de maxima verosimilitud.

El modelo esta dado por Y = X 3+¢ y los errores estan distribuidos en forma
normal e independiente con varianza constante o2, de modo que la funciéon de
densidad normal para los errores es,

flei) = e 2075,

La funcion de méaxima verosimilitud estéa dada por:

n
1 12
L(e, B,0°%) = €)= ———7—e 375, 1.17
ahora sustituyendo ¢ = Y — X en (1.17) y dado que la transformacion log-
aritmica es monotdna, es apropiado maximizar 1.18 en lugar de 1.17, como el
argumento maximizaciéon permanece tomando el logaritmo tenemos:

InL(Y, X, 3,02) = —g In(27) — nln(o) — 2%2(}/ ~XB)(Y - XB). (1.18)
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Si no hay restricciones sobre los parametros, podemos derivar la funcién dada
por 1.18 respecto a los parametros 3 y o, e igualar a cero, de modo que los
estimadores de maxima verosimilitud deben satisfacer:

oL B

oL 1 [ X'Xp-X'Y _
08ly,xp02 202

—2X'Y +2X'X 3| = : =0, (1.19a)
g

oL

‘ n 2w 1
0o?ly,x,8,02

22702 204

(Y — XB)(Y — XB) = 0. (1.19b)

De (1.19a) se tiene
X'X3=XY = j=(X'X)"'XY.
Y de (1.19b) se tiene

—n+%(Y—Xﬁ)’(Y—Xﬂ)=0 — &2=(Y_Xﬁ);(Y_Xﬁ>,

Notemos que el estimador /3’ obtenido por el método de maxima verosimi-
litud es el mismo que el obtenido por minimos cuadrados, en cambio 62 es un
estimador sesgado. Tambien es conveniente senalar que los estimadores de méx-
ima verosimilitud tienen mejores propiedades estadisticas que los obtenidos
con el método de minimos cuadrados.

1.3. Pruebas de Bondad del Ajuste

Una vez estimados los parametros del modelo, surgen de inmediato dos pre-
guntas:

1. ;Qué tan bien se ajusta el modelo a los datos?
2. ;Qué regresores especificos son importantes?

Hay varios procedimientos de pruebas de hipdtesis que demuestran su utili-
dad para contestar esas preguntas.

1.3.1. R’y Ry,

Existen otras maneras de evaluar el ajuste general del modelo, a saber los
estadisticos R? y R% ;.

La cantidad 59 59
R2=22R g 2PRes 1.20
SSt SSt ( )
se llama coeficiente de determinacién. Notese que R? indica la proporcion
de variabilidad explicada por la regresion. Ya que 0 < SSges < SS7, entonces

0 < R? < 1. Los valores de R? cercanos a 1 implican que la mayor parte de la
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variabilidad de Y esta explicada por el modelo de regresion.

En general, R? aumenta siempre cuando se agrega un regresor al modelo,
independientemente del valor de la contribucién de esa variable. En consecuen-
cia, es dificil juzgar si un aumento de R? dice en realidad algo importante.

Algunos investigadores que trabajan con modelos de regresion prefieren usar
el estadistico RzAdj, que se define como sigue:

 SSpes/(n = (+1))
SST/(H — 1)

En vista de que SSges/(n — k — 1) es el cuadrado medio de residuales,
SS1/(n—1) es constante e independiente de cuéntas variables hay en el mode-
lo, RQAdj s6lo aumentara al agregar una variable al modelo si esa variable reduce
el cuadrado medio residual.

R,quj =1 (1.21)

La R? ajustada penaliza el aumento de términos que no son ttiles, ademas
es un procedimiento para evaluar y comparar los modelos posibles de regresion.

1.3.2. Pruebas de Significancia de la Regresion

La prueba de significancia de la regresiéon nos sirve para determinar si
existe una relacion lineal entre la respuesta Y y cualquiera de las variables re-
gresoras T, s, ,T. Bste procedimiento suele considerarse como una prueba
general o global del ajuste del modelo. Las hipdtesis pertinentes son:

Hy:B81=0=---=0,=0 Vs Hp:p;#0, al menos para alguna j.

Dado un nivel de significancia «, el rechazo de la hipotesis nula implica que
al menos uno de los regresores x1, s, -+ ,z contribuye al modelo en forma
significativa.

La suma total de cuadrados, SSt se puede dividir en una suma de
cuadrados debido a la regresion, SSi y en una suma de cuadrados de
residuales, SSg.s, entonces tenemos:

SSt =SSk + SSkes.-

Por otra parte, tenemos que si la hipotesis nula es cierta, entoces SSg/o?
tiene una distribucion x3, con la misma cantidad de grados de libertad que la
cantidad de variables regresoras en el modelo. También tenemos que SSges/ o2
tiene una distribucién X?"_ k—1) > Y ademas como los estadisticos SSr ¥y SSRes
son independientes, por consiguiente:

SSR _ MSR SSRes _ MSR@S
ko2 o2 4 (n—k—-102 o2’




16

son variables aleatorias x2, cada una dividida entre sus grados de libertad re-
spectivos, de modo que de acuerdo con la definicién de un estadistico F' se tiene
que

SSr/k MSg

Fy = —
0 SSpes/(n—k—1)  MSges

~ Fln—k_1. (1.22)

También se cumple que,

E(MSges) = o>

*/XIXC *
2+ﬁ c ﬁ )

E(MSR) =0 k(72

Donde 5* = (61,02, ,Bk) v X es la matriz centrada del modelo definida
por,

T11 —%1 X112 — T2 o Tik — Tk
To1 —T1 X2 — Xz - Lok — Tk
X, = _ _ _
Tip — X1 Ty — X2 v Tk — Tk
xnl_ﬂ xn2_$72 mnk_xik

Estos cuadrados medios esperados indican que si el valor observado de Fy es
grande, lo mas probable es que al menos una 5; # 0. Y Si al menos una §; # 0
j=1,2,--+  k, entonces Iy tiene una distribucién Fj ,_x_1 no central?, y con
parametro de no centralidad definido por

_ BIXIX

A ko?

Este parametro de no centralidad nos indica que el valor observado de Fj
debe ser grande para que al menos una 3; # 0. Por consiguiente, para probar
la hipoétesis Hy : 1 = (B2 = B = 0, se calcula el estadistico de prueba F y se
rechaza Hy si

o> Fokn—k—1-

El procedimiento de prueba se resume normalmente en una tabla de ana-
lisis de varianza como en el Cuadro 1.1.

Para calcular SSg se obtiene partiendo de

SSpes = Y'Y — 3'X'Y,

28e describen las Distribuciones No Centrales en el Apéndice C.
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Fuente de = Suma de Grados de Cuadrado Fy
variacion cuadrados libertad medio
Regresion SSr k MSg MSR/MSges
Residuales SSRes n—k—1 M Spes
Total SST n—1

Cuadro 1.1: Analisis de varianza para determinar el significado de la regresion.

SSr=2 wi- SE I =YY ooy

ya que

Se puede escribir la ecuacién anterior como sigue

n 2 n 2
SSRes _ Y/Y _ =1 _ ﬁIX/Y _ 1=1
n n

O bien,
SSRes = SSgr — SST.

Por tanto, la suma de cuadrados de la regresion esta dada por

n 2
SSR — B/XIY o =1
n

la suma residual de cuadrados es

b

SSpes =Y'Y — 3'X'Y,

y la suma total de cuadrados es

n 2
SSr=Y'y — =t /7

n

1.3.3. Pruebas para Coeficientes Individuales

Una vez determinado que al menos una de las variables regresoras es impor-
tante, la siguiente pregunta es: ;Cudl(es) variable(s) (es)son importante(s)?
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Si agregamos una variable al modelo de regresion, la suma de cuadrados
de la regresion aumenta y la suma de cuadrados residuales disminuye. Se debe
decidir si el aumento de la suma de cuadrados de la regresion es suficiente para
garantizar el uso del regresor adicional en el modelo.

La adicién de un regresor también aumenta la varianza del valor ajustado Y/,
por lo que se debe tener cuidado de incluir s6lo regresores que tengan valor para
explicar la respuesta. Ademas, si agregamos un regresor que no es importante se
puede aumentar el cuadrado medio de residuales y con eso disminuye la utilidad
del modelo.

El juego de hipdtesis para probar la significancia de cualquier coeficiente [3;
j=1,2,---  k, estd dado por:

H()ZBJ‘:O Vs H1Zﬁj7éo.

Si no se rechaza Hy : 3; = 0, quiere decir que se puede eliminar el regresor
z; del modelo. El estadistico de prueba para esta hipétesis es,

fy— D (1.23)

V62Cj5
donde Cj; es el elemento diagonal de (X'X)~! que corresponde a f3;. Se rechaza
la hipotesis nula Hy : 3; = 0 si

ltol > ta/2n—k—1-

Notemos que ésta es una prueba parcial, por que el coeficiente de regresion
Bj depende de todas las deméas variables regresoras x; (i # j), que hay en el
modelo. Esto es una prueba de la contribucién de z; dadas las demés variables
del modelo.

1.4. Comprobacion de las Suposiciones
del Modelo

Las principales suposiciones sobre el modelo de regresion son las siguientes:

e Y esta relacionada con X mediante un modelo de regresion lineal, donde
3 es el vector de parametros desconocidos que determinan la recta de
regresion:

EY|X =x;) =00+ Pzi, i=1,---,n. (1.24)

e Las variables regresoras x1, 2, - - - , T} se consideran fijas, i.e; no son varia-
bles aleatorias.
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® c£1,69, -+ , &, SON variables aleatorias no observables, independientes,
distribuidas normalmente con 1 = 0 y o2 constante. Esto puede escribirse

como:
gi~N(0,6%), i=1,---,n. (1.25)

Siempre se debe tener en cuenta que la validez de estas premisas es dudosa
y se deben hacer anélisis para examinar la adecuacién del modelo que se ha de-
sarrollado en forma tentativa. Las grandes violaciones a las suposiciones pueden
dar como resultado un modelo inestable, en el sentido que una muestra distinta
puede conducir a un modelo totalmente diferente y por tanto obtener conclu-
siones opuestas. En general, no se pueden detectar desviaciones respecto a las
premisas basicas examinando los estadisticos estandar de resumen (¢, F o R?).
Estas propiedades son globales del modelo y como tal no aseguran la adecuacion
del mismo.

En este capitulo se presentaran algunos métodos de utilidad para diagnos-
ticar violaciones a las suposiciones basicas de la regresion. Estos métodos se
basan principalmente en el estudio de los residuales del modelo.

1.4.1. Analisis de Residuales

Como mencionamos antes, los residuales se definen como:
E=Yi—Yi, t=1,---,n (1.26)

siendo y; una observaciéon y g; su valor ajustado correspondiente. Podemos con-
siderar que un residual es la desviacion entre los datos y el ajuste, también
es una medida de la variabilidad de la variable de respuesta que no explica el
modelo de regresion. También es conveniente imaginar que los residuales son
los valores realizados (observados), de los errores del modelo, por lo que toda
desviacion de las suposiciones sobre los errores se debe reflejar en los residuales.

Los residuales tienen varias propiedades importantes. Tienen media cero y
su varianza promedio se estima con:
SSRes

n

>

i=1

= = M SpRes. 1.27

n—(k+1) n—(k+1) fres (1.27)

Sin embargo los residuales no son independientes, ya que los n residuales

solo tienen n — (k + 1) grados de libertad asociados a ellos. Se ha observado

que cuando no hay independencia en los residuales se tiene poco efecto para

comprobar la adecuaciéon del modelo, siempre y cuando, n no sea pequena en
relacion con la cantidad de pardmetros.
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El anélisis de residuales es una forma muy eficaz de descubrir diversos tipos
de inadecuacion del modelo. Como veremos, el andlisis grafico de los residuales
es una forma muy efectiva de investigar la adecuacion del ajuste de un modelo
de regresion y para comprobar las suposiciones béasicas.

1.4.2. Grafica de Probabilidad Normal

Las pequenas desviaciones respecto a la hipotesis de normalidad no afectan
mucho al modelo, pero tener desviaciones grandes de no normalidad es poten-
cialmente peligroso, por que los estadisticos ¢ o F' dependen de la suposicion
de normalidad. Ademés, si los errores provienen de una distribuciéon con colas
mas gruesas que la normal, el ajuste por minimos cuadrados sera sensible a un
subconjunto menor de datos. Las distribuciones de los errores con colas gruesas
generan con frecuencia valores atipicos que jalan demasiado en su direccion el
ajuste por minimos cuadrados. En esos casos se deben considerar otras técnicas
de estimacion [10].

Un método muy sencillo de comprobar la suposiciéon de normalidad es trazar
una grafica de probabilidad normal de los residuales. Esta es una grafica
disenada para que se dibuje una linea recta, que representa a una normal acu-
mulada.

Sean ey < g[g) < -+ < €[y los residuales ordenados en orden creciente.
Si se grafican ef; en funcion de la probabilidad acumulada P; = (i — %) /n,
1 =1,2,---,n, los puntos que resulten deberian estar aproximadamente sobre

una linea recta.

La recta se suele determinar en forma visual, con énfasis en los valores cen-
trales (por ejemplo, los puntos de probabilidad acumulada 0.33 y 0.67) y no en
los extremos. Las diferencias apreciables en distancia respecto a la recta indican
que la distribucién no es normal.

A veces, las graficas de probabilidad normal se trazan graficando el residual
clasificado ef; en funcién del valor normal esperado, ¢ (i — %)/n}, donde ¢
representa la distribuciéon normal estandar acumulada. Esto es consecuencia de

que E(ep) ~ ¢~ (i — 3)/n] [10].

El estudio de las graficas ayuda a adquirir un grado de percepcion de cuan-
ta desviacion de la recta es aceptable. Con frecuencia, los tamanos pequenos
de muestra (n < 16) producen gréficas de probabilidad normal que se desvian
bastante de la linealidad. Para muestras mayores (n > 32), las graficas se com-
portan mucho mejor. Por lo general, se requieren alrededor de 20 puntos para
producir graficas de probabilidad suficientemente estables como para poder in-
terpretarse con facilidad.
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1.4.3. Gréafica de Residuales en Funciéon de los YV

Para poder detectar algunas inadecuaciones en nuestro modelo de regresion,
es util tener una gréafica de los residuales en funcion de los valores ajustados
correspondientes ;.

Satisfactorio (a) Varianza no-constante (b) No lineal (¢)
«
° ° s a
e 3 % 2 ° °
= o 5
o, o~ ° o
-4 ., .. ° o e = ° .
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Figura 1.1: Patrones en las graficas de residuales.

Si la grafica que obtengamos es parecida a la Figura 1.1 del lado izquierdo,
esta indica que los residuales se pueden encerrar en una banda horizontal y por
tanto, no hay defectos graves en el modelo.

Las graficas parecidas a la Figura 1.1 del centro, indican que la varianza de
los errores no es constante.

El método mas utilizado para manejar la varianza no comin es aplicar una
transformaciéon adecuada ya sea a las variables regresoras o a la variable de res-
puesta.

Una gréfica en curva, como la de la Figura 1.1 del lado derecho, sefiala no
linealidad. Esto podria indicar que se necesitan otras variables regresoras en
el modelo.
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Capitulo 2

Multicolinealidad

Los modelos de regresion son utilizados en diversas aplicaciones y un pro-
blema serio que puede influir mucho sobre la utilidad de un modelo es la mul-
ticolinealidad y la alta dimensionalidad de sus variables predictoras.

La multicolinealidad describe la dependencia casi lineal entre las variables
predictoras, las cuales son las columnas de la matriz X; por lo cual es claro que
una dependencia lineal puede influir en forma importante sobre la capacidad de
estimar los coeficientes de regresion. Este también es un problema que hace difi-
cil cuantificar con precision el efecto que cada variable predictora ejerce sobre
la variable dependiente Y [14].

2.1. Fuentes de Multicolinealidad

Definiremos nuestro modelo de regresion lineal con la ecuacion (1.4) donde
Y es una matriz de n x 1 de las observaciones, X es una matriz de n x k de
variables regresoras, J es un vector de k x 1 de los coeficientes de regresiéon y e
es una matriz de n x 1 de errores aleatorios, donde g; ~ N (0, 02).

Supondremos que las variables regresoras y la respuesta se han centrado
y escalado a longitud unitaria!, en consecuencia, R = X’'X es una matriz de
correlaciones entre variables de orden k x k y ademéas X'Y sera una matriz de
tamano k£ x 1, de correlaciones entre los regresores y la respuesta.

Sea X; la j-ésima columna de la matriz X, de modo que X = [X;,Xo, ..., Xp],
entonces X; contiene los n niveles de la j-ésima variable regresora. Definiremos
formalmente la multicolinealidad en términos de la dependencia lineal de las
columnas de X.

1Ver Apéndice B.2
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Recordemos que las columnas de X serén linealmente dependientes si existe
un conjunto de constantes o, oo, ..., ax no todas iguales a cero, tales que

k
ZO[ij =0. (2.1)
7j=1

Si la ecuacion (2.1) es exactamente valida para un subconjunto de las colum-
nas de X, el rango de la matriz R es menor que k y no existird (X’X)~1. Ahora
supongamos que la ecuacion (2.1) es valida para algin subconjunto de colum-
nas de X, en este caso tendremos una dependencia casi lineal en R = X'X y por
tanto, diremos que existe un problema de multicolinealidad [10].

Como hemos mencionado antes, la presencia de multicolinealidad puede ha-
cer que el anélisis del modelo de regresiéon, por minimos cuadrados no sea ade-
cuado, esto es principalmente debido a diversas fuentes de multicolinealidad,
como las siguientes:

e El método de recoleccion de los datos que se empleo.
e Restricciones en el modelo o en la poblacién.
e Especificacion del modelo.

e Un modelo sobredefinido.

Es importante entender las diferencias entre estas fuentes de multicolinea-
lidad, por que los datos y la interpretacion del modelo que resulte, depende en
cierto grado de la causa de este problema.

El método de obtenciéon de los datos puede originar problemas de mul-
ticolinealidad cuando el analista s6lo muestrea un subespacio de la region de los
regresores definidos. Asi mismo, la multicolinealidad causada por la técnica de
muestreo no es inherente al modelo o a la poblacién que se muestrea. Por otra
parte, las restricciones en el modelo o en la poblacién que se muestrea son
causas de multicolinealiad.

También se puede inducir la multicolinealidad por la elecciéon del mode-
lo. Con frecuencia se encuentran casos como ésos, cuando dos o mas regresores
tienen dependencia casi lineal y el retener esos regresores puede contribuir a
la multicolinealidad, en esos casos suele ser preferible algin subconjunto de re-
gresores. Por ultimo, tenemos un modelo sobredefinido donde se tienen més
variables regresoras que observaciones, donde el método més comtn para mane-
jar la multicolinealidad en ese contexto es eliminar algunas variables regresoras.
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2.2. Efectos de la Multicolinealidad

La presencia de multicolinealidad tiene una gran cantidad de efectos graves
sobre los estimados de coeficientes de regresion por minimos cuadrados [10].

Supongamos que solo tenemos dos variables regresoras x1 y x2, y que se han
escalado a longitud unitaria las variables x1, z2 v Y, de modo que el modelo
esta dado por

Y = Bix1 + Boxe + €.

Asi, las ecuaciones normales de minimos cuadrados son
(X'’X)8 =X'Y.

(1) ()= ()
ro1 1 B roy )’

en donde 7;; es la correlacién simple entre x; y x;, y r;v es la correlacion simple
entre z; y Y, j = 1,2. Ahora bien, la inversa de R(X'X) es

1 —Tr12

1—r2 1-—12
C=(XX)"'=R" _m” .

2 2
1—riy 1-rf
y los estimadores de los coeficientes de regresiéon son

5 Ty —Ti2T2y 5 T2y —Ti12T2y
61 - 1 2 ) 52 - 1 2
— T2 AP

Si hay fuerte multicolinealidad entre x; y x2, el coeficiente de correlacion
r12 serd grande. De acuerdo con la ecuacion (2.2) se puede observar que cuando
|rie| — 1, Var(/éj) =Cjjo0? - 00y COU(,@l,Bg) = C190% — o0, dependiendo
de si 719 — +1 o0 r12 — —1. Por consiguiente, la fuerte multicolinealidad entre
21 ¥ x3 nos da como resultado grandes varianzas y covarianzas de los es-
timadores de los coeficientes de regresién por minimos cuadrados. Esto implica
que distintas muestras tomadas con los mismos valores de x podrian ocasionar
estimaciones muy diferentes de los pardmetros del modelo.

Cuando hay mas de dos variables regresoras, la multicolinealidad produce
efectos parecidos. Se puede demostrar que los elementos diagonales de la matriz
C = (X’X)~! son

ij j:1,2,...,]€;

p— 1 .
=—
1 - R;
en donde R? es el coeficiente de determinacion multiple de la regresién de x; res-
pecto a las demés variables predictoras. Si hay fuerte multicolinealidad entre x;
y cualquier subconjunto de los demas regresores, el valor de R? sera cercano a 1.
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. 5 AN — 2 2\-12

Como la varianza de f; es Var(83;) = Cjjo° = (1 — Rj)™ " 0*, una fuerte
multicolinealidad implica que la varianza del estimado del coeficiente de regre-
sion 3; por minimos cuadrados es muy grande, por lo general, la covarianza de
Bi y B; también serd grande, si los regresores x; y x; estan correlacionados.

2.3. Diagnésticos de Multicolinealidad

Se han propuesto varias técnicas para detectar la multicolinealidad. A
continuacién se describiran algunas de esas medidas de diagnostico.

Las caracteristicas deseables en un método de diagnostico requieren que este
refleje el grado del problema de multicolinealidad, y que proporcione informacion
de utilidad para determinar qué regresores estan implicados.

2.3.1. Examen de la Matriz de Correlacién

Una medida sencilla para detectar la multicolinealidad es la inspeccion de
los elementos r;; no diagonales en R (la matriz de correlaciones). Si los regre-
sores x; y x; son casi linealmente dependientes, entonces |r;;| ser4 proximo a la
unidad.

Es 1util examinar las correlaciones simples r;; entre los regresores, para detec-
tar la dependencia lineal, solo entre pares de regresores, desafortunadamente,
cuando intervienen méas de dos regresores en una dependencia casi lineal, no hay
la seguridad de que alguna de las correlaciones apareadas r;; sean grandes.

2.3.2. Factores de Inflacién a la Varianza

La multicolinealidad puede ser determinada mediante el calculo del Factor de
Inflacion de la Varianza VIF (de variance inflation factor). Se puede demostrar
que en general, el factor de inflaciéon de la varianza para el j-ésimo coeficiente
de regresion se escribe como sigue [14].

1
R

J

VIFj:ij: i=1,~-,n. (23)

R? es el coeficiente de determinaciéon obtenido cuando se hace la regresion
de x; respecto a las demas variables predictoras. Es claro que si x; depende casi
linealmente de alguno de los demaés regresores, entonces R? sera cercano a uno
y VIF sera grande. Como la varianza de los j-ésimos coeficientes de regresion es
Var(Bj) = VIF;o?, se puede considerar que VIF es el factor en el que aumenta

la varianza de 3; debido a dependencias casi lineales entre los regresores.
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El factor VIF para cada término del modelo mide el efecto combinado que
tienen las dependencias entre los regresores sobre la varianza de ese término. La
experiencia indica que si cualquiera de los VIF es mayor que 5 o 10, es inicio
de que los coeficientes asociados de regresion estan mal estimados debido a la
multicolinealidad.

2.3.3. Analisis del Eigensistema de R

Los eigenvalores o valores propios de R, a saber A1, As, ..., \; se pueden
usar para medir el grado de multicolinealidad en los datos. Si hay una o més
dependencias casi lineales en los datos, uno o més eigenvalores serdn pequenos,
lo cual indica que hay dependencias casi lineales entre las columnas de R [10].

Algunos analistas prefieren examinar el nimero de condicion de R, el cual
se define como:

o = Dmaz (2.4)

)\min

En general, si el niimero de condicién es menor que 100, no hay problema
grave de multicolinealidad. Los ntimeros de condicion de 100 a 1000 implican
multicolinealidad de moderada a fuerte, y si x es mayor que 1000, es indicio de
una fuerte multicolinealidad.

Los indices de condicién de la matriz R son

)\mam .
Kj = ]:]—avk (25)

Es claro que el méximo indice de condicién es el ntimero de condicién definido
por la ecuacion (2.4). La cantidad de indices de condiciéon que son grandes (di-
gamos 1000) es una medida util de la cantidad de dependencias casi lineales en
R.

También se puede aplicar el analisis del eigensistema para identificar la
naturaleza de las dependencias casi lineales en los datos. La matriz R se puede
descomponer como sigue,

R =T'AT,

donde A es una matriz diagonal de tamano k x k, cuyos elementos en la diagonal
principal son los eigenvalores A\; (j = 1,2,...,k) de Ry T es una matriz orto-
gonal de k X k, cuyas columnas son los eigenvetores de R. Sean tq,to, ..., las
columnas de T'. Si el eigenvalor A; es cercano a cero, indicando una dependencia
casi lineal en los datos, los elementos del eigenvector t; son los coeficientes
a1,Qs,. .., q en la ecuacion (2.1).



28

2.4. Meétodos para Corregir la Multicolinealidad

Se han propuesto varias técnicas para manejar los problemas causados por
la multicolinealidad. Entre los métodos generales estan el reunir més datos, la
reespecificaciéon del modelo o bien el uso de métodos de estimacion distintos al
de minimos cuadrados ordinarios. Entre ellos, pueden citarse los métodos de
selecciéon de variables, que son técnicas que permiten reespecificar el modelo.

Otro grupo de técnicas que se encaminan a buscar estimadores sesgados de
los coeficientes de regresion pero con varianzas méas pequenas que los estimadores
de minimos cuadrados, son la regresion con componentes principales (RCP) y
la regresion por minimos cuadrados parciales (PLS, por sus siglas en inglés) [8].

2.4.1. Regresion con Componentes Principales (RCP)

Para estudiar las relaciones que se presentan entre variables correlacionadas
(que miden informacién comun) se puede transformar el conjunto original de
variables en otro conjunto de nuevas variables no correlacionadas entre si (que
no tenga repeticion o redundancia en la informacion) llamado conjunto de com-
ponentes principales [10].

Las nuevas variables son combinaciones lineales de las originales y se van
construyendo segun el orden de importancia en cuanto a la variabilidad total
que recogen de la muestra.

De modo ideal, se buscan m < k variables que sean combinaciones lineales
de las k originales y que estén incorrelacionadas, recogiendo la mayor parte de
la informacioén o variabilidad de los datos.

La regresion de componentes principales es un método matematico que aplica
minimos cuadrados sobre un nuevo conjunto de variables llamadas componentes

principales, obtenidas a partir de la matriz de correlacién R.

La forma canonica del modelo es

Y =Za+e, (2.6)
donde,
Z=XT, a=T3, T'RT =7'7Z = A.
Recordemos que A = diag(A1, Aa,..., Ax) es una matriz diagonal de k X k

de los eigenvalores de R, y T es una matriz ortogonal cuyas columnas son los
eigenvectores asociados a cada A1, Aa, ..., Ag.
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La matriz de componentes principales Z de orden n X k, es obtenida trans-
formando la matriz X, de la siguiente manera,

Z =XT
= X(t1,to, ..., tx)
= (Xt1,Xts, ..., Xt;)
= (21, 2,...,2).

Las columnas de Z definen un nuevo conjunto de regresores ortogonales, co-
mo Z = [Zy,Zs, ..., Zx) lamados componentes principales.

El estimador de & por minimos cuadrados es
a=(Z2'2)'2'y =A1ZY, (2.7)
y la matriz de covarianza de & es,
Var(a) = o*(2'2)" = o?A7 L. (2.8)

Asi, un pequeno eigenvalor de R indica que la varianza del coeficiente orto-
gonal de regresion correspondiente sera grande. Ya que

k k
7'7 = ZZZiZJ’- = A,

i=1 j=1

se llama con frecuencia varianza de la j-ésima componente principal al eigenvalor
Aj. Si todas las A; son iguales a 1, los regresores originales son ortogonales,
mientras que si una A; es exactamente igual a cero, esto implica una regresion
casi perfecta entre los regresores originales. Si hay una o mas de las A; cercanas
a cero, quiere decir que hay multicolinealidad. Notemos también que la matriz
de covarianza de los coeficientes de los eigenvalores de regresion B es

Var(B) = Var(Ta) = TA™'T 02,
le t3/X;j. Por consiguiente, la va-
rianza de [3; es una combinacién lineal de los reciprocos de los eigenvalores. Eso

muestra como uno o mas eigenvalores pequenos pueden destruir la precision del
estimado (3;, por minimos cuadrados.

Esto implica que la varianza de (3; es 02

Antes se hizo la observacion de como los eigenvalores y eigenvectores de R
proporcionan informacién especifica acerca de la naturaleza de la multicolinea-
lidad. Como Z = XT', entonces

Zi =Y t;X;, (2.9)
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siendo X; la j-ésima columna de la matriz X y ¢;; son los elementos de la i-
ésima columna de T (el i-ésimo eigenvector de R). Si la varianza de la i-ésima
componente principal ()\;) es pequena, quiere decir que Z; es casi constante , y
de acuerdo con la ecuacion (2.9), hay una combinacion lineal de los regresores
originales que es casi constante. La definiciéon de multicolinealidad lo que nos
dice es, que las t;; son las constantes de la ecuacion (2.1), por consiguiente, la
ecuacion (2.9) explica por que los elementos del eigenvector asociado con un
pequeno eigenvalor de R identifican a los regresores que intervienen en la mul-
ticolinealidad.

El método de regresién con componentes principales combate a la multico-
linealidad, al usar en el nuevo modelo menos componentes que el conjunto com-
pleto de componentes principales. Para obtener el estimador de componentes
principales, se supone que los regresores estan ordenados por eigenvalores de-
crecientes \;1 > Ay > -+ > A\ > 0. Supongamos que los altimos s eigenvalores de
éstos son aproximadamente iguales a cero. En la regresion con componentes prin-
cipales, se eliminan los componentes pricipales que correspondan a eigenvalores
cercanos cero, y se aplica el método de minimos cuadrados a los componentes
restantes. Esto es

acop = BOA‘?

endonde by =by = =by_s =1,y by_(s41) = bp—(s42) = -~ = b, = 0. Asi el
estimador de componentes principales es

Ap—s
0

Uno de los problemas que resuelve la RCP, es que reduce la dimensionalidad
del problema, para lo cual debemos poner nuestra atenciéon sobre las primeras
componentes principales, pero sin perder mucha variabilidad.

Para elegir el niimero de componentes existen diferentes criterios:

e Grafico de los \; (screeplot): Se observa en el grafico a partir de qué valor
de )A; la gréfica se aplana.

e Regla de Kaiser : Se excluyen todos los componentes principales con eigen-
valores menores a 1.
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2.4.2. Regresion por Minimos Cuadrados Parciales (PLS)

La regresion PLS es un método para analizar un conjunto de datos el cual
se caracteriza por tener muchas variables predictoras, con problemas de multi-
colinealidad, y pocas observaciones [11].

Esta metodologia (PLS) generaliza y combina caracteristicas de la RCP y el
Anélisis de Regresion Miiltiple. La popularidad por esta técnica va en aumento
debido a la evidencia de sus soluciones en las diferentes ciencias [13].

En general, la regresion PLS consta de dos pasos fundamentales [14] [3]

e Transformar la matriz X, con la ayuda del vector de respuestas Y, en
una matriz de componentes ortogonales, T = (T1,T5,--- ,Tx) llamadas
componentes PLS.

e Realizar un nuevo Analisis de Regresion Multiple utilizando la misma
variable de respuesta Y, y como variables predictoras las componentes
PLS.

Para llevar a cabo la regresion de Y con las variables x1, 29, -+, zr, PLS
trata de encontrar nuevos factores que juegan el mismo papel que las X's. Es-
tos nuevos factores se llaman variables latentes o componentes. Analogamente
como en el método de RCP, cada componente es una combinacién lineal de
T1,%a,: - , Tk, pero mientras RCP usa s6lo la variaciéon de X para construir los
nuevos factores, PLS usa tanto la variacion de X como de Y para construir los
nuevos factores que se usaran como variables explicatorias del modelo [5].

La reduccién de la dimensionalidad puede ser aplicada directamente sobre los
componentes ya que estos son ortogonales. El nimero de componentes necesarios
para el anélisis de regresion debe ser mucho menor que el ntimero de predictoras.
Existen diferentes algoritmos para obtener los estimadores de la regresion PLS,
pero los mas usados son el NIPALS y el SIMPLS [16].

2.5. Capacidad Predictiva de los Modelos

Para comparar la capacidad predictiva de los modelos es util introducir varias
medidas del ajuste del modelo a los datos y de la fuerza de prediccion de esos
modelos. Con frecuencia se usan ecuaciones de regresién para predecir obser-
vaciones o para la estimacion de la respuesta promedio, en general, se desea
seleccionar los regresores de tal modo que el error cuadratico medio de la predi-
ccion se reduzca al minimo, para ello se podria usar la estadistica de PRESS [8].

Definimos los residuales PRESS como €(;y = y(;)—¥¢;) paratodai =1,--- ,n;
siendo ;) el valor predicho de la i-ésima respuesta observada, basado en un
ajuste del modelo con los n — 1 puntos de muestra.
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La Suma de Cuadrados de Error de Prediccion, conocida como la estadistica
PRESS, se considera una medida de lo bien que funciona un modelo de regresion
para predecir nuevos datos y se define como la suma de los residuales PRESS al
cuadrado que son los residuos que se obtiene entre el valor observado y el valor
predicho de la i-ésima respuesta observada, basado en un ajuste de modelo con
los puntos restantes de la muestra.

n n
PRESS =) el =Y [y — i)™ (2.10)
i=1 i=1
Se considera que el PRESS es una medida de lo bien que funciona un mo-
delo de regresion para predecir nuevos datos. Lo deseable es tener un modelo
con valor pequenio de PRESS.

Con la estadistica PRESS se puede calcular otro estadistico parecido a la R?
para la prediccién, que se define como,

PRESS

R . =1-
pred SST

El estadistico da cierta indicacion de la capacidad predictiva del modelo de
regresion. Una aplicaciéon muy importante de estos estadisticos es poder com-
parar los modelos de regresion. En general un modelo con valor pequeno de
PRESS es preferible a uno con PRESS grande. El waed se interpreta de ma-
nera similar al estadistico R? que mide la bondad del ajuste del modelo con los
datos: a mayores valores de estos estadisticos, mayor es la bondad del ajuste y
mayor es la capacidad predictiva del modelo [10].

El uso principal de los modelos de regresion es la prediccion de futuras obser-
vaciones, por ello utilizaremos la estadistica PRESS y el wae 4 bara seleccionar
el mejor modelo [8].



Capitulo 3

Estudio del Carbono
Orgénico en Suelos (COS) en
la Caldera de Teziutlan

Los problemas ambientales, en particular los referidos al cambio climatico,
son muy importantes para el ser humano y es necesario utilizar modelos estadis-
ticos para investigar dichos problemas en el estado de Puebla.

3.1. Planteamiento del Problema

El calentamiento global producto del aumento de las emisiones antropogéni-
cas de carbono a la atmosfera y sus consecuencias sobre el medio ambiente ha
generado controversias en todos los ambitos de la Sociedad; por ello, se han
planteado diversas ideas sobre la posibilidad de mitigar el cambio climéatico [2].

El dioxido de carbono (CO2) es uno de los llamados gases de efecto in-
vernadero. Estos gases son continuamente emitidos y removidos en la atmosfera
mediante procesos naturales sobre la Tierra, pero las actividades antropogénicas
causan cantidades adicionales de los mismos, incrementando sus concentraciones
en la atmosfera, lo que tiende a sobrecalentarla.

El carbono orgamnico del suelo (COS) es un gran y activo reservorio, y los
ecosistemas forestales pueden absorber cantidades significativas de COs, por lo
que hay un gran interés en incrementar el contenido de carbono en estos ecosis-
temas, lo que se conoce como secuestro de carbono.

El secuestro de carbono por el suelo es el proceso de transformacion del
carbono del aire (dioxido de carbono o CO3) en carbono almacenado en suelo.

33



34

También recibe el nombre de sumidero (transferencia neta de COy atmosférico
a la vegetacion y al suelo para su almacenamiento). El dioxido de carbono es
absorbido por las plantas a través del proceso de fotosintesis y es incorporado
al tejido vegetal. Cuando las plantas mueren, el carbono de las hojas, tallos y
raices se descompone en el suelo y se convierte en materia orgéanica [7].

A través del secuestro de carbono, los niveles de di6xido de carbono atmos-
férico son reducidos con el incremento de los niveles de carbono del suelo. Asi
el carbono, si no es perturbado, puede permanecer por muchos anos como ma-
teria orgéanica estable. Este proceso, como mencionamos antes, puede atenuar
el cambio climatico global o el calentamiento de la atmoésfera. A pesar de la
importancia del secuestro de carbono para la mitigaciéon del cambio climatico,
su evaluacion se encuentra muy limitada en muchas zonas del mundo, en par-
ticular, en los suelos de la Sierra Norte de Puebla, México.

Los estudios del caso en México muestran que los métodos utilizados en ge-
neral son diferentes; indefinidos en cuanto a los pardmetros y variables que se
incluyen; incomparables en términos de las categorias que utilizan y con escalas
de trabajo incompatibles.

Atn son escasas las investigaciones en el pais que tratan de explicar el alma-
cenamiento de carbono en suelos a través de propiedades de los mismos [2]. Las
muestras de suelo en las que se determinaron los diferentes contenidos extraibles
corresponden a perfiles, que fueron caracterizados previamente en el Departa-
mento de Investigacion en Ciencias Agricolas (DICA) del Instituto de Ciencias
de la Benemérita Universidad Auténoma de Puebla (BUAP).

El estudio se llevé a cabo en los suelos de la Region de Teziutlan, situada
en la porciéon nororiental del estado de Puebla y que comprende una porciéon
de la Region Terrestre Prioritaria para la Conservacion en México (RPT-105),
la cual se encuentra entre los paralelos 19°43'30” y 20°14’54” de latitud norte
y los meridianos 97°07'42” y 97°43/30” de longitud occidental. Los suelos son
derivados de material pirocléastico, los cuales se presentan cubriendo una super-
ficie aproximada de 846 Km?.

La caracterizacion fisica y quimica de las muestras de suelo se efectud de
acuerdo a la Norma Oficial Mexicana NOM-021-RECNAT-2000 (SEMARNAT,
2000), determinandose 22 propiedades en muestras obtenidas de 21 perfiles de
suelo dispuestos en localizaciones no regulares representativas de la zona de es-
tudio Figura 3.1.
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Figura 3.1: Gréfica de la zona de estudio donde se localizan los puntos de
muestreo.

3.2. Analisis Estadistico

La informacion obtenida se analiz6 con diferentes técnicas de Regresion. Para
dicho analisis se utilizé6 una base de datos que consta de 42 observaciones, 22
variables predictoras y una variable respuesta.

La variable respuesta es Y = COS y las 22 variables predictoras correspon-
den a diferentes caracteristicas que componen el suelo: la Densidad Aparente
(DA), % Arena, % Limo, % Arcilla, Contenidos de Nitrogeno Total (%N), Relacion
C/N, contenidos en Al y Fe extraibles (%Al y %Fe), Retencion de fosfatos, pH
en NaF IN, pH en H50, pH en KCI, Delta pH, Capacidad de Intercambio
Catidnico Total (CIC), Porcentaje de saturacion en bases (%V), Calcio (Ca),
Magnesio (Mg), Sodio (Na) y Potacio (K) Intercambiables.

A continuacion se muestran los resultados obtenidos por cada método de
regresion en el problema bajo estudio.



36

3.2.1. Modelo de Regresion Lineal Miiltiple

A continuacion se muestran los resultados obtenidos al hacer un anélisis de
regresion lineal multiple con las variables descritas anteriormente, este modelo
fue determinado con el uso del software estadistico R y la ecuacién de regresion
obtenida es la siguiente:

COS = 29526 + 259 Densidad - 298 Arena - 298 Limo - 300 Arcilla + 250 M.0
- 413 C.0rg - 17.7 N - 4.16 C.N + 1.51 RetencioénFosfatos
+ 199 Al.Extraible + 167 Fe.Extraible - 168 Al.Fe.extr - 1.66 pH.NaF.N
+ 39.0 pH.H20.S - 42.1 pH.KC1 + 68.5 Delta.pH + 2.01 CIC + 4.53 V
- 29.0 Ca - 5.5 Mg - 18.5 Na - 15.1 K

El Cuadro 3.1 muestra los coeficientes del modelo de regresiéon obtenidos
con el método de minimos cuadrados ordinarios, los errores estidndar para ca-
da coeficiente, asi como el estadistico ¢ de Student con sus correspondientes
valores p, donde podemos observar que en este caso los coeficientes obtenidos
no contribuyen en forma significativa al modelo, pues los valores p son muy altos.

También puede apreciarse que el modelo de regresiéon lineal obtenido no
tiene un buen ajuste, dado que el coeficiente de determinacién es R? = 0.6369,
es decir; el 63.69% de la variabilidad de los datos queda explicado, por otra
parte el coeficiente de determinacién ajustado sblo alcanza el 21.65 %; ademas,
la prueba F' no es significativa ya que el p-value empirico es mucho mayor que
algun nivel de significancia a aceptable.

Predictor Coef SE Coef T P VIF
Constant 29526 35870 0.82 0.421

Densidad 258.7 202.8 1.28 0.217 2.5
Arena -298.0 358.3 -0.83 0.416 202286.8
Limo -298.4 357.5 -0.83 0.414 81219.9
Arcilla -300.2 357.9 -0.84 0.412 71030.6
M.0 249.8 433.9 0.58 0.5722 23469.7
C.0rg -413.4 746.6 -0.55 0.586 23453.3
N -17.68 24.21 -0.73 0.474 1.5

C.N -4.162 7.950 -0.52 0.607 3.6
RetencidénFosfatos 1.512 1.983 0.76 0.455 4.0

Al .Extraible 199.4 115.2 1.73 0.100 93.6
Fe.Extraible 167.36 92.93 1.80 0.088 11.3
Al.Fe.extr -167.6 114.7 -1.46 0.160 123.4
pH.NaF.N -1.660 2.317 -0.72 0.482 10.8
pH.H20.S 38.96 51.77 0.75 0.461 7.4
pH.KC1 -42.122 9.93 -0.70 0.491 7.7
Delta.pH 68.54 72.81 0.94 0.358 4.4

CIC 2.011 3.905 0.52 0.612 13.5

\ 4.533 3.890 1.17 0.258 22.1

Ca -28.95 25.53 -1.13 0.271 13.1

Mg -5.46 11.24 -0.49 0.633 1.9

Na -18.50 41.60 -0.44 0.662 4.0

K -15.07 41.25 -0.37 0.719 4.9

Residual standard error: 81.7 on 19 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.6369, Adjusted R-squared: 0.2165
F-statistic: 1.515 on 22 and 19 DF, p-value: 0.1821

Cuadro 3.1: Modelo de regresion: Método de minimos cuadrados.
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El analisis de los supuestos del modelo, referidos a la normalidad y homo-
geneidad en los residuos, pueden observarse a través de las Figuras 3.2 y 3.3 que
se muestran a continuacion, donde puede observarse que dichos supuestos no se

cumplen.

Residuals

Figura 3.2: Grafica de probabilidad Normal.
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Figura 3.3: Grafica de Residuos.
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Para profundizar en el analisis de los supuestos del modelo requerimos inda-
gar en la existencia de multicolinealidad, como podemos observar en el Cuadro
3.1, se detectaron problemas de multicolinealidad: pues los valores VIF, en 12
de las 22 variables predictoras, estdn en el rango de 10.8 a 202286.8, lo cual es
senal de que tenemos un problema serio de multicolinealidad. El alto valor del
numero condicién, K = 7138.416 confirma también la existencia de multicolin-
ealidad en un grado bastante alto.

3.2.2. Regresion con Componentes Principales

Después del diagnostico realizado y la evidencia de la existencia de multico-
linealidad, se decidi6 llevar a cabo una Regresion con Componentes Principales
(RCP), ya que es una de las ténicas recomendada para corregir este problema.

Siguiendo el procedimiento senalado en el Capitulo anterior, la matriz de
predictores se transformé en componentes principales para eliminar la multi-
colinealidad. Posteriormente se calcularon los eigenvalores de la matriz de cor-
relaciones y utilizando la Regla de Kaiser, se excluyeron todos los componentes
principales con eigenvalores menores que 1.

Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5 Comp .6 Comp.7 Comp.8
Eigenvalue 5.3085 4.1620 2.4285 2.0625 1.4369 1.3017  0.8880 0.8403

Standard deviation 2.3040 2.0400 1.5583 1.4361 1.1987 1.1409 0.9423 0.9166
Proportion of Variance 0.2412 0.1891 0.1103 0.0937 0.0653 0.0591 0.0403 0.0381
Cumulative Proportion 0.2412 0.4304 0.5408 0.6346 0.6999 0.7590 0.7994 0.8376

Comp.9 Comp.10 Comp.11 Comp.12 Comp.13 Comp.14 Comp.15 Comp.16
Eigenvalue 0.7282 0.6002 0.57563 0.4739 0.3578 0.3193 0.1982  0.1370

Standard deviation 0.8533 0.7747 0.7584 0.6884 0.5981 0.5650 0.4451 0.3701
Proportion of Variance 0.0330 0.0272 0.0261 0.0215 0.0162 0.0145 0.0090 0.0062
Cumulative Proportion 0.8707 0.8980 0.9241 0.9457 0.9619 0.9765 0.9855 0.9917

Comp.17 Comp.18 Comp.19 Comp.20 Comp.21 Comp.22
Eigenvalue 0.0982  0.0573  0.0213 0.0049  0.0000  0.0000

Standard deviation 0.3133 0.2394 0.1459 0.0697  0.2297  0.0836
Proportion of Variance 0.0044 0.0026 0.0009 0.0002 0.0000 0.0000
Cumulative Proportion  0.9962  0.9988  0.9997  0.9999 1.0000 1.0000

Cuadro 3.2: Eigenvalores, para elegir las componentes principales.

El Cuadro 3.3 muestra en la primera fila los eigenvectores ordenados en for-
ma decreciente, la segunda fila nos muestra la desviaciéon estandar para cada
eigenvalor, la tercera fila describe para cada eigenvalor la proporcion de varian-
za explicada y la cuarta fila describe la proporciéon acumulada.

Siguiendo la Regla de Kaiser antes mencionada se eligen las 6 primeras com-
ponentes (A; > 1) y se puede observar en el Cuadro 3.2 que con estas compo-
nentes se explica mas del 75 % de la variabilidad total del fenémeno .
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Esta eleccion es respaldada con el grafico de la pendiente (en inglés, screeplot)
que se muestra en la Figura 3.4, en la cual se observa que a partir de la compo-

nente 6, es donde el comportamiento de las variables se estabiliza (aplana).
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Figura 3.4: Grafico de varianzas (Screeplot)

Variable

Densidad
Arena
Limo
Arcilla
M.0
C.0rg

N

C.N
Ret.Fos
Al .Ext
Fe.Ext
Al.Fe.ext
pH.NaF.N
pH.H20.S
pH.KC1
Delta.pH
CIC

\

Ca

Mg

Na

K

Cuadro 3.3: Eigenvectores correspondientes a las variables seleccionadas.

PC1

-0,167
0,173
-0,089
-0,196
0,195
0,195
-0,012
-0,123
0,305
0,323
0,186
0,324
0,303
-0,190
-0,255
-0,028
0,312
-0,287
-0,116
-0,208
0,091
-0,169

PC2 PC3 PC4 PC5
-0,267 -0,073 -0,008 -0,348
-0,354 -0,169 0,206 0,104
0,245 0,279 -0,239 -0,067
0,33¢ -0,013 -0,091 -0,104
0,271 0,007 0,340 0,276
0,271 0,006 0,342 0,273
0,133 0,099 0,286 -0,146
0,288 0,137 0,015 0,071
0,057 -0,216 -0,190 -0,228
0,152 -0,137 -0,264 0,103
0,208 -0,137 -0,212 -0,374
0,167 -0,145 -0,299 0,002
-0,271 -0,121 0,056 0,074
-0,194 -0,211 -0,252 0,327
-0,028 -0,115 -0,416 0,302
0,287 0,138 -0,131 0,135
-0,007 -0,092 -0,102 0,241
0,101 -0,296 0,177 -0,146
0,226 -0,422 0,159 0,051
0,034 -0,268 0,028 0,265
0,108 -0,326 0,112 -0,313
0,135 -0,459 0,015 0,025

PC6

0,106
-0,270
0,325
0,109
0,252
0,254
0,153
-0,380
0,071
-0,027
0,190
0,030
0,143
0,306
0,009
-0,486
-0,098
0,132
-0,068
0,106
-0,229
-0,117
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El Cuadro 3.3 tiene la siguiente interpretacion: cada columna, estéa denotada
por PC1,--- PC6, que son los eigenvectores asociados a los respectivos eigen-
valores ya ordenados de mayor a menor en el Cuadro 3.2.

Por ejemplo, para la primera componente, se puede observar que los co-
eficientes correspondientes a las variables Ret.Fos, Al.Extraible, Al.Fe.extr,
pH.NaF.N y CIC, son las que tienen mayor relevancia y segin el Cuadro 3.2
ésta componente logra reunir alrededor de la cuarta parte de la informacion del
fenémeno.

Por otra parte, en la segunda componente las variables mas relevantes son
Arena y Arcilla las cuales tienen signos contrarios, lo que significa que estas
variables se encuentran en oposiciéon. Este mismo anélisis se puede realizar con
cada componente para determinar las variables méas relevantes en cada compo-
nente.

Posteriormente como indica el procedimiento, se llevo a cabo un nuevo anéali-
sis de regresién, con las componentes principales elegidas.

Podemos observar en el Cuadro 3.4 que el modelo de RCP obtenido tam-
poco tiene un buen ajuste, pues el coeficiente de determinacion R? = 0.3456 es
bastante bajo, mientras que el coeficiente de determinacion ajustado alcanza el
23.35% que es ligeramente mas alto que en la RLM. Sin embargo, la prueba F
es significativa al nivel de significancia o < 0.05, ya que el valor de p empirico
es 0.01, esto es, p < a y se rechaza la hipdtesis nula, aceptandose que algun
coeficiente es diferente de cero.

Predictor Coef SE Coef T P VIF
Constant 67.43 12.47 5.41 0.000

Cpl 19.20 5.478 3.51 0.001 1.0
Cp2 9.833 6.186 1.59 0.121 1.0
Cp3 -5.461 8.099 -0.67 0.505 1.0
Cp4 -3.971 8.788 -0.45 0.654 1.0
Cpb -7.35 10.53 -0.70 0.490 1.0
Cp6 17.59 11.06 1.59 0.121 1.0

Residual standard error: 80.8098 on 35 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.3456, Adjusted R-squared: 0.2335
F-statistic: 3.081 on 6 and 35 DF, p-value: 0.01579

Cuadro 3.4: Modelo de RCP con las componentes elegidas.

Por otra parte es importante resaltar que aunque con esta nueva regresion
se elimina el problema de multicolinealidad; pues los VIF son 1, un analisis
adicional nos mostr6é que los demas supuestos siguen sin cumplirse.
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3.2.3. Regresion por Minimos Cuadrados Parciales

Como se ha mencionado antes, la regresiéon PLS es un método para analizar
conjuntos de datos los cuales se caracterizan por tener problemas de multico-
linealidad, como lo es el caso que se presenta.

El Cuadro 3.5 muestra los resultados de la regresiéon PLS, asi como la se-
leccion del mejor modelo. Puede apreciarse que el modelo con cuatro compo-
nentes tiene la mayor capacidad predictiva, por lo cual éste fue el modelo selec-
cionado.

‘ Components | X Variance | Error SS R-Sq PRESS ‘ Rs.q(Pred)
1 0.230528 228128 0.346865 | 267967 23.287%
2 0.325924 188149 0.461323 | 258144 26.09%
3 0.464035 174069 0.501636 | 250803 28.197%
4 0.541830 166483 0.523356 | 246840 29.75%
5 0.618580 163475 0.531966 | 252366 27.75%
6 0.655610 158439 0.546384 | 292275 16.327%
7 0.726539 155911 0.553624 | 299961 14.129%
8 0.759362 151564 0.566069 | 301034 13.81%
9 0.800449 148919 0.573641 | 317340 9.147%
10 0.840156 147212 0.578527 | 322398 7.70%

Cuadro 3.5: Regresion PLS: Seleccion del modelo.

El Analisis de varianza de ese modelo Cuadro 3.6 mostré que la prueba F
es significativa con un p empirico de 0.000.

Analysis of Variance for COS

Source DF SS MS F P
Regression 4 182798 45699.5 10.16 0.000
Residual Error 37 166483 4499.5

Total 41 349281

Cuadro 3.6: Analisis de varianza para COS por PLS (4 componentes)

En el Cuadro 3.7 se muestran los coeficientes de regresion del modelo. Puede
apreciarse la importancia que tiene la Densidad Aparente, ya que toma el valor
més alto en valor absoluto. Las variables Al y Fe extraibles (%Al y %Fe), pH en
H>0 S, Sodio (Na) y Potacio (K), aunque con valores mas bajos se muestran
importantes en la explicacion del COS.
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Constant
DensidadA
Arena

Limo

Arcilla

M.O.

C.0Org.

N

C.N
RetencidénFosfatos
Al .Extraible
Fe.Extraible
Al.Fe.extr
pH.NaF.N
pH.H20.S
pH.KC1.S
Delta.pH

CIC

\4

Ca

Ng

Na

K

-407.

214.
.009
.232
.266
.415
.583
.892
.418
.062
.898
.124
.483
.059
.395
.305
.331
.758
.196
.576
.341
.039
.056

cos
034
482

COS standardized
.000000
.230915
001501
.025537
.027396
215471
.215027
.027243
.047064
.147400
230973
.125432
.167098
011492
.104448
.021135
.017227
.098558
199814
.129073
.056063
.107195
-0.283054

|
o O O

|
o

[ |
OO O O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0OO0O oo

Cuadro 3.7: Coeficientes de regresion.
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3.2.4. Comparacién de los Modelos Ajustados Segin su
Capacidad Predictiva

Posteriormente, con fines de comparacion, se analizaron ambos modelos de
regresion RCP y PLS. En esta parte se utilizo el paquete estadistico MINITAB
14, para calcular los valores del estadistico PRESS y R%, ., debido a que en
el software R no se contaba con un programa para obtener dichos resultados.

Para hacer una comparaciéon de los valores PRESS, se realizaron nuevos
modelos de regresién considerando diferente namero de componentes en ca-
da modelo (componentes principales y componentes PLS respectivamente), esto
con el fin de comparar el valor del PRES'S obtenido con las ambas metodologias.

De acuerdo con las observaciones anteriores se sugiere que la regresion RCP
sea con 6 componentes, de modo que; si ambos modelos de regresion fuesen
estimados con 6 componentes, los valores PRESS seran 379640 y 292275 res-
pectivamente.

RCP  (No.de comp) | PLS  (No. de comp)
631620 (10) 322398 (10)
881279 (9) 317340 (9)
688408 (8) 301034 (8)
683901 (7) 299961 (7)
379640 (6) 292275 (6)
366661 (5) 252366 (5)
344069 (4) 246840 (4)
334969 (3) 250803 (3)
317842 (2) 258144 (2)
303262 (1) 267967 (1)

Cuadro 3.8: Comparacion del PRESS.

Por otra parte, para la regresion PLS el mejor modelo fue el estimado con
4 componentes PLS. En el Cuadro 3.9 se muestra la comparacién entre los mo-
delos segtin su capacidad predictiva. Una metodologia similar es brindada en
[16].

Puede observarse que el modelo con mayor capacidad predictiva para estos
datos, es el obtenido por el método PLS con 4 componentes. El Cuadro 3.9
muestra los valores PRESS y R%, ., correspondientes a los modelos considera-
dos anteriormente para hacer las comparaciones.

Estos resultados confirman que el método PLS supera al método RCP, ya
que si consideramos el mismo niamero de componentes en para los dos métodos,
en ambos casos el valor PRESS es menor para la metodologia PLS, de igual
forma el R%,_, es més alto considerando las componentes PLS.
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RCP PLS
Components | PRESS Rs.q(Pred) | PRESS Rs.q(Pred)
1 303262 13.187% 267967 23.28Y%
2 317842 9.00% 258144 26.09%
3 334969 4.10% 250803 28.19Y%
4 344069 1.497% 246840 29.337%
5 366661 0.00% 252366 27.75%
6 379640 0.00% 292275 16.327%
7 683901 0.00% 299961 14.127,
8 688408 0.00% 301034 13.817%
9 881279 0.00% 317340 9.147%
10 631620 0.00% 322398 7.70%

Cuadro 3.9: Comparacién del PRESS y R?

pred*

Resumiendo los resultados anteriores, podemos elegir el modelo que se ob-
tiene con la metodologia PLS con 4 componentes, pues éste nos brinda el R%, _,
mas alto y tiene un valor PRESS relativamente pequenio. Para el modelo elegido
la ecuacion de regresion es:

COS = 67.4 + 25.2 Compl + 27.7 Comp2 + 12.1 Comp3 + 12.1 Comp4

Se puede observar en el Cuadro 3.10 que la prueba F es significativa con un
p empirico de 0.000 por lo que el ajuste a los datos es bueno, por su parte las
pruebas t para algunos de los regresores también son buenas. El R? explica en
un 50.2 % el ajuste a los datos. Ademas el valor para R2Pred nos dice que éste
modelo tiene una capacidad predictiva del 29.33 %.

Predictor Coef SE Coef T P VIF
Constant 67.43 10.44 6.46 0.000

Comp1 25.200 4.900 5.14 0.000 1.0
Comp2 27.7256 9.385 2.95 0.005 1.0
Comp3 12.070 6.885 1.75 0.088 1.0
Comp4 12.097 9.316 1.30 0.202 1.0

S = 67.6813 R-Sq = 50.27% R-Sq(adj) = 46.27%
PRESS = 246840 R-Sq(pred) = 29.337
F-statistic: 12.75 on 2 and 38 DF, p-value: 0.00

Cuadro 3.10: Coeficientes de regresiéon con componentes PLS.

Se debe resaltar que con esta nueva regresion se ha eliminado el problema
de multicolinealidad, pues los valores VIF son igual a 1.
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Conclusion

En la investigacion empirica, como el caso que presentamos, es necesario
extraer informacion de los datos numéricos, de ahi la importancia del enfoque
estadistico en las mismas. El analista de estadistica tiene la responsabilidad de
presentar sus resultados de manera transparente facilitando la comprensiéon de
los fenémenos bajo estudio.

En este trabajo se ha llevado a cabo un estudio comparativo entre diferentes
métodos de regresion en el estudio de Carbono Organico del Suelo (COS) en
funcién de otras propiedades del suelo.

De acuerdo con los resultados obtenidos se pudo observar que en este caso
existen diversos problemas en el cumplimiento de los supuestos del modelo de
regresion, uno de ellos es la existencia de multicolinealidad, la cual fue trata-
da con dos metodologias relativamente similares: la regresiéon con componentes
principales (RCP) y la regresion por minimos cuadrados parciales (PLS).

Como sabemos ambos métodos transforman las variables predictoras en com-
ponentes ortogonales, las cuales representan la soluciéon al problema de multico-
linealidad y permiten hacer una reducciéon de la dimensionalidad del espacio de
variables predictoras, por ello se decidié hacer un analisis comparativo de estas
metodologias.

Los resultados obtenidos con el anélisis de los datos verifican la eficiencia de
la regresion PLS sobre la regresion RCP, pues en este caso la comparacion se
realizd bajo el criterio de mejor capacidad predictiva. De esta forma si fijamos el
mismo nimero de componentes para estimar ambos modelos de regresion: PLS
vy RCP, se observa que el valor PRESS siempre es menor para el modelo PLS
al igual que su capacidad predictiva.

Después de hacer la comparacion de los valores PRESS y R%, ., con ambos
métodos se decidi6 elegir el modelo considerando 4 componentes PLS, ya que
éste es el modelo que nos daba mayor informacion acerca del caso de estudio,
ademaés de tener una capacidad predictiva del 29.33 %, lo cual es de gran utili-
dad para la investigacion.

Un anélisis adicional de los residuos en el modelo elegido (PLS con 4 compo-
nentes) mostro que siguen sin cumplirse los supuestos de normalidad asi como la
homogeneidad de varianzas, por lo cual es recomendable utilizar otras técnicas
y métodos para corregir estas fallas.



46

Cabe resaltar que el uso del lenguaje R, resultéo muy eficiente para el analisis
de los datos que se ilustran en este trabajo y es necesario senalar que para
algunos calculos, se utilizo como alternativa el paquete estadistico MINITAB 14
va que con el paquete R no se obtenian los resultados requeridos para hacer un
analisis completo.



Apéndice A

Base de Datos

COS(ton/ha) | Densidad Aparente(g/cm3) | %Arena | %Limo | %Arcilla | %M.O. | %C.Org. | %N.Tot.
19.22 0.61 30.10 42.70 27.20 18.10 10.50 0.81
17.47 0.78 33.30 41.60 25.10 1.20 0.70 0.06
12.48 0.78 34.80 39.10 26.10 6.90 4.00 4.27
24.57 0.78 43.20 35.60 21.20 1.60 0.90 0.07
19.34 0.62 31.00 39.30 29.70 9.00 5.20 0.32
34.56 0.80 40.50 32.90 26.60 3.10 1.80 0.14
16.33 0.71 28.20 40.20 31.60 7.90 4.60 0.33
38.64 0.69 35.80 42.30 21.90 2.80 1.60 0.12
22.20 0.80 48.30 25.60 26.10 6.40 3.70 0.25
73.94 0.79 43.80 33.60 22.60 4.50 2.60 0.20
22.19 0.87 59.10 25.40 15.50 2.90 1.70 0.11
12.28 0.89 70.70 13.60 15.70 0.50 0.30 0.02
46.90 0.70 35.10 48.60 16.30 11.50 6.70 0.39
31.25 0.63 47.90 26.60 25.50 2.80 1.60 0.13
40.37 0.69 39.10 49.10 11.80 6.80 3.90 0.26
5.14 0.79 53.70 33.90 12.40 0.40 0.20 0.01
18.82 0.71 45.40 35.60 19.00 9.10 5.30 0.41
42.24 0.66 39.00 33.50 27.50 5.50 3.20 0.23
76.73 0.63 42.10 25.60 32.30 10.00 5.80 0.41
51.87 0.57 41.60 38.30 20.10 2.30 1.30 0.07
70.00 0.50 45.70 32.30 22.00 12.00 7.00 0.54
16.86 0.77 30.20 48.50 21.30 0.50 0.30 0.04
171.05 0.69 27.80 34.70 37.50 12.70 7.40 0.46
481.90 0.72 20.30 45.50 34.20 11.90 6.90 0.53
22.13 0.75 35.30 31.80 32.90 10.10 5.90 0.45
28.00 0.64 37.90 22.60 39.50 4.40 2.50 0.19
62.44 0.80 73.80 16.00 10.20 7.69 4.46 0.46
60.06 0.84 61.10 26.00 12.90 2.25 1.30 0.13
225.72 0.76 45.84 37.64 16.52 13.67 7.92 0.60
364.78 0.69 67.84 25.64 6.52 10.25 5.94 0.50
53.12 0.53 45.80 41.64 12.88 13.30 7.71 0.00
117.95 0.66 73.48 23.64 2.88 5.99 3.47 0.00
30.19 0.86 46.20 32.40 21.40 4.60 2.70 0.36
27.92 0.94 66.20 22.70 11.10 1.50 0.90 0.20
52.89 0.60 89.32 9.00 1.68 11.26 6.53 0.45
125.52 0.67 92.80 5.40 1.75 8.50 4.93 0.50
87.00 0.75 53.00 34.64 12.36 13.80 8.00 0.16
32.04 0.89 56.00 28.64 15.36 1.30 0.80 0.09
64.13 0.75 45.22 27.28 27.50 9.90 5.70 0.35
36.30 0.61 50.22 38.28 11.50 5.90 3.40 0.25
40.33 0.78 45.12 30.00 24.88 8.10 4.70 0.35
35.18 0.75 47.12 44.00 8.88 2.50 1.40 0.15

Cuadro A.1: Propiedades obtenidas en la muestra.
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C/N | %Ret. Fosfatos | %Al Ext. | %FeFEuxt. | Al+1/2Feeatr.(%) | pH(NaF1N) | pH(2:1H20:S)
13.00 46.00 1.17 0.35 1.34 9.20 6.00
11.00 50.40 1.51 0.53 1.77 9.40 6.90
15.00 51.50 1.93 0.60 2.23 9.40 5.10
12.00 63.20 2.05 0.60 2.35 10.50 7.00
16.00 60.90 1.58 0.44 1.80 10.30 6.50
13.00 57.00 1.32 0.32 1.48 10.80 7.00
14.00 50.50 1.42 0.28 1.56 9.80 5.30
13.00 44.00 2.13 0.25 2.26 10.00 5.90
15.00 61.80 1.05 0.37 1.23 9.50 5.00
13.00 65.30 1.23 0.34 1.40 9.80 6.00
15.00 60.20 1.52 0.30 1.67 9.00 6.00
17.00 58.00 1.41 0.22 1.52 9.20 6.00
17.00 34.90 1.93 0.35 2.10 10.20 5.90
12.00 56.70 2.35 0.66 2.68 11.20 6.10
15.00 72.30 1.88 0.65 2.20 10.50 5.00
13.00 63.40 1.89 0.21 1.99 10.00 6.00
13.00 64.70 1.80 0.49 2.04 10.60 5.40
14.00 70.40 2.06 0.27 2.20 10.80 5.60
14.00 70.00 2.03 0.34 2.20 10.80 5.30
18.00 74.00 2.96 0.66 3.30 9.50 6.20
13.00 86.90 3.42 1.80 4.32 11.50 4.80
16.00 70.50 2.09 0.91 2.54 10.8 4.40
16.00 80.60 3.09 1.25 3.72 10.30 5.10
13.00 87.20 3.06 1.96 4.04 10.80 5.40
13.00 76.20 2.98 0.94 3.45 10.70 6.00
13.00 80.90 3.42 1.00 3.92 10.70 6.30
9.69 68.10 1.08 1.02 1.60 48.75 5.40
10.00 76.50 1.01 0.45 1.23 36.75 5.30
13.20 82.20 3.72 0.50 3.97 35.50 5.10
11.88 85.90 5.87 0.90 6.32 58.75 6.30
7.38 87.90 3.58 0.67 3.92 49.50 5.00
4.35 72.5 3.82 0.35 4.00 67.75 5.00
7.38 65.90 1.71 0.25 1.83 46.50 6.80
4.35 67.00 0.86 0.15 0.93 40.25 7.40
14.50 63.00 2.28 0.52 2.54 53.25 5.30
9.86 72.40 2.73 0.40 2.93 54.50 5.90
13.30 76.30 2.15 0.36 2.33 29.50 6.50
8.89 78.10 1.82 0.83 2.24 44.00 6.00
14.72 80.70 4.11 0.55 4.38 23.00 5.50
13.60 79.60 3.85 0.55 4.125 43.25 5.70
13.42 81.20 3.74 1.60 4.54 34.50 5.80
9.33 83.60 3.13 1.90 5.08 41.25 6.10

Cuadro A.2: Propiedades obtenidas en la muestra.




pH(2:1KCl:S) | DeltapH | CIC(cmol(+)/KgS) | %V | Ca | Mg | Na | K
5.20 -0.80 19.40 29.40 | 3.30 | 1.60 | 0.20 | 0.60
6.20 -0.70 15.10 40.40 | 2.50 | 1.40 | 0.70 | 1.50
4.40 -0.70 13.55 36.90 | 2.90 | 1.10 | 0.40 | 0.60
6.50 -0.50 14.85 36.40 | 3.30 | 1.40 | 0.30 | 0.40
5.80 -0.70 19.25 54.50 | 5.40 | 2.80 | 0.90 | 1.40
6.20 -0.80 13.25 45.28 | 2.80 | 10.00 | 0.80 | 1.40
4.50 -0.80 13.20 47.00 | 3.00 | 2.30 | 0.40 | 0.50
5.20 -0.70 12.80 36.70 | 2.40 | 1.50 | 0.60 | 0.20
4.40 -0.60 16.40 28.40 | 3.40 | 0.60 | 0.40 | 0.50
5.30 -0.70 15.00 29.80 | 4.00 | 1.00 | 0.40 | 0.50
5.10 -0.90 21.40 31.30 | 3.40 | 0.90 | 1.40 | 1.00
5.20 -0.80 14.30 29.30 | 2.00 | 0.60 | 0.90 | 0.60
5.30 -0.60 33.00 10.60 | 2.30 | 0.50 | 0.40 | 0.30
5.40 -0.70 30.70 10.20 | 1.50 | 1.00 | 0.50 | 0.10
4.20 -0.80 21.30 30.00 | 3.00 | 2.00 | 0.80 | 0.60
5.20 -0.80 25.00 32.80 | 5.00 | 2.00 | 0.60 | 1.60
4.70 -0.70 19.40 19.80 | 2.00 | 1.00 | 0.35 | 0.50
4.90 -0.70 14.30 22.40 | 1.50 | 1.00 | 0.40 | 0.30
4.80 -0.50 34.60 14.20 | 3.50 | 1.00 | 0.20 | 0.10
5.70 -0.50 29.00 6.70 | 1.30 | 0.20 | 0.30 | 0.10
4.00 -0.80 35.80 27.40 | 5.60 | 1.40 | 2.00 | 0.80
5.40 -1.00 10.50 40.90 | 2.00 | 0.80 | 1.20 | 0.30
4.50 -0.60 16.80 50.60 | 4.10 | 1.30 | 2.80 | 0.30
4.70 -0.70 13.80 38.30 | 4.30 | 0.70 | 0.20 | 0.20
5.40 -0.60 34.20 55.70 | 9.70 | 3.10 | 2.20 | 4.00
5.60 -0.70 33.70 30.10 | 6.50 | 1.20 | 0.70 | 1.70
4.40 -1.00 30.50 10.59 | 1.06 | 0.21 | 1.60 | 0.30
4.40 -0.90 31.80 8.89 | 1.00 | 0.06 | 1.40 | 0.40
4.80 -0.30 41.10 17.00 | 1.90 | 0.20 | 1.67 | 0.30
5.00 -1.30 53.30 8.33 | 0.28 | 0.28 | 1.76 | 0.30
4.10 -0.90 29.10 4.73 | 0.84 | 0.21 | 0.62 | 0.08
4.40 -0.60 38.50 5.11 | 042 | 0.22 | 1.10 | 0.23
5.30 -1.50 11.05 43.50 | 2.70 | 1.30 | 0.40 | 0.31
5.50 -1.90 10.35 47.50 | 1.80 | 1.70 | 0.56 | 0.30
4.40 -0.90 29.00 32.70 | 5.00 | 3.00 | 0.60 | 0.60
4.70 -1.20 18.50 48.30 | 5.60 | 1.50 | 0.70 | 0.45
4.70 -1.80 48.40 9.30 | 3.00 | 1.20 | 0.18 | 0.14
4.30 -1.70 53.20 8.80 | 3.00 | 1.00 | 0.31 | 0.38
5.10 -0.40 44.20 12.00 | 4.00 | 1.00 | 0.20 | 0.13
5.60 -0.10 39.90 10.20 | 2.10 | 1.60 | 0.20 | 0.16
4.80 -1.00 27.30 13.47 | 2.00 | 1.00 | 0.37 | 0.31
5.20 -0.90 29.00 10.30 | 1.60 | 0.70 | 0.37 | 0.31

Cuadro A.3: Propiedades obtenidas

en la muestra.
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Apéndice B

Coeficientes Normalizados de
Regresion

En general, es dificil comparar en forma directa coeficientes de regresion,
por que la magnitud de Bj refleja las unidades de medida del regresor x;. Por
esta razon a veces ayuda trabajar con regresores y variables de respuesta escala-
dos, que produzcan coeficientes de regresion adimensionales. A esos coeficientes
adimencionales se les suele llamar coeficientes estandarizados de regresion. A
continuacién se describe como se calculan, aplicando dos técnicas frecuentes de
escalamiento [10].

B.1. Escalamiento Normal Unitario

El primer método emplea el escalamiento normal unitario para los regresores
y la variable de respuesta. Esto es;

Zii = i=1,2,...,n, 3 =1,2, k;
1] SJ ) ) ) )
y
* Yi — Y;
- y L= ]-7 27 y 1V
Yi S,
en donde,
n
Z (@i x])Q
S2 — i=1

n—1
es la varianza muestral del regresor x;, y
n
2
Z (yi —7)
g2 _ i=l ’
Y n—1

o1
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es la varianza muestral de la respuesta. Notese la semejanza con la estandarizacion
de una variable aleatoria normal. Todos los regresores escalados y la respuesta
escalada tienen media muestral igual a cero y varianza muestral igual a 1.

Con estas nuevas variables, el modelo de regresion se transforma en
* .
y; =bizit +bazio+ -+ bpzik &, 0 =1,2,--- 0.

Al centrar las variables regresoras y de respuesta restando x; y ¥, se elimina
la ordenada al origen del modelo (en realidad, el estimado de by por minimos
cuadrados es b = 7* = 0). El estimador de b por minimos cuadrados es

b= (Z2'2)"'Z'y". (B.1)

B.2. Escalamiento de Longitud Unitaria

El segundo escalamiento que se usa con frecuencia es el escalamiento de
longitud unitaria,

Iij — SCj

Wij = — 75 1=1,2,....,n, 7=1,2,--- | k;
Jj
y p—
y;:Ll/y;, 1=1,2,...,n;
SSy
en donde

n
— \2
Sjj = (xi; —7;)°,
i=1
es la suma corregida, para el regresor z;. En este escalamiento, cada nuevo

regresor w; tiene promedio wW; = 0 y longitud \/Z?=1 (@i ffj)z = 1. En
funcion de esas variables, el modelo de regresion es

* .
Y; =biwir +bowiz + -+ bpwik + &5, 1 =1,2,-- ,n.
El vector de los coeficientes de regresion por minimos cuadrados es

b= (W'W) "W'y*. (B.2)

En el escalamiento de longitud unitaria, la matriz W’W tiene la forma de
una matriz de correlacion, es decir;

1 r2 rz3 -0 TR
rig 1 ragz -e- Ty

WW=|rms rs 1 - 73

rik Tok T3k v 1
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en donde
n

D (@ui — Fi) (w0 — Fj)
u=1 _ Sij

e (SiiSj3)'/? (S5

es la correlacion simple entre el regresor z; y el x;. De igual modo,

1, % __ r
Wy— 3y )

en la que
n

; (Tuj — Tj) (Tu —7) s,

Ts5 = = ,
" (85398r)"/? (8j395r)'/?
es la correlacion simple entre el regresor x; y la respuesta y. Si se usa escalamien-

to normal unitario, la matriz Z’Z se relaciona en forma importante con la matriz
W'W; de hecho,

7'Z = (n—1)W'W.

En consecuencia, los coeficientes de regresion estimados en las ecuaciones
B.1 y B.2 son idénticos, por lo que no importa que escalamiento se use; ambos
producen el mismo conjunto de coeficientes adimencionales de regresion b.

A los coeficientes de regresion b se les suele llamar coeficientes estandarizados
de regresion. La relacion entre los coeficientes originales y los estandarizados es
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Apéndice C
Distribuciones No Centrales

Supondremos que Y es una variable aleatoria que sigue una distribuciéon
normal con media p y varianza o2, lo cual se denota como Y ~ N (u,0?). [12].

C.1. Distribucion Chi Cuadrada no Central

Antes de describir la distribuciéon Chi Cuadrada no central, primero recorde-
mos la Chi Cuadrada central. Sean zi,zs,---, %, una muestra de variables
aleatorias con distribuciéon normal estandar N(0,1). Entonces los z’s son in-
dependientes (por ser una muestra aleatoria), asf :

S22~ (). (C.1)
=1

En resumen tenemos que, la suma de n variables aleatorias normal estandar
al cuadrado nos da como resultado una variable Chi Cuadrada (central) con n
grados de libertad.

Ahora supongamos que y1,¥yo, - - , ¥, son independientes y con distribucion
N(ui, 1), tales que el vector aleatorio Y es Ny, (u,I), donde g = (u1, o, -+, pin)’
e I es la matriz identidad. En este caso, > ;. , = y? = Y'Y no tiene una
distribucién Chi Cuadrada, debido a que cada y; no esta estandarizada, pero
Yo = (yi — 1) = (Y —p) (Y — ) es x2(n) ya que y; — p; tiene distribucion
N(0,1).

La densidad de v = > | = y? = Y'Y, donde las y’s son independientes

con distribucion N (y;,1) es llamada distribucion Chi Cuadrada No Central y
es denotada por x2(n, \). El parametro de no centralidad A esta definido por

1< 1
A== 2 - Z4u.
2;:1/% SHH
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C.2. Distribucién F no central

Recordemos la distribucion F (centrada) [12]. Sean v y v dos distribuciones
independientes x?(p) y x%(q) respectivamente, entonces

w= fq’ ~ F(p,q); (C2)

es la distribucion F (central) con p y ¢ grados de libertad.

Ahora supongamos que v tiene distribucién no central Chi Cuadrada, x2(p, \),
mientras que v tiene distribucion no central Chi Cuadrada x?(q), con v y v in-
dependientes. Entonces

v
,_u/p
v/q
es la distribuciéon F no central con parametro de no centralidad A, donde A es
igual al parametro de no centralidad en la distribuciéon Chi Cuadrada no central.

~ F(p,q,\); (C.3)

Cuando una estadistica F se utiliza para probar la hipotesis Hy, la distribu-
cion seré central si la hipotesis (nula) es verdadera y no central si la hipotesis
es falsa. Asi, la distribucion F no central, se puede utilizar con frecuencia para
evaluar la potencia de una prueba F. La potencia de una prueba es la probabi-
lidad de rechazar Hy para un valor A dado. Si F,, es el punto « de porcentaje
superior de la distribucion F (central), entonces la potencia, P(p,q,a, ), se
puede definir como

P(paQ7a7>‘) :P(Z > FOé)'



Apéndice D
Analisis Estadistico con R

Es sabido que existen en el mercado distintos paquetes de software estadis-
tico propietario, como SPSS, Statgraphics, Minitab, Statistica, SAS, S-Plus, etc,
que cubren todas las necesidades de cualquier usuario de técnicas estadisticas,
bésicas o avanzadas. Frente a estas opciones, en los tultimos anos R ha surgido
con fuerza como alternativa de software libre en muy distintos ambientes do-
centes y de investigacion.

R es un lenguaje de programacion especialmente indicado para el anélisis
estadistico. A diferencia de la mayoria de los programas que solemos utilizar
en nuestros ordenadores, que tienen interfaces tipo ventana, R es manejado a
través de una consola en la que se introduce c6digo propio de su lenguaje para
obtener los resultados deseados [4].

El codigo de R esta disponible como software libre bajo las condiciones de
la licencia GNU-GPL, y puede ser instalado tanto en sistemas operativos tipo
Windows como en Linux o MacOS X.

La pagina principal desde la que se puede acceder tanto a los archivos nece-
sarios para su instalacion como al resto de recursos del proyecto R es

http://www.r-project.org.

Despues de instalar R lo primero que nos aparece es una ventana, también
llamada consola, donde podemos manejar R mediante la introduccién de codi-
go. Sin embargo, esta no es la manera més eficiente de trabajar en R, para ello
debemos acceder a un documento en blanco del editor, llamado script. La utili-
dad de un script o guién de trabajo radica en que podemos modificar nuestras
lineas de coédigo con comodidad y guardarlas para el futuro.

o7
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En este caso el codigo que se utilizé fue guardado en un script del editor, en
el cual se fueron introduciendo todos los pasos de nuestro trabajo para hacer el
analisis estadistico requerido [4].

prop<-read.table(file="clipboard", head=T): Con esta indicacién se
pueden leer los datos desde Exel, solo seleccionando el conjunto deseado.

data.frame(prop): Esta linea crea un macro(conjunto) de datos y los mues-
tra en pantalla.

La sintaxis basica de la funciéon 1m(), que nos hace un anélisis basico de
regresion lineal es la siguiente:

Im(formula, data, subset); en este caso
g <- 1m(COS ~ ., data = prop)

summary(g): Esta indicacién nos muestra un resumen de los resultados
obtenidos con la funcién 1m().

plot(fitted(g) ,residuals(g) ,xlab="Fitted",ylab="Residuals"): Es-
ta linea nos muestra la grafica de residuales.

abline (h=0): Crea una linea horizontal.

gqqnorm(residuals(g) ,ylab="Residuals"): Esta linea nos muestra la gra-
fica normal de residuales.

gqline(residuals(g)): Esta linea une el primer y tercer cuantil.

Ahora para detectar los problemas de multicolinealidad se utilizaron los si-
guientes c6digos:

x<-model.matrix(g) [,-1]: Crea la matriz x que corresponde a la matriz
de las variables de respuesta.

print (x): Imprime en pantalla la matriz x.

e<-eigen(t(x) %*% x): Nos hace un anilisis del eigensistema de la matriz
xX’x.

e$val: Muestra los eigenvalores correspondientes a x’x.

sqrt (e$val[1]/e$val): Calcula todos los ntimeros de condicién asociados
ax’x.
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Posteriormente se procede a hacer el calculo de los VIF'“s y para ello primero
se debe cargar el paquete "faraway".

vif (x): Muestra los valores VIF.

Para llevar a cabo el anélisis de componentes principales, se hace uso de la
matriz de correlaciones.

prop.prcomp<-princomp(prop[,-1],cor=T): Calculo los componentes prin-
cipales basados en la matriz de correlaciones.

print (summary (prop.prcomp,loadings=T)): Muestra un resumen de los
resultados obtenidos, asi como los eigenvalores para elegir el niimero de compo-
nentes a utilizar.

S=cor(propl[,-1]): Crea la matriz de correlacién correspondiente a las va-
riables de respuesta.

eigen(S): Muestra los eigenvalores de la matriz de correlacion, mismos que
seran las componentes principales.

screeplot (prop.prcomp,type="1lines"): Grafica los eigenvalores asocia-
dos a la matriz de correlacion para elegir el nimero de componentes.

Después se debe hacer el nuevo anélisis con las componentes principales
elegidas.

comp <-data.frame(prop.prcomp$scores,prop): Se crea un nuevo con-
junto de datos, a saber las componentes principales.

g6 <- 1m(COS ~ Comp.1+Comp.2+Comp.3+Comp.4+Comp.5+Comp.6, data=comp):
Hace un nuevo analisis de regresion lineal.

summary (g6): Muestra los resultados del nuevo modelo.

Cabe senalar que para la metodologia PLS se utilizo como alternativa el
paquete estadistico MINITAB 14 ya que con el paquete R no se obtenian los
resultados requeridos para hacer un analisis completo. Asi mismo se utilizo
MINITAB para obtener célculos como el PRESS y el Rpred.
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