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El andlisis matemdtico es tan extenso como la naturaleza misma;
define todas las relaciones sensibles, mide el tiempo, los espacios, las
fuerzas, las temperaturas: su atributo principal es la claridad; no tie-
ne en absoluto signos para expresar nociones confusas. Relaciona los
fenomenos mds diversos y descubre las analogias secretas que los une.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)
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Introduccion

“La mejor estructura, no garantizard
los resultados ni el rendimiento.
Pero la estructura equivocada

es una garantia de fracaso”.

Peter Drucker

La Transformada de Fourier' (TF, como nos referiremos a ella), es una herramienta
muy poderosa que tiene una gran variedad de aplicaciones, en diversas ramas de la
matematica y la fisica matematica, desde la teoria de ntimeros y geometria hasta
mecanica cuantica, asi como en otras areas de la ciencia e ingenieria tales como
procesamiento de senales (electrénica), comunicaciones, éptica, procesamiento de
imédgenes y medicina, por mencionar algunos.

Histéricamente, las series de Fourier aparecen de forma natural en Astronomia,
de hecho, Neugebauer (1952) descubri6 que los Babilonios utilizaron una forma
primitiva de ellas en la prediccion de ciertos eventos celestiales. En 1747, la
historia de las series de Fourier inicia de manera formal, con D’Alembert y su
tratado de las oscilaciones de las cuerdas del violin. Anos mas tarde, fue Fourier
quien perfeccioné las ideas de Bernoulli y las aplico en 1807, en el estudio del
problema de la conduccién de calor. Esto queddé plasmado por escrito en el libro
clasico “Théorie analytique de la Chaleur”, publicado en 1822. Los razonamientos
realizados por Fourier en dicho libro, plantearon de manera inmediata numerosas
controversias y cuestiones que han tenido una influencia significativa en la historia
de las Mateméticas [1].

Por otro lado, hoy en dia, existe una inmensa gama de areas donde se utiliza
el Procesamiento Digital de Imégenes (PDI), como telecomunicaciones, medicina,
quimica, astronomia, industria, litografia, microscopia, microscopia de fluorescencia
y microscopia de luz, entre otros. El interés en el procesamiento digital de imégenes
se basa en extraer informacién contenida de una imagen. La Transformada de
Fourier juega un papel muy importante en el PDI, ya que es una herramienta que
nos permite obtener la representacion de informacién en el espacio de frecuencias
y aplicando un operador en éste dominio, se puede operar sobre la imagen, para
detectar y realzar bordes, eliminar ruido, etc. [2, 3].

'En algunos textos se encuentra como FT , por sus siglas en inglés (Fourier Transform)
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VIIT Introduccion
0.1. Objetivos de la tesis
Los objetivos son los siguientes:

1. Presentar una revision del estado del arte de los antecedentes de la Transfor-
mada de Fourier y la Transformada Inversa de Fourier.

2. Desarrollar de forma general algunas aplicaciones de la Transformada de Fou-
rier.

3. Mostrar la aplicacion de la Transformada Fourier en el Procesamiento Digital
de Imagenes, fijando nuestra atenciéon en imagenes de microscopia de fluores-
cencia.

0.2. Contexto del trabajo

El presente trabajo, forma parte de una linea de investigacion del grupo de éptica,
de la Facultad de Ciencias Fisico Matematicas (FCFM), de la Benemérita Univer-
sidad Auténoma de Puebla (BUAP). El objetivo general es realizar una revisién de
los antecedentes matematicos de lo que hoy se conoce como la transformada de Fou-
rier, asi como su aplicacion en el Procesamiento Digital de Imagenes de microscopia
de fluorescencia. La presente linea de investigacién ha sido parcialmente apoyada
por Vicerrectoria de Investigacién y Estudios de Posgrado (VIEP) de la BUAP, con
numero de clave MOPA-EXC17-G.

0.3. Contenido de la tesis

El desarrollo de la escritura de la presente tesis se divide en 5 capitulos, se
propone el estudio del estado del arte de la Transformada de Fourier, desde sus
antecedentes historicos, partiendo de series de Fourier, funciones de cuadrado
sumable y espacios de Hilbert, hasta lo que hoy se conoce como la Transformada de
Fourier, asi como sus aplicaciones en distintos campos, principalmente la aplicacion
en PDI.

En el primer capitulo se presenta una breve resena sobre la vida de Fourier, asi
como, el origen de los métodos de Fourier, partiendo desde el Siglo XVIII hasta lo
que hoy se conoce como series de Fourier.

En el segundo capitulo se muestra la definicién formal de la Transformada de
Fourier, Transformada inversa de Fourier (TIF) y sus propiedades béasicas en una y
dos variables.

En el tercer capitulo, se mencionan de forma general algunas de las aplica-
ciones de la Transformada de Fourier y se hace énfasis en el PDI como una aplicacion.



0.3 Contenido de la tesis IX

En el cuarto capitulo se muestran resultados numéricos de imagenes de micros-
copia de fluerescencia, procesadas numéricamente aplicando un filtro pasa banda.

En el quinto capitulo se mencionan las conclusiones generales.
Se muestra un indice general, un indice de figuras y las citas bibliogréficas se

denotan con un niumero encerrado entre corchetes (al final de la tesis se muestra
una lista con los datos completos de la referencia correspondiente).
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Capitulo 1
Origen de los Métodos de Fourier

El propésito de este capitulo es hacer una revision general de los antecedentes
de la Transformada de Fourier, a partir de series trigonométricas. Daremos inicio,
mostrando una breve resena sobre la vida de Fourier, basada en los textos [/, 5, 0]

y [7].

1.1. ;Quién fue Fourier?

Jean Baptiste Joseph Fourier matematico y fisico francés, nacié en Auxerre
(Francia) el 21 de marzo de 1768, fué el noveno hijo de los doce hijos que tuvo su
padre (sastre) en su segundo matrimonio. Empez6 sus estudios en la FEscuela de
Pallais, donde estudi6 latin y francés con gran aprovechamiento. Su madre murié
cuando él tenia nueve anos y al siguiente ano murié su padre. Quedando huérfano,
Fourier fue recomendado al obispo de Auxerre, quien lo envié al Colegio militar
local regido por los benedictinos, donde mostro interés por la literatura y mas tarde
por las matematicas.

A la edad de 12 anos escribia los magnificos sermones que pronunciaban los
benedictinos, a los 14 anos ya habia completado el estudio de los seis volimenes del
Cours de Matemadticas de Bezout y a los 15 anos recibié el primer premio por su
estudio de Mécanique en genéral de Bossut.

Siempre habia deseado ser soldado, pero sabia que los buenos cargos no eran
concedidos a los hijos de los sastres, asi que en 1787 ingresé en la  Abadia de San
Benito para hacer el noviciado con la idea de hacerse religioso. Mas tarde, deba-
tiendo entre su amor por las matematicas y sus ideas religiosas, en 1789 Fourier no
tomo los votos y dejé el monasterio. Ocupando al ano siguiente un puesto de profe-
sor en la Ecole Royale Militaire de Auzerre, donde habia estudiado con anterioridad.

En 1793, poco tiempo después del comienzo de la Revolucién Francesa, se
involucré en politica, uniéndose al Comité Revolucionario local, con gran entusias-
mo acerca de las ideas revolucionarias de libertad. Fue arrestado en 1794 como



CAPITULO 1. ORIGEN DE LOS METODOS DE FOURIER
1.1. ;QUIEN FUE FOURIER?

consecuencia de sus acciones politicas y estuvo en prision a punto de enfrentarse
a la guillotina. Al final de ese mismo ano, gracias a los cambios politicos, Fourier
quedd en libertad.

En 1795 fue admitido en la Ecole Normale de Paris, donde fue alumno de
Lagrange y Laplace. En ese mismo ano ocupd una catedra en la prestigiosa Ecole
Polytechnique de Paris, en la que durd poco tiempo ya que, en 1798 Fourier se
incorpor6 a la Armada de Napoleén como un consejero cientifico en la invasion de
Egipto. Alli creé el Instituto de El Cairo, siendo unos de los doce miembros de la
division matematica. Ademas, tuvo una destacada actividad tanto cientifica como
administrativa (fue nombrado gobernador del Bajo Egipto). La expedicién volvié a
Francia en 1801, militarmente derrotada, pero fruto de su trabajo cientifico y cul-
tural fue la monumental obra Description de I’Egypte, comenzada a publicar en 1809.

Fourier volvi6 a Parfs en 1801 y retomé su puesto como profesor de Anélisis
en la Ecole Polytechnique. Sin embargo, Napoleén (por aquel entonces con poder
absoluto en Francia) le nombré Prefecto (gobernador) del Departamento de Isere,
cuya capital es Grenoble. Fue durante este tiempo en Grenoble cuando Fourier
hizo su contribucion matematica sobre la propagacién del calor que presenté a la
Academia de Ciencias en 1807 y la cual desaté grandes controversias. Fourier, no
volvid a ser profesor, pero siguié trabajando en investigaciones cientificas mientras
ocupaba su cargo.

Dejé6 la prefectura de Isére en 1814 y fue prefecto del departamento de Rhone
durante unos meses, pero los cambios politicos le hicieron abandonar sus cargos y
se traslad6 nuevamente a Paris. Alli trabajé como director de la Oficina Estadistica
del Sena. En 1817 fue elegido miembro de la Academia de Ciencias en la seccién de
Fisica y en 1822, el mismo ano en que publicé su famoso libro Théorie Analytique
de la Charleur, fue nombrado secretario perpetuo de la Academia, lo que le permitié
hacer publica su memoria premiada de 1811.

Durante sus ocho ultimos anos en Paris reanudé sus investigaciones mateméaticas
y publicé una serie de documentos, algunos en matematicas puras y otros sobre
temas de matematicas aplicadas. Su influencia en el mundo cientifico francés habia
crecido notablemente. El fue el que descubrio las series matematicas y el teorema
integral que llevan su nombre. En 1826 fue elegido miembro de la Academia
Francesa. Fallecié en Paris el 16 de marzo 1830.

El trabajo de Fourier proporcioné un gran impulso para posteriores investigacio-
nes sobre series trigonométricas y la teoria de funciones de variable real.

2



CAPITULO 1. ORIGEN DE LOS METODOS DE FOURIER
1.2. UN POCO DE HISTORIA SOBRE SERIES DE FOURIER

1.2. Un poco de Historia sobre series de Fourier

Las series trigonométricas surgieron en la Matematica en el siglo XV III, en
relacion con el estudio de las pequenas oscilaciones de medios eldsticos. Mas precisa-
mente, con el siguiente problema que consiguié la atencion y el esfuerzo de numerosos
fisicos y matematicos del momento. Para el desarrollo de esta seccion, nos basamos
en los textos [3, 8] y [9].

1.2.1. La cuerda vibrante

Fue Brook Taylor (1685 — 1731) quien, en 1715, propuso, en su obra Methodus
icrementorum directa et inversa, el problema de la cuerda vibrante y a partir
del desarrollo del Célculo en el siglo XV III, este problema se habia convertido
en la principal herramienta para estudiar y modelizar la Naturaleza. Se trata de
determinar el movimiento de una cuerda elastica, asi como el tiempo de vibracién
de la misma, si esta es tensada mediante la aplicacion de cierta fuerza externa y
luego se deja libre. Este problema puede describirse en la situacion més elemental
de la siguiente forma:

Supongamos que una cuerda flexible se estira hasta quedar tensa y que
sus extremos se fijan (por conveniencia) en los puntos (0,0) y (m,0) del
eje de abscisas. Luego, se tira de la cuerda hasta que ésta adopte la forma
de una curva dada por la ecuacion y = f(x) y se suelta (ver Figura
1.1). La cuestion es: ;Cudl es el movimiento descrito por la cuerda? Si
los desplazamientos de ésta se hallan siempre en un mismo plano y el
vector del desplazamiento es perpendicular, en cualquier momento, al eje
de las abscisas, dicho movimiento vendrd dado por una funcion u(x,t)
donde u(x,t) representard el desplazamiento vertical de la cuerda, en la
coordenada x (0 < z < 7) y el tiempo t (t > 0). Asi, el problema que
se plantea es obtener u(x,t) a partir de f(x).

y=f(x)

(0-0‘)' (%0] (.0)

Figura 1.1: Cuerda vibrante
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Periodo de D’Alembert-Euler-Bernoulls.

El primer matematico que elaboré un modelo apropiado para el problema anterior
fue Jean Le Rond D’Alembert', quien en 1747 demostré (haciendo referencia a
vibraciones pequenas) que la funcién u debe satisfacer las siguientes condiciones:

2 t 2u(z.t
Pulz,t) _ Fuzd) O<z<m t>0

o0t? Qa2
u(z,0) = f(z), 0<z<m (1.1)
Ou,0) _ g O<az<n
ot
u(0,t) = wu(m,t)=0 t>0

La primera condicién en (1.1) es una ecuacién en derivadas parciales de segundo
orden, conocida como Ecuacion de onda (o ecuacion del cable, como se refieren a
ella Hodgkin y Huxley en [10]). La segunda relacién representa la posicién inicial de
la cuerda, mientras que la tercera significa que la velocidad inicial es cero (debido
a que después de ser llevada a la posiciéon f(z), la cuerda se suelta). La tltima
relacion expresa el hecho de que, para cualquier tiempo, los extremos de la cuerda
se mantienen fijos.

D’Alembert también demostrd que la solucién de (1.1) esta dada por

w(x,t) = =[f(x+ 1)+ f(x —1)] (1.2)

N | —

donde f es “una extension conveniente de la funcién f”. De manera mas precisa, y
con el lenguaje de hoy en dia, el Teorema de D’Alembert (Teorema (1.1)) confirmé
que la posicion futura de la cuerda estda determinada por su posicién inicial.

Teorema 1.1. Sea f en C?0,7] tal que f(0) = f(x) = f (0F) = f(07) = 0 en-
tonces (1.1) tiene una unica solucién u € C*(Q)NCH(Q) donde Q = (0,7)x(0, +00).
Ademds, u viene dada por la formula (1.2) donde f es la extencion a R (conjunto
de los nimeros reales), impar y 2mw-periddica de la funcion f (ver Figura 1.2).

! Cientifico y pensador francés de la Tlustracion (1717 —1783). Sus investigaciones en matemdticas, fisica
y astronomia le llevaron a formar parte de la Academia de Ciencias con sélo 25 anos de edad.
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y=f(x)

y=fx+m)
(4r,0) (-2, 0) (2=, 0)
\/\/ (0,0) (ar,0)
y= ﬂx)
/\/\ {-Zﬁ,ﬂ)/\/\ (27,0) (47.0)
(~4r.0) (0.0)

Figura 1.2: Movimiento de la cuerda
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La férmula (1.2) también fue demostrada por Leonhard Euler?, quien diferfa
de D’Alembert principalmente en el tipo de funciones iniciales f que deberian ser
consideradas. De hecho, estas diferencias pueden considerarse como unas de las
primeras manifestaciones escritas sobre los problemas que han llevado consigo la
definicion de la nociéon de “funciéon”. Mientras que para D’Alembert, f deberia
tener una férmula concreta o expresién analitica, Euler defendia que no habia
ninguna razon fisica para no admitir como posiciones iniciales f a aquellas, que
en diferentes partes de [0, 7] viniesen definidas por expresiones distintas, siempre
que al considerarlas unidas la posicién inicial resultante tuviese una aproximada
regularidad. En resumen, Euler defendia que cualquier grafica podia considerarse
como curva inicial, tesis que no era compartida por D’Alembert.

Otra manera de obtener la solucién de (1.1), completamente distinta a la anterior,
fue dada por Daniel Bernoulli® en 1753. La idea clave es obtener la solucién de (1.1)
mediante superposicién de ondas sencillas, concretamente las que son de la forma:

up(z,t) = sin(nx) cos(nt), Vn e N (1.3)

donde N es el conjunto de los nimeros naturales y para cada tiempo ¢ fijo, la
funcién (1.3) es un multiplo de la funcién sin (nx) que se anula exactamente en
n — 1 puntos del intervalo (0, 7).

., Cémo concibié Bernoulli la idea anterior? Parece ser que una posibilidad es que
usase sus conocimientos musicales, que matematicamente expresaban que la solucién
de (1.1) debe poder expresarse de la forma:

u(z,t) = Z a, sin(nz) cos(nt) (1.4)

n=1

donde los coeficientes a,, deben de elegirse de tal manera que satisfagan (1.1). Sin
embargo, hay otra manera de llegar a la expresién anterior (que es posible que fuese
también usada por Bernoulli). El punto de partida de este segundo planteamiento
puede ser la siguiente pregunta elemental: ;Cudles son las soluciones mas sencillas
posibles de (1.1)?

Al ser la solucién de (1.1) una funcién u(x,t) de dos variables, tales soluciones
han de ser producto de una funcién de x por una funcién de t; es decir, u(z,t) =
X(z)T'(t), o lo que es lo mismo, funciones con variables separadas. Derivando
y sustituyendo de manera formal en (1.1), se obtienen los dos problemas siguientes
de ecuaciones diferenciales ordinarias:

X' (@) +XX(z)=0, z € (0,7) y X(0)=X(r)=0 (1.5)

T' )+ AT(t)=0 t>0 (1.6)

2 Matemético y fisico suizo (1707 — 1783).
3 Matemdtico, estadistico, fisico y médico suizo (1700 — 1782).
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En la expresion anterior, A hace el papel de parametro real.

Bernoulli publicé una memoria donde afirmaba que el desplazamiento u(x,t) de
la cuerda, con velocidad inicial u;(x,0) = 0, es expresable en la forma (1.4), para
t = 0, la relacién se reduce a

u(x,0) = Zan sin (nx),

y por tanto,

oo
f(z) = Zan sin (nx), Ve [0,7], (1.7)
n=1
para “una adecuada eleccion de los coeficientes a,,”.

Sin embargo, a pesar de su publicacion, las ideas de Bernoulli no tuvieron
aceptacion en su tiempo. En particular, recibié duras contestaciones por parte
de D’Alembert y Euler, quienes no admitian que una funcién con una expresion
analitica pudiera representarse en la forma (1.7) (D’Alembert) y menos ain
cualquier funcién (Euler) [3].

1.2.2. Difusion del calor

Las ideas de Bernoulli fueron tomadas en cuenta, 54 anos més tarde, por Fourier,
quien se intereso por la teoria del calor en los cuerpos sélidos.

Periodo Fourier.

En 1807, Fourier envié un articulo a la Academia de Ciencias de Paris que trataba
sobre la difusion del calor. Mas concretamente,

Fourier considero una varilla delgada de longitud dada, digamos © cu-
yos extremos se mantienen a 0° centigrados y cuya superficie lateral estd
aislada. Si la distribucion inicial de temperatura en la varilla viene dada
por una funcion f(x) (se supone que la temperatura de la varilla en cada
seccidon transversal de la misma es constante) ;Cudl serd la temperatura
de cualquier punto x de la varilla en el tiempo t?

Suponiendo que la varilla sigue condiciones fisicas apropiadas, Fourier demostré
que si u(z,t) representa la temperatura de la varilla en la seccién x y en el tiempo
t, entonces la funciéon u debe satisfacer:

Pu(x,t)  Ou(x,t)

O<z<mO<t<T

Oz? B ot
u(0,t) = w(m, t) =0, 0<t<T (1.8)
u(z,0) = f(x), 0<z<m
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la primera condiciéon es una ecuacién en derivadas parciales de segundo orden,
conocida con el nombre de Ecuacién del Calor. La segunda significa que
la temperatura en los extremos de la varilla se mantiene en 0° centigrados y la
tercera representa la distribucion inicial de temperatura en la varilla considerada [9].

Partiendo de las ideas de Bernoulli (para la ecuacién de ondas) Fourier buscé
las soluciones mas sencillas que pueden presentar la ecuacién del calor: aquellas que
son de la forma u(x,t) = X(x)T(t). Ambos se preguntaron, ;serd posible elegir
adecuadamente los coeficientes a,, de tal forma que la tnica solucién de (1.8) sea:

u(x,t) = Z an exp(—n’t) sin(zt)? (1.9)

n=1

Fourier afirmo en su articulo que si era posible y a diferencia de Bernoulli, obtuvo
la féormula

a, = %/OW f(&)sin(n&)dE,Vn € N (1.10)

para el calculo de los coeficientes a,, llamados desde entonces coeficientes de Fourier.
Observese que se tiene la misma cuestion para dos problemas completamente
diferentes: el de la cuerda vibrante (1.1) y el de la conduccién de calor (1.8).

El articulo de Fourier fue estudiado por Lagrange, Laplace y Legendre y
rechazado por la Academia Francesa, basicamente por la manera en que dedujo
la ecuacién del calor y por la falta de rigor en la obtencién de sus conclusiones.
Debido a que los miembros de tan prestigiosa institucion estaban convencidos
de la importancia que tenian los problemas relacionados con la propagacion del
calor, en el ano 1811 el Institut de France convocd un concurso cuyo objetivo
era “proporcionar una teoria matematica de las leyes de propagacion del calor y
comparar esta teoria con experimentos”. El ganador del premio fue Fourier, pero a
pesar de ello, siguié siendo criticado por los miembros de la Academia, por lo que,
no pudo publicar su trabajo en la célebre serie “Mémoires” de la Academia Francesa.

Fourier siguié trabajando en el tema, acumul6 evidencias empiricas a favor de
su tesis y en 1822 publicé la clasica obra Théorie Analytique de la Chaleur donde
incorporé parte de su articulo escrito en 1812, practicamente sin cambio [3]. En
reconocimiento a la tenacidad pionera de Fourier, es por lo que este tipo de series
se conocen como series de Fourier.

1.3. Presentacion actual de series de Fourier

En la actualidad, la teoria de series de Fourier puede presentarse usando los con-
ceptos y métodos de Analisis Funcional. Mas concretamente esta intimamente rela-
cionado con la Integral de Lebesgue, los espacios de Hilbert (extencién a dimensién
infinita de espacio euclideo) y el espacio de funciones cuadrado integrable. Fue Hil-
bert quien identific una funcién dada f con sus coeficientes de Fourier {f,,n € N}.

8
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Estos coeficientes satisfacen, en general, la condicién Y o~ |fu]? < 400 (st f es de
cuadrado integrable). Hilbert introdujo ademaés el espacio [? de sucesiones de niime-
ros reales a, tales que la serie > 7 |a,|* es convergente. Posteriormente, Riesz y
Fischer demostraron la existencia de una aplicacién biyectiva entre el conjunto de
las funciones de cuadrado integrable L?(a, ) (en un intervalo finito dado (a, b)) y el
conjunto [* (a cada funcién se le hace corresponder sus coeficientes de Fourier) [J].
A continuacién se exponen algunas de las ideas fundamentales.

1.3.1. Espacio de funciones de cuadrado integrable L?

Para poder hablar del espacio L?, definiremos algunos conceptos necesarios,
basdndonos en [1, 4, 9, 11, 12] y [13].

Definicién 1.1. Sea X un espacio vectorial sobre un campo K. Un producto in-
terno (o producto escalar) en X es una asociacion tal que a cada par de ele-
mentos de x y y en X se le asocia un escalar,

(,): X xzX — K
(z,y) — (z,9)

que satisface:

PL1 Vz,ye X: (x,y) = (y,x).

PI.2 Vx,y € X y para todo escalar o : {ax,y) = alz,y) = (x, ay).
PL3 Va,y,z€ X : (z+y,2)=(z,2)+ (y,2)

P1.4 Siz #0, se tiene (z,z) >0

En el caso en que K = R, el espacio X se denomina espacio euclideo real. En
este caso, la expresion (x,y) coincide, obviamente con la expresion (z,y) y el axioma
PI,1 adquiere una forma maés cencilla: (z,y) = (y, x).

Si K = C, el espacio X se llama espacio complejo.

Se dice que los elementos x,y € X son ortogonales (o perpendiculares) si
(x,y) =0.

Ejemplo 1. Sea X = {f : [a,b] — R | f es continua }, X es un espacio vectorial
sobre R. Definimos(,) : X x X - R tal que

(f.g) = / F(t)g(t)dt (1.11)

para cada f,g € X.

Definicién 1.2. Un espacio vectorial X dotado de un producto escalar, es un es-
pacio prehilbertiano [/].
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Definicién 1.3. Sea X un espacio vectorial con producto interno. Una norma en
X es una funcion ||.|| : X — R definida como ||z|| = ((z,2))"/?,2 € X, que satisface:

N ||z >0, VreX ylz]|=0 <= zx=0.
N.2 ||z +yl| < |zl + |lyll, Vz,y € X (desigualdad triangular)
N.3 [[az| = |af||z||, Vae R, xe€X

Ademas, podemos definir una distancia en X haciendo,

d(]}7y): ||x_yH7 V$7?JEX

Recordemos que todo producto escalar verifica la desigualdad de Cauchy-
Schwarz [12]:
@)l < llzll-llyll - Va,y e X.

teniendo lugar la igualdad cuando, y sélo cuando, los vectores z y y son linealmente
independientes.

Definicién 1.4. Si en X existen n vectores no nulos ortogonales, ellos constituyen
una base ortogonal del espacio X. Mas aun, si la norma de cada uno de estos
vectores es iqual a 1, a esta base se le llama ortonormal.

Definicién 1.5. {z,} es convergente a x si Ve > 0, existe ng = () € N tal que
Vn € N;si n > nyg, entonces ||z, —z|| < ¢

Definicién 1.6. Diremos que (X, ||.||) es un espacio normado completo (o es-
pacio de Banach), si cualquier sucesion de Cauchy en X es convergente en X.

Definicién 1.7. Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial X dotado de
un producto escalar (x,y) y que es completo para la norma ||z|| [12]. Es decir, si
(X, |I-1), donde ||.|| indica la norma anterior definida a partir del producto escalar, es
un espacio normado completo, diremos que (X, (,)) es un espacio de Hilbert real/9/.

Definicién 1.8. L?(a,b) es el conjunto de funciones medibles f : [a,b] — R, para
los que la integral f: f?(z)dz existe y se define como

b
L*(a,b) = {f :[a,b] = R medible : / A (x)dw < —i—oo}

Si el lector desea estudiar a profundidad este tipo de funciones, puede consultar

[13].

L?*(a,b) es un espacio vectorial real, con las operaciones usuales de suma de
funciones y producto de un niimero real por una funcién. Ademas, su dimension es
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infinita; es decir, es posible encontrar subconjuntos de L?(a, b) que sean linealmente
independientes y conteniendo infinitos elementos.

Esto transforma al espacio L*(a, b) en un espacio prehilbertiano [12]. En definitiva
tenemos que L?(a, b) con el producto escalar (1.11) es un Espacio de Hilbert Real
de dimension infinita.

Lebesgue probd que el conjunto de funciones:

cos(nz), Lsen(mr:), n € N} (1.12)

(L1
V2r' /T VT

es una base de L*(—m, ).

Ahora, nos concentraremos en el espacio L?(S'), donde S' denota la circunferen-
cia unidad. El espacio S* puede interpretarse como el intervalo unidad 0 < z < 1,
con los extremos 0 y 1 identificados. Las funciones definidas en S* pueden verse co-
mo funciones de variable real peridédicas de periédo 1, i.e., funciones que satisfacen

f(x+1) = f(x), para 0 < x < 1. El espacio L*(S!) es el espacio de Hilbert de todas
las funciones complejas medibles f definidas en S* que satisfacen

umz(fu@m<m (113

En este espacio, el producto interno esta definido por

mw:lfwaﬁn

El principal resultado referente a este espacio, es el teorema:

Teorema 1.2. La familia de funciones definidas por

2minx

en(r) =¢e = cos(2mnx) + isin(2mnx)

forman una base ortonormal para L?(S'). En consecuencia, toda funcién f € L*(S1)
puede ser expandida mediante una serie de Fourier en la forma

fa@) =3 fwen

n=—oo

con coeficientes

f(n) = (fen) :/0 f ﬁZ/O f(z)e 2™ dy,

11
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1.3.2. Serie de Fourier

Definicién 1.9. Si f € L*(—n, ), entonces, se define la serie de Fourier de f
respecto del sistema ortonormal (1.12) como

o)

Z(an cos(nx) + by, sin(nx)) (1.14)

n=0

ap = /_7r f(x)dx

1 ™
a, = ﬁ/ f(z)cos(nz)dx, ¥n e NU{0}
b, = %/ﬂ f(z)sin(nz)dx, Vn €N

Cada uno de los a, y b, se llaman Coeficientes de Fourier de la funcion f.

A continuacién se verd otra manera de representar la serie de Fourier que sera
de utilidad en el momento de introducir la transformada de Fourier.

Forma compleja de la Serie de Fourier

Haciendo uso de las identidades trigonométricas
1 inT —inT
cosnr = —(eM +e ")
: 1 < _INT —inx
sinnr = 52(6 + e ')

tenemos que la Serie de Fourier

1 = .
f(z) = 300+ ;(an cos(nx) + by, sin(nx)) (1.15)
se convierte en -
f(z) = cheim (1.16)
donde
1 1 ) 1 .
Co = 5o Cpn = §(an —iby,) Copy = §(an + iby,).

12
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A la forma (1.16) se le conoce como la Serie Compleja de Fourier de f.

La Serie de Fourier constituye una poderosa herramienta en el analisis frecuencial
de funciones periédicas, pero para muchos problemas practicos las funciones son no-
periédicas, y es conveniente hacer un andlisis del mismo tipo (frecuencial) para tal
tipo de funciones.

1.4. Paso de la Serie a la Transformada de Fourier

Formalmente se puede deducir la expresion de la Transformada de Fourier a
partir de la serie, haciendo tender a infinito el periodo T.

Supongamos que f : [-m, 7] — R es una funcién periédica’ de periodo T', sabe-
mos que podemos expresar f como suma de senos y cosenos, como se muestra en
la ecuacion (1.14) pero también podemos expresarla como una serie de Fourier en
forma compleja:

f(t) = nio Cre™ 0, (1.17)

donde
1 [T/ ‘
Cpn = = fx)e " otdt (1.18)
T J 1)

Tomando en cuenta que wy = 27/T y sustituyendo (1.18) en (1.17), se tiene

=00 T/2
=3 |5 [ e mnas] oo (1.19)
n=-—00 T —T/2 .

Hemos utilizado la variable comodin z en la integral, para evitar confusién con t.

Puesto que 1/T = wy/2m, la ecuacién (1.19) se puede expresar como

— _O}O s —inwoT inwot
0 = 3 |57 [, f@e iz e
e [ T2 . ] ,
= Z o f(z)e ™07 dx | wye™ 0! (1.20)
ne—oo |47 -T2 |

1f:R — R es periédica con periodo T si f(z +T) = f(x).

13
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Ahora bien, como wg = 2%, si T'— oo entonces wy tiende a cero.

Sea wy = Aw; entonces, la frecuencia de cualquier arménico nwy debe correspon-
der a la variable general de frecuencia que describe el espectro continuo. En otras
palabras, n — oo a medida que wyg = Aw — 0, tal que el producto es finito; esto es,

nwy = nAw — w

De este modo, (1.20) se convierte en

n=oc0 T/2
f(t) _ Z i / (x)efinwadx iAWt A
n=-—00 2m =T/2

En el limite, T' — oo, Aw — dw y la sumatoria se convierte en la integral sobre w;
es decir, la funcién no periédica f(t) se convierte en:

) = /_ Z {% /_ Z f(a:)e_i”xdx] %

1 0 0 » »

- wxT 1w ) 121
o ) {/_OO f(x)e d:c] e dw (1.21)

Si definimos -
Flw) = / F(E)e dt (1.22)

(1.21) se convierte en

f(t) = i/ F(w)e™'dw. (1.23)

2 J_

A la forma (1.22) se le conoce con el nombre de Transformada de Fourier de
una funcién f y a la forma (1.23) como Transformada Inversa de Fourier.

14



Capitulo 2

La Transformada de Fourier en el
espacio L?

En este capitulo, enunciaremos la definicion de Transformada y Transformada
Inversa de Fourier en una y dos variables, asi como algunas de sus propiedades. Los
textos revisados para el desarrollo de este capitulo, fueron [2, 14].

2.1. Transformada de Fourier en una variable

Definicién 2.1. Dada una funcién f € L*(R), integrable en sentido Lebesgue,
definida de R a C. Se define la Transformada de Fourier de f como la funcion
F:R — C, dada por :

F{ft)} = F(w) = /OO ft)e 2t (2.1)

Tipicamente, f(t) se conoce como funcién de la variable del tiempo y F(w) como
funcién de la variable frecuencia. Ademas, un simbolo mintsculo representa una
funcién de tiempo y las transformadas de Fourier de este tiempo estan representadas
por el mismo simbolo en maytscula como funcion de la frecuencia. La definicién varia
segun los gustos en la aparicion de ciertas constantes: el exponente puede ser —iwt;
la féormula de inversién (2.1) lleva un factor 1/27 multiplicativo a la integral, para
recuperar la simetria.
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En general, la Transformada de Fourier es una funciéon compleja:
F(w) = R(w) + il (w) = |F(w)|e?®
donde

R(w) es la parte real de la FT
I(w) es la parte imaginaria de la F'T

|F(w)| es la amplitud del espectro de Fourier de f(t) que estd dada por
VL) T P v
I(

O(w) es el angulo de fase de la transformada de Fourier y estd dada por tan™! [(—Z))] .

R

Transformada Inversa de Fourier (TIF)

La transformada de Fourier es una operacién matemaética que transforma a una
funciéon del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia, pero sin alterar su
contenido de informacién. Con base en lo anterior, tenemos el siguiente resultado:

Teorema 2.1. Teorema de Inversion.
Si f y F son integrables en sentido Lebesgue, entonces

o0

FUP@Y =10 = [ P (22)

—0o0

El término de la derecha es una funcién continua en w, de modo que f coincide
en casi todo punto con una funcion continua y se da la igualdad en los puntos de
continuidad de f.

A f se le lama Transformada Inversa (o antitransformada) de Fourier de F'.

2.2. Propiedades de la Transformada de Fourier

Proposicién 2.2.1. Linealidad. Si Fi(w) = F{fi(t)} y Fyw) = F{fa(t)},

ai,as € C, entonces

Flaifi(t) + a2 f2(0)} = a1 Fi(w) + azF2(w).

Proposicién 2.2.2. Simetria. Si F(w) es la transformada de f(t), la transformada
de F(t) es f(—w).
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Proposicién 2.2.3. Escalado en el tiempo. Sia € R y F(w) = F{f(t)},
entonces

Firany = o (%),

o] \a

En particular, F {f(—t)} = F(—w).

Proposicién 2.2.4. Desplazamiento en el tiempo. Sea F(w) = F {f(t)} y sea
to € R, entonces

F{f(t—to)} = e " F(w).

Proposicién 2.2.5. Desplazamiento en la frecuencia. Siwy € R y F(w) =
F{f(t)} , entonces ‘
F{e“f(t)} = F(w — wo)

Las propiedades anteriores son fundamentales para la TF. Sin embargo, existe
una clase de relaciones cuya importancia supera estas propiedades. Nos referimos a
los teoremas de convolucién y correlacién, que se muestran a continuacion.

2.3. Teorema de Convolucion

La convoluciéon de dos funciones es un concepto fisico significativo en muchos
campos cientificos diversos. Sin embargo, como en el caso de muchas relaciones ma-
tematicas importantes, la integral de convolucién no se revela facilmente en cuanto a
sus verdaderas implicaciones. Mas especificamente, la integral de convolucién viene
dada por [2]

Teorema 2.2. Sean x(t) y h(t) absolutamente integrables en R, su convolucion estd
dada por

y(t) = /_OO x(T)h(t — 7)dT = x(t) * h(t) (2.3)

Se dice que la funcion y(t) es la convolucion' de las funciones x(t) y h(t).

2.3.1. Convolucion en la frecuencia

Si multiplicamos dos funciones en el tiempo y calculamos la transformada, equiva-
le a realizar la operacion de convolucién entre las transformadas de ambas funciones,
esto es

L% eg el operador de convolucién.
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Si Fi(w) =F{filt)} vy Fo(w) = F{fa(t)} entonces

F{h@)f2(t)} = Fi(w) * Fa(w) (2.4)

2.3.2. Convolucién en el tiempo

La operacion de convolucion en el tiempo equivale a la multiplicacién en frecuen-
cias

Si Fi(w)=F{filt)} v Fo(w) = F{fa2(t)} entonces

F{NQ@) * (1)} = Fi(w)Fa(w) (2.5)

2.4. Teorema de Correlacion

Otra ecuacion integral de importancia tanto en la aplicaciéon tedrica como practi-
ca es la integral de correlacién:

Si Fi(w) =F{filt)} vy Fo(w) = F{fa(t)} entonces

A(t) = /_ " S (Ph(E + 7)dr (2.6)

o0

Para el caso especial donde ya sea que z(t) o h(t) es una funcién par, la con-
volucién y la correlacién son equivalentes; esto se debe a que una funcién par y su
imagen son idénticas.

2.5. TF y TIF en dos variables

El concepto de la transformada de Fourier, considerado anteriormente para fun-
ciones de una variable, puede ser extendido al caso de funciones de varias variables.
Unicamente nos enfocaremos en definir el caso de dos variables.

Definicién 2.2. Sea f(z,y) una funcién integrable en todo el espacio R?. La Trans-
formada de Fourier de f estd dada por

F{f(a.y)} = Flu,v) = / N / "l y)e ) dady 2.7)
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y la Transformada inversa de Fourier de [ se define como

FH {f(u,v)} = flz,y) / / (u, )2 ) dyy dy (2.8)

Ahora, la convolucion g(x,y) de dos funciones ¢;(z,y) y g2(x, y) se define como

9(z,y) =/ / G1(2",y)ga(x — o',y — ) da'dy’'

= gi(z,y) * g2, y) (2.9)

y la correlacion s(x,y) de dos funciones s;(z,y) y so(z,y) es definida como

s(x,y) = / / sp(a'y)so(x + 2,y + o )da' dy
= si(x,y) x s2(z,y) (2.10)
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Capitulo 3

Aplicaciones de la Transformada
de Fourier

3.1. Introduccion

La Transformada de Fourier es una operaciéon matematica que transforma a una
funcién del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia, pero sin alterar su conte-
nido de informacién. La idea bésica, radica en que es posible formar cualquier funcion
como una suma de una serie de términos seno y coseno de frecuencia creciente. En
otras palabras, cualquier espacio o tiempo que varia datos puede ser transformado
en un dominio diferente llamado el espacio de frecuencia [15].

En el presente capitulo se muestran algunas aplicaciones concretas de la Trans-
formada de Fourier, poniendo mayor atencion en el PDI como aplicacion de interés
para la presente tesis, también se habla de la formacién de imagenes y filtrado en el
dominio de la frecuencia y se concluye con un acercamiento al tema de microscopia
de fluorescencia como aplicacién del PDI. Los textos revisados para el desarrollo de
este capitulo fueron [15, 16] y [17].

3.2. Algunas aplicaciones de la Transformada de Fourier

Sus aplicaciones son muy extensas, ya que abarcan diversas ramas de la ma-
tematica y la fisica matematica, desde la teoria de niimeros y geometria hasta éptica
y mecanica cuantica, asi como otras areas de la ciencia tales como medicina, comu-
nicaciones, ingenieria biomédica, ingenieria mecénica y de control, campos electro-
magnéticos, procesamiento de senales de audio y procesamiento de imagenes.
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La Transformada de Fourier también se utiliza para:

» Analizar contenido de frecuencia de las senales.

= Determinar como cambia la amplitud y las fases de las senales sinusoidales
cuando éstas pasan a través de un sistema lineal e invariante en el tiempo.

= Generar formas de onda de corriente o tensién eléctrica por medio de la super-
posicién de senoides generados por osciladores electronicos de amplitud variable
cuyas frecuencias ya estan determinadas.

= Analizar el comportamiento arménico de una senal.

Algunos ejemplos concretos de aplicacién, son los siguientes [15]:

En el campo electromagnético y de microondas la Transformada de Fourier
esta relacionada con: el calculo del campo cercano transitorio irradiado por dis-
positivos electrénicos, el andlisis de fendmenos de inspiracion 6ptica novedosos
en microondas, el cédlculo del campo electromagnético de rayos, la formaciéon
de haz y la radiacién de microondas solares.

En medicina el andlisis de la transformada de Fourier estd relacionado con: el
analisis espectral del comportamiento global de los cromosomas, el anélisis es-
pectral de la variabilidad de la frecuencia cardiaca, el procesamiento de imége-
nes generadas por econogramas, resonancias magnéticas y tomografia axial.

En comunicaciones se usa para analizar la frecuencia de senales, diseniar los siste-
mas de transmision de senales para transmitir informacion, disenar supresores
y canceladores de ecos en lineas telefénicas.

En ingenieria mecanica se utiliza para balancear rotores y eliminar la vibracion
que generan cuando o estan balanceados, estudiar los problemas relacionados
con vibraciones mecdanicas en los motores, generadores y equipos rotatorios en
general.

En procesamiento de senales de audio se usa para compactar las senales de
audio (MP3 y MP4), Producir efectos de sonido, disenar sintetizadores de
audio y ecualizadores.

En procesamiento de imagenes la FT se utiliza para filtrar imagenes, extraer
caracteristicas de interés, realizar transformaciones de imagenes y compactar
imagenes.

En esta ultima aplicacion es en la que nos enfocaremos el resto del capitulo.
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3.3. Procesamiento Digital de Imagenes (PDI)

El termino imagen se refiere a una funcién bidimensional de intensidad de luz
f(z,y) donde x e y denotan las coordenadas espaciales y el valor de f en cualquier
punto (z,y) es proporcional al brillo (o nivel de gris) de la imdgen en ese punto.

El valor o la amplitud de f en las coordenadas espaciales (x,y) es una cantidad
escalar positiva cuyo significado fisico esta determinado por la fuente de la imagen.
Cuando se genera una imagen a partir de un proceso fisico, sus valores de intensidad
son proporcionales a la energia irradiada por una fuente fisica (por ejemplo, ondas
electromagnéticas). Como consecuencia, f(z,y) debe ser finito y distinto de cero; es
decir,

0< f(z,y) < o0 (3.1)

La funcién f(x,y) se puede caracterizar por dos componentes:

» la cantidad incidente que ilumina la fuente en la escena que se esta viendo y

= la cantidad de iluminacion reflejada por los objetos en la escena

Estos, se llaman componentes de iluminacion y reflectancia y se denotan por i(z, y)
y r(x,y) respectivamente. Las dos funciones se combinan como un producto para
formar f(z,y):

flzy) =i(z,y)r(z,y) (32)

donde
0 <i(z,y) < oo (3.3)
’ 0<r(z,y) <1 (3.4)

La ecuacién (3.4) indica que la reflectancia estd limitada por 0 (absorcién total)
y 1 (reflectancia total). La naturaleza de i(z,y) estd determinado por la fuente
de iluminacion, y r(z, y) esta determinado por las caracteristicas de la imagen objeto.

Una imégen digital puede considerarse como una matriz cuyos indices del renglén
y columna identifican un punto en la imagen y el correspondiente valor del elemento
de la matriz que identifica el nivel de intensidad de luz en ese punto.

En general, el valor de la imagen en cualquier coordenada (x, y) se denota f(z,y),
donde x y y son enteros. La seccién del plano real abarcada por las coordenadas de
una imagen se denomina dominio espacial, y x e y se denominan variables espaciales
o coordenadas espaciales.
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3.3.1. Formacion de imagenes

Es importante ver en que consiste el proceso de formacion de imégenes, desde el
punto de vista de la dptica, para poder aterrizar en el PDI como aplicacion de la
Transformada de Fourier, tal como nos interesa.

Consideremos el sistema de dos lentes ilustrado en la Figura(3.1), este sistema
es llamado sistema 4f o procesador 6ptico coherente.

y
A | |
[ I
I
| Ly : Lo |
I ! |
| I
I | i
I i Ly =z
| I |
| : 1
. e | |
| : |
| ! '
h f f f f e f 1l
I 1
| I
| | ‘V
Plano Plano Plano
objeto de Fourier imagen

Figura 3.1: Sistema 4 f usado para generar imagenes con luz coherente.

El analisis de propagacion de ondas a través de este sistema se vuelve simple
si reconocemos a éste como una cascada de dos subsistemas transformadores de
Fourier. El primer subsistema (entre el plano objeto y el plano de Fourier) forma
una transformada de Fourier, y el segundo (entre el plano de Fourier y el plano
imagen) forma una transformada de Fourier inversa, donde el sistema coordenado
en el plano imagen es invertido. Mas explicitamente, en el plano objeto se coloca
una imagen f(x,y), posteriormente la lente L; genera la transformada de Fourier de
la imagen sobre el plano de Fourier, el espectro obtenido, ahora actua como objeto
para la lente Lo, la cual genera la transformada de Fourier inversa y finalmente se
obtiene la imagen invertida.

Este sistema formador de imagenes puede ser simulado mediante procesamiento
numérico usando algoritmos computacionales basados en la teoria de la Transfor-
mada de Fourier y la Tranformada rapida de Fourier (Fast Fourier Transform). Es
importante mencionar que en el Plano de Fourier se pueden insertar mascaras o
filtros para evitar que ciertas frecuencias espaciales lleguen al plano imagen, este
proceso se conoce como filtrado frecuencial.
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3.3.2. Filtrado de una imagen

Una de las ramas donde mas aplicacién ha tenido la éptica de Fourier es justa-
mente en el procesado de imagenes. Usualmente los sistemas 6pticos proporcionan
imédgenes inadecuadas para su utilizaciéon debido a que no contienen la formacion
que deseamos o bien porque han sufrido cierto tipo de degradacién en su proceso
de registro.

El filtrado digital, es una operacién de convolucién, de la imagen original con la
funcién filtro. Definiendo la operaciéon de convoluciéon de dos funciones f(z,y) y
h(z,y) como

f(x,y) * h(z,y) = /_ /_ f@ ) — 2,y — o )da'dy’,

se cumple que si multiplicamos dos funciones en el tiempo y calculamos la trans-
formada, equivale a realizar la operacién de convolucion entre las transformadas de
ambas funciones; la operacion de convolucién en el tiempo equivale a la multiplica-
cién en frecuencias.

De esta forma, si denotamos a la imagen original como la funcién f(z,y) y al
filtro como la funcién h(z,y), tenemos que se cumple

FAf(w,y) «h(z,y)} = Flu,0)H(u,v)
Ff(,yh(z,y)} = Flu,v)* H(u,v)

Mas ain, una imagen digital se puede filtrar en el dominio del espacio o en el
dominio de la frecuencia como se menciona a continuacion.

Filtrado en el dominio espacial

Los filtros espaciales tienen como objetivo modificar la contribucién de determi-
nados rangos de frecuencias de una imagen. El término espacial se refiere al hecho de
que el filtro se aplica directamente a la imagen y no a una transformada de la misma,
es decir, el nivel de gris de un pixel se obtiene directamente en funcién del valor de
sus vecinos. Los filtros espaciales pueden clasificarse basdndose en su linealidad, en
filtros lineales y no lineales.
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Filtrado en el dominio de la frecuencia

Una imagen puede ser considerada como una funcién no periédica y definirse
en un espacio bidimensional cuyos ejes vengan determinados por la amplitud y la
frecuencia para cada direcciéon de la imagen. Este nuevo espacio de referencia para
la descripcion de la imagen, se conoce como dominio de la frecuencia. Los filtros
en el dominio de la frecuencia se usan para eliminar altas o bajas frecuencias de la
imagen, o bien, para realzar o detectar bordes.

Los principales filtros frecuenciales son:

Filtros de paso bajo. Los filtros de paso bajo atenian las componentes de
medias-altas frecuencias y dejan intactas las bajas en funciéon de la frecuen-
cia de corte que se elija. Graficamente eliminan todo lo que no sean variaciones
suaves de nivel de gris.

Filtros de paso alto. Deja inalterables las altas frecuencias y atenta o elimina las
bajas frecuencias. Las areas de nivel de gris constantes o con poca variacién se
corresponden con bajas frecuencias, que se suprimen.

Filtros de pasa banda. Un filtro de pasa banda atenta las frecuencias que estan
por encima y por debajo de las frecuencias de corte, pero mantiene intactas
las frecuencias que se encuentran en una banda determinada.

Filtros rechazo de banda. Estos filtros atenuan las frecuencias de la banda pero
se mantienen las frecuencias fuera de ella.

Filtro en el dominio de la frecuencia

-B00D
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-400

-200

o

radian/cm

200

400
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800
-8000 -600 -400 -200 0 200 400 600 8OO

radian/cm

Figura 3.2: Filtro pasa banda generado en MatLab

26



CAPITULO 3. APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA DE
) FOURIER
3.4. MICROSCOPIA DE FLUORESCENCIA

Nuestro interés se centra en el filtrado de imégenes en el dominio de la frecuencia,
y muy particularmente nos enfocaremos en filtros pasa banda como el de la Figura
(3.2), diseniados mediante un cédigo numérico en MatLab', r, y r;, representaran
la medida de los radios exterior e interior respectivamente. Cabe mencionar que la
zona pintada de negro (en el codigo representada por “ceros”) corresponde a las
frecuencias que el filtro elimina y la pintada de blanco (en el c6digo representada
por “unos”), corresponde a la informacién que logra pasar.

3.4. Microscopia de Fluorescencia

Como el objetivo de la presente tesis es generar numéricamente un coédigo que
haga procesamiento digital de imégenes con aplicaciones en microscopia de fluores-
cencia, a continuaciéon haremos un acercamiento a este tema de forma muy general.

El estudio detallado de los componentes de células y tejidos animales o vegetales,
por el tamano que poseen, requiere el uso de instrumentos que permitan ampliar
muchas veces mas la imagen de las estructuras que los constituyen. El instrumento
que fue empleado por los primeros bidlogos para estudiar la célula y los tejidos, es
el microscopio. El nombre deriva etimoldgicamente de dos raices griegas: “mikrds”,
que significa pequeno y “skopéoo”, que significa observar. Es decir, el microscopio es
un instrumento que sirve para observar objetos o estructuras pequenas. El adelanto
tecnologico que se ha logrado en el diseno y construcciéon de microscopios, es el
resultado de la interaccion de diversas disciplinas que han permitido el avance de la
microscopia, la cual es una disciplina que consiste en ver objetos y especimenes
muy pequenos con la finalidad de formar imagenes aumentadas de los mismos para
facilitar su estudio. Las células no son solamente minusculas, también son incoloras
y translicidas en su mayoria. Aclarar este hecho, permitié el desarrollo de técnicas
colorantes que asegurarian un contraste suficiente para poder visualizar las células
en toda su estructura y complejidad, y mas adelante, en el siglo X X, la observacién
de detalles de la ultraestructura de los componentes més finos del citoplasma, gracias
al empleo de la microscopia electronica.

3.4.1. Tipos de Microscopia

s Microscopia dptica normal (de campo brillante coloreado): El material a obser-
var se colorea con colorantes especificos que aumentan el contraste y revelan
detalles que no aprecian de otra manera.

! (Abreviatura de MATrix LABoratory, “laboratorio de matrices”) es una herramienta de software ma-
teméatico, con un lenguaje de programacion propio.
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e Microscopia de campo brillante: el material se observa sin coloracion.
La luz pasa directamente y se aprecian detalles que estén naturalmente
coloreados.

e Microscopia en contraste de fase: se usa principalmente para aumentar el
contraste entre las partes claras y oscuras de las células sin colorear. Es
ideal para especimenes delgados, o células aisladas. Este tipo de micros-
copio es muy 1til a la hora de examinar tejidos vivos, por lo que se utiliza
con frecuencia en biologia y medicina.

e Nomarski, microscopia diferencial de contraste de interferencia (DIC).
Utiliza dos rayos de luz polarizada y las imagenes combinadas aparecen
como si la célula estuviera proyectando sombras hacia un lado. Fue di-
senado para observar relieves de especimenes muy dificiles de manejar, es
muy utilizado en los tratamientos de fertilizacion in-vitro actuales.

= Microscopia de fluorescencia: una sustancia natural en las células o un colo-
rante fluorescente aplicado al corte es estimulado por un haz de luz, emitiendo
parte de la energia absorbida como rayas luminosas: esto se conoce como fluo-
rescencia. La luz fluorescente de mayor longitud de onda se observa como si
viniera directamente del colorante.

La fluorescencia es uno de los fendmenos fisicos mas utilizados en microscopia
biolégica y analitica, sobre todo por su alto grado de sensibilidad y especificidad ya
que es una forma de luminiscencia.

Finalmente tenemos que, la microscopia de fluorescencia se basa en los
mismos principios de 6ptica de la microscopia comin, con diferencias en el manejo
y el diseno relacionadas con la generacién y transmision de longitudes de onda
adecuadas a los fluorocromos que se quieren visualizar, ya sean propios de la muestra
o de la coloracion utilizada. Incluso permite a los usuarios determinar la distribucion
de una sola especie de molécula, su cantidad y su ubicacién dentro de una célula.
Ademas de que se pueden realizar estudios de colocalizacién e interaccion, y observar
las concentraciones de iones y procesos intra y extracelulares como la endocitosis y
la exocitosis.

Bajo la idea de un sistema Optico formador de imagenes 4f, el objetivo de la
presente tesis es generar un coédigo ntimerico procesador de imagenes, considerando
que en el dominio frecuecial (dominio de Fourier) se coloca un filtro pasa banda para
tratar imagenes de microscopia de fluorescencia, esto numéricamente.

En el siguiente capitulo, mostramos los resultados numéricos del codigo generado
para procesar imagenes de microscopia de fluorescencia.

28



Capitulo 4

Resultados Numéricos

En este capitulo mostramos los resultados numéricos de un tratamiento digital
de imdgenes con el cédigo numérico usando un filtro pasa banda [18], aplicado a
imagenes de microscopia de fluorescencia.

4.1. Algoritmo

Se utiliza la modelaciéon numérica para el estudio de un sistema formador de
imégenes 4f, con un filtro anular en el plano frecuencial.

El cédigo numérico se genera en el ambiente de MatLab', tal como se muestra en
la Figura (4.1). Tomando en cuenta el sistema formador de imégenes 4 f, enunciado
en el capitulo anterior, inicialmente se lee una imagen de entrada, en seguida se
aplica la TF (haciendo el papel de la lente L), después se genera un filtro pasa
banda coherente con radio exterior r, = a/(N — 1) y radio interior r, = b/(N — 1)
(el valor de N va a depender de las dimensiones de la matriz de entrada, en nuestro
caso N = 256), cabe mencionar que variando los valores de a y b varia el tamano
de los radios del filtro. En seguida, se realiza la operacion de convolucién en el
dominio de la frecuencia y posteriormente se aplica la Transformada Inversa de
Fourier (haciendo el papel de la lente Lj). Finalmente se obtiene como salida, la
imagen filtrada.

'MATLAB (Versién prueba MathWorks Account) [software]. (2016). The MathWorks, Inc.
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4.1. ALGORITMO

_| filtro_pasabanda.m |+
1-— clear
z[= L=1;
4 — N=256;
Sl= dz=1/(N-1);
4]
7= img=imread('imagen original.bmp', 'bmp');
8 — img=double (img(:,:,1));
=
10 $Escala de los ejes
11 — for k=1:256
1Z|= X(k)=1/255*(k-1)-L/2;
13 — ¥ (k)=1/255%(k-1)-L/2;
14
15 — Ex(k)=(2*pi* (k-1))/ ((N-1)*d=x) - ((2*pi* (256-1)) / ((N-1) *dx)) /2
le — Ky (k)=(2*pi* (k-1))/ ((N-1)*dx) - ((2*pi* (25€-1))/ ((N-1)*dx))/2;
17 — end
18
19 $Voltea la imagen
20 — img=fliplr(img); %alrededor de un eje wvertical
21 — img=flipud{img); %alrededor de un eje horizontal
22 — S _img=zeros(256€);
23 — S _img=img;
24
25 $Transformada de Fourier de la imagen de entrada
26 — FT=£ft2(S_img) s
27 — F_Input=(1/256)*2Z*FT;
28 — F Input=fftshift(F Input);
29
30 $Filtro pasa banda
2al|= filt=zeros(25€);
32
3= a=40; %Radio exterior = a / 255 cm
34 — b=25; %Radio interior = b / 255 cm
35 — for n=1:256
36 — for m=1:25¢6
37 — if (n-127) 72+ (m-127) ~2<a"2
38 — filt(n,m)=1;
39 — end
40 — end
41 — end
42
43 — for n=1:256
44 — for m=1:256
45 — if(n-127) 2+ (m-127) ~2<b"2
46 — filt(n,m)=0;
47 — end
48 — end
49 — end
50 $Fin del filtro pasa banda
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53

54 — filt=fliplr(filt); %voltea con respecto a y
55 — filt=flipud(filt);% voltea con respecto a x
56

57 — filt S=zeros(256);

58 — filt S=filt;

59

60 tMuestra el filtro

61 — figure (1)

62 — image (K%, Ky ,256*filt s)

63 — colormap (gray (25€))

64 — title('Filtro en el dominio de la frecuencia')
G5l xlabel ('radian/cm');

66 — ylabel ('radian/cm');

67 — axis square

68

69 %Convolucidn

70 — F output=F Input.*filt s;

11

72 $Transformada inversa de Fourier

73 — output =ifft2(F output):

74 — output=(256~2) *output;

75

76 $Muestra la imagen filtrada

77 — figure (3)

78 — image (¥, Y,256*%abs (Output) /max (max (abs (Output) ) ))
79 — colormap (gray (256€))

80 — title( '"Imagen filtrada')

81 — xlabel ('cm');

82 — ylabel('cm') ;

83 — axis square

Figura 4.1: Codigo de MatLab para procesar imagenes.

4.2. PDI de Microscopia de Fluorescencia

Las imagenes de microscopia de fluorescencia, mostradas en la Figura (4.2), son
imagenes de tejidos bioldgicos del nodo senoricular del corazén de una rata con
sindrome metabdlico, y fueron proporcionadas por investigadores del Instituto de
Fisiologia de la BUAP.

Este tipo de imédgenes se obtienen mediante camaras digitales especializadas,
pero la resolucién de estas camaras, no alcanza a captar los detalles que se observan
con los microscopios. Por ello, se tiene la necesidad de aplicarles algin tipo de
procesamiento digital para poder resaltar aquella informacién que contiene cada
imagen.
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Como se puede observar, en las imégenes (b), (¢) y (d), de la Figura (4.2) se alcan-
zan a ver tres colores, el rojo, representa los nervios del sistema nervioso auténomo,
la parte tenida de azul representa a los nicleos y lo que se muestra en gris, es tejido.

(a) (b)

() (d)

Figura 4.2: Imagenes de Microscopia de Fluorescencia que se van a procesar.

Ahora mostraremos, el resultado de procesar cada una de las imédgenes de la
Figura (4.2) variando los radios del filtro 7, y rp, que como ya se habia mencionado,
representan la medida de los radios exterior e interior respectivamente.
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En las Figuras (4.3-4.6), se muestran los resultados que se obtienen al procesar
la imagen (a) de la Figura (4.2) al variar los radios del filtro.
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8OO
-BO0 600 400 -200 o 200 400 600 8OO

radian/cm

(a) Filtro en el dominio de la frecuencia

(b) Imagen original (¢) Imagen filtrada

Figura 4.3: Resultado de procesar la imagen (a) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 30/255, m, = 10/255, (b) Imagen original, (c) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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(a) Filtro en el dominio de la frecuencia

(b) Imagen original (¢) Imagen filtrada

Figura 4.4: Resultados de procesar la imagen (a) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 60/255, r, = 40/255, (b) Imagen original, (c) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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(a) Filtro en el dominio de la frecuencia

(b) Imagen original (¢) Imagen filtrada

Figura 4.5: Resultados de procesar la imagen (a) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 110/255, r, = 5/255, (b) Imagen original, (c) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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(a) Filtro en el dominio de la frecuencia

(b) Imagen original (¢) Imagen filtrada

Figura 4.6: Resultados de procesar la imagen (a) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 115/255, r, = 2/255, (b) Imagen original, (c) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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En las Figuras (4.7-4.10), se muestran los resultados que se obtienen al procesar
la imagen (b) de la Figura (4.2) al variar los radios del filtro.
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(a) Filtro en el dominio de la frecuencia

(b) Imagen original (¢) Imagen filtrada

Figura 4.7: Resultados de procesar la imagen (b) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 50/255, r, = 10/255, (b) Imagen original, (c) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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radian/cm
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(a) Filtro en el dominio de la frecuencia

(b) Imagen original (¢) Imagen filtrada

Figura 4.8: Resultados de procesar la imagen (b) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 90/255, r, = 10/255, (b) Imagen original, (c) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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(a) Filtro en el dominio de la frecuencia

(b) Imagen original (¢) Imagen filtrada

Figura 4.9: Resultados de procesar la imagen (b) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 120/255, 1, = 70/255, (b) Imagen original, (¢) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).

39



CAPITULO 4. RESULTADOS NUMERICOS
4.2. PDI DE MICROSCOPIA DE FLUORESCENCIA

radian/cm

200
400
600

BOO
-800 600 400 -200 o 200 400 600 800

radian/cm

(a) Filtro en el dominio de la frecuencia

(b) Imagen original (¢) Imagen filtrada

Figura 4.10: Resultados de procesar la imagen (b) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 125/255, 1, = 10/255, (b) Imagen original, (¢) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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En las Figuras (4.11-4.14), se muestran los resultados que se obtienen al procesar
la imagen (c) de la Figura (4.2) al variar los radios del filtro.
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Figura 4.11: Resultados de procesar la imagen (c) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 80/255, r, = 5/255, (b) Imagen original, (c) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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Figura 4.12: Resultados de procesar la imagen (c) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 100/255, 1, = 40/255, (b) Imagen original, (¢) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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Figura 4.13: Resultados de procesar la imagen (c) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 120/255, 1, = 12/255, (b) Imagen original, (¢) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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Figura 4.14: Resultados de procesar la imagen (c) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 127/255, r, = 1/255, (b) Imagen original, (c) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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En las Figuras (4.15-4.18), se muestran los resultados que se obtienen al procesar
la imagen (d) de la Figura (4.2) al variar los radios del filtro.
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Figura 4.15: Resultados de procesar la imagen (d) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 34/255, r, = 3/255, (b) Imagen original, (c) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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Figura 4.16: Resultados de procesar la imagen (d) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 100/255, r, = 30/255, (b) Imagen original, (¢) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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Figura 4.17: Resultados de procesar la imagen (d) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 120/255, 1, = 5/255, (b) Imagen original, (c) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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Figura 4.18: Resultados de procesar la imagen (d) de la Figura (4.2)
(a) Filtro con radios r, = 125/255, 1, = 25/255, (b) Imagen original, (¢) Resultado de la
imagen original procesada con el filtro mencionado en el inciso (a).
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En los resultados de éstas imagenes, existe informacion relevante para los in-
vestigadores expertos en el area, que permite determinar un diagnéstico del tejido
biolégico. Es importante recalcar que durante el proceso numérico de estas imagenes
de microscopia de fluorescencia, se observé que cuando se varia el radio interno y
externo del filtro, se realzan ciertas carateristicas de cada una de las imagenes, esto
significa que un filtro con la misma banda de paso, no puede ser aplicado a todas
las imdgenes pues cada una tiene su propia informacion.

En este capitulo se ha mostrado una aplicacion de la Transformada de Fourier
en procesamiento digital de imagenes, en este caso, de microscopia de fluorescencia.
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Capitulo 5

Conclusiones generales

En el presente trabajo de tesis, se ha realizado una revision del estado del arte de
la Transformada de Fourier, en la cual se mencionan a matematicos no menos im-
portantes que Fourier, tales como Fuler, D’alembert y Bernoulli (los que aportaron
diversas demostraciones al problema de la cuerda vibrante, también conocido como
la Teorfa del cable en el drea de fisiologia) y otros méds como Lagrange y Laplace
los cuales fueron el sostén (e inspiracién) de Fourier mientras estudiaba en la Ecole
Normale de Paris. Asi mismo, mostramos a la serie de Fourier en sus diferentes
representaciones y como a partir de ella, podemos pasar, a lo que hoy conocemos
como la Transformada de Fourier. Se enunciaron las definiciones de Transformada
y Transformada Inversa de Fourier en una y dos variables, asi como algunas pro-
piedades. También fue necesario hacer una revision sobre el procesamiento digital
de iméagenes, por lo que, extendiéndonos en el tema, nos vimos en la necesidad de
hablar un poco mas sobre algunas aplicaciones de la Transformada de Fourier, en
otras areas. Hacer mencién del tema de microscopia, fue indispensable para conocer
el tipo de imagenes con el que teniamos que trabajar. Se realizé un cédigo numérico
en el entorno de MatLab, y se procesaron imagenes de microscopia de fluorescencia,
variando los radios exterior e interior del filtro pasa banda. Concretamente, habla-
mos del procesamiento digital de imagenes de microscopia de fluorescencia, y muy
particularmente, se procesaron imagenes de tejidos bioldgicos del nodo senoricular
del corazén de una rata con sindrome metabdlico. Es importante mencionar, que la
variacion de los radios del filtro no es estrictamente la misma para todas las imagenes
a tratar, ya que cada imagen del tejido tiene sus propias caracteristicas de informa-
cién. Por dltimo, mencionamos que estos resultados obtenidos, son interpretados por
expertos en el area, ya que nuestro interés no es dar una interpretacion si no por el
contrario, mostrar una aplicacion de la Transformada de Fourier a problemas reales
mediante procesamiento digital de imagenes.
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