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Introduccion

En el marco ofrecido por el mundo de las finanzas, la matematica juega un papel de suma
importancia, su tarea es construir modelos matematicos de los procesos que se presentan
en los mercados financieros. Uno de ellos es conocer el comportamiento del precio del
activo subyacente, es justo aqui donde comienza nuestra tarea.

Las férmulas de valuacién de precios se han desarrollado con el paso de los anos. La
primera férmula de valuaciéon de un contrato de opcién fue una contribuciéon de Louis
Bachelier [1]. Sin embargo, su trabajo tenia limitaciones pues los precios de los activos
podian tomar valores negativos. Para el afio de 1965, Paul Samuelson [18], introduce el
concepto de lo que hoy se conoce como movimiento Browniano geométrico, este garantiza
que un activo no tenga un precio negativo. Anos més tarde (1973), Black y Scholes [2]
obtienen una férmula para valuar una opcién europea sobre una accién que no paga
dividendos. Merton [13], por su parte tuvo resultados similares, pero su trabajo era ain
mas extenso, incluyendo la valuacién de opciones con barrera.

En el mercado de derivados, uno de los mas usados usado y conocidos son precisamente
las opciones barrera. Una de las razones por la cuales las opciones barrera son muy
populares, se debe al hecho de ser mas baratas que las opciones estdndar, ademas ofrecen
un tipo de proteccién similar a las estdndar. Una extensién natural de opciones con una
barrera,es considerar las opciones barreras dobles, estas ultimas son opciones que tienen
una barrera por encima y por debajo del precio del bien subyacente, y la opcién deja de
tener valor dentro y fuera, tan pronto como una de las dos barreras es alcanzada. Adn
cuando las opciones barrera doble de tipo knock-out en su version call y put ya han sido
analizadas ver Kunitomo e Ikeda (1992) [11] y Geman y Yor(1996) [16], nuestro objetivo
es encontrar férmulas de valuacion para opciones barrera doble de tipo knock-out en su
versién call, las cuales tienen una rebaja al alcance de alguna de las barreras y aquellas
que no tocan ninguna barrera durante el tiempo de madurez.

Partiendo del modelo de Black-Scholes, se resuelve la ecuacion backward a través del
método de separacién de variables con el fin de hallar la funcién de densidad que permite
valuar opciones barreras dobles del tipo knock-out, que se anulan tan pronto una de las
barreras se alcanza. Para el caso de las opciones que ofrecen un pago distinto de cero
tan pronto se toca una de sus barreras, se encuentra la funcién de densidad de alcanzar
la barrera superior partiendo de la ecuacién backward; considerando la transformada de
Laplace, se logra reducir la ecuacién diferencial parcial a una ecuacion diferencial ordinaria
de segundo orden. Para encontrar la solucion de dicha ecuacién es necesario invertir
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la transformada de Laplace, en diversos articulos se han utlizado métodos numéricos
para aproximar la inversa de la transformada de Laplace, el presente trabajo pretende
encontrarla convirtiendo la integral de linea en una integral de contorno, lo cudl permitira
encontrar expresiones cerradas para la valuacién de opciones. Finalmente, para determinar
el valor de la integral de contorno hallada, se utiliza el Teorema de los Residuos de Cauchy.
De manera similar, se encuentra la funciéon de densidad de alcanzar la barrera inferior. Lo
anterior nos permite obtener féormulas de valuacién para opciones call doble barrera del
tipo knock-out, sin embargo, s6lo nos centraremos en aquellas que ofrecen un reembolso
al alcance de una de sus barreras y en aquellas que sobreviven hasta el tiempo de madurez.

La estrucutura de la tesis es la siguiente:

El capitulo 1, expone las bases para el desarrollo del trabajo. Primero se revisan con-
ceptos de cédlculo estocéstico, luego se define el concepto de opcién y se concluye con un
andlisis de la formula de valuacién de Black y Scholes.

En el capitulo 3, se obtienen las funciones de densidad de transicién y las densidades
de barrera.

El capitulo 4, exhibe las expresiones analiticas encontradas para valuar las opciones
call barreras dobles del tipo knock-out.

Finalmente en el capitulo 5, se presentan las conclusiones obtenidas a través del de-
sarrollo de la tesis.




Capitulo 1
Preeliminares

En este capitulo se presentan en primer lugar las bases necesarias para el desarrollo
del trabajo de tesis. La teoria de procesos estocasticos es indispensable para modelar
la dindmica de las variables financieras, se hace énfasis en el concepto de movimiento
Browniano geométrico pues es la base para construir un modelo que describa el precio de
los activos y se observa la diferencia entre el calculo diferencial y el célculo estocéstico.

Una vez revisados los conocimientos matematicos primordiales para la lectura de éste
trabajo, nuestra tarea es exponer conceptos financieros, se dé la definicién de opcién, una
clasificacién general y describimos los tipos de opciones que son utilizados frecuentemente
en el mercado de derivados.

Finalmente, se hace un breve analisis de la formula de Black y Scholes para la valuacién
de opciones.

1.1. Procesos Estocasticos y Calculo Estocastico

1.1.1. Procesos Estocasticos

Considere un sistema que puede caracterizarse por estar en cualquiera de un conjunto
de estados previamente especificado. Suponga que el sistema evoluciona o cambia de un
estado a otro a lo largo del tiempo de acuerdo a una cierta ley de movimiento, y sea
X, el estado del sistema al tiempo t. Si se considera que la forma en que el sistema
evoluciona no es determinista sino provocada por algin mecanismo al azar, se puede
considerar entonces que X; es una variable aleatoria para cada valor del indice t. Esta
coleccién de variables aleatorias define a un proceso estocéastico, y sirve como modelo para
representar la evolucién aleatoria de un sistema a lo largo del tiempo.

La definicién de proceso estocastico, puede enunciarse de la siguiente forma:

Definicion 1.1.1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias { Xy : t €
T} parametrizada por un conjunto T, llamado espacio parametral, y con valores en un
conjunto S llamado espacio de estados.

Observacién 1.1.1. Se toma como espacio parametral al conjunto T = {0,1,2,.. ...}
oT = [0,00), los elementos de T se interpretan como tiempos. En el primer caso se
dice que el proceso es a tiempo discreto, y en general este tipo de procesos se denota por
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{X, :n=0,1,...}, mientras que en el sequndo caso el proceso es a tiempo continuo, y se
denota por {X; :t > 0} [17]..

Observacién 1.1.2. Cada X, estd definido sobre un espacio medible (0, F) y toma
valores en otro espacio de medida (R, B(R)), en donde B(R) es la o-dlgebra de Borel
sobre R (la o-dlgebra de Borel es la minima o-dlgebra que contiene a todos los intervalos
de la forma (—oo, x|, con x € R).

Observacién 1.1.3. Sean

» (Q, F,P) un espacio de probabilidad, es decir, Q0 es un espacio muestral, F una
o-dlgebra sobre Q y P : F — [0,1] es una medida de probabilidad,

» T un intervalo de tiempo (T = [0,00)).

Un proceso estocastico (de dimension 1) es un mapeo X : Q x T — R, tal que para cada
t €T la funcion

X iw— X(wt) = Xi(w) : Q =R,
satisface que X; ' ((—o0,x]) € F para toda x € R, es decir, Xy es una funcion F -medible.

Observacién 1.1.4. Si X; esun proceso estocdstico, entonces para cada w € $ la funcion
t — X(w,t), es llamada una trayectoria del proceso.

Observacién 1.1.5. Un proceso es continuo si cada trayectoria es continua en cada
punto de T

En general un proceso estocastico sirve como modelo para representar la evolucién
aleatoria de un sistema a lo largo del tiempo, por lo tanto, es ttil para describir el com-
portamiento de las variables aleatorias en el tiempo.

1.1.2. Filtracién

Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad para modelar cierto experimento aleatorio.
La o-dlgebra F es la estructura que agrupa a los eventos del experimento aleatorio a los
cuales se les puede calcular su probabilidad. Suponga ahora que se consideran dos sub
o-algebras F1 y Jo tales que F1 C Fo C F, entonces F» contiene mas informacién que Fi,
en el sentido de que un mayor ntimero de conjuntos son considerados como eventos.
Podemos definir una filtracién como sigue:

Definicién 1.1.2. Una filtracion es una familia F = (F3),cp de o-dlgebras tales que Fy C F
para toda t € T.

La familia IF es creciente en el sentido de que Fs C F; cuando s,t € T'y s < t. Se puede
ver a una filtracién como una estructura de informacién dindmica. La interpretacién es
que representa la informacion disponible en funcion del tiempo.

Definicion 1.1.3. La filtracion natural o candnica de un proceso X, es la sucesion de
o-dlgebras definidas por F, = {X1,..., Xn},n > 1.

4
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Noétese que se puede adaptar un proceso estocastico a una filtracién, la definicion se
da a continuacion.

Definicion 1.1.4. Se dice que un proceso X es adaptado a una filtracion F = (Fi)ier si la
variable Xy es Fi-medible, para todo t.

1.1.3. Martingalas

El concepto de martingala desempenia un papel esencial en el modelado de los mercados
financieros y en la valuacién tedrica de muchos instrumentos financieros. Podemos definir
una martingala a tiempo discreto como sigue:

Definiciéon 1.1.5 (Martingala a tiempo discreto). El proceso estocdstico X = (X, n =
0,1,...,) es llamado una martingala a tiempo discreto con respecto a la filtracion (Fp,n =
0,1,...,), denotada por (X, (Fy)), si

» F|X,| < oo, para todan =0,1,..,

» X es adaptado a (Fy,),

» BE(Xpt1|Fn) = Xn, para todon =0,1,... .
Por otro lado, a tiempo continuo se tiene,

Definicién 1.1.6 (Martingala a tiempo continuo). El proceso estocdstico X = (X, t > 0)
es llamado una martingala a tiempo continuo con respecto a la filtracion (Fy,t > 0),
denotada por (X, (Ft)), si

» F|Xy| < 00, para toda t > 0,
» X es adaptado a (Fy)ier,

» B(Xi|Fs) = X5, para todo 0 < s < t.

1.1.4. Movimiento Browniano

En 1828, el boténico Robert Brown [3] reporté en una revista cientifica que granos de
polen suspendidos en una cierta sustancia y vistos a través de un microscopio, realizaban
un movimiento irregular e inexplicable, al cual se le conoce hoy en dia como movimiento
Browniano. El extraio movimiento fué objeto de discusién y controversia a partir de su
divulgacién a la comunidad cientifica. Para dar una explicacion satisfactoria de dicho
fenémeno tomo anos, pues debid aceptarse la teoria cinético molecular de la materia y el
trabajo de Einstein de 1905 [7].

Sin embargo, en 1900, Luis Bachelier en su tesis Theorie de la spéculation, la cual
trata sobre el modelado del comportamiento aleatorio de los precios correpondientes a las
acciones en la bolsa de Paris, se anticipdé a Einstein con la formulacién matemaética del
movimiento Browniano, abordando un problema distinto al de la mecanica estadistica o
al del movimiento erratico de particulas de polen.

Para el desarrollo del trabajo, es necesario definir a continuacién el concepto de
movimiento Browniano.
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Definicion 1.1.7. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad fijo, el movimiento Browniano
(estandar y unidimensional) es una funcion

W:0,00) x Q — R,
tal que para cada t > 0, la funcion
W(t,.): Q2 =R,

es una variable aleatoria definida en (Q, F), la familia de variables aleatorias W (t,), se
denotard como {Wi}i>0. Mientras que para cada w € Q la funcion

W(,w): Q2 —R,
es continua en [0,00), las funciones W (.,w) son llamadas trayectorias y se denotan por

w(t). La familia {W;}i>0 satisface adicionalmente las siguientes condiciones:

1. El proceso empieza en t = 0 con probabilidad 1, es decir,
P{w € QWy(w) =0} = 1.

2. Para cualquier conjunto de tiempos 0 < t1 <ty < --- < t,, los incrementos Wy, —

Wiy Wiy — Wiy oo, Wy, — Wy, son independientes.

n—1
3. Para cualesquiera tiempos t y s con 0 < s <t, Wy — Wy ~ N(0,t — s).

4. Wi es una funcion continua en t.

1.2. Proceso de Wiener

Las condiciones que aparecen en la definicién de movimiento Browniano son consecuen-
cia de las observaciones del fenémeno fisico, pero no garantiza que tal objeto matematico
exista. En 1923, el matematico Norbert Wiener (para mayores detalles consultar [19], de
origen norteamericano, demostro la existencia y unicidad de un proceso con tales condi-
ciones.

Una primera diferencia entre el proceso de Wiener y el movimiento es que el primero
considera una filtracion F y el segundo no. Es decir, el movimiento Browniano es indepen-
diente del concepto de filtracién. La segunda diferencia que se observa es la ausencia del
requerimiento de incrementos independientes en el proceso de Wiener [19].

Definicion 1.2.1. Un proceso estocdstico Wy es un proceso de Wiener relativo a la filtracion
F si cumple las siguientes condiciones:

» P{weQ|Wy(w) =0} =1,
s W, es continuo en t,
= W; es adaptado a F,

= 510 <s<t, entonces Wy — Wy es independiente de F y
Wt - Ws NN(O,t - S).
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1.3. Movimiento Browniano Geométrico

En 1900, Bachelier en su tesis Theorie de la spéculation describié los precios de las
acciones de la bolsa de Paris por medio del movimiento Browniano, sin embargo, los precios
de los activos no pueden ser descritos por el movimieno Browniano estiandar, ya que los
precios no parten de cero [19]. En 1973, Black-Sholes [2] y Merton [12] sugirieron otro
proceso estocastico como un modelo para especular precios.

El movimiento Browniano geométrico se obtiene mediante una transformacién expo-
nencial del movimiento Browniano estandar. Especificamente, si W; es un movimiento
Browniano estdndar, p es una constante (tendencia), o es una constante positiva (volatil-
idad) y Sy es el precio inicial conocido, entonces el proceso

S, = Spelln— 502)t+th}’

es llamado movimiento Browniano geométrico. Este proceso se utiliza para describir el
cambio porcentual del precio de un activo. Note que

In(Sy) = In(So) + (1 — %0’2)75 + oW;.
Por lo tanto, la distribucién de In(S;) es normal con
. BlIn(S)] = In(So) + (1 — 10?1,
» Var(in(S;)] = ot

1.3.1. Calculo Estocastico

El calculo estocastico o cdlculo de Ito6 es una de las herramientas maés ttiles en
la matemaética financiera moderna, sobre la cual descansa practicamente toda la teoria
econdémica.

En términos estrictos, el objeto de estudio del calculo estocdstico es la integral y no
la diferencial. Cuando se escribe una ecuacién diferencial estocdstica, se estd pensando
en una integral estocdstica, asi pues, una ecuacién diferencial estocédstica es una notacion
simplificada de una integral estocastica [19].

1.3.2. Integral de Ito

La integral estocastica o integral de It6, denotada como,

V= /Otf(s)dWs, (1.1)
es el proceso estocdstico tal que
n 2
Jim B ; fic) Wy, =W, ) = Vi| =0 (1.2)
donde (W});>0 es un movimiento Browniano estdndar y 0 =tg < t1 <tg < --- <t, =1t

es una particién del intervalo [0, ], tal que t; — t;—; = %, 1 =1,2,...,n. La convergencia

7



CAPITULO 1. PREELIMINARES
1.3. MOVIMIENTO BROWNIANO GEOMETRICO

es en media cuadrética, es decir, en £7(£2, F, P), en general la convergencia en media ¢ se
define a continuacién.

Definiciéon 1.3.1 (Convergencia en £%). Sea X,,cn una sucesion de variables aleatorias
definidas sobre algin espacio fijo de probabilidad (0, F, P) tales que E[|X,|?] < 00 y

ElX,-X|"]—=0
cuando n — 0o.

Es sumamente importante enfatizar que el integrando, f(s), el cual puede ser deter-
minista o estocdstico, estd evaluado en el extremo izquierdo del intervalo [t;_1,t;]. Esta
eleccion es natural en finanzas, ya que se asegura que el futuro no interviene en las ac-
ciones presentes. La definicién de integral estocéstica requiere que la funcién f(s), se valie
siempre en t;—1. Cuando f(s) = g(Ws), se supondra que el valor de f(s) depende sélo de
los valores pasados de W, u < s. Asi mismo, se supondra que

1. fg f(s)%ds < oo, casi donde quiera,

2. ng [f2(s)] ds < .

La condicién 1) garantiza que la integral de It0, fg f(s)dWs, esté bien definida y la

condicién 2) asegura que la varianza de fg f(s)dWs, se mantenga finita.
La integral de It6 cumple las siguientes propiedades:

= Linealidad: Si f y g son funciones tales que sus integrales de It6 existen y a, 5 € R,
entonces,

/Ot(af(S) + Bg(s)) dW, = a/otf(s)dWS + 6/0t9(3>dWs-

» Isometria: Si f es una funcién tal que la integral de Itd existe, entonces

=E Uot f(s)st} = /OtE [£(s)?] ds.

» Propiedad de Martingala: Si f es una funcion tal que la integral de It6 existe, entonces

¢ 2
E | /0 f(s)dw,)

E [ / tf(s)dwsfu] = [ ssjaw.

siempre que 0 < u < t.

Recordemos que la convergencia es en media cuadratica, asi

n

2
> (AW,)? - t] =0.

=1

lim F

n—o0

En consecuencia
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n

t
2 _ 1« 2 _
/0 (dW,)? = lim ;(AWQ) =t

Es decir,

<+

Awmﬁzt

Por otro lado, se tiene

lim F

n—o0

. 1
Z Wti—l(Wti - Wti—l) - §(Wt2 —t)| =0.
i=1

De esta manera
t o n 1 )
) WsdWs = nh—r>20 ;:1 ”ti—l(”ti - ”ti_1) = 5(”7& _t>'

En general, la integral estocéastica es el limite en media cuadratica de una suma de
términos que comprenden incrementos independientes de un movimiento Browniano geo-
métrico. Sin embargo, en finanzas y economia, con frecuencia se simplifica esta notacién
a una ecuacion diferencial estocastica de la forma

dSt == M(St,t)dt+ O'(St,t)th. (13)

la cual tiene sentido cuando se lleva a su forma integral.

1.3.3. Reglas Basicas de Diferenciacion Estocastica

La diferencia principal entre el calculo de variables reales y el calculo estocéstico, radica
en que el cuadrado de una cantidad infinitesimal es significativo en el segundo, mientras
que no lo es para el primero. Podemos resumir con lo anterior, que las reglas basicas de
diferenciacién estocastica, son como sigue

dt | dWy
dt | 0 0
dWi | 0 dt

1.3.4. Lema de Ito

Definicion 1.3.2. Sea una funciony = f(Si,t), cuyas derivadas parciales de sequndo orden
son continuas. Entonces
1 [to%f

tafds + - | =5 (dS)? (1.4)
0 98, “ T2 ), 882V '

t
0
%=m+/‘fm+
08u

Es decir, dado que (dW;)? = dt, conviene calcular la diferencial de y = f(S;,t) con-
siderando los términos de segundo orden en una expansién en serie de Taylor, [13].
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_ e O
dy = gGgdSit Gt
1 O%f ova, o Of O*f o
+ 5 (Gga S + 2505 () ) + Gr (@), (1.5)

1.4. Opciones

Las opciones son ejemplos de valores derivados que cotizan en la bolsa de valores, es
decir, los valores cuyo valor depende del precio de los otros valores mas basicos denomi-
nados valores primarios, como acciones o bonos. Aun cuando las opciones han cambiado
con el paso de los siglos, la expansién sin precedentes del mercado de opciones ha comen-
zado recientemente con la introduccién en 1973 de las opciones que cotizan en la bolsa en
Estado Unidos [14].

1.4.1. ;Qué es una Opcién?

Una opcién es un contrato que da a su poseedor el derecho a vender o comprar un bien
subyacente a un precio fijo [14].

1.4.2. Tipos de Opciones

En general, se pueden dividir las opciones en dos clases:

» Una opcién (financiera) call (de compra), o contrato de opcién de compra, es un
acuerdo entre dos partes que obliga (legalmente) a una de las partes a vender un
activo financiero, mientras que a la contraparte le otorga el derecho, més no la
obligacién de comprar dicho activo a un precio preestablecido en una fecha futura.
Se supone que la compra-venta sélo se puede llevar a cabo en la fecha de vencimiento.
Se acostumbra decir que el comprador toma una posicién larga y el vendedor una
posicién corta [19].

» Una opcién put (de venta), dd al propietario el derecho de vender un activo en una
fecha dada a un precio determinado [14].

Suponga que el contrato de una opcién se establece al tiempo t (el presente) y que
la compra-venta del activo en un precio predeterminado K, se lleva a cabo en una fecha
futura, T. El precio pactado K, es llamado el precio del ejercicio (de la opcién). En este
caso, es importante mencionar que en el momento en que se celebra el contrato no se paga
la prima (o precio del derecho) sino hasta su vencimiento.

Puesto que el valor que puedan tener las opciones depende de otro bien, que es el bien
subyacente, se conocen como derivados financieros.

Las opciones mas comerciales son las siguientes:

Opcion FEuropea. Para una opcion europea, la fecha de vencimiento 1" y el precio de
ejercicio K estan dados de antemano. En particular, el tenedor no puede ejercer la opcién
con anterioridad a la fecha de vencimiento. Igual que para la mayoria de las opciones,

10
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tiene sus versiones put y call.

Opcion Americana. Otorga al tenedor el derecho de ejercer en cualquier momento,
antes de la fecha de vencimiento y en el vencimiento.

Opcidén Asidtica. Le da al tenedor el derecho de comprar (para un call) o de vender
(para un put) las acciones subyacentes al precio que es el promedio del precio de la accién
hasta la fecha de vencimiento especificada T'.

Opcion Compuesta. Una opcién compuesta es una opcién cuyo sub-yacente es otra
opcion. Evidentemente, la prima por ejercer una opcién compuesta involucra el valor de
otra opcién, en consecuencia tiene dos fechas de vencimiento y dos precios del ejercicio.

Opcion Lookback. Le dan al tenedor el derecho de vender o de comprar (segin sea
put o call) en un precio igual al maximo o minimo del precio de la accién hasta la fecha
pre-especificada T.

Opcion Potencia. Una opcién potencia es una contrato en el que una de las partes
(la posicién larga) adquiere el derecho de recibir, en una fecha futura la diferencia entre el
precio de una activo elevado a una potencia y el precio del ejercicio; como contraprestacion
el tenedor entrega una prima a la contraparte (la posicién corta).

Opciones Vanilla o Estdndar. Una opcion vanilla simple es el tipo estandar de la
opcién, uno con una fecha de vencimiento simple y precio de ejercicio y sin caracteristicas
adicionales.

Opciones con Barrera. Las opciones con barreras se pueden ejercer si durante la
vida de la opcién el precio de la accién subyacente es siempre mayor (o siempre menor)
que cierto valor Xy (la barrera) o alternativamente, si esta barrera se alcanza durante la
vida de la opcién. El valor del derecho contingente de una opcién barrera, depende de toda
la historia bursatil.

Las opciones barreras dependen de las trayectorias. Una opcion que depende de la
trayectoria es una opcién cuyo pago no sélo depende del precio del bien subyacente al
expirar; si no que también depende de la historia pasada.

Las opciones barreras difieren de las opciones vainilla en que parte del contrato de la
opcién es ocasionado si el precio del bien subyacente, S, alcanza una cierta barrera, B,
en un tiempo anterior a expirar. El derecho a ejercer la opcién puede ser abandonado en
esta barrera, una barrera out, o la barrera sélo existe si el precio del bien cruza un cierto
valor, una barrera in. Las opciones barrera pueden ser una opciéon put o una opcién call
y son clasificadas como:

Up-and-out (Sube y sale): La opcién caduca sin valor si el precio de la accién sube
hasta la barrera S = X, (i.e., la barrera es alcanzada desde abajo) antes del dia de
vencimiento.
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Down-and-in (Baja y entra): La opcién caduca sin valor a menos que la barrera
S = Xj sea alcanzada desde arriba antes del vencimiento.

Down-and-out (Baja y sale): La opcién caduca sin valor si el precio de la accién cae
hasta la barrera S = Xy (i.e., la barrera es alcanzada desde arriba) antes del vencimiento.

Up-and-in (Sube y entra): La opcién caduca sin valor a menos que la barrera S = X
sea alcanzada desde abajo antes del vencimiento.

Opciones Barrera Doble: Estas opciones son similares a la opciones barrera, la
diferencia es que las opciones barrera doble, tienen una barrera por encima y por debajo
del precio del subyacente.

El inversionista podrd fijar dos limites (barreras absorbentes) a los cuales considere que
el activo pueda llegar. Si el activo toca alguno de ellos, el inversionista sera acreedor al
valor predeterminado, de lo contrario la opcién valdra cero. Este tipo de opcion es bastante
popular en el mercado de divisas - FOREX (el mercado FOREX es el mercado financiero
de mayor tamano y liquidez, la mayoria de las transacciones se llevan a cabo entre el délar
estadounidense (USD), el euro (EUR), el yen (JPY), la libra esterlina (GBP), el franco
suizo (CHF) y los délares australiano (AUD) y canadiense (CAD) )- y es utilizado por
inversionistas que predicen cambios bruscos pero no saben con exactitud en qué direccion.

Existen cuatro tipos de opciones doble barrera:

= Call up-and-out-down-and-out: si el subyacente toca la barrera superior o inferior la
opcion se desactiva.

s Call up-and-in-down-and-in: si el subyacente toca cualquiera de las dos barreras la
opcién se activa.

» Put up-and-out-down-and-out: si el subyacente toca la barrera superior o inferior la
opcién se desactiva.

= Put up-and-in-down-and-in: si el subyacente toca cualquiera de las dos barreras la
opcion se activa.

El presente trabajo de tesis se centra precisamente en éste tipo de opciones debido
al hecho de ofrecer una proteccion similar a las opciones estandar y ser mas baratas que
estas ultimas. Nuestra tarea ahora es describir el precio de una opcién con un modelo
matematico.

1.5. Modelo de Black-Scholes

En 1973, Fisher Black y Myros Scholes publicaron su articulo The Pricing of Options
and Corporate Liabilities [2]. En su investigacién, bajo el supuesto de un equilibrio ge-
neral (condiciones de no arbitraje), desarrollaron un modelo para valuar opciones europeas
sobre una accién que no paga dividendos y cuya dinamica es conducida por un movimiento
geométrico Browniano. Black y Scholes obtienen una ecuacion diferencial parcial de se-
gundo orden (parabdlica) y lineal cuya solucién es el precio de una opcién europea. Esta
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ecuacién es muy popular en el sector financiero y representa la base para valuar diversos
productos derivados [19].

1.5.1. El Precio de un Activo como una Ecuacion Diferencial Estocastica

Antes del analisis, véase que se puede modelar el comportamiento del precio de un
activo financiero mediante una ecuacion diferencial estocastica. Una de las formas mas
sencillas para presentar una ecuacion estocdastica, para modelar el comportamiento del
precio de un activo financiero consiste en describir primero su componente determinista
o de tendencia y luego destacar la necesidad de agregar una componente de difusién o
estocastica que modele los movimientos que se observan diariamente en precios.

Sean S; el precio de un activo financiero al tiempo ¢, Sy el precio inicial del activo y p
es el rendimiento (anualizado) medio esperado.

Al tiempo t = 1, el precio del activo serd Sy mas el rendimiento esperado, es decir,
S1 = So + Sou. De la misma manera, al tiempo ¢t = 2, So = S1 + S = So + Sop + (So +
Sop)p = So(1 + ).

En general, el precio al tiempo t, estd dado por

Sy =81+ Si_1p = So(1+ p)t. (1.6)
Si se sustituye una tasa de crecimiento compuesta n veces en cada periodo en (1.6), se

tiene que

St = St,1 + Stfl,u = 50(1 + %)nt (17)

Si se fija t y nt — oo, entonces

Sy = So(1 + %)"t s Spekt. (1.8)

De esta manera, el precio del activo que crece geométricamente con tiempo discreto
a una tasa constante p, ahora crece exponencialmente en tiempo continuo. Notese que
hemos encontrado una solucién de la ecuacién diferencial siguiente

dSt
= . 1.
7 WSt (1.9)

Una forma equivalente de escribir la ecuacién anterior es

sy 1 _
s, dt M

Es decir, la tasa de crecimiento por unidad de tiempo es constante.

(1.10)

Para darle realismo al comportamiento de la dindmica del precio de un activo, se
agrega un parametro o que representa la volatilidad (anualizada) del activo en cuestion.
También se agrega la variable aleatoria dW;, la cual modela el riesgo de mercado, es decir,
las fluctuaciones en los rendimientos que se observan todos los dias. Observe que ahora
S; es funciéon de la variable continua ¢. Se dice, en este caso que el precio del activo sigue
un movimiento Browniano o simplemente, que el precio S; es log-normal. Finalmente, se
puede modelar la dindmica del precio de un activo como

13



CAPITULO 1. PREELIMINARES
1.5. MODELO DE BLACK-SCHOLES

dsS;

—L — jdt + odW,. (1.11)
St

1.5.2. Dinamica del Precio del Subyacente

A continuacién, se presenta formalmente el modelo de la dindmica del precio de un
activo.
Considere un movimiento Browniano geométrico (W;),c(o,7) definido sobre un espacio

fijo de probabilidad con su filtracién aumentada i.e., (2, F, (ftW)te[O’T}, P). Se supone que
el precio del activo subyacente al tiempo ¢, S;, es conducido por el movimiento Browniano
geométrico, esto es,

dSt = M;S’tdt + O'Stth. (112)

El pardametro de tendencia i € R, representa el rendimiento medio esperado y o > 0,
es la volatilidad instantdnea por unidad de tiempo.
Si y = InS;, entonces aplicando el Lema de Ito en su formula diferencial, se tiene

1
dinS; = (u — 5aZ)dt + odWy, (1.13)

lo que implica que

Sy = SgeWetlu—g0™)t, (1.14)

1.5.3. Modelo de Black-Scholes
Los supuestos bésicos del modelo de Black-Scholes son los siguientes:
1. El activo subyacente no paga dividendos durante la vida del contrato.

2. El precio es log-normal, es decir, el precio del activo es conducido por el movimiento
Browniano geométrico.

3. La volatilidad del precio del activo permanece constante a través del tiempo.
4. Las ventas en corto del subyacente son permitidas.

5. El subyacente se puede vender o comprar en cualquier fraccion de unidad.

6. No hay costos de transaccion.

7. El mercado opera en forma continua.

8. Existe un mercado de crédito.

9. No hay oportunidades de arbitraje, es decir, los mercados estan en equilibrio.
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1.6. Dinamica del Precio de la Opcion

El valor de una opcion call europeo es funcion de distintos parametros que interviene
en las clausulas del contrato

= Kl precio del ejercicio K.

= La vida del contrato T' — ¢, donde T es la fecha de vencimiento y ¢ es la fecha de
inicio del contrato.

= S, el precio del activo subyacente.
= 4, rendimiento esperado.
= o, la volatilidad.

= 7, la tasa de interés.

Por lo anterior, se puede escribir el valor de una opcién como

= (S, t; K, T, 0, u,1). (1.15)

Simplificando la notacién anterior, esto es: ¢ = ¢(S¢, t).

En el intervalo de tiempo [¢,t 4 dt], el activo cambia de Sy a S; + dS, el precio de la
opcién cambia de ¢(S¢, t) a ¢+ de. Mediante el lema de 1t6, el cambio marginal del precio
se obtiene como

dc  Oc 5 2 0%cC dc
= —_— . 1.1
dc <8t + 85,5 S + 20 St aStQ dt + 8St O’Stth ( 6)

Considere ahora un portafolio con w; unidades del activo con precio S; y wo unidades
de una opcién de compra sobre el subyacente con precio ¢(Sy, t). Sea II; el valor actual del
portafolio, entonces

Ht :wlst +UJ26(St,t). (117)

El cambio en el valor del portafolio, durante el instante dt, esta dado por

dIl; = w1dSy + wode. (1.18)
Sustituyendo (1.12) y (1.17) en (1.18) se obtiene la siguiente expresién

2
+ w (86 + 180&53) dt. (1.19)

Con el fin de eliminar el riesgo de mercado de dicho portafolio, se seleccionan wy y wo,
tales que se anule el término estocéstico de la ecuacion (1.18), asi
dc

. 1.2
w1 +w285t 0 (1.20)
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Claramente, existen infinidad de posibilidades para lograr este objetivo (Véase [19]).

Témese a wy =1y w; = —8% := —A, de esta manera
dc 1 9%
A B = (22 4 226252 ) dt. 1.21
! at 29527 7 (1.21)

Esta eleccion del portafolio se conoce como cobertura Delta, dicha cobertura es aplica-
ble s6lo durante un instante de tiempo dt. Si empleamos esta cobertura en (1.17), el valor
del portafolio resultante es

& = c— AS, (1.22)

esto significa que se cubre una venta en corto con una opcién de compra. Si esta cantidad
se deposita en un banco que paga una tasa de interés r, entonces el cambio en el valor del
portafolio, durante dt, es

A\ = 1% rdt = (c — AS))rdt. (1.23)

Bajo el supuesto de equilibrio general, se tiene

a\®) = gl (1.24)

De forma equivalente se puede escribir como

dc  10% 4, oc
a2 = -—== . 1.2
<dt+265t20 St>dt ( 8StSt+c>'rdt (1.25)

De forma equivalente
oc  1d% 5.4 Oc
dt 2052 7' T a8, ’ (1.26)
esta ecuacién es conocida como la ecuacion diferencial de Black-Scholes. Las condiciones
de frontera y final para determinar una solucién Unica estan dadas, respectivamente, por

c(0,t) =0,y (S, T) = max(S; — K, 0).

La ecuacién (1.26) es una ecuacién diferencial parcial lineal parabdlica, lo que significa
que se puede llevar a una ecuacién de difusién de calor, como la siguiente [10],

ou  0%u

con —oo < x < 00, T > 0, junto con la condicién de frontera

u(x,0) = up(x)

La ecuacién de Black-Scholes contiene todas las variables que determinan el valor
del contrato y los parametros tales como el precio de contado del activo subyacente, el
tiempo y la volatilidad, pero no hace mencién al rendimiento medio esperado p. Cualquier
dependencia sobre p se ha eliminado al anular el coeficiente dW; en el cambio del valor
del portafolio, observe que en su lugar aparece la tasa de interés libre de riesgo r.
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1.6.1. De la ecuacion de Black- Scholes a la Ecuacién del Calor

Considere la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes del precio de una opcién
europea de compra, ¢ = ¢(S, ), la cudl estd dada por

oc 109% , Oc

o 0? S S —re =0 1.28

@t 29527 0 Tag el (1.28)
junto con las condiciones de frontera ¢(0,t) = 0, ¢(S,t) &~ Sy cuando S; — 0oy ¢(St, T) =

maz(S; — K, 0).

Para transformar la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes en la ecuacion de
difusién de calor se requieren varios cambios de variables. Considere primero los siguientes
cambios de variables y la definiciéon de un parametro adimensional:

Sy = Ke®, (1.29)
T
t=T— —, 1.30
%02 ( )
r

2
Las variables x; y T representan respectivamente, el diferencial de los logaritmos entre
el precio del activosubyacente y el precio del ejercicio y el tiempo invertido yendo de la
fecha de vencimiento hacia atrds, salvo el valor constante %02. Bajo estos cambios de
variable el precio de la opcién se denotara por

c(Se,t) = Kv(ze, 7)
De manera inmediata se puede ver que el valor intrinseco de la opcién de compra
safisface:
(St,T) = max(S; — K,0)
max(Ke™ — K, 0)
Kmaz(e® —1,0)

_ Ko(z,0) (1.32)
De (1.29) y (1.30) se sigue que
S
T = zn(ﬁ) (1.33)
L 5
T=50 (T —1). (1.34)
En consecuencia,
dc 0 L 0v 1
%= aK’U(l‘t,T) = KaT(QO )- (1.35)
oc 0 ov
- = K =e Tt— 1.36
95, — 95, v(xg, ) =€ oz, ( )
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9% — 9 *xt@ — i *2%& _6*2%@

375152_875,5 ¢ 8:Et)_ K(6 0x? 33:,5)'
Sustituyendo (1.35),(1.36) y (1.37) en (1.28) se obtiene el siguiente resultado

ov 1 0% v v
_ K 2 7K2 2x¢ 2/ 24 2y rKe®t T _ Ky =0
5. gk e (e 2 e 8xt> +rKe 52, rKv
Equivalentemente

ov 0%  Ov r Ov r
or 0z  Oxy %02 Oz %02
En virtud de la definicién de k, se tiene

81} 82 v ov

Se requiere de un segundo cambio de variable, defina ahora

v(xg, T) = eo‘xt+’87u(:ct, T)

calculando las parciales

81} azi+BT au
81/‘15 N (856,5 + OZU),
% g O%u ou
87xt2:€ t+8 (82+2a87t+04u)
Ademas,
a

ou
_ ,am+BT
or ¢ (87' + Bu),

Si se sustituyen las ecuaciones (1.42), (1.43) y (1.44) en (1.40), se tiene que

ou ou 0% ou
6—+ﬁu—au+2o¢a +8x2+(k )(8—%—1—(111) ku,

o bien,

ou 9 _ Ou 0%u
E—Fu[ﬁ—a —(k—l)a—l—k]—a?@a—i-k—l)—i—%.

Siay ffen (1.46) de tal manera que

20+ k—1=0

B—a?—(k—Da+k=0

o= —%(k—l)

(1.37)

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)
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B=—k—a? (1.50)

Finalmente si se sustituyen estos ultimos valores en (1.46), se tiene

ou  0%u
— = — 1.51
or  Ox?’ ( )
—00 < 14 < 00, T > 0 junto con la condicién de frontera
(g, 0) = ugp(zy) = max(e%(kﬂ)“_i(k_l)“,O) (1.52)
1.6.2. Funcion de Densidad Condicional del Precio de un Activo
Aplicando el lema de It6 a la ecuacién
dSt = rStdt + O'Stth. (153)
se produce que
1
d(InSy) = (r — 502)dt + odW,. (1.54)
Si se discretiza a (1.53) con At =T — t, se puede escribir como
1
InSt —InSy = (r — 502)(T —t)+oEVT — t, (1.55)
donde €& ~ N(0,1). Por lo tanto,
St L o 2
ln(?) NN((T‘—§O' WT —t),0%(T —1t)). (1.56)
t
Ahora, si se define a
g(&) = Sp = Spelr— 27" ) T—t)1+oe VT~ (1.57)
Se tiene que
Sty _ (p_ 152 _
g1 (5p) = ) Z T =y )T 1) (1.58)
oVT —1t
La funcién de densidad de Sp dado S; estd dada por la expresion siguiente
_ dg~ (s
Fsvis o150 = oo™ (9) |21 (1.59)

donde ¢¢(-) es la funcién de densidad de una variable aleatoria normal estandar. Por otro
lado, el Jacobiano de la transformacién satisface que

dg~'(s)
ds

1
= . 1.60
so1 —t ( )
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En consecuencia, la funcién de densidad de St condicional a S; estd dada por la
expresion:

1
so\/2m(T —t)

L In(g) = (r = 2T =1
X exp{—i( T

1.6.3. Ecuacién Backward (Hacia Atras)

fST\St(S|St) =

)23, (1.61)

Sea x = Sy y y = s, las cantidades ¢ y  son llamadas variables hacia atrés, luego (1.61)
se escribe como

1
yo/2m(T —t)
n(¥) — (r — i) (T -
et =

En este caso p(t, z; T, y) satisface la ecuacion diferencial parcial hacia atrds, esto es

p(t,z;T,y) =

)23, (1.62)

op 1 5 ,0% op
ot T o7 Tz T, T

Note que el precio de una opcién europea de compra satisface lo siguiente

0. (1.63)

¢ = E{e7"TYmax(Sr — K, 0)|F}, (1.64)

es decir, que

c = e_T(T_t)/ méx(s — K,0)fg,s,(s|St)ds
0

— (T /00(8 B K)fsﬂst(syst)dsa (1.65)
K

en términos de la notacién de (1.62)

c(x,t) = e r(T=1) / (y — K)p(t,z; T,y)dy, (1.66)
K
entonces
T elat) = [y Koplt. i T)dy (1.67)
K
lo anterior nos conduce a que
oc & 0
r(T-t) 9C¢ _ _ P 1.
0% [ = K) Gy, (1.68)
d%c > 9%p
r(T—t) - — K)=—£ 1.
e A R F = (1.69)
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(T—p) OC (T— o 0
0% o t)C:/K (y— K)o dy. (1.70)

Las ecuaciones (1.69),(1.70) y (1.71) implican que

Oc Jc 1 2 2820

r(T—t) Y% b - ve
N G T TR T g T T
N N /) 1228P
_/K (v = K)(5; +rog—+ 502’ =5)dy. (1.71)

Sin embargo, la expresion del lado izquierdo es la ecuacién de Black Scholes y, por lo
tanto, es igual a cero, como consecuencia se tiene

1 2
— tre—+ 05— =0 (1.72)
x

La ecuacién (1.73) es conocida como una ecuacién diferencial parcial hacia atras de
Kolmogorov o ecuacién backward. Denotemos con 7 =T —t y con p = p(7;z,y), luego se
sigue que

Op _ Op 15 &*p
— . 1.
ar oz * 27 % 9z (1.73)
En el caso de la ecuacion forward se tiene que
q b y7 ) yo- /27‘_(T — t)
() = (r—so2)(T - 1)\ ”
Y 2
X —— , 1.74
eap ( e ) (174
y se cumple que
1 2(,,2
9q _ 1 ,0°(yq)  O(yp) (1.75)

ar — 27 Oy oy
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Capitulo 2
Funciones de Densidad

Una de las formas mas sencillas para presentar una ecuacion diferencial estocastica, que nos
permita modelar el comportamiento del precio de un activo financiero, consiste en describir
su componente de tendencia y luego agregar una componente estocastica capaz de modelar
los movimientos que se observan diariamente. Si se supone que los activos subyacentes de
la opcion pueden ser modelados con un movimiento Browniano geométrico, encontramos
el logaritmo del precio de un activo a través de la siguiente ecuacion diferencial.

dz = pdt + odW, (2.1)

donde i y o son constantes.
Sin embargo, nuestro interés se centra en opciones barrera doble, estas se pueden mo-
delar asumiendo que el proceso z termina tan pronto una de sus dos barreras es alcanzada.

Suponga que tenemos dos barreras, en 0 se encuentra la barrera inferior y en el nivel [ la
barrera superior. Dichas barreras son llamadas barreras absorbentes.

2.1. Funcion de Densidad de Transicion

Sea p(t,x;s,y) la funcién de densidad de transicién, esta funcién describe la densidad
de probabilidad de que el proceso z empiece en el tiempo ¢ en z(t) = = sobreviva hasta el
tiempo s y termine al tiempo s en z(s) =y, donde t < sy 0 < x,y < [. Esta funcién de
densidad de transicién satisface las ecuaciones forward y backward [5].

Recordar que la ecuacion backward esta dada por

1
Pe+ 1D + 50 P =0, (2.2)

(los subindices denotan derivadas parciales) sujeta a las condiciones de contorno
p(t,0;.,.) =p(t,l;.,.) =0y p(s,z;s,y) = d(y — =), donde 0 es la funcién delta de Dirac.

La ecuacion forward estd dada por

23



CAPITULO 2. FUNCIONES DE DENSIDAD
2.1. FUNCION DE DENSIDAD DE TRANSICION

1
P(si8:Y) = =ps = Hpy + S0Py =0, (2:3)
sujeta a las condiciones de frontera p(.,.;s,0) = p(.,.;s,1) =0y p(t,z;t,y) = d(z — y).
Se encuentra la solucién para la ecuacion backward a través del método de separacién

de variables [9].
Suponga que p(t,s;.,.) = G(x)H(t), y sean

b= = GH), 2.4

b= 30 = G'(0)H (1), 25
2

Doz = gxg =G"(x)H(t). (2.6)

Notar que nos interesan la soluciones no triviales. De las condiciones de frontera, se
puede observar lo siguiente:

Observacion 2.1.1. Como p(t,0;.,.) =0, tenemos que
p(t,0;.,.) = G(0)H(t) = 0.

Si H(t) = 0, entonces para todo t se tiene que p(t,xz;.,.) = 0, por lo tanto, es una
solucion trivial, luego nuestro interés se centra en el caso en el que

G(0)=0
Observacién 2.1.2. Por otro lado, p(t,l;.,.) =0, as?
p(tl;.,.) =G()H(t) = 0.

De manera similar, si H(t) = 0, entonces para todo t se tiene que p(t,x;.,.) = 0, lo que
es una solucion trivial, en consecuencia se toma en cuenta el caso en el que

G(l) = 0.

Si se sustituye (2.4), (2.5) y (2.6) en (2.2),entonces se tiene que

Ga) H' () + uG () H (1) + %JQG”(:J:)H(t) ~0,

esto implica que
2G (x)H'(t) + 2uG’ (2)H (t) + o*G" (x)H(t) = 0,

es decir,
2G (z)H'(t) + H(t)[2uG' () + 0*G" (x)] = 0,
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separando variables, se obtiene

_2H'(t) _ 2uG'(x) + a2G" (x)
H(t) G(x)

(2.7)

Ambos miembros de la ecuacién (2.7) son iguales a una misma constante k (constante
de separacion).

H'(t)  o?G"(z)+2uG'(z)
H) G@) = k. (2.8)

-2
De (2.8) se obtienen las ecuaciones diferenciales ordinarias

—2H'(t) — kH(t) =0, (2.9)
o?G" (z) + 2uG' (z) — kG(z) = 0. (2.10)

Resolviendo primero la ecuacion (2.9), se tiene que

—2H'(t) = kH(t),

o bien

asi

InfH (1)) = 51 +c.

donde ¢ es una constante y ¢ < s. Finalmente, la solucién de H(t) es

H(t) = Ae™ %, (2.11)

donde A es una constante.

Por otra parte, se puede observar que (2.10) es una ecuacién lineal homogénea de segun-
do orden con coeficientes constantes. Para encontrar su solucién, considerese su ecuacion
caracteristica que se describe a continuacién.

o?r? 4+ 2ur — k= 0.

En consecuencia, las raices del polinomio caracteristico son:

—2u & \/4p? + 402k b W+ 0%k
T = _ — - - @ @ O

202 o? o2
Puesto que nos interesan las soluciones no triviales, la siguiente tarea es analizar las
soluciones posibles.
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Caso 1. Sip?+ 0%k =0, entonces la solucion es

G(x) = Blefcr%x,

donde By es una constante y x € [0,1]. Como consecuencia de las condiciones de frontera,
en particular de la observacion 2.1.1, se tiene que

G(0) = Bye 2 = 0.
. —£(0) .
Notese que e 2% nunca es cero, asi
By =0.
Luego, se concluye que si p? + 0%k = 0 se tiene una solucion trivial.

Caso 2. Considere el caso en el que u* + ok > 0, la solucién de la ecuacion (2.10) es

Gla) = Bl ol

donde B y C' son constantes y x € [0,1]. Una vez mds, por la observacion 2.1.1, se puede
notar que

G(0)=B+C =0.

Sin embargo, la unica posibilidad es que B = C = 0, la cudl también es una solucion
trivial.

Caso 3. Finalmente considere el caso cuando p?> + o’k < 0, para By y Ci constantes
reales, en este caso la solucion para (2.10) es

Gl) = Ble(ff’%ﬂ@)uae(*ﬁ*i@)x

eﬂ%&mmvmgd%@+mmwwﬁf%@]

+ Oleos(EE TR0 sen (VLT

= efa%z{(Bl + C’l)cos(‘MQJ_gUQkx) + (iBy — iC’l)Sen("uQU_gUQkx)}
e_o‘ém{Bcos('Mi;U% (WZL’)}

—18en

z) + Csen

donde B = By + Cy, C =iCy; —iB; y = € [0,1]. Esta es una solucién no trivial, por lo
tanto, es la de nuestro interés.

Luego, la solucién para p(t,x,;.,.) estd dada por
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pt,z,;.,.) = H(t)G(2),

/2 + o2k
Ae_%(Be_a%xcos(ui—gax))
o
/2 + o2k
Ae 7%(06 a2xsen( a +U )

_ vV k: V2 + o2k
- Ae 7T *(Bcos( VIt otk —|—a uy)).

) + Csen( 5
o

Debido al hecho de que A, B y C son contantes, se pueden agrupar y renombrar como
D =ABy E = AC, entonces

okt R —|—02

Dcos( ) + Esen(

\/,u2 + o2k
o? )

Recuerde que esta ecuacion estd sujeta a las condiciones de frontera p(¢,0;.,.) =
p(t,l;.,.) =0y p(s,x;s,y) = 6(y — x), de la primera se tiene que

p(t,0,;.,.) = e_%kt(Dcos(O) + Esen(0)) = De— 3kt — 0,

1
pero e~ 2¥ nunca es cero, de donde se deduce que D = 0.

Considerando la segunda condicién de frontera, se asume que

e w /2 1 o2k /2 1 o2k
B oﬂ2l(Dcos(M7Hl) + Esen(%l)) =0,
o

o2
como ya se sabe que D = 0, se sigue que

/12 1 ok
La%lEsen(ul) =0,

kt
p(t,ls;.,.) =e 2 )

es claro que si £ = 0, se ha encontrado una solucién trivial, asi pues nos interesa el caso
cuando E # 0, es decir,

/12 2
pue+o kl):O,

sen( 5

n=123, ...,
lo que es lo mismo que

de forma equivalente
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2
2T 0% = mrla ’
si y sélo si
2.2 4
nene o
|? + o%h| = =5 —

Sin embargo, un numero elevado al cuadrado no puede ser negativo, asi que

2,2 4
9 9 nmc o
w2t otk = -0
de donde se tiene que
j— n27r2 o? _ ,Lﬁ
N [2 o2

Luego en términos de series de Fourier

pu(t,x,.,.) = efa%mf’\”tEnsen(nlﬂ),

2 2.2 2
donde \,, = 7((72 + ).
Asi, la solucion de la ecuacion backward en términos de series de Fourier es como sigue
> nwx
“w
p(t,x;.,.) =¢e o2°* E “MtE sen(—— 7 )
n=1

De la ultima condicién de frontera se tiene

o.¢]
pls.ais,y) = " Y e M Bysen(0) = oy — ).

n=1

Resta calcular los coeficientes FE, los cuales se obtienen resolviendo por el mismo
método la ecuacién forward, dicha solucién esta dada por

o0
S, y) = an('v'; S, Y ZE et SenT
n=1

ademads la condicién p(t,x;t,y) = 0(x — y) es equivalente a

p(t,x;t,y) = ZE e +2ysenTy—(5(a:— Y).

Para calcular los coeficientes es necesario considerar lo siguiente.

Observacién 2.1.3. La funcién Delta de Dirac cumple las siguientes propiedades:
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2.2. DENSIDADES DE LAS BARRERAS

/f 6(x — zo)dx

B { f(zo) , si a<zp<b, (2.12)

o 0,8 zo<a ¢ b< xg.

De manera inmediata se observa que

p(s,x;s,y)

en resumen se tiene que

o0

A s B
g E,e "7 52% sen —
n=1

m_ZE e)\nt+ 2ysen l y:

[ee]
. nwx
eo?”’ E eA”SEnsen(T)

n=1
6(y — )
o(—(z —y))
o(z —y),

> nm
Z Attty senTy

(ﬂﬁty)

oz —y) .

n=1

Es decir, los coeficientes F,, se pueden calcular utilizando la propiedad 2 de la observacién

2.1.3

l

l

2 (b
E, = / e Antt sten(mry)é(:v—y)dx
0

l

267>\nt+0—’“‘2y

nmy

sen(T).

Finalmente, la funcién de densidad de transicién estd dada por

o2 y x) >\n(5 t) nmx
p(t,x;s,y) = es? 7 ;e sen(—— i )sen(

con \,, definido como antes.

nmy

=), (2.13)

2.2. Densidades de las Barreras

Con lo anterior se caracteriza la funcién de densidad de sobrevivir hasta el tiempo s.
Ahora nos interesa la funcién de densidad de tocar la barrera superior e inferior, dichas
densidades se usan para valuar opciones que pagan un valor distinto de cero tan pronto

una de sus barreras es alcanzada.

Con g*(t,;5s) se denota a la funcién de densidad de probabilidad de tocar primero
la barrera superior al tiempo s antes de alcanzar la barrera inferior dado que el proceso
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empieza en (t,x) y g~ (t,z;s) denota a la funcién de densidad de probabilidad de tocar
primero la barrera inferior antes de alcanzar la barrera superior.

Dado que el proceso z (definido en la ecuacién (2.1)) puede alcanzar cualquiera de las
dos barreras o sobrevivir, se pude derivar la siguiente identidad para T > ¢

T T l
/ 9" (t,z;8)ds + / g~ (t,x;5)ds +/ p(t,z; T, y)dy =1, (2.14)
¢ t 0
luego, derivando con respecto a T', se tiene que
B l
gt ) +g (b T) =~ [ ptn Ty =1 (215)
0

Usando el resultado (2.13) para expresar la suma de las dos densidades como

L) e l—
gt(t,m;8) +g (t,z;8) = eo?(-7) Z e M nrsen(na 7 $)
n=1
+ e o2 i e_A"(S_t)nwsen(mrg). (2.16)
n=1 l

Sin embargo, de esta expresiéon no se consigue determinar lo que son las densidades
debarrera. Ahora el objetivo es derivar estas expresiones para las densidades individuales
usando un enfoque diferente [16].

2.2.1. Derivacién de g*

La densidad g*(t,z;T) debe satisfacer la ecuacién backward:

1
95 + 19 + 5075 =0, (2.17)

Note que g™ depende solamente de s — ¢, ya que p y o son constantes. Haciendo un
pequeiio cambio de variable en (2.17), 7 = s—t, 7 > 0, asi, g* (¢, 2;8) = g* (7, 2), de donde
se tiene que,

1
— g5 + gl +50°0h =0, (2.18)
sujeto a las condiciones de contorno g*(7,1) = (1), g7(0,z) = §(l — ) y g™ (7,0) = 0.
La tarea es encontrar ahora la solucién de la ecuacién (2.18) considerando la transfor-
mada de Laplace vT(x)

o0
i) = [ ey (rar, (2.19)
0
con v > 0. Sustituyendo en (2.18), se obtiene la siguiente ecuacién diferencial ordinaria,
+ TR
— oy + oy, + 50 Yoz = 0, (2.20)

sujeto a las condiciones de contorno v*(0) =0y v* (1) = L.
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Se ha logrado reducir la ecuacién (2.17), serd mas facil encontrar la solucién para
(2.20). Considere su polinomio caracteristico

1
5027"2 + pr —wv,

Las raices del polinomio estan determinadas por

—p+ N/ p? +20%0
r= 5 .
o

Como nos interesan los casos no triviales, por las observaciones hechas en la seccién
anterior, se considera el caso cuando p?+202v < 0, de esta manera las raices son complejas
y la solucién es

yH(z) = e_a%m(A senh(fx) + B cosh(0x)),

donde 0 = %\/m De las condiciones de frontera se determina el valor de A y B
como sigue

7H(0)=B=0,
ademas
~vT(l) = e o' Asenh(6l) =1,
asi,
es?!
= senh(])’

Note que 0 depende sélo de v, entonces se puede expresar de la siguiente forma,

1
0(v) = 5V p? +20%, (2.21)

o
y por tanto,

Fp) = o) senh(f(v)x)
@) senh(6(v)l)

El siguiente paso, consiste en invertir la transformada de Laplace para obtener g™, de
tal forma que

(2.22)

N 1 c+ioco N
T, L) = — e’ x; z)dz. 2.23
o) =g [ et) (223

Ahora, 7 (z; 2) es una funcién en la variable z la cual es compleja y x es un pardmetro
real, [6].

Para evaluar la integral (2.24), es necesario transformar la integral de linea en una
integral de contorno sobre un arco circular en el segundo y tercer cuadrante. Haciendo uso
del Teorema del residuo de Cauchy se consigue hallar el valor de la integral de contorno.
Para recordar éste teorema, se enuncia a continuacion.
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Teorema 2.2.1 (Teorema del Residuo de Cauchy). Si f(z) es una funcidn analitica en un
contorno cerrado C excepto en los puntos zi donde f tiene singula—ridades, entonces

$o f(2)dz = 2mi ", Residuos de f(z) en z.

Para mas detalles se recomienda ver [6].

Observacién 2.2.1. Recuerde que el residuo de una singularidad zp es igual al coefi-
ciente a_1 del desarrollo de la expansion de Laurent

o
f(z) = Z an(z = 2n)",
n=-—o0o
alrededor de la singularidad zp. La parte positiva de la suma es la expansion de Taylor,
la parte negativa involucra la potencia negativa de z — zpy da el comportamiento de la
stngularidad.

Usando la expansién de Laurent, para un polo de orden n, se tiene que

(n—1)
Res[f(2)] = —— lim 5 [(z — ;)"f(2)].

(7’L — 1)' 25z dzn1

En nuestro caso tenemos una singularidad de primer orden, entonces

Res(f(2)] = lim [(z - ) f(2)]

Z—rzj
Se puede apreciar que las singularidades de la funcién e™*~"(z;z) son generadas
cuando el denominador de v tiende a cero. Por otra parte, note que senh(z) = —isen(iz),
de lo cudl se sigue que

senh(6(2)l) = —isen(if(2)l) = 0,

esto pasa cuando
i0(2)l = nm,

es decir,
0(z) = —,
(2) =~
sustituyendo el valor de 0(z), se tiene que

1
-V MQ +20'22 = n.ly
o 3l

noindent finalmente

n?r20t 2 1(n27r202 . MQ)
z=— - == L
202[2 202 2% 2 o2
Asi, paran = 0,1, 2, ...; las singularidades z, de la funcién v (z; z) estdn dadas por
1 Kr2e? 2
= T )
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Luego, el residuo para cada singularidad z,, se obtiene como

s zZ— Z
" — 1/ TZ -2 (l LE) n
Res(zp) er?ne e senh(e(z)x)isenh(ﬁ(z))l

— o2 i e"“senh(6(z)x) S

Para calcular el limite se utiliza una herramienta muy usada en célculo, la Regla de
L "Hopital, que se menciona abajo.

Teorema 2.2.2 (Regla de L "Hopital). Suponga que

lim,_, f(x) =0 ylimg; ., g(l') =0,

suponga ademds que existe 553 Entonces eziste limg_s, %, Y

lim,_,, % y limg .

f'(z)
"(z)

Q

Es importante notar lo siguiente, en primer lugar, véase que

lim e™% = 7%,
Z— 2L

Por otro lado, se observa que

1
lim senh(0(z)x) = lim senh(—+\/ p? + 202%zx)
o

Z—Zn Z—rZn
1
= senh(— V1?4 2022,7)
o

1 1 n2n2qg2 2
= senh(\/ﬂ2+202(—2(n 7;20 —i-&))a:)

o2 o2
1 n2n2g4
= senh(\/——%—2
o l
1 [i2n2n204
= senh( 5\ —5—2
o l
mnm
= senh(T ).

Se observa que se satisfacen las condiciones de la regla de L "Hopital, asi, se puede
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calcular el siguiente limite

im —- " — lim 1
z—zn senh(0(z))l 252 cosh(&(z)l)a%(z)l

= lim

1
Z=rn cosh(@(z)l)%%\/u2 + 202zl
1

= lim !
z—=zn cosh(6(2)) /2420221
1

; l
cosh(inm) T

1 inmo?

cosh(inm) 2
2
= (—1)”0—1'1177.

l2

En consecuencia, se obtiene que

u z—z
) = lim eFesz"?) _FT A
Res(zp) Jm e"e 86nh(9(z)$)senh(0(z))l

— o2 1im e"“senh(6(z)x) S

Jm senh (01

_ d%(l—w) . TZ 17 1 - -
¢ zliglne zlgrzln senh(@(z)leigln senh(0(z))l

; 2
o%(l*x)e”"senh(gx)(71)"%2'11%

Z— Zn

Il
®

2 .
(g o ) nm
= ezl x)e”"l—gnw(—l)"zsenh(Tx)
2
o
Z—Qﬂ'sen(nﬂ' ).
Se ha encontrado finalmente, la funcién de densidad de alcanzar primero la barrera
superior, dicha funcién estd dada por

_ )z -

2 —
t(t,x;8) = 60%(17@% Z eZ"(S_t)nﬂsen(nwl l ;13) (2.24)

n=1

g
para z € [0,1].

2.2.2. Derivaciéon de g~

Se deriva de manera similar la funcién de densidad de alcanzar primero la barrera
inferior. La transformada de Laplace v~ también debe satisfacer la ecuacién (3.19) pero
ahora sujeto a las condiciones de frontera v~ (0) =1y 7~ (I) = 0. Resolviendo la ecuacién
bajo estas condiciones se obtiene que,

o —ugsenh(0(v)(l —x))
7@ =€ senh(6(v)l)

(2.25)
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Observe que v~ (x) = 6_20%367*(1 — x), asi se obtiene inmediatamente que

2 O
g (t,z;s) = e_a%x% Z eZ"(S*t)kﬂsen(nﬂ%). (2.26)
n=1

para z € [0,1].
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Capitulo 3
Formulas de Valuacion

Las expresiones derivadas para la funcién de densidad de p y las densidades de barrera
g" vy g~ sirven para calcular precios de una gran variedad de tipos de opciones barreras
dobles.

Para los dos casos que se analizan en el presente trabajo, asumiremos lo siguiente:
= S(t) es el tipo de cambio del dia de hoy.

= rg4 representa el interés domestico.

= 77 representa el interés extranjero.

= U denota la barrera superior.

» [ denota la barrera inferior.

= T denota la fecha de madurez para todas las opciones.

= K el precio del ejercicio.

» L<S(t)<U.

Si dividimos entre L la dltima desigualdad y tomamos logaritmos, obte-nemos para

s >1 que
S
z(s) = ln(ﬂ), (3.1)
L
donde z es precisamente el proceso que se define en (3.1), ademds z = 2(t) = In(*=) y

l= ln(%) El término p del proceso z es igual a

p=17q—Tf— %02. (3.2)

Recordemos que el titular de una opcién call no esta obligado a ejercerla. Luego, si al

tiempo T el precio S(T) es menor que K, el titular de la opcién obviamente no la ejercera,
ademas la opcion expira y el contrato se vuelve improductivo.

Por otro lado, si el precio S(T') excede a K, vale la pena ejercer el call, es decir, se

paga la opcién al precio K, luego lo vendemos al precio S(T") obteniendo una ganancia

neta de S(T') — K. En resumen, el comprador de una opcién call tiene derecho a un pago

de
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CAPITULO 3. FORMULAS DE VALUACION
3.1. REBAJA AL ALCANCE

S(T), si S(T) > K,
0, si S(T) < K.

méx(S(T) — K, 0) = {

3.1. Rebaja al Alcance

En las opciones knock-out, frecuentemente se usa un plan de pago para ofrecer un
reembolso tan pronto la opcién alcance una de las barreras. Supéngase que se alcanza
primero la barrera superior, y considere a

s ¢t la fecha de celebracion del contrato.
= T fecha de vencimiento del contrato.
= s la fecha de alcance de la barrera superior.

= Ky el monto que se recibe en el momento que se alcanza la barrera superior.

Nétese que T' >t y T > s, luego [t, s] es el intervalo de tiempo desde la celebracién
del contrato hasta alcanzar la barrera superior, ademas la tasa de interés doméstico ests
dada por e "(5=Y)  ya que depente de s — t.

Sea Vrapgu el valor de dicha opcién y calcule dicho valor como sigue

T
Vranu = KyP[s < Te*”(sft)] = KU/ e*”(s*t)gJ“(t,a:; s)ds. (3.3)
t

Calculando el valor de dicha integral obtenemos

T
VeRanu = KU/ e "D gt (¢ 2 5)ds
t

T ) 2 ] —
= KU/t efrd(sft)eﬁ(lfx)%Ze*)"“(‘g*t)kwsen(kw lx)ds
k=1

= Kyeo2U—%) ah L=z [T —ra(s—t) g=Ar(s—t)

= Kye- Z Z kﬂsen(k‘WT) e e ds
k=1 t

— Kyes2U= 5 L—a (" —(r+Ak)(s—t)

= Kye- il Z kﬂsen(lmT) e ds.
k=1 t

No se tomara en cuenta el interés extranjero, asi se tiene que rqg = pu + %O’Q v A =

2 2.2 ,2
§E + o),
Luego,
1, 1,42 k*r20?
ratA = ptgo +§(—U2 g ),

1,202 2 2252
= (T T
2" o2 o2 12

(3.4)

Definase a,

W= p?+ 207,
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CAPITULO 3. FORMULAS DE VALUACION
3.2. DOBLE KNOCK-OUT EN SU VERSION CALL

asi,
1 W?  kr2o?
2zt )

Ahora sea ¢’ ? la densidad de barrera con media

X, =

o T
Veany = Kye'#* (lz)/ gt (t,x;8)ds
t

h(4)
- K o (l z) Sen )
ve ( senh )
=\ (T—t) l—x
7 Z krsen(km i ). (3.5)

De manera similar, encontramos el valor de la opcién si se toca primero la barrera
inferior, el cual denotaremos como K7, tal que

T senh (£ (l —x))

% = Kre o2
RAHU L ( senh(E) )
2 00\ (T—1)
- (;—2 Z %kﬂ'.ﬁen(lﬂﬂ'%). (3.6)
k=1 k

3.2. Doble knock-out en su Version Call

Considere que se tiene un call doble knock-out con un pago igual al max{S(T") — K, 0},
siempre y cuando el precio de S no alcance ninguna de las barreras durante el tiempo de
vida de la opcién [t, T]. El valor de ésta opcién al tiempo ¢, dado por

l
Vbroo(t) = e~"aT-n / max{Le¥ — K, 0}p(t, z: T, y)dy, (3.7)
0

) =
para LeV > K &y > ln(%) d.
Asumimos que, 0 < d < [, pues el otro caso es trivial. Antes de evaluar la opcién
recuerde que:

Observacién 3.2.1.

" ay asen(by) — beos(by)
/e Ysen(by)dy = po— (3.8)
De de la observacién, se tiene que
l
Vowoe(t) = ¢ a0 [ (LeV — K)p(t, i T )dy
d
!
e~ TA(T-t) [/ LeYp(t,x; T, y)dy
d
l
- | Kot (39)
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CAPITULO 3. FORMULAS DE VALUACION
3.2. DOBLE KNOCK-OUT EN SU VERSION CALL

Sea

Finalmente, el valor de una opcién doble knock-out en su versién call estd dado por

Vokoo = e T IILQ(1,1) = Q(1,d)) — K(Q(0,1) — Q(0,d))]. (3.10)

La férmula de arriba también sirve para opciones que dan un pago que depende de ST

El pago de una opcién call se tiene cuando o = 1. Sin embargo, un contrato llamado

"bull/bear” tiene un pago de maz{0, STS_K } = max{0,1 — KS;'} que puede ser valuado
T

con nuestro trabajo en a = —1.
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Conclusiones

De forma muy general, la matemadtica financiera estudia el valor del dinero en el
tiempo, al combinar elementos fundamentales (capital, tasa y tiempo) para conseguir
un rendimiento o interés, al brindarle herramientas y métodos que permitan tomar la
decisién mas correcta a la hora de una inversién. El auge de ésta rama, data del ano
1973 con el trabajo de Black y Sholes [2] y por otra parte Merton [12]para la valuacién
de opciones. Mds tarde otras aportaciones llegaron; Cox y Rubinstein [5], Ritchken [4],
Chance [15], por mencionar algunos.

En trabajos recientes, el objeto de estudio son las opciones barreras dobles debido
a que su costo es menor que las opciones estdndar y ofrecen una proteccién similar.
Kunitomo e Ikeda [11] y por otro lado Geman y Yor [16], analizaron opciones doble knock
- out en su versién call y put usando métodos diferentes, sin embargo, en ambos casos se
recurre a métodos de inverién numérica.

En este trabajo de tesis se han presentado férmulas de valuacién para opciones
barreras dobles knock-out en su versiéon call que ofrecen un reembolso tan pronto la
opcidn alcanza una de las barreras y para aquellas que no alcanzan ninguna de las barreras
durante su tiempo de vida. Derivamos dichas expresiones, invirtiendo analiticamente
la transformada de Laplace mediante la integraciéon de contorno. Con las expresiones
analiticas obtenidas, se calculan los valores para las opciones barreras dobles eliminando
la necesidad de recurrir a métodos de inversién numérica.

Para trabajos posteriores, se pretende:

1. Encontrar férmulas de valuacién para opciones barreras dobles mediante expresiones
analiticas cerradas.

2. Realizar la implementaciéon numérica para comparar la eficiencia de los resultados
obtenidos.
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