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Introduccion

En el contexto de mercados financieros, las opciones son cada vez mas usadas en
transacciones financieras por instituciones a nivel mundial. Dichos contratos forman parte
de los derivados, los cuales son instrumentos financieros cuyo valor se deriva del valor de
otro instrumento, llamado activo subyacente. En el caso de una opcion de alguna accion,
ésta funge como derivado que depende del precio de dicha acciéon en el mercado.

Existen diversos tipos de contratos de opciones que otorgan a su poseedor derechos de
compra o venta. En particular, el presente trabajo se enfoca en las opciones europeas, las
cuales sélo pueden ser ejercidas por el titular en la fecha de vencimiento y se clasifican en
opciones de compra (call) y venta (put).

Una opcién europea de tipo call le da al titular el derecho a comprar una determina-
da accién en la fecha de vencimiento a un precio establecido. Mientras que una opcion
financiera de tipo put le da el derecho al titular de vender una determinada accién en la
fecha de vencimiento al precio convenido [5].

El problema de la valuacién de opciones se genera a partir de la necesidad de conocer
el precio de una opcién financiera de acuerdo a una tasa de interés y a la volatilidad en el
precio de la accién subyacente. Dicho problema, puede ser abordado mediante ecuaciones
en derivadas parciales, asi como desde un punto de vista probabilistico calculando una
esperanza condicional de una funcién continua aplicada a procesos estocasticos. Siendo
éste ultimo, el enfoque utilizado para desarrollar la solucion al problema de la valuacion
de opciones financieras dada por Black, Scholes y Merton en la ecuacién de Black-Scholes,
a través de un cambio de medida de probabilidad, manteniendo como objetivo principal
de ésta tesis utilizar el Teorema de Girsanov, considerando las opciones europeas tipo call
y put que toman precios de acciones como activos subyacentes.

Dentro del marco tedrico, consideramos la teoria de probabilidad, procesos estocasti-
cos, proceso de Wiener, formula de [t0, ecuaciones diferenciales estocasticas, cambio de
medida, teorema de Girsanov, movimiento Browniano geométrico y la ecuacion de Black-
Scholes, conceptos necesarios para la valuacion de opciones europeas de tipo call y put.
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En el Capitulo 1 se presentan los conceptos preliminares necesarios de la teoria de
la probabilidad, procesos estocasticos, proceso de Wiener, integral de [t0 y ecuaciones
diferenciales estocasticas.

En el Capitulo 2 se presenta el tema de cambio de medida, asi como propiedades de
éste, y el uso de la férmula de 1t6 para la demostracién del teorema de Girsanov.

En el Capitulo 3 se presentan los conceptos financieros requeridos para el anélisis del
modelo de donde se deriva la ecuacién de Black-Scholes.

En el Capitulo 4 se presentan aplicaciones de la férmula de Black-Scholes sobre dos
acciones en particular, las acciones de Amazon.com, Inc. y de eBay Inc.

Finalmente, se presentan las conclusiones del trabajo.
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Capitulo 1

Conceptos Preliminares

1.1. Procesos Estocasticos

En esta seccién enunciaremos los conocimientos basicos de procesos estocasticos re-
queridos para la comprension de los conceptos posteriores.

Consideremos al espacio de probabilidad (€2, F, P) donde ) es el espacio muestral
que contiene a todos los posibles resultados de algin experimento aleatorio, F es una
o-algebra de subconjuntos de 2, cuyos elementos son denominados eventos o conjuntos
medibles, y que cumple:

1. Qe F.

2. Si A € F entonces A€ € F.

3. Si Ay, Ay, .-+ € F entonces |J A, € F.

n=1

La siguiente componente; P, es una medida de probabilidad definida en F, y es tal
que P : F — [0, 1] satisface:

1. P(Q) = 1.

2. P(A) > 0, para cualquier A € F.
3. Si Ay, Ag,--- € F, tal que A, N A,, = 0 para n # m, entonces P(|J 4,) =
n=1

g P(A,).

Definicién 1.1. Un proceso estocdstico {X; : t € T} es una coleccién de variables
aleatorias definidas en un espacio de probabilidad con parametros en un conjunto de
indices T', donde las variables toman valores en un conjunto S llamado espacio de estados.
El espacio parametral 7' cominmente puede tomarse como el conjunto continuo T =
[0, 00). Se dice entonces que el proceso es a tiempo continuo y se denota por {X; : t > 0}.

Definicién 1.2. Una filtracion a tiempo continuo, es una colecciéon no numerable de
sub o-dlgebras {F; }i>o tal que Fy C F; cuando 0 < s < t. La filtracion candnica de un
proceso a tiempo continuo {X; : ¢ > 0} es la coleccién de o-dlgebras {F;}+>o dadas por
Fi = 0{X;: 0 <s <t}, es decir, {F;} es la minima o-algebra que hace medibles a cada
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2 Conceptos Preliminares

una de las variables X, para s en [0,¢]. Se dice que un proceso estocéstico {X; : ¢t > 0}
definido en un espacio de probabilidad (2, F, P) es adaptado a una fitracion {F;};>o si
para cada t > 0 la funcién X; : 2 — R satisface:

X' ((—o0,2])) € F;, Vz €R.

Podemos pensar en una filtraciéon como la informacién disponible del proceso, por lo
que F; representa la informacién disponible hasta el instante ¢, lo cual quiere decir que si
el proceso {X; : t > 0} es adaptado a la filtracién, su valor al tiempo ¢ depende solamente
de la informacon a ese instante.

Definicién 1.3. Un proceso a tiempo continuo {X; : t > 0} es una martingala respecto
a una filtracion {F;}i>o si:

a) {X:} es integrable V¢t > 0.
b) {X;:t > 0} es adaptado a la filtracién.
c) Para 0 < s <t E[X; | Fs| = X,. cs.

Observacion 1.4. Cuando E(X; | F;) < X, se dice que el proceso es una supermartin-
gala, y si E[X; | F] > X, entonces es una submartingala.

Notacién 1.5. Usaremos indistintamente E[X;|F;] y E,[X;] para referirnos a la esperanza
del proceso X; condicionado a la fitracion Fj.

Proposicién 1.6. Sea {X;, : 0 <t; < T} un proceso estocastico tal que
Xy, = By [Xi,] para 0<t; <ty <T.
Si F[X7| < oo entonces el proceso { Xy, : 0 <t; < T} es una martingala.

Demostracion. Usando propiedades de esperanzas iteradas, con 0 <t; <ty < --- <t <
t, obtenemos:

Xi, = By, [Xy,] = By [Ew[ X)) = -
= By, (B[ By [X4]]] = E[X).

Entonces, X = Es[X{| = E[X; | Fs] y por lo tanto, el proceso {X;} es una martingala.
0

1.2. Movimiento Browniano

1.2.1. Resena Histdrica

En 1827, Robert Brown escribié un manuscrito acerca de las particulas contenidas en
el polen de plantas y sobre la existencia general de moléculas activas en cuerpos organicos
e inorganicos. La planta de la cual tomé granos de polen fue Clarkia Pulchella y mientras
examinaba la forma de estas particulas sumergidas en agua, observé que muchas de éstas
estaban evidentemente en movimiento. Este movimiento consistia no sélo de un cambio
de lugar en fluido, manifestado por alteraciones en sus posiciones relativas, sino de repe-
titivos cambios de forma en la particula misma. Extendié sus observaciones a numerosas
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especies de plantas y tejido animal, tanto vivos como muertos, asi como a varios productos
de cuerpos organicos y sustancias minerales y todos manifestaron movimientos similares
a aquellos ya descritos. Compartié su investigacion con varios de sus colegas y realizd
experimentos subsecuentes para el movimiento sin darle a éste una explicacién [2].

En 1900, el matemaético francés Louis Bachelier complet6 su tesis doctoral, usando el
movimiento Browniano en un modelo para la variacién de precios de bienes y rendimientos
de acciones. Las ecuaciones que Bachelier obtuvo de este modelo corresponden a las del
fenémeno fisico que conocemos como movimiento Browniano a pesar de que no habia
una teoria matematica formalizada de éste. Sin embargo, a Bachelier se le acredita ser el
primero en usar el movimiento Browniano en finanzas, siendo precursor de las finanzas
cuantitativas modernas [I].

Fue hasta 1926 cuando Albert Einstein realizé una publicacién en la cual propuso una
teoria sobre el movimiento Browniano. En ésta, muestra que el movimiento observable
de los cuerpos suspendidos en una soluciéon vistos a través de un microscopio, se debe
al comportamiento molecular del calor, provocando que las moléculas choquen unas con
otras, generando dicho movimiento [4].

La teoria matematica del movimiento Browniano como un proceso estocastico fue
formalizada por Norbert Wiener en una publicacién péstuma en 1966, en la que relaciona
el fenémeno fisico con la teoria, definiendo las condiciones y propiedades de las trayectorias
de particulas, aportando una herramienta con numerosas aplicaciones en distintas ciencias.
Es por esta razén que al movimiento Browniano tambien se le conoce como proceso de
Wiener [9].

1.2.2. Proceso de Wiener

Un movimiento aleatorio con trayectorias continuas y desplazamientos independientes
en intervalos de tiempo disjuntos, puede ser descrito mediante la estructura matematica
de un proceso estocéstico a tiempo continuo {B; : t > 0}, donde la variable B, representa
la posicién de la particula al tiempo t.

Definicién 1.7. Sea un espacio de probabilidad (€2, F, P). Un movimiento Browniano o
proceso de Wiener unidimensional de pardmetro o2 es un proceso estocastico {B; : t > 0}
con valores en R tal que

1. P(By=0) = 1.

2. La variable incremento B, — By, para cualquier 0 < s < ¢, tiene distribuciéon
N(0,0%(t — s)), i.e.,

—z2

Pla<B;—B; <b) = e2’t-s1dx, a,beR.

3. El proceso tiene incrementos independientes, es decir, para cualesquiera 0 < t; <
to < .-+ < t, los incrementos B, — By, ,, B, , — B, ,,-.., By, — By,, By, son
variables aleatorias independientes.

4. Las trayectorias t — B; son continuas c.s.

Observacién 1.8. Se dice que un movimiento Browniano es estdandar cuando 0? = 1. A
través del cambio de variable 7 = ¢, un movimiento Browniano no estdndar puede con-
vertirse en uno estandar. De aqui en adelante, trabajaremos con movimentos Brownianos
estandar.
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1.2.3. Propiedades

Proposicién 1.9. Para cualquier t > 0, B; estd normalmente distribuido con media 0 y
varianza t. Para cualquier s,t > 0, E'[BsB;] = min{s, t}.

Demostracion. Por la condicion (1) de la Definicién tenemos que
Bt—BOZBt—O:Bt

y por la condicién (2):

Pla<B;,— By < \/ﬁ/e%day

por lo que By tiene distribucién normal con media 0 y varianza t.
Para mostrar que E[B;B;] = min{s,t}, asumimos que s < t. Asi, por (2) y (3) de la
Definicién [1.7),

E[B.B)) = E BB, — B + B]
= E [B,(B, - B,) + B]
= E[B,| E[B, — B + E [B}]
=040+ s = s = min{s, t}.

]

Proposicion 1.10. Sea ty > 0 fijo, el proceso estocastico Bt = B4y, — By, es también

un movimiento Browniano.

0

Demostracion. El proceso estocastico B; cumple la condicién (1) y (4) de un movimiento
Browniano. Ahora, para cualesquiera s < t,

Bt - Bs - Bt+t0 - Bs+t0- (11)

Como B; es movimiento Browniano, cumple (2) de la Definicién u 1.7, entonces B, — B, se
distribuye normalmente con media 0 y varianza (t — ty) — (s + ty) =t — s, por lo que B,
también satisface la condicién (2).

Para verificar que B; cumple (3), asumimos que to > 0. Asi, para cualquier 0 < t; < --- <
tn, tenemos que 0 <ty <t +tg < -+ < t, + tp.

Entonces, como B, cumple (3), By, 41, — Bi,_ 41, K = 1,...,n son variables indepen-
dientes. Asi, por la ecuacion , las variables aleatorias Btk — Btkfl, k=1,...,n son
independientes, por lo que B, satisface la condicién (3) de un movimiento Browniano. [

Teorema 1.11 (Caracterizaciéon de Paul Lévy). Un proceso estocéstico {X; : ¢ > 0} es
un movimiento Browniano si y sélo si, tanto {X; : ¢ > 0} como {X? — ¢ : ¢ > 0} son
martingalas.

Demostracion. Sea {X; : t > 0} un movimiento Browniano, adaptado a la filtracién

{J—-;f}tZOa

Xt:Xt_Xs+Xs
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EIXi|Fi] = E[X: — X, + X,|F]
= E[X; — X,|F] + E[X,|FJ]
=0+ X,
= X,

por lo tanto, el movimiento Browniano {X; : ¢ > 0} es una martingala.
Ahora,

E[X? —t|F,] = E[(X, — X, + X,)* — t| F]

Xi — X, + X,)?|F] — Elt|F]

X, — X)? +2X,(X; — X,) + X2 F] —t

X, — X,)?|F) + E2X (X, — X,)|F] + B[X2|F] —t

por lo tanto, {X? —t : ¢ > 0} es una martingala.

1.3. Integral de Ito

Fijemos un movimiento Browniano {B; : 0 < t < T'} y una filtracién {F; }o<i<r que
satisfaga las siguientes condiciones:

(a) Para cada t, B; es Fi-medible.

(b) Para cualquier s < t, la variable aleatoria B; — By es independiente de la o-algebra
Fs.

Por notacién, usaremos L?,([0,T] x ) para denotar el espacio de todos los procesos
estocasticos { Xy, 0 <t < T}, que satisfacen las siguientes condiciones:

(1) X; es adaptado a la filtracién {F;}o<i<r.

fO |Xt dt<OO

Definicién 1.12. Supongamos que {X;,0 < ¢ < T'} es un proceso estocastico escalonado

dado por
X = Z gifll[tiﬂ,ti)(t)
i=1

en donde &y es F;,_, medible, 1, , ;,y(t) denota a la funcién indicadora en el intervalo
[ti1,t:) y E(£% ) < co. En este caso, definimos:

Xt) = Zgi—l(Bti - Btifl)‘ (12)

Lema 1.13. Sea I(X;) definida como en la ecuacién Entonces E[I(X;)] =0y

B(I(X)P) = / B(X,P)dt. (1.3)



6 Conceptos Preliminares

Demostracion. Para cada 1 <1 <n de la ecuacion [1.2, obtenemos:

E{& (B, = B )} = E{EIG (B, — Bi) | Fo )}
= E{fi_lE[(Bt ) | ‘Eifl]}
— B{&_1E(B,, — Btl D}
= 0.

Por lo tanto, E[I(X;)] = 0. Ahora, tenemos que

Zsz 1651(By, = By, ) (By, — By, ).

4,7=1

Notemos que para i # j, digamos i < 7,

E{&i-1&-1(By, = By,_,)(By, — By, )}
= E{E[fiflfjfl(Bti - Bti—l)(Bt]’ B Btjﬂ) ’ Ejfl]}
= E{gi—lfj—l(Bti - Btifl)E[(Btj - Btj—l) | ‘/—_;53‘71]} (1.4)
=0.

porque E[(By, — By,_,) | Ft,_,] = E(By, — By,_,) = 0, como en la ecuacién anterior. Por
otro lado, para i = j tenemos:

E{¢ (B, — By, ,)*}
= E{E[& (B, — By, ,)*Fi, ]
= E{§3—1E[<Bti - Bti—l)]}
= BE{& (ti —tin)}
= (t: = ti) E(&)).
De y :

E(I(X)[*) = Z &i-1§5-1( ) (B, — By, )

3,j=1

n

= Z(tl —ti)B(E )

:/0 2 Z(gi—lgj—ll[tiﬂ,t)< )1[1&] 1t)(t))]

Li,j=1

E |Z§i—11[ti—1,ti)(t)|2] dt

E[| X,|?)dt
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Lema 1.14. Suponga que X; € L2,(]0, 7] x ). Entonces existe una sucesiéon { X;(n);n >
1} de procesos estocdsticos escalonados en L2,([0,T] x ) tal que

lim TE{|Xt — Xy(n)]*}dt = 0. (1.6)

n—o0 0

Demostracion. La demostracion de éste lema puede encontrarse en [6], p.p. 45-47.
O

Usamos el Lema [1.14] para obtener la sucesién {X;(n);n > 1} de procesos estocdsticos
escalonados adaptados. Por la Definicién I(X(n)) esta definida para cada n, y por

el Lema [1.13] tenemos,
E(|I(Xi(n)) = I(Xy(m))[*) = /0 E(|X(n) — Xi(m)|*)dt — 0

cuando n,m — oo.

Por lo que la sucesién {I(X;(n))} es una sucesién de Cauchy en L?(Q) [6] p.47. Defi-
nimos

I(X;) == lim I(X;(n)), en L*(Q). (1.7)

n—oo

Definicién 1.15. El limite definido en la ecuacién (|1.7)) es llamado la Integral de It6
de X y esta denotada por

(X)) = /0 ' X5, (1.8)

1.4. Ecuaciones Diferenciales Estocasticas

En lo siguiente, asumiremos a (2, F, P) como espacio de probabilidad y a {B; : t > 0}
movimiento Browniano unidimensional adaptado a la filtracion {F; }>o.

Definicién 1.16. Sean p(t,z) y o(t,x) dos funciones de [0,7] x R en R. Una ecuacién
diferencial estocéstica es una ecuacion de la forma

dXt = ,u(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt,
en donde pu(t, X;) se le llama tendencia y a o(t, X;) volatilidad, definidas para valores
de ¢t en el intervalo [0, 7], y con condicién inicial la variable aleatoria X que se supone

Fo-medible e independiente del movimiento Browniano. La ecuacion anterior se interpreta
como la ecuacion integral

t t
X = Xo+ / w(s, Xs)ds +/ o (s, Xs)dBs
0 0

en donde la primera es una integral de Riemann, mientras que la segunda es una integral
estocdstica de 1t6. Al proceso {X; : 0 <t < T} se le llama proceso de Ito.
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Ejemplo: Movimiento Browniano con tendencia

En una ecuacién diferencial estocastica, cuando i y o son constantes en el tiempo, el
proceso {X; : 0 <t < T} se considera un movimiento Browniano con tendencia:

dXs = pds + 0dBs,

Xt—on/dX /pds+/ast,

Xt X() + /,Lt +o0 (Bt B
La palabra “tendencia” significa que el cambio esperado de X incrementa con el tiem-
po:
E[X; — Xo]| = pt + E[o(B; — By)] = pt.
Como la distribucién de B; — By es normal con media 0 y varianza t, podemos ver que
X, — Xo ~ N(ut,c*t).

Si reemplazamos 0 con un tiempo arbitrario s, s < t, concluimos que, condicionado a
Fs, la variable aleatoria X; — X tiene distribucién normal con media u(t — s) y varianza

a*(t — s).
1.4.1. Formula de Ito

La féormula de It6 es una herramienta de gran utilidad para agilizar y simplificar los
calculos de las integrales estocasticas.

Teorema 1.17 (Férmula de 1t6). Sea f(z) una funcién diferenciable, {X; : 0 <t < T}
un proceso de Ito. Si dX; = p,dt + o,dB; entonces

f(Xy) = f(Xo) + /f dX+/f” Yo2ds.

Esta férmula es una version estocastica de la regla de la cadena del calculo diferencial
usual, y es comun escribirla en su forma diferencial

df (X;) = f(X)dX; + % f"(X,)ozdt,

la cual debe entenderse en el sentido de su forma integral dada por la expresion previa.
El célculo usual df (X;) = f'(X:)dX; se usa cuando f es lineal en {X;: 0 <t <T} o
cuando el proceso {X; : 0 <t < T} es localmente no estocéstica, o, = 0, [3].
Es equivalente usar la siguiente expresién, en donde podemos reemplazar o?dt por la
varianza condicional de dX;:

df (X;) = f/(Xy)dX; + % f(X)Var(dX,). (1.9)

Demostracion. (Teorema[l.17) Usemos la expansién de Taylor de segundo orden para la
funcién f(X) alrededor de X,

G0 = J (X)X, + o (X)X
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Recordemos que Xy, iy y oy son conocidos en el tiempo t y que dB; ~ N(0,dt), con lo que
Et[dBt] - O7 Et[<dBt)2] - dt, Et[(dBt)B] = O, Et[<dBt)4] == 3(dt)2

Obtenemos la esperanza de (dX;)?,

E(dX,)?] = E[(udt + 0,dBy)?]
= Fy[(udt)? + 2udto,dB, + (0,dB,)?]
= (pdt)? + 2u0,E,|d By + o} Ei[(dBy)?]
= (pdt)? + o7 dt,

y aplicandola para calcular la varianza tenemos:

Var,((dX,)?) = B[(dX,)"] — (E(dX:)?)?

Ey(pdt + 0,dBy)*

E[(pedt)* 4 4(pdt)* (01d By) + 6(puedt)? (o d By )?

+ 4(pedt) (00dBy)? + (0,dBy)?

= (pdt)* + 4(udt)3o,E,[dBy] + 6(udt)?o? E,[(dB;)?]

+ 4(udt)o} B [(dBy)°] + o} Ey[(dBy)]*

= (pdt)* + 6(uoy)?(dt)® + 3o (dt)* — ((udt)? + oldt)>.

El tnico término de orden dt es o?dt. Entonces podemos escribir
(dX;)? = oldt = Var,(dX;)
y sustituyendo en la expansion de Taylor obtenemos
A (X) = F(X)dX,+ 3 (K)ot
= PN+ 3 f(X)Var (X)), (1.10)

la cual es la férmula de It0.

1.4.2. Formula de It6 Multivariada

Si f es una funcién de m procesos de Itd6 X(1), Xy(2),..., Xi(m) generados por m
movimientos Brownianos:

dX,(1) = e (1)dt + oy (1)dB,(1),

dX,(2) = e (2)dt + o,(2)dB,(2),

dXi(m) = p(m)dt + or(m)dBy(m).

Entonces la férmula de Ito se vuelve
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df (Xy) = ; 8)?{(@)dXt(i) + %i:;jﬂ WCOW(CD{}(Z’), dX:(5)),

donde

Covy(dXy(i),dX:(j)) = o1(i)o:(5)ps (i, j)dt

con py(1,7) la correlacién entre dBy(i) y dBy(j).
Cuando el tiempo aparece como una de las variables determinando el valor de f:

df (t, X,) = dt + Emj

0X.

Z %COW(&XQ() dX¢(j)). (1.11)

Demostracion. Con la expansion de Taylor de segundo orden en forma matricial para la
funcién de multiples variables f(X;(1), ..., X;(m)):

dX(1)
0 0
At of
a(X,(1)2  9X,(1)dX,(m) dX,(1)
of o aXom) |
09Xy (m)0X,(1) I(Xi(m))?
of of | dX,(1)
df(Xt) == aX—(l)dXt(l) + e+ aX (m)d t(m) + 5 [X] ’
' ' dX:(m)
en donde el vector [X] es igual a:
o*f 0*f
[B(Xt(l))2dXt(1) I 8Xt(m)c9Xt(l)dXt(m>
0*f o f
. 6Xt(1)(3Xt(m)dXt(1) NN 8(Xt(m))2dXt(m)]7
por lo tanto, obtenemos:
)= g Z TG )



Capitulo 2

Teorema de Girsanov

En finanzas es posible trabajar con dos medidas de probabilidad, la objetiva y la de
riesgo neutral. Las probabilidades objetivas determinan que tan probable es un estado
particular del mercado antes de que ocurra, mientras que las probabilidades de riesgo
neutral, relacionadas a los precios del estado, se refieren a qué tan costoso es comprar
bienes antes de ese estado particular. La razén de dos medidas de probabilidad

Probabilidad de riesgo neutral
Probabilidad objetiva

es llamada cambio de medida.
En éste capitulo se presenta el desarrollo tedrico para el cambio de medida, motivado
en la referencia [3].

Lema 2.1. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad con la filtracién {F;}o<;<7 tal que
Fr = F. Sea Xy > 0 tal que E(Xr) = 1y X; == E(Xr|F),0 <t < T. Entonces si
definimos a la probabilidad de riesgo neutral como Q(A) := E(1,Xr),YVA € F e Y una
variable aleatoria Fi-medible tal que E9(|Y|) < oo entonces, para todo s < t,

1
EC(Y|F) = 57 B(YXi| ).

s

Demostracion. Sea A € F, entonces,
EQ(1,4Y) = E(1.Y Xp) = E(1,E(Y X,| F,))
1
= EQ(lAYE(YXA]-"S)).

S

2.1. Cambio de Medida Condicional en un Paso

Definicién 2.2. Denotemos a la densidad condicional de riesgo neutral en un paso al
tiempo ¢ por
Qi+t

y a la densidad condicional objetivo en un paso al tiempo ¢ por
DPi1]e-

11
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Entonces definimos el cambio de medida condicional en un paso como la razoén de las
probabilidades de riesgo neutral y objetivo,

2.2. Cambio de Medida Incondicional

Las densidades incondicionales prjg y grjo cumplen:
Prio = P1jo - Pr—1T—-2PT|T-15

qrio = q1jo - - - 4r-17-297|T~1"
Definicién 2.3. El cambio de medida incondicional se define como:

_qrjo _ q9rir—19r-1Tr-2°°"qio
= = = Mrir—1Mr—-17-2 " Mijo-
Prio  Prir-1Pr-1T-2 """ P1|0

mr

y usualmente también lo escribimos de la forma

)
P’

mr =

el cual es la derivada Radon-Nikodym de la medida @ con respecto a la medida P, [§]
p-p. 382-383.

2.3. Proceso de Densidad del Cambio de Medida

Definimos el proceso de densidad del cambio de medida, el cual nos da el cambio de
medida desde el tiempo 0 al tiempo ¢, como:

Mt = m1|0 cee mt|t,1.

Si queremos evaluar el cambio de medida entre los tiempos s < t podemos tomar M,
y quitar las probabilidades del intervalo de tiempo [0, s] dividiendo entre Mj,

M,
M,’

Mtls = Ms41|s - Myjt—1 =

cuando M # 0.
Asi, podemos escribir a la esperanza bajo la medida () como una esperanza bajo la

medida P:

qt|s

Pi)s

EClY] = E, {

S

Y] = E,[My,Y],

para todo s < t y cualquier variable aleatoria Y conocida al tiempo t. En particular, si
Y =1 entonces

Es [Mt‘s} - 1
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2.4. Teorema de Girsanov

La idea central de el Teorema de Girsanov es la transformacion de medidas de pro-
babilidad, descritas en la seccién anterior, para asegurar que un movimiento Browniano
bajo la medida () sea una martingala y ademas mostrar que el mismo cambio de medida
no afecta la volatilidad.

Proposicién 2.4. Sea {B; : 0 < ¢t < T’} movimiento Browniano y {F;}cjo,r) una
filtracién. Suponga que la variable aleatoria X es conocida al tiempo T’y que F[X?] < oc.
Entonces existe un proceso {¢; : 0 <t < T'} adaptado a la filtracion {F; }.ejo.r) tal que

T
X = B[X] +/ 0,dB,.
0

La Proposicién anterior puede encontrarse en [3], p.p. 220.

Proposicién 2.5. Sea {X; : 0 <t < T} proceso adaptado a la filtracion {F;}iepo77-
Suponga que el proceso de densidad M; := myg - - - my—1 es estrictamente positivo para
todo t. Entonces {X; : 0 < ¢t < T} es una martingala bajo la medida @ si y sélo si
{M;X; :0 <t <T} es una martingala bajo la medida P.

Demostracion. Como el proceso {X; : 0 < ¢ < T} es adaptado a la filtracién {F; }ejo.11,
la variable aleatoria X; debe ser conocida al tiempo ¢, entonces

M,
M,

EC[Xy] = E[My: Xy] = E, { Xt}

y como M, es conocida al tiempo s entonces obtenemos
M,E®[X,| = EJM,X,), paratodo s <.

Si {X;:0<t<T} es una martingala bajo Q entonces E?[X;] = X, lo que implica
que
M,E®[X,| = EJM,X,] = M,X,, paratodo s <t.

Por lo tanto, {M;X; : 0 <t < T} es una martigala bajo P.

Ahora supongamos que {M;X; : 0 < t < T} es una martigala bajo P, entonces
E M, X;] = M,X, con lo que M,E?[X;] = M,X,, y como M, > 0 tenemos que:

EY[X,) = X,, paratodo s<t,

asi, {X;:0 <t <T} es una martingala bajo Q.
O]

Proposicién 2.6. Supongamos que el proceso de It6 {X; : 0 < t < T} sigue un
movimiento Browniano geométrico

dX.
7; = /ubtdt + O'tdBt

con coeficientes determinados p; y oy. Entonces el proceso {In X; : 0 < ¢ < T} sigue un
movimiento Browniano con tendencia y volatilidad determinadas

1
dlnXt = <,ut — 50'?) dt + O'tdBt.
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Demostracion. Tenemos que f(X;) = In X;, usaremos la ecuacién (|1.9) del Teorema m,
por lo que calculamos

f/(Xt) - 1/Xt7
f'(X:) = —1/X2,
asi, la formula de Ito es

dXt 1 VaTt(dXt)
X, 2 x2

dln X, =

donde Var,(dX;) es la varianza condicional a la filtraciéon F; : 0 <t < T'} al tiempo t.
Calculemos la varianza condicional Var;(dX;) tomando:
dX; = pXidt + 0 Xy dBy.

Usando propiedades de varianza, consideramos a puX;dt y a 0. X; como constantes por ser
conocidas al tiempo t, tenemos que

Vary(dXy) = Var (uXdt + o XdBy)
=Var (o X,dBy)
= (0X,)? Vart(dBt)
= (0X,)%d

De esta forma, sustituyendo en la férmula de 1t6, obtenemos

1
dlnXt = (,ut — 50'?) dt + O'tdBt.

Teorema 2.7 (Teorema de Girsanov). Sea el proceso de [t BtQ tal que:

aB® =" "q 1+ aB,
g

1. El tnico cambio de medida My = d@/dP que hace a BtQ una martingala, esta dado

por
T 2 T
1 _ _
lnMT:/ _= (” T) dt—/ (“ T) dB,.
0o 2 o 0 o

2. f(t, BQ) (BQ) —t es una martingala bajo @, lo que implica que BtQ es movimiento
Browniano bajo ). Asi

Vary(dB?) = Var?(dBX) = dt,

es decir, el cambio de medida no afecta la volatilidad.
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Demostracion. 1. Por la Proposicion [2.4, podemos expresar a My como
T T
My = E[Mry] +/ AdB, =1 +/ AdB;.
0 0
Sea M; = E;[Mr] proceso de densidad de cambio de medida, E;[dB;] =0
t
Mt - Et[MT] - 1 —|—/ )\Sst,
0

derivando,

th - )\tdBt. (21)

Ahora, por la Proposicién BtQ es una martingala bajo @) si y solo si MtBtQ es una
martingala bajo la medida P. Por lo que, aplicando la férmula de 1t6 multivariada ([1.11])
a f(M,, B?) = M,B? obtenemos

d(M,B?) = MdB? + BPdM, + 3 5 + Mfaf;? Cov,(dM,,dB?)
1 0%f

20(BR)?

Vary,(dBP).

Sabemos que dBtQ _ET + dB; y ademas por la ecuacién 1) que dM; = \dBy,
o

por lo que

Covy(dM,,dB2) = Cov, <)\tdBt, P T+ dBt> = A\ Cov(dB,, dB,) = Mdt.

o

Asi,

d(M,BP) = (Mt” - Ty )\t) dt + (Mt + BtQ)\t) dB,,

entonces

E[d(M,B?)] = (Mt“ - Ty At) dt.

El proceso MtBtQ es una martingala bajo P si y sdlo si Et[d(MtB?)] = 0, por lo cual

Mt,u_r—‘—)\tzo.
o

Despejando )\, y sustituyendo en la ecuacién ([2.1]) tenemos

dM, :—M_TdB
u ts

M, es un movimiento Browniano geométrico tnico, de esta forma, por la Proposicién [2.6)
la ecuacién diferencial estocastica para In M; es

1 =1\ -
dlnM; = —3 (“ r> dt — (“ T) dB,.
g o
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Por lo tanto, integrando obtenemos:

T N2 T _
lnMT:/ -3 (“ T) dt—/ (“ T) dB,.
0 o 0 o

2. Tomemos f(t, BY) = (B?)? — t, sustituyendo en la férmula de Ito (T.11):

1
df (t, B?) = 2B2dBE — dt + §2Va'rt(dBf3)
= 2BPdBy — dt + dt
— 2BYdBY.

Sabemos por la Proposicion que BtQ es una martingala bajo (), entonces:

Eldf (1, BY)] = E[2B7 dBy]
= 2BPFE[dBy] = 0,

y usando también la Proposicion tenemos que f(t, BtQ ) = (BtQ )2 —t es a su vez una
martingala bajo ). Por lo que los procesos BtQ y (BtQ)2 — t, son martingalas, y por el
Teorema [1.11] BtQ es un movimiento Browniano bajo Q).

m



Capitulo 3

Modelo de Black-Scholes

Alrededor de 1970, las ideas aportadas por Bachelier y Wiener fueron consolidadas
y sistematizadas por Fischer Black, Myron Scholes y Robert Merton en el contexto de
las opciones financieras y la resolucién al problema de estimar el precio de las opciones
europeas. En 1973, Fischer Black y Myron Scholes realizaron una publicaciéon en la que
exponen la ahora llamada ecuacién Black-Scholes, la cual estima el precio de la opcion
europea a un determinado tiempo.

En los ultimos anos, los mercados de opciones han alcanzado una importancia suma-
mente relevante en el mundo financiero. Estas son ampliamente utilizadas por los profe-
sionales y expertos en finanzas para otorgar al titular de la opcion el derecho a hacer algo,
sin estar obligado a ello.

Una opcidn financiera de tipo call es un contrato en el cual se establece que el titular, al
pagar una prima, obtiene el derecho a comprar el activo subyacente al precio determinado
K, en una fecha establecida o tiempo de ejercicio T'. En cambio, al adquirir una opcién
financiera de tipo put el titular obtiene el derecho a vender el activo subyacente a un precio
convenido en una fecha determinada, usando la misma notacién. Aunque existen distintos
tipos de opciones, nos centraremos en las opciones Europeas, las cuales sélo pueden ser
ejercidas en la fecha de vencimiento.

17



18 Modelo de Black-Scholes

En este contexto, estableceremos el significado de cada uno de los términos financieros
que utilizaremos:

= Activo subyacente: activo real o financiero en el que se basa el derivado.
= Precio subyacente: precio actual del activo subyacente en el mercado.

= Tasa de interés libre de riesgo: rendimiento que proporciona una inversién en la que
no existe riesgo.

» Tendencia: direccion en la que se mueve el precio del activo subyacente.

» Volatilidad: representa el rango posible de movimientos del precio subyacente. Sien-
do, estadisticamente hablando, la dispersién del movimiento.

3.1. Opcion Call Europea

Sea S; el precio del activo en el tiempo ¢t € [0,T] y K el precio de ejecucion. El payoff
es la funcién de pago, la cual representa la ganancia del que adquiere la opcién, y depende
del valor del activo subyacente.

El payoff para una opciéon Europea call es:

CT = méX{ST — K,O}

Consideremos un modelo con rendimientos logaritmicos independientes e idénticamen-
te distribuidos
dIn Sy = jdt + od By,

donde B; es un movimiento Browniano bajo la probabilidad objetiva, es decir, P. Asu-
mamos que la tasa libre de riesgo r es constante.

Usando la Proposicién si i = p — 202, entonces fi + 302 = p. De esta forma,

d 1
5 = </1 + —02) dt + odB; = pdt + odBy,

S, 2
sumando y restando rdt obtenemos que
d—St:rdt%—a(M_rdH—dBt). (3.1)
St g
Ademas, sabemos de [3], p. 234 que:
d
EX {ﬁ} — rdt (3.2)
St

Definamos un nuevo proceso de It6, B?, tal que:

aB® =" ""4t + 4B,
g

Sabemos por las ecuaciones (3.1)) y (3.2) que B? es una martingala bajo Q. Ahora, por
el teorema de Girsanov, VartQ <dBtQ ) = dt. Por lo tanto, B® es movimiento Browniano

bajo la medida de riesgo neutral Q).
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Encontremos la distribucién de In S7 bajo la medida Q).

Tenemos, por la Proposicion que dIn X; = (/Lt — %af) dt + 0,dB;. Ademis, — =
rdt + UdBtQ, por lo tanto,

1
dlnS; = (7" — 502) dt + odBP,

en donde integrando, obtenemos que

T 1 T
InSr=1InS, + / (r — 502> ds + / astQ
t t

Bf — B ~ N(0,T — 1),

y como

entonces, el proceso

InSy — (InS;+ (r — 20%) (T — 1))
oVT —t

?

tiene una distribucién N(0, 1).
Por lo tanto,

In Sp|F; ~9 N (lnSt + (r — %02) (T —t),0*(T — t)) _

El proceso de precio descontado de todos los activos sin dividendos es una martingala
bajo @, en especifico para la opcion tenemos

oo [CT}
Zt_pe|ZL
615 ! BT ’

donde Cr = méx(Sr — K,0) y 5; = e"'. Podemos usar esta condicién de martingala para
expresar el precio de la opciéon como una esperanza de riesgo neutral

Cy = B Ef

{méX(ST — K,0) ]
Or ’

la tasa es determinada y entonces
C; = eI B max(Sy — K, 0)). (3.3)
Ahora, para una variable aleatoria X ~ N(m, s?) evaluemos la esperanza

E (e = ¢") 1ixsa) (3.4)
con
1 1 , X>a
{X>a} - 0 7){’ S a
Para facilitar el calculo, escribamos a X en términos de una variable aleatoria normal

estandar Z, X = m + sZ donde Z ~ N(0,1). Asi, sustituyendo en la ecuacién ([3.4))
obtenemos:



20 Modelo de Black-Scholes

E [(ex - ea) 1{X>a}} =F [(e{m+sz} - ea) 1{m+sZ>a}}
= "E [ 1175 (a-m)/s}] — €"E [1{z5(a-m)/s}]
— E, — By,

donde:

—Zz

—(z—5)2
2

& 1 2 1 2
by = em/ e e dz = ——emts /2 e dz
(a—m)/s V2T V2r (a—m)/s

m-s2 m-g2 a—1m
=" PE [Lys(a-mys] =€ +/%D<Y>) s )

cony=zyY ~ N(s,1). Estandarizando a Y,

6m-l—52/2p (Y > a_m) _ €m+82/2 (1 — (a_m_52>)
S S

m+s>—a
= €m+82/2¢ ( ) )

S

B ep (2227 Con (106 (422)) <o (M5,

Por lo tanto, para X ~ N(m, s?)

2 — _
Ef(e” =€) Lixsay] = g (—m e a) —e% (m a) . (3.5)
S S
Asi, cuando a = In K, sustituyendo en (3.5)) tenemos que:
E [méx(eX — K,0)] = exp (m + 1s?) ¢ <m+s2sfan>
K¢ (m —In K) ’
S

donde ¢ es la distribucién acumulada normal estandar.

Tomemos X =InSp, m =InS; + (r — 302) (T’ —t) y s* = 0*(T — t). De esta forma,

E?M&@&=K®}wm<m&+G=éf)@—ﬂ+%ﬁ@—ﬂ)

InS;+ (r—30%) (T —t)+0* (T —t) —InK
¢ oVT —t
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El resultado de sustituir (3.6) en (3.3) es la formula de Black-Scholes para opciones
call europeas:

C = S, (ln% + (r+10?) (T—t))

oVl —t
_ KT <1n% + (r—30°) (T - t)) ()

oVl —t

en donde (4, el precio de una opcién al tiempo ¢, depende de las variables: T tiempo
restante para la ejecucién, S; precio del activo al tiempo t, 02 la tasa de variacién ins-
tantanea en el precio de la accion, K el precio de ejecucién marcado en la opcion y r la
tasa de interés libre de riesgo.

3.2. Opciéon Put Europea
En el caso de una opcion Put Europea, el payoff es:
Pr=max{K — Sr,0}.

De manera analoga al calculo efectuado para la opcion call, podemos usar la condicion
de martingala para expresar el precio de la opciéon put como una esperanza de riesgo
neutral

o [max(K — ST,O)}
pt - ﬁtEt |: 6T 9

la tasa es determinada y entonces
P, = e "I Y ELméx(K — Sr,0)). (3.8)
Ahora, para una variable aleatoria X ~ N(m, s?) evaluemos la esperanza

E[(e" —e%) lasxy] (3.9)

con
1 1 Ja>X
{a>X} — 0 .a S X
Para facilitar el calculo, escribamos a X en términos de una variable aleatoria normal
estandar Z, X = m+ sZ en donde Z ~ N(0, 1). Asi, sustituyendo en (3.9)) obtenemos:

E (" —e¥) lusxy) = E[(e" = ™) Liasmiony]
= "E [L{(a-m)/s>2y] — €"E [P 10 m)/s>2)]
_F —E,

El_e“P(Z<a_m) _ew(a_m)
S S

en donde:
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(a-m)fs 1 .
Ey=¢e" / e* e 2 dz
2 o V2T

@mfs 1
= em+52/2/ e 2 dz
—0 V2m

_ em+52/2E [1{Y<(a,m)/s}]

— eme2p (Y <%= m) ,
S

en donde y =z y Y ~ N(s,1). Ahora, estandarizando a Y,

/2 p <Y< a—m) _ otz <a—m—s2)

s s
_ 6m+52/2¢ <_m + 5% — a) .
s
Por lo tanto, para X ~ N(m, s?)
_ 2 _
Bl = ) L] =t (<) - oo (I g
s s

Asi, cuando a = In K, sustituyendo en (3.10)) tenemos que:

E [méx(K — e¥,0)] = K¢ (—2=2EK)

s

1, m+s*—InK
—exp m—i—§5 o\ — . ,

en donde ¢ es la distribucion acumulada normal estandar.

Ahora, si X =InSp, m=InS, + (r — $02) (I'—t) y s* = 0*(T — t). Tenemos

EtQ (méx(K — S7,0)] = K¢ (_1n5t+ (7" - %02) (T —1t) —an)

oT —t
—exp (ln Sy + <r - 302) (T —t) + %aQ(T - t))

InS; + (r—30%) (I'—t)+0*(T —t) —InK
¢<— —— ) (3.11)

El resultado de sustituir (3.11]) en (3.8]) es la formula de Black-Scholes para opciones

put europeas:

-Pt — Ke—'r‘(T—t)¢ <_1n% + (7" B %0-2) (T - t))

oVT —t
In 2t + (r+16?) (T —t)
— S, <_ g ), (3.12)
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en donde P, el precio de una opcién al tiempo t, depende de las variables: T" tiempo
restante para la ejecucién, S; precio del activo al tiempo ¢, 02 la tasa de variacién ins-
tantanea en el precio de la accion, K el precio de ejecucién marcado en la opcion y r la
tasa de interés libre de riesgo.
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Capitulo 4

Aplicaciones

El objetivo de este capitulo es aplicar el modelo de Black-Scholes a datos histéricos de
precios de dos acciones, obtenidos de la bolsa de valores NASDAQ (National Association of
Securities Dealers Automated Quotation), desde enero a febrero de 2017, con la finalidad
de valuar las opciones call y put de dichas acciones.

Para poder calcular el precio de las opciones tomaremos como el precio subyacen-
te al precio diario de una determinada accién, por lo que se considera una muestra
So, S1, ..., 9, usando los siguientes conceptos para los calculos correspondientes:

= n + 1: Numero de observaciones.
= S;: Precio de la accién al tiempo .

» 7: Longitud del intervalo en anos.

Calcularemos el precio relativo mediante:

donde S; es el precio de la accion al tiempo 7. Con esto ahora podemos obtener el rendi-
miento diario

La media muestral estd dada por:

1 & 1 & S;
uzﬁizlxi:ﬁizlln(si_l).

Para la estimacion insesgada de la varianza muestral de la variable X usaremos:

1
2 _ E L 2
S_n_l ('1'1 H)?

i=1

de donde se tiene para nuestra muestra que;

. 1 n Sz B 2
S_n—lz I Sifl Bl

i=1

25
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por lo que la desviacién estandar de los rendimientos logaritmicos diarios es,

S ]

i=1

La desviacién estandar de las z; s es igual a o4/7 y una estimacién de ésta es la
variable s, por lo que la volatilidad histérica o puede estimarse como

(4.1)

g =

F.
4.1. Amazon.com, Inc.

Elegimos como activo subyacente la accion de Amazon.com, Inc. que cotiza en NAS-
DAQ), obteniendo 31 observaciones del precio al cierre de la accién, en el periodo del 3 de
enero la 15 de febrero de 2017. Para poder aplicar la ecuacién de Black-Scholes y valuar
la opcidn call, necesitamos determinar el valor de los cinco pardmetros mencionados en el
capitulo anterior.

Tomaremos a Sy como el precio de la accién al dia 15 de febrero, es decir, Sy =842.7.
Asumiendo un ano con 245 dias habiles en la bolsa de valores como en 2016, la fecha
de vencimiento 7' se tomard a 31 dias expresados en afos, por lo que 7" =31/245. El
precio de ejercicio sera K =850.0. La tasa de interés libre de riesgo r la tomaremos como
el promedio de las tasas diarias de interés del Tesoro de EE.UU. a un mes durante el
periodo seleccionado, por lo que r =0.0049935483. Para calcular la volatilidad histoérica,
usaremos la ecuacién , de aqui que o =0.03227599.

Amazon.com, Inc.
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Figura 4.1: Grafico del precio diario de las acciones de Amazon.com, Inc.
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Dia Habil|Precio de la accion|Rendimiento logaritmico|Tasa de interés
0 753.67 0.52
1 757.18 0.004646399 0.49
2 780.45 0.030269671 0.51
3 795.99 0.019715947 0.5
4 796.92 0.001167674 0.5
5 795.9 -0.001280748 0.51
6 799.02 0.003912427 0.51
) 813.64 0.018132031 0.52
8 817.14 0.004292431 0.52
9 809.72 -0.00912193 0.52
10 807.48 -0.002770222 0.48
11 809.04 0.001930073 0.47
12 808.33 -0.000877969 0.46
13 817.88 0.011745236 0.46
14 822.44 0.005559905 0.5
15 836.52 0.016974898 0.48
16 839.15 0.003139045 0.49
17 835.77 -0.004036019 0.49
18 830.38 -0.006470028 0.49
19 823.48 -0.008344165 0.5
20 832.35 0.010713763 0.5
21 839.95 0.009089341 0.5
22 810.2 -0.036061235 0.49
23 807.64 -0.003164716 0.48
24 812.5 0.0059995 0.51
25 819.71 0.008834705 0.52
26 821.36 0.002010884 0.51
27 827.46 0.007399265 0.51
28 836.53 0.010901616 0.5
29 836.39 -0.000167372 0.51
30 842.7 0.007516011 0.53

Cuadro 4.1: Tabla de precios, rendimientos logaritmicos y tasas de interés correspondientes
a los dias habiles de la accion Amazon.com, Inc. del 3 de enero al 15 de febrero de 2017.
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Figura 4.2: Gréfico de los rendimientos logaritmicos de las acciones de Amazon.com, Inc.

Para que podamos emplear el modelo de Black-Scholes se requiere que los rendimientos

logaritmicos In ﬁ de la muestra Sy, S, ..., 93, sigan una distribucién normal.
Z —

Para comprobar ésto, emplearemos la Prueba Kolmogorov-Smirnov de bondad de ajuste
para una muestra, que nos determinara si la distribucion de los rendimientos logaritmicos
se ajusta a una distribucién de probabilidad normal.

Usando dicha prueba, encontramos que los rendimientos logaritmicos de Amazon.com,
Inc. se ajustan a una distribucion normal con un nivel de significancia de 0.05 como puede
verse en Figura 4.3
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Figura 4.3: Histograma de los rendimientos logaritmicos de Amazon.com, Inc. comparados
con la distribucién normal.

Aplicaremos la ecuacién de Black-Scholes ([3.7]) con los datos obtenidos para calcular
el precio de la opcion call al tiempo 0, por lo que tenemos:

842.7
In
Co = (842.7)¢ 850

1
+ (0.00499354 + 7 (0.03227599)%)(0.12653)
0.03227599+/0.12653

842.7

1
0.00499354 — =(0.03227599)%)(0.12653
— (850)6—(0.00499354)(0.12653)(b " 7850 * 2( )*)( )

0.03227599v/0.12653

= (842.7)(—0.690502) — (850) e~ (0:00499354)(0-12653) o, _() 7(1983)
— (842.7)(.2449) — (850)e™(0-00499354)(0-12653) () 9413) = 1.3967
(

Asi, el precio de la opcién call es de $1.3967.

Analizaremos el parametro K, tomando diferentes valores y observando las consecuen-
cias en el precio de las opciones.

En la Figura [£.4] presentamos la tabla y el grafico de distintos precios de ejercicio
K junto con sus respectivos precios de opciones call y put. Calculando el precio de las
opciones call con la férmula de Black-Scholes y el precio de las opciones put mediante la
pariedad call-put
c+Ke ™ =p+ 8.
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Amazon.com, Inc.
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Figura 4.4: Tabla y grafico del precio de las opciones call y put al tiempo t=0 de Ama-
zon.com, Inc.

Observamos que el precio de la opcion call disminuye conforme K aumenta, lo cual
corresponde a lo esperando en un principio, porque al incrementar el valor de K, el valor
de maxz{Sy — K,0} disminuye hasta llegar a 0.

4.2. eBay Inc.

Para este ejemplo, elegimos como activo subyacente la accién de eBay Inc. que cotiza
en NASDAQ), obteniendo 31 observaciones del precio al cierre de la accion, en el periodo
del 3 de enero al 15 de febrero de 2017. Para poder aplicar la ecuacién de Black-Scholes y
valuar la opcién put, necesitamos determinar el valor de los cinco parametros mencionados
en el capitulo anterior.

Tomaremos a Sy como el precio de la accién al dia 15 de febrero, es decir, So =34.01.
Asumiendo un ano con 245 dias habiles en la bolsa de valores como en 2016, la fecha
de vencimiento 7' se tomard a 31 dias expresados en afos, por lo que 7" =31/245. El
precio de ejercicio sera K =35.0. La tasa de interés libre de riesgo r la tomaremos como
el promedio de las tasas diarias de interés del Tesoro de EE.UU. a un mes durante el
periodo seleccionado, por lo que r =0.0049935483. Para calcular la volatilidad historica,
usaremos la ecuacién ([£.1)), de aqui que o =0.04062378.
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Dia Habil|Precio de la accion|Rendimiento logaritmico|Tasa de interés
0 753.67 0.52
1 757.18 0.004646399 0.49
2 780.45 0.030269671 0.51
3 795.99 0.019715947 0.5
4 796.92 0.001167674 0.5
5 795.9 -0.001280748 0.51
6 799.02 0.003912427 0.51
) 813.64 0.018132031 0.52
8 817.14 0.004292431 0.52
9 809.72 -0.00912193 0.52
10 807.48 -0.002770222 0.48
11 809.04 0.001930073 0.47
12 808.33 -0.000877969 0.46
13 817.88 0.011745236 0.46
14 822.44 0.005559905 0.5
15 836.52 0.016974898 0.48
16 839.15 0.003139045 0.49
17 835.77 -0.004036019 0.49
18 830.38 -0.006470028 0.49
19 823.48 -0.008344165 0.5
20 832.35 0.010713763 0.5
21 839.95 0.009089341 0.5
22 810.2 -0.036061235 0.49
23 807.64 -0.003164716 0.48
24 812.5 0.0059995 0.51
25 819.71 0.008834705 0.52
26 821.36 0.002010884 0.51
27 827.46 0.007399265 0.51
28 836.53 0.010901616 0.5
29 836.39 -0.000167372 0.51
30 842.7 0.007516011 0.53

Cuadro 4.2: Tabla de precios, rendimientos logaritmicos y tasas de interés correspondientes
a los dias habiles de la acciéon eBay Inc. del 3 de enero al 15 de febrero de 2017.
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Figura 4.5: Gréafico del precio diario de las acciones de eBay Inc.

eBay Inc.

.05000000

.04000000+

.03000000-]

02000000

IN[SEMSE-1]

01000000

.00000000—

-.01000000-)

-.02000000¢ T T T T T T
a 5 10 15 20 25 30 35

Dias Habiles

Figura 4.6: Grafico de los rendimientos logaritmicos de las acciones de eBay Inc.
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Para que podamos emplear el modelo de Black-Scholes se requiere que los rendimientos
S5(i)
S(i—1)
Para comprobar ésto, emplearemos la Prueba Kolmogorov-Smirnov de bondad de ajuste
para una muestra, que nos determinara si la distribucion de los rendimientos logaritmicos

se ajusta a una distribucién de probabilidad normal.
Usando dicha prueba, encontramos que los rendimientos logaritmicos de eBay, Inc. se
ajustan a una distribucién normal con un nivel de significancia de 0.05 como puede verse

en Figura [4.7]

logaritmicos In [ } de la muestra Sy, Sq, ..., 93, sigan una distribucién normal.

eBay Inc.
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In[S(i)IS(i-1)]

Figura 4.7: Histograma de los rendimientos logaritmicos de eBay Inc. comparados con la
distribuciéon normal.
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Aplicaremos la ecuacion de Black-Scholes ([3.12]) con los datos obtenidos para calcular
el precio de la opcion put al tiempo 0, por lo que tenemos:

34.01
In

1
+ (0.00499354 — 7 (0.04062378)%)(0.12653)
0.04062378+/0.12653

PO — (35)67(0.00499354)(0.12653)¢

34.01
In

1
+ (0.00499354 + - (0.04062378)*) (0.12653)

— (34.01
( )¢ 0.04062378+/0.12653

— (35)e(0:00499354)(0-12633) 4y (] 9499) — (34.01)¢(1.9347)
— (35)e(0-00499354)(0-12653) () 9744) — (34.01)(0.9735) = 0.9728

Asi, el precio de la opcién put es de $0.9728.

De manera andloga al ejemplo anterior, analizaremos el pardmetro K, tomando dife-
rentes valores y observando las consecuencias en el precio de las opciones.

En la Figura presentamos la tabla y el grafico de distintos precios de ejercicio
K junto con sus respectivos precios de opciones call y put. Calculando el precio de las
opciones put con la férmula de Black-Scholes y el precio de las opciones call mediante la
pariedad call-put.

eBay Inc.

40

K Call Put
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10 |2.40E+01| -1.48439E-05 =
20 | 14.0226 | -2.96878E-05 1
30 4.0289 | -4.45317E-05 | o' |
35 0.0049 | 0.972798046

40 0 5.964740624 I
50 0 15.95842578 ]

100 |0.00E+00 65.92685156 L

200 0 165.8637031

T T
S0 100 150 200

Figura 4.8: Tabla y grafico del precio de las opciones call y put al tiempo t=0 de eBay
Inc.

Observamos que el precio de la opcién put aumenta conforme K aumenta, lo cual
corresponde a lo esperando en un principio, porque al incrementar el valor de K, el valor
de max{K — Sr,0} aumenta.



Conclusiones

El objetivo de ésta tesis fue deducir la formula de Black-Scholes a través de martingalas
y del Teorema de Girsanov. Posteriormente, aplicamos dicha féormula para valuar las
opciones call y put europeas.

En el primer capitulo discutimos los conceptos basicos de teoria de probabilidad, para
asi poder definir el movimiento Browniano junto con algunas propiedades, las cuales son
esenciales en el tema de interés. Posteriormente, definimos la integral de Ito y las féormulas
necesarias para las ecuaciones diferenciales estocasticas, asi como su aplicacion en la de-
mostracion del Teorema de Girsanov, que junto con el cambio de medida de probabilidad
se estudio en el segundo capitulo. En el tercer capitulo utilizamos los conceptos de capitu-
los previos y se presentan las definiciones necesarias para deducir mediante un cambio
de medida de probabilidad y martingalas, las ecuaciones que Black, Scholes y Merton.
Finalmente, realizamos aplicaciones de éste modelo, empleando datos reales recopilados
en el periodo del 3 de enero de 2017 a 15 de febrero de 2017 de los precios de acciones
de Amazon.com, Inc. y de eBay Inc., asi como de la tasa de interés del Tesoro Nacional
de EE.UU. Con la informacién obtenida, pudimos establecer los pardametros y supues-
tos necesarios, como la volatilidad historica, asi como corroborar que los rendimientos
logaritmicos diarios siguen una distribucion normal.

Realizamos los célculos necesarios utilizando las ecuaciones de Black-Scholes obtenidas
y asi valuar el precio de las opciones call y put.

Para un trabajo futuro consideramos la valuacion de opciones barrera, en la cual la
opcion deja de existir o comienza a existir cuando el activo subyacente alcanza cierto
valor; y la opcién canasta, la cual se basa en una media ponderada de distintos activos
subyacentes [5].
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Apéndice

4.3. Prueba Kolmogorov-Smirnov de Bondad de Ajus-
te para una Muestra

La Prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov para una muestra sirve para
determinar si la distribucién de datos en una muestra proviene o se ajusta a una distri-
bucién de probabilidad de algun tipo en especifico, en este caso, a una distribucién de
probabilidad normal, ya que en las formulas de Black-Scholes que veremos mas adelante,
se requiere que los datos sigan una distribucion de este tipo.

Esta prueba es usada con variables continuas y es categorizada dentro de las empleadas
para datos ordinales, ya que requiere la construccién de la distribucién de frecuencia
acumulada.

En las pruebas de bondad de ajuste se busca retener la hipdtesis nula Hy, es decir,
queremos demostrar que la distribucion de la muestra es derivada de una distribucion
normal, por lo que:

Hy: F(X) = Fy(X), para todos los valores de X,

donde F'(X) representa la distribucién de probabilidad acumulada de los datos de nuestra
muestra, mientras que Fy(X) representa la distribucién normal.

Lo cual significa que en ningun punto la distancia vertical entre la distribucion acu-
mulada de la muestra y la distribucion acumulada normal es mas grande de lo esperado,
si la muestra proviene de la distribucién normal. De ésta forma, el estadistico de prueba
sera el punto que representa la distancia vertical més grande entre las dos distribuciones
en cualquier punto.

Para la hipodtesis alternativa H,, consideramos los siguientes casos, de los cuales solo
emplearemos uno:

a) H,: F(X)# Fy(X), para algin valor de X. Esta es una hipétesis alternativa bila-
teral que se evaltia con una prueba de dos colas. En el punto donde existe maxima
separacién entre las distribuciones, la distribucion de probabilidad acumulada de la
muestra es significativamente mayor o menor que la distribucion de probabilidad
acumulada normal.

b) H,: F(X) > Fy(X), para algin valor de X. Esta es una hipétesis alternativa direc-
cional que se evaltia con una prueba de una cola. En el punto donde existe méaxima
separacion entre las distribuciones, la distribucién de probabilidad acumulada de la
muestra es significativamente mayor que la distribucién de probabilidad acumulada
normal.
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¢) H,: F(X) < Fy(X), para algtin valor de X. Esta es una hip6tesis alternativa direc-
cional que se evalia con una prueba de una cola. En el punto donde existe méaxima
separacién entre las distribuciones, la distribucion de probabilidad acumulada de la
muestra es significativamente menor que la distribucién de probabilidad acumulada
normal.

4.3.1. Calculos para la Prueba

Para realizar la prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov contrastaremos
ambas distribuciones, por lo que necesitamos calcular:

z = (X — pu)/o, donde X es la variable de los datos, p la media poblacional y o la
desviacién estandar poblacional.

p, la cual representa la proporcion de casos en la distribucién normal que estan entre
la media poblacional y z calculada a partir de X.

Fy(X;) = p£ 0.5, la proporcién acumulada para algin dato de X y z asociado a éste
en la distribucion normal, donde 7 representa la i-ésima fila en los datos.

S(X;), la proporcién acumulada para algin dato de X en la distribucién muestral.

|S(X;) — Fo(X;)|, la distancia entre las proporciones de las distribuciones.

|S(Xi-1) — Fo(X;)|, el valor absoluto de la diferencia entre la proporcién acumulada
en la distribucién normal y la proporcion acumulada para el dato anterior.

Denotaremos como M al mayor de |S(X;)—Fy(X;)|, y como M’ al mayor de |S(X;_1)—
Fo(X;)|. Usaremos como estadistico de prueba para la prueba de bondad de ajuste Kolmogorovo-
Smirnov para una sola muestra al mayor de los valores M y M’.

4.3.2. Interpretacion del Resultado

Evaluamos la hipdtesis nula de acuerdo a la hipotesis alternativa elegida:

a) Si elegimos la hipétesis alternativa bidireccional H, : F(X) # Fy(X), rechazamos la
hipodtesis nula si el valor del estadistico de prueba es igual o mayor que el valor critico
tabulado para dos colas de M con el nivel de significancia previamente establecido.

b) Si elegimos la hipétesis alternativa direccional H, : F(X) > Fy(X), rechazamos la
hipdtesis nula si el valor del estadistico de prueba es igual o mayor que el valor critico
tabulado para una cola de M con el nivel de significancia previamente establecido.
La diferencia entre las dos distribuciones de probabilidad acumulada respecto al
punto del estadistico de prueba, debe ser tal que la distribucién de la muestra sea
mayor que la distribucién normal.

c) Si elegimos la hipétesis alternativa direccional H, : FI(X) < Fy(X), rechazamos la
hipodtesis nula si el valor del estadistico de prueba es igual o mayor que el valor critico
tabulado para una cola de M con el nivel de significancia previamente establecido.
La diferencia entre las dos distribuciones de probabilidad acumulada respecto al
punto del estadistico de prueba, debe ser tal que la distribucién de la muestra sea
menor que la distribuciéon normal.
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