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Introduccion

Las funciones siempre han sido de gran interés y utilidad, porque relacio-
na a los elementos de un conjunto con los elementos de otro conjunto. Por
ejemplo, en las materias de cédlculo diferencial e integral se estudian funcio-
nes de R en R. En este caso, estudiamos un problema al que se le denomina
dinamica, este consiste en observar el comportamiento que tienen las fun-
ciones sobre los puntos del espacio cuando estas se iteran infinitamente, a
este proceso lo llamamos sistema dinamico. Lo sistemas dinamicos discretos,
aparecen en areas cientificas, de gran auge e importancia en la actualidad,
como lo son la biologia matemaética y la economia. En particular los siste-
mas dindmicos discretos aparecen de forma natural en todo lo relacionado al
estudio de crecimiento de poblaciones.

Los sistemas dinamicos son un area de las matemaéticas, que se remontan
a Isac Newton con sus estudios sobre mecanica celeste, y a Henri Poincaré,
quien inicio el estudio cualitativo de las ecuaciones diferenciales. Por otra
parte, hace 50 anos que los sistemas dinamicos se establecieron como un area
propiamente dicha, gracias al trabajo de matematicos como S. Smale, Sinai,
Lyapunov, A. Douady, M. Herman, D. Sullivan y V. I. Arnold, entre otros.

Si bien, varios de los resultados en este trabajo se presentan para espacios
métricos compactos, hacemos énfasis en el intervalo [0, 1] y en las funciones
continuas de este intervalo sobre si mismo, para luego definir una funcion,
que depende de la que ya se tenia sobre el conjunto de los subconjuntos
cerrados, no vacios, del intervalo [0, 1], y asi observar qué propiedades se
mantienen sobre esta nueva funcion, a este nuevo conjunto se le denomina
como hiperespacio. La teoria de hiperespacios tuvo sus inicios a principio del
siglo XX con los trabajos de F. Hausdorff y L. Vietoris. A partir de esos
trabajos estudiamos la dindmica en hiperespacios.

Finalmente en este trabajo de tesis estudiamos el conjunto omega limite,
éste es de especial interés, porque nos da una relacién entre un espacio y
su hiperespacio. Ademas, de una equivalencia que nos ayuda a diferenciar
ciertas funciones.

Este trabajo estd organizado de la siguiente manera:

El capitulo 1 contiene los conceptos y teoremas importantes de la teoria
de espacios métricos, en particular cuando estos son compactos. En el capitu-
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lo 2 abordamos la dindmica de funciones de un espacio métrico compacto en
otro espacio métrico compacto, tratando la naturaleza de los puntos fijos de
la funcién y el comportamiento de sus puntos periddicos, y presentamos el
Teorema de Li- Yorke, para funciones en intervalos de los niimeros reales. Se
estudia la funcion tienda y se exponen algunas de sus propiedades. Final-
mente, se enuncia la definicién de sistema dindamico cadtico segin Devaney,
con algunos ejemplos.

En el capitulo 3 dado X un métrico compacto, estudiamos al hiperespacio
de los subconjutos no vacios y compactos de X, denotado por 2%. Demos-
tramos que 2% es un espacio métrico y estudiamos la dindmica de la funcién
inducida que va de 2% en 2%. Abordamos las propiedades que se preservan
de la funciéon de X en X a la funcién inducida y viceversa. Cuando no se
preserva alguna propiedad se muestra un ejemplo.

En el capitulo 4 se demuestran algunas propiedades del conjunto omega
limite de un punto. Este conjunto nos ayuda a definir una funcién de un
espacio métrico compacto a su hiperespacio de subconjuntos compactos no
vacios. Nuestro objetivo en esta parte del trabajo es dar condiciones necesa-
rias y suficientes para que la funcién sea continua cuando X es el intervalo
[0, 1].
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo enunciaremos algunas definiciones y teoremas que se
necesitaran para poder estudiar un sistema dinamico. Sugerimos al lector
revisar [6] y [8] para este capitulo. Antes que todo revisaremos el material
necesario para poder abordar los sistemas dinamicos, empezando con el con-
cepto de distancia.

Definicién 1.1. Un espacio métrico es una pareja (X,d), donde X es un
conjunto no vacio y d : X x X — [0,00) es una funcion que satisface la
siguientes condiciones:

(i) Para cada x,y € X,d(x,y) =0 si, y sélo si v =y,
(i1) Para cada xz,y € X,d(x,y) = d(y,x),
(111) Para cada x,y,z € X, d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2).

La funcion d se llama métrica en X. Cuando no haya necesidad de referirse
a la métrica solo escribiremos X en vez de (X,d).

Dado x € X y 6 > 0, denotamos por B(x,d) = {y € X : d(z,y) < d} ala
bola abierta con centro en x y radio ¢ .

Definicién 1.2. Sea X un espacio métrico y A C X, definimos la cerradura
de A por

cl(A) ={x € X : para cada ¢ > 0, B(x,e) N A # (}.

Decimos que A es un subconjunto cerrado de X si cl(A)=A.

1



2 Preliminares

Definicién 1.3. Sea X un espacio métrico, x € X es un punto de acu-
mulacion de X si para toda € > 0,

(B(xz,e) —{z}) N X #£ 0.
Un punto que no es de acumulacion es un punto aislado.

La accién de iterar ha estado presente en matematicas desde hace mucho,
esta accion es lo que da vida a los sistemas dinamicos.

Definiciéon 1.4. Sea X un espacio métrico y f: X — X una funcion conti-
nua, para cada x € X el conjunto

O(z, f) = {z, f(2), f*(2), f*(2), ...}
es la orbita de x bajo f.

Dado n € N, f* denota la composicién de f consigo misma n veces, y f°
es la funcion identidad. De esta manera la orbita de un punto siempre nos
da una sucesion y por tanto seria intersante saber si converge o no converge,
esto lo trataremos en el capitulo 4 (véase la Definicién [4.1).

Podemos interpretar f™(z) como el n — ésimo momento de z, de esta
manera la érbita de x nos da el desplazamiento de x sobre el espacio.

En base a esto la pareja (X, f) nos da un médelo matematico del mo-
vimiento, y esto es lo que entenderemos como sistema dinamico discreto.
La palabra discreto hace referencia a que inicamente conocemos la posicién
del objeto en movimiento, cuando los momentos toman valores de niimeros
enteros no negativos. En lo que sigue solo diremos sistema dinamico.

Los resultados que se enuncian a continuacién son bien conocidos en la
topologia y nos seran ttiles a lo largo de este trabajo.

Teorema 1.5. [6, Teorema 2, 6.2] Sean X,Y espacios métricosy f : X =Y
una funcion. Entonces f es continua si, y solo si para todo abierto V de Y
se tiene que f~Y (V) es un abierto de X.

Teorema 1.6. [9, Teorema 8.6] (Teorema de Baire) Sea X un espacio métri-
co completo. Si {A,}22, una coleccion de conjuntos no vacios, abiertos y
densos en X, entonces

A= (4. #0.
n=1



Teorema 1.7. [J, Teorema 3.2] Sean I un intervalo en Ry f : I — I
una funcion continua. Sean [a,b] y [c,d] dos intervalos contenidos en I. Si
[e,d] C f([a,b]), entonces existe un subintervalo [a, ], contenido en [a,b] tal

que f([a, B]) = [e, d].

La siguiente definicién es fundamental pare este trabajo, esta nos da una
nocién de estabilidad entre érbitas. Se vera su importancia en el capitulo 4

(véase el Teorema |4.15]).

Definicién 1.8. Sean X un espacio métrico y f : X — X wuna funcion.
Decimos que [ es equicontinua en un punto x si para cada € > 0 existe
d > 0 tal que si y € B(z,9), entonces f"(y) € B(f"(x),¢) para cada n € N.

Se puede ver facilmente que si f es una funciéon equicontinua en x entonces
f es continua en z, sin embargo el reciproco no es cierto, consideremos el
siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.9. La funcién f : [0,1] — [0,1] definida por f(x) = x?, es
continua en 1, pero no es equicontinua en 1.

Supongamos que f si es equicontinua en 1. Para € = % existe 0 > 0 tal
que si y € B(1,6), entonces f"(y) € B(f™(1), 3) para cadan € N.

Dado y € (0,1). Como los naturales no son acotados existe N € N tal
que
in3)

N .
~ 2in(y)

De aqut,

1
2Nin(y) < In(3) & ) < n(3)

1
2N
& < -,
Y53
2N 1
S1-—y > -,

2
S 1Y) - Pl > 5

Ast, para cada y en B(1,6) existe N € N tal que fN(y) & B(fN(1),
es una contradiccion, por lo tanto f no es equicontinua en 1.

3). Esta
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1.1. Compacidad

En esta seccion estudiamos una de las propieddes mas importantes de los
espacios métricos denominada compacidad, a pesar de que la definicion es
un poco dificil de endender nos ayuda a obtener bastantes resultados ttiles,
como los que enunciamos a continuacion.

Dado X un espacio métrico. Una subcoleccién U de subconjuntos de X es
una cubierta de X si X = [JU. Si ademds cada uno de los elementos de U
es un subconjunto abierto de X, entonces U se llama una cubierta abierta.
Por otro lado, si V C U con X = [V, decimos que V es una subcubierta
de U.

Definicién 1.10. Sea X un espacio métrico. Decimos que X es compacto
si toda cubierta abierta de X tiene una subcubierta finita.

Teorema 1.11. Sea X es un espacio métrico y A C X. Entonces A es
compacto si, y solo si para toda coleccion de abiertos en X, U, con A C | JU
existe U* C U tal que A C JU* yU* es finita.

Demostracion. Supongamos que A es compacto, y sea U una coleccion de
abiertos en X, tal que A C [JU. Notar que V = {ANU : U € U} es una
cubierta abierta de A, por lo que existe V* C V finito, tal que A = |JV*, si
U*={Uel: AnU € V*}, se tiene que U* C U, A C |JU* y U* es finito.
Asi se tiene lo deseado.

Sea U una cubierta abierta de A, como A C X entonces si U € U tenemos
que U =V N A, donde V es un abierto en X. Definamos

V={V:VNAeclU y V esabierto en X}.
Es claro que A C |JV, entoncs existe V* C V tal que A C JV* y V* es
finito. SiU* = {VNA:V € V*}, tenemos que A = JU*, U* CU y U* es

finito. Por lo tanto A es compacto. n

Ejemplo 1.12. Sea X un espacio métrico y {a,}5°, una sucesion en X que
converge a un punto a € X. Entonces A ={a, :n € N} U {a} es compacto.

Tomemos U una coleccién de abiertos en X tal que A C (JU. Entonces
a € Uy, para algin Uy € U. Dado que Uy es abierto existe N € N tal que,
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si m > N entonces a,, € Uy. Para cada a; con 1 < N existe U; € U tal que
a; € U;, tomando U* = {Uy, Uy, ...,Un_1}, es claro que

AclJus, ur cu y U es finito.
De esto concluimos que A es compacto.

Teorema 1.13. Sean X, Y espacios métricos y f : X — Y una funcion
continua. Si A C X es compacto, entonces f(A) también es compacto.

Demostracion. Sea U una coleccién de abiertos en Y tal que f(A) C JU.
Consideremos el conjunto V = {(f)"'(U) : U € U}, como [ es continua, por
el Teorema los elementos de V son abiertos en X. Ademdas podemos ver
que A C V. Como A es compacto existe V* C V finito tal que A C | V*. Si
definimos U* = {U e U : (f)~H(U) € V*} no es dificil ver que f(A) C JU*.
Por lo tanto f(A) es compacto. O

Teorema 1.14. Sea X un espacio métrico compacto. Si A C X es cerrado,
entonces A es compacto.

Demostracion. Sea U una coleccién de abiertos tal que A C [JU. Tenemos
que U U {X — A} es una cubierta abierta de X, por ser X compacto existe
U* C U, finito tal que JU* U (X — A) = X, se puede ver que A C |JU*, por
lo tanto A es compacto. ]

Teorema 1.15. (Teorema de Weiestrass) Sean X un espacio métrico y
f X = R una funcion continua. Si X es compacto, entonces f tiene un
mdzrimo Yy un minimo.

Demostracion. Por el Teorema f(X) es compacto en R y por el Teo-
rema de Heine-Borel f(X) es cerrado y acotado. Por ser acotado podemos
garantizar la existencia de v = supf(X) y § = inff(X). Veamos que estos
pertenecen a f(X).

Sea £ > 0, es claro que @ — € < «, como « es la minima cota superior de
f(X) debe existir y € f(X) tal que a —e < y < . De esto tenemos que para
todo e > 0, B(a,e) N f(X) # 0, por lo que « es un elemento de la cerradura
de f(X). Como f(X) es cerrado tenemos finalmente que o € f(X). Con
argumentos andlogos al caso anterior se tiene que 5 € f(X). De esta manera
deben existir puntos a,b € X tales que f(a) = ay f(b) = . Se cumple asi
que f(b) < f(x) < f(a) para toda x € X, es decir, f alcanza en b un minimo
Yy en @ un maximo. ]
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Los siguientes resultados son muy conocidos y seran de gran utilidad para
este trabajo, por lo cual se invita al interesado a revisar las referencias si desea
ver la demostracion.

Teorema 1.16. [8, Teorema 27.3](Heine-Borel) Un conjunto A C R" es
compacto si, y solo si A es cerrado y acotado.

Teorema 1.17. [0, Teorema 4, 5.1] Si X un espacio métrico compacto, en-
tonces toda sucesion en X tiene una subsucesion convergente.

Teorema 1.18. [8, Teorema 26.6/ Sean X,Y espacios métricos y
f+ X = Y una funcion continua y biyectva. Si X es compacto, entonces
f es un homeomorfismo.

1.2. Conexidad

Otra propiedad bastante 1til como la compacidad es la bien conocida
conexidad. Intuituvamente un espacio es conexo cuando es de una sola pieza,
por poner un ejemplo, en R los tinicos espacios conexos son los intervalos. Sin
embargo en espacios mas complicados la intuiciéon ya no es muy confiable,
véase el Ejemplo [1.22] por ello es importante dar la definicién.

Definicién 1.19. Sea X un espacio métrico. Diremos que X es disconexo
st existen dos abiertos Uy V en X, no vacios tales que:

(a) UNV =10,
(b)) X =UUV.
Si X no es disconexo decimos que X es conexo.

El siguiente resultado es trivial, basta con fijarse en la topolégia heredada,
por lo cual se deja como ejercicio mental al interesado.

Teorema 1.20. Sea X un espacio métricoy A C X . Entonces A es disconexo
si, y solo si existen dos abiertos U y V en X tales que ANV y ANU son
ajenos, no vacios y A C UUV.

Teorema 1.21. Sean X un espacio métrico y 'Y subconjunto conexo de X.
Si B C X estal queY C B C cl(Y), entonces B es conexo.
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Demostracion. Sea B C X tal que Y C B C cl(Y). Supongamos que B es
disconexo. Entonces existen U y V abiertos en X, tales que BNU, BNV
son ajenos, no vaciosy B C UUV . Luego, Y C UUV. Como Y es conexo,
tenemos que YNU = (0 6 YNV = (. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que YNV =0, entonces Y C X — V. As{, Y C BC cl(Y) C X —V. De
esto, BNV = (), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, B es conexo. [

El teorema anterior en particular nos dice que la clausura de un conjunto
conexo también es conexo, hecho que utilizaremos a continuacion.

Ejemplo 1.22. Sean S = {(z,sen(1)) : = € (0,1]} y J = {0} x [-1,1].
Entonces cl(S) = JUS es conexo y se le conoce como el seno del topdlogo,
véase la Figura|1.1).

Figura 1.1: Seno del topdlogo

El ejemplo anterior es interesante ya que este espacio pareciera no ser de
una pieza, sin embargo el Teorema|l.21|nos afirma que es conexo. Por esto, se
recomienda al lector no fiarse en la intuicién y pensar en espacios complejos
como este.

Teorema 1.23. Sean X y Y espacios métricos. Si f : X — Y es una funcion
continua y A C X es conexo, entonces f(A) es conezo.

Demostracion. Supongamos que f(A) no es conexo, entonces existen U y
V' abiertos en Y, tales que U N f(A), V N f(A) son ajenos, no vacios y
f(A) Cc UUV. Tenemos que, f~*(U), f~1(V) son abiertos, no vacfos, en X,
no es dificil probar lo siguiente: A C f~YU)U f~Y(V), AN fYU) #0y
AN f~YU) # 0, ademés, f~H(U)N f~1 (V)N A= (. De esto A es disconexo,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto f(A) es conexo. [
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Capitulo 2

La dinamica de f

Con el material visto en el capitulo anterior estamos listos para estudiar
algunas propiedades de las funciones, para luego comenzar con la dinamica
de las funciones. Este capitulo esta centrado en los denominados puntos fijos
y puntos perddicos, asi como algunas de sus propiedades. Presentamos la
funcién tienda, un ejemplo usual en la dindmica, junto con algunas de sus
propiedades como la transitividad, para asi definir un tipo de caos en sistemas
dindmicos.

En la presente seccion el simbolo X denota un espacio métrico compacto.

2.1. Puntos fijos

Definicién 2.1. Sea f : X — X wuna funcion continua, decimos que zqy es
un punto fijo de f si f(xy) = .

A la coleccién de los puntos fijos de una funcion f lo denotaremos por
F(f)y={xe X: f(x) =z}
Si xy es un punto fijo bajo f, se tiene que O(xo, f) = {xo}. A pesar de
que la orbita de un punto fijo es muy simple, los puntos fijos juegan un papel

importante en la dinamica inducida por f.

Teorema 2.2. Si f : X — X wuna funcidn continua, entonces F(f) es un
conjunto cerrado en X .
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Demostracion. Si cl(F(f)) = 0 se tiene lo deseado. Supongamos que
cA(F(f)) # 0. Sea x € cl(F(f)), podemos construir una sucesién {w, }2,
contenida en F(f) que converge a z. Como f es continua, tenemos que
nh_}rglo f(z,) = f(z), dado que z,, € F(f) para cada n € N, tenemos que

f(z,) = x,. Se sigue que lim f(z,) = lim z,, = z, y por unicidad del limite
n—oo n—oo

en espacios métricos, concluimos que f(x) =z y asi, x € F(f), por lo tanto

F(f) =cl(F(f)), es decir, F(f) es cerrado en X. n

El siguiente resultado se puede interpretar como la covergencia de las
6rbitas a un punto fijo.

Teorema 2.3. Sea f: X — X un funcion continua y sean xg,yo € X. St la
sucesion { f"(xo)}o2, converge a yo, entonces yo es un punto fijo de f.

Demostracion. Como f es una funcién continua, entonces
Flyo) = f(lim f* (o)) = lm " (wo) = wo.
Con estas igualdades se termina la prueba. O]

El siguiente resultado es un criterio de existencia de puntos fijos, en el
cual es muy importante el uso del Teorema del valor intermedio, de esto que
la funcién se defina en un intervalo de R.

Teorema 2.4. Sea J un intervalo en R y f : J — J una funcion continua.
Sea [a,b] CJ.

(i) Si f([a,b]) C [a,b], entonces f tiene un punto fijo en |a,b].
(ii) Si[a,b] C f([a,b]), entonces f tiene un punto fijo en [a,b].

Demostracion. (i) Como f([a,b]) C [a,b], entonces

a< f(a)y f(b) <b.

Sea h : [a,b] — R dada por h(z) = f(z) — x. La funcién h es continua en el

intervalo [a, b] y ademas,
h(b) <0 < h(a).

Por el Teorema del valor intermedio existe ¢ € [a,b], tal que h(c) = 0. Asi,

fle)=c.
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(i7) Como [a,b] C f([a,b]), entonces existen o y f en [a,b], tales que

fla) =ay f(B) =b, luego
fle) <ay f(B) =28

Supongamos sin perder generalidad que a < [, definiendo la funcién
h:la,B] = R, con h(z) = f(x) — x, tenemos que

h(a) <0 < h(B).

Nuevamente, por el Teorema del valor intermedio existe ¢ € [«, 8] C [a, b] tal
que h(c) = 0. Por lo tanto f(c) = c. O

El siguiente resultado es inmediato del teorema anterior, sin embargo es
imporante enunciarlo, ya que lo citaremos mas adelante.

Corolario 2.5. Sea f : [a,b] — |a,b] una funcién continua y suprayectiva,
entonces f tiene un punto fijo en |a,b].

Los siguientes resultados, ademas de ser interesantes, seran de gran uti-
lidad en el capitulo final. Por comodidad se han enunciado para el intervalo
[0, 1], pero se cumplen para cualquier intervalo cerrado.

Teorema 2.6. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion continua. Si F(f) es
disconezo, entonces F(f?) es disconero.

Demostracion. Notar que F(f) # () a que el conjunto vaces conexo. Ademads
F(f) no puede constar de un unico elemento, por lo que podemos tomar
a,b € F(f) tal que a < b. Sea b = inf{zx € F(f) : a < z}, b estd bien
definido ya que ese conjunto es no vacio, porque b es un elemento de es-
te y a es cota inferior. De la definicién de b, se tiene que f(x) # z para
cada x € (a,b). Como F(f) es cerrado, podemos construir una sucesién
{z,}52, C F(f) tal que nh—>Holo x, = b. De la continuidad de f se tiene:

f) = f(lim z,) = lim f(z,) = lim =, =b.
n—oo n—oo n—oo
Por lo que b € F(f). Por el Teorema del valor intermedio podemos asegurar
que, para toda x € (a,b), f(x) < x o bien para toda x € (a,b), f(x) > x. Sin
pérdida de generalidad supongamos que f(z) < x para cada = € (a,b).
Es claro que a,b € f([a,b]), como f es continua y [a, b] es conexo tenemos
que f([a,b]) es conexo, asi [a,b] C f([a,b]). Dado x € (a,b), existe yo € (a, b)
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tal que x = f(yo), luego tenemos que f(x) = f2(yo) < f(yo) < y, es decir,
*(yo) < wo. De aqui, F(f?) no puede ser conexo, en caso contrario como
a,b € F(f?) se tendria que yo € [a,b] C F(f?) y esto no es posible. Por lo
tanto, F(f?) es disconexo. O

Teorema 2.7. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcién continua y suprayectiva. Si
F(f?) es conero, entonces f? = Id.

Demostracién. Del Corolario[2.5se tiene que F(f2) # (). Sean a = min F(f?)
y b =max F(f?). Como F(f?) es conexo, se tiene que F(f?) = [a, b]. Supon-
gamos que f2 # Id. Luego, tenemos alguno de los siguientes dos casos:

Caso 1 a > 0.

Note que f2(0) > 0. Si existe ty € (0,a) tal que f2(ty) < to, entonces por
el Teorema del valor intermedio, existe ¢ en (0,t) tal que f*(c) = c. Es-
to tltimo contradice el hecho de que F(f?) = [a,b]. De este modo, cada
t € [0,a) satisface que f2(t) > t. Por tanto, 0 ¢ f%([0,a)) y, claramente,
0 ¢ f%([a,b]) = [a,b]; es decir, 0 & f2([0,b]). Como f? es sobreyectiva (ya que
f loes), f2([0,1]) = [0,1], si b = 1, tendriamos que 0 ¢ f*([0,1]), lo cual es
una contradiccion, asi b < 1.

Caso 2 b < 1.

Note que f?(1) < 1. Se puede probar de manera andloga al caso 1 que
f2(t) < t para toda t € (b,1]. Por lo tanto 1 ¢ f?((b,1]) y también
1 ¢ f*[a,b]) = [a,b]; es decir, 1 & f?([a,1]) luego por argumentos simi-
lares al caso 1 tenemos que a > 0.

Tenemos lo siguiente, 0 < a <b < 1,0¢ f2([0,0]) y 1 §é *([a, 1]).

Observe que, dado cualquier x € [a, b], F2(f(z) = f(f*(z)) = f(z) y, por
ende f(z) € F(f?) = [a,b]. De este modo, f([a,b]) C [a,b].

Como F(f) C F(f?), tenemos que 0,1 ¢ F(f) asi, f(0) >0y f(1) <1
Veamos que para cada t € [0,a), f(t) > t. Si existe t, € (0,a) tal que
f(to) < to, entonces existe ¢ € (0,ty) tal que f(c) = ¢y, por ende,
c € F(f?) = [a,b], esta es una contradiccién . De esto que f(t) > ¢ para
cada t € [0,a). De forma similar, f(t) < ¢ para cada t € (b, 1]. De lo anterior
tenemos que 0 ¢ f([0,a)) y 1 & f((b,1]).

Del hecho f([a,b]) C [a,b], tenemos que 0,1 ¢ f([a,b]) y asi 0 ¢ f([0,b])
y 1 ¢ f([a,1]). Como f es sobreyectiva, existen sy € (b, 1] y 51 € [0,a) tales
que f(so) =0y f(s1) =1

Veamos que [0,a] C f([b,1]). Como f(b) € [a,b], es claro que a < f(b),
de esto [0,a] C [f(s0), f(b)]. Ademds f(s0), f(b) € f([b,so]) v f([b,50])
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es conexo, asi se tienen las contenciones [f(so), f(b)] C f([b, s0]) C f([b, 1]).
De esto que, [0,a] C f([b, 1]).

Ahora probaremos que f([0,a)) C (b,1]. Supongamos que existe
r € [0,a) tal que f(r) < b. Consideremos a’ = méax{r,s;} y asi tene-
mos lo siguiente [b,1] C [f(r),1] = [f(r), f(s1)] C f([0,d']), de esto que
f([b,1]) € f2(]0,a]). Como [0,d'] C [0,a] C f([b,1]), se cumple que

[0,a'T € f([b, 1)) < £2([0, a).

Por el Teorema [2.4] existe p € [0,d'] tal que f?(p) = p, esto es una contradic-
cién ya que p € [a,b] = F(f?). Por lo tanto f([0,a)) C (b,1].
Similarmente se prueba que f((b,1]) C [0,a). Asf,

F2([0,a)) € £((b,1]) € [0, ).

De lo anterior, 1 ¢ f2([0,a)) y como 1 ¢ f%([a,1]), tenemos que 1 & f2([0, 1]),
esto contradice al hecho de que f? es sobreyectiva. Por ende f? = Id. O

2.2. Puntos fijos atractores y repulsores

En la presente secciéon J denota un intervalo y f es una funcién continua
de J en J. Al hablar de puntos fijos una pregunta usual es ;hay diferentes
tipos? pues resulta que si, los cuales dan informacién sobre la dindmica de
manera local que definimos a continuacion.

Definicién 2.8. Sea xy un punto fijo de f. Decimos que xy es un punto fijo
atractor si existe un intervalo abierto (a,b), con xy € (a,b) tal que

f((a,b)NJ) C (a,b)NJ

y para toda x € (a,b) N J, se tiene que lim f"(x) = xy.
n—oo
Dado un punto fijo atractor, podemos decir que la o6rbita de puntos cer-
canos a ¢l convergen a este.

Definicién 2.9. Dado xq un punto fijo de f, decimos que es un punto fi-
jo repulsor si existe un intervalo (a,b) con xy € (a,b), tal que para cada
z € (a,b)NA, con x # g, existe n, € N de tal manera que ™ (z) ¢ (a,b)NJ.
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Si tenemos un punto fijo repulsor, podemos decir que la érbita de puntos
cercanos a ¢l se aleja en tiempo finito. El siguiente resultdo nos da un criterio
para saber cuando un punto fijo es repulsor o atractor, aunque como ya
veremos hay casos especiales que se escapan de las posibilidades de este.

Teorema 2.10. Sea x¢ € J tal que f(xo) = xo. Supongamos que f es deri-
vable en xg.

(i) Si |f'(zo)| < 1, entonces xy es un punto fijo atractor.
(ii) Si|f'(x0)| > 1, entonces xo es un punto fijo repulsor.

Demostracion. (i) Si |f'(xo)| < 1, entonces

lim f(@) = J(xo) <1
T—T0 T — Xg
Como f(xg) = xo, tenemos
lim f) — o < 1.
T—rx0 T — .1'0

Como la funcién valor absoluto es continua y f es derivable en g, entonces

r)—2x
tim [LE =% .
T—x0 r — 2o
Podemos tomar ¢ € R tal que
T—Io r — 29

Dado e = ¢ —1> 0, existe 6 > 0 de tal manera que si z € B(xg,d) entonces

ﬁﬁ:@_4<a
T — Xg
de aqui,
f@) =z .
T — X

Asi, para x € B(x,0) N J con x # xg, se tiene

‘ f(z) =20

T — X

<,
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o bien,
|f(z) — o] < ¢l — z]. (2.1)

Como |z —xo| < dy c <1, de (2,1) se tiene |f(x) — zo| < J. Por lo que,
f(B(zo,0)NJ) C B(xg,0) N J.
Entonces f(z) € B(xp,d) N J, en consecuencia cumple (2.1) y por tanto
[f* (@) — @] < el f (@) — @o| < Pl — o).
De manera recursiva obtenemos que para toda n € N,
|[f" () = @o| < " — ol

Luego para todo punto x € B(xg,0) N J, se tiene que f™(x) converge a
cuando n tiende a infinito, esto ya que {¢"}>2; converge a cero. Luego xg es
un punto fijo atractor bajo f.

(27) Si |f'(z)| > 1 podemos tomar ¢ € R tal que 1 < ¢ < |f'(x)|. Usando
argumentos similares al caso anterior, existe 6 > 0 tal que si z € B(xg,d)NJ,
con x # xgy, entonces

|f(z) — zo| > c|z — x|

Si suponemos que f"(z) € B(xg,0) para toda n € N; se tiene que

d > |f"(x) — xo| > |z — 0.
Pero esta situacién no es posible ya que {c¢"}22, diverge, por lo que debe
existir N, € N, tal que fY=(z) ¢ B(zo,0) N J. Por lo tanto x es un punto
fijo repulsor de f. ]

Note que las desigualdades estrictas en el teorema anteior son necesarias
ya que estas nos aseguran la existencia un nimero positivo c entre 1y | f/(z)],
y con el cual se prueba el resultado. De aqui que si |f'(z)| = 1, no se puede
determinar la naturaleza del punto fijo, mas aun x puede ser atractor o bien
repulsor como se puede ver en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.11. Sea f : R — R la funcién f(x) = x + x3. Notar que 0 es
punto fijo de f, y f'(0) = 1. Veamos que 0 es un punto repulsor.
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Consideremos el intervalo (—1,1). Tomemos x € (0,1), demostraremos
por induccion sobre n que,

() >z + (n—1)2°

Como f(x) =x+2° > x+ (1 — 1)23, tenemos que la afirmacion se cumple
para n=1. Ahora supongamos que para algin k € N, f*(z) > x + (k — 1)a®.
Veamos que la afirmacion se cumple para k + 1. Como f es estrictamente
creciente sobre el intervalo (0,1), tenemos que

) > fat+(k—1)2%) = a+(k—1) 2+ (24 (k—1)2%)® > o+ ((k+1) 1),

Por lo tanto se cumple la afirmacion. En consecuencia la susecion { f™(x)}5°,
diverge. Mds aun, toda n € N tal que n > 1;—336 + 1, satisface que f™(x) > 1.
Para x € (—1,0), probemos por induccion sobre n que,

f(z) <z 4+ (n—1)2°
Como x3 < 0 se tiene que f(z) = x + 23 < x, asi tenemos que la afir-
macion se cumple para n=1. Ahora supongamos que para algin k € N,
fH(2x) < x+ (k — 1)a3. Veamos que la afirmacién se cumple para k + 1.
FEs claro que la funcion f es estrictamente decreciente en (—1,0). Asi,

FF @) < flo+ (k= 1)2%)
=x+ (k—1)2° + (z + (k- 1)2*)®
=2+ ka® +[3(k — Da® +3(k — 1) + (k — 1)%27].

La expesion entre corchetes resulta ser un numero negativo, por lo tanto
fflz) < flx+ (k= 1)2*) < 2+ ((k+ 1) — 1)2®. Por ende la sucesion
{f™(z)}se, diverge. Mds aun, todan € N tal que n > _ig,_“ + 1, satisface que
fH(x) < —1.

Finalmete, dado xq € (—1,1) con xy # 0, podemos asegurar que existe
no € N tal que f"(z) ¢ (—1,1). Por lo tanto 0 es un punto fijo repulsor de

f.

Ejemplo 2.12. Sea f : R — R la funcién f(z) = v — x3. Notar que 0 es

punto fijo de [y f'(0) = 1. Veamos que 0 es un punto atractor.
Nuevamente consideremos el intervalo (—1,1). Primero veamos que

f((~1,1)) C (—=1,1), para esto tomemos x € (—1,1), tenemos dos casos:
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1. Si0 < x <1, entonces 0 < 23 < z, por lo que —x < —23 < 0 y asi
0<z—2a*<z<1,esdecr, 0 < f(z) < 1.

2. 81 —1<x<0, entonces —1 <z <23 <0, luego 0 < —23 < —x <1y
asi =1 <z <x—12° <0, es decir, —1 < f(x) < 0.

De lo anterior se tiene que f((—1,1)) C (=1,1). Mds ain, para cada n € N
fn((—l,())) - (_170) Y fn((o)l)) - (Oa]-) Sea r € (_171) con x 7é 0,

veamos los siguientes casos:

1. 8 0 < x < 1, veamos que f"*}(z) < f™(x) para cada n € N. Sea
n € N. Sabemos que 0 < f"(z) < 1, por lo tanto, 0 < (f™(x))?, asi

(@) = f(f"(2) = f(2) = (f"(2))° < f(=).

2. 81 —1 <z <0 se cumple que f"(x) < f"*(z) para cada n € N, esto
se prueba con argumentos similares al caso anteior.

Entonces {f™(x)}2, es estrictamente decreciente o estrictamente creciente

segqun sea el caso y ademds es acotada, por ende converge a un elemento L

el cual pertenece al intervalo (—1,1), es decir, lim f"(x) = L. Como f es
n—oo

continua tenemos

F(L) = f(lim f(2)) = lim (@) = L.
n—oo n—oo
FEs decir, L es un punto fijo de f, pero 0 es el inico punto fijo de f en (—1,1),
ast { f"(x)}2, converge a 0. Por lo tanto 0 es un punto fijo atractor.

2.3. Puntos periédicos

Si pensamos en la érbita de un punto como un conjunto, son de interés
los puntos cuya érbita es un conjunto finito. Estos son elementos que siguen
una trayectoria cerrada ya que visitan cada punto de la érbita una infinidad
de ocasiones.

En esta seccion X denota un espacio métrico compacto.

Definicién 2.13. Sea f : X — X una funcion continua y xo € X. Decimos
que xo es un punto periddico de f si existe n € N tal que f"(xy) = xo.
Al conjunto de todos los puntos periddicos de f lo denotamos con Per(f). Si
x € Per(f), decimos que O(z, f) es una orbita periddica.
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Dado x¢ € Per(f). Definimos el periodo de =y como
p=min{n € N: f"(zo) = 20}
Dado x € X y y € Per(f), conviene dar la siguiente notacién

d(z,y) = min{d(z,a) : a € Oy, f)}.

Haciendo analogia a lo realizado para conjunto F(f), nos preguntamos
i Per(f) es un conjunto cerrado? La respuesta es negativa y se estudia un
ejemplo de ello en la siguiente seccién (véase Teorema [2.22)).

Teorema 2.14. Sea f : X — X wuna funcién continua. Si x € Per(f) es
de pertodo p, entonces cada punto en la orbita de x es también un punto
periodico de f con periodo p.

Demostracion. Dado fi(z) € O(z, f) = {z, f(z), f*(x),..., fF~'}, tenemos
que 7 € {0,1,2,...,p — 1}. Es claro que fP(f7(z)) = f’(z). Supongamos que
existe ¢ € N con ¢ < p tal que f4(f/(z)) = f’(x). Notar que fP(f/(z)) = =,
de aqui,
P () = =

Luego fP*4(x) = x, por lo que fI(fP(x)) = x, es decir, fi(x) = x, esto
contradice el hecho de que p sea el periodo de x. Por lo tanto p es el periodo
de fi(z). O

Observacién. Si p es un punto periédico y r € O(p, f), entonces
O(p, f) = O(r, f). De esto que, si p y ¢ son puntos periédicos tales que,

O(p, /)N O(q, f) # 0, entonces O(p, f) = O(g, f).

Los siguientes teoremas son criterios de existenica para puntos peridodicos
en intervalos. El primero de ellos usa como herramienta principal el Teorema
del valor intermedio y los dos siguientes el Teorema [1.7]

Teorema 2.15. Sean A un intervalo en R y f : A — A una funcion continua.
St f tiene un punto de periodo n > 2, entonces f tiene un punto de periodo 1.

Demostracion. Tomemos un punto de periodo n > 2 y ordenemos los puntos
de su érbita de menor a mayor, es decir,

T < Ty < ... < Ty
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De aqui,
z1 < f(z1) y flan) < zn.

Definiendo h : [z1, 5] — R por h(z) = f(x) — z, tenemos que h es continua
y ademas
h(z,) <0 < h(zy).

Por el Teorema del valor intermedio existe x¢ € (x1,z,) C A tal que h(zg) =
0 luego, f(xg) = zo y por lo tanto existe un punto en A de periodo 1. O

Teorema 2.16. Sea A un intervalo enR y f : A — A una funcion continua.
Si f tiene un punto de periodo 3, entonces f tiene un punto de periodo 2.

Demostracién. Sea a € A, tal que O(a, f) = {a, f(a), f*(a)} y supongamos
sin perder generalidad que a < f(a) < f*(a). Pongamos I = [a, f(a)] y
J = [f(a), f*(a)], luego se tienen las siguientes contenciones

JCfI) y la, fa)l =TUJ C f(J).

De la contencién I C T U J C f(J) y el Teorema se sigue que existe un
intervalo cerrado A; C J tal que f(A4;) = 1.

De la contenciéon A; C J C f(I) se tiene nuevamente del Teorema
que existe un intervalo cerrado Ay, C I tal que f(Ay) = A;. De aqui que
J?(Ay) = I y con ello Ay C f?(Asy). Por el Teorema existe xg € Ay C 1
tal que f?(xq) = xo, notar que f(zg) € Ay C J. Si f(zo) = wo, tenemos que
ro € AANAy CINJ ={f(a)}, de esto que f(a) sea un punto fijo, lo cual
es imposible ya que por el Teorema f(a) tiene periodo 3. Por lo tanto,
f(xo) # w0y f*(x0) = o, es decir, o es de periodo 2. O

Teorema 2.17. (Li-Yorke) Sean A un intervalo en R, n e Ny f: A — A
una funcion continua. St f tiene un punto de periodo 3, entonces f tiene un
punto de periodo n.

Demostracidn. Sea a € A de periodo es 3, es decir, O(a, f) = {a, f(a), f*(a)}
y supongamos sin perder generalidad que a < f(a) < f*(a) y consideremos
nuevamente los intervalos I = [a, f(a)] y J = [f(a), f*(a)].

De los dos teoremas anteriores tenemos que existen puntos de periodo 2
y 1, por hipétesis existe un punto de periodo 3. Por lo que tomamos n € N
tal que n > 3. Se cumplen las siguientes contenciones

JC ) y la, fa)] =TUJ C f(J).
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Como I C TUJ C f(J) por el Teorema[l.7 tenemos que existe un intervalo
cerrado A; C J tal que f(A;) = I. A su vez como A; C TUJ C f(J),
nuevamente por el Teorema existe As C J intervalo cerrado tal que
f(As) = A;y. De la misma contencién se sigue que existe un intervalo cerrado
As C J tal que f(A3) = As.

Siguiendo con este proceso definimos los intervalos cerrados Ay, As, ..., A, _1,
todos contenidos en J, tales que f(A;) = A; 1 parai € {2,3,..,n — 1}.

Como A,y C J C f(I), existe A,, C I tal que f(A4,) = A,—1. Por la
forma en que construimos los intervalos tenemos que

A, CI=f"(4,).

Por el Teorema existe zyg € A, tal que f"(xg) = x¢. Por la construccién de
los intervalos A; tenemos que xg € I 'y f'(zo) € J para todai € {1,..,n—1}.
Si zg = f'(z0) para algin i € {1,..,n — 1}, entonces o € INJ = {f(a)},
luego f(zo) = f(f(a)) = a, de esto que a € J, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto f™(xg) = xo y fi(xg) # 1o para toda i € {1,..,n — 1}, por ende
el periodo de zq es n. O

Dado X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua
iserd que siempre ocurre F(f) # 0y Per(f) # 07 El siguiente ejemplo es
muestra de que esto no siempre es cierto.

Ejemplo 2.18. Consideremos S' = {z € C : |z| = 1} la circunferencia
unitaria. Se sabe que St es un espacio métrico, compacto y conezo.

En coordenadas polares, cada punto z en S*, se puede expresar de la forma
e = cos(0) + isen(d), para algin 6 € [0,27]. Dado a € [0,27] definamos la
funcion

R, : St —5t
oif s il0+0)

FEsta funcion toma un punto en S* y lo rota o radianes en sentido contra-
rio a las manecillas del reloj sobre la circunferencia unitaria. Esta funcion
es continua.

No es dificil convencerse de que R, (e?) = € si o es 0 o 2w, para cual-
quier otro a € (0,27), se tiene que Ry () # € para todo 6 € [0,27], es
decir, F(Ry) = 0.

Tomemos « € (0,27), de tal manera que %” ¢ N. Si suponemos que existe
un punto €% con 0y € [0,27] yn € N tales que (R,)"(e') = e se tiene

0
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’\Ra

Figura 2.1: Dindmica de R,,.

que €% = ¢ , luego €™ =1 = €™ asi, ina = 2w, es decir, n = %r

lo cual es una contradiccion. Esto nos dice que Per(Ry) = 0 siempre que
ae (0,2m) y = ¢ N.

0o +ina 2

2.4. La funcidon tienda

La grafica de la siguiente funcién es muy simple (véase Figura y por
su forma recibe el nombre de funcién tienda (no por tienda de conveniencia
sino por tienda de acampar). Sin embargo esta resulta tener una dindmica
complicada, como veremos mas adelante tiene muchas de las propiedades que
se estudian en la dindmica. Es un ejemplo modular en los sistemas dinamicos
y serd el principal ejemplo de este capitulo.

La funcién tienda denotada por T : R — R se define como

T(x) = 2z S%xg
2—2x six >

N N

Dado que para puntos x ¢ [0, 1] la sucesiéon {T™(z)}>°, diverge, lo intere-
sante ocurre para puntos en el intervalo [0, 1], y es en donde restringiremos la
funcién para estudiarla. Una observacion rapida de esta funcion es que tiene
dos puntos fijos, z = 0y = = %, ambos son repulsores ya que 77(0) = 2 y
T (%) = —2.

Para la funcién tienda restringida al intervalo [0, 1] se tiene el siguiente
resultado.

Teorema 2.19. Sea T la funcion tienda. Six € [0, 1], entonces T'(x) € [0, 1].

Demostracion. Sea x € [0,1], si z < 1, se tiene que T'(z) = 2z < 2(3) = 1.
Por otro lado, sf z > 3, entonces —2z < —1 y luego T'(z) =2 — 2z < 1. Por
lo tanto T'(x) € [0, 1]. O
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0 1

Figura 2.2: Grafica de T

De esto se tiene que para toda n € N, 7" (x) € [0, 1]. Parte de la maravilla
de esta funcion es gracias a como se comportan las iteraciones de esta, veamos
como se ven las gréaficas de T?% y T3.

1 1

0 1 0 1
Figura 2.3: Graficas de T? y T°.

De la grifica de T? podemos ver que, al dividir el intervalo [0, 1] en 22

subintervalos de longitud 2%, tenemos que T2 restringida a cada intervalo

de a forma [2%, l;—ﬂ con [ € {0,1,2,3}, es un homeomorfismo al intervalo

[0,1]. Algo similar se puede decir para T, solo que ahora el intervalo [0, 1]
se divide en 2% subintervalos de longitud 55, al restringir 7% a cada uno de
esos subintervalos también se tiene un homeomorfismo al intervalo [0, 1]. El

siguiente teorema nos dice que esto se mantine para cuaquier 7" con n € N.

Teorema 2.20. Para todan € N y para cada l € {0,1,2,...,2" — 1} se tiene

que la funcion T™ restringida al intervalo [2%, l;—nl],

[ 1+1
Tn][%nz%nl] : {Q_n’ 5n }—>[O,1]
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es un homeomorfismo.

Demostracion. Usaremos inducciéon matematica. Para n = 1, tenemos que
1 € {0,1}. Sil =0, se tiene que T : [0, 3] — [0,1] y T'(z) = 2z, es claro que
T definida asf es un homeomorfismo. Si I = 1, entonces T : [5,1] — [0,1]
y se define por T'(x) = 2 — 2z, esta funcién asi definida también es un
homeomorfismo.

Supongamos que se cumple para algin k£ € N. Asi, para cada
1€{0,1,2,..,2" -1}

T |[l l+1

2k’ 2k

[ I+1
{?,z—k}—ﬂoﬂ]

es un homeomorfismo.
Sean=k+1yle{0,1,2,..,2"" —1}. Tenemos dos casos:

Caso 1. Sil < 2% — 1, se tiene que 4t < ZEL = 1y ademds 0 < 5,

por lo que:
[ 1+1 1
[ﬁ’%} c [0, 5],

Sea t = T‘[2k+172lk++11]’ veamos que t es un homeomorfismo de [, 755] en
[+, 5], Es claro que ¢(z) = 2z y no es dificil ver que ¢ es una funcién
es continua e inyectiva. Dada y € [4, 4] es claro que ¢() = y, no es
dificil ver que § € [leﬂ, Ql,ffl] por ende t es sobreyectiva. Por el Teorema
1.18, ¢ es un homeomorfismo. Por hipétesis de induccién T* \[21 L) €s un
homeomorfismo entre [x, l;l} [0,1]. Como T**! = T*(T) se tiene que T

es un homeomorfismo de [+, ;;ﬁ}l] en [0,1].

Caso 2. Si2F <1 < 2M1 —1, tenemos § = 2,3_1; < gy <AL L giii =1,
por lo que
[ 1+1 1
— —| C[=,1].
9k+17 9k+1 2
Sea t =T _._ g1y, Veamos que ¢ es un homeomorfismo de [, 25 en

2k+179k+1
k4+1__ kE+1__
[2—7=L 271, Tenemos que t(x) = 2 — 2z, veamos que esta bien definida,

2k 9 2k
sea T € [ ,;,Lll] entonces # <x< 2l,f—+11, luego Q,f > 2 > ;;1, ast
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F+2>2-2z> =1 +2 porende t(z) € [2k+12;l’1, 2k;’l]. Es claro que

t es continua e inyectiva, con un proceso similiar al del caso 1 se puede ver
que t es sobreyectiva. Por tanto por el Teorema|l1.18| ¢ es un homeomorfismo.
Como 2F <[ < 2¥1 — 1 se cumple lo siguiente

—ka—l21—2k+l
2k+1_2k_122k+1_l_120
P —1>2M 1 —1>0.

Asf, 281 — 1 —1 € {0,1,...,2F — 1}. Entonces por hipétesis de induccién,

k ok+l_[ 1 gktl_g
T |[2k+1k,l,1 241y €8 UN homeomorfismo de [*——, =] en [0, 1] y por lo
2 ]
k41 I 1+l .
tanto T’ |[2kz+ L) es un homeomorfismo de [5757, 5i57) en [0, 1]. Finalmente
podemos concluir que se cumple para toda n € N. O

El siguiente lema combinado con el teorema anterior, son herramientas
fundamentales para probar una de las propiedades mas importantes de la
funcién tienda, la densidad de los puntos peridédicos.

Lema 2.21. Si (a,b) C [0,1], entonces existe N € N y k € {1,...,2N — 2}

tal que
k k+1
55 5w € (a,0).

Demostracion. Podemos tomar N € N tal que QLN < b’T‘l, consideremos el
conjunto {l € {1,2,...,2N8 — 2} : QLN > a}, este conjunto es no vacio, ya que
al menos 2 — 2 pertenece a este, de lo contrario tendriamos que b > 1.
Asi, podemos tomar el minimo de este conjunto, digamos k. Se tiene que

S —a < 5k, de ahf que B —a < 2(5%) < 2(5%), luego EF < b. Es decir,

kE kE+1
[2—Na2—N] C (a,b).

Se cumple lo deseado. O

A continuacién presentamos unas de las propiedades mas interesantes de
la funcion tienda y que son de gran utilidad.

Teorema 2.22. Sea T la funcion tienda.

1. Si (a,b) C [0,1], entonces existe N € N tal que TV ((a,b)) = [0, 1].
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2. El conjunto Per(T) es denso en [0, 1].

Demostracion. Para 1. Por el Lema , existe N € Ny ke {1,...,2V — 2}
tal que [Q—N, %] (a,b). Finalmente, por el Teorema podemos concluir
que T%((a, b)) = [0, 1]

Para 2. Tomemos un intervalo abierto (a,b) C [0, 1], por el Lema
existe N € Ny k € {1,.. 2N—2}N€Nyk6{1,..,2N—2}ta1que
(&, &) C (a,b), con TN( ,E82]) = [0,1]. Por (ii) del Teorema , I

2N
tiene un punto fijo en 5, '“2%] Asi existe
To € [QLN; k_—ltll] C (CL, b)

Tal que TV (x) = g, por ende Per(f) N (a,b) # 0. O
1],

Por lo anterior cl(Per(T)) = [0,1], sin embargo 3 ¢ Per(T), es decir,
Per(T) # cl(Per(T)) y asi Per(T) no es cerrado.

2.5. Transitividad topolégica

Otra propiedad de interes en la dindmica es la denominada transitividad.
Intuitivamente nos dice que algunos puntos del espacio en algiin momen-
to esta cerca de cualquier otro punto del espacio, es decir, su "trayecto es
denso”por decirlo de alguna manera.

Definicién 2.23. Sean X un espacio métrico y f : X — X wuna funcion
continua en X. Decimos que f es topolégicamente transitiva en X (o

trasitiva en X) si para cada par de conjuntos abiertos y no vacios de X, Uy
V, existe n € N tal que f*(U)NV # 0.

Los siguientes dos teoremas serviran para familiarizarnos con la definicion.

Teorema 2.24. Sea X un espacio métrico no finito y f : X — X una
funcion continua. Si [ es transitiva, entonces todo punto x € X es punto de
acumulacion.

Demostracion. Supongamos que existe un punto aislado zy € X, luego existe
e > 0 tal que (B(z,e) — 29) N X = 0. De aqui se tiene que B(xg,e) = {zo},
es decir, {z} es un abierto no vacio.

Como f es transitiva, existe n € N tal que f"({zo}) N {zo} # 0, de aqui
se obtiene que f"(xg) = g, es decir, zg es un punto periédico y por ende
O(xg, f) es un conjunto finito, por lo que O(zy, f) es un conjunto cerrado.
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Como X no es finito se tiene X — O(xo, f) es un conjunto abierto y no
vacio. Aplicando la transitividad de f una vez mas, tenemos que existe m € N
tal que f™({zo}) N (X — O(xo, f)) # 0. Esto es una contradiccién, por lo
tanto todo punto en X es punto de acumulacion.

m

Teorema 2.25. Sea X un espacio métrico y f: X — X wuna funcion conti-
nua. Si [ es transitiva, entonces para cada U y V' abiertos en X, no vacios,
se tiene que el conjunto

NU,V)={neN: f"(U)NV # 0},
es infinito.

Demostracion. Como f es transtiva existe n € N tal que f*(U) NV # 0.
Probaremos que existe N € N con N > n tal que fN(U)NV # 0.

Como f(U)NV # () existe un z € U C X tal que f"(z) € V, es decir,
(fm)~1(V) # 0. Como f™ es una funcién continua tenemos que (f™)~1(V)
es abierto. Aplicando de nuevo la transitividad de f tenemos que existe
m € N tal que f™(U) N (f")"4(V) # 0. De aqui que exista y € U tal que
f™(y) € (f)~1(V), entonces f*(f™(y)) € V, luego f**™(y) € V, es decir,
frr™(U)YNV # (). Poniendo N = n+m se tiene lo deseado. Lo que probamos
es, sin € N(U,V) entonces existe N > n tal que N € N(U,V), es decir,
N(U,V) no es acotado y por lo tanto es infinito. O

No debe ser extrano que nuestro primer ejemplo de funcion transitiva sea
la funcién tienda.

Teorema 2.26. La funcion tienda T : [0,1] — [0,1] es transitiva en el
intervalo [0, 1].

Demostracion. Sean U y V' dos subconjuntos del intervalo [0, 1] abiertos y
no vacios. Podemos tomar un intervalo abierto (a,b) contenido en U. Por el
Teorema inciso 1, existe N € N tal que TV (a,b) = [0,1]. De aqui se
sigue que TV (U) = [0,1] y , por lo tanto, T¥(U) NV # (). ]

La siguiente proposicién relaciona la transitividad topoldgica con la exis-
tencia de dérbitas densas en un sistema dindmico.

Teorema 2.27. Sea X un espacio métrico compacto y f : X — X una
funcion continua. Si f es transitiva en X, entonces existe xqg € X tal que la
orbita O(xg, f) es un conjunto denso en X.
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Demostracion. Sea k € N, consideremos Uy, = {B(z, 1 )|z € X}, esta es una
cubierta abierta de X, como X es compacto, podemos tomar una subcubierta
finita de Uy, digamos Uj; = {B(z1,, 1), B(x2,, 1), .., B(n,, )} tal que,

x=Ju.

Sea U = U U}, notar que U es numerable, dado B € U es claro que B

k=1
es un conjunto abierto, definamos el siguiente conjunto,

o0

Ap = U (f™~N(B).

m=1

Es claro que Ag es un conjunto abierto. Veamos que Apg es denso. Tomemos
V' un subconjunto abierto de X, como B es abierto y f es transitiva existe
m € N tal que f™(V)N B # (), es decir, existe f™(z) € B con x € V. Notar
que z € (f™)"HB), ast (f™)"YB)NV # 0, por lo que AgNV # (). Por ende
Ap es denso en X. Por el Teorema de Baire (Teorema , se tiene que,

A=) Ap #0.

Beu

Afirmamos que para toda y € A, O(y, f) es un conjunto denso en X.

Sea U C X abierto, distinto del vacio. Sean z € U y ¢ > 0 tales que
B(z,¢) C U. Podemos tomar k € N tal que ; < £. Como U; es una cubierta
abierta de X, existe z, € {z1,,22,, ..., Ty, } tal que

z € B(z., 1)
Dado w € B(z., 1), d(w, z) < d(w,z.) + d(z,2.) < e. Por lo que
B(z.,1) C B(z,e) C U.
Como y € A, entonces y € Uf_m(B(xz.%)), ya que B(z..1) € U. Por lo

m=1

que existe [ € N tal que
f'(y) € B(z.,3) C U.

Es decir, O(y, f) N U # 0, por lo que O(y, f) es conjunto denso en X. O
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El siguiente teorema muestra que el regreso del teorema anterior es cierto
cuando X, ademés de ser compacto, no tiene puntos aislados. Se enuncia
aparte para hacer énfasis, que en el primero solo se requiere que X sea com-
pacto y en el segundo solo necesitamos que X no tenga puntos aislados.

Teorema 2.28. Sean X un espacio métrico sin puntos aislados, f : X — X
una funcion continua y xo € X. Si O(xg, ) es denso, entonces se cumple
que

1. Para cada k € N, la drbita de f*(xq), O(f*(x0), f), es densa en X.
2. f es transitiva en X.

Demostracion. Para 1. Sea k € N, tomemos zg € X y g9 > 0, notar que
O(f*(x0), f) = {f*(z0), fF(20), f¥*?%(a0), ...}. Podemos ver que

O(zo, f) = {zo. f(x0), [*(w0), -, [* (w0)} U O(f*(w0), f).

Por la densidad de O(zy, f) podemos tomar y; € B(zg,c0)NO(zo, f). Toman-
do e; = min{d(zp,y1),e0 — d(20,y1)} aseguramos que B(yi,e1) C B(zo, o).
Podemos tomar z; € B(y1,e1)—{y1}, ya que y; es punto de acumulacién, defi-
niendo ahora o = min{d(z1,v1),e1 —d(21, 1)}, podemos hallar y, € O(z, f)
tal que

Y2 € B(z1,€2) C B(y1,€1).

Notar que yo # y;. Podemos seguir haciendo este procedimiento k£ + 1 veces
hasta obtener el conjunto

Y = {yh Y2, -y yk+1}'

Donde y; # y; siempre que ¢ # j y ademds Y C B(zp,¢). Asi tenemos la
certeza de que Y NO(f*(xy), f) # 0. Por lo tanto O(f*(z0), f)NB(z0,€) # 0.
Como zp y € se tomaron arbitrarios se tiene el resultado.

Para 2. Sean U,V abiertos en X, como O(zg, f) es un conjunto den-
so, existe m € N tal que f™(xy) € V, por el ejercicio anterior tenemos
que O(f™(xo), f) es un conjunto denso, por ende existe [ € N, tal que
fm*(xg) € U. Por lo tanto f™*(xq) € fmH(V)NU. O
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2.6. Sistema dinamico caotico

Dada f: X — X una funcién , decimos que xy € X tiene orbita estable,
si f es equicontinua en xy. Podemos pensar que un sistema dindmico (X, f)
se comporta bien, si todas sus orbitas son estables. La presencia de algunas
orbitas no estables provoca problemas en el sentido de que, si queremos es-
tudiar una orbita, al iterar f podemos alejarnos significativamente de esa
orbita. Este tipo de sistema no es muy util si se requiere hacer alguna pre-
diccion valida de este, sin embargo estos aprecen de manera frecuente. En
esta seccion presentamos condiciones para que un sistema tenga érbitas no
estables dando paso a los sistemas dinamicos cadticos.

La siguiente definicién la podemos entender como una no estabilidad del
sistema.

Definicién 2.29. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcion
continua. Decimos que f es sensible a las condiciones iniciales en X
si existe 0 > 0 tal que, para toda x € X y para cualquier € > 0, existen
y € B(x,e) yn €N tales que:

d(f"(z), f*(y)) = 6.
Al nimero § se le llama constante de senstbilidad de f.

Una funcién que es sensible a las condiciones iniciales nos dice que ninguna
de sus érbitas son estables. No solo eso, hay ademas uniformidad en este
fenémeno ya que la constante de sensibilidad es la misma para cada orbita.

Veamos un ejemplo de una funciéon que no es sensible a las condiciones
iniciales.

Ejemplo 2.30. Veamos que f : [0,1] — [0,1] definida por f(x) = 2%, no es
sensible a las condiciones iniciales en [0, 1].

Sea 6 > 0, veamos que existe € > 0, tal que para cualquier y € B(0,¢) y
toda n € N cumple que

1f(0) = f"(y)] < 0.

Basta con tomar § = €. f"(0) = 0 para toda n € N y ademds f es estric-
tamente decreciente en (0,1). Siy € B(0,¢), tenemos que 0 < y < ¢, luego
0 < f"(y) <y < e para toda n € N. Es decir, |0 — f"(y)| < 6. Asi f no es
senstble a las condiciones iniciales.
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La sensibilidad de condiciones iniciales en un sistema dindmico es un
indicio de caos, ya que no tenemos control sobre las érbitas. Notar que si
X es finito o tiene un punto aislado, cualquier funciéon de X en X no sera
sensible a las condiciones iniciales.

Teorema 2.31. Sea X un espacio métrico finito y f: X — X una funcion
continua. Si f es transitiva, entonces Per(f) es denso en X.

Demostracion. Sea 6 = min{d(z,y) : x,y € X}. Dado x € X tenemos que
B(z,0) = {z}, por lo tanto {x} es abierto para toda x € X. Fijemos =g € X,
dado y € X por la transitividad de f, existe n € N tal que f"(xo) N{y} # 0,
es decir, f"(xg) = y. Asi temos que X C O(xg, f), por lo que X = O(xy, f),
esto implica que todos los puntos de X son periédicos y por ende Per(f) es
denso en X. O]

La siguiente definicién de caos fue por R. L. Devaney en 1995. (ver [2]).
Esta describe la presencia de una gran cantidad de puntos con orbitas cuyo
comportamiento, de alguna manera es, extrano o complejo. No es la tinica
forma de definir este tipo de comportamiento. Sin embargo, esta definicion
es de las mas populares.

Definicién 2.32. Sea X un espacio métrico que no tiene puntos aislados vy
f X — X una funcion continua. Decimos que [ es una funcion caotica o
que genera un sistema dindmico cadtico en X si se cumplen:

1. El conjunto Per(f) es denso en X.
2. f es transitiva en X.
3. [ es sensible a las condiciones iniciales en X.
Teorema 2.33. La funcion tienda T : [0,1] — [0,1] es cadtica en [0, 1].

Demostracion. Por los Teoremas y [2.22] sabemos que T es transitiva y
Per(T) es denso. Resta probar que T es sensible a las condiciones iniciales.

Sea d = 1. Tomemos z € [0,1] y € > 0, sea B(z,¢) = (z —¢&,z+¢) N[0, 1]
por el Teorema [2.22] existe N € N tal que

TV (B(z,¢)) = [0,1].

Luego existen zg, z; € B(x,¢), tales que TV (zo) = 0y TV (z;) = 1. Tenemos
dos casos
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1. Si TN (z) € [5,1] se tendrd que [TV (z) — TN ()] >

= N

2. Si TN(z) € [0, 3] se tendrd que |TN(z1) — TV (z)| >

ol

Por lo tanto la funcién T es sensible a las condiciones iniciales y por ende T’
es cadtica. ]

La funcién definida en el Ejemplo no es cadtica, ya que Per(R,)
no es denso y la funcién del Ejemplo tampoco es cadtica ya que no es
sensible a las condiciones iniciales.

Lema 2.34. Sean X un espacio métrico sin puntos aislados y f : X — X
una funcién continua. Si Per(f) es denso, entonces existen q1,qs € Per(f)
tal que para toda x € X se cumple

6($7Q1) Z 650 0 5(.’13', QZ) Z 630-
Donde §g = min{d(a,b) :a € O(q1, f) y be O(q, f)}

Demostracion. Tenemos que X es infinito y Per(f) es denso, asi podemos
hallar ¢, ¢2 € Per(f) tales que O(q1, f) N O(qo, f) = 0, de esto dy > 0.
Definamos los siguientes conjuntos,

U= |J Ba%® yVv= |J Bb®Y).

acO(q1,f) bcO(qz2,f)

Notar que VNU = (). Dado x € X se tiene que, x € X —(UUV) 6z € UUV.
Siz € X — (UUYV), entonces d(z,a) > % para toda a € O(q, f)
y d(z,b) > %0 para toda b € O(qq, f). En este caso se cumplen las dos
desigualdades deseadas.
Cuando x € U UV tenemos que, si x € U entonces x ¢ V y asi
d(z,b) > %0 para toda b € O(qe, f). Es decir, §(z,q) > %0. Six eV se

tiene la desigualdad d(z, q1) > %0. O

El siguiente teorema muestra que, para tener un sistema dinamico caoti-

co basta con que la funcién sea transitiva y que haya densidad de puntos
periddicos.

Teorema 2.35. Sean X un espacio métrico sin puntos aisladosy f : X — X
una funcion continua. St f es transitiva y tiene densidad de puntos periodi-
cos, entonces f es sensible a las condiciones iniciales.
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Demostracion. Por el Lema existen qi,qs € Per(f) tales que

)= 2 o o) > 2

para toda x € X, con § = min{d(a,b) : a € O(q1,f) vy b€ O(g, f)}
Veamos que f tiene como constante de sensibilidad § = %0.

Sea x € X y € > 0, denotemos B = B(x,d) N B(x,¢), es claro que B es
abierto no vacio. Por la densidad de Per(f) existe p € Per(f) tal que p € B.
Denotemos por n al periodo de p. Supongamos sin perder generalidad que

)
5(x7QI) > _0

> 3 = 4. (2.2)

Cosideremos el siguiente conjunto,

V=B (@), 9),

Tenemos que V' es un conjunto abierto no vacio ya que ¢; € V. Por la
transitividad de f, existe k € N tal que

BNV £0.

Es decir, existe y € B tal que f¥(y) € V.
Sea j la parte entera de %—i— 1, asi 1 < nj —k < n. Por construccion
tenemos,

fri(y) = [ (M) € f7NV) € B @), )

Aplicando la desigualdad del triangulo tenemos las siguientes desigualdades

d(z, [ (qr)) < d(z, Y (y)) + d(f (@), 7 ()
< d(x,p) +d(fM (), p) + d(f " (q1), Y (y)).

De lo anterior y como f™(p) = p, se tiene que,
d(f"(y), Y (p)) = d(f™ (y),p) > d(z, f"(q)=d(z, p)=d(f™*(qr), [ (y))-

Como p € B(z,d), f"(y) € B(f" *(q1),0) y por la desigualdad (2,2) tene-
mos,

d
d

d(f"(y), f (p) > 40 — 6 — & = 20,
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Aplicando la desigualdad del triangulo nuevamente,

(™ @), £ () + d(F @), £ ) = A ). S ) > 2.

Esto es posible cuando,

d(f" (@), f(p)) > 0 o d(f™(x),f"(y)) > 0.

En cualquier caso, existe un punto en B y por ende en B(z,¢) tal que la
nj — ésima iteracion de este punto dista de f™(x) en mds que §. Por lo tanto
f es sensible a las condiciones iniciales. [

Resulta que para funciones definidas sobre un intervalo de la recta real,
la transitividad es una condicion muy fuerte, ya que esta implica densidad de
puntos periddicos y por el teorema anterior también sensibilidad a las con-
diciones iniciales. La demostracion del siguiente teorema se puede consultar
en el articulo On Intervals, Transitivity= Chaos publicado en 1994 por M.
Vellekoop y R. Berglund.

Teorema 2.36. [11] Sea A un intervalo en R. Sea f: A — A una funcion
continua. Si f es transitiva, entonces Per(f) es un conjunto denso en A.

De los Teoremas y se tiene que, dado A un intervalo en R y
f:A— A una funcién, si f es transitiva, entonces f es cadtica en A.
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Capitulo 3

Dinamica colectiva

Sea X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién continua,
f no solamente mueve los puntos de X en X, también puede mover subcon-
juntos de X en X. Si A C X, entonces la imagen de A bajo f, denotada
por f(A), es otro subconjunto de X, esto nos permite aplicar la funcién en
repetidas ocasiones y obtener una sucesion de subconjuntos de X.

{A f(A), [ (A), F°(A), .}

En este capitulo estudiamos las érbitas de conjuntos, esto es a lo que algunos
autores llaman estudiar la dindmica colectiva. Para ser mas precisos tomare-
mos A un subconjunto compacto de X, como ya sabemos f(A) también es
un conjunto compacto, ya que f es continua. Asi, con ayuda de la funciéon
f, podemos definir una funcién del conjunto de todos los subconjuntos com-
pactos de X en el mismo. Antes de definir esta funcién, aclaramos como es
su dominio.

3.1. El hiperespacio de los compactos

Sea X un espacio métrico compacto. Un hiperespacio de X es una familia
de subconjuntos de X que cumplen una propiedad. El hiperespacio que serd
de nuestro interés es

28 ={AC X :Aescerradoy A#(}.

Los espacios estudiados en el capitulo 2, son espacios métricos compactos.
Nos gustaria que los teoremas ahi enunciados también se cumplan aqui, para
ello definimos a continuacién una métrica en 2.

35
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Sean A, B € 2%. Fijemos un punto a € A. Definiendo ¢ : B — R por
g(b) = d(a,b) para toda b € B, donde d es la métrica de X, podemos ver
que g es una funcién continua y como B es compacto por el Teorema de
Weiestrass podemos tomar

d(a, B) = min{d(a,b) : b € B}.
Definamos d(A, B) como:
d(A, B) = max{d(a, B) : a € A}.

Por un argumento similar al anterior tenemos certeza de que este maximo
esta bien definido. Analogamente se puede demostrar que existe

d(B, A) = méx{d(b, A) : b € B}.

A pesar de que d(A, B) parece ser un buen candidato a métrica de 2%,
no lo es. Consideremos A y B elementos de 2% tales que A C B con A # B.
Entonces no es dificil convencerse de que d(A, B) =0y A # B, ademés de
que no cumple la propiedad de simetria. Sin embargo si definimos la funcion
H : 2% x 2X — R por

H(A, B) = méx{d(A, B),d(B,A)},

esta cumple con ser una métrica en 2%, la cual llamamos métrica de Haus-
dorff. A continuacion se prueba este hecho.

Teorema 3.1. La funcion H es una métrica en 2°X.

Demostracién. Debemos probar que la funcién H satisface la Definicién [1.1]
Sean A, B € 2% tales que H(A, B) = 0, entonces d(A, B) = 0 = d(B, A).
Sea a € A, como d(A, B) = 0 tenemos que d(a, B) = 0, asi existe by € B
tal que d(a,by) = 0, dado que d es una métrica a = by y por tanto a € B.
Dado b € B, haciendo pasos analogos a lo anterior tenemos que b € A, luego
A= B.

Si A = B, entonces d(a, B) = 0 para cada a € Ay d(b, A) = 0 para cada
b € B, de esta manera d(A, B) =0 =d(B,A) y por ende H(A, B) = 0.

Es claro que H cumple la propiedad de simétria.

Sea A, B,C € 2X. Consideremos que d(A,B) = d(ag, B) para algin
ap € A, que d(ag,C) = d(ap,co) para algin ¢y € C'y d(co, B) = d(co, bo)
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para algin by € B. Tenemos lo siguiente

d(ag, B) S d(ao, bo) Sd(ao, Co) -+ d(Co, bo)
=d(ap, C') + d(co, B)
<d(A,C) +d(C,B).

Por lo tanto se cumple la siguiente desigualdad
d(A,B) < d(A,C)+d(C, B).
Con un procedimiento andlogo al anterior podemos probar que se cumple
d(B,A) <d(B,C)+d(C,A).
En consecuencia
d(A,B) < HA,C)+ H(C,B) y d(B,A) <H(A,C)+ H(C,B).

Por lo tanto
H(A,B) < H(A,C)+ H(C,B).

Por lo tanto H es una métrica en 2X. O]

Definicién 3.2. Sea X un espacio métrico compacto. Dados A, B € 2% y
e > 0, definimos la nube de radio € alrededor de A como,

N(Ae) = UB(a, e)={r e X :existeac A, d(z,a) <c}.

a€A

N(A,e)

Sea D : 2% x 2¥ — R la funcién definida por

D(A,B)=inf{e >0: AC N(B,e) y BC N(4,¢)}.
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Desde ahora cuando se hable de la funcién D, se esta haciendo referencia a la
funcién anterior. Resulta que D también es una métrica para 2%, del porqué
definimos D se explica en breve. Antes damos algunas propiedades de las
nubes que son tutiles.

Teorema 3.3. Sean X un espacio métrico compacto, ¢ > 0 y A, B € 2%.
Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(a) N(A,6) C N(A,¢e) para § > 0 tal que § < ¢.
(b) N(A,e) = U N(A,)9).

0<o<e
(¢) Si A C B, entonces N(A,e) C N(B,¢).
(d) Si AN B =, entonces existe 6 > 0 tal que N(A,§) N N(B,0) = 0.

(e) SiU es un subconjunto abierto de X y A C U, entonces existe § > 0 tal
que N(A,d) C U.

Demostracion. Sea d la métrica de X.
(a) Sea § > 0 tal que § < e. Siz € N(J, A), entonces existe a € A tal que
d(x,a) <0 < e,y por lo cual z € N(g, A). Por lo tanto, N(J, A) C N(g, A).
(b) Sea x € N(A,¢), entonces existe a € A tal que d(z,a) < e. Sea
d > 0 tal que d(z,a) < § < €. Luego, x € N(A,0) C |J N(A,0), y en

0<d<e
consecuencia N(A,e) C |J N(A,6). Por el inciso (a) se tiene la igualdad
0<d<e
deseada.

(c) Sea x € N(A,¢e), entonces existe a € A tal que d(z,a) < . Como
a € B, se tiene que x € N(B,¢). Por lo tanto, N(A,e) C N(B,¢).

(d) Sea r = inf{d(a,b) : a € A,b € B}. Como A y B son compactos y
ajenos, se puede probar que r > 0. Sea § = § > 0. Supongamos que existe
r € N(A,§) N N(B,J), entonces existen a € Ay b € B tales que d(z,a) < ¢
y d(x,b) < 0. Luego, d(a,b) < d(z,a) + d(b,z) < § + 6 = r, lo cual es una
contradiccién. Por lo tanto, N(A,d) N N(B,0) = 0.

(e) Sea D = X — U. Notemos que AN D = (). Por el inciso (d), existe
d > 0 tal que N(0, A) N N(5,D) = (). Luego N (4§, A) N D = (. Por lo tanto,
N(,A)CU. O

Teorema 3.4. Sea X un espacio métrico compacto. La funcion D es una
métrica para 2.
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Demostracién. Sean A, B,C € 2%. Note que por definiciéon D(A, B) > 0.
Veamos que D(A, A) = 0. Dado ¢ > 0, siempre se cumple que A C N(A4,¢),
es decir, 0 < D(A, A) < ¢ para todo € > 0, de esta manera D(A, A) = 0.
Ahora supongamos que D(A, B) = 0. Tomemos a € A y ¢ > 0. Notemos que
D(A, B) < e. Luego existe 0 < § < ¢ tal que A C N(B,J). Asi existe b € B
tal que d(a,b) < § < e. De esta manera hemos probado que B(a,e) N B # ()
para cualquier € > 0, por ende a pertenece a la cerradura de B, como B es
cerrado a € B. Se tiene entonces que A C B. Para probar que B C A se
procede de manera simililar al caso anterior. Por lo tanto A = B.

La propiedad de simétria claramente se cumple.

Veamos que D satisface la desigualdad del triangulo, primero veamos que
dado £ > 0 se cumple

AC N(D(A,B) + ¢, B).

Dado que D(A, B) < D(A, B) + ¢, existe § > 0 tal que D(A,B) < 6 <
D(A,B)+ey AC N(6,B), BC N(d,A). Luego por el Teorema |3.3[ (a)

AC N(D(A,B)+¢,B) y BC N(D(A,B) +e¢, A).

Asi, se tiene lo deseado. Sea a € Ay e > 0, por lo anterior existe b € B tal
que
d(a,b) < D(A,B) +e¢.

De la misma manera dado b € B existe ¢ € C' tal que
d(b,c) < D(B,C) +e.
Por lo que se tiene lo siguente

d(a,c) <d(a,b) + d(b,c)
<D(A,B)+ D(B,C) + 2¢.

Puesto que a es arbitrario podemos decir que
ACN(D(A,B)+ D(B,C) +2¢,0C).
De manera anédloga tenemos que
C CN(D(A,B)+D(B,C) +2¢,A).

Asi,
D(A,C) < D(A,B) + D(B,C) + 2e.

Ya que € se tomo de manera arbitraria tenemos lo deseado. O
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N(B, )

B C N(A,g) A ¢ N(B, )

Figura 3.1: Nubes de A y B de radio gy

De las ilustraciones podemos ver que g9 < D(A, B) y apesar de que las
nubes son del mismo radio, la nube de B no cubre al conjunto A. Para hallar
D(A, B) necesitamos encontrar el primer valor §, para el cual A C N(B,J).

Figura 3.2: Nube de B tal que A C N(B,0)

Veamos ahora que la métrica de Hausdorff es equivalente a la métrica D.

Teorema 3.5. Sean X un espacio métrico compacto y A, B € 2%, entonces
D(A,B) = H(A, B).

Demostracion. Sea § = H(A, B), entonces

d(A,B) <6 y d(B,A) <6
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Para todo € > 4 se cumple que, dado a € A, d(a, B) < ¢, por lo que existe
b € B tal que d(a,b) < ¢, asi A C N(B,¢). Con argumentos similares se
puede ver que B C N(A,¢). Por lo tanto D(A, B) < §

Por otro lado, sin perder generalidad podemos suponer que d(A, B) = 6,
entonces existe ag € A tal que d(ag, B) = 0, de aqui d(ag,b) > 0 para toda
beB.

Esto nos dice que si A C N(B,¢), entonces ¢ > ¢, esto implica que
D(A, B) > 6. Por lo tanto D(A, B) = H(A, B). O

La definicién de la funcién D nos es 1til en las pruebas, pero la definicion
de H es mejor opcién para calcular la distancia entre dos elementos de 2.
Cuando hagamos referencia a la métrica de 2% hablaremos de H indistinta-
mente las definiciones anteriores.

Si X es un espacio métrico compacto se prueba que 2% es compacto, esto
se puede encontrar en [I0] Teorema 4,13. Asi los teoremas del capitulo 2 son
validos si damos una funcién continua de 2% en 2¥.

3.2. Funcién inducida

Sea X un espacio métrico compacto, una funcién continua f : X — X
nos da de manera natural una funcién en el hiperespacio 2%, a saber

2f 2% — 2%,
Con regla de correspondencia,
27(4) = f(A).

Como f es continua, 2/ esta bien definida,es decir, 2/(A4) € 2¥. La funcién
27/ es conocida como la funcion inducida por f. Para cada n € Ny para cada
A € 2% se tiene que

(27)"(A) = f(A).
Al aplicar 2/ varias veces lo que se va moviendo se puede interpretar desde
dos perspectivas:

1. Desde el punto de vista del espacio 2%, la sucesién
A,27(4), (2/(A), .

es una sucesiéon de puntos. Todos ellos formando la érbita del punto
A € 2% bajo la funcién 27.
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2. Desde el punto de vista del espacio X, la sucesién
A,21(4), (2 X(A), ..
se ve como una sucesion de conjuntos compactos,

A, f(A), FA(A), ...
Una sucesion de manchas recorriendo el espacio X.
Veamos que en efecto 2/ es una funcién continua.
Teorema 3.6. La funcion inducida 27 : 2% — 2% es continua.

Demostracion. Sea e > 0. Probaremos que existe § > 0 tal que si A, B € 2%
cumplen que H(A, B) < § entonces H(27(A),2/(B)) < e.

Como f es continua y X es un espacio métrico compacto, por el Teorema
de Heine, f es uniformemente continua en X. Luego existe §* > 0 tal que si
x1, 22 € X cumplen que d(z1,x9) < 0%, entonces d(f(xy), f(z2)) < €.

Sea § = 6*. Tomemos A, B € 2% tales que:

H(A,B) <.

Para cada z € f(A) existe a € A tal que f(a) = z y dado que A C N(B,0)
podemos tomar b € B tal que d(a,b) < 4.
Entonces d(f(a), f(b)) < e, asi f(a) € N(f(B),¢e) y por lo tanto,

f(A) C N(f(B),e).

De manera analoga, se tiene que

f(B) € N(f(A),e).

Luego,
H(f(A), f(B)) <e.

Por lo tanto 2/ es continua. ]

Dado X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcién cotinua,
como se vio en el capitulo 2 Teorema F(f) es un conjunto cerrado. Si
F(f) # 0, entonces F(f) € 2%. Es claro que 2/ (F(f)) = F(f), es decir, F(f)
es un punto fijo de 2/. Como se puede ver cualquier subconjunto cerrado, no
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vacio, de F(f) también serd un punto fijo de 2/. Podemos preguntar jestos
son los tinicos puntos fijos de 2/? la respuesta a esta pregunta es negativa, si
Per(f) # 0, dado z € Per(f) tenemos que O(z, f) es un conjunto finito y
por ende es cerrado, ademas 2/ (O(z, f)) = O(z, f), es decir, cualquier érbita
de un punto periédico es un punto fijo de 2%, més atin, cualquier unién finita
de érbitas de puntos periédicos también serd un punto fijo de 2/.

Lo anterior tiene una desventaja, esta es la suposicién de F(f) # 0 y
Per(f) # (), si no se diera alguno de estos casos no podemos asegurar de
forma inmediata que 2/ tenga un punto fijo. Este inconveniente no serd pro-
blema en el siguiente capitulo, ahi aseguramos la existencia de al menos un
punto fijo de 2/ (véase Teorema .

Dada la relacion estrecha que existe entre las reglas de correspondencia
de f v 2/, la pregunta que nos hacemos es jcuél es la relacién entre las
propiedades dindmicas de f y las propiedades dindmicas de 2/? Esta pregunta
es muy amplia, daremos algunos resultados que la responden parcialmente.

El estudio de un ejemplo ayuda de manera significativa a la exposicién
de un tema con tintes abstractos. No debe sorprendernos que tomemos a la
funcién tienda como guia.

Sea T : [0,1] — [0,1] la funcién tienda, y consideremos 2[%!. Dados
A, B e 201, D(A, B) denota la distancia entre A y B, construida a partir
de la métrica usual en R. La funcién inducida por T en 20! la denotaremos
por 27 y para cada A € 2[%1 se tiene que,

9T(A) = {T(a) : a € A} = T(A).

En el Teorema se ve que T tiene densidad de puntos periddicos, el
siguiente teorema dice que esta propiedad la preserva la funciéon inducida.

Teorema 3.7. Sea T la funcion tienda. El conjunto de puntos periddicos de
la funcion inducida 27 es denso en 2191

Demostracion. Sean A € 201 y ¢ > 0. Bastara probar que existen
B e 20U ¢y M e N,

tales que
D(A,B)<e y (21)Y"(B) = B.
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Como A es compacto, existen aq, as, ..., a; € A tal que

k
Ac|JB(a,9).

i=1

Por el Teorema [2.22] Per(T) es denso en [0, 1], asi para cada i € {1,2, ..., k}

existe b; € Per(T), tal que |a; — b;] < 5. De esto podemos observar que

k k
UB(CM; 5)C UB(bi,éT). Entonces

i=1 i=1

k
Ac | JB(bie) = N({b1, b, .. b}, €) y {br,ba, .. bk} € N(Ae).

=1

Por lo tanto, H(A,{b1,bs,...,br}) < €. Para cada i € {1,2,....,k}, sea m;
el periodo del punto b;. Definamos por M al minimo comin multiplo de la
coleccién {my, mo,...,my}. Entonces T™(b;) = b; para cada i. Definiendo
B = {by,bs, ..., b} tenemos lo siguiente,

H(A,B) <e, Be20y 2NHM(B)=TM(B)=B.
Por lo tanto, Per(2T) es denso en 2[%1, O

En la demostracion anterior solo fue necesaria la densidad de puntos pe-
riodicos de f. El siguiente teorema es mas general y se demuestra con argu-
mentos similares al anterior.

Teorema 3.8. Sea X un espacio métrico compacto y f : X — X una
funcién continua. Si Per(f) es un conjunto denso en X, entonces Per(27)
es un conjunto denso en 2%.

Otra propiedad que tiene la funcién T, es la de ser transitiva. Los siguien-
tes lemas nos ayudan a probar que la funcién inducida de T es transtiva.

Lema 3.9. Sean ay,as, by, by cuatro puntos en [0,1], y sea € > 0. Entonces
existen dos puntos ¢y, co € [0,1] y existe N € N tales que:

(a) H({a1,as},{c1,c2}) < e,
(b) H({b1,b2},{T"(c1), TN (c2)}) < &.
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Demostracion. Consideremos los siguientes conjuntos
U=10,1Nn(al —¢g,a1 +¢),V=1[0,1]N(az — &,as + ¢).
Por el Teorema [2.22] podemos asegurar la existencia de ny,ns € N tales que:
T (U)=1[0,1] y T™(V)=10,1].
Sea N = min{ny, ny}. Como TV (U) = [0, 1], existe ¢; € U tal que
TV (1) € (by —,by +2) N[0, 1].
De manera andloga podemos tomar ¢y € V', ¢1 # o, tal que
TV (cy) € (by —,by +2) N[0, 1].

De lo anterior se cumple que d(ay,¢;1) < €,d(ag, c2) < &,d(TV(c1),b1) < ey
d(TN(CQ), bg) < e. Asi,

d({ay, a2}, {c1,e0}) <e y d{er, 2}, {ar,a2}) < e
Ademas
d({b1, b2}, {T™ (1), TN (2)}) < & y d({T™ (1), T (c2)}, {b1,b2}) < €
Por lo tanto los puntos ¢; y ¢ cumplen lo deseado. O

Lema 3.10. Sean A = {ay,a9,...,a,, } y B = {b1,ba,...,b,, } dos colecciones
de puntos en [0,1], con ny > ny. Sea € > 0, entonces existe una coleccion de
ny puntos, C = {c1,¢a, ..., Cny +, y existe N € N tales que

H(A,C)<e y H(B,2HNQ)) <e.

Demostracion. Por un procedimiento analogo al anterior podemos encontrar
ny puntos, ¢y, ca, ..., ¢y, , tales que

c1 €(a; —e,a1 +€) N[0, 1],
co €(ag —€,a9 + ) N[0,1],

Cny E(Qp, —€,a,, +€)N[0,1].
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tales que
TN(Cl) E(bl — E,bl + 8) N [0, 1],
TN<02) E(bg — &, bg + 8) N [O, 1],
TN (Cny—1) E(bpy1 — €,bpy—1 +€) N0, 1],
{TN(cpy), ooy TN (€0))} C(bpy — €, by, +¢) N0, 1].
La coleccién C' = {¢y, ¢a, ..., ¢y, } cumple con la condicién que se pide, O

La demostracion del siguiente teorema es similar al anterior.

Lema 3.11. Sean A = {ay,a9,...,a,, } y B = {b1,ba,...,b,, } dos colecciones
de puntos en [0, 1], con ny < ny. Sea e > 0. Entonces eziste una coleccion de
ny puntos, C = {cy,¢a, ..., Cny }, y existe N € N tales que

H(A,C)<e y H(B,2HNQ)) <e.

Ahora estamos listos para demostrar la transitividad de la funcién indu-
cida por la funcién tienda.

Teorema 3.12. Sea T la funcion tienda. La funcion inducida 27 es transitiva
en el hiperespacio 2191,

Demostracion. Sean U,V dos abiertos en 2%. Podemos tomar A € U, B€V
y € > 0 tales que

Bf(Ae)cU y B¥(B,e) C V.

Como A y B son compactos existen dos colecciones de puntos
{al, a9,y ..., a’m} CA Yy {bl, bQ, ceey an} cB
tales que

ni n2
Ac|JB(a,§5) v Bc| B9
i=1 i=1
Por los 2 teoremas anteriores podemos tomar una coleccion de M puntos,
C ={c1,co,...,cp} con M = méx{ny,ns}, y existe N € N tales que

H({alaa%"‘7an1}7{017027"'7CM}) < % (1)
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H({b, sy b} ATV (), TV (@)} < 5
Dado a € A, existe a; € {a1, as, ..., a,, } tal que

a € B(a;, 5).

Por (1) existe ¢; € {c1,¢a,...,cur} tal que d(a;,¢;) < 5. Por la desigualdad
del triangulo tenemos d(a, ¢;) < €, con esto tenemos que

ACN(Ce).

También por (1) C C N(A4,¢). Asi H(A,C) < e y por tanto C' € BH (A, ¢).
Con argumentos similares a los anteriores tenemos que H (B, (2T)N(C)) < ¢
y por ende,
(2")"(C) € B"(B,e).
Luego
20)M(C) € 2NN (B"(A,)) N B(B,¢).
Ast, 2TYN(U) NV # (). Por lo tanto la funcién 27 es transitiva en 2101, O

Nos preguntamos ahora, en general si f es transitiva en X, serd que j 27
es transitiva en 2X? Esto serfa una propiedad muy interesante, pero lamen-
tablemente este hecho no necesariamente se cumple. Para ver esto definamos
la siguiente funcién. Sea g : [0, 1] — [0, 1] definida por

20+ % sizel0,4],
g(x) = —2x+% six € [}l,%],
-z size (3,1

Ejemplo 3.13. La funcion g es trasitiva pero la funcion inducida 29 no es
transitiva.

No es dificil probar que g([0, %]) =[5.1y g([%, 1]) =0, %] Asi,
(0.5 = [0.3] v (5. 1) = [5,1]

Por esta razon es que consideramos g de esta manera, ya que g va de un
intervalo a otro en cada iteracion y g* se mantiene en el mismo a cada
iteracion. Si dibujamos la grifica de g*> podemos notar que en el intervalo
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1 1
1 1
2 2

0 : 1 0 : 1

Figura 3.3: Graficas de ¢ y ¢°.

[%, 1] la dindmica de g* es en esencia, la misma que la dindmica de la funcion
tienda en el intervalo [0,1]. Asi, dado un intervalo abierto (a,b) contenido
en [%, 1], se puede probar que existe N € N tal que

() (0,5) = [,1]

Este hecho nos ayudard a demostrar que g es transitiva en [0, 1].

Sean U,V dos conjuntos abiertos, no vacios, en [0,1]. Si U N [%, 1] #0,
entonces existe un intervalos abierto (a,b) C U N [%, 1]. Luego por lo dicho
antes eziste Ny € tal que ¢*"°(a,b) = [1,1] y ademds g*"***(a,b) = [0, 5],
de esto que

3.1] g™ U) y [0,3) C g (U),
entonces una de estas dos opciones es valida:
PNV #£D 6 @ UYNV £

Asi existe N € N tal que ¢¥(U) NV # ().

SiUN|[3,1] =0, entonces U C [0.3] y por ende g(U) C [1,1]. Notar que
g(U) es abierto ya que g es continua. Por lo tanto existe un intervalo abierto
(a,b) tal que

(a,b) C g(U) C [3,1].
Como existe Ny € N tal que ¢g*™(a,b) = [%, 1], se sigue que

3.1 =g"""(U) y ¢(U)=[0,3]

Es decir, existe Ng € N tal que
gV (U) NV #0.
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Por lo tanto g es transitiva.

Ahora veamos que 29 : 2191 — 2001 o es transitiva en 2001,

Observacion. Sea A € 20U si A C [0,4] 0o A C [1,1], entonces
H(A,[0,1]) > 1.

Consideremos los siguientes conjuntos abiertos en 2101

B"({0},3) vy B"([0,1],3).

Observemos que si A € B* ({0}, 1), entonces A C [0,3] y para toda n € N,

se tiene que
g"(A) C[0,5] vy g™ (A) C [5,1).
Por la observacion anterior, para toda n € N, se tiene que

H(g"(A),[0,1]) =

Es decir, g"(A) nunca es elemento de B7([0,1],1). De esto se concluye que
para toda n € N,

(29"(B"({0},3)) N B"([0.1], 5) = 0.
Por lo tanto la funcién inducida 29 no es transitiva en 219,

Como ¢ es transitiva en [0,1], por el Teorema g es cadtica . Sin
embargo 29 no es cadtica. Es decir, la siguiente implicaciéon no es cierta en
general, si f: X — X es cadtica, entonces la funcién inducida 2/ es caética.

En el siguinte teorema comenzamos a ver la influencia de la dinamica de
27 en la dindmica de f. Este nos dice que el reciproco de la pregunta anterior
es cierto.

Teorema 3.14. Si la funcidn inducida 27 : 2% — 2% es transitiva en 2%,
entonces la funcion f : X — X es transitiva en X.

Demostracion. Sean U,V abiertos en X. Tomando a € Ay b € B, podemos
hallar € > 0 tal que

B(a,e) U y B(b,e) C V.
Consideremos las bolas abiertas en 2% con centros en estos puntos,

B"({a},e) y B"({b},e).
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Estos conjuntos son abiertos en 2%, como 2/ es transitiva, entonces existe
N € N tal que (2/)N(B#({a},e)) N BE({b},e) # 0, por lo tanto existe
A € 2% tal que

H({a},A) <e y H({b},(2)V(A4)) <e.

Tomemos un punto x € A. Entonces d(a,z) < e y d(b, f¥(z)) < ¢, esto nos
dice que fN(z) € fN(B(a,€)) N B(b,e) y por tanto

fN(B(a,e)) N B(b,e) # 0.

De esto que

ANU)YNV £,

Asi f es transitiva. O

En términos generales, la densidad de Per(2f) en 2% no implica la den-
sidad de Per(f) en X. Un ejemplo de ello se puede encontrar en [9 18.6].

Resulta que si el espacio donde estamos trabajando es el intervalo [0, 1]
entonces la densidad de puntos peridédicos en el hiperespacio si implica den-
sidad de puntos periédicos en [0, 1].

Teorema 3.15. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcién continua. Si 27 tiene
densidad de puntos periddicos en 2191 entonces f tiene densidad de puntos
periddicos en [0, 1].

Demostracion. Sean (a,b) un intervalo abierto contenido en [0, 1]. Tenemos
que (a,b) = (zg—e,z0+¢) donde g = % y e = 52, Como 2/ : 201 — 201
tiene densidad de puntos periédicos en 2[%1 existen A € 2% y N € N tales
que

H({zo},A) <e y fY(4) = A

Luego, A C (a,b). Sean @« =minA y f =maxA, tenemos que a < o < § < b.
Como fN(A) = A, entonces

o) =a y fY(B8)<B.

Dado que fV es una funcién continua en el intervalo [0, 1], por el Teore-
ma del valor intermedio existe ¢ € [a, ], tal que f¥(c) = c. Por lo tanto

Per(f) N (a,b) # 0. O
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Teorema 3.16. Sea X un espacio métrico compacto. Si 27 : 2% — 2% ¢s
sensible a las condiciones iniciales en 2%, entonces f : X — X es sensible a
las condiciones inciales en X.

Demostracién. Supongamos que 2/ es sensible a las condiciones iniciales,

entonces existe § > 0 tal que para todo A € 2% y para todo € > 0, existen

B € 2% y N € N tales que H(A, B) < ey H((2")N(A), (2")N(B)) > 6.
Seaxz € X ye >0, existen B € 2X y N, € N tales que

H({z},B) <e y H((2/)™({x}),(2))"(B)) = 0.
Asi {x} C N(B,¢), es decir, existe b € B tal que d(z,b) < ey
d({fN=(x)}, fN=(B)) > § luego, d(fY=(z), fN=(B)) > & y esto implica
A (@), (1) > 6.

Por lo tanto f tiene sensibilidad a las condiciones inicales en X. ]

No es dificil convenserce de que 2/% no tiene puntos aislados. El siguiente
resultado es consecuencia inmediata de los Teoremas [3,15][3,14] y [3,16] Este
nos dice que el caos de 2/ es heredado a f, cuando X = [0, 1].

Teorema 3.17. Si la funcion inducida 27 : 201 — 201 es cadtica en el
hiperespacio 2191 entonces f : [0,1] — [0,1] es cadtica en [0,1].
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Capitulo 4

El conjunto omega limite

En este capitulo consideramos a X un espacio métrico y a f una funcién
continua de X en X. Dado un punto x € X, estudiaremos la convergencia
de la érbita O(z, f), el lugar a donde converge es el llamado conjunto omega
limite de .

Definicién 4.1. Sea xq € X. Decimos que y € X es un punto limite de la
orbita O(xg, f), si existe una sucesion estrictamente creciente de nimeros
naturales
{n,-};ﬁl, ny < ng < ns...

tal que

lim f"(zo) = y.

1—00

La coleccién de todos los puntos limites de O(x, f) se llama conjunto

omega limite de zy bajo f. Denotado por,

w(zo, f) ={y € X : y es un punto limite de O(xy, f)}.

En este sentido es que decimos que O(zo, f) converge a w(zo, f) ya que
con el tiempo los puntos de la orbita estan muy cercanos a los puntos de
conjunto omega limite. Tenemos la siguiente proposicién que es inmediata de
la definicién.

Teorema 4.2. Sixq es un punto periddico de f, entonces w(xg, f) = O(xo, f).

Demostracion. Supongamos que el periodo de zy es p. Sea y € O(xo, f),
entonces y = f™(xg), para algin m € {0,..,p — 1}, consiredemos la sucesién

93
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{ni}2, donde n; = m + ip, esta es creciente y ademsds,

fri(xo) = [P (x0) = fP(fM(20)) = fP(y) = v
Asi, la sucesion {f™}2°, es una sucesién constante, y converge a y. En con-
secuencia O(zo, f) C w(xo, f).

Sea y € w(xg, f), entonces existe {n;}2, sucesién creciente tal que
lim f"(z9) = y. Supongamos que y ¢ O(zo, f), como O(xg, f) es finito
n—oo
podemos tomar ¢ = min{d(y, z) : z € O(xy, f)}. Para e > 0 existe N € N

tal que para toda i > N, d(y, f"(x0)) < e. Esto contradice la definicién de
e. Por lo tanto y € O(xy, f). O

Teorema 4.3. Sean f: X — X una funcion continua y x € X. Se cumple
lo siguiente

(a) w(z, f) es un conjunto cerrado.

(b) Si X es compacto, entonces w(zx, ) # 0.

Demostracion. Para (a). Si w(x, f) = 0, entonces es cerrado. Supongamos
que w(x, f) # (. Demostraremos que toda sucesién convergente en w(z, f),
converge a un punto de w(x, f). Sea {y,}>2, una sucesién contenida en
w(zx, f) tal que lim y, = y. Veamos que y € w(z, f).
n—oo
Como la sucesion {y,}52, converge, existe n; € N tal que d(yn,,y) < 3.
Como y,, € w(z, f), existe [; € N tal que

f"(z) € B(yn,.3) C B(y, 1).

Andlogamente, elegimos n, > ny tal que d(yy,,y) < 5. Como y,, € w(z, f),
entonces existe Iy > [y tal que,

#(2) € By, 32) € Bly, 5)-

De manera recursiva encontramos una sucesioén creciente de nimeros natu-
o .
rales {l;}52, tal que para toda j,

f(z) € By, 51),

es decir,
lim i = y.

1—>00
Por lo tanto, y pertenece al conjunto w(z, f)
Para 2. Por el Teorema [L.17] tenemos el resultado. O]
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Teorema 4.4. Sea X un espacio métrico compacto y f : X — X una funcion
continua. Para toda x € X, se tiene que f(w(z, f)) = w(x, f). Es decir,
w(zx, f) es un conjunto estrictamente invariante bajo f.

Demostracion. Tomemos xg € X. Veamos primero que f(w(zo, f)) C w(xg, f).
Sea yo € f(w(zo, f)). Entonces existe zy € w(zo, f) tal que f(z) = yo y existe
una sucesién {n;}72; C N mondtona tal que

lim f"(zg) = zo.
1— 00

Por la continuidad de f

lim f" Y (z0) = f(20) = o

1—00

Asi, yo esta en el w(xg, f). Por lo tanto, f(w(zo, f)) C w(xo, f). Veamos ahora
que w(xg, f) C f(w(zo, f)). Sea ag € w(xp, ), entonces existe una sucesion
{n;}2, € N monétona tal que

lim £ (20) = ao.
1— 00

Podemos suponer que cada n; es mayor o igual a 2. Como X es compacto y la

sucesion { f™1(xg)}52, esta contenida en X, entonces existe una subsucesién
o0 o0

{ni, — 1352, de {n; — 1}32, tal que

lm " () = b.
J—00

Asi, by € w(xg, f) y
f(bo) = f(]lifg) fri (wo)) = jliglo [ (o) = ap.
Por lo tanto ag € f(w(xo, f)). O

Como se menciono en el capitulo anterior, el siguiente teorema nos asegura
que la funcién inducida 2/ tiene al menos un punto fijo y nos dice como es.

Teorema 4.5. Sea X un espacio métrico y f : X — X una funcion continua.
Si X es compacto, entonces 2/ tiene al menos un punto fijo.

Demostracion. Dado x € X por el Teorema tenemos que w(z, f) # 0
y w(f,z) es cerrado, asi tenemos que w(z, f) € 2%, por el Teorema

fw(f,2)) = w(f, ), es decir, 2/ (w(f,z)) = w(f,x). O
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El siguiente teorema aclara la idea de cuando decimos que la érbita de x
converge al cojunto omega limite.

Teorema 4.6. Sean X un espacio métrico compacto, f : X — X una funcion
continua, o € X y U un subconjunto abierto de X tal que

U.J(iIZ'O, f) - U7
entonces existe N € N tal que para todo n > N se tiene que f™(xy) € U.

Demostracion. Dado que U es un conjunto abierto, X — U es un conjunto
cerrado y por ser X compacto, X — U también es compacto. Consideremos
el siguiente conjunto,

A={neN: fM(z)e X - U}

Supongamos que la cardinalidad de A es infinta, podemos tomar una sucesion
creciente {n;}°, tal que f"(z) € X — U para cada i € N. Por el Teorema
podemos suponer sin perder generalidad que {f™(z)}3°, converge a un
punto z € X —U, por que X —U es cerrado. Por otro lado z € w(z, f) C U, lo
cual es una contradiccion. Por lo tanto A es finito y asi tomando N = max A,
se tendrd que para todan > N f*(x) € U. O

Teorema 4.7. Sean X un espacio métrico compacto, f : X — X una funcion
continua y x un punto en X. Si el conjunto w(x, f) es finito, entonces existe
y en w(x, f) tal que y es un punto periddico bajo f. Ademds

w(z, f) = Oy, f).

Demostracion. Supongamos que w(x, f) tiene exactamente k elementos. Di-
gamos

w(z, f) = {x1, 29, ..., g}

Tomemos a x1, por el Teorema [4.4]se tiene que O(z1, f) C w(z, f). Podemos
suponer que

O(xy, f) =A{x1, 22, oo, T }

com m < k. Demostraremos que O(z1, f) = w(z, f). Supongamos que m < k.
Es claro que el conjunto f(O(z1, f)) = O(z1, f) y por lo tanto el conjunto
{Tm+1, Tma2, -, Tx } es invariante bajo f. Podemos tomar 6 > 0 de tal manera
que cl(B(x1,9)),cl(B(x2,9)), ..., cl(B(zk, d)) son ajenos dos a dos.
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Sean .
U=|JB(:i,0)yw= | B(a:,9)
i=1 i=m+1
Tenemos lo siguiente O(xy, f) € U y U U W es un conjunto abierto que

contiene a w(z, f) y ademds cl(U) N cl(W) = (. Por el Teorema [4.6] existe
N € N tal que si n > N, entonces f"(z) € UUW.

Consideremos los conjuntos
E={n>N:f"(x)eU}lyF={n>N:f"z)ec W}

Podemos tomar una sucesion de nimeros naturales {n;}°, creciente, de tal
manera que

fri(x) €Uy foria) e W

Por el Teorema podemos suponer que { [ }22, es convergente a un punto
z en cl(U). Como

dU)Nw(z, f) =A{z1,z2, ...,z } = O(z1, f),

y z € w(x, f), entonces z € O(z1, f). Por otro lado, dado que f es continua,
! n;+1 _
lim £ (@) = f(2).
Como la sucesién {f"*1(z)} esta contenida en W, entonces f(z) € cl(W).

Dado que f(z) € O(z1, f) C U, tenemos que cl(U) Ncl(W) # (). Esto es una
contradiccién. Por lo tanto O(xy, f) = w(z, f). ]

Veamos un caso donde el conjunto omega limite es un conjunto infinito.

Teorema 4.8. Sea T : [0,1] — [0,1] la funcion tienda. Eziste xy € [0,1] tal
que w(zo, T') = [0, 1].

Demostracion. Por el Teorema la funcion tienda es transitiva y sabemos
que el intervalo [0, 1] es compacto, por el Teorema existe zg € [0, 1] tal
que O(xg, f) es un conjunto denso en [0, 1]. Veamos ahora que w(xg, f) =
[0,1].

Sea z € [0, 1], como O(xo, f), es densa en [0, 1], por el Teorema [2.28 para
cada k € N, fijo, O(T*(x¢),T) también es un conjunto denso en [0, 1]. Po-
demos construir la siguiente sucesién creciente de nimeros naturales {n;}32,
tal que |T™ () — x| < 1 para cada i € N.
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Tenemos que lim 7" (xg) = z, por lo tanto = € w(xo, T). Por otro lado
1— 00

es claro que w(xo,T') C [0, 1]. Por lo tanto w(xy,T) = [0, 1]. O

En la anterior demostracion la clave fue que la funcion tienda es transtiva
en [0, 1] y que el intervalo [0, 1] no tiene puntos aisados. El siguiente teorema
es ain mas general. La demostracién de siguiente teorema es andloga al
teorema anterior, haciendo los respectivos cambios.

Teorema 4.9. Sean X un espacio métrico compacto sin puntos aislados y
f X — X una funcion continua. Si f es transitiva en X, entonces existe
zg € X tal que w(xg, f) = X.

4.1. La funcién wy

Sea X un espacio métrico compacto. Ya se han estudiado funciones con-
tinuas de X en X y de 2% en 2%. Dada una funcién f : X — X continua
sabemos que w(x, f) es un conjunto cerrado, motivados por ello podemos
definir la funcién w; : X — 2% con la siguiente regla de correspondencia

we(z) = w(x, f).

Es de interes saber si wy es continua, esta seccion la dedicamos a determinar
las condiciones bajo las cuales wy; es continua, en particular cuando X =
[0,1].

Teorema 4.10. Sea X un espacio métrico compacto. Si f : X — X es
equicontinua, entonces wyg : X — 2% es continua.

Demostracion. Seax € X ye > 0. Como f es equicontinua en x, existe § > 0
tal que si d(x,y) < 0, entonces d(f"(x), f"(y)) < § para cadan € N.

Sea y € X tal que d(z,y) < 0, veamos que H(ws(z),w(y)) < e.
Dado yy € wy(y), existe una sucesién creciente de naturales {k,}°, tal
que nh_}r& fE(y) = yo. Como {f*(x)}°, es una sucesién en el compac-
to X, existe {l,}52, subsucesién de {k,}>2; tal que nh_)nolo fl"(z) = x0, pa-

ra algin zy € wy(x). Luego, existe N € N tal que d(f'"(x),z0) < £y
d(f™(y),y0) < 5. As,

d(xf)a yO) < d(l’o, le(l’)) + d(le(l’), le(y)) + d(le(y>7y0) <Eé&.
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En consecuencia, yo € N(ws(x),¢). Por tanto, wr(y) C N(ws(z),e). Similar-
mente, se tiene que wg(xr) C N(ws(y),e). Luego, H(ws(z),ws(y)) < . Por lo
tanto, wy es continua. O

El siguiente teorema es fundamental para caracterizar las funciones de
f:10,1] — [0, 1] tales que wy es continua.

Teorema 4.11. Si f: [0,1] — [0,1] y w;: [0,1] — 2[%Y son funciones conti-
nuas, entonces F(f?) es conexo.

Demostracion. Si F(f?) consta de un solo elemento el resultado se cumple.
Supongamos que F(f?) tiene al menos dos elementos y que F(f?) no es
conexo.

Sean a,b € F(f?) tales que x ¢ F(f?) para todo = € (a,b), es decir,
f?(x) # x. Como f? es continua, entonces f?(z) < x para todo = € (a,b)
6 f*(x) > x, para todo = € (a,b). Sin perder generalidad, supongamos que
f?(x) > x para todo = € (a,b). Tenemos dos casos.

Caso I. Para todo = € (a,b), f*(z) < b. Entonces dado = € (a,b) tenemos
que a < x < f2(x) < b. Luego f4(x) = f2(f*(x)) > f*(z), de esta manera
se observa que {f?"(2)}%2, es un a sucesién creciente y acotada por b, luego
converge al sup{f*(z): n € N} := h. Como b es cota superior, entonces
h < b. Supongamos que h < b. Como {f?"(x)}°°, converge a h, entonces
por el Teorema h es un punto fijo de f2 lo cual es una contradiccién, por
tanto h = b.

Por continuidad de f la sucesién {f?""!(z)}°, converge a f(b). Asi,
wr(z) = {b, f(b)}. De esto tenemos que para cualquier sucesién en (a,b)
convergente a a se cumple sus imagenes bajo wy convergen a wg(b), esto
contradice la continuidad de wy.

Caso II. Existe z; € (a,b) tal que f%(z1) = b. Sea x5 € (a,z;) tal que
f?(x9) = x;. De esta manera podemos contruir una sucesiéon {z,}5°, que
converge a a tal que f%(z,41) = x, para cada n € N. Note que f*"(z,) = b
pues f?(z,.1) = z, y en particular f?(x;) = b. Luego, f*"*1(x,) = f(b) pues
() = f(f*(xn)) = f(b). Asi, wp(x,) = {b, f(b)} para cada n € N.
Como wy(a) = {a, f(a)} nuevamente se contradice la continuidad de w; en
a.

En cualquiera de los dos casos, llegamos a que wy no es continua, lo cual
es una contradiccién. Por tanto F(f?) es conexo. [
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El siguiente corolario es inmediato del teorema anterior y del Teorema
2.0l

Corolario 4.12. Si f: [0,1] — [0,1] y wy: [0,1] — 2% son funciones con-
tinuas, entonces F(f) es conezo.

Pregunta: ;Con las mismas hipdtesis del teorema F(f™) es conexo, para
cada n € N7

Teorema 4.13. Sea X un espacio métrico y f : X — X es una funcion
continua y periddica (en el sentido f™ = f, para algin n € N con n > 2),
entonces f es equicontinua.

Demostracion. Sea n el periodo de f. Luego, dado ¢ > 0y z € X, existe
8; > 0 tal que si d(z,y) < §;, entonces d(f'(z), f'(y)) < e, para cada
i € {1,...,n}, esto ya que cada f* es continua en x. Tomemos § = min(d;).
Luego, si k € N, existen m € NU{0} y i € {1,....,n} tal que k = nm +i .
Ast, f* = f. Luego, d(f*(x), f*(y)) = d(f'(x), f'(y)) < e sid(z,y) <9,y
con esto tenemos la equicontinuidad de f. O]

En el sentido de que una funcién es periédica cuando existe t € R tal
que f(z +t) = f(z) para cada x € R, el teorema anterior no se cumple,
pues si consideremos la funcién tienda 7', la funcién 7?2 es periédica y no es
equicontinua. Sin embargo, la funcién sen es periodica y equicontinua.

Teorema 4.14. Sean X un espacio métrico compacto y f : X — X una
funcién continua. Entonces f? es equicontinua si y solo si f es equicontinua.

Demostracion. Supongamos que f2 es equicontiua. Sea ¢ > 0, entonces existe
n > 0 tal que

si d(z,y) <, entonces d(f*"(x), f*"(y)) < €

Como f es continua sobre el compacto X, tenemos que f es uniformemente
continua. Luego, existe > 0 tal que

si d(z,y) < 6, entonces d(f(x), f(y)) <&

[]

El siguiente teorema nos da condiciones necesarias y suficientes para que
wy sea continua si X = [0, 1].
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Teorema 4.15. Sea f : [0,1] — [0, 1] continua y suprayectiva. Las siguien-
tes condiciones son equivalentes

1. f es equicontinua,
2. wy 1 0,1] — 2191 es continua,
3. F(f?) es conexo.

Demostracidn. (1 = 2) Esto se obtiene de forma directa del Teorema [4.10]

(2 = 3) Esta implicacién se obtiene del Teorema [4.11]

(3= 1) Como F(f?) es conexo, por el Teorema [2.7| f? = Id, de esto que

f2 = f, es decir, f es periédica. Luego por el Teoremal4.13| f es equicontinua.
O

Ahora veamos que funciones f : [0, 1] — [0, 1] satisfacen que wy es conti-
nua.

Notar que si f2 = Id, implica que f es inyectiva, ya que dados z,y € X
tales que f(z) = f(y) se tiene que f*(z) = f(f(z)) = f(f(y)) = f*(y), es
decir, x = y. El siguiente teorema nos da una mejor idea de como deben ser
estas funciones.

Teorema 4.16. Sea f : [0,1] — [0, 1] continua y suprayectiva. Entonces f es
biyectiva si y solo si f es estrictamente creciente o estrictamente decreciente.

Demostracion. (=) Primero veamos que f(0), f(1) € {0,1}. Supongamos
que f(0) ¢ {0,1}, asi f(0) € (0,1). Como f es sobreyectiva existen
r,s € (0,1] con r # s tales que f(r) = 0y f(s) = 1, supongamos sin
perder generalidad que r < s. Definiendo la funcién h(zx) = f(z) — f(0),
tenemos que h(r) < 0 < h(s), por lo que existe ¢ € [r, s] tal que f(c) = f(0)
y asi ¢ = 0, esto es una contradiccién. Por lo tanto, f(0) € {0,1}. De forma
andloga se prueba que f(1) € {0,1}.
De la inyectividad de f tenemos dos casos,

1. Si f(0)=1y f(1) =0, entonces f es estrictamente decreciente.

Supongamos que existen zg,y0 € (0,1) con zy < yp tales que
f(1) < f(zo) < f(yo) < f(0), de esto se puede ver que existe z € [0, zo
tal que f(z) = f(yo), de aqui que z = yo y esto es una contradiccién.
Por lo tanto f(x) > f(y) siempre que x < y.
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2. Si f(0)=0y f(1) =1, entonces f es estrictamente creciente.

Los argumentos son similares al caso anterior.
(<) La demostracién de esto es directa de las definiciones. O

Corolario 4.17. Sea f : [0,1] — [0,1] contiva y suprayectiva. Si F(f?) es
conexo, entonces f es una funcion estricatmente creciente o estrictamente
decreciente.

Teorema 4.18. Sea f : [0,1] — [0,1] continua, biyectiva y estrictamente
creciente. Si f? = Id, entonces f = Id.

Demostracion. Como f es estrictamente creciente, por la demostracién an-
terior tenemos que f(0) =0y f(1) = 1. Sea o € (0,1) y supongamos que
f(xg) < g, de esto tendrfamos que f2(zg) < f(xg), es decir, xg < f(z0), lo
cual es una contradiccién. Si suponemos que f(zg) > o también se llega a
una contradiccién. Por lo tanto f(zg) = o para toda xq € [0, 1]. O

Llegado a este punto podemos pensar que cambiando la hipdtesis de es-
trictamente creciente por estrictamente decreciente, deberiamos de obtener
una unica funcién que satisfaga las hipdtesis, incluso podemos pensar que
esta funcién es f(x) = 1 — z. Sin embargo, esto no ocurre, daremos dos
ejemplos de esto y después una caracterizacion de estas.

Ejemplo 4.19. Sea f : [0,1] — [0, 1] definida como sigue:

f(x) = _l(x_l) sime[i, ]

—3z+1 sizel0,]],
L 1].

Sea g : [0,1] — [0,1], definida por:

o) = 2 —3)°+3 stz € (0,3],
—3V2r—1+45 sizel;1]

Estas funciones son continuas, biyectivas y estrictamente decrecientes,
ademds se puede ver que f? =1Id y g*> = Id.

Estos dos ejemplos tienen en comin que la segunda parte de la funcion
es una reflexién de la primera respecto a la funcién identidad. El siguiente
teorema muestra que esto es cierto.
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Tdy, Tdy,
[0,1] f [0,1]

Figura 4.1: Graficas de f y g.

Teorema 4.20. Sea f :[0,1] — [0, 1] una funcion continua, suprayectiva y
estrictamente decreciente. Entonces f* = Id si y solo si existe b € (0,1) y
g :[0,b] = [b,1] continua, suprayectiva y estrictamente decreciente tal que

o) = g(x) stz € [0,0b],
/(@) {g_l(x) stz € [b,1].

Demostracion. (<) Sea = € [0, 1], tenemos dos casos:

1. Siz € [0,b] tenemos que f(z) = g(z), como g(z) € [b, 1], se tiene que

£
fx) = flg(x)) =g (g(x)) =

2. Si z € [b, 1] tenemos que f(z ) =g Yz ) como g(z)~! € [0,0], se tiene

que f2(z) = (g~ (2) = g(g~\(z)) =

Por lo tanto f? = Id.

(=) Por el Corolario existe b € [0,1] tal que f(b) = b, por lo visto
en la prueba del Teorema [4.16| b € (1,0). Definamos g : [0,b] — [b,1] por
g(x) = f(z). Veamos que g esta bien definida, es decir, ¢([0, 1]) C [b, 1], como
f2 = Idy f es estrictamente decreciente tenemos que f es inyectiva y ademas,
f(0) =1y f(1) = 0. Supongamos que existe zo € (0,b) tal que g(x) € (0,b).
f restringida a [b, 1] es continua y se cumple que f(1) < g(z) < f(b), asi
existe ¢ € (b, 1) tal que f(c) = g(xo) = f(x0), esto contradice el hecho de que
f es inyectiva. Por tanto ¢([0,b]) C [b,1]. Es claro que b,1 € ¢([0,b]), como
f£([0,0]) = ¢g([0,0]) se tiene que ¢([0,b]) es conexo y por ello [b, 1] C ¢([0, 1]).
Por lo tanto ¢([0,b]) = [b, 1], es decir, g es suprayectiva. Por como se define
la funcién g es continua y estrictamente decreciente.

8

8
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Por esto, la funciéon g es continua y biyectiva, luego su funcién inversa
g~' i [b,1] — [0,0] esta bien definida, es continua, biyectiva y estrictamen-
te decreciente. Veamos que f(z) = ¢~ !(x) para z € [b,1]. Sea x € [b,1],
g (x) € ]0,b], luego como f y g coinciden en el intervalo [0, b] se tiene que
flg7H(x)) = g(g7' () =z y ast g~ (x) = f*(g7"(z)) = f(x). Esto completa
la demostracién. O

De aqui podemos ver que hay una infinidad de funciones que cumplen
con ser continua, biyectiva, estrictamente decreciente y f2 = Id.

Tomando como referencia las funciones definidas en el Ejemplo [£.19] te-
nemos que wy(z) = {z, f(z)}, de esto que podemos represenar a las funciones
Wr y wy CcOmo sigue,

Figura 4.2: Graficas de wy y wy.

Motivados por esto, nos preguntamos si existe h : [0, 1] — [0, 1] tal que la
representacion de wy, sea de la siguinte manera

Figura 4.3: Grafica de wy,.

Es decir, que w, = {x, f(z), f>(x)} o bien h? = Id. La respuesta es



4.1 La funcién wy 65

negativa, ya que de existir h tendria un punto de periodo 3 y por el Teorema
h debe tener un punto de periodo 2, lo cual contradice que h*® = Id.

De aqui que nos preguntemos ;Existe una funcién h : [0,1] — [0,1]
continua y suprayectiva tal que h™ = Id para n > 47 El argumento que se
utilizé para cuando n = 3 ya no es vélido en estos casos, sin embargo, el
teorema siguiente responde de forma negativa a esta pregunta.

Teorema 4.21. Sea f : [0,1] — [0, 1] una funcion continua y suprayectiva.
Si f* = Id para algin n € N, entonces f? = Id.

Demostracion. Si f* = Id para algiin n € N, entonces f**' = f, por el
Teorema se tiene que f es equicontinua, luego por el Teorema |4.15
F(f?) es conexo, finalmente por el Teorema 2.7 f2 = Id. O

El anterior teorema nos dice que una funcién continua y suprayectiva de
[0,1] en [0, 1], tal que f™ = Id para algin n € N, no tiene més opcién que
ser la funcién identidad o ser una funcién como las que se describen en el
Teorema [£.20
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Capitulo 5

Conclusiones

La dindmica en intervalos de los nimeros reales es intuitiva y de ahi su ri-
queza, ejemplo de ello fue la funcién tienda, como se expuso tiene propiedades
dinamicas peculiares y fue un ejemplo primordial para esta tesis.

Estudiamos las propiedades dinamicas que se preservan de la funciéon f a
la funcién 27 y viceversa, claro en el intervalo [0, 1] se preservan algunas més
(véase Teorema [3.15)).

Todos los resultados obtenidos para el espacio X = [0, 1], ya sean para
la funcién f : X — X o para 27, son en general, para cualquier espacio
homeomorfo al intervalo [0, 1] al cual denominan arco. Este concepto es estu-
diado ampliamente en la teoria de continuos. Ya estudiado el intervalo [0, 1]
podemos utilizar estos resultados para comenzar el estudio de otros entes de
la teoria de continuos como los son los drboles, abanicos o grificas finitas ya
que estos dependen de los arcos.

Se logré caracterizar a las funciones definidas en el intervalo [0,1] , que
hacen continua a la funcién wy. Con ayuda de esto queda ver si es posible
caracterizar a estas funciones para otros espacios como lo son los drboles,
abanicos o graficas finitas.
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