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Resumen

En este trabajo, se modela el crecimiento de dos poblaciones: una com-

puesta de células óseas y la otra de células cancerosas. Además se modela el

efecto de la radioterapia sobre ellas. Se analiza una estrategia de radioterapia

basada en control óptimo. El sistema de ecuaciones diferenciales describe la

dinámica bioquímica entre los osteoclastos, los osteoblastos (células óseas)

y las células cáncerosas de manera local en el hueso. La inclusión de una

función de control en el sistema diferencial viene acompañada por un fun-

cional de costo que representa los efectos secundarios de un tratamiento de

radiación de duración T . El modelo de control continuo de radioterapia, pre-

sentado en este trabajo, fue propuesto en [19]. El objetivo general de este

trabajo, es estudiar el problema de control planteado en [19], mediante un

control discontinuo. Con ello, se busca describir un tratamiento fraccionado

mediante una dosis fija y los periodos de descanso que tiene el paciente. Me-

diante simulaciones numéricas, obtenemos los posibles comportamientos de

las poblaciones bajo los esquemas de radiación continua [19] y radiación por

sesiones.

La relevancia en esta clase de trabajos es, que pueden aportar hipótesis, ideas

o sugerencias a los investigadores de éstas áreas de medicina, y estos aportes

están basados en resultados matemáticos y numéricos. Dado que, el tipo de

fenómenos que se estudian, la experimentación in vivo e in vitro es compleja,

el aporte de la modelación puede incitar a estudiar nuevos paradigmas.

Finalmente, para el desarrollo de los modelos que se presentan en este trabajo

fue clave: la Teoría de control óptimo, y en particular el principio de máximo
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de Pontryagin; además del estudio de algoritmos numéricos adecuados para

la resolución de sistemas no lineales.
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Introducción

Motivación
Una de las labores más importantes del matemático aplicado es formular en

lenguaje matemático problemas de distintos ámbitos y fungir de traductor

para que sus resultados puedan ser usados por el especialista del área. La

Biología Matemática es el área de las matemáticas que modela fenómenos

biológicos mediante estructuras matemáticas (procesos estocásticos, ecuacio-

nes diferenciales, grafos, etc.). En particular, el estudio del cáncer ha sido

uno de los tópicos más estudiados en esta área en el último siglo. El cáncer

es un término genérico que designa un amplio grupo de enfermedades que

pueden afectar a cualquier parte del organismo; también se habla de tumo-

res malignos o neoplasias malignas1, además es la principal causa de muerte

en todo el mundo. En 2015 se atribuyeron a esta enfermedad 8,8 millones

de defunciones. Los cinco tipos de cáncer que causan un mayor número de

fallecimientos son los siguientes2:

1. Pulmonar (1,69 millones de defunciones).

2. Hepático (788 000 defunciones).

3. Colorrectal (744 000 defunciones).

4. Gastríco (754 000 defunciones).

5. Mamario (571 000 defunciones)

1Fuente OMS http://bit.ly/1il315R
2Fuente OMS Ídem.
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El cáncer se genera por la transformación de células sanas en células tumo-

rales, en un proceso de varias etapas, que suele consistir en la progresión de

una lesión precancerosa (lesiones patológicas que pueden progresar a cáncer)

hasta llegar a los diferentes grados de tumor maligno3.

Dichas alteraciones son el resultado de la interacción entre los factores gené-

ticos del paciente y tres categorías de agentes externos, a saber:

(a) Carcinógenos físicos como las radiaciones ultravioletas e ionizantes.

(b) Carcinógenos químicos como el amianto, los componentes del humo

de tabaco, las aflatoxinas (contaminantes de los alimentos) y el arsénico

(contaminante del agua).

(c) Carcinógenos biológicos como determinados virus, bacterias y pa-

rásitos.

Una característica del cáncer que la distingue de otro tipo de enfermeda-

des es que promueve el crecimiento y diseminación incontrolados de células,

además puede invadir otras áreas del cuerpo, dicho proceso se denomina me-

tástasis.

Los tipos más comunes de cáncer que tienen cierta afinidad con el tejido

óseo son pulmonar, de mama y de próstata, ocasionando dolorosas e intrata-

bles consecuencias [10].Cuando un cierto tipo de cáncer se propaga al tejido

óseo, se le conoce como metástasis ósea y a las células invasoras se les conoce

como metastásicas. Dichas células se aprovechan de los recursos del medio

alterando la comunicación de las células del hueso mermando la salud del

enfermo.
3Fuente Atlas interactif de Neuro-Oncologie https://goo.gl/5E5Yav

iv



Esencialmente, en el microambiente de la matriz ósea están presentes dos

tipos de células osteoclastos y osteoblastos. Estas células son las encargadas

de realizar el proceso de remodelación ósea, siendo la primera la que absorbe

la matriz ósea antigua y la segunda la encargada de la formación ósea. Es-

te proceso es indispensable para mantener al hueso sano. El microambiente

de la matriz ósea está compuesto de muchos recursos que son utilizados por

los osteoclastos y osteoblastos, sin embargo, cuando un cúmulo de células

cancerosas invaden el ambiente, se altera el proceso de remodelación ósea

provocando lesiones óseas[9].

Lamentablemente, los tratamientos para la metástasis ósea (radioterapia,

quimioterapia y farmacológicos) sólo son paliativos, esto se debe porque da-

do que el cáncer inicial ya se propagó a otra sección del cuerpo (en este caso

los huesos), no hay garantía de que el tratamiento lo elimine por completo.

Además, el estudio de la enfermedad in vivo implica muchas complicaciones

biológicas, por ejemplo, la mayoría de pacientes con cáncer no muere por el

tumor primario sino por la metástasis que se origina a partir de éste [10].

Por lo que estudiar modelos matemáticos que están basados en la efectividad

de la terapia pueden arrojar información, que no puede obtenerse de manera

experimental, y de este modo poder corroborar las hipótesis biológicas que

se tienen de la enfermedad.

Antecedentes
El concepto de control puede describirse brevemente como el problema de

obtener las características de comportamiento deseadas de un sistema me-

diante la recopilación de datos en línea y la procuración sistemática (asistida

por computadora) de los datos como ayuda para la toma de decisiones [1].
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Por lo tanto, podemos entender a la teoría del control óptimo como una rama

de la matemática que en términos sencillos busca el desempeño óptimo de

un sistema según ciertos criterios matemáticos.

En 1987 George W. Swan publicó su libro Application of Optimal Control

Theory in Biomedicine cuyo propósito era presentar al lector una variedad

de problemas de control óptimo enfocados a la aplicación de la biomedicina.

Su enfoque era completamente teórico y no consideraba la implementación de

dichas terapias óptimas a los pacientes. Este trabajo motivó a más investiga-

dores que siguieron esta aproximación y de este modo estudiar la efectividad

de tratamientos experimentales [14, 15, 18].

El modelo que presentamos aquí está basado en los trabajos [18, 19, 26].

Los cuales son de tipo descriptivo cualitativo, es decir presentan las carac-

terísticas principales del fenónemo (ciclo de remodelación ósea, ciclo vicioso

del cáncer y efectividad del tratamiento), sin embargo no brinda una infor-

mación cuantitativa sobre las poblaciones celulares. Esto se debe a que entre

más realista sea un modelo, se tendrá una mayor dificultad para poder estu-

diarlo y resolverlo.

Un problema interesante que resolveremos aquí es, si asumimos para nuestro

modelo, que una terapia completa de radiación con una dosis fija dura en pro-

medio T días, las cuales brindan al paciente t días de radiación y T − t días

de reposo, ¿Cuántas sesiones de radiación tendría el paciente según nuestro

modelo?, ¿Qué duración tendría cada una de ellas, según nuestro modelo?

¿Cuántos días de descanso tendría el paciente? ¿Qué efectos (negativos o po-

sitivos) tendría en las poblaciones celulares modeladas?

Las herramientas que utilizaremos en este trabajo son el principio del máximo
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de Pontryaguin que nos brinda las condiciones necesarias para la existencia

de una función de control óptimo y finalmente, la programación de solvers

de sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales basados en los métodos de

Runge Kutta.

Objetivos principales

En este trabajo se quiere considerar controles óptimos discontinuos a pe-

dazos, los cuales se conocen como controles de tipo Bang-Bang. De esta

manera se considera que el tratamiento se da en dosis (idea de radioterapia)

al paciente y no de manera continua (hipótesis que se asume en [18]). Los

objetivos específicos son :

1. Entender el modelo matemático de la dinámica de la metástasis ósea

propuesto.

2. Estudiar las técnicas de control óptimo y su tratamiento computacional,

en particular de controles óptimos tipo Bang-Bang.

3. Proponer problemas de control óptimo tipo Bang-Bang para el modelo

propuesto en [19] y estudiar de manera numérica las posibles soluciones

de un control óptimo y comparar sus resultados con los presentados en

el artículo [19].
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Metodología

La estructura de la tesis es la siguiente:

Cap.1 Se expone la biología básica del hueso, enfocándose en las etapas del

ciclo de remodelación ósea, las células más importantes y su rol en el

ciclo. Además se expone de manera resumida la biología del cáncer,

se explica qué cánceres son los relevantes para este trabajo y el ciclo

vicioso entre las células cancerosas y las células óseas. Finalmente se

exponen los modelos matemáticos base que utilizaremos.

Cap.2 Se expone una breve introducción de la teoría del control óptimo. Ade-

más se explica la herramienta del principio de máximo de Pontryaguin

y se dan ejemplos que ayudan a entender su aplicación para controles

continuos y para controles singulares. Se presenta el teorema de exis-

tencia para controles óptimos y un estudio de su aplicación. Se añade

un apartado de métodos númericos en donde se explica el método de

Forward-Backward, así como ejemplos de su utilización.

Cap.3 Se presenta el modelo de control continuo para el tratamiento de radio-

terapia desarrollado en [19], modificaremos su funcional de costo para

obtener un control óptimo de tipo Bang-Bang. Además se obtiene el sis-

tema diferencial de variables adjuntas mediante el principio de máximo

de Pontriaguin para posteriormente hacer el estudio de la existencia de

una solución óptima. Finalmente, se realizan simulaciones del proble-

ma de control óptimo discontinuo de tipo Bang-Bang que describe el

tratamiento de radioterapia para la metástasis ósea y una discusión de
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los resultados obtenidos es presentada.

Esta tesis incluye un apéndice del Principio de Pontryagin, un apartado

de conclusiones y las referencias bibliográficas necesarias para su desarrollo.
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Capítulo 1

Marco biológico y matemático

Nuestros huesos son probablemente los órganos que más energía consumen

de nuestro cuerpo. Sus tareas abarcan desde soporte hasta almacenamiento,

y las células encargadas de llevar a cabo de manera local y eficiente la mayor

parte de estas tareas son las células de la BMU (Unidad Multicelular Ósea).

En particular, una actividad clave de estas células es el ciclo de remodela-

ción ósea que trata de retirar el tejido viejo y sustituirlo por uno nuevo. Las

células óseas más importantes que se encargan de realizar este ciclo son los

osteoclastos y los osteoblastos.

Uno de los avances más importantes en el área de la Biología ósea fue el

descubrimiento del mecanismo de regulación entre las células óseas a través

de la vía de comunicación RANK/RANKL/OPG. El ciclo de remodelación

ósea puede resumirse del siguiente modo: los osteoclastos eliminan parte del

tejido óseo (reabsorción ósea) y los osteoblastos depositan la matriz ósea re-

cién formada (formación ósea). Dado que sus tareas son complementarias, la
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2 Marco biológico y matemático

comunicación entre ellas es vital para poder mantener la salud del hueso.

Existen una gran variedad de factores que pueden alterar la comunicación

entre las células óseas, en particular la invasión de las células cancerosas al

medio óseo y resulta una de ellas la que nos ocupa en este trabajo. En general,

para que un cierto tipo de cáncer tenga éxito en su invasión, sus característi-

cas celulares deben brindarle ventaja para poder competir por los recursos en

el tejido. En el trabajo de Lipton (2004) [9] se muestran los aspectos genera-

les de los procesos que se desarrollan en la interacción de células metastásicas

y óseas, conocido como el ciclo vicioso de la metástasis ósea, y ha sido uti-

lizado para la elaboración de modelos matemáticos y computacionales para

estudiar fenónenos relacionados [18].

En este capítulo, en la primera parte haremos una exploración de la biología

ósea enfocados en el proceso de la remodelación ósea y el ciclo vicioso de la

metástasis ósea; y en la segunda parte, presentaremos los modelos base de

los que se partirá para modelar los tratamientos de control para la metátasis

ósea.

Biología ósea y Metástasis

El hueso es un tejido conectivo1 mineralizado que presenta cuatro tipos

de células: osteoblastos, celulas de revestimiento óseo, osteocitos y osteoclas-

tos [5]. Dicho tejido se encuentra en constante actividad, durante su vida se

somete a varios procesos de crecimiento (longitudinal y radial). Sus funciones

principales son mecánicas (protección a los órganos y sistemas, función de

1Tejido que generalmente sirve de conexión o enlace entre diferentes estructuras y
brinda la forma, resistencia y protección a otros tejidos del organismo [2].



1.1 Biología ósea y Metástasis 3

carga, como la columna, y función dinámica, cuando actuán como palancas)

y biológicas (son depósitos de minerales, en la médula ósea se producen la

formación de sangre y almacenamiento de grasa).

La composición histológica (i.e. su composición microscópica) del hueso se

divide en la parte celular cuyos elementos son, células osteoprogenitoras, os-

teoblastos, osteocitos, células de revestimiento óseo y osteoclastos, y en una

matriz extracelular (matriz ósea) que se compone de sales inorgánicas y una

matriz órganica. La matriz orgánica está compuesta de proteínas de colágeno

y proteínas no colágenas llamada osteoide.

La composición macroscópica de un hueso se divide en hueso cortical o com-

pacto y hueso trabecular o esponjoso (Fig.2 1.1). El primer tejido se encuentra

en la parte externa del hueso y el segundo tejido en la parte interna. En la

Tabla 1.1 se muestran sus características más importantes.

Figura 1.1: Componentes de la estructura ósea.

2Fuente https://bit.ly/2vGBflN.
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Componentes

Hueso cortical (superficie externa): Hueso trabecular (superficie interna):

Tejido denso y sólido. Es una red de placas tabeculares y varillas

Provee protección a intercaladas en el compartimiento de la

la médula ósea. médula ósea.

Se divide en 2 superficies:

Endosteal interna.

Periosteal externa.

Tabla 1.1: Componentes del tejido óseo.

La membrana superficial de tejido conectivo que rodea a la superficie ex-

terna cortical del hueso se le conoce como periosteal externa. En ella están

contenidos vasos sanguíneos, fibras nerviosas, los osteoblastos y osteoclastos.

Además en este tejido, se encuentran proteínas que ayudan a la diferencia-

ción de las células óseas.

En la sección de hueso trabecular también se realiza un proceso de remo-

delación ósea. Sin embargo dicho proceso es más complejo y requiere bases

sólidas en biología ósea que van mas allá del propósito del capítulo, además

los modelos que se presentados en las siguientes secciones tienen como base

la remodelación ósea ubicada en el periosteal externa por lo que sólo nos

enfocaremos en esta parte.

En las células óseas, podemos distinguir a las células de soporte (osteoblas-

tos y osteocitos) y las células de remodelación (osteoclastos). En las Tablas

1.2-1.3 podemos ver un desglose de sus funciones principales.



1.1.1 La remodelación ósea 5

Osteoblastos (OB) Osteoclastos (OC)
Se originan de células madre Se derivan de células precursoras
mesenquimales. provenientes del linaje

monocito-macrofago.
Responsable de la síntesis/mineralización Son las únicas capaces
/deposición de la matríz ósea. de resorción ósea.
Constan sólo de un núcleo. Constan de varios núcleos.
Pueden quedarse en la matriz ósea Los osteoclastos precursores
para madurar en osteocitos. tienen en su superficie
Pueden diferenciarse en RANK que enlazado con RANKL
células de revestimiento óseo. se convierten en osteoclastos activos
Producen la osteoprotegerina (OPG)
que actua para evitar el
el enlace RANK/RANKL

Tabla 1.2: Actividades y características de los osteoclastos y osteoblastos.

Osteocitos Células de revestimiento óseo
*)Están conectados mediante canales y *)Brindan soporte metabólico
funcionan como mecanosensores. a los osteocitos.

*)Indican a los OC y OB donde y cuando *)Regula el paso de iones de cálcio.
realizar la resorción y formación ósea. *)Se originan de células madre mesenquimales.

Tabla 1.3: Actividades y características de los osteocitos y las células de
revestimiento óseo.

La remodelación ósea

La osteogénesis, es el proceso de formación ósea. Este proceso se divide

en 3 etapas: Síntesis de la matriz orgánica extracelular. Esta etapa es llevada

a cabo por los osteoblastos maduros, y lo realizan mediante la secretación de

proteínas colágenas (colágeno tipo 1) y proteínas no colágenas (osteonectina,

osteopontina, etc.). La segunda etapa consiste en la Mineralización de la

matriz, esta etapa también realizado por los osteoblastos, está dividido en
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dos fases: vesicular y fibrilar 3. Por este proceso se genera un hueso nuevo.

Finalmente la última etapa se conoce como Remodelación del hueso mediante

resorción y reformación ósea, esta etapa toma lugar dentro de cavidades que

necesitan ser remodeladas, denominadas como sitio de remodelación. Dicho

trabajo es realizado por unidades multicelulares básicas (BMU) que consisten

principalmente en un grupo de osteoclastos y osteoblastos. La remodelación

ósea mantiene el correcto funcionamiento del hueso y está dividida en 6 fases,

que se presentarán a continuación.

1. Fase inactiva.

Aun no se conocen los factores que desencadenan la siguiente etapa.

Sin embargo, se tiene evidencia de que las células de revestimiento óseo

previenen que se realice la resorción ósea desequilibrada [5].

2. Fase activa.

Los precursores de osteoclastos y osteoblastos empiezan a interaccionar

provocando la diferenciación4 de los precursores de osteoclastos. Lo

anterior implica que los osteoclastos maduros se adhieren a la superficie

ósea mineralizada e inicia la resorción ósea.

3. Fase de resorción.

Los osteoclastos maduros disuelven la matriz mineral y orgánica de la

sección a remodelar. Mediante este proceso se liberan factores de cre-

cimiento contenidos dentro de la matriz, principalmente el factor de

3Si el lector desea ahondar en el proceso, lo remitimos a [5].
4Proceso por el cual las células de un linaje celular en concreto sufren modificaciones

en su expresión genética, para adquirir la morfología y las funciones de un tipo específico
de célula.
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crecimiento transformante β (TGF-β). Cabe aclarar que la resorción

ósea produce cavidades en la superficie del hueso cortical llamadas ca-

nales cilíndricos de Haversianos.

4. Fase de reversa.

En esta fase se realiza una transición entre la finalización de la resor-

ción ósea y el principio de la formación ósea. En la cavidad realizada

se encuentran células como osteocitos (que se encontraban dentro de

la matriz ósea) y osteoblastos precursores que fueron reclutados para

inicializar el proceso de formación.

5. Fase de formación ósea.

Una vez que los osteoclastos finalizaron la resorción ósea, los precurso-

res de osteoblastos, sintetizan una sustancia de cementación como base

para que el nuevo tejido se adhiera a ella. Despues de varios días, los

osteoblastos maduros sintetizan una matriz de osteiode5 que rellena la

cavidad, los demás osteoblastos continuan la síntesis ósea y finalizan

desactivándose, cubriendo la zona remodelada. Algunos de los osteo-

blastos quedan atrapados en la matriz ósea, para madurar en osteoci-

tos. Dichos osteocitos se comunican con los osteoblastos superficiales

por medio de una red de canales (ver Fig. 1.2).

6. Fase de mineralización.

En esta última fase, se mineraliza el osteoide y el proceso regresa a la

fase inactiva.

5La matriz extracelular sin mineralizar.
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Figura 1.2: Distribución de los osteocitos en el tejido óseo. Fuente

https://goo.gl/8ABkFW

EL ciclo de remodelación ósea necesita de una coordinación entre el proce-

so de resorción y el de formación ósea. Esto significa que los osteoclastos

y los osteoblastos se comunican y sincronizan para mantener un equilibrio

en los niveles de masa ósea6 y de este modo conservar una estructura fun-

cional. Sin embargo, tal sincronización es bastante complicada; las células

antes mencionadas utilizan las señalizaciones autocrina7 y paracrina8, que

están controladas por los factores TGF-β, RANKL, RANK, OPG, PTH en-

6Medida de la cantidad de minerales (por lo general, calcio y fósforo) que contiene
cierto volumen de hueso. Fuente https://www.cancer.gov/

7Forma de señalización celular en la que la célula se comunica consigo misma, al liberar
un ligando (una molécula que se enlaza a una proteína) que se une a un receptor en su
propia superficie.

8Forma de señalización celular en la que una célula produce una señal que induce
cambios en las células cercanas.

https://goo.gl/8ABkFW
https://www.cancer.gov/
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tre otros [5].

A pesar de la complejidad bioquímica del ciclo de remodelación ósea, se

descubrió que, la vía de comunicación RANK-RANKL-OPG regula (en su

mayoría) las interacciones entre osteoclastos y osteoblastos [6, 7]. Por lo an-

terior, en [20], se presentó el siguiente esquema (ver Fig. 1.3), que muestra

una simplificación de las interacciones bioquímicas presentes en el fenómeno

de remodelación ósea. En este esquema, sólo se tienen en consideración tres

estados de los osteoclastos y osteoblastos, estos son: precursores o de respues-

ta, activos y muertos.

Figura 1.3: Señalización paracrina y autocrina por las vías RANK-

RANKL-OPG.

A continuación se mencionan los pasos que sigue la señalización paracrina

y autocrina por las vías RANK-RANKL-OPG:
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1. Los osteoclastos precursores expresan el receptor activador para el fac-

tor nuclear k B (RANK ), que se localiza en su superficie. Lo anterior

favorece en la activación de osteoblastos activos.

2. Los osteoblastos activos producen la molecula RANKL. Cuando RANK

se enlaza con RANKL tenemos a los osteoclastos activos y se libera el

factor de crecimiento transformante β (TGF-β).

3. La molécula TGF-β estimula la apoptosis9 de los osteoclastos e inhi-

be la proliferación de los osteoblastos activos. Además estimula a los

osteoblastos de respuesta.

4. Los osteoblastos de respuesta segregan osteoprotegerina (OPG), que in-

hibe la diferenciación y activación de los osteoclastos (inhibe RANKL).

5. Los osteoblastos de respuesta segregan la hormona paratiroidea (PTH),

que se encarga de inhibir OPG y estimula RANKL. Por lo anterior, se

puede repetir el proceso.

Como se vió en esta sección, el equilibrio en el tejido óseo requiere de

varios factores, por lo que el lector puede deducir, que una alteración en

algún factor mermaría el funcionamiento del tejido así como su salud. En

la siguiente sección, nos enfocaremos a exponer los principios básicos de la

propagación del cáncer, así como la repercusión de ciertos tipos de cánceres

cuando invaden el tejido óseo.

9La muerte celular programada.
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Metástasis ósea

El éxito de la invasión del cáncer a otros tejidos, depende, en primera ins-

tancia de la afinidad de las células cáncerosas del tumor principal al medio

a invadir así como de los recursos que dispone este medio.

La matriz ósea contiene una gran cantidad de factores de crecimiento que

son liberados en el proceso normal de remodelación, por lo que es un mi-

croambiente fértil para la colonización y proliferación para algunos tipos de

cánceres avanzados. De acuerdo con la Sociedad Americana del cáncer (2015),

el cáncer de próstata [11] y de mama [12] son los más propensos para exten-

derse a los huesos. Sólo en el 2014, la mortalidad por cáncer a nivel global

fue del 14.6% y el 90% de dichas muertes fue por metástasis [13].

El proceso de proliferación del cáncer consta de cinco etapas [10] (ver Fig.

1.4):

1. Invasión: Las células cancerosas atraviesan la barrera de la membrana

basal10.

2. Intravasación: Las células cancerosas se mueven a traves de las pare-

des de los vasos sanguíneos11 o linfáticos hacia el vaso mismo.

3. Transporte: Las células cancerosas viajan por los vasos sanguíneos

hasta adherirse a algun tejido de soporte. Cuando un grupo de células

cancerosas se adhieren a alguna capilaridad se acomodan en forma de

microtombos (microcoágulos).

10Capa extracelular utilizada como sostén al ógano.
11Estructura tubular que conduce la sangre impulsada por la acción del corazón.
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4. Extravasación: Las células de los microtombos se mueven a traves de

las paredes del vaso vaso sanguíneo hasta encontrar el tejido de algún

órgano.

5. Formación de micrometastasis: Utilizando los sistemas de prolife-

ración celular del medio, las células cancerosas se replican hasta formar

una masa de tumor.

6. Colonización: En esta etapa compiten las células cancerosas por los

recursos del medio para poder propagarse.

Figura 1.4: Etapas de la proliferación del cáncer. Fuente [Mundy, 2002]

Una vez que las células cancerosas han colonizado la matriz ósea, estas

producen sus propios factores de crecimiento que pueden estimular de manera
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directa o indirecta las actividades de los osteoclastos y osteoblastos12 , inte-

rrumpiendo la remodelación ósea normal. En la siguiente sección hablaremos

sobre las lesiones ocasionadas por esta interferencia.

Enfermedades metastásicas óseas

En su afán por proliferar, las células cancerosas envían sustancias se-

ñalizadoras que distorsionan la comunicación entre las células BMU. Está

interferencia causa enfermedades muy serias al paciente como osteoporosis,

osteopetrosis, enfermedad de Paget, osteoartrítis entre otras. En este trabajo

estamos interesados en las lesiones ocasionadas por la métastasis ósea. Estas

lesiones están en función del tipo de célula ósea con la que interactua la célula

cancerosa.

* Lesión ósteolítica: Se caracteriza por un aumento considerable de

reabsorción del hueso. El cual es causado por la liberación de factores

de activación para los osteoclastos tales como el péptido relacionado

con la hormona paratiroidea (PTHrP). Estos factores son secretados

por las células cancerosas en el ambiente óseo. Se sabe que este tipo de

daño proviene de un ciclo vicioso (ver Fig. 1.5).

** Lesión osteoblástica: Esta enfermedad es causada por la secreción de

ciertas sustancias por las células cancerosas que estimula la formación

del hueso ocasionando la pérdida de sincronización espacial y tempo-

ral entre la formación y eliminación de la matriz ósea. El factor más

conocido que es la proteína endotelina-1, que activa la proliferación,
12Recordemos que los osteoclastos y osteoclastos componen las unidades multicelulares

básicas o BMU por sus siglas en inglés.
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diferenciación y activación de los osteoblastos. Para este tipo de daño

existen hipótesis del ciclo que lo lleva a cabo pero aun no se tiene nada

en específico.

Las lesiones anteriores pueden aparecer presentarse en el paciente en diferen-

tes periodos de tiempo. A esto se le conoce como lesión metastásica mixta, el

tratamiento usual es recuperar una regulación normal de las BMU. Existen

estudios que muestran que neutralizando el PTHrP mediante anticuerpos o

usando tratamientos de OPG puede prevenirse la destrucción ósea [9].

Figura 1.5: Ciclo vicioso de metástasis ósea. Las células cancerosas se
aprovechan de TGF-β para reproducirse.

Ciclo vicioso de la metástasis ósteolítica

1. La célula cancerosa llega al tejido óseo.
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2. La célula cancerosa se ve favorecida por TGF-Beta para su repro-

ducción y crea una proteína relacionada con la hormona paratiroidea

(PTHrP).

3. PTHrP inhibe la producción de OPG por lo que los osteoclastos pueden

reproducirse libremente.

4. En la resorción ósea se produce más TGF-β y se repite el proceso.

Modelos matemáticos base

En esta sección se presentan los modelos base para nuestro trabajo. Se

inicia presentando los modelos diferenciales no lineales que describen el pro-

ceso de la remodelación ósea [20, 26], y que después son extendidos para

el caso de la metástasis ósea [18]. Se presentan los resultados teóricos y se

muestran simulaciones reportadas en estos trabajos.

Modelos de remodelación ósea

Algunos de los modelos matemáticos enfocados en el fenómeno del ciclo

de la remodelación ósea, que ocupan ecuaciones diferenciales son [20, 21,

33, 23, 24, 25, 26]. Debido a la complejidad del ciclo de remodelación ósea,

se tienen dos familias de modelos diferenciales (ver Tabla 1.4). El modelo

representativo de la primer familia, es el modelo de Lemaire [21] caracterizado

por ser lineal y estudiar poblaciones a escala celular y molecular. La segunda

familia tiene como representante un modelo no lineal realizado por Komarova
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et. al ([20]) donde las no linealidades están dadas por una ley de potencias13,

la cual es ampliamente usada en modelos biológicos altamente no lineales y

debido a su sencillez, permiten realizar estudios analíticos y computacionales

estándares.

En la siguiente sección se presentará el modelo de Komarova que es base para

el propósito de la tesis.

Lemaire Komarova
Modelo lineal de interacción Modelo no lineal de interacción

varias poblaciones de 2 poblaciones
(osteoclastos activos,precursores, etc.) (osteoclastos y osteoblastos)
(osteblastos activos,precursores, etc.)

Se aproxima mediante Se aproxima mediante
ley de masas. ley de potencias.

Gran cantidad de parámetros. Menor cantidad de parámetros.

Tabla 1.4: Modelos pioneros de la remodelación ósea

Modelo tipo Komarova

En [20] se propuso un modelo mediante ecuaciones diferenciales para des-

cribir la dinámica de las poblaciones de la BMU y la evolución temporal de

la masa ósea en un sitio de remodelación. Haciendo énfasis en dos tipos de

células óseas: osteoclastos y osteoblastos, por ser, en su mayoría, las respon-

sables del ciclo de remodelación ósea.

El modelo consiste en tres ecuaciones diferenciales ordinarias, donde dos son

no lineales, porque describen el comportamiento dinámico de las poblaciones

13En [27], Savageau lo desarrolla y aplica para el estudio de sistemas bioquímicos no
lineales.
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de los osteoclastos y osteoblastos, y la tercera que es lineal, describe la evo-

lución de la masa ósea.

Para facilitar la exposición del modelo, se presentará primero, las variables,

las hipótesis y los parámetros para las ecuaciones diferenciales no lineales,

posteriormente se continuará con la exposición de la ecuacion diferencial li-

neal (con sus respectivas hipótesis y parámetros ). Finalizaremos esta sección

con un estudio de los puntos de equilibrio del modelo.

Las variables del modelo son:

(a) u representa al número de células de osteoclastos al tiempo t.

(b) v representa al número de células de osteoblastos al tiempo t.

(c) z representa la cantidad de masa ósea al tiempo t.

(d) t representa el tiempo en número de días.

Las hipótesis utilizadas para deducir las ecuaciones diferenciales no linea-

les son:

1. La interacción entre las células es a través de agentes bioquímicos.

Estos son liberados o activados por ellas mismas y actuan de manera

paracrina y autocrina.

2. Se asume que el efecto de los agentes sobre las tasas de producción se

puede modelar mediante una aproximación por leyes de potencias.

3. Los osteoblastos y osteoclastos producen factores capaces de

activar/inhibir a sus semejantes o al otro tipo, con un efecto local.
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4. Los agentes autocrinos y paracrinos solo contribuyen en las tasas de

producción. Las tasas de eliminación son proporcionales a las respecti-

vas poblaciones.

5. La concentración de agentes depende del número de células donadoras.

De este modo, los exponentes14 gij describirán la efectividad neta de

los factores autocrinos y paracrinos.

6. El sistema es aislado y no hay efectos externos.

En el modelo se asume que las tasas de producción de cada población ya

tienen contemplado el reclutamiento de células precursoras y la formación de

células maduras. En el caso de las tasas de eliminación, se tiene en cuenta

la muerte celular, la diferenciación de osteoclastos en osteocitos y la desacti-

vación de los osteoclastos. Por lo anterior, los parámetros de las ecuaciones

diferenciales no lineales son:

(d) α1, α2 como las tasas de formación de los osteoclastos y osteoblastos

respectivamente (ambas positivas).

(e) β1, β2 como las tasas de eliminación de los osteoclastos y osteoblastos

respectivamente (ambas positivas).

(f) Los parámetros gij son:

* g11: Regulación autocrina de osteoclastos.

* g12: Regulación paracrina de osteoblastos.

14Los parámetros gij que se presentan en el modelo no tienen una única representación
biológica, sino que representan una gran cantidad de reacciones bioquímicas.
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* g21: Regulación paracrina de osteoclastos.

* g22: Regulación autocrina de osteoblastos.

Además pueden tomar valores positivos (estimulan a la población), va-

lores negativos (inhiben a la población) o cero (no interactuan con la

población).

Bajo estas condiciones, se obtienen las siguientes ecuaciones:

u
′
= α1u

g11vg21 − β1u, (1.1)

v
′
= α2u

g12vg22 − β2v. (1.2)

Las hipótesis para la tercera ecuación diferencial son las siguientes:

(i) Las poblaciones de osteoclastos y osteoblastos en estado de equilibrio

(denotadas por u∗ y v∗ respectivamente, ver el punto de equilibrio

(1.10)) consisten de células no-activas capaces de participar en la seña-

lización.

(ii) Niveles superiores al equilibrio se deben a la proliferación y activación

de las células. Estos niveles se denotan con las letras y1, y2 para osteo-

clastos y osteoblastos respectivamente.

(iii) El superavit de las poblaciones (osteoclastos y osteoblastos) contribuye

a la reabsorción /formación (según sea el caso) de la masa ósea.

(iv) Se asume que la tasa de reabsorción (k1) /formación (k2) ósea per

capita es constante y mide la cantidad de masa ósea que es reabsorbida

/ formada por un osteoclasto/osteoblasto por día.
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Para poder exponer la tercera ecuación diferencial, requerimos de las siguen-

tes ecuaciones que describen el superavit de cada población:

y1 =

 u− u∗ si u > u∗,

0 si u ≤ u∗.
(1.3)

y2 =

 v − v∗ si v > v∗,

0 si v ≤ v∗.
(1.4)

Dado que z es la cantidad de masa ósea al tiempo t, entonces el cambio

instantáneo de la masa ósea z es:

z
′
= −k1y1 + k2y2. (1.5)

Es necesario destacar que en el artículo de Komarova [20], se expone que hay

3 casos no relevantes para su modelo:

(i) gij > 0 para i, j = 1, 2.

(ii) g12 = 0 y g11 > 0.

(iii) g21 = 0 y g22 > 0.

En el caso del inciso (i) no se estudiará en este trabajo porque biológicamente

representa que tanto las comunicaciones paracrinas y como las comunicacio-

nes autocrinas contribuyen al crecimiento de ambas poblaciones, lo cual no

refleja la comunicación vía RANK-RANKL-OPG. Los incisos (ii) y (iii) no

serán estudiados en este trabajo porque representan una comunicación uni-

direccional de una población a otra (en (ii) los osteoclastos interaccionan con
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los osteoblastos pero no al revés, y para (iii) ocurre una situación análoga).

Las soluciones del sistema están garantizadas por el Teorema de existencia y

unicidad y el Teorema de intervalo maximal:

Teorema 1.2.1. Considere el siguiente problema de valor inicial:

dY

dt
= F (Y ), Y (0) = Y0, (1.6)

y Y0 ∈ E , con E un subconjunto abierto de Rn y asumimos que F ∈ C1(E).

Entonces existe una solución para el problema de valor inicial y esta solución

es única. En otras palabras, existe a > 0 y una única función Y : (−a, a) :→

Rn tal que cumple (1.6).

Teorema 1.2.2. Sea E un subconjunto abierto de Rn y asuma que f ∈

C1(E). Entonces para cada punto Y0 ∈ E, exite un intervalo maximal J en

el cual el problema de valor inicial (1.6) tine una única solución Y (t); es

decir, si el problema de valor inicial tiene solución X(t) en un intervalo I

entonces I ⊂ J y Y (t) = X(t) para toda t ∈ I. Además el intervalo maximal

es abierto, es decir, J = (α, β) con α, β no necesariamente finitos.

La demostración para estos teoremas puede encontrarse en [45]. Ahora

definamos al conjunto

Ω∗ = {(x, y) ∈ R2|x > 0, y > 0}. (1.7)

EL conjunto Ω∗ es de interés biológico ya que las soluciones tienen sentido

cuando ambas son positivas (el caso donde alguna de ellas no esté presente

no será estudiado en este trabajo). Sin embargo, es necesario demostrar que
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dada una condición inicial en Ω∗, dicha solución correspondiente permanece

en Ω∗. El siguiente Teorema garantiza dicha propiedad.

Teorema 1.2.3. Denotemos con (u, v) a la solución del sistema (1.1) (1.2)

con condición inicial en (u(0), v(0)) = (u0, v0) ∈ Ω∗. Entonces la solución

(u(t), v(t)) ∈ Ω∗ para todo t > 0 ∈ (α, β) i.e. para todo t positivo en el

intervalo maximal.

Demostración. Tomemos una condición inicial (u0, v0) ∈ Ω∗. Procedamos por

reducción al absurdo. Suponga que para algún t > 0 se tiene que u(t) = 0 o

v(t) = 0. Definamos el conjunto:

A∗ = {t ∈ [0, β)|u(t) = 0 o v(t) = 0}.

Como A∗ es no vacío por hipótesis y acotado inferiormente por 0, entonces

tiene ínfimo en R. Denotemos con t∗ el ínfimo de A∗. Veamos que t∗ > 0.

Por un lado como u y v son continuas, existe δ > 0 tal que u(t), v(t) > 0

para todo 0 ≤ t < δ. Por otro lado t∗ > δ ya que t∗ es la mayor de las cotas

inferiores.

Veamos que t∗ ∈ A∗. Como para toda n en los naturales, existe tn ∈ A∗

tal que t∗ ≤ tn < t∗ + 1
n
. Podemos construir una subsucesión {nm}∞m=1 es-

trictamente creciente tal que ĺımm→∞(tnm) = t∗ y los tnm anulen a sólo una

de las componentes de la solución (por ejemplo u(tnm) = 0). Luego por la

continuidad de u se tiene que:

0 = ĺım
m→∞

(u(tnm)) = u(t∗),
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es decir t∗ ∈ A∗. Ahora tenemos el caso cuando u(t∗) = 0 y el caso cuando

v(t∗) = 0.

Suponga que u(t∗) = 0, entonces para toda t ∈ [0, t∗) tenemos que

u(t), v(t) > 0,

por lo que

∫ t

0

(
u
′
(s)

u(s)

)
ds =

∫ t

0

(α1u(s)g11−1v(s)g21 − β1)ds.

Por un lado tenemos

∫ t

0

(
u
′
(s)

u(s)

)
ds = log (u(t))− log (u0).

Por el otro lado tenemos

∫ t

0

(α1u(s)g11−1v(s)g21 − β1)ds >
∫ t

0

(−β1)ds = −β1 ∗ t.

Luego

log (u(t)) > log (u0)− β1 ∗ t.

Por lo tanto

u(t) > u0e
−β1∗t.

Pero dado que u(t∗) = 0, se tiene que

0 = u(t∗) > u0e
−β1∗t∗ > 0.



24 Marco biológico y matemático

Lo cual es una contradicción.

De manera análoga puede verse que v(t∗) = 0 también es una contradicción.

Finalmente podemos concluir que A∗ debe ser vacío, es decir, no existe ningún

t > 0 ∈ [0, β) tal que anule u o v.

Corolario 1.2.1. Denotemos con (u, v) a la solución del sistema (1.1) (1.2)

con condición inicial en (u(0), v(0)) = (u0, v0) ∈ Ω∗. Entonces para todo

t ∈ [0, β) las soluciones del sistema son de la forma

u(t) = u0exp

(∫ t

0

(α1u(s)g11−1v(s)g21 − β1)ds
)
, (1.8)

v(t) = v0exp

(∫ t

0

(α2v(s)g22−1u(s)g12 − β2)ds
)
. (1.9)

Demostración. Por el teorema (1.2.3) y por las ecuaciones (1.1) y (1.2).

Para poder estudiar el comportamiento de las soluciones del sistema (1.1)

y (1.2) se estudian los puntos de equilibrio del sistema15 y su estabilidad. El

punto de equilibrio de interés (si es que existe en Ω∗) es:

(u∗, v∗) =

((
β1
α1

) 1−g22
γ
(
β2
α2

) g21
γ

,

(
β1
α1

) g12
γ
(
β2
α2

) 1−g11
γ

)
, (1.10)

donde

γ = g12g21 − (1− g11)(1− g22). (1.11)

Para realizar el análisis de estabilidad en el punto de equilibrio, los autores

de [20] estudiaron la linealización del modelo por medio de series de Taylor,

15Las soluciones constantes de las ecuaciones (1.1) y (1.2).
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donde el Jacobiano del sistema es:

J(u, v) =

α1g11u
g11−1vg21 − β1 α1g21u

g11vg21−1

α2g12u
g12−1vg22 α2g22u

g12vg22−1 − β2

 . (1.12)

Al evaluar el punto de equilibrio (1.10) en el Jacobiano (1.12), tenemos:

J(u∗, v∗) =

β1(g11 − 1) β1g12
u∗

v∗

β2g21
v∗

u∗
β2(g22 − 1)

 , (1.13)

y de este modo podemos calcular la traza, el determinante y el discriminante

del sistema (i.e. de la matriz (1.13) ), obteniendo:

tr(J(u∗, v∗)) = β1(g11 − 1) + β2(g22 − 1), (1.14)

det(J(u∗, v∗)) = β1β2(g11 − 1)(g22 − 1)− β1β2g12g21, (1.15)

∆ = tr(J(u∗, v∗))2 − 4 ∗ det(J(u∗, v∗))

= [β1(g11 − 1)− β2(g22 − 1)]2 − 4(β1β2(g11 − 1)(g22 − 1)− β1β2g12g21).

(1.16)

Los siguientes incisos son afirmaciones hechas en [20] y resumen los posibles

escenarios del comportamiento de las soluciones:

(i) Si det(J) < 0, entonces el punto de equilibrio es un punto silla inestable.

(ii) Si tr(J) > 0, entonces el punto de equilibrio es un nodo inestable o

foco inestable. La condición ∆ < 0 divide las regiones de los focos de

aquellas de los nodos.
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(iii) Cuando tr(J) = 0, entonces las soluciones son periódicas de la forma:

u, v = Asen(Ωt+ φ). (1.17)

Donde Ω = 2π(β1β2[(1−g11)(1−g22)−g12g21])−0,5, A y φ son parámetros

que están en función de las condiciones iniciales.

Si bien los inicisos (i) y (ii) son resultados de la teoría del análisis de es-

tabilidad de puntos de equilibrio16, para el inciso (iii) no se expuso dicha

demostración en [20], sin embargo, si realizó un estudio en el espacio para-

metral del modelo, encontrándose que para unos parámetros específicos de

efectividad paracrina y autocrina, la simulación numérica de las soluciones

tienen un comportamiento posiblemente periódico. Este comportamiento en

la solución, concuerda con observaciones experimentales [28].

La Fig. 1.6 presenta una simulación de una solución periódica del sistema y

es necesario exponer las siguientes observaciones:

1 Para la estimación de los parámetros iniciales (ver Tabla 1.5), los au-

tores utilizaron datos experimentales obtenidos de análisis de la histo-

morfometría ósea17 en una sección del hueso.

2 Los autores de [20] simularon la variación porcentual de la masa ósea y

no la masa ósea en sí, lo anterior se justifica porque se puede prescindir

de las unidades de la masa ósea y solo estudiar su dinámica porcentual.

3 En [4], se estimó que un osteoclasto reabsorbe hueso a una tasa de
16Si el lector no está familiarizado con estos conceptos, puede consultar [43, 44].
17Técnica de análisis cuantitativo de los diversos componentes que integran el tejido

óseo.
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10 micromoles por día (µm/d́ia), si bien en los trabajos de [20, 26] se

utilizaron las unidades de células para los parámetros α1 y α2 (ajusta-

das segun los valores de gij) para mantener un equilibrio dimensional,

en [18] utilizaron las medidas de micromoles por día. Debido a esto,

en este trabajo se utilizarán las unidades de micromoles por día para

uniformizar las unidades en todos los modelos expuestos.

Coeficientes Valor Unidades

α1 3.0 (µm)−g11−g21día−1

α2 4.0 (µm)−g12−g22día−1

β1 0.2 día −1

β2 0.02 día −1

g11 1.1 sin dimensión

g12 1.0 sin dimensión

g21 -0.5 sin dimensión

g22 0.0 sin dimensión

k1 0.093 %µm día−1

k2 0.0008 % µm día−1

Poblaciones iniciales y masa ósea inicial

u(0) =1.0 v(0) =12.50 z(0) =100.00

Tabla 1.5: Parámetros y condiciones iniciales del modelo tipo Komarova
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Figura 1.6: Simulación del modelo Komarova

Modelo tipo Komarova simplificado

En la sección anterior se presentó los resultados del estudio de la estabili-

dad lineal para el modelo no lineal de Komarova realizados en [20]. Además

se mostró el comportamiento oscilatorio de una solución, para un caso parti-

cular en los parámetros. En esta sección se expondrá los resultados teóricos

de [26] que brindan las condiciones necesarias y suficientes para existencia y

unicidad de soluciones periódicas para una versión mas sencilla del modelo

de Komarova.

En [26] se propone un modelo tipo Komarova, para el cual asume que:

I. La población de osteoclastos consiste de osteoclastos activos y precur-



1.2.1 Modelos de remodelación ósea 29

sores. La población de osteoblastos consiste de osteoblastos activos y

de respuesta.

II. La señalización autocrina de los osteoblastos y osteoblastos es propor-

cinal a sus poblaciones.

III. La efectividad de la señalización paracrina por vía RANK/RANKL/OPG

es modelada por ley de potencias.

IV. El término de mortalidad en el modelo es lineal dado que los osteoblas-

tos y osteoclastos mueren de forma natural.

V. La población está aislada y no hay efectos externos.

Las variables y los parámetros de este modelo son análogas al modelo de

Komarova, salvo el caso de las regulaciones autocrinas de ambas poblaciones,

ya que se asumen iguales a uno, de tal modo que se simplifica el modelo y

se enfoca solamente en la regulaciones paracrinas. Bajo estas condiciones,

obtenemos el siguiente modelo:

u
′
= α1uv

γ1 − β1u, (1.18)

v
′
= α2u

γ2v − β2v. (1.19)

Donde variación de la masa ósea se sigue describiendo con la ecuación (1.5)

con sus hipótesis respectivas.

Es necesario aclarar que la diferencia sustancial entre el modelo Koma-

rova expuesto en [20] y el modelo Komarova simplficado expuesto en [26], es
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que el primero no limitó el valor de las señalizaciones paracrinas y autocrinas

permitiendo que entre las dos poblaciones ocurra estimulación, inhibición o

no interacción, y mediante simulaciones numéricas estudia estas interaccio-

nes. En el segundo caso, se enfoca en las interacciones paracrinas entre las

poblaciones, en particular, el efecto inhibidor de la comunicación paracrina

de los osteoblastos en los osteoclastos.

Sea t0 = 0 el tiempo inicial del sistema y (u(t0), v(t0)) = (u0, v0) ∈ Ω∗ es la

condición inicial del sistema. Debido al Teorema de existencia y unicidad (ver

Teorema 1.2.1) el sistema tiene solución en una vecindad de t0, sin embargo,

es necesario probar que la solución se mantiene en Ω∗ para todo tiempo t en

el que esté definida. El siguiente Teorema garantiza dicha propiedad:

Teorema 1.2.4. Si (u, v) es la solución del sistema (1.18) -(1.19) con con-

dición inicial (u0, v0) ∈ Ω∗ en t0 = 0, entonces (u(t), v(t)) ∈ Ω∗ para todo t

en el que esté definida la solución.

Demostración. Por el Teorema (1.2.3) y sustituyendo los valores g11 = g22 =

1.

Ahora nos enfocaremos en el estudio de las soluciones de las ecuaciones

(1.18) y (1.19), las cuales por el Corolario (1.2.1), se pueden expresar de

manera implícita obteniendo:

u(t) = u(t0)e
∫ t
t0
α1vγ1−β1ds, (1.20)

v(t) = v(t0)e
∫ t
t0
α1uγ2−β2ds, (1.21)

las soluciones son únicas para cualquier valor de γ1 y γ2, pero dependiendo
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del signo de estos parámetros, el punto (0, 0) puede ser un punto de equilibrio

o no. El siguiente Teorema del trabajo [26], expone esta situación:

Teorema 1.2.5. El punto

(u∗, v∗) =

((
β2
α2

) 1
γ2

,

(
β1
α1

) 1
γ1

)
, (1.22)

es punto de equilibrio del sistema (1.18)-(1.19), para toda γ1, γ2 ∈ R, siempre

que no sean cero18. Por otro lado, el punto (0, 0) será punto de equilibrio del

sistema si y solo si γi ∈ (0,∞) para i = 1, 2.

Para clasificar los puntos de equilibrio, utilizaremos la siguiente linealiza-

ción19 deducida de (1.12):

J(u, v) =

α1v
γ1 − β1 α1γ1u v

γ1−1

α2γ2u
γ2−1v α2u

γ2 − β2

 . (1.23)

Del Jacobiano (1.23) deducimos que (0, 0) es un nodo estable. Para el caso

del punto (1.22), mediante la ecuación del discriminante del Jacobiano del

modelo de Komarova (1.16), podemos deducir que los eigenvalores de su Ja-

cobiano respectivo tendrán parte real cero siempre que se cumpla el siguiente

criterio:

γ1γ2 ≤ 0, (1.24)

18El caso donde alguna de ellas es cero o ambas, no será discutido en este trabajo, ya
que no reflejan la comunicación RANK-RANKL-OPG.

19Cabe aclarar que esta linealización está bien definida para los valores establecidos en
el teorema (1.2.5) salvo en el punto (0, 0), ya que se requiere que γi > 1 para i = 1, 2.
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obteniendo entonces soluciones periódicas para el sistema lineal asociado,

sin embargo, esto no asegura que el sistema no lineal tenga este comporta-

miento. Mediante el resultado analítico que se obtuvo en [26] se asegura la

periodicidad de las soluciones para el sistema no lineal:

Teorema 1.2.6. El modelo (1.18)-(1.19) bajo condiciones iniciales positi-

vas y verificando la desigualdad (1.24) tiene una única solución positiva y

periódica que oscila alrededor del punto de equilibrio (1.22).

Es importante observar que, en este trabajo estamos interesados en uno

de los dos posibles casos de la desigualdad (1.24), este caso es:

γ1 < 0, γ2 > 0, (1.25)

dicha elección tiene una justificación biológica, ya que los osteoblastos pro-

ducen OPG que inhibe la formación de osteoclastos (por lo que se asume que

γ1 sea negativo) y RANKL que estimula la diferenciación de los osteoclastos

(i.e. γ2 se asumiría positivo).

La Figura 1.7 muestra una simulación realizada con los parámetros de las Ta-

blas 1.6 y 1.7, que corrobora el comportamiento oscilatorio de las soluciones

para el modelo simplificado.
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Coeficientes Valor Unidades

α1 0.3 (µm)−γ1día−1

α2 0.1 (µm)−γ2día−1

β1 0.2 día−1

β2 0.02 día−1

γ1 -0.3 sin dimensión

γ2 0.5 sin dimensión

k1 0.093 %µm día−1

k2 0.00032 %µm día−1

Tabla 1.6: Parámetros del modelo de Komarova simplificado

Poblaciones iniciales y masa ósea inicial

u(0) =10.0 v(0) =1.0 z(0) =95.50

Tabla 1.7: Condiciones iniciales del modelo de Komarova simplificado
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Figura 1.7: Simulación del modelo Komarova simplificado.

Modelo de metástasis ósea

Los experimentos que se realizan para estudiar la metástasis in vivo e

in vitro resultan ser difíciles y muy limitados [29], por lo que los modelos

matemáticos y computacionales surgen como herramientas para entender su

dinámica y poder corroborar ciertas hipótesis biológicas que se tienen de

dicho padecimiento. Algunos trabajos utilizando modelos para el estudio del

cáncer son [16, 17]. En el trabajo [18] se estudia la dinámica del círculo vicioso

de la metástasis en los huesos, cuyo modelo presentado es una extensión del

modelo Komarova simplificado (1.18)-(1.19) y que es llamado modelo OC-

OB-CC. Este modelo busca describir de manera temporal la dinámica de

los osteoblastos, osteoclastos y las células cancerosas. En este trabajo, se

demuestra la existencia y unicidad de la solución y se realiza el estudio de
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los puntos de equilibrio y su estabilidad.

A continuación presentaremos las hipótesis del modelo:

H1 No hay influencia externa en las poblaciones de osteoclastos, osteoblas-

tos y células cancerosas; es decir, el sistema OC-OB-CC es aislado.

H2 La degradación de osteoclastos y osteoblastos es normal y por lo tanto

se considera lineal.

H3 La señalización paracrina entre osteoclastos y osteoblastos regula el

crecimiento de ambas poblaciones y se asume que puede modelarse

mediante ley de potencias.

H4 Las células cancerosas (CC) tienen un crecimiento logístico, el cual es

un comportamiento natural cuando hay recursos limitados.

H5 Las células cancerosas (CC) y los osteoblastos (OB) pueden tener una

relación mutualista (ambos se benefician para desarrollarse) o relación

competitiva (compiten por recursos perjudicándose entre ellas), depen-

diendo del daño óseo considerado.

H6 Los osteoclastos (OC) y las células cancerosas (CC) tienen una relación

de mutualismo.

H7 La muerte de las células cancerosas es debida a factores inherentes al

microambiente óseo y se asume que es proporcional a la población de

células cancerosas.

Las variables y los parámetros del modelo son:
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1. u, v, w representan el número de osteoclastos, osteoblastos y células

cancerosas respectivamente.

2. Las tasas de producción y las tasas de apoptosis de las tres poblaciones

celulares están denotadas por αi y βi para i = 1(OC), 2 (OB), 3 (CC).

Los exponentes γ1, γ2 son los mismos que en el modelo de Komarova

simplificado y cumplen la desigualdad (1.25).

3. El coeficiente positivo K es la capacidad de carga de las células cance-

rosas en el ambiente óseo.

4. Las constantes σj para j = 1, 4 representan la relación de mutualismo

o competencia entre las poblaciones celulares óseas y cancerosas.

* Para el caso de mutualismo se tiene : σ1,σ2,σ3 > 0.

** Para el caso de competencia se tiene: σ1,σ2,σ3 < 0.

5. Para el parámetro σ4 se trata de manera diferente:

Si σ4 > 0, dado que γ1 < 0, el aporte de los osteoblastos a la población

del cáncer es

σ4v
γ1w = σ4

w

v−γ1
, (1.26)

esta ecuación muestra que cuando la población de osteoblastos crece,

menor es el aporte que le brinda a la población del cáncer y si la po-

blación de osteoblastos decrece, la población del cáncer se beneficiará.

Si σ4 < 0, entonces el lado derecho de la ecuación (1.26) es negati-

vo por lo que si la población de osteoblastos decrece, se perjudica de

mayor manera a la población de células cáncerosas y si la población
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de osteoblastos crece menor repercusión tendrá la población de células

cancerosas.

Por lo tanto, teniendo en cuenta las hipótesis H5-H7 basadas en observacio-

nes experimentales consideraremos positivos los parámetros σ1 y σ3, y en el

caso de σ2, σ4 pueden considerarse positivos o negativos (se analizaron ambos

casos en el trabajo [18]). Por último, el término (σ3u
γ2 + σ4v

γ1) representa

la contribución de las poblaciones óseas al desarrollo del tumor. Observe

que está regulado por la señalización paracrina de las poblaciones de los os-

teoclastos y los osteoblastos. Dicha simplificación facilita el análisis de las

ecuaciones del sistema. Por todo lo anterior el modelo OC-OB-CC es:

u
′
= α1uv

γ1 − β1u+ σ1uw

v
′
= α2u

γ2v − β2v + σ2vw

w
′
= α3

(
1− w

K

)
w + (σ3u

γ2 + σ4v
γ1)w − β3w

 Modelo OC-OB-CC

(1.27)
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Modelo OC-OB-CC adimensional
Para poder estudiar el modelo, definimos las siguientes variables adimensio-

nales:

ū(τ) =

(
α3

α2

)− 1
γ2

u(t) ; v̄(τ) =

(
α3

α1

)− 1
γ1

v(t) ; w̄(τ) =
w(t)

K
; τ = α3t.

(1.28)

Despejando las variables originales se tiene:

u(t) =

(
α3

α2

) 1
γ2

ū(τ) ; v(t) =

(
α3

α1

) 1
γ1

v̄(τ) ; w = Kw̄ ; t =
τ

α3

. (1.29)

De esta forma calculamos las derivadas con respecto a t usando regla de la

cadena:

du

dt
=

(
du

dτ

)(
dτ

dt

)
=

(
α3

α2

) 1
γ2

(
dū

dτ

)(
d(tα3)

dt

)
=

(
α3

α2

) 1
γ2

ū
′
α3,

dv

dt
=

(
dv

dτ

)(
dτ

dt

)
=

(
α3

α1

) 1
γ1

(
dv̄

dτ

)(
d(tα3)

dt

)
=

(
α3

α1

) 1
γ1

v̄
′
α3,

dw

dt
=

(
dw

dτ

)(
dτ

dt

)
= K

(
dw̄

dτ

)(
d(tα3)

dt

)
= Kw̄

′
α3.

Sustituimos en el modelo OC-OB-CC y obtenemos el siguiente modelo adi-

mensional equivalente:

ū
′
= ū (v̄γ1 + a1w̄ − b1) ,

v̄
′
= v̄ (ūγ2 + a2w̄ − b2) ,

w̄
′
= w̄ (1− w̄ + a3ū

γ2 + a4v̄
γ1 − b3) .

 Modelo adimensional (1.30)
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En donde los nuevos parámetros son:

a1 =
Kσ1
α3

; a2 =
Kσ2
α3

; a3 =
σ3
α2

; a4 =
σ4
α1

; bi =
βi
α3

; i = 1, 2, 3.

Observe que adimensionar el sistema nos permitió tener una cantidad menor

de parámetros (el modelo OC-OB-CC tiene trece parámetros y el modelo

adimensional tiene nueve parámetros). Los signos de los nuevos parámetros

están en función de los anteriores por lo que: a1, a3, bi > 0 para i = 1, 2, 3 y

a2, a4 pueden ser positivos o negativos.

Definamos ahora el conjunto de interés biológico Ω = {(x, y, z)| x, y > 0, z ≥

0}. Fue definido de esta forma porque las variables del modelo sólo tienen

sentido biológico cuando son positivas o nulas.

Por otro lado, las funciones del lado derecho del modelo adimensional (1.30),

son C1(Ω) y por lo tanto para cualquier condición inicial contenida en Ω

por el teorema (1.2.1) existe una única solución en una vecindad de t0. De

manera análoga lo anterior se cumple para el modelo OC-OB-CC.

Además de la existencia y unicidad de la solución, es necesario estudiar si

las soluciones permanecen en el conjunto de interés biológico Ω; para esto

necesitamos denotar Ω̄ = {(u, v, w) ∈ R3|u, v > 0, w = 0}. A continuación

presentamos el Teorema que garantiza dicha propiedad:

Teorema 1.2.7. Sea (ū, v̄, w̄) la solución del sistema (1.30) con dato inicial

(ū0, v̄0, w̄0) ∈ Ω. Entonces:

(a) Si (ū0, v̄0, w̄0) ∈ Ω\Ω̄ (es decir en el interior de Ω), entonces (ū(τ), v̄(τ), w̄(τ)) ∈

Ω \ Ω̄ para todo τ > 0 en donde esté definida la solución.

(b) Si (ū0, v̄0, w̄0) ∈ Ω̄, entonces (ū(τ), v̄(τ), w̄(τ)) ∈ Ω̄ para todo τ > 0 en
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donde esté definida la solución.

Demostración. Tomemos una condición inicial (ū0, v̄0, w̄0) en el interior de

Ω. Procedamos por reducción al absurdo. Suponga que para algún τ ∈ [0, β)

( donde β es el extremo derecho del intervalo maximal de solución) se tiene

que ū(τ) = 0 o v̄(τ) = 0 o w̄(τ) = 0. Definamos el conjunto:

A = {τ ∈ [0, β)| ū(τ) = 0 o v̄(τ) = 0 o w̄(τ) = 0}.

Observe que A es no vacío por hipótesis y acotado inferiormente por 0, en-

tonces tiene ínfimo en el conjunto de los reales. Denotemos con τ ∗ el ínfimo

de A. Veamos que τ ∗ > 0, por un lado como la solución (ū, v̄, w̄) es continua,

entonces existe δ > 0 tal que ū(τ), v̄(τ), w̄(τ) > 0 para todo 0 ≤ τ < δ y por

otro lado τ ∗ ≥ δ > 0 ya que es la mayor de las cotas inferiores.

Vamos a demostrar que τ ∗ ∈ A. Como para toda n en los naturales existirá

tn ∈ A tal que τ ∗ ≤ τn < τn + 1
n
, por tanto ū(τn) = 0 o v̄(τ) = 0 o w̄(τ) = 0.

Podemos construir una subsucesión {nm}∞m=1 estrictamente creciente tal que

los τnm anulen a sólo una de las componentes de la solución (por ejemplo

ū(τnm)) = 0). Entonces ĺımm→∞(τnm) = τ ∗. Finalmente por la continuidad

de ū se tiene que:

ū(τ ∗) = ĺım
m→∞

(ū(τnm)) = 0,

luego τ ∗ ∈ A∗.

Por lo tanto tenemos 3 posibles casos:

(i) ū(τ ∗)) = 0.
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(ii) v̄(τ ∗)) = 0.

(iii) w̄(τ ∗)) = 0.

Nótese que si 0 ≤ τ < τ ∗ entonces ū(τ), v̄(τ), w̄(τ) > 0. Por lo que:

Caso (i). Se tiene que

∫ τ

0

(
ū
′
(s)

ū(s)

)
ds =

∫ τ

0

(v̄γ1(s) + a1w̄(s)− b1)ds.

Por un lado, se tiene que,

∫ τ

0

(
ū
′
(s)

ū(s)

)
ds = log(ū(τ))− log(ū0).

Por otro lado, se tiene que,

∫ τ

0

(v̄γ1(s) + a1w̄(s)− b1)ds >
∫ τ

0

−b1ds = −b1 ∗ τ.

Así,

log(ū(τ)) > log(ū0)− b1τ.

Luego

ū(τ) > ū0e
−b1τ > 0.

Finalmente como ū es continua entonces

0 = ū(τ ∗) > ū0e
−b1τ∗ ,

que es una contradicción.
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Caso (ii). Se tiene que

∫ τ

0

(
v̄
′
(s)

v̄(s)

)
ds =

∫ τ

0

(ūγ2(s) + a2w̄(s)− b2)ds.

Por un lado, se tiene que,

∫ τ

0

(
v̄
′
(s)

v̄(s)

)
ds = log(v̄(τ))− log(v̄0).

Por otro lado, como w̄ ∈ C1([0, β)) y [0, τ ∗] ⊂ [0, β], entonces w̄ es

continua en [0, τ ∗], luego por el Teorema de Weierstrass, w̄ está acotada

en [0, τ ∗]. Sea M > 0 dicha cota. Entonces

∫ τ

0

(ūγ2(s)+a2w̄(s)−b2)ds >
∫ τ

0

(−|a2|∗M−b2)ds = (−|a2|∗M−b2)∗τ.

Así,

log(v̄(τ)) > log(v̄0) + (−|a2| ∗M − b2) ∗ τ.

Luego

v̄(τ) > v̄0e
(−|a2|∗M−b2)∗τ > 0.

Finalmente como v̄ es continua entonces

0 = v̄(τ ∗) = ĺım
τ→τ∗−

(v̄(τ)) = ĺım
τ→τ∗−

(v̄0e
(−|a2|∗M−b2)∗τ = v̄0e

(−|a2|∗M−b2)∗τ∗) > 0,

que es una contradicción.

Caso (iii) Por el caso (ii) tenemos que v̄(τ) > 0 si τ ∈ [0, τ ∗]. Por el Teorema

de Weierstrass existe m = min{v̄(τ)|τ ∈ [0, τ ∗]}. Como m es mínimo,
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entonces existe τ1 ∈ [0, τ ∗] tal que m = v̄(τ1) > 0. Así, si τ ∈ [0, τ ∗] se

tiene que v̄(τ) ≥ m > 0. Entonces dado que γ1 < 0, tenemos que

0 < (v̄(τ))γ1 ≤ mγ1 ,

si τ ∈ [0, τ ∗]. Luego

a4(v̄(τ))γ1 ≥ −|a4|mγ1 .

Ahora procediendo de manera similar a los otros dos casos tenemos que

si τ ∈ [0, τ ∗),

∫ τ

0

(
w̄
′
(s)

w̄(s)

)
ds =

∫ τ

0

(1− w̄(s) + a3(ū(s))γ2 + a4(v̄(s))γ2 − b3)ds.

Por un lado

∫ τ

0

(
w̄
′
(s)

w̄(s)

)
ds = log (w̄(τ))− log (w0). (1.31)

Por otro lado

∫ τ

0

(1−w̄(s)+a3(ū(s))γ2+a4(v̄(s))γ2−b3)ds >
∫ τ

0

(1−M−|a4|mγ1−b3)ds.

(1.32)

De este modo tenemos

log (w̄(τ)) > log (w0) + (1−M − |a4|mγ1 − b3) ∗ τ. (1.33)
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Así

w(τ) > w̄0exp ((1−M − |a4|mγ1 − b3) ∗ τ.) (1.34)

Pero como 0 = w̄(τ ∗), entonces

0 = w̄(τ ∗) > w̄0exp ((1−M − |a4|mγ1 − b3) ∗ τ ∗.) (1.35)

Lo cual es una contradicción.

De este modo no hay ningún τ ∗ > 0 tal que anule alguna de las funciones

ū, v̄, w̄. Esta contradicción surgió por haber supuesto que el conjunto A es

no vacío.

La demostración en el caso de (ū(τ0), v̄(τ0), w̄(τ0)) ∈ Ω̄, es análoga a la

realizada en el Teorema (1.2.4).

Es importante denotar que el Teorema anterior puede utilizarse para de-

mostrar que la solución del modelo OC-OB-CC también pertenece a Ω.

Corolario 1.2.2. Sea (u, v, w) la solución del sistema (1.27) con dato inicial

(u0, v0, w0) ∈ Ω, y suponga que existeM > 0 tal que la función w está acotada

por M. Entonces:

(a) Si (u0, v0, w0) ∈ Ω\Ω̄ (es decir en el interior de Ω), entonces (u(t), v(t), w(t)) ∈

Ω \ Ω̄ para todo t > 0 en donde esté definida la solución.

(b) Si (u0, v0, w0) ∈ Ω̄, entonces (u(t), v(t), w(t)) ∈ Ω̄ para todo t > 0 en

donde esté definida la solución.

Demostración. Utilizando el cambio de variable (1.29) y por el Teorema

(1.2.7) se tiene la demostración en ambos casos.
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Estados de Equilibrio
El modelo OC-OB-CC puede presentar uno o dos puntos de equilibrio [18],

según los valores de los parámetros:

Equilibrio libre de cáncer :

Dicho equilibrio se encuentra cuando no hay presencia de células cancerosas

i.e. w̄ = 0, por lo que las ecuaciones del modelo adimensional dan lugar a:

0 = ū (v̄γ1 − b1) ,

0 = v̄ (ūγ2 − b2) .


El caso ū = 0 o v̄ = 0 no es de nuestro interés por la relación mutualista de

los osteoblastos y los osteoclastos, es decir, no pertenece a Ω. De este modo

tenemos:

ū∗ = (b2)
1
γ2

v̄∗ = (b1)
1
γ1

w̄∗ = 0

 Equilibrio libre de cáncer adimensional.

Deshaciendo el cambio de variable podemos obtener el punto de equilibrio

del sistema original:

ū∗ =
(
α3

α2

)− 1
γ2 u∗ ⇒

(
β2
α3

) 1
γ2 =

(
α3

α2

)− 1
γ2 u∗ ⇒ u∗ =

(
β2
α2

) 1
γ2 ,

v̄∗ =
(
α3

α1

)− 1
γ1 v∗ ⇒

(
β1
α3

) 1
γ1 =

(
α3

α1

)− 1
γ1 v∗ ⇒ v∗ =

(
β1
α1

) 1
γ1 ,
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w̄∗ = w∗

K
⇒ w∗ = 0. Así denotamos:

u∗F =

(
β2
α2

) 1
γ2

,

v∗F =

(
β1
α1

) 1
γ1

,

w∗F = 0.


Equilibrio libre de Cáncer.

Denotemos con EF = (u∗F , v
∗
F , w

∗
F ) y u∗F , v

∗
F son positivos; el lector puede

observar que dicho punto de equilibrio coincide con el punto de equilibrio del

modelo de Komarova simplificado (1.22).

Equilibrio invasión de cáncer

Dicho equilibrio se encuentra cuando las 3 poblaciones coexisten al mismo

tiempo, por lo que descartando los casos ū = 0 ó v̄ = 0 ó w̄ = 0, tenemos:

0 = v̄γ1 + a1w̄ − b1,

0 = ūγ2 + a2w̄ − b2,

0 = 1− w̄ + a3ū
γ2 + a4v̄

γ1 − b3.

Si multiplicamos la primer ecuación por −a4 y la segunda por −a3 para su-

marlas con la tercera tendremos una ecuación que solo dependa de w̄. Tenien-

do el valor de w̄ podemos despejar ū y v̄ para obtener el punto de equilibrio

(siempre y cuando 1 + a4a1 + a3a2 sea distinto de cero y los cocientes sean

positivos.):



1.2.2 Modelo de metástasis ósea 47

ū∗ =

(
b2 − a2 + b3a2 + b2a4a1 − a4a2b1

1 + a4a1 + a3a2

) 1
γ2

v̄∗ =

(
b1 − a1 + b3a1 + b1a3a2 − a3a1b2

1 + a4a1 + a3a2

) 1
γ1

w̄∗ =
−1 + b3 − a4b1 − a3b2
−1− a4a1 − a3a2


Este punto de equilibrio lo llamaremos Equilibrio invasión de cáncer

adimensional. Deshaciendo nuevamente el cambio de variable y usando por

comodidad las variables: r = a3
K

y d = α1α2r + α1σ2σ3 + α2σ1σ4. Podemos

obtener el punto de equilibrio del sistema original.

u∗C =

(
α1(rβ2 + β3σ2 − α3σ2)− σ4(β1σ2 − β2σ1)

d

) 1
γ2

v∗C =

(
α2(rβ1 + β3σ1 − σ1α3)− σ3(β1σ2 − β2σ1)

d

) 1
γ1

w∗C =
α1α2α3 − α1α2β3 + α1σ3β2 + α2σ4β1

d


(1.36)

El punto de equilibrio anterior lo llamaremos Equilibrio invasión de Cán-

cer y lo denotaremos con EC = (u∗C , v
∗
C , w

∗
C). Es necesario realizar ciertas

observaciones a estos puntos de equilibrio.

1 El punto de equilibrio libre de cáncer siempre estará en la región Ω.

2 Si d = 0, entonces no existe el punto de equilibrio.

3 En [18] no se estudió para que casos, los puntos de equilibrio están en la

región Ω, sin embargo es claro que si u∗C o v∗C son cero o w∗C es negativo,

entonces el punto de equilibrio no estaría en la región de Ω.
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Análisis de Estabilidad
Para estudiar la estabilidad en ambos estados, usaremos el análisis estandar

que consiste en linealizar el sistema adimensional (de manera análoga como

en el modelo Komarova) alrededor de los puntos de equilibrio calculando la

matriz Jacobiana del sistema y obteniendo su polinomio característico aso-

ciado a dicha matriz. Lo denotaremos como PJ(s).

Sean f, g, h : Ω→ R funciones C1[Ω] dadas por:

dū

dτ
= f(ū, v̄, w̄) = ū(v̄γ1 + a1w̄ − b1),

dv̄

dτ
= g(ū, v̄, w̄) = v̄(ūγ2 + a2w̄ − b2),

dw̄

dτ
= h(ū, v̄, w̄) = w̄(1− w̄ + a3ū

γ2 + a4v̄
γ1 − b3).

Calculando para las 3 funciones sus respectivas derivadas parciales en el punto

(ū∗, v̄∗, w̄∗) tenemos que J(ū∗, v̄∗, w̄∗)=


(v̄∗) γ1 + a1w̄ − b1 γ1(v̄

∗) γ1−1(ū∗) a1ū
∗

γ2(ū
∗) γ2−1(v̄∗) (ū∗) γ2 + a1w̄

∗ − b2 a2v̄
∗

a3γ2(ū
∗) γ2−1w̄∗ a4γ1(v̄

∗) γ1−1w̄∗ 1− 2w̄∗ + a3(ū
∗) γ2 + a4(v̄

∗) γ1 − b3

 .

En el trabajo [18, 35] se prueban los siguientes resultados teóricos:

Teorema 1.2.8. El sistema OC-OB-CC con condición inicial en Ω y que

cumple la propiedad (1.25) tiene una solución de equilibrio libre de cáncer

EF := (u∗F , v
∗
F , w

∗
F ) localmente estable si:

β2σ3
α2

+
β1σ4
σ1

< β3 − α3. (1.37)

Además, el sistema OC-OB-CC tiene una única solución periódica que oscila
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alrededor de :

EF =

((
β2
α2

) 1
γ2

,

(
β1
α1

) 1
γ1

, 0

)
. (1.38)

En la Tabla 1.8 se explica sentido biológico de este resultado matemático:

Debilitar la población de Cáncer
Relación mutualista/nula OB-CC (σ4 ≤ 0) Relación competitiva OB-CC (σ4 > 0)

Aumentar producción de OB (↑ α2). Aumentar muertes de CC (↑ β3).
Debilitar mutualismo OC-CC (↓ σ3). Disminuir la producción de CC (↓ α3).

Tabla 1.8: Interpretación biológica de E.L.C

En la Fig. 1.8 puede observase una simulación numérica en este caso; la

Tabla 1.10 muestra el valor de los parámetros usados en esta simulación. Es

claro que el sistema presenta características similares al modelo propuesto

por Jerez y Chen [26]. En la Fig. 1.9 se muestra un escenario en donde el

cáncer no pudo colonizar.

Teorema 1.2.9. El sistema OC-OB-CC con cualquier condición inicial (u0, v0, w0) ∈

Ω, que cumpla la propiedad (1.25) y asumiendo que el punto de equilibrio es-

té bien definido y sea un elemento del interior de Ω, tiene una solución de

equilibrio invasión de cáncer EC := (u∗C , v
∗
C , w

∗
C) localmente asintóticamente

estable, si se cumplen condiciones:

(i) σ2 < 0

(ii) σ4 = 0

(ii) β3−α3

σ3
< β2

α2
,

(iv) |σ2|
α2

< α3

σ3
,
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(v) w∗C
(

1− α3

|σ2|γ1

)
< β1

σ1
.

Si σ2 > 0, entonces EC es inestable.

En el caso en donde el cáncer tenga una invasión exitosa, las tres últimas

desigualdades expuestas anteriormente tienen una interpretación en términos

biológicos:

Invasión exitosa del Cáncer

La producción de cáncer debe ser alta ↑ α3

El cáncer debe controlar la producción de osteoclastos ↓ σ1
Los osteoblastos deben competir contra el cáncer ↑ σ2

Tabla 1.9: Interpretación biológica de E.L.C

En las Fig. 1.10 -1.11, se presentan las simulaciones de las soluciones para

el caso de invasión de cáncer, mostrando una lesión osteolítica y una lesión

mixta respectivamente. La Tabla 1.12 muestra los parámetros utilizados para

estas simulaciones.

Simulaciones numéricas
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Figura 1.8: Simulación del modelo OC-OB-CC.

Coeficientes Valor Unidades

α1 0.3 (µm)−γ1 d́ia
−1

α2 0.1 (µm)−γ2 d́ia
−1

β1 0.2 d́ia
−1

β2 0.02 d́ia
−1

γ1 -0.3 sin dimensión

γ2 0.5 sin dimensión

k1 0.07 %µm d́ia
−1

k2 0.0022 %µm d́ia
−1

Tabla 1.10: Parámetros del BMU para una persona sana.
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Figura 1.9: Simulación del modelo OC-OB-CC (libre de cáncer).

Figura 1.10: Simulación de la invasión de cáncer (lesión osteolítica).
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Figura 1.11: Simulación de la invasión de cáncer (lesión mixta).

Coeficientes Libre de cáncer Invasión de cáncer Unidades

Lesión mixta Lesión osteolítica

α3 0.045 0.055 0.055 d́ia
−1

β3 0.05 0.05 0.05 d́ia
−1

σ1 0.001 0.001 0.0005 (µm)−1d́ia
−1

σ2 -0.00005 -0.005 -0.009 (µm)−1d́ia
−1

σ3 0.005 0.001 0.001 (µm)−γ2 d́ia
−1

σ4 0.0 0.0 0.0 (µm)−γ1 d́ia
−1

k1 0.08 0.023 0.02 %µm d́ia
−1

k2 0.0015 0.023 0.003 %µm d́ia
−1

Tabla 1.11: Parámetros de la simulaciones del modelo OC-OB-CC.
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Capítulo 2

Teoría y aproximación del

Problema de Control Óptimo

La modelación matemática que utiliza ecuaciones diferenciales es una

herramienta que permite hacer descripciones o predicciones de un fenómeno.

Lamentablemente durante varios años estuvo limitada a estos aspectos. En

1962 un grupo de matemáticos rusos liderados por Lev Pontryagin publicaron

“The matematical Theory of Optimal Process” cuya finalidad era presentar

un principio matemático para poder resolver una gran cantidad de problemas

físicos en donde podían ser controlados de cierto modo (L. S. Pontriagin, V.

G. Boltyanskii, R.V. Gamkrelidze y E. F. Mishchenko, 1962).[39]

De manera general, podemos entender la teoría del control óptimo como

una teoría matemática enfocada a problemas de optimización (minimizar o

maximizar un funcional de costo dado) definidos en sistemas dinámicos1, por

medio de la búsqueda de una función de control óptimo que guíe la conducta

1Sistemas regidos por un conjunto de ecuaciones diferenciales y su condición inicial.

55
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temporal de un sistema dinámico hacia un fin específico.

El siguiente capítulo presentará los resultados teóricos básicos para poder

entender y aplicar los resultados de la teoría de control óptimo, utilizados en

el modelo objetivo. Dicho material está basado en las siguientes referencias.

[39, 40, 41, 42]

Teoría del Control Óptimo

La formulación matemática de un gran número de procesos físicos contro-

lables ajenos al enfoque del análisis clásico variacional tiene como nombre el

Principio del Máximo. Los procesos físicos controlables de interés son aque-

llos que pueden ser descritos con un sistema de ecuaciones diferenciales donde

cada ecuación es una función de los estados del sistema y de los controles

(ambas funciones reales del tiempo en un intervalo real dado).

Dichas ecuaciones controlan el valor de una funcional integral definida sobre

un intervalo de tiempo, cuyo integrando también es función de los estados y

los controles, que mide de cierta manera el costo-beneficio del uso de nuestro

control.

El problema a resolver es: “Dada una condición terminal, queremos encontrar

un control (que llamaremos control óptimo) que desplace a nuestro objeto de

interés de la condición inicial a la terminal y minimice (maximice) el integral

funcional donde los extremos del intervalo de tiempo no son fijos pero si la

condición inicial y final”.

En la mayoría de los problemas aplicados, los controles están sujetos a ciertas

restricciones. Dichas restricciones asociadas a los controles definen un con-
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junto U llamado la región de control con la propiedad de ser cerrado. Debida

a esta condición los candidatos a controles óptimos pueden estar definidos

en la frontera de U , siendo lo anterior la característica de los problemas no

clásicos del cálculo variacional, para mayor detalle consultar [39].

Un ejemplo de un problema no clásico del cálculo de variaciones es el proble-

ma de tiempo óptimo caracterizado por 3 aspectos: la integral del funcional

es la resta de los extremos del intervalo de tiempo; las funciones asociadas a

las ecuaciones diferenciales son lineales de los estados del sistema y controles

con coeficientes reales; y finalmente la región de control es un poliedro cerra-

do convexo ( L. S. Pontriagin, V. G. Boltyanskii, R.V. Gamkrelidze y E. F.

Mishchenko,1962).[39]

Formulación del Problema de Control óptimo

Sean t0 ∈ R y n, r ∈ N. Considere el problema de resolver el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales autónomo:

dx

dt
(t) = g(x, u), (2.1)

donde g : Ω×U → Rn, con Ω ⊂ Rn el dominio natural del sistema, u ∈ U ⊂

Rr, además:

x := (x1, ..., xn)T , u := (u1, ..., ur)
T ,

dxi
dt

(t) = gi(x1(t), ..., xn(t), u1, ..., ur).
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El sistema está sujeto a (s.a): x0 := (x1(t0), ..., xn(t0)) ∈ Rn.

Además suponga que g, ∂gi
∂xj

y ∂gi
∂uk

son continuas en Ω × U para i = 1, ..., n,

j = 1, ..., n y k = 1, ..., r (i.e g ∈ C1[Ω× U ]).

Tomemos t1 ∈ R con t1 > t0. Por la estructura de (2.1) podemos sustituir el

vector u por alguna función vectorial de variable real pero condicionándola

de tal modo que el sistema tenga solución. Esto da pie a la definición de

control.

Definición 2.1.1. Sea una función u : [t0, t1] → U continua a trozos y

U ⊂ Rr cerrado. Dicha función se llamará control si cumple lo siguiente:

1. Existen los límites

ĺım
t→t+0

u(t), ĺım
t→t−1

u(t). (2.2)

2. Si c es un punto de discontinuidad de u, entonces el límite por la derecha

existe, i.e.

ĺım
t→c+

u(t) = u(c). (2.3)

3. Existe una función φ : [t0, t1]→ Rn tal que:

1. ∀t ∈ [t0, t1] : φ(t) ∈ Ω,

2. ∀∗t ∈ [t0, t1] : dφ(t)
dt

= g(φ, u).

A la solución φ la llamaremos trayectoria. Al conjunto U lo llamaremos

región de control. Nombraremos a la ecuación diferencial (2.1) como ecua-

ción del movimiento del sistema y a las imágenes φi(t) las llamaremos esta-

do del sistema al tiempo t. Finalmente a los puntos (t0, φ(t0)), (t1, φ(t1)) y

(t0, φ(t0), t1, φ(t1)) los llamaremos punto inicial de la trayectoria, punto final

de la trayectoria y extremo de la trayectoria respectivamente.
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Sea la función de costo f : [t0, t1]× Ω× U → R, f ∈ C1[Ω× U ].

El problema de control óptimo consiste en minimizar el funcional de costo

como sigue:

min

{∫ t1

t0

f(t, x1(t), ..., xn(t), u1(t), ..., ur(t)) dt | u admisible
}

(2.4)

s.a u(t) ∈ U ∀t ∈ [t0, t1],

x1 := (x1(t1), ..., xn(t1)) ∈ Ω.

Definición 2.1.2. Diremos que un control u es admisible, si existe una tra-

yectoria φ correspondiente a u tal que:

1. La función de costo es Riemann integrable en [t0, t1].

2. ∀t ∈ [t0, t1] : u(t) ∈ U .

3. (t0, φ(t0), t1, φ(t1)) es punto extremo de la trayectoria. Una trayectoria

correspondiente a un control admisible será llamada trayectoria admi-

sible.

Definición 2.1.3. A la pareja de funciones (x0, u) tales que u es control

admisible y x0 es la condición inicial de la trayectoria correspondiente a u se

le llamará par admisible.

Definición 2.1.4. Diremos que un control admisible es un control óptimo si

minimiza el funcional de costo. A la trayectoria asociada al control óptimo

la llamaremos trayectoria óptima.

Observaciones
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1. La formulación anterior está enfocada hacia la resolución del proble-

ma de modelación en esta tesis, para una formulación más general del

problema de control ver capítulo dos [40].

2. En el P.C.O, la función de control es sensible a las variaciones en el

valor del tiempo final pero no presenta esta sensibilidad en cambios del

tiempo inicial. Si el lector desea ahondar sobre esta propiedad puede

ver el capítulo uno [41].

3. Dado que la ecuación del movimiento del sistema (2.1) es autónomo,

podemos realizar una transición a lo largo del eje t sin cambiar las

propiedades de los controles y sin alterar el valor del funcional de costo.

Si el lector desea ahondar sobre esta propiedad puede ver el capítulo

uno[39].

4. Una manera de considerar controles continuos es: Si de algún mo-

do conocemos los puntos de discontinuidad del control, por ejemplo

θ1, ..., θm
2, entonces realizando una partición a nuestro intervalo de

tiempo [t0, t1], obteniendo los intervalos [t0, θ1], ..., [θm, t1]. Las condi-

ciones iniciales en cada subintervalo serían x(t0), x(θ1), ..., x(θm) y de

este modo en cada uno de ellos tendríamos un control continuo.

4. La notación ∀∗ hace referencia a para casi todos. Eso significa que existe

una cantidad numerable de puntos que no cumplen la condición espe-

cificada.

5. Para fines de nuestro modelo n = 3 y r = 1. La región de control es

2Dichos puntos dependen del tipo de problema a modelar.
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[0, 1].

Principio del máximo

La técnica principal para resolver un P.C.O. es resolver un conjunto de

condiciones necesarias que el control óptimo y su correspondiente trayectoria

deben satisfacer. A manera de resumen, Pontryagin [39] introdujo la idea

de variables adjuntas para enlazar la ecuación diferencial con el funcional

objetivo. El resultado que obtuvo se le conoce como el principio del Máximo.

Teorema 2.1.1. [Principio del Máximo de Pontryagin] Si u∗ : [t0, t1] → U

es un control óptimo para el P.C.O. (2.1) y x∗ : Ω → Rn es la trayecto-

ria óptima asociada, entonces existe una variable adjunta λ : [t0, t1] → Rn

diferenciable a trozos tal que:

H(t, x∗(t), u∗(t), λ(t)) ≤ H(t, x∗(t), u(t), λ(t)).

Para cada control u admisible en cada tiempo t, se define el Hamiltoniano

H3 como:

H(t, x(t), u(t), λ(t)) := f(t, x(t), u(t))+ < λ(t), g(t, x(t), u(t)) >, (2.5)

<,> es el producto punto de Rn usual.

dλi(t)

dt
= −∂H(t, x∗(t), u∗(t), λ(t))

∂xi
i = 1, n, (2.6)

3En física el Hamiltoniano en términos generales es la suma de la energía cinética y la
energía potencial de un sistema. Sin embargo en este trabajo se manejará solamente como
un funcional auxiliar para resolver el P.C.O.
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(λ1(t1), ..., λn(t1)) = (0, ..., 0). (2.7)

A la condición de que ∂H
∂u
|u=u∗ = (0, ..., 0) se llama condición de optima-

lidad. Las ecuaciones de (2.6) se llaman sistema de ecuaciones adjuntas y

a (2.7) la llamaremos condición de transversalidad. La demostración de este

teorema puede verse en [39] Cap. 2. En el apéndice Principio de Pontryagin

i se presenta un desarrollo usando herramientas de cálculo variacional en el

que se deducen estas condiciones necesarias.

Observaciones al principio del máximo

La versión presentada del principio del máximo tiene como hipótesis implícita

que la región de control no está acotada. La versión que maneja los controles

acotados es prácticamente análoga (tanto en resultados como en demostra-

ción) a la mostrada aquí. El autor decidió presentar la primer versión ya que

facilita la comprensión al lector, para más detalles puede ver capítulo 8 [41].

Si requerimos exponer la forma del control cuando tenemos una región

de control acotada, dado que el control que trabajaremos es unidimensional

entonces tendremos:

1. Si el problema es de maximizar y u ∈ [a, b], entonces

u(t) =


a sii ∂H

∂u
< 0,

a ≤ u∗ ≤ b sii ∂H
∂u

= 0,

b sii ∂H
∂u

> 0.

(2.8)
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2. Si el problema es de minimizar y u ∈ [a, b], entonces

u(t) =


b sii ∂H

∂u
< 0,

a ≤ u∗ ≤ b sii ∂H
∂u

= 0,

a sii ∂H
∂u

> 0.

(2.9)

Donde u∗ denota la caracterización del control que se obtiene mediante la

condición de optimalidad y la abreviación sii significa sí y solo sí. Estas

características serán útiles para resolver la ecuación de movimiento y la ad-

junta. En la sección de controles continuos y singulares explicaremos como

hacer uso de ellas.

Existencia de controles óptimos

Una manera clásica de estudiar la existencia de una solución para el

P.C.O. es usando las herramientas usuales para cada tipo de los siguien-

tes problemas: Mayer, Lagrange y Bolza (Wendel H. Fleming and Raymond

W. Rishel, 1975) [40]. El primero consiste en minimizar una función Ψ real

cuya variable es un punto extremo de una trayectoria, el segundo consiste

en minimizar un funcional integral, el cual se presenta en este trabajo y el

tercero es la combinación de los dos casos anteriores, es decir, minimizamos

la suma de una función más un funcional integral.

Para asegurar existencia de la solución, se requieren no sólo condiciones sobre

el control sino también sobre el funcional de costo y la ecuación de movimien-

to. El Teorema 4.1 del Cap. 3 de [40], brinda las condiciones suficientes para

garantizar la existencia de un control óptimo. Para esto, definamos primero
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a S = {(t0, t1, x0, x1)} como el conjunto de puntos extremos de la trayectoria

x y F = {(x0, u)} el conjunto de parejas admisibles4.

Teorema 2.1.2. Suponga que el P.C.O. satisface :

H1 La función g de (2.1) cumple que:

(a) g es continua y existen C1, C2 > 0 tales que cumplen:

(b) ||g(t, x, u)|| ≤ C1(1 + ||x||+ |u|).

(c) ||g(t, x̄, u)− g(t, x, u)|| ≤ C2(||x̄− x||)(1 + |u|).

∀t ∈ [t0, t1], x, x̄ ∈ R3 y u ∈ U .

H2 F 6= ∅.

H3 La región de control U es cerrada y convexa.

H4 S es compacto.

H5 g puede descomponerse como suma de funciones y ser lineal en u, i.e.

g(t, x, u) = α(t, x) + β(t, x)u.

H6 f(t, x, ∗) es convexo en U y f(t, x, u) ≥ c1|u|n− c2 para algun c1, c2 > 0

y n ∈ N.

Entonces existe (x∗0, u
∗) ∈ F que minimizan J(x0, u) en F.5

4Si bien las parejas admisibles son la trayectoria x(t) y el control u(t), en [40] lo presen-
tan con la condición inicial, debido a la unicidad de la solución del sistema de movimiento.

5La demostración del teorema puede verse en [40].
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Observaciones del Teorema 2.1.2

1 El espacio de controles donde trabaja el teorema es el de las funciones

Lebesgue integrables en [t0, t1] y sus trayectorias son funciones abso-

lutamente continuas. Este punto se tratará en las secciones siguientes

debido a que se busca ejemplificar las dificultades inherentes del espa-

cio de controles continuos a trozos en [t0, t1] y trayectorias Riemann-

integrables.

2 La hipótesis H2 puede tratarse como implícita para cualquier problema

de existencia, es decir, si buscamos un mínimo en un conjunto, pedir que

no sea vacío es evidente. En el caso donde no existe una solución para

el P.C.O. en el espacio utilizado, es posible aproximarse a una solución

del P.C.O. tanto como se desee mediante alguna sucesión minimizadora,

ver [40]. Si el lector desea ahondar en el tema lo remitimos a la misma

referencia.

3 Las hipótesis H3-H6 están adaptadas para el tipo de sistemas de ecua-

ciones que aquí se trabajan, una formulación más general de ellas puede

encontrarse en [40].

Controles continuos

En esta sección mediante un ejemplo de [41] mostraremos como utilizar

el principio del máximo y obtendremos las soluciones explícitas (control, tra-

yectoria y variable adjunta). Además comentaremos algunos aspectos de la

propuesta del funcional de control basado en trabajo de Lenhart [41].
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Ejemplo 1:Modelo poblacional con crecimiento exponencial. En par-

ticular, queremos usar un control que aumente tanto como sea posible el cre-

cimiento de una población aislada con crecimiento exponencial bajo un costo

limitado. En la siguiente tabla presentaremos las variables y los parámetros

del modelo.

Variable Descripción Rango
x(t) No. individuos al tiempo t. [0,∞)
u(t) No. individuos debido al control al tiempo t [0, umax]

Parámetro Descripción Rango
t Tiempo en días. [0, T ]
A Parámetro de peso. [0,∞)
B Parámetro de peso. [0,∞)
C Tasa de reproducción de la población. (0,∞)

Tabla 2.1: Variables y parámetros de un modelo de población simple tipo
Malthusiano modificado [41].

El modelo que trabajaremos tiene la siguiente estructura:

max

{∫ T

0

(
Ax(t)−Bu(t)2

)
dt|u admisible

}
s.a u(t) ∈ [0, umax],

x
′
= Cx(t) + u(t), x(t) ∈ R,

x(0) = x0.


(2.10)

Es decir, para el problema (2.10) se considera lo siguiente:

1. Consiste de un control y un estado, ambos unidimensionales.

2. Solo existe condición inicial para el estado (i.e. el punto final de la

trayectoria es libre).
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3. La utilidad de los parámetros de peso, A y B, es darle más importancia

a una u otra variable dentro del funcional objetivo.

4. Por la forma del integrando del funcional (es una función no lineal en u)

es posible caracterizar al control óptimo, que dependa del tiempo, del

estado y de la variable adjunta (mediante la condición de optimalidad).

En el caso cuando el integrando es una función lineal se obtiene un

control discontinua de tipo Bang-Bang, este caso se trabajará en la

siguiente sección.

Ahora podemos aplicar el Teorema 2.1.1. Si bien el control está acotado, la

caracterización de u se calcula de la misma manera. De este modo obtenemos

el Hamiltoniano asociado al problema (2.10) a partir de (2.5), es decir:

H(t, x(t), u(t), λ(t)) = Ax(t)−Bu(t)2 + Cx(t)λ(t) + u(t)λ(t)

dλ(t)

dt
= −∂H

∂x
= −A− Cλ(t),

λ(T ) = 0,

0 =
∂H

∂u
|u=u∗ = −2Bu∗(t) + λ(t)⇒ u∗(t) =

λ(t)

2B
.


(2.11)

Para ejemplificar el problema (2.11) tomamos los siguientes valores A =

2, B = 3, C = 1, T = 2 = umax, x0 = 5. Como el problema (2.10) es

de maximizar, propondremos una solución de la forma (2.8). Observe que

en nuestro caso, la ecuación diferencial adjunta sólo depende de λ. Por lo

que puede resolverse fácilmente multiplicando ambos lados por un factor

integrante [43]. El resultado es:

λ(t) = 2e2−t − 2. (2.12)
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Para construir la solución siguiendo (2.8), realizamos los siguientes cálculos:

∂H

∂u
< 0⇒ −6u(t) + λ(t) < 0

⇒ λ(t) < 0

⇒ 2e2−t − 2 < 0

⇒ 2 < t,

en otras palabras, nuestro control será la función identicamente cero cuando

el tiempo t rebase a dos, lo cual no pasará pues t ∈ [0, 2].

∂H

∂u
> 0⇒ −6u(t) + λ(t) > 0

⇒ −12 + λ(t) > 0

⇒ −12 + 2e2−t − 2 > 0

⇒ 2− ln (7) > t,

es decir, nuestro control será la función idénticamente dos cuando el tiempo

t sea menor que 2− ln (7), por lo tanto ya podemos resolver la ecuación del

movimiento para t ∈ [0, 2− ln (7)),

x
′
= x(t) + 2, x(0) = 5, (2.13)

así tenemos la primera parte de la pareja óptima:

u(t) = 2

x(t) = −2e−t + 7

λ(t) = 2e2−t − 2

 si t ∈ [0, 2− ln (7)). (2.14)
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Ahora resolveremos el tercer caso mediante la caracterización de u:

∂H

∂u
= 0⇒ 0 ≤ u∗ ≤ 2

⇒ 0 ≤ λ(t)

6
≤ 2

⇒ 0 ≤ 2e2−t − 2

6
≤ 2

⇒ 2− ln (7) ≤ t ≤ 2,

de este modo, si t ∈ [2− ln 7, 2], entonces nuestro control es

u(t) =
λ(t)

6
=

2e2−t − 2

6
. (2.15)

Para poder resolver la ecuación del movimiento en este caso, requerimos de

una condición inicial. Dado que nuestra trayectoria es una función continua,

entonces podemos calcular su límite en t = 2− ln (7):

ĺım
t→2−ln (7)

x(t) = 7− 14

e2
,

así obtenemos:

x
′
= x(t) +

2e2−t − 2

6
, x(2− ln (7)) = 7− 14

e2
, (2.16)

y resolviéndola por factor integrante tenemos:

u(t) =
2e2−t − 2

6

x(t) = −e
2−t

6
+

(
329e2 − 588

6e4

)
et +

1

3

λ(t) = 2e2−t − 2


si t ∈ [2− ln (7), 2] (2.17)
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Donde u no presenta una discontinuidad en t = 2− ln(7) ya que:

u(2− ln(7)) =
2e2−(2−ln(7)) − 2

6
=

2eln(7) − 2

6
=

2 ∗ 7− 2

6
= 2.

A continuación se presentan las gráficas de la solución.

Figura 2.1: Pareja óptima del problema (2.10)

Observaciones al gráfico de la pareja óptima

* Los controles acotados pueden tener hasta tres comportamientos en un

intervalo de tiempo. En nuestro caso, el comportamiento fue tomar su

máximo valor y después tomar el valor de su caracterización hasta el fi-

nal del intervalo. En este ejemplo pudimos calcular de manera analítica

el valor de t cuando realiza dicho cambio, sin embargo en la mayoría de
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los casos se realizan estimaciones de t. En controles singulares tienen

un rol mucho más importante.

Controles singulares

En el apartado anterior discutimos como aplicar el principio del máximo

cuando era posible obtener una caracterización del control óptimo. Dicha ca-

racterización depende del tipo de funcional que ocupemos. En esta sección

discutiremos como aplicar el principio del máximo cuando no es posible ca-

racterizar al control.

Un control que sea continuo a trozos en su dominio y su trayectoria respecti-

va sea C1 se conoce como control de tipo Bang-Bang y es un caso particular

de los controles singulares. En esta sección, de manera general se abordarán

los controles singulares o discontinuos y en particular se caracterizarán los

controles singulares de tipo Bang-Bang.

Cuando en el P.C.O. el lado derecho de (2.1) y el funcional de costo son

funciones lineales respecto al control, entonces al aplicarse la condición de

optimalidad resulta que no se obtiene una expresión analítica del candidato

a control óptimo. A continuación ejemplificamos esto aplicando el principio

del máximo al siguiente problema de control óptimo:

min

{∫ t1

t0

f1(t, x(t)) + u(t)f2(t, x(t))dt |u admisible
}

(2.18)

s.a u(t) ∈ [umin, umax]

x
′
= g1(t, x(t)) + u(t)g2(t, x(t)),
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x(t0) = x0, x(t1) ∈ R.

Observe que para este tipo de problemas, el Hamiltoniano tiene la siguiente

forma.

H(t, x, u, λ) = (f1 + λg1) + u(f2 + λg2). (2.19)

De (2.19) tenemos que la condición de optimalidad es de la forma:

∂H

∂u
|u=u∗ = 0⇔ f2(t, x(t)) + λ(t)g2(t, x(t)) = 0, (2.20)

la expresión (2.20) presenta 2 problemas:

1. No permite encontrar una caracterización del candidato a control óp-

timo.

2. Los puntos que anulan (2.20) son independientes del tipo de control

que se elija.

No obstante dado que el Hamiltoniano es esencialmente una función real

podemos estudiarla mediante los cambios de signo de (2.20). De lo anterior

se define la siguiente función:

Definición 2.1.5. La función de conmutación ψ : [t0, t1]→ R está definida

por:

ψ(t) = Hu = f2(t, x(t)) + λ(t)g2(t, x(t)). (2.21)

A los valores de t donde se anula ψ los llamaremos tiempos de conmutación.

Para resolver el primer inciso necesitamos proponer un control adecuado

que cumpla las restricciones del problema. En [41] presentan la siguiente
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caracterización del candidato a control óptimo cuando el problema es de

maximizar 6.

u(t) =



umin si ψ(t) < 0,

? si ψ(t) = 0,

umax si ψ(t) > 0.

(2.22)

Para que esta caracterización este completamente definida, necesitamos resol-

ver el segundo inciso. Una manera es estimar cuántos tiempos de conmutación

existen, pues si existiera una cantidad finita o infinita numerable podemos

prescindir del valor de u en ese punto, sin embargo si existe un intervalo,

requerimos de algun método numérico para poder estimar el control en ese

intervalo. En el caso de nuestro problema de interés tendremos una cantidad

finita numerable se puntos.

Definición 2.1.6. Diremos que un P.C.O. es de tipo singular si la función

de conmutación se anula en un intervalo contenido en [t0, t1]. Si en particular

se anula en una cantidad a lo más numerable de puntos, entonces se llamará

Bang-Bang.

Definición 2.1.7. Si u es control singular. Llamaremos arco singular al

conjunto de las parejas (t, u(t)) tales que ψ(t) = 0.

Ejemplo 2. Control tipo Bang-Bang: Consideramos el modelo de po-

blación del Ejemplo 1, pero ahora el funcional de costo tiene una dependencia

6En el otro caso umin y umax intercambian lugares
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lineal respecto al control u. El nuevo modelo tendrá la siguiente forma:

max

{∫ 2

0

(2x(t)− 3u(t)) dt | u admisible
}

s.a u(t) ∈ [0, 2]

x
′
= x(t) + u(t), x(t) ∈ R,

x0 = 5.


(2.23)

Para este caso, el Hamiltoniano es:

H(t, x(t), u(t), λ(t)) = 2x(t)− 3u(t) + x(t)λ(t) + u(t)λ(t),

la función de conmutación es:

ψ(t) = λ(t)− 3.

Nuevamente, la ecuación adjunta

dλ

dt
= 2 + λ(t), λ(2) = 0,

sólo depende de λ(t) por lo que su solución es:

λ(t) = 2e2−t − 2.

Sustituyendo la variable adjunta en la función de conmutación tenemos que:

ψ(t) = 2e2−t − 5.
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De este modo podemos ver que ψ(t) = 0 en una cantidad finita de puntos,

por lo tanto u es de tipo Bang-Bang.

Ahora solo falta determinar el intervalo donde ψ es negativa y el intervalo

donde es positiva, pues en dichos intervalos, el control óptimo se mantie-

ne constante y podemos resolver la ecuación del movimiento del sistema.

Realizando manipulaciones algebraicas análogas y resolviendo de una forma

similar que en el Ejemplo 1, utilizando la caracterización (2.22) se tiene:

u∗(t) =

 2 si t ∈ [0, 2− ln (5/2)),

0 si t ∈ [2− ln (5/2) , 2].
(2.24)

x∗(t) =

 7et − 2 si t ∈ [0, 2− ln (5/2)),

7et − 5et−2 si t ∈ [2− ln (5/2) , 2].
(2.25)

La Fig. 2.2 muestra la solución del problema.

Figura 2.2: Pareja óptima con control Bang-Bang del problema (2.23).
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Observaciones al gráfico de la pareja óptima

* Para cada tiempo de commutación en los controles tipo Bang-Bang,

se requiere resolver la ecuación de movimiento cuya nueva condición

inicial es la brindada en el punto de conmutación evaluado en nuestra

trayectoria anterior. En otras palabras durante un intervalo de tiempo,

el control perturba a nuestra ecuación de movimiento para después

dejar de interaccionar con ella.

Algoritmos Numéricos

Las técnicas numéricas para problemas de control pueden ser clasificadas

en directas o indirectas [51]. Los métodos directos se enfocan en resolver el

problema minimizándolo directamente (discretizan el problema para transfor-

marlo en un problema de programación matemática [52]). Algunos ejemplos

de ellos son los métodos basados en algoritmos genéticos [53] y las ecua-

ciones de Hamilton-Jacobi-Bellman que consisten en resolver un sistema de

ecuaciones diferenciales parciales que se construye mediante el funcional de

costo [54]. Los métodos indirectos que mediante el principio del máximo de

Pontryagin [55] y mediante la caracterización del control óptimo se obtiene

un problema de dos valores en la frontera [46].

En este trabajo nos enfocaremos en los métodos indirectos. Para ello, a conti-

nuación se presenta un algoritmo conocido como método Forward-Backward,

que resulta una adaptación de los métodos disparo basados en diferencias

finitas (si el lector desea profundizar en dicho tema, puede consultar [56]).
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Método de Forward-Backward

En la mayoría de los P.C.O. no es posible encontrar una expresión ana-

lítica a la solución (si es que existe), sin embargo podemos utilizar distintos

esquemas numéricos que nos permiten aproximarnos al control óptimo, una

vez que se haya asegurado su existencia.

El algoritmo de Forward-Backward es un método iterativo que surge de la

aplicación del principio del máximo. Su objetivo es transformar el problema

de P.C.O. en un problema de dos valores en la frontera. Mediante el algo-

ritmo de un disparo podemos transformar el problema de dos valores en la

frontera en dos problemas de valores iniciales [56].

La idea principal de este método es que mediante una caracterización del

control óptimo (deducida por la condición de optimalidad o propuesta según

sea el caso), que usualmente depende de la trayectoria y variable adjunta,

podemos sustituirla en el sistema de ecuaciones del movimiento del siste-

ma, posteriormente resolver dicho sistema, y luego resolver en el sistema de

ecuaciones adjuntas y con esto, utilizando nuevamente la caracterización del

control óptimo, obtener otro control que utilizaremos para retroalimentar el

método y repetir el proceso hasta cumplir algún criterio de parada.

El esquema del algoritmo que trabajaremos en esta sección depende del ti-

po de control que consideremos, i.e., control continuo o control Bang-Bang.

Trabajaremos primero con el control continuo del Ejemplo (2.10).
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Controles continuos acotados

Acotar nuestro control, nos permite obtener resultados más cercanos a la

realidad. Para poder resolver esa clase de problemas (cuando se maximiza),

nuevamente haremos uso de Pontryagin con una modificación:

H(t, x(t), u(t), λ(t)) = f(t, x(t), u(t)) + λ(t)g(t, x(t), u(t)),

dλ(t)

dt
= −∂H

∂x
= −(fx + λgx), λ(t) ∈ R,

λ(t1) = 0,

∂H

∂u
|u=u∗ = fu + λgu = 0,

u(t) =



umin si ψ(t) < 0,

F (t, x, λ) si ψ(t) = 0,

umax si ψ(t) > 0.



(2.26)

Ahora mediante el esquema general (2.26) podemos resolver el problema

(2.11) de manera numérica . Para facilitar la implementación computacional,

requerimos de una expresión que englobe los tres casos.

Observe que si tomamos los casos menor que cero e igual a cero obtenemos:

1. Hu < 0 ⇒ −2Bumin + Cλ(t) < 0⇒ Cλ(t)
2B

< umin.

2. Hu = 0⇒ Cλ(t)
2B

= u(t).

Del inciso 1 podemos observar que existirán puntos t donde nuestra carac-

terización de u pueda ser más pequeña que la cota inferior, por lo tanto si
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pedimos que :

max

{
umin,

Cλ(t)

2B

}
.

Esto asegura que el valor más pequeño que puede tomar u es umin. De manera

análoga tomando el caso deHu > 0, podemos deducir que para cada t ∈ [0, 1]:

u∗(t) = min

{
umax,max

{
umin,

Cλ(t)

2B

}}
. (2.27)

Esta caracterización no es fortuita, de hecho más adelante veremos que existe

una expresión general para los problemas acotados. Podemos representar los

pasos anteriores en el siguiente esquema general:

Entrada: g, f, t0 = b1, ..., t1 = bn, x0, u0, umin, umax, solver para EDO,

criterio de parada.

Pasos:

1. uold = u0.

2. Resolver x′ = g(t, x, u) con x(t0) = x0 para obtener x. (Forward).

3. Resolver λ′ = −(fx + λgx) con λ(t1) = 0 para obtener λ (Backward).

4. unew = F (t, x, λ)

5. Si el criterio de parada se cumple, se regresan los arreglos. Sino se

repite desde el paso 2 con el nuevo valor de u.

Salida: 3 arreglosa (t, u(t)), (t, x(t)), (t, λ(t)).
aEs decir las parejas (ti, u(ti)) con i = 1, n
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Observaciones del método Forward-Backward para control conti-

nuo acotado

El método no brinda información para elegir un valor inicial de u0, por tanto

se requiere de algún criterio auxiliar para poder elegirlo. En nuestro caso, el

control es acotado, por lo que una primera aproximación es utilizar el control

constante cuyo valor es uno de los extremos (u ≡ 0).

Elegir un método numérico adecuado que resuelva las ecuaciones diferenciales

dependerá de la complejidad del problema. Esto es importante porque puede

ocurrir que el error aumente en cada iteración alejándose de la solución. En

nuestro caso, el autor utilizará el método Runge-Kutta de cuarto orden que

posee la ventaja de la facilidad de implementación y rapidez en convergencia

[57].

El método por si solo no garantiza la convergencia al control, a pesar de

tener una condición inicial de u y un método numérico para las ecuaciones

diferenciales adecuados. Es necesario buscar un criterio de parada que nos

permita estudiar la convergencia a la solución. En [41] propone utilizar una

combinación entre uold, unew y un parámetro δ:

δ||unew|| − ||unew − uold|| > 0. (2.28)

Este criterio se aplica también tanto a la variable estado como a la variable

adjunta. Como ya hemos comentado, para la simulación numérica, utilizare-

mos Runge-Kutta de cuarto orden que a continuación se presenta. Dado un

paso de tamaño h y una ecuación diferencial ordinaria x′ = f(t, x), entonces

la aproximación de x(t+ h) dado x(t) es la ecuación (2.29):
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x(t+ h) ≈ x(t) +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

Donde

k1 = f
(
t, x(t)

)
k2 = f

(
t+

h

2
, x(t) +

hk1
2

)
k3 = f

(
t+

h

2
, x(t) +

hk2
2

)
k4 = f

(
t+ h, x(t) + hk3

)



Runge−Kutta. (2.29)

Es importante recordar que en nuestros sistemas de ecuaciones diferenciales,

el control u también es función del tiempo por lo que una manera de lidiar

con el cálculo de u(t + h/2) es tomando el promedio de u(t) y u(t + h).

Dicha heurística es utilizada en [40], sin embargo para casos más complejos

podemos utilizar otras herramientas como splines [56].

Para el criterio de paro, pediremos que la norma de los vectores sea l1

(véase la nota al pie de página 7) es decir:

||unew − uold|| =
n∑
i=1

|(unew)i − (uold)i|. (2.30)

Por lo que la desigualdad (2.28) se transforma en:

δ
n∑
i=1

|(unew)i| −
n∑
i=1

|(unew)i − (uold)i| ≥ 0. (2.31)

7Si en un espacio de funciones Lebesgue integrables en un intervalo se define la norma
l1, entonces tenemos un espacio normado, además este espacio se vuelve completo con
dicha norma (Alegría, 2007).
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Las siguientes gráficas (Fig. 2.3 - 2.4) son la simulación realizadas para el

ejemplo (2.10) con paso de tamaño 1
1000

y parámetros A = 2, B = 3, C = 1,

x0 = 5. Con respecto a δ se tomaron los valores 1, 0.1, 0.01 y 0.001.

Figura 2.3: Aproximación al control óptimo continuo del modelo (2.10).

Controles Bang Bang

Si las cotas determinan un conjunto donde el control puede moverse (co-

mo lo haría en la realidad), la propiedad de continuidad a trozos determina

la manera en como desplazarse en los diferentes subconjuntos de la región de

control de manera abrupta pero permitiéndonos manipular nuestro sistema.

Esta situación es muy común en problemas aplicados.

En esta sección vamos a trabajar la simulación del problema (2.23),cuyo

control es de tipo Bang-Bang. La metodogía a seguir para la implementación

numérica de esta clase de controles es la siguiente:
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Figura 2.4: Aproximación a la trayectoria óptima del modelo (2.10).

Entrada: g, f, t0 = b1, ..., t1 = bn, x0, u0, umin,mmax, solver para EDO,

criterio de parada.

Pasos:

1. uold = u0.

2. Resolver x′ = g(t, x, u) con x(t0) = x0 para obtener x. (Forward).

3. Resolver λ′ = −(fx + λgx) con λ(t1) = 0 para obtener λ (Backward).

4. Calcular ψ(t).

5 Para cada valor del vector u:

(a) Si ψ(t) < 0, entonces u(i) = umin.

(b) Sino u(i) = umax.

6. Si el criterio de parada se cumple, se regresan los arreglos. Sino se

repite desde el paso 2 con el nuevo valor de u.

Salida: 3 arreglosa (t, u(t)), (t, x(t)), (t, λ(t)).
aEs decir las parejas (ti, u(ti)) con i = 1, n
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Observaciones del método Forward-Backward para controles tipo

Bang-Bang.

Puede presentarse cierta variación en las comparaciones con el valor de ψ(t),

es decir, puede tener valores tan cercanos a cero ( tanto positivos como nega-

tivos) que nuestro programa los considera ceros. Para estos casos, podemos

utilizar intervalos de la forma (−δ, 0] y [0, δ) así como establecer que en al-

guna de las desigualdades se considere el menor o igual.

Además una manera de estudiar los ceros de la función ψ es utilizando una

aproximación por splines y estudiar de manera aproximada las raíces de esta

nueva función como posibles cotas a los tiempo de conmutación.

Las siguientes gráficas (Fig. 2.5- 2.6) son la simulación realizadas con paso

de tamaño 1
1000

. El parámetro δ tomó los valores 1, 0.1, 0.01 y 0.001.

Figura 2.5: Aproximación al control óptimo del problema ( 2.23 ).
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Figura 2.6: Aproximación a la trayectoria óptima del problema ( 2.23 ).

Observaciones para controles Bang-Bang

1. La cantidad de ceros de la función de conmutación determina de que

tipo de control se trata.

2. No es de interés el valor del control en el punto de discontinuidad pues

los controles planteados manejan al sistema en intervalos de tiempo.

En las simulaciones se sustituye por alguna de las cotas según sea el

caso.

3. No es de interés el valor t del tiempo de conmutación, pues sólo interesa

los cambios de signo.
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Capítulo 3

Control óptimo para modelar el

tratamiento de radiación contra

la metástasis ósea

En este capítulo daremos los conceptos básicos para entender el trata-

miento de la radiación y por consiguiente las hipótesis biológicas utilizadas

para construir los modelos de control: continuo [19] y singular tipo Bang-

Bang resultado de este trabajo de tesis.

La radiación y sus efectos

Toda la matería está compuesta por átomos. La estructura atómica in-

terna está compuesta por núcleo que contiene a los protones y neutrones y

en su periferia una nube de partículas llamadas electrones. Por otro lado la

87
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energía tiene distintas maneras de manifestarse y algunas de sus formas más

elementales como los rayos gamma pueden interaccionar con los electrones lo

que ocasiona la expulsión de los mismos con energía muy elevada.

Cada vez que un electrón es desalojado de un átomo o molécula, se crea un

ión que puede combinarse con otros átomos y moléculas ocasionando que las

propiedades químicas del nuevo átomo o molécula puedan alterarse. Si este

fenómeno ocurre en las moléculas del ácido desoxirribonucleico (ADN) puede

tener severas consecuencias en el comportamiento célular.

Existen dos tipos de daño que la radiación puede provocar al ADN. EL pri-

mero se le conoce como daño directo ya que los electrones liberados por la

radiación interaccionan directamente con el ADN. El segundo caso es el daño

indirecto pues “los electrones reaccionan con el agua produciendo radicales

de hidroxilo que reaccionan con el ADN” [47].

La evolución dotó a la células humanas de sistemas de reparación para con-

trarrestar el daño causado por fenómenos tan nocivos como la prolongada

exposición a la radiación. Lamentablemente estos sistemas no reparan a to-

das las células permitiendo que puedan reproducirse y de este modo heredar

a sus hijas el daño genético que puede degenerar eventualmente en cáncer.

La radiación tuvo sus primeras aplicaciones en la medicina hace unos 100

años. En esos años se observó que cuando se irradiaba zonas específicas con

tumores, sus tamaños disminuían. Hoy en día se conoce como Oncología de

radiación y es utilizada como parte del tratamiento para la gran mayoría de

casos de cáncer que puede padecer el ser humano.

Si bien existe un riesgo de cáncer asociado con estos tratamiento, dicho riesgo

se ve compensado por los beneficios de salud para los pacientes y esencial-
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mente la prolongación de su vida. En el caso de los tratamientos de radiación

enfocados a la metástasis ósea se ha demostrado que el tratamiento con ra-

diación repetida alivia el dolor en pacientes con múltiples sitios de origen con

tumores pero aun faltan datos para poder plantear mejores esquemas para

el fraccionamiento de dosis [49].

La dosis de radiación es la cantidad de energía promedio impartida a la ma-

teria de cierta masa [47]. El nombre especial para la dosis absorbida es Gray

(Gy) debida al físico británico Louis Harold Gray. Un Gy corresponde a la

absorción de energía de 1Joule
kg

. El objetivo de la radioterapia es erradicar las

células cancerosas, evitando dañar a las células normales circundantes. En

principio, esto se puede lograr administrando una dosis de radiación suficien-

temente alta al volumen de un tumor, mientras se protege al mismo tiempo

el tejido normal.

Se sabe que pacientes con enfermedades tumorales reciben radioterapia, en

algún momento de la enfermedad y esta terapia puede ser exclusiva o asocia-

da a otras modalidades como la cirugía o la quimioterapia. 1

Según la Asociación Española contral el Cáncer, existen 2 modalidades para

la radioterapia:

1. Radioterapia externa: Las radiaciones son generadas y emitidas por

máquinas de gran tamaño capaces de realizar tratamientos de muy

alta precisión, sin embargo requieren de mantenimiento periódico y

calibración exhaustiva.

2. Radioterapia interna: Este tratamiento consiste en el empleo de un

determinado material (isótopos radioactivos) que se introduce en el
1Fuente: Asociación Española contra el Cáncer. https://www.aecc.es/

 https://www.aecc.es/
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interior del cuerpo del paciente.

La duración del tratamiento de radioterapia externa suele durar entre dos y

siete semanas dependiendo el número total de sesiones. La duración de una

sesión suele ser de unos minutos, pero puede variar dependiendo la técnica.

En el caso de la radioterapia interna, depende del tipo de isótopo usado.

La modelación de este trabajo está se enfoca en la Radioterapia externa. En

el siguiente apartado explicaremos la modelación propuesta en [19] para este

fenómeno.

Modelo control óptimo continuo

Una de las herramientas matemáticas usadas a la hora de modelar trata-

mientos o dosis para el control de enfermedades es la modelación via control

óptimo. La idea base es minimizar una expresión que involucra el costo del

uso del tratamiento mientras reduce los síntomas de la enfermedad a lo largo

del tiempo.

En el caso del tratamiento de radiación para metástasis ósea, uno de sus

efectos es modificar los comportamientos de los osteoclastos, osteoblastos y

células cancerosas por lo que altera la compleja red de comunicaciones media-

da por factores bioquímicos dificultando la predicción general de la dinámica

entre esta células bajo radiación. La meta del siguiente modelo es entender

la dinámica entre las células cancerosas y las BMU de manera cualitativa y

poder así encontrar la mejor manera de doscificar el tratamiento de radia-

ción.

El modelo propuesto en [19] utiliza las hipótesis biológicas del modelo OC-
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OB-CC (1.27) pero añadiendo los efectos secundarios de la radiación. Dichos

efectos pueden ser la pérdida ósea y, en consecuencia, aumenta el riesgo de

fracturas con retraso y falta de desarrollo del hueso en los pacientes.[48]

Los aspectos biológicos relevantes en el modelo son:

R1. Denotemos por uR(t) la tasa de eliminación celular debida a la radiación

en las células BMU. Combinaremos el costo del tratamiento así como

todos los efectos secundarios tales como toxicidad hematológia, náusea

y vómito [49]; y se representará por una función de costo como sigue:

AR(uR(t))2 + w(t)2.

Con AR un parametro de peso para el funcional de costo y recordemos

que w(t) representa la cantidad de células cancerosas al tiempo t.

R2. La principal acción de la radiación es interrumpir la proliferación de las

células cancerosas dañando su ADN. Sin embargo, esto también afecta a

las células no cancerosas [48, 61]. Por lo tanto la radiación incrementa

las tasas de muerte de los osteoclastos y de los osteoblastos. Dicho

aumento se describirá con la introducción de los siguientes términos en

las ecuaciones del sistema [19] :

(i) (β1 + ψ1uR(t))u(t).

(ii) (β2 + ψ2uR(t))v(t).

(iii) (β3 + uR(t))w(t).

En donde los parámetros ψ1, ψ2 ∈ [0, 1] y recordemos que u(t) y v(t)
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son la cantidad de osteoclastos y osteoblastos respectivamente. Para la

ecuación (iii) se asumirá que la dosis de radiación afecta completamente

a w.

R3. Se ha observado que la irradiación puede afectar la remodelación ósea a

largo plazo [50]. Por lo tanto se propuso que los efectos de la radiación

decaen exponencialmente, es por ello que se toma el funcional de costo

cuadrático para poder obtener un control óptimo continuo.

Por lo tanto el modelo a resolver es:

min

{∫ T

0

AR(uR(t))2 + (w(t))2dt|u admisible
}

s.a uR(t) ∈ [0, uR
max]

d u(t)

dt
= α1uv

γ1 − (β1 + ψ1uR(t))u+ σ1uw ,

d v(t)

dt
= α2u

γ2v − (β2 + ψ2uR(t))v + σ2vw ,

d w(t)

dt
= α3w

(
1− w

K

)
− (β3 + uR(t))w + σ3u

γ2w + σ4v
γ1w ,

AR, u(0), v(0), w(0) > 0, ∀ 0 ≤ t ≤ T



(3.1)

Utilizando la metodología del capítulo anterior, calculamos el Hamiltoniano

asociado al problema de control (3.1) como sigue:

H(t, u, v, w, uR, λ1, λ2, λ3) = AR(uR(t))2) + (w(t))2+

λ1 (α1uv
γ1 − (β1 + ψ1uR(t))u+ σ1uw) +

λ2 (α2u
γ2v − (β2 + ψ2uR(t))v + σ2vw) +

λ3

(
α3w

(
1− w

K

)
− (β3 + uR(t))w + σ3u

γ2w + σ4v
γ1w
)
,

(3.2)
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Aplicando el Teorema 2.1.1 obtenemos el sistema de ecuaciones adjuntas

dλ1(t)

dt
= −α2γ2λ2u

γ2−1v − σ3γ2λ3uγ2−1w − (α1v
γ1 + σ1w − β1 − ψ1uR)λ1,

dλ2(t)

dt
= −α1γ1λ1v

γ1−1u− σ4γ1λ3vγ2−1w − (α2u
γ2 + σ2w − β2 − ψ2uR)λ2,

dλ3(t)

dt
= −σ1λ1u− σ2λ2v −

(
σ3u

γ2 + σ4v
γ1 − α3

(w
K
− 1
)
− β3 − u∗R −

α3w

K

)
λ3

−2w,

λ1(T ), λ2(T ), λ3(T ) = 0,

u∗R(t) = max

{
0,min

{
1,
ψ1u(t)λ1(t) + ψ2v(t)λ2(t) + w(t)λ3(t)

2AR

}}
.

(3.3)

El modelo está enfocado a describir el comportamiento de las células de cán-

cer y las células de la BMU bajo un tratamiento de radioterapia, cuando el

tumor tiene el potencial de establecerse o ya estableció una invasión exitosa.

Para lograr esto, se consideran las siguientes dos hipótesis:

Hipótesis A: El equilibrio invasión de cáncer es localmente estable y las con-

diciones iniciales están localmente cercanas.

Hipótesis B : El equilibrio invasión de cáncer es localmente inestable, enton-

ces asumimos a priori que las variables de estado están contenidas en un

subconjunto compacto.

En ambos casos, estas hipótesis se traducen en considerar un subconjunto

compacto que contenga a las soluciones y el punto de equilibrio a lo largo

del tiempo. Dicha acotación es indispensable para poder utilizar el Teorema

2.1.2. El siguiente Teorema garantiza la unicidad del control óptimo:

Teorema 3.2.1. Teorema de unicidad. Bajo la Hipótesis A o la Hipótesis
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B, existe un tiempo final Tf tal que el modelo (3.1) tiene un único control

óptimo.

La demostración de este teorema se basa en parte en comprobar que el

modelo (3.1) satisface las condiciones del Teorema 2.1.2, para más detalles

consultar [19]. Los escenarios que fueron simulados en el trabajo son:

E1. Metástasis Agresivo: En este caso la proliferación de células

cancerosas crece rápidamente. Se asume que los osteoblastos no afectan

la dinámica de las células cancerosas, i.e., g4 = 0 y se presenta la

relación mutualista OC-CC.

E2. Metástasis dependiente de los OC: En este caso se asume la

presencia del ciclo vicioso entre los osteoclastos y el cáncer. Se dis-

minuyó la tasa de reproducción de los osteoclastos para repercutir la

reproducción de las células cancerosas.

E3. Metástasis dependiente de la BMU: En este caso se omite el

aumento de la población de los osteoclastos debida a las células cancero-

sas, i.e., σ1 = 0. Sin embargo, se presenta una relación de competencia

OB-CC σ4 = −1 ∗ 10−4.

Los parámetros en [19] para el problema de control (3.1) son los siguientes:
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Tabla de parámetros
Parámetro Valor Descripción Unidades
γ1 -0.3 Efectividad neta paracrina en los OC sin unidad
γ2 0.7 Efectividad neta paracrina en los OB sin unidad
α1 0.5 Tasa de reprodución OC día−1

α2 0.05 Tasa de reprodución OC día−1

β1 0.2 Tasa de muerte OC día−1

β2 0.02 Tasa de muerte OB día−1

β3 0 Tasa de muerte CC día−1

σ2 0 Tasa de producción de CC debida a OB (µm)−1día−1

K 104 Capacidad de carga de CC sin unidad
ψ1 1.0 Efectividad de radiación en OC sin unidad
ψ2 1.0 Efectividad de radiación en OB sin unidad

Tabla 3.1: Tabla de valores para los parámetros del modelo (3.1).

Parámetro Escenario 1 Escenario 2 Escenario 3 Unidades
α3 1.5 ∗ 10−2 1.0 ∗ 10−4 1.0 ∗ 10−4 día−1

σ1 1 ∗ 10−6 1 ∗ 10−6 0.0 (µm)−1día−1

σ3 1 ∗ 10−3 1 ∗ 10−3 1 ∗ 10−8 (µm)−1día−1

σ4 0 0 −1 ∗ 10−4 (µm)−1día−1

Tabla 3.2: Tabla de valores para ciertos parámetros del modelo (3.1) asociados
a los escenarios E1-E3.

Observaciones al modelo de tratamiento de radioterapia (3.1):

Los parámetros mostrados en las tablas (3.1) y (3.2) están basados en medi-

ciones reales, ya que fueron tomados de los modelos anteriormente presenta-

dos, sin embargo, conforme más datos se tenga de las interacciones bioquí-

micas del fénomeno en cuestión (en nuestro caso metástasis ósea) podemos

ajustar el valor de dichos parámetros para que se aproximen a un valor más

realista.

Antes de presentar las simulaciones de la pareja óptima asociada al pro-



96
Control óptimo para modelar el tratamiento de radiación contra

la metástasis ósea

blema de control óptimo continuo (3.1) y con el interés de comparar las

dinámicas entre un control continuo y uno singular para este problema, en

la siguiente sección modelaremos el tratamiento de radioterapia bajo un pro-

blema de control óptimo singular de tipo Bang-Bang.

Modelo control óptimo singular tipo Bang-Bang

Con la idea de describir un tratamiento en dosis de manera general, con-

sideremos un tratamiento de radioterapia. Para esto, requerimos modificar el

modelo (3.1). Este nuevo modelo asume la hipótesis R2 del modelo continuo

y las hipótesis R1 y R3 se sustituyen por las siguientes:

R1
′
El funcional de costo tendrá la siguiente forma:

J(uR(t)) =

∫ T

0

ARuR(t) + w2(t)dt. (3.4)

Nótese que el funcional de costo ahora tiene una dependencia lineal

sobre el control.

R3
′
Se asume que las dosis de radiación decaen de manera instantánea en

vez de manera exponencial. Esta hipótesis se debe a que uno de los pro-

blemas en los tratamientos de radiación contra el cáncer es identificar

el número de sesiones para dosificar el tratamiento [60, 61]. Además la

radioterapia externa afecta a un grupo de células en el cuerpo sólo por

un instante, dado que no hay presencia de una fuente de radiación en

el mismo2.
2American Cancer Society https://goo.gl/wkbn3B

https://goo.gl/wkbn3B
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Con estas modificaciones tenemos el siguiente modelo:

min

{∫ T

0

ARuR(t) + (w(t))2dt|u admisible
}

s.a uR(t) ∈ [0, uR
max]

d u(t)

dt
= α1uv

γ1 − (β1 + ψ1uR(t))u+ σ1uw ,

d v(t)

dt
= α2u

γ2v − (β2 + ψ2uR(t))v + σ2vw ,

d w(t)

dt
= α3w

(
1− w

K

)
− (β3 + uR(t))w + σ3u

γ2w + σ4v
γ1w ,

AR, u(0), v(0), w(0) > 0, ∀ 0 ≤ t ≤ T



(3.5)

Observaciones al modelo de tratamiento de radioterapia (3.5)

1. Las hipótesis H1−H5 del Teorema (2.1.2) se cumplen ya que se man-

tiene los mismos sistemas de ecuaciones diferenciales (adjuntas y de

estado).

2. A primera vista, el funcional de costo (3.4) pareciera no cumplir con la

hipótesis H6, no obstante, a continuación presentaremos la prueba de

que el funcional si cumple con dicha propiedad.

Lema 3.3.1. El integrando del funcional de costo f(t, x, ∗) es convexo

en U y f(t, x, u) ≥ c1|u|n − c2 para algun c1, c2 > 0 y n ∈ N.

Demostración. Sea u ∈ U , entonces:

f(t, x, λu+ (1−λ)u) = λu+ (1−λ)u+x2 = λu+ (1−λ)u+λx2 + (1−
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λ)x2 = f(t, x, λu) + f(t, x, (1− λ)u). Por lo tanto f(t, x, ∗) es convexa

en U .

Para la segunda parte, si tomamos a c1 = AR, c2 = 1 y n = 2 tenemos

que:

ARu
2
R(t)− 1 ≤ x2(t) + ARu

2
R(t) ≤ x2(t) + ARuR(t) = f(t, x, uR)

Por lo tanto se asegura la existencia de un control óptimo.

3. Para nuestro modelo, la función de conmutación es:

Ψ(t) = AR − (ψ1u(t)λ1(t) + ψ2v(t)λ2(t) + w(t)λ3(t)) . (3.6)

El problema al que nos enfrentamos es identificar la cantidad de raíces

de (3.6). Si bien aproximarse al valor de dichas raíces va mas allá del

objetivo de la tesis, podemos asumir a priori que la cantidad de ceros

en el intervalo de interés es a lo más numerable. Podemos defender dicha

hipótesis ya que debido al comportamiento oscilatorio de las soluciones

u, v, w, y sus respectivas escalas, asumir que en una vecindad de t se

cumpla que:

AR = (ψ1u(t)λ1(t) + ψ2v(t)λ2(t) + w(t)λ3(t)) , (3.7)

no concuerda con dicho comportamiento.

4. Si bien el Teorema (2.1.2) garantiza la existencia de un control óptimo

para el modelo (3.5), demostrar la unicidad del control óptimo tipo
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Bang-Bang, requeriría de teoría mas avanzada que rebasa las limita-

ciones de este trabajo. No obstante remitimos al lector al trabajo [46],

que estudia una clase de problemas con controles singulares.

Simulación

En esta sección, vamos a presentar los resultados numéricos de las solucio-

nes del modelo (3.1) y los resultados obtenidos para el caso del modelo (3.5).

Tomaremos como tiempo final el mismo que en [19], que es de doscientos

cincuenta días (T = 250). Con respecto al control Bang-Bang se simularon

los escenarios E2 (metástasis dependiente de los OC) y E3 (metástasis de-

pendiente de la BMU) pero se requirió modificar el valor del parámetro de

peso AR (ver Tabla 3.3) y el tiempo final para el escenario E2 (T=180).

La justificación de lo anterior es que el sistema de ecuaciones diferenciales

adjuntas (3.3) es sensible a pequeñas alteraciones que se cometen en cada

iteración, lo que dificulta la convergencia en el intervalo.
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Para el problema de control óptimo continuo, se le asignó a cada escenario

tres parámetros de peso (wR) distintos, a saber wR = 1 ∗ 109 , wR = 1 ∗ 1010

y wR = 1 ∗ 1011 ([19]), que reflejan distintos tipos de tratamiento.

Control Escenario 2 Escenario 3 Unidades
Bang-Bang wR = 1.0 ∗ 1011 wR = 1 ∗ 109 Sin unidades

umax = 0.03 umax = 0.045

Tabla 3.3: Valores para los parametros de peso asociados a los escenarios E1
y E3.

A continuación presentaremos las simulaciones de la solución para los mode-

los (3.1) y (3.5) bajo sus escenarios respectivos.

Metástasis agresiva

Figura 3.1: Primer escenario: Poblaciones BMU y cáncer bajo control conti-

nuo
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Metástasis dependiente de los OC

Figura 3.2: Segundo escenario: Poblaciones BMU y cáncer bajo control con-

tinuo.
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Figura 3.3: Segundo escenario: Poblaciones BMU y cáncer bajo control Bang-

Bang
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Metástasis dependiente de la BMU

Figura 3.4: Tercer escenario: Poblaciones BMU y cáncer bajo control conti-

nuo.
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Figura 3.5: Tercer escenario: Poblaciones BMU y cáncer bajo control Bang-

Bang.
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Discusión

El uso de la radioterapia se enfoca para mermar los efectos del cáncer en

el paciente, impedir que vuelva a surgir en un sitio y detener o ralentizar su

crecimiento. Existen casos en donde sólo es necesario realizar el tratamiento

de la radiación, pero en general, se tiene un tratamiento de radioterapia con

otros tratamientos para el cáncer, como cirugía, quimioterapia e inmunote-

rapia. Para este caso la radioterapia puede administrarse antes, durante o

después de estos otros tratamientos para mejorar la efectividad del trata-

miento secundario. 3.

Tratamiento de radiación en el primer escenario

En este caso, el crecimiento de las células cáncerosas es mayor al de los otros

dos escenarios. Las gráficas del control continuo (ver Fig. 3.1) para este es-

cenario muestran la alteracion del ciclo de remodelación ósea (en particular

su amplitud) para cada parámetro de peso distinto.

Las gráficas de las poblaciones de cáncer muestran que a pesar de que el

cáncer está expuesto a radiación, no es eliminado del todo. Esto coincide con

lo observado empíricamente, ya que se requiere un tratamiento auxiliar para

poder controlar de mejor manera el crecimiento del cáncer.

Tratamiento de radiación en el segundo escenario

En este caso (ver Fig.3.2- 3.3), tenemos la dependencia de las células cánce-

rosas a la población de los osteoclastos. El crecimiento del cáncer es menor al

anterior escenario. El control Bang-Bang inició a partir del día cero y finalizó

el día veintidós, además se observa que la radiación aumentó la población de
3Fuente Instutito Nacional de Cáncer de Estados Unidos https://www.cancer.gov/

espanol/cancer/tratamiento

https://www.cancer.gov/espanol/cancer/tratamiento
https://www.cancer.gov/espanol/cancer/tratamiento
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osteoclastos y osteoblastos, este resultado pudiera parecer contra intuitivo ya

que ambas poblaciones se vieron afectadas en sus tasas de muerte y no en sus

tasas de producción, no obstante, basado en las observaciones de Komarova

([20]) lo que podría ocurrir es que la comunicación paracrina en estas células

compensó dicho aumento en la tasa de muerte con una mayor interacción

entre ambas. Por otro lado, a partir del día cuarenta, puede observarse como

el cáncer vuelve a crecer pero de manera más controlado, este resultado es

alentador ya que coincide con uno de los efectos de la radiación, este es que

en dosis altas, la radioterapia destruye las células cancerosas o hace lento su

crecimiento por medio del daño a su ADN. Las células cancerosas cuyo ADN

está dañado irreparablemente dejan de dividirse o mueren4.

Tratamiento de radiación en el tercer escenario

Para el último escenario (ver Fig 3.4 - 3.5), el control continuo practicamente

eliminó en cáncer, no obstante, para el caso del control Bang-Bang (ver Fig.

3.5) que tuvo una duración de treinta días activo (del día 0 al día 29), la

población de cáncer no fue eliminada. Se observa un comportamiento prácti-

camente lineal, de manera que la radiación realentizó su crecimiento. En los

escenarios E1−E2, se asume que los osteoblastos no interaccionan de manera

directa con las células cancerosas, sin embargo en E3 se asume una relación

de competencia entre estas poblaciones (σ4 < 0), impidiendo que estás se

propaguen de nuevo, lamentablemente el sistema se inestabiliza aumentando

la amplitud de los osteoclatos y osteoblastos.

4Fuente: Instutito Nacional de Cáncer de Estados Unidos https://bit.ly/2iNOTNo

https://bit.ly/2iNOTNo
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Observaciones sobre las simulaciones y resultados numéricos

1 El periodo temporal de tratamiento de radiación externa dado por el

control Bang Bang concuerda con la realidad entre 20 y 45 días5.

2 No se pudo prolongar el tiempo de simulación para obtener periodos

de tratamiento de radiación en años. Esto fue debido a problemas de

convergencia de los métodos numéricos probados.

3 No se pudieron obtener simulaciones del comportamiento de la solución

para el escenario E1 bajo un control de tipo Bang-Bang, debido a que,

se obtuvieron soluciones numéricas inestables, donde la amplitud de los

osteoclastos y osteoblastos crecía exponencialmente.

5Fuente: Asociación Española contra el Cáncer. https://www.aecc.es/

 https://www.aecc.es/


Conclusión
La dinámica entre la BMU y la metástasis ósea aun no está del todo descifra-

da, sin embargo, los modelos matemáticos buscan describir y predecir com-

portamientos atípicos de la enfermedad, así como validar hipótesis biológicas.

Los modelos matemáticos base utilizados en este trabajo, están basados en la

comunicación vía RANK-RANKL-OPG y en el ciclo vicioso de la metástasis

ósea y nos permiten estudiar de manera aislada los posibles comportamientos

de las poblaciones celulares.

Mediante los estados de equilibrio de los modelos presentados, se estudió la

dinámica del cáncer bajo tres escenarios de interés, así como el efecto en la

población de células cancerosas de la dosificación de la radiación, asumiendo

un efecto a largo plazo (modelo de control continuo) y un efecto instantáneo

(modelo de control singular).

Los resultados contraintuitivos observados en las simulaciones, nos permiten

inferir la necesidad de desglosar los parámetros representativos del modelo

no lineal (los exponentes representativos de las comunicaciones paracrinas y

autocrinas) en otros parámetros o funciones y de este modo estudiar su rol

de manera más directa.

Los resultados obtenidos en esta tesis aun están lejos de poder traducirse en

una propuesta de radioterapia para un paciente real, esto se debe a que dos

de los parámetros principales para proponer la dosis en radioterapia son el

tamaño del tumor y la sensibilidad del tipo de tejido [62]. El efecto de estos

factores están incluidos en las funciones de peso del funcional de costo y son

ajustados a prueba y error sin tener por el momento una relación directa con

la realidad.
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Apéndices

1 Principio del Máximo de Pontryagin

La demostración del Principio del Máximo requiere de una herramien-

ta matemática más compleja y robusta. Sin embargo en el cap. 1 de [41] se

desarrolla una construcción de dicho principio utilizando herramientas del

cálculo variacional. En este apéndice mostraremos un desarrollo más general

basando en el de Lenhart, utilizando la notación de la formulación del proble-

ma de control óptimo y tomando el funcional J(u) =
∫ t1
t0
f(t, x1, x2, x3, u)dt.

Suponga que u∗ es una función continua a trozos en [t0, t1] tal que es el

mínimo de J para cualquier control u admisible. Queremos determinar que

condiciones debe satisfacer la variable adjunta por lo que usaremos una fun-

ción de variación h, dicha función es continua a trozos en [t0, t1]. Tomemos

ε ∈ R. Definimos uε(t) = u∗(t) + εh(t) y xε = (xε1, x
ε
2, x

ε
3) su trayectoria

asociada. Por la ecuación 3.1 tenemos

dxε(t)

dt
= g(t, xε, uε)

xε(t0) = x0.

Por otro lado podemos ver que

∂uε(t)

∂
|ε=0 = h(t), ĺım

ε→0
xε(t) = x∗(t),

∂xε(t)

∂
|ε=0 Existe.

i



Tomemos λ : [t0, t1] → R3 una función diferenciable a trozos en [t0, t1]. Por

el teorema fundamental del cálculo tenemos:

∫ t1

t0

d < λ(t), xε(t) >

dt
dt =

3∑
i=1

[λi(t1)x
ε
i(t1)− λi(t0)xεi(t0)]⇒

∫ t1

t0

d < λ(t), xε(t) >

dt
dt−

3∑
i=1

[λi(t0)x
ε
i(t0)− λi(t1)xεi(t1)] = 0

Utilizando la ultima ecuación tenemos que:

J(uε)+0 =

∫ t1

t0

f(t, xε, uε)+
d < λ(t), xε(t) >

dt
dt−

3∑
i=1

[λi(t0)x
ε
i(t0)−λi(t1)xεi(t1)]

Calculando la derivada del producto punto y haciendo las sustituciones
dxεi
dt

= gi(t, x
ε, uε) y xε(t0) = x0. Tenemos:

∫ t1

t0

f(t, xε, uε) +
3∑
i=1

[
dλ(t)

dt
xεi(t) + λi(t)gi(t, x

ε, uε)

]
dt

+ < λ(t0), x0 > − < λ(t1), x
ε(t1) > .

Dado que el mínimo de J con respecto al control u ocurre cuando u = u∗, la

derivada con respecto a ε en la dirección h es cero, es decir:

0 =
dJ(uε)

dε
|ε=0 =

d
∫ t1
t0
f(t, xε, uε)dt

dε
|ε=0

Utilizando el Lema 3.1 del capítulo 1 de [40] podemos intercambiar el signo

de integración por el de diferenciación.

Lema 1. Diferenciación bajo signo de integración.
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Sea F (t, δ) y la derivada parcial Fδ(t, δ) funciones continuas en[t0, t1] y δ ∈

(−δ0, δ0) con δ0 > 0 entonces,

d

dδ

∫ t1

t0

F (t, δ)dt =

∫ t1

t0

Fδ(t, δ)dt

Por lo tanto (por claridad, omitiremos los argumentos de f y g):

=

∫ t1

t0

3∑
i=1

[
fxi

∂xεi
dε

]
+fu

∂uε

∂ε
+

3∑
i=1

dλi(t)

dt

∂xεi(t)

∂ε
+

3∑
i=1

[
λi(t)gixi

∂xiε

∂ε
+ λi(t)giu

∂uε

∂ε

]
|ε=0 dt

−
3∑
i=1

λi(t1)
∂xεi(t)

∂ε
|ε=0

Agrupando terminos semejantes tenemos:

=

∫ t1

t0

3∑
i=1

[
fxi

∂xεi
dε

+
dλi(t)

dt

∂xεi(t)

∂ε
+
∂xεi(t)

∂ε
λi(t)gixi

]
+

(
fu +

3∑
i=1

λi(t)giu

)
∂uε

∂ε
|ε=0 dt

−
3∑
i=1

λi(t1)
∂xεi(t)

∂ε
|ε=0

Como deseamos eliminar el valor de ∂xεi(t)

∂ε
|ε=0 asumiremos que:

1. dλi(t)
dt

= −(fxi + λi(t)gix) (ecuación adjunta) i =1,2,3.

2. λ(t1) = ~0 (condición de transversalidad)

Así se reduce (recordemos que ∂uε(t)
∂
|ε=0 = h(t) ):

):

=

∫ t1

t0

[
fu +

3∑
i=1

giuλi(t)

]
h(t)dt = 0

Para tener la condición de optimalidad, requerimos separar a h como

iii



la suma de 3 funciones a trozos que serán fu + giuλi(t) con i = 1, 2, 3. Así

obtenemos fu + λi(t)giu = 0 para i = 1, 2, 3.
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