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Resumen

En este trabajo, se modela el crecimiento de dos poblaciones: una com-
puesta de células 6seas y la otra de células cancerosas. Ademas se modela el
efecto de la radioterapia sobre ellas. Se analiza una estrategia de radioterapia
basada en control 6ptimo. El sistema de ecuaciones diferenciales describe la
dindmica bioquimica entre los osteoclastos, los osteoblastos (células dseas)
y las células céncerosas de manera local en el hueso. La inclusiéon de una
funcién de control en el sistema diferencial viene acompanada por un fun-
cional de costo que representa los efectos secundarios de un tratamiento de
radiacion de duracion 7T'. El modelo de control continuo de radioterapia, pre-
sentado en este trabajo, fue propuesto en [19]. El objetivo general de este
trabajo, es estudiar el problema de control planteado en [19], mediante un
control discontinuo. Con ello, se busca describir un tratamiento fraccionado
mediante una dosis fija y los periodos de descanso que tiene el paciente. Me-
diante simulaciones numeéricas, obtenemos los posibles comportamientos de
las poblaciones bajo los esquemas de radiacion continua [19)] y radiacion por
sesiones.

La relevancia en esta clase de trabajos es, que pueden aportar hipotesis, ideas
o sugerencias a los investigadores de éstas areas de medicina, y estos aportes
estan basados en resultados matematicos y numéricos. Dado que, el tipo de
fendémenos que se estudian, la experimentacion in vivo e in vitro es compleja,
el aporte de la modelacion puede incitar a estudiar nuevos paradigmas.

Finalmente, para el desarrollo de los modelos que se presentan en este trabajo

fue clave: la Teorfa de control 6ptimo, y en particular el principio de méximo



de Pontryagin; ademas del estudio de algoritmos numéricos adecuados para

la resoluciéon de sistemas no lineales.
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Introduccion

Motivaciéon
Una de las labores mas importantes del matematico aplicado es formular en
lenguaje matematico problemas de distintos d&mbitos y fungir de traductor
para que sus resultados puedan ser usados por el especialista del area. La
Biologia Matematica es el area de las matemaéticas que modela fendémenos
biol6gicos mediante estructuras mateméticas (procesos estocésticos, ecuacio-
nes diferenciales, grafos, etc.). En particular, el estudio del cancer ha sido
uno de los tépicos mas estudiados en esta area en el tltimo siglo. El cancer
es un término genérico que designa un amplio grupo de enfermedades que
pueden afectar a cualquier parte del organismo; también se habla de tumo-
res malignos o neoplasias malignag', ademas es la principal causa de muerte
en todo el mundo. En 2015 se atribuyeron a esta enfermedad 8,8 millones
de defunciones. Los cinco tipos de cancer que causan un mayor nimero de

fallecimientos son los siguientes?;
1. Pulmonar (1,69 millones de defunciones).
2. Hepético (788 000 defunciones).
3. Colorrectal (744 000 defunciones).
4. Gastrico (754 000 defunciones).

5. Mamario (571 000 defunciones)

Fuente OMS http://bit.ly/1il315R
2Fuente OMS Idem.

II1



El cancer se genera por la transformacion de células sanas en células tumo-
rales, en un proceso de varias etapas, que suele consistir en la progresion de
una lesion precancerosa (lesiones patologicas que pueden progresar a cancer)
hasta llegar a los diferentes grados de tumor malignoﬂ.

Dichas alteraciones son el resultado de la interaccion entre los factores gené-

ticos del paciente y tres categorias de agentes externos, a saber:
(a) Carcinogenos fisicos como las radiaciones ultravioletas e ionizantes.

(b) Carcindgenos quimicos como el amianto, los componentes del humo
de tabaco, las aflatoxinas (contaminantes de los alimentos) y el arsénico

(contaminante del agua).

(c) Carcindégenos biologicos como determinados virus, bacterias y pa-

rasitos.

Una caracteristica del cancer que la distingue de otro tipo de enfermeda-
des es que promueve el crecimiento y diseminacion incontrolados de células,
ademaés puede invadir otras areas del cuerpo, dicho proceso se denomina me-
tastasis.

Los tipos mas comunes de cancer que tienen cierta afinidad con el tejido
6seo son pulmonar, de mama y de prostata, ocasionando dolorosas e intrata-
bles consecuencias [10].Cuando un cierto tipo de céncer se propaga al tejido
6seo, se le conoce como metdstasis dsea y a las células invasoras se les conoce
como metastésicas. Dichas células se aprovechan de los recursos del medio
alterando la comunicaciéon de las células del hueso mermando la salud del

enfermo.

3Fuente Atlas interactif de Neuro-Oncologie https://goo.gl/5E5Yav
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Esencialmente, en el microambiente de la matriz 6sea estan presentes dos
tipos de células osteoclastos y osteoblastos. Estas células son las encargadas
de realizar el proceso de remodelacion dsea, siendo la primera la que absorbe
la matriz 6sea antigua y la segunda la encargada de la formacion 6sea. Es-
te proceso es indispensable para mantener al hueso sano. El microambiente
de la matriz 6sea esta compuesto de muchos recursos que son utilizados por
los osteoclastos y osteoblastos, sin embargo, cuando un ctimulo de células
cancerosas invaden el ambiente, se altera el proceso de remodelacion 6sea
provocando lesiones 6seas|9).

Lamentablemente, los tratamientos para la metéstasis 6sea (radioterapia,
quimioterapia y farmacologicos) solo son paliativos, esto se debe porque da-
do que el cancer inicial ya se propagd a otra seccion del cuerpo (en este caso
los huesos), no hay garantia de que el tratamiento lo elimine por completo.
Ademaés, el estudio de la enfermedad n vivo implica muchas complicaciones
biolégicas, por ejemplo, la mayoria de pacientes con cancer no muere por el
tumor primario sino por la metastasis que se origina a partir de éste [10].
Por lo que estudiar modelos matematicos que estan basados en la efectividad
de la terapia pueden arrojar informacion, que no puede obtenerse de manera
experimental, y de este modo poder corroborar las hipotesis bioldgicas que
se tienen de la enfermedad.

Antecedentes

El concepto de control puede describirse brevemente como el problema de
obtener las caracteristicas de comportamiento deseadas de un sistema me-
diante la recopilacion de datos en linea y la procuracion sistemaética (asistida

por computadora) de los datos como ayuda para la toma de decisiones [1].



Por lo tanto, podemos entender a la teoria del control 6ptimo como una rama
de la matematica que en términos sencillos busca el desempeno 6ptimo de
un sistema segtn ciertos criterios matematicos.

En 1987 George W. Swan publicé su libro Application of Optimal Control
Theory in Biomedicine cuyo proposito era presentar al lector una variedad
de problemas de control 6ptimo enfocados a la aplicacion de la biomedicina.
Su enfoque era completamente tedrico y no consideraba la implementacion de
dichas terapias 6ptimas a los pacientes. Este trabajo motivo a mas investiga-
dores que siguieron esta aproximacion y de este modo estudiar la efectividad

de tratamientos experimentales [14] [15], [1§].

El modelo que presentamos aqui esta basado en los trabajos [18| 19, 26].

Los cuales son de tipo descriptivo cualitativo, es decir presentan las carac-
teristicas principales del fenonemo (ciclo de remodelacion ésea, ciclo vicioso
del cancer y efectividad del tratamiento), sin embargo no brinda una infor-
macion cuantitativa sobre las poblaciones celulares. Esto se debe a que entre
més realista sea un modelo, se tendra una mayor dificultad para poder estu-
diarlo y resolverlo.
Un problema interesante que resolveremos aqui es, si asumimos para nuestro
modelo, que una terapia completa de radiacién con una dosis fija dura en pro-
medio T dias, las cuales brindan al paciente ¢ dias de radiacion y T' — t dias
de reposo, ;Cuantas sesiones de radiaciéon tendria el paciente segin nuestro
modelo?, ;Qué duracion tendria cada una de ellas, segiin nuestro modelo?
. Cuantos dias de descanso tendria el paciente? ;Qué efectos (negativos o po-
sitivos) tendria en las poblaciones celulares modeladas?

Las herramientas que utilizaremos en este trabajo son el principio del mdzimo
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de Pontryaguin que nos brinda las condiciones necesarias para la existencia
de una funciéon de control 6ptimo y finalmente, la programaciéon de solvers
de sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales basados en los métodos de

Runge Kutta.

Objetivos principales

En este trabajo se quiere considerar controles 6ptimos discontinuos a pe-
dazos, los cuales se conocen como controles de tipo Bang-Bang. De esta
manera se considera que el tratamiento se da en dosis (idea de radioterapia)
al paciente y no de manera continua (hipotesis que se asume en [I§]). Los

objetivos especificos son :

1. Entender el modelo matemaéatico de la dindmica de la metastasis 6sea

propuesto.

2. Estudiar las técnicas de control 6ptimo y su tratamiento computacional,

en particular de controles 6ptimos tipo Bang-Bang.

3. Proponer problemas de control 6ptimo tipo Bang-Bang para el modelo
propuesto en [19] y estudiar de manera numeérica las posibles soluciones
de un control 6ptimo y comparar sus resultados con los presentados en

el articulo [19].
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Metodologia

La estructura de la tesis es la siguiente:

Cap.1

Cap.2

Cap.3

Se expone la biologia béasica del hueso, enfocandose en las etapas del
ciclo de remodelaciéon 6sea, las células més importantes y su rol en el
ciclo. Ademas se expone de manera resumida la biologia del céncer,
se explica qué canceres son los relevantes para este trabajo y el ciclo
vicioso entre las células cancerosas y las células 6seas. Finalmente se

exponen los modelos mateméaticos base que utilizaremos.

Se expone una breve introduccion de la teorfa del control 6ptimo. Ade-
mas se explica la herramienta del principio de mazrimo de Pontryaguin
y se dan ejemplos que ayudan a entender su aplicacion para controles
continuos y para controles singulares. Se presenta el teorema de exis-
tencia para controles 6ptimos y un estudio de su aplicacion. Se anade
un apartado de métodos nimericos en donde se explica el método de

Forward-Backward, asi como ejemplos de su utilizacion.

Se presenta el modelo de control continuo para el tratamiento de radio-
terapia desarrollado en [19], modificaremos su funcional de costo para
obtener un control 6ptimo de tipo Bang-Bang. Ademas se obtiene el sis-
tema diferencial de variables adjuntas mediante el principio de mdzimo
de Pontriaguin para posteriormente hacer el estudio de la existencia de
una soluciéon 6ptima. Finalmente, se realizan simulaciones del proble-
ma de control 6ptimo discontinuo de tipo Bang-Bang que describe el

tratamiento de radioterapia para la metastasis 6sea y una discusion de
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los resultados obtenidos es presentada.

Esta tesis incluye un apéndice del Principio de Pontryagin, un apartado

de conclusiones y las referencias bibliograficas necesarias para su desarrollo.
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Capitulo 1

Marco biolégico y matematico

Nuestros huesos son probablemente los 6rganos que méas energia consumen
de nuestro cuerpo. Sus tareas abarcan desde soporte hasta almacenamiento,
y las células encargadas de llevar a cabo de manera local y eficiente la mayor
parte de estas tareas son las células de la BMU (Unidad Multicelular Osea).
En particular, una actividad clave de estas células es el ciclo de remodela-
cion Osea que trata de retirar el tejido viejo y sustituirlo por uno nuevo. Las
células 6seas mas importantes que se encargan de realizar este ciclo son los

osteoclastos y los osteoblastos.

Uno de los avances més importantes en el area de la Biologia 6sea fue el
descubrimiento del mecanismo de regulacion entre las células 6seas a través
de la via de comunicacion RANK/RANKL/OPG. El ciclo de remodelacion
6sea puede resumirse del siguiente modo: los osteoclastos eliminan parte del
tejido 6seo (reabsorcion 6sea) y los osteoblastos depositan la matriz 6sea re-

cién formada (formacion 6sea). Dado que sus tareas son complementarias, la
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comunicacion entre ellas es vital para poder mantener la salud del hueso.
Existen una gran variedad de factores que pueden alterar la comunicacion
entre las células 6seas, en particular la invasion de las células cancerosas al
medio 6seo y resulta una de ellas la que nos ocupa en este trabajo. En general,
para que un cierto tipo de cancer tenga éxito en su invasion, sus caracteristi-
cas celulares deben brindarle ventaja para poder competir por los recursos en
el tejido. En el trabajo de Lipton (2004) [9] se muestran los aspectos genera-
les de los procesos que se desarrollan en la interaccion de células metastésicas
y 6seas, conocido como el ciclo vicioso de la metéastasis 6sea, y ha sido uti-
lizado para la elaboracién de modelos matematicos y computacionales para
estudiar fenonenos relacionados [18§].

En este capitulo, en la primera parte haremos una exploracién de la biologia
6sea enfocados en el proceso de la remodelacion 6sea y el ciclo vicioso de la
metastasis 0sea; y en la segunda parte, presentaremos los modelos base de
los que se partird para modelar los tratamientos de control para la metatasis

Osea.

Biologia 6sea y Metastasis

El hueso es un tejido conectivoﬂ mineralizado que presenta cuatro tipos
de células: osteoblastos, celulas de revestimiento 6seo, osteocitos y osteoclas-
tos [5]. Dicho tejido se encuentra en constante actividad, durante su vida se
somete a varios procesos de crecimiento (longitudinal y radial). Sus funciones

principales son mecénicas (proteccion a los 6rganos y sistemas, funcion de

ITejido que generalmente sirve de conexién o enlace entre diferentes estructuras y
brinda la forma, resistencia y proteccion a otros tejidos del organismo [2].
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carga, como la columna, y funcién dindmica, cuando actuéan como palancas)
y biologicas (son depositos de minerales, en la médula 6sea se producen la
formacion de sangre y almacenamiento de grasa).

La composicion histologica (i.e. su composicion microscopica) del hueso se
divide en la parte celular cuyos elementos son, células osteoprogenitoras, os-
teoblastos, osteocitos, células de revestimiento 6seo y osteoclastos, y en una
matriz extracelular (matriz 6sea) que se compone de sales inorganicas y una
matriz 6rganica. La matriz organica esta compuesta de proteinas de colageno
y proteinas no colagenas llamada osteoide.

La composiciéon macroscopica de un hueso se divide en hueso cortical o com-
pacto y hueso trabecular o esponjoso (Figﬂ. El primer tejido se encuentra
en la parte externa del hueso y el segundo tejido en la parte interna. En la

Tabla [T.1] se muestran sus caracteristicas mas importantes.

HUESO CORTICAL HUESO ESPONJOSO
O COMPACTO O TRABECULAR

CAPA DENSA
UBICADA EN LA
PERIFERIA DE UN
HUESO.

HUESQO DE CALIDAD
POROSA UBICADO
DENTRO DE LA
CUBIERTA DENSA
DEIL HUESO
COMPACTO.

Figura 1.1: Componentes de la estructura 6sea.

2Fuente https://bit.ly/20GBfIN.
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Componentes
Hueso cortical (superficie externa): Hueso trabecular (superficie interna):
Tejido denso y solido. Es una red de placas tabeculares y varillas
Provee proteccion a intercaladas en el compartimiento de la
la médula dsea. médula 6sea.

Se divide en 2 superficies:
Endosteal interna.

Periosteal externa.

Tabla 1.1: Componentes del tejido 6seo.

La membrana superficial de tejido conectivo que rodea a la superficie ex-
terna cortical del hueso se le conoce como periosteal externa. En ella estan
contenidos vasos sanguineos, fibras nerviosas, los osteoblastos y osteoclastos.
Ademas en este tejido, se encuentran proteinas que ayudan a la diferencia-
cion de las células dseas.

En la seccion de hueso trabecular también se realiza un proceso de remo-
delacion ésea. Sin embargo dicho proceso es mas complejo y requiere bases
solidas en biologia 6sea que van mas alla del proposito del capitulo, ademas
los modelos que se presentados en las siguientes secciones tienen como base
la remodelacién 6sea ubicada en el periosteal externa por lo que sélo nos
enfocaremos en esta parte.

En las células 6seas, podemos distinguir a las células de soporte (osteoblas-
tos y osteocitos) y las células de remodelacion (osteoclastos). En las Tablas

1.3 podemos ver un desglose de sus funciones principales.



1.1.1 La remodelacion 6sea

Osteoblastos (OB)

Osteoclastos (OC)

Se originan de células madre
mesenquimales.

Se derivan de células precursoras
provenientes del linaje
monocito-macrofago.

/deposicion de la matriz osea.

Responsable de la sintesis/mineralizacion

Son las dnicas capaces
de resorcion osea.

Constan so6lo de un nucleo.

Constan de varios nucleos.

Pueden quedarse en la matriz 6sea
para madurar en osteocitos.
Pueden diferenciarse en

células de revestimiento 6seo.

Los osteoclastos precursores

tienen en su superficie

RANK que enlazado con RANKL
se convierten en osteoclastos activos

que actua para evitar el
el enlace RANK/RANKL

Producen la osteoprotegerina (OPG)

Tabla 1.2: Actividades y caracteristicas de los osteoclastos y osteoblastos.

Osteocitos

Células de revestimiento 6seo

*)Estan conectados mediante canales y
funcionan como mecanosensores.

*)Brindan soporte metabélico
a los osteocitos.

*)Indican a los OC y OB donde y cuando
realizar la resorciéon y formacion ésea.

*)Regula el paso de iones de calcio.
*)Se originan de células madre mesenquimales.

Tabla 1.3: Actividades y caracteristicas de los osteocitos y las células de

revestimiento 6seo.

La remodelacién 6sea

La osteogénesis, es el proceso de formaciéon 6sea. Este proceso se divide

en 3 etapas: Sintesis de la matriz organica extracelular. Esta etapa es llevada

a cabo por los osteoblastos maduros, y lo realizan mediante la secretacion de

proteinas coldgenas (colageno tipo 1) y proteinas no colagenas (osteonectina,

osteopontina, etc.). La segunda etapa consiste en la Mineralizacion de la

matriz, esta etapa también realizado por los osteoblastos, esta dividido en
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dos fases: vesicular y fibrilar E| Por este proceso se genera un hueso nuevo.
Finalmente la tultima etapa se conoce como Remodelacion del hueso mediante
resorcion y reformacion dsea, esta etapa toma lugar dentro de cavidades que
necesitan ser remodeladas, denominadas como sitio de remodelacion. Dicho
trabajo es realizado por unidades multicelulares basicas (BMU) que consisten
principalmente en un grupo de osteoclastos y osteoblastos. La remodelacion
6sea mantiene el correcto funcionamiento del hueso y esté dividida en 6 fases,

que se presentaran a continuacién.

1. Fase inactiva.
Aun no se conocen los factores que desencadenan la siguiente etapa.
Sin embargo, se tiene evidencia de que las células de revestimiento 6seo

previenen que se realice la resorcion 6sea desequilibrada [5].

2. Fase activa.
Los precursores de osteoclastos y osteoblastos empiezan a interaccionar
provocando la diferenciacio’nﬁ de los precursores de osteoclastos. Lo
anterior implica que los osteoclastos maduros se adhieren a la superficie

Osea mineralizada e inicia la resorcién dsea.

3. Fase de resorcion.
Los osteoclastos maduros disuelven la matriz mineral y orgénica de la
seccion a remodelar. Mediante este proceso se liberan factores de cre-

cimiento contenidos dentro de la matriz, principalmente el factor de

3Si el lector desea ahondar en el proceso, lo remitimos a [5].

4Proceso por el cual las células de un linaje celular en concreto sufren modificaciones
en su expresion genética, para adquirir la morfologia y las funciones de un tipo especifico
de célula.
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crecimiento transformante § (TGF-f3). Cabe aclarar que la resorcion
6sea produce cavidades en la superficie del hueso cortical llamadas ca-

nales cilindricos de Haversianos.

4. Fase de reversa.
En esta fase se realiza una transicion entre la finalizaciéon de la resor-
cion 6sea y el principio de la formacion 6sea. En la cavidad realizada
se encuentran células como osteocitos (que se encontraban dentro de
la matriz 6sea) y osteoblastos precursores que fueron reclutados para

inicializar el proceso de formacion.

5. Fase de formacion osea.
Una vez que los osteoclastos finalizaron la resorcion 6sea, los precurso-
res de osteoblastos, sintetizan una sustancia de cementaciéon como base
para que el nuevo tejido se adhiera a ella. Despues de varios dias, los
osteoblastos maduros sintetizan una matriz de osteiodelﬂ que rellena la
cavidad, los demas osteoblastos continuan la sintesis 6sea y finalizan
desactivandose, cubriendo la zona remodelada. Algunos de los osteo-
blastos quedan atrapados en la matriz 6sea, para madurar en osteoci-
tos. Dichos osteocitos se comunican con los osteoblastos superficiales

por medio de una red de canales (ver Fig.[1.2)).

6. Fase de mineralizacion.
En esta ultima fase, se mineraliza el osteoide y el proceso regresa a la

fase inactiva.

5La matriz extracelular sin mineralizar.
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Sustancia intercelular
mineralizada

Laguna 6sea

Canaliculos

Osteocito

Figura 1.2: Distribucién de los osteocitos en el tejido 6seo. Fuente

https://goo.gl/8ABKFW

EL ciclo de remodelaciéon 6sea necesita de una coordinaciéon entre el proce-
so de resorcion y el de formacion o6sea. Esto significa que los osteoclastos
y los osteoblastos se comunican y sincronizan para mantener un equilibrio
en los niveles de masa o’seaﬁ y de este modo conservar una estructura fun-
cional. Sin embargo, tal sincronizaciéon es bastante complicada; las células

antes mencionadas utilizan las senalizaciones autocm’naﬂ y pamcrmaﬂ, que

estdn controladas por los factores TGF-38, RANKL, RANK, OPG, PTH en-

6Medida de la cantidad de minerales (por lo general, calcio y fosforo) que contiene
cierto volumen de hueso. Fuente https://www.cancer.gov/

"Forma de sefializacion celular en la que la célula se comunica consigo misma, al liberar
un ligando (una molécula que se enlaza a una proteina) que se une a un receptor en su
propia superficie.

8Forma de sefalizacién celular en la que una célula produce una sefial que induce
cambios en las células cercanas.
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tre otros [5].

A pesar de la complejidad bioquimica del ciclo de remodelacién 6sea, se
descubri6 que, la via de comunicacion RANK-RANKL-OPG regula (en su
mayoria) las interacciones entre osteoclastos y osteoblastos [6l [7]. Por lo an-
terior, en [20], se presento el siguiente esquema (ver Fig. [1.3), que muestra
una simplificacion de las interacciones bioquimicas presentes en el fenémeno
de remodelaciéon 6sea. En este esquema, solo se tienen en consideracion tres
estados de los osteoclastos y osteoblastos, estos son: precursores o de respues-

ta, activos y muertos.

Osteoclastos Osteoblastos de

precursores

respuesta

recursores,

Osteoblastos
activos

Osteoclastos
muertos

Figura 1.3: Senalizacién paracrina y autocrina por las vias RANK-

RANKL-OPG.

A continuacién se mencionan los pasos que sigue la senalizacién paracrina

y autocrina por las vias RANK-RANKL-OPG:
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1. Los osteoclastos precursores expresan el receptor activador para el fac-
tor nuclear k B (RANK), que se localiza en su superficie. Lo anterior

favorece en la activaciéon de osteoblastos activos.

2. Los osteoblastos activos producen la molecula RANKL. Cuando RANK
se enlaza con RANKL tenemos a los osteoclastos activos y se libera el

factor de crecimiento transformante § (TGF-).

3. La molécula TGF-3 estimula la apoptosiﬂ de los osteoclastos e inhi-
be la proliferacion de los osteoblastos activos. Ademaés estimula a los

osteoblastos de respuesta.

4. Los osteoblastos de respuesta segregan osteoprotegerina (OPG), que in-

hibe la diferenciacion y activacion de los osteoclastos (inhibe RANKL).

5. Los osteoblastos de respuesta segregan la hormona paratiroidea (PTH),
que se encarga de inhibir OPG y estimula RANKL. Por lo anterior, se

puede repetir el proceso.

Como se vi6 en esta seccion, el equilibrio en el tejido 6seo requiere de
varios factores, por lo que el lector puede deducir, que una alteraciéon en
algin factor mermaria el funcionamiento del tejido asi como su salud. En
la siguiente seccién, nos enfocaremos a exponer los principios basicos de la
propagacion del cancer, asi como la repercusion de ciertos tipos de canceres

cuando invaden el tejido 6seo.

9La muerte celular programada.
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Metastasis 6sea

El éxito de la invasion del cancer a otros tejidos, depende, en primera ins-

tancia de la afinidad de las células cancerosas del tumor principal al medio
a invadir asi como de los recursos que dispone este medio.
La matriz 6sea contiene una gran cantidad de factores de crecimiento que
son liberados en el proceso normal de remodelacion, por lo que es un mi-
croambiente fértil para la colonizaciéon y proliferacion para algunos tipos de
canceres avanzados. De acuerdo con la Sociedad Americana del cancer (2015),
el cancer de prostata [I1] y de mama [12] son los méas propensos para exten-
derse a los huesos. Solo en el 2014, la mortalidad por cancer a nivel global
fue del 14.6 % y el 90 % de dichas muertes fue por metéstasis [13].

El proceso de proliferacion del céncer consta de cinco etapas [10] (ver Fig.

19):

1. Invasion: Las células cancerosas atraviesan la barrera de la membrana

basall

2. Intravasacion: Las células cancerosas se mueven a traves de las pare-

des de los vasos sanguineod ]| o linfaticos hacia el vaso mismo.

3. Transporte: Las células cancerosas viajan por los vasos sanguineos
hasta adherirse a algun tejido de soporte. Cuando un grupo de células
cancerosas se adhieren a alguna capilaridad se acomodan en forma de

microtombos (microcodgulos).

10Capa extracelular utilizada como sostén al 6gano.
HEstructura tubular que conduce la sangre impulsada por la accién del corazoén.
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4. Extravasacion: Las células de los microtombos se mueven a traves de
las paredes del vaso vaso sanguineo hasta encontrar el tejido de algun

organo.

5. Formacion de micrometastasis: Utilizando los sistemas de prolife-
racion celular del medio, las células cancerosas se replican hasta formar

una masa de tumor.

6. Colonizacioén: En esta etapa compiten las células cancerosas por los

recursos del medio para poder propagarse.

Primary malignant neaplasm New vessel formation Invasion Embolism

Mult-cell aggregates
(lymphocytes, platelets)

Arrest in distant

metastases capillary bed in bone

©0

@ ‘ umour-celly esponse to
proliferatio [Qenvironm

Endothelial
cel

Figura 1.4: Etapas de la proliferacion del cancer. Fuente [Mundy, 2002]

Una vez que las células cancerosas han colonizado la matriz 6sea, estas

producen sus propios factores de crecimiento que pueden estimular de manera
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directa o indirecta las actividades de los osteoclastos y osteoblastod ]|, inte-
rrumpiendo la remodelacién 6sea normal. En la siguiente seccion hablaremos

sobre las lesiones ocasionadas por esta interferencia.

Enfermedades metastasicas 6seas

En su afan por proliferar, las células cancerosas envian sustancias se-
nalizadoras que distorsionan la comunicacién entre las células BMU. Estéa
interferencia causa enfermedades muy serias al paciente como osteoporosis,
osteopetrosis, enfermedad de Paget, osteoartritis entre otras. En este trabajo
estamos interesados en las lesiones ocasionadas por la métastasis 6sea. Estas
lesiones estan en funcién del tipo de célula 6sea con la que interactua la célula

calcerosa.

* Lesion oOsteolitica: Se caracteriza por un aumento considerable de
reabsorcion del hueso. El cual es causado por la liberacién de factores
de activacion para los osteoclastos tales como el péptido relacionado
con la hormona paratiroidea (PTHrP). Estos factores son secretados
por las células cancerosas en el ambiente 6seo. Se sabe que este tipo de

datio proviene de un ciclo vicioso (ver Fig. [L.5)).

** Lesion osteoblastica: Esta enfermedad es causada por la secrecion de

ciertas sustancias por las células cancerosas que estimula la formacion
del hueso ocasionando la pérdida de sincronizaciéon espacial y tempo-
ral entre la formacion y eliminacion de la matriz 6sea. El factor mas

conocido que es la proteina endotelina-1, que activa la proliferacion,

12Recordemos que los osteoclastos y osteoclastos componen las unidades multicelulares
basicas o BMU por sus siglas en inglés.
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diferenciacion y activacion de los osteoblastos. Para este tipo de dano
existen hipotesis del ciclo que lo lleva a cabo pero aun no se tiene nada

en especifico.

Las lesiones anteriores pueden aparecer presentarse en el paciente en diferen-
tes periodos de tiempo. A esto se le conoce como lesion metastdsica mixta, el
tratamiento usual es recuperar una regulacion normal de las BMU. Existen
estudios que muestran que neutralizando el PTHrP mediante anticuerpos o

usando tratamientos de OPG puede prevenirse la destruccion osea [9].

Osteoclastos
precursores

Osteoblastos
reaccionantes

/Osteoblastos
activos

Células

cancerosa

Osteoclastos

muertos

Figura 1.5: Ciclo vicioso de metastasis dsea. Las células cancerosas se
aprovechan de TGF- para reproducirse.

Ciclo vicioso de la metdstasis dsteolitica

1. La célula cancerosa llega al tejido 6seo.
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2. La célula cancerosa se ve favorecida por TGF-Beta para su repro-

duccién y crea una proteina relacionada con la hormona paratiroidea

(PTH:P).

3. PTHrP inhibe la produccién de OPG por lo que los osteoclastos pueden

reproducirse libremente.

4. En la resorcion osea se produce mas TGF-f y se repite el proceso.

Modelos matematicos base

En esta seccién se presentan los modelos base para nuestro trabajo. Se
inicia presentando los modelos diferenciales no lineales que describen el pro-
ceso de la remodelacion o6sea [20] 20], y que después son extendidos para
el caso de la metéstasis 6sea [I8]. Se presentan los resultados tedricos y se

muestran simulaciones reportadas en estos trabajos.

Modelos de remodelacion 6sea

Algunos de los modelos matematicos enfocados en el fenémeno del ciclo
de la remodelacion o6sea, que ocupan ecuaciones diferenciales son [20] 211
33, 23], 24, 25], 26]. Debido a la complejidad del ciclo de remodelacion osea,
se tienen dos familias de modelos diferenciales (ver Tabla [I.4). El modelo
representativo de la primer familia, es el modelo de Lemaire [21] caracterizado
por ser lineal y estudiar poblaciones a escala celular y molecular. La segunda

familia tiene como representante un modelo no lineal realizado por Komarova
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et. al (J20]) donde las no linealidades estén dadas por una ley de potenciad")}
la cual es ampliamente usada en modelos biologicos altamente no lineales y
debido a su sencillez, permiten realizar estudios analiticos y computacionales
estandares.

En la siguiente seccion se presentara el modelo de Komarova que es base para

el proposito de la tesis.

Lemaire Komarova
Modelo lineal de interacciéon Modelo no lineal de interaccion
varias poblaciones de 2 poblaciones

(osteoclastos activos,precursores, etc.) (osteoclastos y osteoblastos)
(osteblastos activos,precursores, etc.)

Se aproxima mediante Se aproxima mediante
ley de masas. ley de potencias.
Gran cantidad de parametros. Menor cantidad de pardmetros.

Tabla 1.4: Modelos pioneros de la remodelacion 6sea

Modelo tipo Komarova

En [20] se propuso un modelo mediante ecuaciones diferenciales para des-
cribir la dindmica de las poblaciones de la BMU y la evolucion temporal de
la masa 6sea en un sitio de remodelacion. Haciendo énfasis en dos tipos de
células 6seas: osteoclastos y osteoblastos, por ser, en su mayoria, las respon-
sables del ciclo de remodelacion 6sea.

El modelo consiste en tres ecuaciones diferenciales ordinarias, donde dos son

no lineales, porque describen el comportamiento dinamico de las poblaciones

13En |27], Savageau lo desarrolla y aplica para el estudio de sistemas bioquimicos no
lineales.
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de los osteoclastos y osteoblastos, y la tercera que es lineal, describe la evo-
lucion de la masa 6sea.

Para facilitar la exposicion del modelo, se presentara primero, las variables,
las hipotesis y los parametros para las ecuaciones diferenciales no lineales,
posteriormente se continuard con la exposiciéon de la ecuacion diferencial li-
neal (con sus respectivas hipotesis y parametros ). Finalizaremos esta seccion
con un estudio de los puntos de equilibrio del modelo.

Las variables del modelo son:
(a) u representa al namero de células de osteoclastos al tiempo t.
(b) v representa al nimero de células de osteoblastos al tiempo t.
(c) z representa la cantidad de masa 6sea al tiempo t.
(d) t representa el tiempo en nimero de dias.

Las hipotesis utilizadas para deducir las ecuaciones diferenciales no linea-

les son:

1. La interaccion entre las células es a través de agentes bioquimicos.
Estos son liberados o activados por ellas mismas y actuan de manera

paracrina y autocrina.

2. Se asume que el efecto de los agentes sobre las tasas de produccion se

puede modelar mediante una aproximacion por leyes de potencias.

3. Los osteoblastos y osteoclastos producen factores capaces de

activar /inhibir a sus semejantes o al otro tipo, con un efecto local.
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4. Los agentes autocrinos y paracrinos solo contribuyen en las tasas de
produccion. Las tasas de eliminaciéon son proporcionales a las respecti-

vas poblaciones.

5. La concentracion de agentes depende del ntimero de células donadoras.
De este modo, los exponenteﬁ gi; describiran la efectividad neta de

los factores autocrinos y paracrinos.
6. El sistema es aislado y no hay efectos externos.

En el modelo se asume que las tasas de producciéon de cada poblacion ya
tienen contemplado el reclutamiento de células precursoras y la formacion de
células maduras. En el caso de las tasas de eliminacion, se tiene en cuenta
la muerte celular, la diferenciaciéon de osteoclastos en osteocitos y la desacti-
vacion de los osteoclastos. Por lo anterior, los parametros de las ecuaciones

diferenciales no lineales son:

(d) ay, s como las tasas de formacion de los osteoclastos y osteoblastos

respectivamente (ambas positivas).

(e) 1, P2 como las tasas de eliminacion de los osteoclastos y osteoblastos

respectivamente (ambas positivas).
(f) Los parametros g;; son:

* g11: Regulacion autocrina de osteoclastos.

* g12: Regulacion paracrina de osteoblastos.

1Los parametros g;; que se presentan en el modelo no tienen una tnica representacion
biolégica, sino que representan una gran cantidad de reacciones bioquimicas.
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* go1: Regulacion paracrina de osteoclastos.
* g99: Regulacion autocrina de osteoblastos.
Ademas pueden tomar valores positivos (estimulan a la poblacion), va-

lores negativos (inhiben a la poblacion) o cero (no interactuan con la

poblacion).

Bajo estas condiciones, se obtienen las siguientes ecuaciones:
/
u = aqudtod? — [, (1.1)

/
v = audv9?? — Pyu. (1.2)
Las hipoétesis para la tercera ecuacion diferencial son las siguientes:

(i) Las poblaciones de osteoclastos y osteoblastos en estado de equilibrio
(denotadas por u* y v* respectivamente, ver el punto de equilibrio
(1.10])) consisten de células no-activas capaces de participar en la sefia-

lizacién.

(ii) Niveles superiores al equilibrio se deben a la proliferacion y activacion
de las células. Estos niveles se denotan con las letras y;, y2 para osteo-

clastos y osteoblastos respectivamente.

(iii) El superavit de las poblaciones (osteoclastos y osteoblastos) contribuye

a la reabsorcion /formacion (segin sea el caso) de la masa Osea.

(iv) Se asume que la tasa de reabsorcion (ki) /formacion (ky) Osea per
capita es constante y mide la cantidad de masa 6sea que es reabsorbida

/ formada por un osteoclasto/osteoblasto por dia.
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Para poder exponer la tercera ecuacion diferencial, requerimos de las siguen-

tes ecuaciones que describen el superavit de cada poblacion:

u—u* siu>ut,

n (1.3)

0 siu < u*.

v—v* siv>0vF,

Yo = (1.4)
0 siv < vt
Dado que z es la cantidad de masa oOsea al tiempo t, entonces el cambio

instantaneo de la masa Osea z es:
Z/ = _klyl + l{fgyg. (15)

Es necesario destacar que en el articulo de Komarova [20], se expone que hay

3 casos no relevantes para su modelo:
(i) ¢g;; > 0 parai,j=1,2.
(i) g12 =0y g > 0.
(iil) g21 =0y ga2 > 0.

En el caso del inciso (i) no se estudiara en este trabajo porque biolégicamente
representa que tanto las comunicaciones paracrinas y como las comunicacio-
nes autocrinas contribuyen al crecimiento de ambas poblaciones, lo cual no
refleja la comunicacion via RANK-RANKL-OPG. Los incisos (ii) y (iii) no
seran estudiados en este trabajo porque representan una comunicacion uni-

direccional de una poblacion a otra (en (ii) los osteoclastos interaccionan con
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los osteoblastos pero no al revés, y para (iii) ocurre una situacion analoga).
Las soluciones del sistema estan garantizadas por el Teorema de existencia y

unicidad y el Teorema de intervalo maximal:
Teorema 1.2.1. Considere el siguiente problema de valor inicial:

dY
EL=F(Y), Y(0)=Y, (L6)

yYy € £, con E un subconjunto abierto de R" y asumimos que F € C'(E).
Entonces existe una solucion para el problema de valor inicial y esta solucion

es unica. En otras palabras, existe a > 0 y una unica funcion'Y : (—a,a) :—

R™ tal que cumple (|1.6)).

Teorema 1.2.2. Sea E un subconjunto abierto de R™ y asuma que f €
CY(E). Entonces para cada punto Yy € E, exite un intervalo mazimal J en
el cual el problema de valor inicial tine una unica solucion Y (t); es
decir, si el problema de valor inicial tiene solucion X (t) en un intervalo I
entonces I C J y Y (t) = X(t) para toda t € I. Ademdas el intervalo mazimal

es abierto, es decir, J = (a, ) con «, 5 no necesariamente finitos.

La demostracion para estos teoremas puede encontrarse en [45]. Ahora

definamos al conjunto
Q= {(z,y) € R*|lz >0,y > 0}. (1.7)

EL conjunto 2* es de interés bioldgico ya que las soluciones tienen sentido
cuando ambas son positivas (el caso donde alguna de ellas no esté presente

no seré estudiado en este trabajo). Sin embargo, es necesario demostrar que
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dada una condicién inicial en *, dicha solucién correspondiente permanece
)

en *. El siguiente Teorema garantiza dicha propiedad.

Teorema 1.2.3. Denotemos con (u,v) a la solucion del sistema (1.1]) (1.2)
con condicion inicial en (u(0),v(0)) = (ug,v0) € Q*. Entonces la solucion
(u(t),v(t)) € Q para todo t > 0 € (a, ) i.e. para todo t positivo en el

mtervalo mazimal.

Demostracion. Tomemos una condicion inicial (ug, vg) € 2*. Procedamos por
reduccion al absurdo. Suponga que para algtn ¢ > 0 se tiene que u(t) =0 o

v(t) = 0. Definamos el conjunto:
A*={t € 0,0)|u(t) =00 v(t) = 0}.

Como A* es no vacio por hipétesis y acotado inferiormente por 0, entonces
tiene infimo en R. Denotemos con t* el infimo de A*. Veamos que t* > 0.
Por un lado como u y v son continuas, existe § > 0 tal que u(t),v(t) > 0
para todo 0 <t < §. Por otro lado t* > § ya que t* es la mayor de las cotas
inferiores.

Veamos que t* € A*. Como para toda n en los naturales, existe ¢, € A*
tal que t* <t, < t*+ % Podemos construir una subsucesion {n,,}>°_; es-
trictamente creciente tal que lim,, ,o(t,, ) = t* y los t,, anulen a sblo una
de las componentes de la soluciéon (por ejemplo u(t,,,) = 0). Luego por la
continuidad de u se tiene que:

0= lim (u(t,,,)) = u(t*),

m—0o0
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es decir t* € A*. Ahora tenemos el caso cuando u(t*) = 0 y el caso cuando
v(t*) = 0.

Suponga que u(t*) = 0, entonces para toda t € [0,¢*) tenemos que

u(t),v(t) >0,

por lo que

[ (8- [l o

Por un lado tenemos

/ot (Z((;) ) ds = log (u(t)) — log (up).

Por el otro lado tenemos

/ (cqu(s)?™ o (s)? — By)ds > / (—p1)ds = —f31 * t.
0 0

Luego
log (u(t)) > log (ug) — fr * .

Por lo tanto

u(t) > uge .

Pero dado que u(t*) = 0, se tiene que

0 = u(t*) > uge " > 0.
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Lo cual es una contradiccion.
De manera analoga puede verse que v(t*) = 0 también es una contradiccion.
Finalmente podemos concluir que A* debe ser vacio, es decir, no existe ningin

t>0e€[0,5) tal que anule u o v. ]

Corolario 1.2.1. Denotemos con (u,v) a la solucion del sistema ((1.1]) (1.2)
con condicion inicial en (u(0),v(0)) = (ug,v9) € Q*. Entonces para todo

t €0,5) las soluciones del sistema son de la forma

olt) = waeap ( [ @l otey - ). (1)

t
v(t) = voexp </ (agv(s)?*  u(s)?? — Bz)ds> : (1.9)
0
Demostracion. Por el teorema ((1.2.3) y por las ecuaciones (1.1 y (1.2). O

Para poder estudiar el comportamiento de las soluciones del sistema ((1.1)
y (L1.2]) se estudian los puntos de equilibrio del sistemam y su estabilidad. El

punto de equilibrio de interés (si es que existe en Q*) es:

C e él_&m@g% &“72&1_3“
(u’v)_(<0€1) (042) 7<041) (042) >’ (1-10)

donde

v = g12g21 — (1 — g11)(1 — ga2). (1.11)

Para realizar el analisis de estabilidad en el punto de equilibrio, los autores

de [20] estudiaron la linealizacion del modelo por medio de series de Taylor,

15Tas soluciones constantes de las ecuaciones (1.1) y (T1.2).
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donde el Jacobiano del sistema es:

o udrt—1yg21 a udrg921—1
T(u,v) = 1911 b 1921 ‘ (1.12)

—1 —1
042912'&912 Ug22 a2922u912vg22 _ 62

Al evaluar el punto de equilibrio ((1.10)) en el Jacobiano (|1.12)), tenemos:

T, ") = Bilgn —1)  Piges | (1.13)

Bagan Z— Ba(goz — 1)

y de este modo podemos calcular la traza, el determinante y el discriminante

del sistema (i.e. de la matriz ((1.13)) ), obteniendo:
tr(J(u",v%)) = fi(gn — 1) + Pa(g22 — 1), (1.14)

det(J(u*,v")) = B1B2(g11 — 1)(g22 — 1) — B152912921, (1.15)

A = tr(J(u*,v"))? = 4 x det(J(u*,v*))
= [Bi(g11 — 1) — Ba(go2 — 1)]> — 4(B1Ba(g11 — 1)(g22 — 1) — B152912921).
(1.16)

Los siguientes incisos son afirmaciones hechas en [20] y resumen los posibles

escenarios del comportamiento de las soluciones:
(i) Sidet(J) < 0, entonces el punto de equilibrio es un punto silla inestable.

(ii) Si tr(J) > 0, entonces el punto de equilibrio es un nodo inestable o
foco inestable. La condicion A < 0 divide las regiones de los focos de

aquellas de los nodos.
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(iii) Cuando tr(J) = 0, entonces las soluciones son periddicas de la forma:
u, v = Asen(Qt + ¢). (1.17)

Donde Q = 27(831 Bo[(1—g11)(1—ga2) — g12921]) ~*®, Ay ¢ son parametros

que estan en funciéon de las condiciones iniciales.

Si bien los inicisos (i) y (ii) son resultados de la teoria del analisis de es-
tabilidad de puntos de equilibrioﬁ, para el inciso (iii) no se expuso dicha
demostracion en [20], sin embargo, si realizo un estudio en el espacio para-
metral del modelo, encontrandose que para unos parametros especificos de
efectividad paracrina y autocrina, la simulaciéon numérica de las soluciones
tienen un comportamiento posiblemente periddico. Este comportamiento en
la solucién, concuerda con observaciones experimentales [28].

La Fig. [I.0] presenta una simulacion de una soluciéon periddica del sistema y

es necesario exponer las siguientes observaciones:

1 Para la estimacion de los pardmetros iniciales (ver Tabla [1.5)), los au-
tores utilizaron datos experimentales obtenidos de analisis de la histo-

morfometria 6seal’] en una seccion del hueso.

2 Los autores de [20] simularon la variacion porcentual de la masa 6sea y
no la masa 6sea en si, lo anterior se justifica porque se puede prescindir

de las unidades de la masa 6sea y solo estudiar su dinamica porcentual.

3 En [4], se estim6 que un osteoclasto reabsorbe hueso a una tasa de

16Si el lector no esta familiarizado con estos conceptos, puede consultar [43] 44].
ITTécnica de analisis cuantitativo de los diversos componentes que integran el tejido
bseo.
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10 micromoles por dia (um/dia), si bien en los trabajos de [20, 26] se
utilizaron las unidades de células para los pardmetros oy y ay (ajusta-
das segun los valores de g;;) para mantener un equilibrio dimensional,
en [I8] utilizaron las medidas de micromoles por dia. Debido a esto,
en este trabajo se utilizardn las unidades de micromoles por dia para

uniformizar las unidades en todos los modelos expuestos.

Coeficientes Valor Unidades

ay 3.0 (pm)~9m-921dia~"
o 4.0 (pm)—9127922dfa 1
A 0.2 dia !

B2 0.02 dia ~1

gi 1.1 stn dimension
912 1.0 sin dimension
g1 -0.5 stn dimension
922 0.0 sin dimension
k1 0.093 %opm dia=*

Ky 0.0008 % pm dia=t
Poblaciones iniciales y masa 6sea inicial

u(0) =1.0 | v(0) =12.50 2(0) =100.00

Tabla 1.5: Parametros y condiciones iniciales del modelo tipo Komarova
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Figura 1.6: Simulacién del modelo Komarova

Modelo tipo Komarova simplificado

En la seccion anterior se presento los resultados del estudio de la estabili-
dad lineal para el modelo no lineal de Komarova realizados en [20]. Ademas
se mostro el comportamiento oscilatorio de una solucién, para un caso parti-
cular en los parametros. En esta secciéon se expondra los resultados teodricos
de [26] que brindan las condiciones necesarias y suficientes para existencia y
unicidad de soluciones periédicas para una version mas sencilla del modelo
de Komarova.

En [26] se propone un modelo tipo Komarova, para el cual asume que:

I. La poblaciéon de osteoclastos consiste de osteoclastos activos y precur-
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sores. La poblacion de osteoblastos consiste de osteoblastos activos y

de respuesta.

II. La senalizacion autocrina de los osteoblastos y osteoblastos es propor-

cinal a sus poblaciones.

III. La efectividad de la sefializacion paracrina por via RANK/RANKL/OPG

es modelada por ley de potencias.

IV. El término de mortalidad en el modelo es lineal dado que los osteoblas-

tos y osteoclastos mueren de forma natural.
V. La poblacién esta aislada y no hay efectos externos.

Las variables y los pardmetros de este modelo son analogas al modelo de
Komarova, salvo el caso de las regulaciones autocrinas de ambas poblaciones,
ya que se asumen iguales a uno, de tal modo que se simplifica el modelo y
se enfoca solamente en la regulaciones paracrinas. Bajo estas condiciones,

obtenemos el siguiente modelo:
u = oaquv™ — By, (1.18)

!
v = au?v — Byu. (1.19)
Donde variacion de la masa dsea se sigue describiendo con la ecuacion (|1.5))

con sus hipotesis respectivas.

Es necesario aclarar que la diferencia sustancial entre el modelo Koma-

rova expuesto en [20] y el modelo Komarova simplficado expuesto en [26], es
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que el primero no limit6 el valor de las senalizaciones paracrinas y autocrinas
permitiendo que entre las dos poblaciones ocurra estimulacién, inhibicién o
no interacciéon, y mediante simulaciones numéricas estudia estas interaccio-
nes. En el segundo caso, se enfoca en las interacciones paracrinas entre las
poblaciones, en particular, el efecto inhibidor de la comunicaciéon paracrina
de los osteoblastos en los osteoclastos.

Sea tg = 0 el tiempo inicial del sistema y (u(to),v(tg)) = (ug,vo) € Q2* es la
condicion inicial del sistema. Debido al Teorema de existencia y unicidad (ver
Teorema |1.2.1]) el sistema tiene solucion en una vecindad de ¢y, sin embargo,
es necesario probar que la solucién se mantiene en €2* para todo tiempo ¢ en

el que esté definida. El siguiente Teorema garantiza dicha propiedad:

Teorema 1.2.4. Si (u,v) es la solucion del sistema (1.18]) -(1.19) con con-
dicion inicial (ug,vo) € 2 en ty = 0, entonces (u(t),v(t)) € Q* para todo t

en el que esté definida la solucion.

Demostracion. Por el Teorema ([1.2.3]) y sustituyendo los valores g11 = goo =
1. O

Ahora nos enfocaremos en el estudio de las soluciones de las ecuaciones

(1.18) y (1.19), las cuales por el Corolario (1.2.1)), se pueden expresar de

manera implicita obteniendo:
t
u(t) = u(to)efto vl =frds (1.20)

W(t) = v(ty)elo 2102 ~Fads. (1.21)

las soluciones son tnicas para cualquier valor de v; y 72, pero dependiendo
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del signo de estos parametros, el punto (0, 0) puede ser un punto de equilibrio

o no. El siguiente Teorema del trabajo [20], expone esta situacion:

Teorema 1.2.5. El punto

o (@) o

es punto de equilibrio del sistema (1.18))-(1.19)), para toda v1,v2 € R, siempre

que no sean cerﬁ. Por otro lado, el punto (0,0) serd punto de equilibrio del

sistema sty solo siy; € (0,00) parai=1,2.

Para clasificar los puntos de equilibrio, utilizaremos la siguiente linealiza-

cion] deducida de (T.12)):

J(u,v) = ™ —framu ) (1.23)
aypuu apu — B
Del Jacobiano deducimos que (0,0) es un nodo estable. Para el caso
del punto ([1.22]), mediante la ecuaciéon del discriminante del Jacobiano del
modelo de Komarova , podemos deducir que los eigenvalores de su Ja-
cobiano respectivo tendran parte real cero siempre que se cumpla el siguiente
criterio:

Y172 S 0, (124)

18F] caso donde alguna de ellas es cero o ambas, no sera discutido en este trabajo, ya
que no reflejan la comunicacion RANK-RANKL-OPG.

9Cabe aclarar que esta linealizacién esta bien definida para los valores establecidos en
el teorema (|1.2.5)) salvo en el punto (0,0), ya que se requiere que y; > 1 para i = 1,2.
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obteniendo entonces soluciones periddicas para el sistema lineal asociado,
sin embargo, esto no asegura que el sistema no lineal tenga este comporta-
miento. Mediante el resultado analitico que se obtuvo en [20] se asegura la

periodicidad de las soluciones para el sistema no lineal:

Teorema 1.2.6. El modelo (1.18)-(1.19)) bajo condiciones iniciales positi-
vas y verificando la desigualdad (1.24) tiene una inica solucion positiva y

periodica que oscila alrededor del punto de equilibrio (1.22)).

Es importante observar que, en este trabajo estamos interesados en uno

de los dos posibles casos de la desigualdad ([1.24)), este caso es:
71 <0, v >0, (125)

dicha eleccion tiene una justificacion bioldgica, ya que los osteoblastos pro-
ducen OPG que inhibe la formacion de osteoclastos (por lo que se asume que
v sea negativo) y RANKL que estimula la diferenciacion de los osteoclastos
(i.e. 79 se asumiria positivo).

La Figura[L.7 muestra una simulacion realizada con los parametros de las Ta-
blas v [L.7, que corrobora el comportamiento oscilatorio de las soluciones

para el modelo simplificado.
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Coeficientes | Valor Unidades

o 0.3 (um) " dia~?
g 0.1 (um)~72dia™!
B 0.2 dia~!

Ba 0.02 dia=!

Y1 -0.3 stn dimension
Yo 0.5 stn dimension
k1 0.093 %pm dia=!
ko 0.00032 %um dia™!

Tabla 1.6: Parametros del modelo de Komarova simplificado

Poblaciones iniciales y masa 6sea inicial

u(0) =10.0 | v(0) =10 | =(0) =95.50

Tabla 1.7: Condiciones iniciales del modelo de Komarova simplificado
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Figura 1.7: Simulacién del modelo Komarova simplificado.

Modelo de metastasis 6sea

Los experimentos que se realizan para estudiar la metastasis in vivo e
in vitro resultan ser dificiles y muy limitados [29], por lo que los modelos
mateméticos y computacionales surgen como herramientas para entender su
dindmica y poder corroborar ciertas hipotesis biologicas que se tienen de
dicho padecimiento. Algunos trabajos utilizando modelos para el estudio del
cancer son [16,[I7]. En el trabajo [1§] se estudia la dinamica del circulo vicioso
de la metéstasis en los huesos, cuyo modelo presentado es una extension del
modelo Komarova simplificado — y que es llamado modelo OC-
OB-CC. Este modelo busca describir de manera temporal la dinamica de
los osteoblastos, osteoclastos y las células cancerosas. En este trabajo, se

demuestra la existencia y unicidad de la solucién y se realiza el estudio de
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los puntos de equilibrio y su estabilidad.

A continuacion presentaremos las hipotesis del modelo:

H1

H2

H3

H4

Hb5

H6

H7

No hay influencia externa en las poblaciones de osteoclastos, osteoblas-

tos y células cancerosas; es decir, el sistema OC-OB-CC es aislado.

La degradaciéon de osteoclastos y osteoblastos es normal y por lo tanto

se considera lineal.

La senalizaciéon paracrina entre osteoclastos y osteoblastos regula el
crecimiento de ambas poblaciones y se asume que puede modelarse

mediante ley de potencias.

Las células cancerosas (CC) tienen un crecimiento logistico, el cual es

un comportamiento natural cuando hay recursos limitados.

Las células cancerosas (CC) y los osteoblastos (OB) pueden tener una
relacion mutualista (ambos se benefician para desarrollarse) o relacion
competitiva (compiten por recursos perjudicandose entre ellas), depen-

diendo del dano 6seo considerado.

Los osteoclastos (OC) y las células cancerosas (CC) tienen una relacion

de mutualismo.

La muerte de las células cancerosas es debida a factores inherentes al
microambiente 6seo y se asume que es proporcional a la poblacion de

células cancerosas.

Las variables y los pardmetros del modelo son:
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. u,v,w representan el nimero de osteoclastos, osteoblastos y células

cancerosas respectivamente.

. Las tasas de produccion y las tasas de apoptosis de las tres poblaciones

celulares estan denotadas por «; y f; para i = 1(OC), 2 (OB), 3 (CC).
Los exponentes 7;, 72 son los mismos que en el modelo de Komarova

simplificado y cumplen la desigualdad ((1.25)).

. El coeficiente positivo K es la capacidad de carga de las células cance-

rosas en el ambiente 6seo.

. Las constantes o; para j = 1,4 representan la relacién de mutualismo

o competencia entre las poblaciones celulares 6seas y cancerosas.

* Para el caso de mutualismo se tiene : 01,09,03 > 0.

** Para el caso de competencia se tiene: o1,09,03 < 0.

. Para el pardmetro o, se trata de manera diferente:

Sioy > 0, dado que y; < 0, el aporte de los osteoblastos a la poblacion

del cancer es
w

o 0w = oy (1.26)

v’
esta ecuacion muestra que cuando la poblacion de osteoblastos crece,
menor es el aporte que le brinda a la poblaciéon del cancer y si la po-
blaciéon de osteoblastos decrece, la poblacién del cancer se beneficiara.
Si o4 < 0, entonces el lado derecho de la ecuacion es negati-
vo por lo que si la poblaciéon de osteoblastos decrece, se perjudica de

mayor manera a la poblacion de células cancerosas y si la poblacion



1.2.2 Modelo de metastasis O0sea 37

de osteoblastos crece menor repercusion tendra la poblaciéon de células

cancerosas.

Por lo tanto, teniendo en cuenta las hipotesis H>-H7 basadas en observacio-
nes experimentales consideraremos positivos los pardmetros oy y o3, y en el
caso de o9, 04 pueden considerarse positivos o negativos (se analizaron ambos
casos en el trabajo [18]). Por ultimo, el término (o3u™ + o4v") representa
la contribucion de las poblaciones 6seas al desarrollo del tumor. Observe
que estéa regulado por la senalizacion paracrina de las poblaciones de los os-
teoclastos y los osteoblastos. Dicha simplificacion facilita el analisis de las

ecuaciones del sistema. Por todo lo anterior el modelo OC-OB-CC es:

u = aruv™ — fru + oruw
v = aou?v — B + oovw Modelo OC-OB-CC

w = o3 <1 — %) w ~+ (o3u™ + 00" )w — Fzw
(1.27)
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Modelo OC-OB-CC adimensional

Para poder estudiar el modelo, definimos las siguientes variables adimensio-

nales:

a(r) = (Z—z)_ u(t) s o(r) = (Z-j) o) s w(r) = % LT = agt.
(1.28)

Despejando las variables originales se tiene:

u(t) = (%)”12@(7) Lo(t) = (%)”111—,(7) w=Kwo:t=—. (1.29)

5] aq as

De esta forma calculamos las derivadas con respecto a t usando regla de la
cadena:
1
du _ (du) (dr _ (o5}
dt — \dr)\dt)
dv _ (do\ (dr\ (o5
dt — \dr)\dt) \a
dw dw\ (dr dw\ [d(tas) o
dt <dr> (dt) (df)( dt ) v

Sustituimos en el modelo OC-OB-CC y obtenemos el siguiente modelo adi-

$|&

mensional equivalente:

i

u =u (" +aw—by),
U =0 (0 + ayw — by) Modelo adimensional (1.30)
W =@ (1 — @+ azg@™ + aso" — by) .
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En donde los nuevos parametros son:

Koy Koy _ 03 _ Ty i 19
a; = ; Qo = ; a3 = —; a4__7i__7Z_773'
Qs Qs Qg aq (0%

Observe que adimensionar el sistema nos permitié tener una cantidad menor
de parametros (el modelo OC-OB-CC tiene trece parametros y el modelo
adimensional tiene nueve parametros). Los signos de los nuevos parametros
estdn en funcién de los anteriores por lo que: aj, a3, b; > 0 parai=1,2,3 y
as, a4 pueden ser positivos o negativos.

Definamos ahora el conjunto de interés biologico Q = {(x,y, 2)| x,y > 0,2 >
0}. Fue definido de esta forma porque las variables del modelo sblo tienen
sentido biolégico cuando son positivas o nulas.

Por otro lado, las funciones del lado derecho del modelo adimensional ,
son C1(Q2) y por lo tanto para cualquier condicién inicial contenida en €
por el teorema existe una unica solucion en una vecindad de ¢y3. De
manera analoga lo anterior se cumple para el modelo OC-OB-CC.

Ademés de la existencia y unicidad de la solucion, es necesario estudiar si
las soluciones permanecen en el conjunto de interés bioldgico §2; para esto
necesitamos denotar Q = {(u,v,w) € R3|u,v > 0,w = 0}. A continuacién

presentamos el Teorema que garantiza dicha propiedad:

Teorema 1.2.7. Sea (u,v,w) la solucion del sistema (1.30)) con dato inicial

(tg, Do, W) € Q. Entonces:

(a) Si (g, Vo, W) € Q\Q (es decir en el interior de ), entonces (u(7),v(r), w(T)) €

O\ Q para todo T > 0 en donde esté definida la solucion.

(b) Si (g, vy, wo) € Q, entonces (u(7),v(7),w(T)) € Q para todo 7 > 0 en
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donde esté definida la solucion.

Demostracion. Tomemos una condicion inicial (g, Ug, we) en el interior de
Q2. Procedamos por reduccion al absurdo. Suponga que para algan 7 € [0, /3)
( donde S es el extremo derecho del intervalo maximal de solucién) se tiene

que u(1) =00 0(r) = 0 0 w(r) = 0. Definamos el conjunto:
A={r€l0,p)] u(r)=0 o v(r) =0 o w(r) = 0}.

Observe que A es no vacio por hipoétesis y acotado inferiormente por 0, en-
tonces tiene infimo en el conjunto de los reales. Denotemos con 7* el infimo
de A. Veamos que 7% > 0, por un lado como la soluciéon (u, v, w) es continua,
entonces existe d > 0 tal que @(7),v(7),w(r) > 0 para todo 0 < 7 < J y por
otro lado 7* > 6 > 0 ya que es la mayor de las cotas inferiores.

Vamos a demostrar que 7* € A. Como para toda n en los naturales existira
tn € A tal que 7 < 7, < 7, + £, por tanto u(7,) =00 v(1) =0 0 w(r) = 0.
Podemos construir una subsucesion {n,, }>°_; estrictamente creciente tal que
los 7, anulen a s6lo una de las componentes de la solucion (por ejemplo
(Tyn,,)) = 0). Entonces lim,, o (7,,,) = 7*. Finalmente por la continuidad

de @ se tiene que:

u(r’) = lim (a(r,,)) =0,

luego 7* € A*.

Por lo tanto tenemos 3 posibles casos:

(i) a(r*)) =0.
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(i) o(t*)) =0.
(iii) w(r*)) = 0.
Notese que si 0 < 7 < 7* entonces @(7),v(7),w(7) > 0. Por lo que:
Caso (i). Se tiene que

/OT (Z((;))) ds = /07@“(8) + ayw(s) — by)ds.

Por un lado, se tiene que,

/OT (Z&)) ds = log(u(r)) — log(t).

Por otro lado, se tiene que,

/ (0" (s) + ayw(s) — by)ds > / —bids = —by x T.
0 0

Asi,
log(u(T)) > log(ug) — by 7.

Luego

u(1) > tpe™ 7 > 0.

Finalmente como @ es continua entonces

que es una contradiccion.
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Caso (ii). Se tiene que

/OT <g((5))> ds = /OT(W@) + ayw(s) — by)ds.

Por un lado, se tiene que,

[ () = oot = o

Por otro lado, como w € C*([0,8)) y [0,7*] C [0, ], entonces w es
continua en [0, 7*], luego por el Teorema de Weierstrass, w esta acotada

en [0,7*]. Sea M > 0 dicha cota. Entonces
/ (@ (s)+asw(s)—bg)ds > / (—|ag|* M —by)ds = (—|ag|*x M —by)*T.
0 0

Asi,
log(v(1)) > log(vg) + (—|az| * M — bs) 7.

Luego

7‘(12‘*M7b2)*T

o(7) > Tgel > 0.

Finalmente como v es continua entonces

0=o(r") = lim (3(1)) = lim (ggel~lezkM=b2)* (—lag|*M—by)x7*)

T—T* " T—T* "

= Vo€ > 0,

que es una contradiccion.

Caso (iii) Por el caso (ii) tenemos que () > 0 si 7 € [0,7*]. Por el Teorema

de Weierstrass existe m = min{o(7)|7 € [0,7*]}. Como m es minimo,
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entonces existe 7, € [0, 7%] tal que m = v(m) > 0. Asi, si 7 € [0, 7] se

tiene que (1) > m > 0. Entonces dado que 7; < 0, tenemos que

0 < (o(r))" <m™,

si 7 € [0,7*]. Luego

as(0(7))" > —|agm™.

Ahora procediendo de manera similar a los otros dos casos tenemos que

siTel0,7%),

/OT (i((ss))) ds = /07(1 — i(s) + a3(i(s))" + as(0(s))™ — bs)ds.

Por un lado

/oT (w((s?) ds = log (w()) — log (wp). (1.31)

Por otro lado

/OT(l—w(s)jLag(u(s))W+a4(v(s))72—bg)ds > /OT(l—M—|a4]m“—b3)ds.
(1.32)

De este modo tenemos

log (w(7)) > log (wg) + (1 — M — |ag|m™ — bs) * 7. (1.33)
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Asi
w(T) > woexp (1 — M — |ag/m™ — bs) % 7.) (1.34)

Pero como 0 = w(7*), entonces
0 =w(7*) > woexp (1 — M — |ag|m™ — b3) x 7°.) (1.35)

Lo cual es una contradiccion.

De este modo no hay ningtin 7° > 0 tal que anule alguna de las funciones
u,v,w. Esta contradiccion surgié por haber supuesto que el conjunto A es
no vacio.

La demostracion en el caso de (u(7p),v(m), w(79)) € €2, es andloga a la

realizada en el Teorema ((1.2.4)). O

Es importante denotar que el Teorema anterior puede utilizarse para de-

mostrar que la soluciéon del modelo OC-OB-CC también pertenece a ).

Corolario 1.2.2. Sea (u,v,w) la solucion del sistema (1.27)) con dato inicial
(uo, vo, wo) € 82, y suponga que existe M > 0 tal que la funcion w estd acotada
por M. Entonces:
(a) Si(ug,vo,wy) € Q\Q (es decir en el interior de ), entonces (u(t),v(t), w(t)) €

Q\ Q para todo t > 0 en donde esté definida la solucion.
(b) Si (ug,vo,wp) € Q, entonces (u(t),v(t),w(t)) € Q para todo t > 0 en
donde esté definida la solucion.

Demostracion. Utilizando el cambio de variable (1.29) y por el Teorema
(1.2.7) se tiene la demostracion en ambos casos. O
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Estados de Equilibrio
El modelo OC-OB-CC puede presentar uno o dos puntos de equilibrio [I§],
segun los valores de los pardmetros:
Equzlibrio libre de cdncer:
Dicho equilibrio se encuentra cuando no hay presencia de células cancerosas

i.e. w = 0, por lo que las ecuaciones del modelo adimensional dan lugar a:

0=a ("™ —b),
0=0(u"™ —by).
El caso 4 = 0 o ¥ = 0 no es de nuestro interés por la relacion mutualista de

los osteoblastos y los osteoclastos, es decir, no pertenece a 2. De este modo

tenemos:

@ = (by)

vt = (bl)% Equilibrio libre de cancer adimensional.

w* =0

Deshaciendo el cambio de variable podemos obtener el punto de equilibrio

del sistema original:
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%k

w* = “’? = w* = 0. Asi denotamos:

B ( B ) 3 Equilibrio libre de Cancer.
0

Denotemos con Er = (u}, v, wh) v uf, v son positivos; el lector puede
observar que dicho punto de equilibrio coincide con el punto de equilibrio del

modelo de Komarova simplificado ((1.22)).

Equilibrio invasion de cdncer
Dicho equilibrio se encuentra cuando las 3 poblaciones coexisten al mismo

tiempo, por lo que descartando los casos © =06 v =0 6 w = 0, tenemos:

O:@,Yl +a1w—b1,
0=u" +CLQ’U_J—bQ,

0=1 —lD—i-aga"’Q +(Z4?771 — bg.

Si multiplicamos la primer ecuaciéon por —ay y la segunda por —ag para su-
marlas con la tercera tendremos una ecuaciéon que solo dependa de w. Tenien-
do el valor de w podemos despejar © y v para obtener el punto de equilibrio
(siempre y cuando 1+ asa; + asay sea distinto de cero y los cocientes sean

positivos.):
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1)

% bg — a9 + bgClQ + b2a4a1 — a4a2b1 72
=
1+ asaq + asas

. by — ay + bsay + biazas — aza,bs o
v ( 1+ aqa; + azas )
—1+ b3 — asby — azby

—1 — asaq — asas )

wr =

Este punto de equilibrio lo llamaremos Equilibrio invasiéon de cancer
adimensional. Deshaciendo nuevamente el cambio de variable y usando por
comodidad las variables: 7 = 2% y d = ayqor + a10903 + az0104. Podemos

obtener el punto de equilibrio del sistema original.

1
. _ (041(7"52 + B309 — a309) — 04(B109 — 5201)) 7 )
Ug = y
oF (062(7“51 + Bs01 — o1a3) — o3(Broa — 5201)) i (1.36)
L=
d
. s — a1f3 + 1030y + a0
wg = g )

El punto de equilibrio anterior lo llamaremos Equilibrio invasién de Can-
cer y lo denotaremos con Ec = (ul,v§, wg). Es necesario realizar ciertas

observaciones a estos puntos de equilibrio.
1 El punto de equilibrio libre de cancer siempre estara en la region €.
2 Si d = 0, entonces no existe el punto de equilibrio.

3 En [I8] no se estudio6 para que casos, los puntos de equilibrio estan en la
region (2, sin embargo es claro que si ug, o v son cero o w¢, es negativo,

entonces el punto de equilibrio no estaria en la region de €.
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Analisis de Estabilidad

Para estudiar la estabilidad en ambos estados, usaremos el anéalisis estandar
que consiste en linealizar el sistema adimensional (de manera anéloga como
en el modelo Komarova) alrededor de los puntos de equilibrio calculando la
matriz Jacobiana del sistema y obteniendo su polinomio caracteristico aso-
ciado a dicha matriz. Lo denotaremos como Pj(s).

Sean f,g,h: Q — R funciones C*[Q)] dadas por:

Ji

o f(u,v,w) = a0 4+ ajw — by),

dt

g

v g(u,v,w) = v(u™ + ayw — by),

dr

dw o _ _ _ _

= h(u,v,w) = w(l —w+ azua” + a0 — bs).
-

Calculando para las 3 funciones sus respectivas derivadas parciales en el punto

(u*, v*, w*) tenemos que J(u*, v*, w*)=

@)t —b (@) " (@) a, "
’}/2(7?6*) 72_1(7_)*) ('L_L*> 72 + alu_)* — b2 GQ’U*
asy2(u*) iy asy1 (0%) Mol 1 - 20t + as(@*) 7 + as(v*) " — by

En el trabajo [I8, 35] se prueban los siguientes resultados teoricos:

Teorema 1.2.8. FEl sistema OC-OB-CC con condicion inicial en €2 y que
cumple la propiedad (1.25)) tiene una solucion de equilibrio libre de cdncer
Ep = (u}, v}, wy) localmente estable si:

Baos | Proy

— +
(6%) (%51

< P — as. (1.37)

Ademds, el sistema OC-OB-CC tiene una unica solucion periddica que oscila
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= ((2)(2)" ). 039

En la Tabla[1.§8]se explica sentido biologico de este resultado matematico:

alrededor de :

Debilitar la poblaciéon de Céancer

Relacion mutualista/nula OB-CC (04 < 0) | Relacion competitiva OB-CC (g4 > 0)
Aumentar produccion de OB (1 az). Aumentar muertes de CC (1 f33).
Debilitar mutualismo OC-CC (| o3). Disminuir la produccion de CC (| a3).

Tabla 1.8: Interpretacion biolégica de E.L.C

En la Fig. puede observase una simulacién numeérica en este caso; la
Tabla [I.10] muestra el valor de los parametros usados en esta simulacion. Es
claro que el sistema presenta caracteristicas similares al modelo propuesto
por Jerez y Chen [20]. En la Fig. se muestra un escenario en donde el

cancer no pudo colonizar.

Teorema 1.2.9. El sistema OC-OB-CC con cualquier condicion inicial (ug, vo, wy) €
Q, que cumpla la propiedad y asumiendo que el punto de equilibrio es-
té bien definido y sea un elemento del interior de §2, tiene una solucion de
equilibrio invasion de cincer Eq = (uf, vi, w) localmente asintdticamente

estable, si se cumplen condiciones:
(i) o2 <0
(ii) 04 =0
(ii) 2202 < 22

(iv) 12 < o

o3’
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* @ B1
() wie (1- i) < &

Si o9 > 0, entonces E¢ es inestable.

En el caso en donde el cancer tenga una invasion exitosa, las tres ultimas
desigualdades expuestas anteriormente tienen una interpretaciéon en términos

bioloégicos:

Invasién exitosa del Cancer

La producciéon de céncer debe ser alta T as

El cancer debe controlar la produccién de osteoclastos | | oq

Los osteoblastos deben competir contra el cancer T o9

Tabla 1.9: Interpretacion biologica de E.L.C

En las Fig. [I.1I0]{I.T1] se presentan las simulaciones de las soluciones para
el caso de invasion de cancer, mostrando una lesiéon osteolitica y una lesion
mixta respectivamente. La Tabla 1.12 muestra los parametros utilizados para
estas simulaciones.

Simulaciones numéricas
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Figura 1.8: Simulacién del modelo OC-OB-CC.

Coeficientes | Valor Unidades

a 0.3 (,mn)_“dz{a_1
Qg 0.1 (/vbm)_”dz{a_1
B, 0.2 dia”"

By 0.02 dia”"

Y1 -0.3 | sin dimension
Yo 0.5 sin dimension
ky 0.07 | %um dia”
- 0.0022 |  %um dia_

Tabla 1.10: Parametros del BMU para una persona sana.
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Figura 1.9: Simulacién del modelo OC-OB-CC (libre de cancer).
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Figura 1.10: Simulacion de la invasién de cancer (lesién osteolitica).
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Figura 1.11: Simulacién de la invasiéon de cancer (lesion mixta).

Coeficientes | Libre de céancer Invasiéon de cancer Unidades
Lesion mixta | Lesion osteolitica

as 0.045 0.055 0.055 dia”
Bs 0.05 0.05 0.05 dia”"
o1 0.001 0.001 0.0005 (um)~'dia "
o -0.00005 -0.005 -0.009 (um)~‘dia "'
s 0.005 0.001 0.001 (um)~2dia "
o4 0.0 0.0 0.0 (um)"dia”"
o 0.08 0.023 0.02 Yum dia”
s 0.0015 0.023 0.003 Yopm dia

Tabla 1.11: Parametros de la simulaciones del modelo OC-OB-CC.
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Capitulo 2

Teoria y aproximacion del

Problema de Control Optimo

La modelacién matematica que utiliza ecuaciones diferenciales es una
herramienta que permite hacer descripciones o predicciones de un fenémeno.
Lamentablemente durante varios anos estuvo limitada a estos aspectos. En
1962 un grupo de matematicos rusos liderados por Lev Pontryagin publicaron
“The matematical Theory of Optimal Process” cuya finalidad era presentar
un principio matematico para poder resolver una gran cantidad de problemas
fisicos en donde podian ser controlados de cierto modo (L. S. Pontriagin, V.
G. Boltyanskii, R.V. Gamkrelidze y E. F. Mishchenko, 1962).[39]

De manera general, podemos entender la teoria del control 6ptimo como
una teorfa matematica enfocada a problemas de optimizacién (minimizar o
maximizar un funcional de costo dado) definidos en sistemas dinémico{], por

medio de la bisqueda de una funciéon de control 6ptimo que guie la conducta

1Sistemas regidos por un conjunto de ecuaciones diferenciales y su condicién inicial.

95
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temporal de un sistema dindmico hacia un fin especifico.

El siguiente capitulo presentara los resultados tedricos béasicos para poder
entender y aplicar los resultados de la teoria de control 6ptimo, utilizados en
el modelo objetivo. Dicho material esta basado en las siguientes referencias.

39, 40, 41, 42]

Teoria del Control Optimo

La formulacion matematica de un gran niimero de procesos fisicos contro-
lables ajenos al enfoque del analisis clasico variacional tiene como nombre el
Principio del Mdximo. Los procesos fisicos controlables de interés son aque-
llos que pueden ser descritos con un sistema de ecuaciones diferenciales donde
cada ecuacion es una funciéon de los estados del sistema y de los controles
(ambas funciones reales del tiempo en un intervalo real dado).

Dichas ecuaciones controlan el valor de una funcional integral definida sobre
un intervalo de tiempo, cuyo integrando también es funciéon de los estados y
los controles, que mide de cierta manera el costo-beneficio del uso de nuestro
control.

El problema a resolver es: “Dada una condicién terminal, queremos encontrar
un control (que llamaremos control éptimo) que desplace a nuestro objeto de
interés de la condicion inicial a la terminal y minimice (maximice) el integral
funcional donde los extremos del intervalo de tiempo no son fijos pero si la
condicién inicial y final”.

En la mayoria de los problemas aplicados, los controles estan sujetos a ciertas

restricciones. Dichas restricciones asociadas a los controles definen un con-
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junto U llamado la region de control con la propiedad de ser cerrado. Debida
a esta condicion los candidatos a controles 6ptimos pueden estar definidos
en la frontera de U, siendo lo anterior la caracteristica de los problemas no
clasicos del calculo variacional, para mayor detalle consultar [39].

Un ejemplo de un problema no clasico del calculo de variaciones es el proble-
ma de tiempo dptimo caracterizado por 3 aspectos: la integral del funcional
es la resta de los extremos del intervalo de tiempo; las funciones asociadas a
las ecuaciones diferenciales son lineales de los estados del sistema y controles
con coeficientes reales; y finalmente la regién de control es un poliedro cerra-
do convexo ( L. S. Pontriagin, V. G. Boltyanskii, R.V. Gamkrelidze y E. F.
Mishchenko,1962).[39]

Formulacién del Problema de Control 6ptimo

Sean tg € R y n,r € N. Considere el problema de resolver el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales auténomo:

dx

%(ﬂ :g(xvu)v (2'1)

donde g : 2 x U — R", con 2 C R" el dominio natural del sistema, u € U C

R", ademas:
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El sistema esta sujeto a (s.a): zg := (z1(to), ..., Tn(to)) € R™.
Ademaés suponga que g, g;’j_ y g%; son continuas en Q x U para i = 1,...,n,
j=1,.,nyk=1,..r (iege CHQ x U]).

Tomemos t; € R con t; > . Por la estructura de (2.1)) podemos sustituir el

vector u por alguna funciéon vectorial de variable real pero condicionandola
de tal modo que el sistema tenga solucion. Esto da pie a la definicién de

control.

Definicion 2.1.1. Sea una funcion u : [to,t1] — U continua a trozos y

U C R" cerrado. Dicha funcion se llamard control si cumple lo siquiente:

1. Existen los limites

lim wu(t), lm wu(t). (2.2)

+ —
t—t] t—t]

2. Sic esun punto de discontinuidad de u, entonces el limite por la derecha
existe, 1.e.

lim u(t) = u(c). (2.3)

t—ct
3. Eziste una funcion ¢ : [tg,t1] — R™ tal que:

1. Vt e [to,tl] : ¢(t> € Q,
d

2. V*t € [to, t1] : % = g(o,u).

A la solucion ¢ la llamaremos trayectoria. Al conjunto U lo llamaremos
region de control. Nombraremos a la ecuacion diferencial como ecua-
cion del movimiento del sistema y a las imagenes ¢;(t) las llamaremos esta-
do del sistema al tiempo t. Finalmente a los puntos (to, ¢(to)), (t1,¢(t1)) vy
(to, d(to),t1, ¢(t1)) los llamaremos punto inicial de la trayectoria, punto final

de la trayectoria y extremo de la trayectoria respectivamente.
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Sea la funcidon de costo f: [to,t1] X QA x U = R, f € CHQ x U].
El problema de control 6ptimo consiste en minimizar el funcional de costo

como sigue:

min {/tt FE 1 (E), oo 2n (), ur (£), ooy (£)) dt | admz’sible} (2.4)

s.a u(t) € U Vt € [ty, ti],
xy = (21(t1), .., zp(ty)) € Q.

Definiciéon 2.1.2. Diremos que un control u es admisible, si existe una tra-

yectoria ¢ correspondiente a u tal que:
1. La funcion de costo es Riemann integrable en [to, t1].
2.Vt € [to,tl] : U(t) ev.

3. (to, ¢(to), t1,¢(t1)) es punto extremo de la trayectoria. Una trayectoria
correspondiente a un control admisible serd llamada trayectoria admi-

sible.

Definicion 2.1.3. A la pareja de funciones (xo,u) tales que u es control
admisible y xq es la condicion inicial de la trayectoria correspondiente a u se

le llamard par admisible.

Definicion 2.1.4. Diremos que un control admisible es un control éptimo si
minimiza el funcional de costo. A la trayectoria asociada al control dptimo

la llamaremos trayectoria optima.

Observaciones
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d.

. La formulacién anterior estda enfocada hacia la resolucion del proble-

ma de modelacion en esta tesis, para una formulacion méas general del

problema de control ver capitulo dos [40)].

. En el P.C.O, la funcién de control es sensible a las variaciones en el

valor del tiempo final pero no presenta esta sensibilidad en cambios del
tiempo inicial. Si el lector desea ahondar sobre esta propiedad puede

ver el capitulo uno [41].

. Dado que la ecuacion del movimiento del sistema (2.1)) es auténomo,

podemos realizar una transiciéon a lo largo del eje t sin cambiar las
propiedades de los controles y sin alterar el valor del funcional de costo.
Si el lector desea ahondar sobre esta propiedad puede ver el capitulo

uno|39].

. Una manera de considerar controles continuos es: Si de algin mo-

do conocemos los puntos de discontinuidad del control, por ejemplo
01,...,0,, EL entonces realizando una particién a nuestro intervalo de
tiempo [to, 1], obteniendo los intervalos [to, 61], ..., [0m, t1]. Las condi-
ciones iniciales en cada subintervalo serian x(to), xz(61),...,z(0,,) y de

este modo en cada uno de ellos tendriamos un control continuo.

. La notaciéon V* hace referencia a para casi todos. Eso significa que existe

una cantidad numerable de puntos que no cumplen la condicién espe-

cificada.

Para fines de nuestro modelo n = 3 y » = 1. La regién de control es

2Dichos puntos dependen del tipo de problema a modelar.
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0,1].

Principio del maximo

La técnica principal para resolver un P.C.O. es resolver un conjunto de
condiciones necesarias que el control éptimo y su correspondiente trayectoria
deben satisfacer. A manera de resumen, Pontryagin [39] introdujo la idea
de variables adjuntas para enlazar la ecuaciéon diferencial con el funcional

objetivo. El resultado que obtuvo se le conoce como el principio del Maximo.

Teorema 2.1.1. [Principio del Mdximo de Pontryagin] Si u* : [to,t;] — U
es un control dptimo para el P.C.O. (2.1) y x* : Q@ — R" es la trayecto-
ria optima asociada, entonces existe una variable adjunta X : [to,t;] — R"

diferenciable a trozos tal que:
H(t, 2 (8), (1), \(1)) < H(t, 2 (8), u(t), A(1)).

Para cada control u admisible en cada tiempo t, se define el Hamiltoniano

H como:
H(t,x(t),u(t), A\(t)) == f(t,z(t),u(t))+ < A(t), g(t, z(t),u(t)) >,  (2.5)

<,> es el producto punto de R" usual.

d\i(t)  OH(t,x"(t),u(t), A(t) .
i oz, 1=1,n, (2.6)

3En fisica el Hamiltoniano en términos generales es la suma de la energia cinética y la
energia potencial de un sistema. Sin embargo en este trabajo se manejaré solamente como
un funcional auxiliar para resolver el P.C.O.
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(A1(t1), ...y Au(t1)) = (0, ..., 0). (2.7)

A la condicion de que %—[ﬂu:u* = (0, ...,0) se llama condicion de optima-
lidad. Las ecuaciones de se llaman sistema de ecuaciones adjuntas y
a la llamaremos condicion de transversalidad. La demostracion de este
teorema puede verse en [39] Cap. 2. En el apéndice Principio de Pontryagin
] se presenta un desarrollo usando herramientas de célculo variacional en el
que se deducen estas condiciones necesarias.

Observaciones al principio del maximo

La version presentada del principio del maximo tiene como hipétesis implicita
que la region de control no esta acotada. La version que maneja los controles
acotados es practicamente anédloga (tanto en resultados como en demostra-
cion) a la mostrada aqui. El autor decidi6 presentar la primer version ya que

facilita la comprension al lector, para méas detalles puede ver capitulo 8 [41].

Si requerimos exponer la forma del control cuando tenemos una region
de control acotada, dado que el control que trabajaremos es unidimensional

entonces tendremos:

1. Si el problema es de maximizar y u € [a, b], entonces

o0H

a sii G <0,
b sii 22 > 0.

ou
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2. Si el problema es de minimizar y u € [a, b], entonces

b sii 91 <0,
ult) =4 a<u*<b sii U=, (2.9)
a sit. 92 > 0.

Donde u* denota la caracterizacion del control que se obtiene mediante la
condiciéon de optimalidad y la abreviacion sii significa si y solo si. Estas
caracteristicas seran ttiles para resolver la ecuaciéon de movimiento y la ad-
junta. En la secciéon de controles continuos y singulares explicaremos como

hacer uso de ellas.

Existencia de controles 6ptimos

Una manera clasica de estudiar la existencia de una soluciéon para el
P.C.O. es usando las herramientas usuales para cada tipo de los siguien-
tes problemas: Mayer, Lagrange y Bolza (Wendel H. Fleming and Raymond
W. Rishel, 1975) [40]. El primero consiste en minimizar una funciéon ¥ real
cuya variable es un punto extremo de una trayectoria, el segundo consiste
en minimizar un funcional integral, el cual se presenta en este trabajo y el
tercero es la combinacién de los dos casos anteriores, es decir, minimizamos
la suma de una funciéon mas un funcional integral.

Para asegurar existencia de la solucion, se requieren no sélo condiciones sobre
el control sino también sobre el funcional de costo y la ecuacién de movimien-
to. El Teorema 4.1 del Cap. 3 de [40)], brinda las condiciones suficientes para

garantizar la existencia de un control 6ptimo. Para esto, definamos primero



64 Teoria y aproximaciéon del Problema de Control Optimo

a S = {(to, t1, o, x1)} como el conjunto de puntos extremos de la trayectoria

ry F={(z9,u)} el conjunto de parejas admisiblesﬁ
Teorema 2.1.2. Suponga que el P.C.O. satisface :
H1 La funcion g de (2.1) cumple que:

(a) g es continua y existen Cp,Cy > 0 tales que cumplen:
(b) llg(t, @, w)|| < CL(1 4[| + |ul).

(¢) llg(t, 7, u) = g(t, z, u)|| < Co(||7 = 2|[) (1 + |ul).

Vit € [to,tl], l’,.f'ER3 YyueE U.

H2 F # 0.
H3 La region de control U es cerrada y conveza.
H; S es compacto.

H5 g puede descomponerse como suma de funciones y ser lineal en u, i.e.

g(t,x,u) = alt,x) + B(t, x)u.

H6 f(t,z,*) es convexo en U y f(t,x,u) > c1|u|™ —co para algun ¢y, cy > 0

yn € N.

Entonces existe (x5, u*) € F que minimizan J(zq,u) en FJ]

4Si bien las parejas admisibles son la trayectoria z(¢) y el control u(t), en [40] lo presen-
tan con la condicién inicial, debido a la unicidad de la solucién del sistema de movimiento.
®La demostracion del teorema puede verse en [40).
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Observaciones del Teorema [2.1.2

1 El espacio de controles donde trabaja el teorema es el de las funciones
Lebesgue integrables en [tg,t1] y sus trayectorias son funciones abso-
lutamente continuas. Este punto se tratara en las secciones siguientes
debido a que se busca ejemplificar las dificultades inherentes del espa-
cio de controles continuos a trozos en [to,t;] y trayectorias Riemann-

integrables.

2 La hipotesis H2 puede tratarse como implicita para cualquier problema
de existencia, es decir, si buscamos un minimo en un conjunto, pedir que
no sea vacio es evidente. En el caso donde no existe una soluciéon para
el P.C.O. en el espacio utilizado, es posible aproximarse a una solucion
del P.C.0O. tanto como se desee mediante alguna sucesién minimizadora,
ver [40]. Si el lector desea ahondar en el tema lo remitimos a la misma

referencia.

3 Las hipotesis H3-H6 estan adaptadas para el tipo de sistemas de ecua-
ciones que aqui se trabajan, una formulacién méas general de ellas puede

encontrarse en [40)].

Controles continuos

En esta seccion mediante un ejemplo de [41] mostraremos como utilizar
el principio del maximo y obtendremos las soluciones explicitas (control, tra-
yectoria y variable adjunta). Ademdas comentaremos algunos aspectos de la

propuesta del funcional de control basado en trabajo de Lenhart [41].
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Ejemplo 1: Modelo poblacional con crecimiento exponencial. En par-
ticular, queremos usar un control que aumente tanto como sea posible el cre-
cimiento de una poblacién aislada con crecimiento exponencial bajo un costo

limitado. En la siguiente tabla presentaremos las variables y los parametros

del modelo.
Variable Descripcion Rango
x(t) No. individuos al tiempo t. 0, 00)
u(t) No. individuos debido al control al tiempo t | [0, Umaz]
Pardmetro Descripcion Rango
t Tiempo en dias. [0, 7]
A Parametro de peso. [0, 00)
B Parametro de peso. [0, 00)
C Tasa de reproduccion de la poblacion. | (0, 00)

Tabla 2.1: Variables y pardmetros de un modelo de poblaciéon simple tipo
Malthusiano modificado [41].

El modelo que trabajaremos tiene la siguiente estructura:

)

max { /0 ' (Az(t) — Bu(t)?) dt|u admisible}

s.a u(t) € [0, tmaa), (2.10)

/

r =Cx(t)+u(t), z(t) €R,

z(0) = xo.
Es decir, para el problema ([2.10) se considera lo siguiente:
1. Consiste de un control y un estado, ambos unidimensionales.

2. Solo existe condicion inicial para el estado (i.e. el punto final de la

trayectoria es libre).
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3. La utilidad de los parametros de peso, A y B, es darle mas importancia

a una u otra variable dentro del funcional objetivo.

4. Por la forma del integrando del funcional (es una funcién no lineal en w)
es posible caracterizar al control 6ptimo, que dependa del tiempo, del
estado y de la variable adjunta (mediante la condicion de optimalidad).
En el caso cuando el integrando es una funcién lineal se obtiene un
control discontinua de tipo Bang-Bang, este caso se trabajara en la

siguiente seccion.

Ahora podemos aplicar el Teorema Si bien el control esta acotado, la
caracterizacion de u se calcula de la misma manera. De este modo obtenemos

el Hamiltoniano asociado al problema ([2.10)) a partir de ([2.5)), es decir:

3

H(t,z(t),u(t), \(t)) = Az(t) — Bu(t)* + Cax(t)\(t) + u(t)A(t)
A __oH CA(t
A(T) =0,
) . c Al
0= 5l = 2B () + AW = v’ () = 5

Para ejemplificar el problema tomamos los siguientes valores A =
2, B=3C=1,T = 2 = Upaz, o = 5. Como el problema es
de maximizar, propondremos una solucién de la forma . Observe que
en nuestro caso, la ecuacion diferencial adjunta sélo depende de \. Por lo
que puede resolverse facilmente multiplicando ambos lados por un factor

integrante [43]. El resultado es:

At) = 2e*7" — 2. (2.12)
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Para construir la solucion siguiendo ({2.8]), realizamos los siguientes calculos:

OH
—_— —6u(t A(t
8u<0:> 6u(t) + A(t) <0
= A\(t) <0
= 2" -2<0

= 2 < t,

en otras palabras, nuestro control seré la funcién identicamente cero cuando

el tiempo t rebase a dos, lo cual no pasara pues t € [0, 2].

%—[z > 0= —6u(t) + A(t) >0
= —12+A(t) >0
= —12+2*"-2>0
=2—-1In(7) >t
es decir, nuestro control seré la funcién idénticamente dos cuando el tiempo

t sea menor que 2 — In (7), por lo tanto ya podemos resolver la ecuacion del

movimiento para ¢t € [0,2 — In (7)),

r =z(t)+2, z(0)=75, (2.13)

w(t) = —2et 47 site[0,2—1n(7)). (2.14)

At) = 2e* —2
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Ahora resolveremos el tercer caso mediante la caracterizacion de wu:

OH .
— =0=0<u" <2
ou
¢0§%§2
2e27t —2
=0 <2
6
=2-In(7)<t<2,

de este modo, si t € [2 —In7,2], entonces nuestro control es

At)  2e*—2
6 6

ult) = (2.15)

Para poder resolver la ecuaciéon del movimiento en este caso, requerimos de
una condicion inicial. Dado que nuestra trayectoria es una funciéon continua,

entonces podemos calcular su limite en ¢t = 2 — In (7):

14
i ty=7— —
20 (7)$( ) e?’
asi obtenemos:
, 2e27t — 2 14

r =uz(t)+ , 2(2—In(7)=7— (2.16)

e2’
y resolviéndola por factor integrante tenemos:

2e27t — 9 )

329¢? — 588 1 .
x(t) = _¢ 4 ( 6664 ) et + 3 st te2—1In(7),2] (2.17)
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Donde u no presenta una discontinuidad en ¢ = 2 — In(7) ya que:

2e2—2-In(7) _ 9  9c(7) _9 947 _9
2—1In(7)) = = = -
w(2 — In(7)) - 5 ;

2.

A continuacién se presentan las graficas de la solucion.

2.5
2.0 A
1.5 A
1.0 A
0.5 A

0.0

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
40 A

control

w
9]
1

trayectoria
HENNW

1 1 1 1 1 1

ocouoUuowo

0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

o
o

Figura 2.1: Pareja 6ptima del problema ([2.10))

Observaciones al grafico de la pareja 6ptima

* Los controles acotados pueden tener hasta tres comportamientos en un
intervalo de tiempo. En nuestro caso, el comportamiento fue tomar su
maximo valor y después tomar el valor de su caracterizacion hasta el fi-
nal del intervalo. En este ejemplo pudimos calcular de manera analitica

el valor de t cuando realiza dicho cambio, sin embargo en la mayoria de



2.1.5 Controles singulares 71

los casos se realizan estimaciones de t. En controles singulares tienen

un rol mucho més importante.

Controles singulares

En el apartado anterior discutimos como aplicar el principio del maximo
cuando era posible obtener una caracterizacion del control 6ptimo. Dicha ca-
racterizaciéon depende del tipo de funcional que ocupemos. En esta secciéon
discutiremos como aplicar el principio del maximo cuando no es posible ca-
racterizar al control.

Un control que sea continuo a trozos en su dominio y su trayectoria respecti-
va sea C'! se conoce como control de tipo Bang-Bang y es un caso particular
de los controles singulares. En esta seccién, de manera general se abordaran
los controles singulares o discontinuos y en particular se caracterizaran los
controles singulares de tipo Bang-Bang.

Cuando en el P.C.O. el lado derecho de y el funcional de costo son
funciones lineales respecto al control, entonces al aplicarse la condicion de
optimalidad resulta que no se obtiene una expresion analitica del candidato
a control 6ptimo. A continuacion ejemplificamos esto aplicando el principio

del maximo al siguiente problema de control 6ptimo:

min { /t " () + () folt o(0)d | admisz’ble} (2.18)

s.a U(t) S [umimumax]

/

r = gl(ta l’(t)) + u(t)QQ(t7 $(t))>
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x(tg) = mo, x(t1) € R.

Observe que para este tipo de problemas, el Hamiltoniano tiene la siguiente
forma.

H(t,z,u,\) = (f1 + Ag1) + u(fo + Aga). (2.19)
De ([2.19) tenemos que la condicion de optimalidad es de la forma:

OH

%\u:u* =0 folt,z(t)) + Mt)ga(t, z(t)) = 0, (2.20)

la expresion ([2.20)) presenta 2 problemas:

1. No permite encontrar una caracterizacién del candidato a control 6p-

timo.

2. Los puntos que anulan (2.20) son independientes del tipo de control

que se elija.

No obstante dado que el Hamiltoniano es esencialmente una funcién real
podemos estudiarla mediante los cambios de signo de ([2.20]). De lo anterior

se define la siguiente funcion:

Definiciéon 2.1.5. La funcion de conmutacion ¥ : [tg,t1] — R estd definida

por:

U(t) = Hy = folt, z(t)) + AMt)ga(t, 2(1)). (2.21)
A los valores de t donde se anula 1 los llamaremos tiempos de conmutacion.

Para resolver el primer inciso necesitamos proponer un control adecuado

que cumpla las restricciones del problema. En [41] presentan la siguiente
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caracterizacion del candidato a control 6ptimo cuando el problema es de

mazximizarfl

u(t) =4 ? si () =0, (2.22)

| Umaz si () > 0.

Para que esta caracterizacion este completamente definida, necesitamos resol-
ver el segundo inciso. Una manera es estimar cuantos tiempos de conmutacion
existen, pues si existiera una cantidad finita o infinita numerable podemos
prescindir del valor de u en ese punto, sin embargo si existe un intervalo,
requerimos de algun método numérico para poder estimar el control en ese
intervalo. En el caso de nuestro problema de interés tendremos una cantidad

finita numerable se puntos.

Definicién 2.1.6. Diremos que un P.C.0. es de tipo singular si la funcion
de conmutacion se anula en un intervalo contenido en [ty,t1]. Si en particular
se anula en una cantidad a lo mds numerable de puntos, entonces se llamard

Bang-Bang.

Definicion 2.1.7. Si u es control singular. Llamaremos arco singular al

conjunto de las parejas (t,u(t)) tales que ¥(t) = 0.

Ejemplo 2. Control tipo Bang-Bang: Consideramos el modelo de po-

blacion del Ejemplo 1, pero ahora el funcional de costo tiene una dependencia

5En el otro caso Umin ¥ Umae intercambian lugares
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lineal respecto al control u. El nuevo modelo tendra la siguiente forma:

)

maz { /0 " (2(t) — 3u(t)) dt | u admz’sible}

s.a u(t) € 0,2 (2.23)

’

r =x(t) +u(t), z(t) eR,

1'0:5.

Para este caso, el Hamiltoniano es:

H(t, (), u(t), \(t)) = 22(t) — 3u(t) + 2(OAE) + ult)A(t),

la funcion de conmutacion es:

Nuevamente, la ecuacion adjunta

d\
Z =242, M) =0,

s6lo depende de A(t) por lo que su solucion es:
At) = 2% — 2.

Sustituyendo la variable adjunta en la funcién de conmutaciéon tenemos que:
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De este modo podemos ver que 1 (t) = 0 en una cantidad finita de puntos,
por lo tanto u es de tipo Bang-Bang.

Ahora solo falta determinar el intervalo donde v es negativa y el intervalo
donde es positiva, pues en dichos intervalos, el control 6ptimo se mantie-
ne constante y podemos resolver la ecuacion del movimiento del sistema.
Realizando manipulaciones algebraicas anélogas y resolviendo de una forma

similar que en el Ejemplo 1, utilizando la caracterizacion (2.22)) se tiene:

) = 2st te€]0,2—-1In(5/2)), (2.2
0si te[2—1In(5/2),2].

(1) = e —2 site0,2—-1In(5/2)), (2.25)
Te! —5e'7?  site[2—1In(5/2),2].

La Fig. 2.2 muestra la solucion del problema.

control

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

trayectoria
N
o
1

.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00

Figura 2.2: Pareja 6ptima con control Bang-Bang del problema ([2.23)).
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Observaciones al grafico de la pareja 6ptima

* Para cada tiempo de commutacion en los controles tipo Bang-Bang,
se requiere resolver la ecuacion de movimiento cuya nueva condicion
inicial es la brindada en el punto de conmutacion evaluado en nuestra
trayectoria anterior. En otras palabras durante un intervalo de tiempo,
el control perturba a nuestra ecuaciéon de movimiento para después

dejar de interaccionar con ella.

Algoritmos Numeéricos

Las técnicas numeéricas para problemas de control pueden ser clasificadas
en directas o indirectas [51]. Los métodos directos se enfocan en resolver el
problema minimizandolo directamente (discretizan el problema para transfor-
marlo en un problema de programacion matematica [52]). Algunos ejemplos
de ellos son los métodos basados en algoritmos genéticos [53] y las ecua-
ciones de Hamilton-Jacobi-Bellman que consisten en resolver un sistema de
ecuaciones diferenciales parciales que se construye mediante el funcional de
costo [54]. Los métodos indirectos que mediante el principio del méaximo de
Pontryagin [55] y mediante la caracterizacion del control 6ptimo se obtiene
un problema de dos valores en la frontera [46].

En este trabajo nos enfocaremos en los métodos indirectos. Para ello, a conti-
nuacion se presenta un algoritmo conocido como método Forward-Backward,
que resulta una adaptacion de los métodos disparo basados en diferencias

finitas (si el lector desea profundizar en dicho tema, puede consultar [50]).
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Método de Forward-Backward

En la mayoria de los P.C.O. no es posible encontrar una expresion ana-
litica a la solucion (si es que existe), sin embargo podemos utilizar distintos
esquemas numeéricos que nos permiten aproximarnos al control 6ptimo, una
vez que se haya asegurado su existencia.

El algoritmo de Forward-Backward es un método iterativo que surge de la
aplicacion del principio del maximo. Su objetivo es transformar el problema
de P.C.O. en un problema de dos valores en la frontera. Mediante el algo-
ritmo de un disparo podemos transformar el problema de dos valores en la
frontera en dos problemas de valores iniciales [56].

La idea principal de este método es que mediante una caracterizacion del
control 6ptimo (deducida por la condicion de optimalidad o propuesta segin
sea el caso), que usualmente depende de la trayectoria y variable adjunta,
podemos sustituirla en el sistema de ecuaciones del movimiento del siste-
ma, posteriormente resolver dicho sistema, y luego resolver en el sistema de
ecuaciones adjuntas y con esto, utilizando nuevamente la caracterizacion del
control 6ptimo, obtener otro control que utilizaremos para retroalimentar el
método y repetir el proceso hasta cumplir algtin criterio de parada.

El esquema del algoritmo que trabajaremos en esta seccion depende del ti-
po de control que consideremos, i.e., control continuo o control Bang-Bang.

Trabajaremos primero con el control continuo del Ejemplo (2.10)).
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Controles continuos acotados

Acotar nuestro control, nos permite obtener resultados més cercanos a la
realidad. Para poder resolver esa clase de problemas (cuando se maximiza),

nuevamente haremos uso de Pontryagin con una modificacion:

)

= [t 2(t),u(t)) + At)g(t, (), u(t)),

d\(t OH
T o —(fa +Age), A1) €R,
)\(tl) — 0,
OH
%|u:u* = fu + Agu =0,
) (2.26)
Unnin si YP(t) <0,

u(t) =49 F(t,z,\) si ¥(t) =0,

| Umaa st (t) > 0. )

Ahora mediante el esquema general ([2.26)) podemos resolver el problema
(2.11) de manera numérica . Para facilitar la implementacién computacional,
requerimos de una expresion que englobe los tres casos.

Observe que si tomamos los casos menor que cero e igual a cero obtenemos:
1. H, <0 = —2Btmin + CAt) < 0= 20 <y
CA(t
2. H, = 0= 20 = y(t).

Del inciso 1 podemos observar que existirdn puntos ¢ donde nuestra carac-

terizacion de u pueda ser mas pequena que la cota inferior, por lo tanto si
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pedimos que :

max 4 u CA®)
min» 2B °
Esto asegura que el valor mas pequeno que puede tomar u €s u,,;,. De manera

anéloga tomando el caso de H, > 0, podemos deducir que para cada t € [0, 1]:

0= minfumenar L SOV

Esta caracterizacion no es fortuita, de hecho méas adelante veremos que existe
una expresion general para los problemas acotados. Podemos representar los

pasos anteriores en el siguiente esquema general:

Entrada: g, f,tg = by,...,t1 = by, xo, Uy, Umin, Umaz, SOlver para EDO,
criterio de parada.

Pasos:
1. ugq = up.
2. Resolver 2’ = g(t,x,u) con x(ty) = ¢ para obtener z. (Forward).
3. Resolver A" = —(f, + Ag.) con A(t;) = 0 para obtener \ (Backward).
4. Upew = F(t,2,N)

5. Si el criterio de parada se cumple, se regresan los arreglos. Sino se

repite desde el paso 2 con el nuevo valor de u.

Salida: 3 arreglod”] (¢, u(t)), (¢, z(t)), (¢, A(2)).

“Es decir las parejas (t;,u(t;)) coni=1,n
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Observaciones del método Forward-Backward para control conti-
nuo acotado

El método no brinda informaciéon para elegir un valor inicial de ug, por tanto
se requiere de algun criterio auxiliar para poder elegirlo. En nuestro caso, el
control es acotado, por lo que una primera aproximacion es utilizar el control
constante cuyo valor es uno de los extremos (u = 0).

Elegir un método numérico adecuado que resuelva las ecuaciones diferenciales
dependera de la complejidad del problema. Esto es importante porque puede
ocurrir que el error aumente en cada iteracion alejandose de la solucion. En
nuestro caso, el autor utilizara el método Runge-Kutta de cuarto orden que
posee la ventaja de la facilidad de implementaciéon y rapidez en convergencia
[57].

El método por si solo no garantiza la convergencia al control, a pesar de
tener una condicién inicial de v y un método numérico para las ecuaciones
diferenciales adecuados. Es necesario buscar un criterio de parada que nos
permita estudiar la convergencia a la solucion. En [41] propone utilizar una

combinacion entre Uy, Unew ¥ UN parametro o:
O tUnew]| — [|tnew — wora|] > 0. (2.28)

Este criterio se aplica también tanto a la variable estado como a la variable
adjunta. Como ya hemos comentado, para la simulaciéon numérica, utilizare-
mos Runge-Kutta de cuarto orden que a continuacion se presenta. Dado un
paso de tamafio h y una ecuacion diferencial ordinaria ' = f (t,z), entonces

la aproximacion de z(t + h) dado z(t) es la ecuacion ([2.29)):
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a(t + h) =~ x(t) + g(/ﬁ + 2ko + 2k3 + k4)\
Donde
ki = f(t z(t))
ko = f (t - ;L z(t) + %) Runge — Kutta.  (2.29)
kng(t+ Z (t)+%>
ky = f(t + h,x(t) + hkg)

Vs

Es importante recordar que en nuestros sistemas de ecuaciones diferenciales,
el control u también es funcién del tiempo por lo que una manera de lidiar
con el calculo de u(t + h/2) es tomando el promedio de u(t) y u(t + h).
Dicha heuristica es utilizada en [40], sin embargo para casos mas complejos

podemos utilizar otras herramientas como splines [56].

Para el criterio de paro, pediremos que la norma de los vectores sea [!

(véase la nota al pie de pagina E[) es decir:

Hunew uoldH - Z | unew uold) | (230)

Por lo que la desigualdad ([2.28)) se transforma en:

5Z| unew Z| unew uold) | > 0. (231)

7Si en un espacio de funciones Lebesgue integrables en un intervalo se define la norma
', entonces tenemos un espacio normado, ademés este espacio se vuelve completo con

dicha norma (Alegria, 2007).
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Las siguientes graficas (Fig. - son la simulacién realizadas para el
ejemplo (2.10) con paso de tamano ﬁ y parametros A =2, B=3, C =1,

xo = 5. Con respecto a ¢ se tomaron los valores 1, 0.1, 0.01 y 0.001.

2.00 -

1.75 A

1.50 A

1.25 A

1.00 A

controles

0.75 1

0.50 1

0.25 1

0.00

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
tiempo

Figura 2.3: Aproximacion al control éptimo continuo del modelo (2.10)).

Controles Bang Bang

Si las cotas determinan un conjunto donde el control puede moverse (co-
mo lo haria en la realidad), la propiedad de continuidad a trozos determina
la manera en como desplazarse en los diferentes subconjuntos de la region de
control de manera abrupta pero permitiéndonos manipular nuestro sistema.
Esta situacion es muy comin en problemas aplicados.

En esta seccion vamos a trabajar la simulacién del problema 7cuyo
control es de tipo Bang-Bang. La metodogia a seguir para la implementacion

numérica de esta clase de controles es la siguiente:
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— 1
14 4 — o011
— 0.01
—— 0.001
12
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S 10 A
>
B
'_
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0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
tiempo

Figura 2.4: Aproximacion a la trayectoria 6ptima del modelo ([2.10)).

Entrada: 9, fa ty = b17 oty = bna Lo, o5 Umin, Mmaz, solver para EDO7
criterio de parada.

Pasos:
1. ugg = uo.
2. Resolver #' = g(t,x,u) con z(ty) = xo para obtener x. (Forward).
3. Resolver A" = —(f, + Ag.) con A(t;) = 0 para obtener \ (Backward).
4. Calcular 9(t).
5 Para cada valor del vector w:

(a) Si(t) <0, entonces u(i) = Upmin-

(b) Sino u(i) = Umaz-

6. Si el criterio de parada se cumple, se regresan los arreglos. Sino se

repite desde el paso 2 con el nuevo valor de u.

Salida: 3 arreglod?] (¢, u(t)), (¢, z(t)), (¢, A(2)).

“Es decir las parejas (¢;,u(t;)) coni=1,n
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Observaciones del método Forward-Backward para controles tipo
Bang-Bang.

Puede presentarse cierta variacion en las comparaciones con el valor de v (t),
es decir, puede tener valores tan cercanos a cero ( tanto positivos como nega-
tivos) que nuestro programa los considera ceros. Para estos casos, podemos
utilizar intervalos de la forma (—4,0] y [0,0) asi como establecer que en al-
guna de las desigualdades se considere el menor o igual.

Ademas una manera de estudiar los ceros de la funciéon 1 es utilizando una
aproximacion por splines y estudiar de manera aproximada las raices de esta
nueva funciéon como posibles cotas a los tiempo de conmutacion.

Las siguientes graficas (Fig. son la simulacion realizadas con paso

de tamano ﬁ. El parametro ¢ tomo los valores 1, 0.1, 0.01 y 0.001.

2.00 A — 1

0.1
— 0.01
1.50 4 —— 0.001

1.75 1

1.25 4

1.00 4

controles

0.75 A

0.50

0.25 A

0.00 -

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
tiempo

Figura 2.5: Aproximacion al control 6ptimo del problema ( [2.23]).
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0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
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Figura 2.6: Aproximacion a la trayectoria 6ptima del problema ( [2.23]).

Observaciones para controles Bang-Bang

1. La cantidad de ceros de la funciéon de conmutaciéon determina de que

tipo de control se trata.

2. No es de interés el valor del control en el punto de discontinuidad pues
los controles planteados manejan al sistema en intervalos de tiempo.
En las simulaciones se sustituye por alguna de las cotas segiin sea el

Ccaso.

3. No es de interés el valor t del tiempo de conmutacion, pues sélo interesa

los cambios de signo.
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Capitulo 3

Control 6ptimo para modelar el
tratamiento de radiacidén contra

la metastasis Osea

En este capitulo daremos los conceptos basicos para entender el trata-
miento de la radiaciéon y por consiguiente las hipotesis bioldgicas utilizadas
para construir los modelos de control: continuo [19] y singular tipo Bang-

Bang resultado de este trabajo de tesis.

La radiacién y sus efectos

Toda la materia estd compuesta por atomos. La estructura atémica in-
terna esta compuesta por nicleo que contiene a los protones y neutrones y

en su periferia una nube de particulas llamadas electrones. Por otro lado la

87
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energia tiene distintas maneras de manifestarse y algunas de sus formas mas
elementales como los rayos gamma pueden interaccionar con los electrones lo
que ocasiona la expulsion de los mismos con energia muy elevada.

Cada vez que un electron es desalojado de un atomo o molécula, se crea un
ion que puede combinarse con otros &tomos y moléculas ocasionando que las
propiedades quimicas del nuevo atomo o molécula puedan alterarse. Si este
fenémeno ocurre en las moléculas del 4cido desoxirribonucleico (ADN) puede
tener severas consecuencias en el comportamiento célular.

Existen dos tipos de dano que la radiaciéon puede provocar al ADN. EL pri-
mero se le conoce como dano directo ya que los electrones liberados por la
radiacion interaccionan directamente con el ADN. El segundo caso es el dano
indirecto pues “los electrones reaccionan con el agua produciendo radicales
de hidroxilo que reaccionan con el ADN” [47].

La evolucion dot6 a la células humanas de sistemas de reparacién para con-
trarrestar el dano causado por fenémenos tan nocivos como la prolongada
exposicion a la radiacion. Lamentablemente estos sistemas no reparan a to-
das las células permitiendo que puedan reproducirse y de este modo heredar
a sus hijas el dano genético que puede degenerar eventualmente en cancer.
La radiacién tuvo sus primeras aplicaciones en la medicina hace unos 100
anos. En esos anos se observo que cuando se irradiaba zonas especificas con
tumores, sus tamanos disminuian. Hoy en dia se conoce como Oncologia de
radiacion y es utilizada como parte del tratamiento para la gran mayoria de
casos de cancer que puede padecer el ser humano.

Si bien existe un riesgo de cancer asociado con estos tratamiento, dicho riesgo

se ve compensado por los beneficios de salud para los pacientes y esencial-



3.1 La radiaciéon y sus efectos 89

mente la prolongacion de su vida. En el caso de los tratamientos de radiacion
enfocados a la metastasis 6sea se ha demostrado que el tratamiento con ra-
diacién repetida alivia el dolor en pacientes con multiples sitios de origen con
tumores pero aun faltan datos para poder plantear mejores esquemas para
el fraccionamiento de dosis [49].

La dosis de radiacion es la cantidad de energia promedio impartida a la ma-
teria de cierta masa [47]. El nombre especial para la dosis absorbida es Gray
(Gy) debida al fisico britanico Louis Harold Gray. Un Gy corresponde a la
absorcion de energia de 1“72—1;16. El objetivo de la radioterapia es erradicar las
células cancerosas, evitando danar a las células normales circundantes. En
principio, esto se puede lograr administrando una dosis de radiacion suficien-
temente alta al volumen de un tumor, mientras se protege al mismo tiempo
el tejido normal.

Se sabe que pacientes con enfermedades tumorales reciben radioterapia, en
algiin momento de la enfermedad y esta terapia puede ser exclusiva o asocia-
da a otras modalidades como la cirugia o la quimioterapia. E|

Segiin la Asociacién Espanola contral el Cancer, existen 2 modalidades para

la radioterapia:

1. Radioterapia externa: Las radiaciones son generadas y emitidas por
méaquinas de gran tamano capaces de realizar tratamientos de muy
alta precision, sin embargo requieren de mantenimiento periédico y

calibracion exhaustiva.

2. Radioterapia interna: Este tratamiento consiste en el empleo de un

determinado material (is6topos radioactivos) que se introduce en el

'Fuente: Asociacién Espaiiola contra el Céncer. https://www.aecc.es/
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interior del cuerpo del paciente.

La duracion del tratamiento de radioterapia externa suele durar entre dos y
siete semanas dependiendo el namero total de sesiones. La duraciéon de una
sesion suele ser de unos minutos, pero puede variar dependiendo la técnica.
En el caso de la radioterapia interna, depende del tipo de is6topo usado.

La modelacion de este trabajo esta se enfoca en la Radioterapia externa. En
el siguiente apartado explicaremos la modelacion propuesta en [19] para este

fendémeno.

Modelo control 6ptimo continuo

Una de las herramientas matematicas usadas a la hora de modelar trata-

mientos o dosis para el control de enfermedades es la modelacion via control
6ptimo. La idea base es minimizar una expresiéon que involucra el costo del
uso del tratamiento mientras reduce los sintomas de la enfermedad a lo largo
del tiempo.
En el caso del tratamiento de radiaciéon para metastasis 6sea, uno de sus
efectos es modificar los comportamientos de los osteoclastos, osteoblastos y
células cancerosas por lo que altera la compleja red de comunicaciones media-
da por factores bioquimicos dificultando la prediccion general de la dinamica
entre esta células bajo radiacion. La meta del siguiente modelo es entender
la dindmica entre las células cancerosas y las BMU de manera cualitativa y
poder asi encontrar la mejor manera de doscificar el tratamiento de radia-
cion.

El modelo propuesto en [19] utiliza las hipotesis biologicas del modelo OC-
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OB-CC (|1.27)) pero anadiendo los efectos secundarios de la radiacion. Dichos

efectos pueden ser la pérdida 6sea y, en consecuencia, aumenta el riesgo de

fracturas con retraso y falta de desarrollo del hueso en los pacientes. [4§]

Los aspectos biologicos relevantes en el modelo son:

R1.

R2.

Denotemos por ug(t) la tasa de eliminacion celular debida a la radiacion
en las células BMU. Combinaremos el costo del tratamiento asi como
todos los efectos secundarios tales como toxicidad hematolégia, nausea

y vomito [49]; y se representara por una funcion de costo como sigue:
Ap(ur()? +w(t)?.

Con Ag un parametro de peso para el funcional de costo y recordemos

que w(t) representa la cantidad de células cancerosas al tiempo t.

La principal accion de la radiacion es interrumpir la proliferacion de las
células cancerosas danando su ADN. Sin embargo, esto también afecta a
las células no cancerosas [48, [61]. Por lo tanto la radiacion incrementa
las tasas de muerte de los osteoclastos y de los osteoblastos. Dicho
aumento se describira con la introduccion de los siguientes términos en

las ecuaciones del sistema [19] :
(1) (81 + rur(t))u(t).

(i) (P2 + Paur(t))v(t).

(ii1) (B + ur(t))w(t).

En donde los parametros 11,1, € [0, 1] y recordemos que u(t) y v(t)
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son la cantidad de osteoclastos y osteoblastos respectivamente. Para la

ecuacion (ii7) se asumira que la dosis de radiacion afecta completamente

a w.

R3. Se ha observado que la irradiacion puede afectar la remodelacion 6sea a
largo plazo [50]. Por lo tanto se propuso que los efectos de la radiacion
decaen exponencialmente, es por ello que se toma el funcional de costo

cuadratico para poder obtener un control 6ptimo continuo.

Por lo tanto el modelo a resolver es:

T
min {/ Ar(ur(t))? + (w(t))*dt|u admisz’ble}
0
s.a ug(t) € [0,ur™"]

LU0 — oy — (B + (b)) + o (3.1)
d Z}Et) = v — (B2 + rur(t))v + o2vw

. le}t(t) = azw (1 - %) = (B3 +ur(t))w + o3u™w + o w

Ap,u(0),v(0),w(0) >0, ¥ 0<t<T )

Utilizando la metodologia del capitulo anterior, calculamos el Hamiltoniano

asociado al problema de control (3.1)) como sigue:

H(ta u,v,Ww,ur, )\17 )\27 )\3) = AR(U’R(t))2) + (w(t>>2+
A1 (aruv™ — (Br + Yrug(t))u + oyuw) +
Ao (aouv — (B + Youg(t))v + ogvw) +

A3 <a3w <1 — %) — (B3 + ug(t))w + ouw + 04217110) ,
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Aplicando el Teorema obtenemos el sistema de ecuaciones adjuntas

dX(t
c}t( ) = —ge U™ v — 3 A3u”? T w — (0™ + oyw — By — rug) A,
dXo(t
;t( ) = —aMV T — o A0 T w — (apu + oaw — By — thaug) Aa,
dXs(t
jt( ) = —0'1)\1?,6 — 0'2)\2?} — (O’gU’yQ + 0'47}71 — Q3 <% - 1> - BS - UE - %
—2w,

/\1(T)7 >\2(T)a )‘S(T) = 07

Wi (t) = maz {0, . {17 hru(t) M (t) + %;S?Q(ﬂ +w()As(1) }} ‘

(3.3)

El modelo esta enfocado a describir el comportamiento de las células de cén-
cer y las células de la BMU bajo un tratamiento de radioterapia, cuando el
tumor tiene el potencial de establecerse o ya establecié una invasion exitosa.
Para lograr esto, se consideran las siguientes dos hipotesis:

Hipotesis A: El equilibrio invasion de cancer es localmente estable y las con-
diciones iniciales estdn localmente cercanas.

Hipotesis B: El equilibrio invasion de cancer es localmente inestable, enton-
ces asumimos a priori que las variables de estado estan contenidas en un
subconjunto compacto.

En ambos casos, estas hipotesis se traducen en considerar un subconjunto
compacto que contenga a las soluciones y el punto de equilibrio a lo largo
del tiempo. Dicha acotacién es indispensable para poder utilizar el Teorema

[2.1.2] El siguiente Teorema garantiza la unicidad del control 6ptimo:

Teorema 3.2.1. Teorema de unicidad. Bajo la Hipdtesis A o la Hipotesis

)
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B, existe un tiempo final Ty tal que el modelo (3.1) tiene un dnico control

optimo.

La demostracion de este teorema se basa en parte en comprobar que el
modelo (3.1)) satisface las condiciones del Teorema [2.1.2] para mas detalles

consultar [I9]. Los escenarios que fueron simulados en el trabajo son:

= E1. Metastasis Agresivo: En este caso la proliferacion de células
cancerosas crece rapidamente. Se asume que los osteoblastos no afectan
la dinamica de las células cancerosas, i.e., g4 = 0 y se presenta la

relacién mutualista OC-CC.

» 2. Metastasis dependiente de los OC: En este caso se asume la
presencia del ciclo vicioso entre los osteoclastos y el cancer. Se dis-
minuy6 la tasa de reproducciéon de los osteoclastos para repercutir la

reproduccion de las células cancerosas.

= E3. Metastasis dependiente de la BMU: En este caso se omite el
aumento de la poblacion de los osteoclastos debida a las células cancero-

sas, i.e., o1 = 0. Sin embargo, se presenta una relaciéon de competencia

OB-CC o4y = —1 %1074,

Los parametros en [19] para el problema de control (3.1]) son los siguientes:
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Tabla de parametros

Parametro ‘ Valor ‘ Descripcion ‘ Unidades
" -0.3 | Efectividad neta paracrina en los OC sin unidad
Yo 0.7 Efectividad neta paracrina en los OB sin unidad
1 0.5 Tasa de reproduciéon OC dia!
Q9 0.05 | Tasa de reproduciéon OC dia!
51 0.2 Tasa de muerte OC dia!
Ba 0.02 | Tasa de muerte OB dia=!
Bs 0 Tasa de muerte CC dia™1
o9 0 Tasa de produccion de CC debida a OB | (um)~'dia™"
K 104 Capacidad de carga de CC sin unidad
(o 1.0 Efectividad de radiacion en OC sin unidad
(1 1.0 Efectividad de radiacién en OB sin unidad

Tabla 3.1: Tabla de valores para los parametros del modelo (3.1]).

’ Parametro \ Escenario 1 \ Escenario 2 \ Escenario 3 \ Unidades ‘
o3 1.5% 1072 1.0+ 1074 1.0 % 10~ dia=!
o1 1%10°6 1%107° 0.0 (um)~tdia™!
o3 1%1073 1%107° 1%10°8 (um)~tdia™!
o 0 0 —1%107* | (upm) tdia?

Tabla 3.2: Tabla de valores para ciertos parametros del modelo (3.1]) asociados
a los escenarios E1-E3.

Observaciones al modelo de tratamiento de radioterapia (3.1):

Los parametros mostrados en las tablas (3.1]) y (3.2) estan basados en medi-

ciones reales, ya que fueron tomados de los modelos anteriormente presenta-

dos, sin embargo, conforme més datos se tenga de las interacciones bioqui-

micas del fénomeno en cuestion (en nuestro caso metéstasis dsea) podemos

ajustar el valor de dichos parametros para que se aproximen a un valor més

realista.

Antes de presentar las simulaciones de la pareja 6ptima asociada al pro-
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blema de control 6ptimo continuo (3.1)) y con el interés de comparar las
dindmicas entre un control continuo y uno singular para este problema, en
la siguiente seccion modelaremos el tratamiento de radioterapia bajo un pro-

blema de control 6ptimo singular de tipo Bang-Bang.

Modelo control 6ptimo singular tipo Bang-Bang

Con la idea de describir un tratamiento en dosis de manera general, con-
sideremos un tratamiento de radioterapia. Para esto, requerimos modificar el
modelo (3.1]). Este nuevo modelo asume la hipotesis R2 del modelo continuo

y las hipotesis R1 y R3 se sustituyen por las siguientes:

R1" El funcional de costo tendr4 la siguiente forma:

Notese que el funcional de costo ahora tiene una dependencia lineal

sobre el control.

R3 Se asume que las dosis de radiacién decaen de manera instantédnea en
vez de manera exponencial. Esta hipotesis se debe a que uno de los pro-
blemas en los tratamientos de radiacion contra el céncer es identificar
el nimero de sesiones para dosificar el tratamiento [60) [61]. Ademés la
radioterapia externa afecta a un grupo de células en el cuerpo sélo por
un instante, dado que no hay presencia de una fuente de radiaciéon en

el mismad

2 American Cancer Society https://goo.gl/wkbn3B
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Con estas modificaciones tenemos el siguiente modelo:

min {/OT Arug(t) + (w(t))?dt|u admisible}

s.a ug(t) € [0,up™*

d git) = oquv™ — (B1 + Yrug(t))u + oyuw
do(t
ZZE ) = u?v — (By + oug(t))v + oovw |
dw(t w
dt( ) Q3w (1 - E) = (B3 +ur(t))w + ogu™w + oo™ w

Apg,u(0),v(0),w(0) >0, V 0<t<T

Observaciones al modelo de tratamiento de radioterapia (3.5)

(3.5)

1. Las hipotesis H1 — H5 del Teorema ([2.1.2)) se cumplen ya que se man-

tiene los mismos sistemas de ecuaciones diferenciales (adjuntas y de

estado).

2. A primera vista, el funcional de costo (3.4) pareciera no cumplir con la

hipotesis H6, no obstante, a continuacion presentaremos la prueba de

que el funcional si cumple con dicha propiedad.

Lema 3.3.1. El integrando del funcional de costo f(t,x,*) es convexo

en U y f(t,x,u) > ci|u|™ — o para algun ¢1,co >0 yn € N,

Demostracion. Sea u € U, entonces:

ft,z, Au+(1—=Nu) = u+ (1 —=Nu+2? = du+ (1—Nu+ Ax? + (1 —
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Nz? = f(t,z, ) + f(t,x, (1 — Nu). Por lo tanto f(t,x,*) es convexa
en U.
Para la segunda parte, si tomamos a ¢; = Ag, co =1y n = 2 tenemos

que:
Arup(t) =1 < 2*(t) + Apuj(t) < 2°(t) + Agug(t) = f(t, 2, up)

Por lo tanto se asegura la existencia de un control éptimo. O]

3. Para nuestro modelo, la funcién de conmutacion es:
U(t) = Ar — (Pru(t) A (t) + o) Ao (t) + w(t)As(t)) - (3.6)

El problema al que nos enfrentamos es identificar la cantidad de raices
de . Si bien aproximarse al valor de dichas raices va mas alla del
objetivo de la tesis, podemos asumir a prior: que la cantidad de ceros
en el intervalo de interés es a lo méas numerable. Podemos defender dicha
hipotesis ya que debido al comportamiento oscilatorio de las soluciones
u, v, w, v sus respectivas escalas, asumir que en una vecindad de t se

cumpla que:
Ar = (hru(®)M(t) + bav(H)Aa(t) +w(t)As(t)) (3.7)

no concuerda con dicho comportamiento.

4. Si bien el Teorema (2.1.2)) garantiza la existencia de un control éptimo
para el modelo (3.5, demostrar la unicidad del control 6ptimo tipo
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Bang-Bang, requeriria de teoria mas avanzada que rebasa las limita-
ciones de este trabajo. No obstante remitimos al lector al trabajo [46],

que estudia una clase de problemas con controles singulares.

Simulacion

En esta seccion, vamos a presentar los resultados numéricos de las solucio-
nes del modelo y los resultados obtenidos para el caso del modelo (3.5]).
Tomaremos como tiempo final el mismo que en [19], que es de doscientos
cincuenta dias (7" = 250). Con respecto al control Bang-Bang se simularon
los escenarios E2 (metastasis dependiente de los OC) y E3 (metéstasis de-
pendiente de la BMU) pero se requiri6 modificar el valor del parametro de
peso Ag (ver Tabla y el tiempo final para el escenario E2 (T=180).

La justificacion de lo anterior es que el sistema de ecuaciones diferenciales
adjuntas es sensible a pequenas alteraciones que se cometen en cada

iteracion, lo que dificulta la convergencia en el intervalo.
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Para el problema de control 6ptimo continuo, se le asigné a cada escenario
tres parametros de peso (wg) distintos, a saber wg = 1% 10° , wr = 1% 101°

vy wg = 1% 10! ([19)]), que reflejan distintos tipos de tratamiento.

Control Escenario 2 Escenario 3 Unidades
Bang-Bang | wg = 1.0 10! | wp = 1% 10° | Sin unidades
Umaz = 0.03 | Upmae = 0.045

Tabla 3.3: Valores para los parametros de peso asociados a los escenarios E1
y E3.

A continuacion presentaremos las simulaciones de la solucion para los mode-

los (3.1) v (3.5) bajo sus escenarios respectivos.

Metastasis agresiva
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Figura 3.1: Primer escenario: Poblaciones BMU y céncer bajo control conti-

nuo
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Metastasis dependiente de los OC
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Figura 3.2: Segundo escenario: Poblaciones BMU y cancer bajo control con-

tinuo.
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Figura 3.3: Segundo escenario: Poblaciones BMU y cancer bajo control Bang-

Bang
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Metastasis dependiente de la BMU
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Figura 3.4: Tercer escenario: Poblaciones BMU y cancer bajo control conti-
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Figura 3.5: Tercer escenario: Poblaciones BMU y cancer bajo control Bang-

Bang.



3.5 Discusion 105

Discusion

El uso de la radioterapia se enfoca para mermar los efectos del cancer en
el paciente, impedir que vuelva a surgir en un sitio y detener o ralentizar su
crecimiento. Existen casos en donde s6lo es necesario realizar el tratamiento
de la radiacion, pero en general, se tiene un tratamiento de radioterapia con
otros tratamientos para el cancer, como cirugia, quimioterapia e inmunote-
rapia. Para este caso la radioterapia puede administrarse antes, durante o
después de estos otros tratamientos para mejorar la efectividad del trata-
miento secundario. Pl
Tratamiento de radiacién en el primer escenario
En este caso, el crecimiento de las células cancerosas es mayor al de los otros
dos escenarios. Las graficas del control continuo (ver Fig. para este es-
cenario muestran la alteracion del ciclo de remodelacion 6sea (en particular
su amplitud) para cada pardametro de peso distinto.

Las graficas de las poblaciones de cancer muestran que a pesar de que el
cancer esta expuesto a radiacién, no es eliminado del todo. Esto coincide con
lo observado empiricamente, ya que se requiere un tratamiento auxiliar para
poder controlar de mejor manera el crecimiento del céncer.

Tratamiento de radiacion en el segundo escenario

En este caso (ver Fig , tenemos la dependencia de las células cance-
rosas a la poblacion de los osteoclastos. El crecimiento del cancer es menor al
anterior escenario. El control Bang-Bang inici6 a partir del dia cero y finaliz6

el dia veintidos, ademaés se observa que la radiaciéon aumento6 la poblacion de

3Fuente Instutito Nacional de Céncer de Estados Unidos https://www.cancer.gov/
espanol/cancer/tratamiento
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osteoclastos y osteoblastos, este resultado pudiera parecer contra intuitivo ya
que ambas poblaciones se vieron afectadas en sus tasas de muerte y no en sus
tasas de produccion, no obstante, basado en las observaciones de Komarova
([20]) 1o que podria ocurrir es que la comunicacion paracrina en estas células
compensd dicho aumento en la tasa de muerte con una mayor interaccion
entre ambas. Por otro lado, a partir del dia cuarenta, puede observarse como
el cancer vuelve a crecer pero de manera méas controlado, este resultado es
alentador ya que coincide con uno de los efectos de la radiacion, este es que
en dosis altas, la radioterapia destruye las células cancerosas o hace lento su
crecimiento por medio del dano a su ADN. Las células cancerosas cuyo ADN

esta dafiado irreparablemente dejan de dividirse o muerenf!]

Tratamiento de radiacién en el tercer escenario
Para el ultimo escenario (ver Fig— , el control continuo practicamente
elimino en cancer, no obstante, para el caso del control Bang-Bang (ver Fig.
que tuvo una duraciéon de treinta dias activo (del dia 0 al dia 29), la
poblacion de cancer no fue eliminada. Se observa un comportamiento practi-
camente lineal, de manera que la radiaciéon realentizé su crecimiento. En los
escenarios F'1— E2, se asume que los osteoblastos no interaccionan de manera
directa con las células cancerosas, sin embargo en E3 se asume una relacion
de competencia entre estas poblaciones (o, < 0), impidiendo que estas se
propaguen de nuevo, lamentablemente el sistema se inestabiliza aumentando

la amplitud de los osteoclatos y osteoblastos.

4Fuente: Instutito Nacional de Cancer de Estados Unidos https://bit.1ly/2iNOTNo


https://bit.ly/2iNOTNo
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Observaciones sobre las simulaciones y resultados numéricos

1 El periodo temporal de tratamiento de radiaciéon externa dado por el

control Bang Bang concuerda con la realidad entre 20 y 45 diaﬂ.

2 No se pudo prolongar el tiempo de simulacién para obtener periodos
de tratamiento de radiacion en anos. Esto fue debido a problemas de

convergencia de los métodos numéricos probados.

3 No se pudieron obtener simulaciones del comportamiento de la soluciéon
para el escenario F'1 bajo un control de tipo Bang-Bang, debido a que,
se obtuvieron soluciones numéricas inestables, donde la amplitud de los

osteoclastos y osteoblastos crecia exponencialmente.

SFuente: Asociacion Espafiola contra el CAncer. https://www.aecc.es/


 https://www.aecc.es/

Conclusion

La dindmica entre la BMU y la metastasis ¢sea aun no esta del todo descifra-
da, sin embargo, los modelos matematicos buscan describir y predecir com-
portamientos atipicos de la enfermedad, asi como validar hipotesis bioldgicas.
Los modelos matematicos base utilizados en este trabajo, estan basados en la
comunicacion via RANK-RANKL-OPG y en el ciclo vicioso de la metéastasis
6sea y nos permiten estudiar de manera aislada los posibles comportamientos
de las poblaciones celulares.

Mediante los estados de equilibrio de los modelos presentados, se estudio6 la
dindmica del cancer bajo tres escenarios de interés, asi como el efecto en la
poblacion de células cancerosas de la dosificacion de la radiacion, asumiendo
un efecto a largo plazo (modelo de control continuo) y un efecto instantaneo
(modelo de control singular).

Los resultados contraintuitivos observados en las simulaciones, nos permiten
inferir la necesidad de desglosar los parametros representativos del modelo
no lineal (los exponentes representativos de las comunicaciones paracrinas y
autocrinas) en otros parametros o funciones y de este modo estudiar su rol
de manera més directa.

Los resultados obtenidos en esta tesis aun estan lejos de poder traducirse en
una propuesta de radioterapia para un paciente real, esto se debe a que dos
de los parametros principales para proponer la dosis en radioterapia son el
tamanio del tumor y la sensibilidad del tipo de tejido [62]. El efecto de estos
factores estéan incluidos en las funciones de peso del funcional de costo y son
ajustados a prueba y error sin tener por el momento una relaciéon directa con

la realidad.
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Apéndices

1 Principio del Maximo de Pontryagin

La demostracion del Principio del Maximo requiere de una herramien-
ta matematica més compleja y robusta. Sin embargo en el cap. 1 de [41] se
desarrolla una construccion de dicho principio utilizando herramientas del
calculo variacional. En este apéndice mostraremos un desarrollo méas general
basando en el de Lenhart, utilizando la notacién de la formulacion del proble-

ma de control 6ptimo y tomando el funcional J(u) = t';l f(t, xq, e, x3,u)dt.

Suponga que u* es una funcién continua a trozos en [tg,t1] tal que es el
minimo de J para cualquier control u admisible. Queremos determinar que
condiciones debe satisfacer la variable adjunta por lo que usaremos una fun-
cion de variacion h, dicha funciéon es continua a trozos en [tg, t1]. Tomemos
¢ € R. Definimos u(t) = u*(t) + eh(t) y ¢ = (2,25, 25) su trayectoria

asociada. Por la ecuacion 3.1 tenemos

dze(t
xd; ) = g<t7 xﬁ? ’U/E)
z(to) = o
Por otro lado podemos ver que
ous(t Ore(t
O o = hit), timar(t) =0, 2|y Eaiste
0 e—0 0



Tomemos A : [to, ;] — R? una funcion diferenciable a trozos en [t,#;]. Por

el teorema fundamental del cdlculo tenemos:

g < \(t), 2(t) > 3
7 dt = N (t)zS(t) — N (t) xS (¢
/to dt ;[ (t)zi(t) (to)x5(to)] =
g < \(t), 2(t) > i
) dt — Ni(to)zE(to) — Ni(t1) xS ()] = 0
/to dt ;[ (to)a7(to) — As(ta)zi(t1)]
Utilizando la ultima ecuacién tenemos que:
" d< \t),z() > <
J(u)+0 :/ F(t, x€, uf)+ <c>1t (t) dt—z[)‘i(to)xf(to)—)\i(tl)ajg(tl)]
fo i=1

Calculando la derivada del producto punto y haciendo las sustituciones

d;; = gi(ta xea ue) y Z'E(to) = Xy. Tenemos:

/t U F(t ) + > {%(tt)xf(t) gt o, zf)} it

+ < )\(t()),l‘() > =< )\(t1>,1‘6(t1) > .

Dado que el minimo de J con respecto al control u ocurre cuando u = u*, la

derivada con respecto a € en la direccién h es cero, es decir:

dJ(uc)
de

df) f(t,xe,uf)dtl

0:
de

’e:O = e=0

Utilizando el Lema 3.1 del capitulo 1 de [40] podemos intercambiar el signo

de integracion por el de diferenciacion.

Lema 1. Diferenciacion bajo signo de integracion.

II



Sea F(t,0) y la derivada parcial Fs(t,d) funciones continuas enfty,t1] y § €

(=00, 00) con dy > 0 entonces,

d t1 t1
— F(t,0)dt = Fs(t,0)dt
i | Feoi= [ o

to

Por lo tanto (por claridad, omitiremos los argumentos de f y g):

2N (1) 0T(t) o drse duc
/ Z{f“”% de }H“ 2 "at o 2 | N0, T+ )i | lemo

Agrupando terminos semejantes tenemos:

/Z[fxzadx t()ﬁscaﬁ(u@xai() () x} (fquZ)\ glu) R o dt

das (¢ :
x(,;e( )| _o asumiremos que:

Como deseamos eliminar el valor de

dxa(t) _
L. dt

—(fu; + Ni(t)gi,) (ecuacion adjunta) i =1,2,3.

2. A(t;) = 0 (condicién de transversalidad)

Ast se reduce (recordemos que 258 | _o = h(t) ):

0
): 3
- / = Zgiu&(t)] h(t)dt = 0

Para tener la condicién de optimalidad, requerimos separar a h como
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la suma de 3 funciones a trozos que seran f, + g, A\i(t) con i = 1,2,3. Asi

obtenemos f,, + A;i(t)gi, = 0 para i = 1,2, 3.

v
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