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LICENCIADO EN MATEMÁTICAS APLICADAS
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Eduardo Gómez Ramı́rez

Enero 2016
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Introducción

Una caracteŕıstica t́ıpica de los mercados modernos son las transacciones
con derivados. Los derivados son instrumentos financieros respaldados por un
valor base como por ejemplo una acción, un bono, un activo o una materia
prima y que por consiguiente su valor depende de éste. Es aśı como existen
por ejemplo certificados sobre cacao o aluminio, valores con los que es posible
asegurar el precio de una acción o también comprar un seguro ante préstamos
vencidos.

Una fecha importante en la historia de las opciones es el 26 de abril de
1973. En dicha fecha empieza a operar el CBOE (Chicago Board Options Ex-
change), el primer mercado organizado que se crea en el mundo. Los primeros
contratos eran contratos de opción sobre lotes de 100 acciones, eligiéndose
sólo 16 compañias al comienzo del mercado. El primer d́ıa se negociaron 911
contratos. Hoy en d́ıa, sólo en los mercados americanos se negocian 2, 000
contratos de opciones por minuto.

En la actualidad, la rapidez y la variabilidad en las finanzas, obligan a
buscar mecanismos que permitan predecir los resultados y se facilite la toma
de decisiones. El modelo de valuación de derivados financieros, conocido en el
ámbito financiero como el modelo de Black-Scholes, es uno de los modelos ma-
temáticos más utilizados en la toma de decisiones financieras a nivel mundial.

En 1973 Fisher Black, Myron Scholes y Robert Merton lograron uno de
los mayores avances en la valuación de opciones hasta ese momento, conoci-
do como el modelo de Black-Scholes, que ha tenido una gran influencia en
la manera en que los agentes valúan y cubren opciones. Ha sido también un
punto de referencia para el desarrollo y éxito de la ingenieŕıa financiera desde
entonces. La importancia del modelo fue reconocida cuando Robert Merton y
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iv Introducción

Myron Scholes fueron premiados con el Premio Nobel de Economı́a; desafor-
tunadamente Fisher Black falleció en 1995, quien indudablemente también
hubiera recibido el premio. Aunque actualmente se utiliza en el mundo una
gama de derivados financieros y múltiples combinaciones entre ellos, los de-
rivados básicos, y más conocidos, son las opciones, los forwards, los futuros
y los swaps.

En el caṕıtulo 1 se da una breve explicación de las opciones y su impor-
tancia en el mercado financiero, está basado en [3] y [5]. En el caṕıtulo 2 se
muestra el modelo de Cox, Ross y Rubinstein, el modelo a tiempo discreto
para opciones europeas, está basado en [1] y [9] principalmente. En el caṕıtu-
lo 3 se muestra la teoria básica del cálculo estocástico que sustenta el modelo
de Black Scholes a tiempo continuo y está basado en [2], [4], [6], [8] y [10]. En
el caṕıtulo 4 se muetra el modelo de Black Scholes y el teorema de Girsanov
el cual es parte fundamental en el modelo y está basado en [4], [9], [10] y [11]
principalmente. Finalmente en el caṕıtulo 5 se muetra un pequeño analisis
de la sensibilidad de los parámetros involucrados en el modelo.



Caṕıtulo 1

Opciones Europeas

1.1. Opciones

Las opciones son contratos mediante los cuales se acuerda la compra o
la venta de un cierto bien a un cierto precio en una fecha determinada. El
poder de compra o venta es un derecho, más no una obligación por parte de
quien compra la opción. Lo que nos lleva a la siguiente definición.

Definición 1.1. Una opción es un contrato que le ofrece a su tenedor o com-
prador el derecho, pero no la obligación, de comprar o vender un número fijo
de acciones u otros activos financieros de un activo subyacente especificado,
a un precio estipulado K en una fecha determinada T .

El precio estipulado K se conoce como precio strike y a la fecha determi-
nada T se conoce como fecha de expiración o vencimiento del contrato.

Las opciones que se comercializan son los call (opción de compra) y put
(opción de venta) como se le conoce en la literatura financiera. Las opciones
se pueden clasificar por la forma en que se ejercen, las más comunes son la
Europea y Americana. Las opciones europeas solamente pueden ser ejercidas
en la fecha de expiración; mientras que las opciones americanas pueden ser
ejercidas en cualquier momento posterior a la fecha de emisión hasta la fecha
de expiración.

Como podemos observar, el contrato puede ser desventajoso para quien
emite la opción, ya que el tenedor puede o no ejercer la opción. Para esto, el
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2 Opciones Europeas

tenedor o comprador de la opción debe pagar una prima al emisor de ésta,
por el derecho de la opción. La prima es independiente del precio strike y
se tiene que pagar por adelantado al emisor de la opción, sin importar si se
adquiere o no.

Las opciones tienen dos utilidades principales: la cobertura y la especu-
lación. La cobertura es la acción de protegerse ante el cambio inesperado en
los precios de los activos que se cotizan en el mercado, ejemplos:

Una persona requiere comprar un saco de máız en un futuro y cuenta
con un presupuesto de $210 pesos, ademas supongamos que este es el
precio actual del saco de máız. Es posible, que en este lapso suba (o
incluso baje) de precio, por lo cual su presupuesto podŕıa no ser sufi-
ciente para la compra que desea hacer. Por este motivo puede comprar
una opción de compra en el mercado, donde el activo subyacente sea el
saco de máız con una fecha de ejercicio de un mes y un precio strike de
$210 pesos. Aśı, esta persona se encuentra protegida en el caso de que
el saco de máız suba de precio, en caso contrario no ejerce la opción y
compra el saco de máız a un precio menor.

Suponga que una persona le gustaŕıa comprar una casa dentro de dos
años a un precio de $700, 000 y esta persona quisiera firmar hoy mismo
un contrato que le de el derecho de comprarla en ese precio, en la fecha
fijada de antemano. Se debe tener en cuenta el precio de la casa en el
mercado inmobiliario, ya que sube o baja de precio.

Ciertos inversionistas quieren invertir su dinero en acciones de Telmex.
Supongamos además que el precio actual de la acción es de $15. Les
gustaŕıa firmar hoy mismo un contrato que les de el derecho de com-
prar dentro de 4 meses, una cantidad de 10, 000 acciones de Telmex
a un intermediario financiero a un precio fijo de $16. El precio de las
acciones pueden subir o bajar dependiendo de los diversos factores que
intervienen en la Bolsa Mexicana de Valores (BMV). Al finalizar los
cuatro meses se tendrá que tomar una desición.

El caso de la especulación el comprador de la opción espera que los precios
suban o bajen, de tal manera, que al ejercer la opción obtengan una ganan-
cia sin el más mı́nimo interés de adquirir el activo subyacente. Con esto las
opciones se utilizan como una manera de apostar en el mercado siempre que
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no se cuente con información privilegiada al respecto de los precios en un
futuro, de lo contrario se estaŕıa presentando un caso de arbitraje.

En los ejemplos anteriores se tiene que pagar una prima por la opción y la
pregunta clave es: ¿Cúal es el precio justo que debe pagarse por la opción?.
En las siguientes secciones abordaremos ésta pregunta, primero analizaremos
el modelo en el caso discreto y posteriormente en el caso continuo.

1.2. Opciones vs acciones

Antes de continuar con nuestro estudio de opciones veremos la diferencia
de una opción o una acción, en términos de ganancias, nos lleva a pregun-
tarnos, ¿Qué es mejor, comprar una opción o una acción?.

Para responder a la pregunta, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2. Supongamos que un inversionista tiene $3, 900 para sus opera-
ciones de especulación. Ahora, supongamos que el precio actual de una acción
ALFA es de $39 y que una opción de compra con vencimiento a 30 d́ıas que
tiene un precio de ejercicio de $40, se está vendiendo por $1.50. Con esta
información se tienen las siguientes dos estrategias alternativas:

1. Comprar 100 acciones.

2. Comprar 2600 opciones

Supongamos que existen dos únicos escenarios posibles dentro de 30 dias, el
precio de la acción se incrementa a $40, o el precio de la acción baja a $35.
Los resultados en cada uno de los escenarios son los siguientes:

a) El precio de la acción ALFA se eleva a $45.

• Alternativa 1. El inversionista tendrá una ganancia equivalente a
la diferencia de los precios, multiplicados por el número de accio-
nes. Esto es:

100(45− 39) = $600.

• Alternativa 2. El inversionista podŕıa ejercer sus 2600 opciones
ya que le dan el derecho de comprar las acciones de ALFA a $40,
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cuando en realidad valen $45. Aśı, al ejercerlas tendrá 2600 accio-
nes y su ganancia por acción será de $5, por lo que su ganacia total
es:

2600 · 5 = $13, 000

menos el costo de las opciones el cual es 2600 · 1.5 =$3, 900, lo
que da una ganancia neta de $9, 600.

b) El precio de la acción ALFA baja a $35.

• Alternativa 1. Con esta alternativa, nos arroja una pérdida de $4
por acción, por lo que la pérdida es de:

100(39− 35) = $400.

• Alternativa 2. El inversionista no ejerce la opción, ya que el precio
de ejercicio es mayor que el precio de la opción, por lo que la
pérdida es el costo de las opciones, es decir, $3, 900.

Como podemos observar es notoria la diferencia entre comprar acciones
u opciones. Hace que las ganancias sean mucho mayores ($600 vs $9, 100);
pero también el uso de las opciones trae como consecuencia que en el caso de
que la acción baje de precio, las pérdidas se magnifiquen ($400 vs $3, 900).
Sin embargo, si la reducción en el precio es muy profunda, entonces la opción
de hecho limita la pérdida a $3, 900. Motivo por el cual los especuladores
prefieren hacer más uso de las opciones.



Caṕıtulo 2

Modelo a Tiempo Discreto

En este caṕıtulo analizaremos el Modelo de Cox, Ross y Rubinstein en el
caso discreto. Tocaremos el concepto de valor presente, ya que se utiliza con
frecuencia en la literatura financiera, enunciaremos los conceptos de estrate-
gia autofinanciable, admisible y libre de oportunidad de arbitraje, aśı mismo,
la definición de martingala y finalmente lo que significa un mercado completo.
Por último veremos la convergencia al modelo de Black-Scholes.

2.1. Valor presente y valor futuro

Antes de continuar con el modelo a tiempo discreto, analizaremos el com-
portamiento de una cuenta de ahorro en un cierto banco, con una tasa de
interés fija. En este caso tenemos un activo sin riesgo, ya que conocemos la
evolución de la cuenta en cualquier momento.

Supongamos que una persona tiene una cierta cantidad de dinero P0 y lo
invierte en un banco que le ofrece una tasa de interés fija anual r%. Entonces
la cantidad de dinero que se obtiene al finalizar el año es

P1 = P0 + rP0 = P0(1 + r),

en general, al término de t años se tiene la siguiente cantidad de dinero

Pt = (1 + r)t. (2.1)

Se llamará a P0 el principal y a Pt el valor futuro al finalizar el tiempo
t. En este caso se consideró una tasa de interés anual, sin embargo, en la
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6 Modelo a Tiempo Discreto

práctica no necesariamente sucede aśı, es decir, el periodo de composición
puede ser semestral, biemestral, mensual o hasta diariamente, por lo que la
ecuación (2.1) se reescribe como:

Pt = (1 +
r

m
)mt, (2.2)

donde m es la frecuencia de composición. Si una persona cuenta con un prin-
cipal de $25, 000 y desea invertirla en un plazo de 20 años, el banco le ofrece
una tasa de inversión del 3.8 % anual, por lo que el valor futuro será de
V F = 20, 000(1 + 0.038)20 = 42, 167.42, es decir, se obtendŕıa la cantidad de
$42, 167.42 al pasar los 20 años.

En el caso anterior se cuenta con un capital inicial dado, ahora supon-
gamos que necesitamos una cierta cantidad de dinero P al finalizar un año,
sabiendo que la tasa de interés fija anual es r%. ¿Cúanto se debe invertir hoy
para obtener la cantidad deseada al término del año?. Sea V P la cantidad
que se necesita inicialmente, a esta cantidad se le llama valor presente de P ,
calculando el valor futuro de V P se tiene

P = V P (1 + r),

despejando V P se obtiene el valor presente, es decir,

V P = P (1 + r)−1 .

Procediendo de la misma forma que en el caso del valor futuro se tiene
que el valor presente de P obtenido en t años con una tasa anual fija de
interés r y con una frecuencia de composición m está dada por

V P = P (1 +
r

m
)−mt.

A la cantidad (1 + r
m

)−mt se le conoce como factor de descuento. Si una
persona desea tener una cantidad de $100, 000 en un plazo de 10 años sabien-
do que la tasa de inversión fija anual es de 3.8 %, el valor presente será de
V P = 100, 000(1+0.038)−10 = 68, 869.42, es decir, si hoy se invierte un prin-
cipal de $68, 869.42 en un plazo de 10 años con una tasa de interés anual fija
de 3.8 % anual se obtendŕıa la cantidad de $100, 000 al término de los 10 años.
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Como mencionamos anteriormente, la composición de la tasa puede ser
anual, semestral, bimestral o hasta diariamente, regresando a la ecuación
(2.2) y haciendo un cambio de variable n = mt tenemos

Pt = (1 +
rt

n
)n.

Ahora, si pensamos que la composición es instantánea, es decir, m tiende a
infinito, entonces n también tiende a infinito y la ecuación (2.2) cuando m
tiende a infinito es equivalente a

ĺım
n→∞

(
1 +

rt

n

)n
= ert. (2.3)

Podemos observar que si aumenta la frecuencia de composición el valor
futuro del principal aumenta y cuando la composición es instantánea converge
a la función exponencial con parámetro rt, donde r es la tasa fija anual de
interés y t expresa el tiempo en años.

2.2. Conceptos básicos

El objetivo del trabajo como se mostró en ejemplos anteriores consiste en
calcular el precio de la opción, es decir, la prima que debe pagar el comprador
o tenedor para poder efectuar su derecho de ejercer o no la opción. ¿Cómo
saber si el precio de la prima es justo para el tenedor o comprador de la
opción?. En este caṕıtulo consideraremos que t solo toma valores 0, 1, 2, ..., T
los cuales puede ser considerados en dias y donde T es la fecha de expiración
del contrato.

Primero consideremos el caso de una opción de tipo call, es decir, com-
pramos una opción de compra sobre un activo subyacente, a un precio strike
K fijo, en una fecha establecida T . Conocemos el precio del activo subyacente
al momento de suscribir el contrato y lo denotamos por S0 y el precio del
activo al término del contrato está dado por ST , el cual desconocemos.

Al momento de la expiración del contrato, el valor del activo es ST y
supongamos que ST < K el tenedor no le conviene ejercer la opción, ya que
el precio del activo es más barato en el mercado que si se ejerciera en ese
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instante, por el contrario, si sucede que ST > K el tenedor de la opción le
conviene ejercer, en cualquier caso su payoff o función de pago está dada por

CT = (ST −K)+ =

{
ST −K, si ST > K,

0, si ST ≤ K.

Este es el precio de la opción en la fecha de expiración, sin embargo, nos
interesa saber cual es el valor de la opción al momento de suscribir el contrato,
es decir, la prima C0 que debe pagar el tenedor o comprador de la opción.
Analogamente en el caso de una opción de tipo put su payoff está dado por

PT = (K − ST )+ =

{
K − ST , si ST < K,

0, si ST ≥ K.

Para el modelo a tiempo discreto trabajaremos sobre un espacio de pro-
babilidad finito (Ω,F , P ), con una filtración F0 ⊂ F1 ⊂ . . . ⊂ FT , donde Ft
es visto como la información disponible hasta el tiempo t, donde T corres-
ponde a la fecha de expiración de la opción. Asumiremos que F0 = {∅,Ω},
FT = {P(Ω)} y para todo ω ∈ Ω, P ({ω}) > 0. Supongamos que el mercado
consiste de (d+ 1) activos financieros, cuyos precios al tiempo t están dados
por las variables aleatorias no negativas S0

t , S
1
t , . . . , S

d
t medibles con respecto

a Ft, el activo indicado por 0 es considerado como un activo libre de ries-
go y denotamos por S0

0 = 1, es decir, si r es la tasa de interés fija entonces
S0
t = (1+r)t, denotaremos a βt = 1

S0
t

como el factor de descuento. Los activos

indicados por i = 1, 2, . . . , d, corresponden a los activos con riesgo.

Ahora consideremos una estrategia como un proceso estocástico φ =
{(φ0

t , φ
1
t , . . . , φ

d
t )}0≤t≤T ∈ Rd+1, donde φit denota el número de acciones co-

rrespondientes al activo i en un portafolio al tiempo t.

Definición 2.1. Un proceso φ es previsible si, para todo i ∈ {0, 1, . . . , d}, se
tiene

φi0 es F0-medible,

y para t ≥ 1, φit es Ft−1-medible.

Esto muestra que las posiciones de φit quedan completamente determina-
das con respecto a la información disponible al tiempo t− 1 y se mantienen
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hasta el tiempo t cuando las nuevas cotizaciones de los activos en el mercado
están disponibles.

De modo que el valor del portafolio al tiempo t está determinado por el
producto escalar

Vt(φ) = φt·St =
d∑
i=0

φitS
i
t .

Y su valor descontado

V t(φ) = βt(φt·St) = φt·St,
donde βt = 1

s0t
y St = (1, βtS

1
t , . . . , βtS

d
t ) es el vector de precios descontados.

2.3. Estrategias autofinanciables

Una estrategia φ es autofinanciable si cualquier cambio en el valor del
portafolio Vt es determinado por las ganancias (o pérdidas) netas realizadas
en la inversión; el valor del portafolio después del tiempo t y los precios de los
activos antes del tiempo t+1 son conocidos y está dado por φt+1St. Si el valor
total del portafolio ha sido usado para esos ajustes (no hay retiro y los nuevos
fondos son invertidos), entonces se satisface que para todo t ∈ {0, 1, . . . , T−1}

φt·St = φt+1·St. (2.4)

Escribiendo ∆Xt = Xt−Xt−1, para cualquier función y usando la ecuación
(2.4)

∆Vt(φ) = Vt(φ)− Vt−1(φ) = φt·St − φt−1·St−1

= φt·St − φt·St−1 = φt∆St. (2.5)

Esta es la ganancia del portafolio en el intervalo de tiempo [t− 1, t], aśı,
la ganancia o pérdida siguiendo la estrategia autofinanciable φ es debido al
movimiento de los precios. Sumando desde j = 1 hasta j = t en la ecuación
(2.5), obtenemos

Vt(φ) = V0(φ) +
t∑

j=1

φj∆Sj.
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Teniendo en cuenta que la ecuación (2.4) es equivalente a φt·St = φt+1·St
tenemos

V t(φ) = V0(φ) +
t∑

j=1

φj∆Sj. (2.6)

Además, como Vt(φ) = φt·St y para cualquier estrategia φ, se sigue

∆Vt(φ) = Vt(φ)− Vt−1(φ) = φt·St − φt−1·St−1

= φt· (St − St−1) + (φt − φt−1)·St−1

= φt·∆St + ∆φt·St−1,

la estrategia φ es autofinanciable si y sólo si ∆φt·St−1 = 0. De esta manera
tenemos la siguiente proposición

Proposición 2.2. Los siguientes enunciados son equivalentes

1. La estrategia φ es autofinanciable

2. Para cualquier t ∈ {1, 2, . . . , T}

Vt(φ) = V0(φ) +
t∑

j=1

φj·∆Sj.

3. Para cualquier t ∈ {1, 2, . . . , T}

V t(φ) = V0(φ) +
t∑

j=1

φj·∆Sj

donde ∆Sj = βjSj − βj−1Sj−1.

4. Para cualquier t ∈ {1, 2, . . . , T}, ∆φt·St−1 = 0.

Proposición 2.3. Para cualquier proceso previsible ((φ1
t , . . . , φ

d
t ))0≤t≤T y va-

riable V0-F0-medible, existe un único proceso previsible (φ0
t )0≤t≤T , tal que la

estrategia φ = (φ0, φ1, . . . , φd) es autofinanciable y su valor inicial es V0.
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Demostración. Por la condición de autofinanciamiento implica

V t(φ) = φ0
t + φ1

tS
1

t + · · ·+ φdtS
d

t

= V0 +
t∑
j=i

(φ1
j∆S

1

j + · · ·+ φdj∆S
d

j ),

lo cual define φ0
t , para verificar que φ0 es previsible consideremos la ecuación

φ0
t = V0 +

t−1∑
j=1

(φ1
j∆S

1

j + · · ·+ φdj∆S
d

j ) + φ1
t (−S

1

t−1) + · · ·+ φdt (−S
d

t−1).

donde cada término es Ft-medible. Aśı el proceso (φ0
t )0≤t≤T es previsible. �

2.4. Estrategia admisible y arbitraje

Hasta el momento no hemos hecho referencia al signo de la cantidad φit.
Si φ0

t < 0 hemos pedido prestado la cantidad |φ0
t | en el activo sin riesgo. Si

φit < 0 para i ≥ 1 decimos que estamos cortos, es decir, hemos hecho una
venta del activo i. Vender y pedir dinero prestado está permitido, pero el
valor del portafolio debe ser positivo en cualquier lapso, lo que nos lleva a la
siguiente definición.

Definición 2.4. Una estrategia φ es admisible si ésta es autofinanciable y
Vt(φ) ≥ 0 para cualquier t ∈ {0, 1, . . . , T}.

El invercionista debe ser capaz de pagar sus deudas del activo con riesgo
o sin riesgo en cualquier momento. La noción de arbitrage (la posibilidad de
obtener una ganancia sin tener riesgo alguno) se formaliza de la siguiente
manera.

Definición 2.5. Una estrategia que admite oportunidad de arbitraje, es una
estrategia admisible con valor inicial cero y valor final no cero.

Es decir, sin tener dinero podemos pedir dinero prestado, especular en
alguna opción de tal manera que al término de esta podemos pagar nuestra
deuda y generar una ganancia de manera segura, a esto se le conoce como
oportunidad de arbitraje.



12 Modelo a Tiempo Discreto

2.5. Martingala a tiempo discreto

En esta sección analizaremos la conexión entre martingala y arbitraje. Se
trabaja sobre un espacio de probabilidad (Ω,F , P ), con F = P(Ω) y para
todo ω ∈ Ω, P ({ω}) > 0 equipado con una filtración (Ft)0≤t≤T . Diremos que
una sucesión de variables aleatorias (Xt)0≤t≤T es adaptada a la filtración, si
para cualquier t ∈ {0, 1, . . . , T}, Xt es Ft-medible.

Definición 2.6. Una sucesión de variables aleatorias (Mt)0≤t≤T con valores
reales adaptada a la filtración y absolutamente integrables, es decir, E[|Mt|] <
∞ es

Martingala si E[Mt+1|Ft] = Mt para todo t ≤ T − 1.

Supermartingala si E[Mt+1|Ft] ≤Mt para todo t ≤ T − 1.

Submartingala si E[Mt+1|Ft] ≥Mt para todo t ≤ T − 1.

La definición se extiende al caso multidimencional, es decir, una sucesión
(Mt)0≤t≤T ∈ Rd es martingala si cada componente es martingala. Enunciare-
mos algunas propiedades de las martingalas que serán de gran utilidad para
el desarrollo del modelo a tiempo discreto considerando las propiedades de
esperanza condicional:

(Mt)0≤t≤T es una martingala si y sólo si E[Mt+j|Ft] = Mt.

Si (Mt)t≥0 es martingala entonces para cualquier t: E[Mt] = E[M0].

La suma de dos martingalas es martingala.

Proposición 2.7. Sea (Mt)0≤t≤T una martingala y (Ht)0≤t≤T una sucesión
previsible con respecto a la filtración (Ft)0≤t≤T . Denotamos ∆Mt = Mt −
Mt−1. La sucesión (Xt)0≤t≤T definida por

X0 = H0M0

Xt = H0M0 +H1∆M1 + · · ·+Ht∆Mt, para todo t ≥ 1

es una martingala con respecto a la filtración (Ft)0≤t≤T .
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Demostración. Como (Mt) es adaptada y (Ht) es un proceso previsible,
(Xt) es un proceso adaptado e integrable. Para t ≥ 0

E[Xt+1 −Xt|Ft] = E[Ht+1∆Mt+1|Ft]
= Ht+1E[Mt+1 −Mt|Ft]
= 0.

Por lo que se tiene
E[Xt+1|Ft] = E[Xt|Ft] = Xt.

Aśı, Xt es martingala. �

A (Xt) se le conoce como la martingala transformada de (Mt) por (Ht).
La siguiente proposición es una caracterización muy útil para martingalas.

Proposición 2.8. Una sucesión de variables aleatorias (Mt) es martingala
si y sólo si para cualquier sucesión previsible (Ht) se tiene

E

[
T∑
t=1

Ht∆Mt

]
= 0.

Demostración. Si (Mt) es martingala y para cualquier proceso previsible
(Ht) definimos X0 = 0 y para t ≥ 1, Xt = H1∆M1 + · · · + Ht∆Mt, por la
Proposición 2.7 la sucesión Xt es martingala por lo que se tiene E[XT ] =
E[X0] = 0. Rećıprocamente, sea j ∈ {0, 1, 2, . . . , T} definimos (Ht) por Ht =
0 para todo t 6= (j + 1) y Hj+1 = A para cualquier conjunto A, Fj-medible,

aśı, (Ht) es previsible y E
[∑T

t=1Ht∆Mt

]
se reduce a E [1A(Mj+1 −Mj)] = 0,

usando la linealidad de la esperanza y dividiendo entre la probabilidad de A
se tiene

E[Mj+1|A] =
E [1AMj+1]

P (A)
=

E [1AMj]

P (A)
= E[Mj|A],

como A es cualquier conjunto Fj-medible se tiene E[Mj+1|Fj] = Mj. �

Regresando al contexto financiero decimos que los precios (St)0≤t≤T del
activo i es una martingala, implica que al tiempo t la mejor estimación de
Sit+1 esta dado por Sit y esto se debe al hecho de E[St+1|St] minimiza el error
cuadrático medio, es decir, si d(Sit) es una predicción de St+1 que minimiza
la funcion E[(Sit+1− d(Sit))

2] = E[E[(Sit+1− d(Sit))
2|Sit ]] y esto sucede cuando
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d(Sit) = E[St+1|St] y como es martingala se tiene la conclusión.

Usando la ecuación (2.6) definimos el proceso de ganancias asociado a la
estrategia φ por

G0(φ) = 0, Gt(φ) = φ1 ·∆S1 + · · ·+ φt ·∆St
aśı,

Vt(φ) = V0 +Gt(φ)

análogamente, se tiene V t(φ) = V0 + Gt(φ), donde Gt(φ) =
∑t

j=1 φ · ∆Sj.
Denotemos por C al cono convexo de variables aleatorias estrictamente po-
sitivo, entonces, si asumimos que no hay oportunidad de arbitrage tenemos
que

Si V0(φ) = 0 entonces VT (φ) /∈ C.

Esto quiere decir que el proceso de ganancias descontadas para una es-
trategia φ no puede ser positiva.

Tomando en cuenta la Proposición 2.3 tenemos que la estrategia φ =
(φ0, φ1, . . . , φd) tiene su valor inicial V0(φ) = 0 y es autofinanciable. Supon-
gamos que GT (φ) ∈ C entonces

VT (φ) = β−1
T V T (φ) = β−1

t (V0(φ) +GT (φ)) = β−1
T GT (φ)

es no negativa y estrictamente positiva, por lo que hay oportunidad de arbi-
trage. Aśı hemos probado el siguiente lema

2.6. Mercado viable

Primera conexión del concepto de martingala con un mercado viable me-
diante el siguiente teorema.

Teorema 2.9. El mercado es viable si y sólo si existe una medida P ∗ de
probabilidad equivalente a P tal que los precios descontados de los activos
son P ∗ martingalas.

Demostración. Asumiremos que existe una medida P ∗ de probabilidad
equivalente a P tal que los precios descontados son martingalas. Para cual-
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quier estrategia φ autofinanciable se tiene

V t(φ) = V0(φ) +
t∑

j=1

φj ·∆Sj.

Como los precios descontados son P ∗ martingalas se tiene

E∗[V T (φ)] = E∗[V0(φ)]

Si la estrategia es admisible y su valor inicial es cero entonces E∗[VT (φ)] = 0
con VT ≥ 0, pero como P ∗({ω}) > 0 para todo ω ∈ Ω entonces V T (φ) = 0,
aśı no hay oportunidad de arbitrage y el mercado es viable.
Ahora, supongamos que el mercado es viable, lo cual es equivalente a decir
que, para cualquier estrategia admisible φ tal que V0(φ) = 0 entonces V T (φ) /∈
C. Sea L el conjunto de variables aleatorias GT (φ) con φ = (φ1, . . . , φd) ∈
Rd un proceso previsible, es un subespacio vectorial de RΩ (donde RΩ es
el conjunto de variables aleatorias definidas sobre Ω). Por el Lema 2.10 el
subespacio L no intercepta al cono C, por lo que no intercepta al conjunto
K = {X ∈ C :

∑
ωX(ω) = 1}, el cual es convexo y compacto, por el

Teorema 2.11 existe un operador λ(ω) tal que

1. Para todo X ∈ K,
∑

ω λ(ω)X(ω) > 0,

2. Para cualquier proceso previsible φ∑
ω

λ(ω)GT (φ)(ω) = 0.

Por la Propiedad 1 se tiene que λ(ω) > 0 para todo ω ∈ Ω por lo que
definimos la siguiente medida de probabilidad

P ∗({ω}) =
λ(ω)∑

ω′∈Ω λ(ω′)
.

La cual es equivalente a P . Denotamos a E∗ la esperanza bajo la medida P ∗,
por la Propiedad 2 se tiene que para cualquier proceso previsible φ ∈ Rd

E∗
[

T∑
j=1

φj∆Sj

]
= 0,

la cual es una caracterización de martingala, Proposición 2.7, aśı, los precios
descontados son P ∗ martingala. �
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Lema 2.10. Si el mercado es viable, las ganancias descontadas asociadas a
cualquier proceso previsible (φ1, . . . , φd) no puede pertenecer al cono C.

Diremos que dos medidas P1 y P2 son equivalentes si para cualquier evento
A, P1(A) = 0 si y sólo si P2(A) = 0. En nuestro contexto diremos que P ∗ es
equivalente a P si para cualquier ω ∈ Ω, P ∗({ω}) > 0.

Teorema 2.11. Sea K un conjunto compacto y convexo, y un subespacio
vectorial V de Rn. Si V y K son disjuntos existe un funcional ξ definido
sobre Rn el cual satisface

1. ∀x ∈ K, ξ(x) > 0.

2. ∀x ∈ V, ξ(x) = 0.

Por lo que el subespacio V es incluido en un hiperplano que no intercepta a
K.

Para la demostración ver [9].

2.7. Mercados completos y valuación de la

opción

Sea una opción europea de tipo call sobre un activo subyacente S1 con
un precio strike K y una fecha de expiración T , cuyo payoff es h-FT -medible
está definido como h = (S1

T − K)+. En el caso de un put sobre el mismo
activo subyacente con el mismo precio strike y fecha de vencimiento T , tiene
su payoff dado por h = (K − S1

T )+.

Definición 2.12. Un reclamo contigente definido por h es alcanzable, si
existe una estrategia admisible de valor h al tiempo T .

Observemos que en un mercado viable necesitamos encontrar una estrate-
gia autofinanciable de valor h en la fecha de expiración de la opción, entonces
decimos que h es alcanzable. Si φ es una estrategia autofinanciable y P ∗ es una
medida equivalente a P bajo la cual los precios descontados son martingala,
entonces V t(φ) es la martingala transformada de los precios descontados por
la estrategia previsible φ, aśı, para i ∈ {1, 2, . . . , T} se tiene V t = E∗[V T |Ft].
Claramente si V T (φ) ≥ 0 la estrategia es admisible, en particular tomamos
h = VT (φ).
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Definición 2.13. El mercado es completo, si cada reclamo contingente es
alcanzable.

Teorema 2.14. Un mercado viable es completo si y sólo si existe una única
medida de probabilidad P ∗ equivalente a P bajo la cual los precios descontados
son martingalas.

Demostración. Asumiremos que el mercado es viable y completo. En-
tonces para cualquier variable aleatoria h que es FT -medible se escribe como
h = VT (φ), donde φ es una estrategia admisible que replica el reclamo con-
tingente. Como φ es autofinanciable

βTh =
h

S0
T

= V T = V0(φ) +
T∑
j=1

φj ·∆Sj.

Sean P1 y P2 medidas equivalentes a P tal que los precios descontados son
martingalas, por consiguiente se tiene

E1[βTh] = V0(φ) = E2[βTh];

en particular
E1[h] = E2[h]. (2.7)

La ecuación (2.7) se mantiene para cualquier variable aleatoria h-FT -medible,
puesto que el mercado es completo. En particular, se cumple para h = 1A,
donde A ∈ FT arbitrario, aśı, P1(A) = P2(A). Por lo que, P1 = P2 y la
medida bajo la cual los precios descontados son martingalas es única.

Ahora supongamos que el mercado es viable pero no completo, es decir,
existe una variable aleatoria no negativa h la cual no es alcanzable. Esto
quiere decir que h no puede ser generada, por cualquier estrategia autofi-
nanciable φ = (φ0, φ1, . . . φd) y por la Proposición 2.3 nos restringimos al
proceso previsible {(φ1, φ2, . . . , φd)} ∈ Rd, ya que φ0 queda determinada por
una constante. Definimos el siguiente conjunto

L =

{
c+

T∑
t=1

φ ·∆St : φ es previsible, c ∈ R

}
.

Entonces L es un subespacio lineal del espacio vectorial L0(Ω,F , P ).
Además, como h no es alcanzable entonces βTh no es un elemento de L,
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aśı L es un subespacio propio de L0 y tiene complemento ortogonal no vacio.
Aśı para cualquier medida P1 equivalente a P bajo la cual los precios des-
contados son P1 martingalas, existe una variable aleatoria no cero Z ∈ L0

tal que

E1[Y Z] = 0 para toda Y ∈ L.

Como se cumple para cualquier Y ∈ L, en especial se cumple para Y ≡ 1 el
cual está en L tomando a φi = 0 para i ≥ 1, aśı, E1[Z] = 0. Definimos P2

por

P2({ω}) = R({ω})P1({ω}),

donde

R({ω}) = 1 +
Z({ω})
2||Z||∞

, ||Z||∞ = máx{|Z({ω})| t.q. ω ∈ Ω}.

Entonces P2 es una medida de probabilidad equivalente a P ya que P2({ω}) >
0 para toda ω ∈ Ω,

P2(Ω) = E1[R] = 1,

ya que E1[Z] = 0. Más aún, para cada Y = c+
∑T

t=1 φ ·∆St ∈ L se cumple

E2[Y ] = E1[RY ] = E1[Y ] +
1

2||Z||∞
E1[Y Z] = c.

En particular, E2[Y ] = 0 cuando c = 0, por lo que para cualquier proceso
previsible φ = {φit t.q. t = 1, 2, . . . , T, i = 1, 2, . . . , d} se tiene

E1

[
T∑
t=1

φt ·∆St

]
= 0.

Usando la Proposición 2.8, tenemos que los precios descontados son P2

martingalas, lo cual es una contradicción ya que la medida equivalente a P
bajo la cual los precios descontados son martingalas, es única. �

Como el mercado es viable y completo, denotamos por P ∗ la única medi-
da de probabilidad equivalente a P bajo la cual los precios descontados son
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matingalas. Sea h un reclamo contingente, el cual es FT -medible y no nega-
tivo, φ una estrategia admisible que replica el reclamo contingente el cual es
definido por

h = VT (φ).

Además, como la sucesión (V t)0≤t≤T es P ∗ martingala se tiene

V0(φ) = E∗
[
V T (φ)

]
,

esto es

V0(φ) = βTE∗[VT (φ)] = βTE∗[h].

De forma más general se tiene

Vt(φ) = βT−tE∗[h|Ft], t ∈ {0, 1, 2, . . . , T}. (2.8)

El precio de la opción tipo call queda determinado por Vt(φ), el cual
es el capital necesario para replicar h = (ST − K)+ al tiempo T siguiendo
la estrategia φ, es decir, el precio de la opción al momento de suscribir el
contrato es determinado por

βTE∗[(ST −K)+].

Análogamente para una opción tipo put

βTE∗[(K − ST )+].

2.8. Modelo de Cox, Ross y Rubinstein

En la sección anterior vimos la forma de evaluar una opción europea ya sea
de tipo call o put. El modelo de Cox, Ross y Rubinstein (CRR) contiene to-
da la informacion necesaria para deducir la famosa fórmula de Black-Scholes
para la valuación de opciones europeas en un mercado a tiempo continuo
modelado por un movimiento Browniano geométrico.

Primero deduciremos la ecuación de paridad, la cual relaciona el precio
de una opción call y put. Denotamos por Ct el precio de la opción al tiempo
t de una call europea sobre una acción de un stock con un precio strike K y
fecha de expiración T , analogamente, Pt el precio de una opción put sobre el
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mismo stock, y r es la tasa de interés fija.

Sea P ∗ la medida de probabilidad bajo la cual los precios descontados
son martinagala, calculamos la diferencia de las primas correspondientes a
un call y a un put. Tomando en cuenta la ecuación (2.8) se obtiene

Ct − Pt = βT−t (E∗ [(ST −K)+|Ft]− E∗ [(K − ST )+|Ft])
= βT−tE∗ [ST −K|Ft]
= βT−tE∗ [ST |Ft]−KβT−t
= β−tE∗ [(βTST |Ft]−KβT−t
= β−t(βtSt)−KβT−t
= St −K(1 + r)−(T−t).

Al tiempo t = 0, se tiene que la ecuación de paridad está dada por

C0 − P0 = S0 −K(1 + r)−T . (2.9)

Para el modelo de CRR se considera un activo con riesgo cuyos precios
están dados por la sucesión de variables aleatorias St, t ∈ {0, 1, . . . , T} donde
T es la fecha de expiración y un activo sin riesgo con una tasa de interés r
sobre cada periodo de tiempo. El precio del stock inicial S0 es conocido y el
cambio de precio entre dos periodos consecutivos cambia por un factor (1+a)
o (1+b) con −1 < a < b, por lo que el precio del stock está dado por

St+1 =

{
St(1 + a), con probabilidad p,

St(1 + b), con probabilidad 1− p,

para toda t ∈ {0, 1, . . . , T − 1}.

El conjunto de posibles estados es entonces Ω = {1 + a, 1 + b}T con la
filtración natural generada por el valor de los precios del stock, es decir,
F0 = {Ω, ∅}, Ft = σ{Su t.q. u ≤ t}, donde F = FT = 2Ω es la σ-álgebra
generada por todos los subconjuntos de Ω.

La medida P sobre (Ω,F) es inducida por la razón de los precios del stock
y denotamos a Rt = St/St−1 para t > 0. Para cada ω = (ω1, ω2, . . . , ωT ) ∈ Ω
definimos
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P ({ω}) = P (Rt = ωt, t = 1, 2, . . . , T ).

Observemos que si P ∗ es una medida de probabilidad equivalente a P que
satisface que los precios descontados son P ∗ martingala, es decir,

E∗
[
St|Ft−1

]
= St−1,

es equivalente a E∗
[

St
St−1
|Ft−1

]
= 1 ya que St−1 es Ft−1-medible, y a la vez

equivalente a

E∗
[
St
St−1

∣∣∣∣Ft−1

]
= 1 + r,

ya que βt/βt−1 = 1 + r. Como P ∗ es una medida equivalente martingala a P ,
se tiene E∗[Rt] = 1 + r, pero como Rt solo toma los valores (1 + a) o (1 + b),
el valor esperado de Rt es igual a (1 + r) sólo si a < r < b, lo cual nos dice
que el mercado es libre de arbitrage.

Ahora mostremos que el mercado es viable y completo, es decir, que existe
una única medida de probabilidad equivalente a P bajo la cual los precios
decontados son martingala.

Lema 2.15. St es P ∗ martingala si y sólo si las variables aleatorias (Rt) son
i.i.d. con P ∗(R1 = 1+a) = q y P ∗(R1 = 1+b) = 1−q donde q = (b−r)/(b−a).

Demostración. Supongamos que Rt son v.a.i.i.d. y por la observación
anterior se tiene

E∗[Rt|Ft−1] = E∗[Rt] = (1 + a)q + (1 + b)(1− q) = 1 + r.

Por lo cual los precios descontados son P ∗ martingala.

Rećıprocamente, si los precios descontados son P ∗ martingala se tiene
E∗[Rt|Ft−1] = 1 + r, como Rt sólo toma los valores 1 + a o 1 + b se tiene

E∗[Rt|Ft−1] = (1 + a)P ∗(Rt = 1 + a|Ft−1) + (1 + b)P ∗(Rt = 1 + b|Ft−1)

= 1 + r,

donde P ∗(Rt = 1 + a|Ft−1) + P ∗(Rt = 1 + b|Ft−1) = 1. Sea q = P ∗({Rt =
1 + a}|Ft−1), obteniendo aśı que

(1 + a)q + (1 + b)(1− q) = 1 + r ⇐⇒ q = (b− r)/(b− a).
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La independencia de las variables Rt se sigue por inducción sobre t > 0,
ya que para ω ∈ Ω, ω = (ω1, ω2, . . . , ωT ) vemos inductivamente

P ∗(R1 = ω1, R2 = ω2, . . . , Rt = ωT ) =
t∏
i=1

qi,

donde qi = q cuando ωi = (1 + a) e igual a (1 − q) cuando ωi = (1 + b). Lo
cual afirma que las variables aleatorias (Rt) son i.i.d. �

De esta forma el modelo CRR admite una única medida de probabilidad
dada por P ∗. Una vez teniendo ésta medida procedemos a calcular el valor
de una opción call europea CT = (ST − K)+, al tiempo t está dada por la
ecuación (2.8)

Vt(CT ) = (1 + r)−(T−t)E∗ [ (ST −K)+| Ft] .
Ya que ST = St

∏T
i=t+1Ri y teniendo en cuenta que cada variable Ri

(i > t) es independiente de Ft se obtiene

V (Ct) = (1 + r)−(T−t)E∗
(St T∏

i=t+1

Ri −K

)
+

∣∣∣∣∣∣Ft
 = v(t, St)

donde

v(t, x) = (1 + r)−(T−t)E∗
(x T∏

i=t+1

Ri −K

)
+


= (1 + r)−(T−t)

T−t∑
i=0

(
T − t
i

)
qi(1− q)T−t−i(x(1 + a)i(1 + b)T−t−i −K)+.

En particular el precio de la opción call europea al tiempo t = 0, está dado
por

C0 = v(0, S0)

= (1 + r)−(T )

T∑
t=0

(
T

t

)
qi(1− q)T−t(x(1 + a)t(1 + b)T−t −K)+

= (1 + r)−(T )

T∑
t=A

(
T

t

)
qi(1− q)T−t(x(1 + a)t(1 + b)T−t −K)
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donde A es el entero k más pequeño para el cual S0(1 + a)k(1 + b)T−k > K.

2.9. Convergencia al modelo de Black-Scholes

Consideremos una opción europea tipo put sobre un stock con un precio
strike K y fecha de expiración T . Su payoff está dado por (K − ST )+. El
desarrollo es análogo en el caso de una opción de tipo call.

El precio inicial del stock está dado por S0, definimos h = T/N para
algún N fijo de tal forma que el conjunto {0, h, 2h, . . . , Nh} ⊂ [0, T ]. Para
r > 0 fijo, definimos R la tasa de interés, donde R = rT/N sobre el intervalo
de tiempo [0,h]. El precio de la opción está dado por

PN
0 = (1 +R)−NE∗[(K − S0)+]

= E∗
[(

(1 +R)−N K − (1 +R)−N S0

N∏
n=1

RN
n

)
+

]

= E∗
[(

(1 +R)−N K − S0

N∏
n=1

RN
n

1 +R

)
+

]

= E∗
[(

(1 +R)−N K − S0e
log

(∏N
n=1

RNn
1+R

))
+

]

= E∗
[(

(1 +R)−N K − S0e
∑N
n=1 log

(
RNn
1+R

))
+

]

donde RN
n = SNnh/S

N
(n−1)h toma valores de la forma (1 + a) y (1 + b) para

n ≥ 1. Además, las variables (RN
n ) son i.i.d. y

P ∗(RN
1 = 1 + a) = q =

b−R
b− a

.

Supongamos que

log

(
1 + a

1 +R

)
= σ

√
T

N
= −σ

√
h, log

(
1 + b

1 +R

)
= −σ

√
T

N
= σ
√
h. (2.10)
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La tasa de los precios descontados del stock son de la forma eσξn donde
las variables aleatorias (ξn) son i.i.d. y toman los valores ±

√
σ con probabi-

lidades q y 1− q respectivamente.

Ahora, una forma simple del teorema central del ĺımite está dado de la
siguiente manera.

Teorema 2.16. Dada una sucesión de variables aleatorias (Y N
k )kN i.i.d. con

media µn tal que Nµn converge a µ cuando N → ∞ y cuya varianza es de
la forma σ2/N + o(1/N), la suma ZN =

∑N
k=1 Y

N
k converge en distribución

a una variable aleatoria Z distribuida N(µ, σ2).

Demostración. Para probar la convergencia observemos la función ca-
racteŕıstica de ZN

ψZN (u) = E
[
eiuZn

]
=

N∏
j=1

E
[
eiuY

N
1

]
=
(
E
[
eiuY

N
1

])N
,

definimos f(u) = eiuY
N
1 , al desarrollar en serie de Taylor y tomando su espe-

ranza se tiene

ψZN (u) =

(
1 + iuµN −

σ2u2

2N
+ o(1/N)

)N
,

que a su vez converge a la función caracteŕıstica eiuµ−σ
2u2/2 de una N(µ, σ2). �

Para aplicar la convergencia anterior, definimos

Y N
n = log

(
RN
n

1 +R

)
, ZN =

N∑
n=1

Y N
n .

Los valores posibles de Y N
1 son ±σ

√
h, calculando su esperanza se obtiene

µN = E∗[Y N
1 ] = σ

√
hq − σ

√
h(1− q) = (2q − 1)σ

√
h,

usando la ecuación (2.10) y reescribiendo 1− 2q obtenemos

2q − 1 = 1− 2(1− q) = 1− 2

(
eσ
√
h − 1

eσ
√
h − e−σ

√
h

)

= 1− eσ
√
h − 1

sinh(σ
√
h)
.
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Expandiendo en serie de Taylor el lado derecho se tiene 2q−1 = −1
2
σ
√
h+

o(1/N). Aśı, µN = −1
2
σ2T
N

+ o(1/N), por lo que, NµN → −1
2
σ2T cuando

N →∞.

Por último, calculamos el segundo momento de la variable Y N
1

E∗
[
(Y N

1 )2
]

= σ2 T

N
q + σ2 T

N
(1− q) = σ2 T

N

y su varianza es de la forma σ2 T
N

+ o(1/N). Aplicando el teorema de ĺımite
central se tiene que ZN → Z en distribución, donde Z ∼N(−1

2
σ2T, σ2T ),

usando la ecuación (2.3) se tiene que el valor de la opción está dada por

P0 = E
[(
e−rTK − S0e

Z
)

+

]
.

Dado que Z ∼N(−1
2
σ2T, σ2T ) entonces la variable X = 1

σ
√
T

(Z + 1
2
σ2T )

tiene una distribución N(0, 1). Para encontrar la esperanza evaluamos la in-
tegral ∫ ∞

−∞

(
Ke−rT − S0e

− 1
2
σ2T+σ

√
Tx
)

+

e−
1
2
x2

√
2π

dx.

La integral es diferente de cero cuando

Ke−rT > S0e
− 1

2
σ2T+σ

√
Tx

⇒ log(K)− rT > log(S0)− 1

2
σ2T + σ

√
Tx

⇒ γ =
log
(
K
S0

)
−
(
r − 1

2
σ2
)
T

σ
√
T

> x

cambiando el ĺımite de integración, el precio de la opción put está dado por

P0 = Ke−rT
∫ γ

−∞

e−
1
2
x2

√
2π

dx− S0

∫ γ

−∞
e−

σ2T
2 eσ

√
Tx−x

2

2
dx√
2π

= Ke−rT (Φ(γ))− S0

∫ γ

−∞
e−

1
2(x−σ

√
T)

2 dx√
2π

= Ke−rT (Φ(γ))− S0

(
Φ(γ − σ

√
T )
)
.
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Φ denota la función de distribución acumulada normal estándar. Usando
la simetŕıa de Φ y la ecuación de paridad (2.9) el precio de una opción call
está dado por

C0 = S0 + P0 −Ke−rT

= S0 − S0

(
Φ(γ − σ

√
T )
)

+Ke−rT −Ke−rT

= S0

(
1−

(
Φ(γ − σ

√
T )
))
−Ke−rT (1− Φ(γ))

= S0

(
Φ(σ
√
T − γ)

)
−Ke−rT (Φ(−γ))

= S0Φ(d+)−Ke−rTΦ(d−),

donde

d± =
log
(
S0

K

)
+ (r ± 1

2
σ2)T

σ
√
T

.



Caṕıtulo 3

Cálculo Estocástico

En este caṕıtulo estudiaremos el movimiento Browniano aśı como algunas
caracteŕısticas, posteriormente analizaremos la integral de Itô, empezando
con procesos simples y posteriormente extenderemos a cualquier proceso en
general, aśı como algunas de sus propiedades. Daremos la definición de un
proceso de Itô, aśı como su fórmula para el cálculo de integrales estocásticas.

3.1. Movimiento Browniano

Antes de definir la integral estocástica, enunciaremos algunas caracteŕısti-
cas del movimiento Browniano que nos permiten modelar el precio de los
activos subyacentes en el siguiente capitulo. En lo que sigue tomaremos a
los procesos estocásticos indexados sobre un intervalo de tiempo [0, T ], para
fines de nuestro estudio.

Consideraremos un espacio de probabilidad (Ω,F , P ) con una filtración
(F)0≤t≤T , bajo las consideraciones anteriores enunciamos la definición de
movimiento Browniano.

Definición 3.1. Un movimiento Browniano estandar (Wt), 0 ≤ t ≤ T es
un proceso estocástico adaptado a la filtración (Ft)0≤t≤T de valores reales que
tiene trayectorias continuas casi seguramente con distribuciones Gausianas
estacionarias e incrementos independientes, es decir,

El mapeo t→ Wt(ω) es continuo para casi todo ω ∈ Ω.

W0 = 0 casi seguramente.

27
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Para s ≤ t ≤ T , Wt −Ws es una variable aleatoria independiente de
Fs.

Para s ≤ t ≤ T , Wt−Ws es una variable aleatoria distribuida N(0, t−
s).

Una vez que se tiene la definición de movimiento Browniano vamos a
estudiar algunas propiedades importantes, que nos ayudaran más adelante
para la construcción de la integral de Itô. Primero vamos a calcular la va-
riación cuadrática del movimiento Browniano, después veremos que no es de
variación acotada. Por lo que tenemos la siguiente definición.

Definición 3.2. Sea f(t) una función definida sobre 0 ≤ t ≤ T . La variación
cuadrática de f hasta el tiempo T es

[f, f ](T ) = ĺım
||Π→0||

n−1∑
i=0

(f(ti+1)− f(ti)),

donde Π = {t0, t1, . . . , tn} y 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T .

Teorema 3.3. Sea W un movimiento Browniano estándar. Entonces la va-
riación cuadrática está dada por [W,W ](T ) = T , para todo T ≥ 0.

Demostración. Sea Π = {t0, t1, . . . , tn} una partición de [0, T ] definimos

QΠ =
n−1∑
i=0

(Wti+1
−Wti)

2.

La variación cuadrática muestral es la suma de variables aleatorias indepen-
dientes. Por lo cual su media y varianza es la suma de sus medias y varianzas
respectivamente, entonces

E[QΠ] =
n−1∑
i=0

E
[
(Wti+1

−Wti)
2
]

=
n−1∑
i=0

(ti+1 − ti) = T

y

V ar[(Wti+1
− Wti)

2] = E
[
((Wti+1

−Wti)
2 + (ti+1 − ti))2

]
= E[(Wti+1

−Wti)
4]− 2(ti+1 − ti)E[(Wti+1

−Wti)
2] + (ti+1 − ti)2

= 3(ti+1 − ti)2 − 2(ti+1 − ti)2 + (ti+1 − ti)2

= 2(ti+1 − ti)2,
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por lo cual la varianza de la variación muestral es

V ar[QΠ] =
n−1∑
i=0

V ar[(Wti+1
−Wti)

2] =
n−1∑
i=0

2(ti+1 − ti)2

≤
n−1∑
i=0

2||Π||(ti+1 − ti) = 2||Π||T.

En particular, cuando ĺım||Π||→0 V ar[QΠ] = 0, aśı concluimos que

ĺım
||Π||→0

QΠ = E[QΠ] = T.

�

De la demostración anterior podemos observar que E[(Wti+1
−Wti)

2] =
ti+1 − ti y V ar[(Wti+1

−Wti)
2] = 2(ti+1 − ti)2, por lo que, cuando ti+1 − ti es

pequeño, 2(ti+1− ti)2 es todav́ıa más pequeño y la variable aleatoria (Wti+1
−

Wti)
2 está muy cerca de su media ti+1 − ti con una probabilidad muy alta.

Por lo que podemos afirmar que (Wti+1
−Wti)

2 ≈ ti+1−ti y de manera formal

dWtdWt ' dt. (3.1)

Conociendo la variación cuadrática del movimiento Browniano, podemos
obtener la variación cruzada de Wt con t y la variación cuadrática de t.

Proposición 3.4. Sea Π = {t0, t1, . . . , tn} una partición del intervalo [0, T ]
y W un movimiento Browniano estándar se tiene

ĺım
||Π→0||

n−1∑
i=0

(Wti+1
−Wti)(ti+1 − ti) = 0 (3.2)

ĺım
||Π→0||

n−1∑
i=0

(ti+1 − ti)2 = 0. (3.3)

Demostración. Para demostrar que el ĺımite es cero en la ecuación (3.2),
observemos que

|(Wti+1
−Wti)(ti+1 − ti)| ≤ máx

0≤k≤n−1
|Wtk+1

−Wtk |(ti+1 − ti),
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se tiene ∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

(Wti+1
−Wti)(ti+1 − ti)

∣∣∣∣∣ ≤ máx
0≤k≤n−1

|Wtk+1
−Wtk |T,

ya que Wt es continuo, máx0≤k≤n−1 |Wtk+1
−Wtk | tiene ĺımite cero cuando la

norma de la partición tiende a cero.
Para demostrar que cero, es el limite en la ecuación (3.3), observemos

n−1∑
i=0

(ti+1 − ti)2 ≤ máx
0≤k≤n−1

(tk+1 − tk) ·
n−1∑
i=0

(ti+1 − ti) = ||Π||T

la cual tiende a cero cuando la norma de la partición tiende a cero. �
De la proposición anterior podemos observar que

dWtdt ' 0, dtdt ' 0. (3.4)

Estas reglas de diferenciales se necesitan posteriormente para la fórmula
de Itô. Ahora, teniendo en cuenta la variación cuadrática del movimiento
Browniano podemos ver que el movimiento Browniano no es de variación
acotada.

Proposición 3.5. El movimiento Browniano es de variación no acotada.

Demostración. Sea Π = {t0, t1, . . . , tn} una partición de [0, T ] y supon-
gamos que es de variación acotada, por lo que existe 0 < M y teniendo en
cuenta la variación cuadrática del movimiento Browniano

n−1∑
i=0

(Wti+1
−Wti)

2 ≤ máx
0≤k≤n−1

|Wtk+1
−Wtk |

n−1∑
i=0

|Wti+1
−Wti |

por la continuidad del movimiento Browniano y del hecho que es de variación
acotada se tiene que la desigualdad anterior se reescribe como

ĺım
||Π→0||

n−1∑
i=0

(Wti+1
−Wti)

2 ≤ máx
0≤k≤n−1

|Wtk+1
−Wtk | ·M = 0.

Lo cual es una contradicción al Teorema 3.3. Por lo tanto, el movimiento
Browniano es de variación no acotada. �
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3.2. Martingala a tiempo continuo

Una herramienta importante para la valuación de opciones europeas como
se presentó en el caṕıtulo anterior es el concepto de martigala. En esta sección
estudiaremos el caso continuo, aśı como algunos ejemplos, por lo que tenemos
la siguiente definición.

Definición 3.6. Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad con una filtración
(Ft), t ≥ 0. Un proceso estocástico adaptado (Mt) de variables aleatorias
integrables, es decir, E[|Mt|] < +∞ para cualquier t es

Martingala si, para cualquier s ≤ t, E[Mt|Fs] = Ms;

Supermartingala si, para cualquier s ≤ t, E[Mt|Fs] ≤Ms;

Submartingala si, para cualquier s ≤ t, E[Mt|Fs] ≥Ms.

Si (Mt) es una martingala, entonces E[Mt] = E[M0] para cualquier t.
Algunos ejemplos de martingalas que involucran el movimiento Browniano.

Proposición 3.7. Sea (Wt) un movimiento Browniano estándar con respecto
a la filtración (Ft). Entonces

a) (Wt) es Ft martingala,

b) (W 2
t − t) es Ft martingala y

c) exp(σWt − (σ2/2)t) es Ft martingala.

Demostración. a) E[Wt −Ws|Fs] = E[Wt −Ws] = 0, por que Wt −Ws

es independiente de Fs. Aśı, E[Wt|Fs] = Ws.
b) E[W 2

t −W 2
s |Fs] = E[(Wt−Ws)

2 +2Ws(Wt−Ws)|Fs] = E[(Wt−Ws)
2|Fs]+

E[2Ws(Wt −Ws)|Fs], el segundo término es cero por el inciso a). Debido a
la independencia se tiene

E[(Wt −Ws)
2|Fs] = E[(Wt −Ws)

2]

= t− s,

por lo que, se tiene E[W 2
t − t|Fs] = W 2

s − s.
c) Finalmente, observemos que si Z es una variable aleatoria normal estándar
y λ ∈ R

E
[
eλZ
]

=

∫ ∞
∞

eλxe−x
2/2 dx√

2π
=

∫ ∞
∞

e−
1
2

((x+λ)2−λ) dx√
2π

= eλ
2/2.
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Sea s < t

E[eσWt−σ2t/2|Fs] = eσWs−σ2t/2E[eσ(Wt−Ws)|Fs]
= eσWs−σ2t/2E[eσ(Wt−Ws)]

como σ(Wt−Ws) tiene una distribución N(0, σ2(t−s)); si Z ∼N(0, 1) entonces
σ(Wt − Ws) tiene la misma distribución que σ

√
t− sZ y E[eσ(Wt−Ws)] =

E[eσ
√
t−sZ ] = eσ

2(t−s)/2. Por lo que concluimos que

E[eσWt−σ2t/2|Fs] = eσWs−σ2s/2.

�

3.3. Construcción de la integral de Itô

Primero se define la integral estocástica con respecto a un movimiento
Browniano estándar para procesos simples, mostraremos algunas de sus pro-
piedades, posteriormente extenderemos la definición para cualquier proceso,
mostraremos sus propiedades y finalmente enunciaremos la formula de Itô pa-
ra procesos de Itô. Supongamos que (Wt) con 0 ≤ t ≤ T , es un movimiento
Browniano estándar Ft-medible sobre un espacio filtrado (Ω,F , (Ft), P ).

Definición 3.8. (Ht)0≤t≤T es llamado un proceso simple si puede ser escrito
como

Ht(ω) = φ0(ω)10(t) +
n−1∑
i=0

φi(ω)1(ti,ti+1](t),

donde 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T y φi(·) es Fti-medible y acotada.

Aśı la definición de integral estocástica para un proceso simple es:

Definición 3.9. Si H es un proceso simple, la integral estocástica de H
con respecto a un movimiento Browniano (Wt), es el proceso (I(H)t)0≤t≤T
definido para t ∈ (tk, tk+1] por

I(H)t =

∫ t

0

HsdWs =
k−1∑
i=0

Hi(Wti+1
−Wti) +Hk(Wt −Wtk).
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De la definición anterior, la integral estocástica se puede reescribir como
una martingala transformada:

I(H)t =

∫ t

0

HsdWs =
n∑
i=0

Hi(Wti+1∧t −Wti∧t).

Teorema 3.10. Sea H un proceso simple, la integral estocástica (I(H)t)0≤t≤T
es Ft-martingala y continua.

Demostración. Observemos que Wt es continuo casi seguramente, por
lo que I(H)t es continuo casi seguramente. Sea 0 ≤ s ≤ t ≤ T , asumiremos
que s y t se encuentran en diferentes subintervalos de la partición, es decir,
hay puntos de la partición tl y tk tal que tl < tk, s ∈ (tl, tl+1] y t ∈ (tk, tk+1]
por lo que se tiene

I(H)t =
l−1∑
i=0

Hti(Wti+1
−Wti) +Htl(Wtl+1

−Wtl)

+
k−1∑
i=l+1

Hti(Wti+1
−Wti) +Htk(Wt −Wtk).

Tomamos esperanza condicional a los cuatro términos del lado derecho.
Las variables aleatorias del primer sumando son Fs-medibles ya que tl < s
por lo cual se tiene

E

[
l−1∑
i=0

Hti(Wti+1
−Wti)

∣∣∣∣∣Fs
]

=
l−1∑
i=0

Hti(Wti+1
−Wti).

Para el segundo sumando usamos el hecho de que el movimiento Brow-
niano es martingala

E[Htl(Wtl+1
−Wtl)|Fs] = Htl(E[Wtl+1

|Fs]−Wtl) = Htl(Ws −Wtl).

En el tercer sumando usamos la propiedad torre de esperanza condicional
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teniendo en cuenta que s < tl+1 ≤ ti

E

[
k−1∑
i=l+1

Hti(Wti+1
−Wti)

∣∣∣∣∣Fs
]

=
l−1∑
i=0

E
[
Hti(Wti+1

−Wti)
∣∣Fs]

=
l−1∑
i=0

E
[
E[Hti(Wti+1

−Wti)|Fti ]
∣∣Fs]

=
l−1∑
i=0

E
[
Hti(E[Wti+1

|Fti ]−Wti)
∣∣Fs]

=
l−1∑
i=0

E [Hti(Wti −Wti)| Fs] = 0.

Para el cuarto sumando hacemos algo similar al caso anterior y se tiene

E[Htk(Wt −Wtk)|Fs] = E[E[Htk(Wt −Wtk)|Ftk ]|Fs]
= E[Htk(E[(Wt)|Ftk ]−Wtk)|Fs] = 0.

Finalmente, al sumar los cuatro términos se obtiene

E
[∫ t

0

HudWu

∣∣∣∣Fs] =
l−1∑
i=0

Hti(Wti+1
−Wti) +Htl(Ws −Wtl) =

∫ s

0

HudWu.

�

Ya que I(H)t es martingala e I(H)0 = 0 se tiene que E[I(H)t] = 0 para
todo t ≥ 0, aśı, la varianza está dada por V ar[I(H)t] = E[(I(H)t)

2], la cual
puede ser evaluada por la fórmula descrita en el siguiente teorema.

Teorema 3.11. Sea H un proceso simple. La integral estocástica satisface

E

[(∫ t

0

HsdWs

)2
]

= E
[∫ t

0

(Hs)
2ds

]
.

Demostración. Sea Di = Wti+1
−Wti para i = 0, 1, . . . , k−1 y Dk = Wt−

Wtk , por lo que la integral estocástica se reescribe como I(H)t =
∑k

i=0HtiDi

y

(I(H)t)
2 =

k∑
i=0

H2
ti
D2
i + 2

∑
0≤i<j≤k

HtiHtjDiDj.
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Primero consideremos el segundo sumando del lado derecho de la ecuación
anterior. Para i < j, las variables HiHjDi son Ftj -medible mientras que el
incremento Browniano Dj es independiente de Ftj . Además, E[Dj] = 0 por
lo que se tiene

E[HtiHtjDiDj] = E[HtiHtjDi]E[Dj] = 0.

Ahora, consideremos el término cuadrático H2
ti
D2
i , la variable aleatoria H2

ti

es Fti-medible y el cuadrado del incremento Browniano Di es independiente
de Fti , E[D2

i ] = ti+1 − ti para i = 0, 1, . . . , k − 1 y E[D2
k] = t− tk, por lo que

se sigue que

E[(I(H)t)
2] =

k∑
i=0

E[H2
ti
D2
i ] =

k∑
i=0

E[H2
ti

]E[D2
i ]

=
k−1∑
i=0

E[H2
ti

(ti+1 − ti)] + E[H2
tk

(t− tk)],

como el proceso Hi es constante sobre el intervalo (ti, ti+1], entonces H2
ti

(ti+1−
ti) =

∫ ti+1

ti
H2
sds, respectivamente H2

tk
(t− tk) =

∫ t
tk
H2
sds, aśı

E

[(∫ t

0

Hsdws

)2
]

= E

[
k−1∑
i=0

∫ ti+1

ti

H2
sds+

∫ t

tk

H2
sds

]

= E
[∫ t

0

H2
sds

]
.

�

Teorema 3.12. Para H un proceso simple, se tiene

E

[
sup

0≤t≤T

∣∣∣∣∫ t

0

HsdWs

∣∣∣∣2
]
≤ 4E

[∫ T

0

|Hs|2ds
]
.

Demostración. Consideremos la desigualdad maximal de Doob, la cual
dice que si (Mt), t ≥ 0 es martingala continua entonces E[sup0≤t≤T |Mt|2] ≤
4E[|MT |2]. Aplicando la desigualdad a I(Ht) se tiene el resultado. �

Ahora, calculemos la variación cuadrática de la integral estocástica y la
enunciamos en el siguiente teorema.
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Teorema 3.13. Sea H un proceso simple. La variación cuadrática acumu-
lada hasta el tiempo t para I(H)t es

[I(H), I(H)](t) =

∫ t

0

H2
sds. (3.5)

Demostración. Primero calculemos la variación cuadrática sobre un
subintervalo [tj, tj+1] sobre el cual Ht es constante. Sea tj = l0 < l1 < · · · <
ln = tj+1 puntos de la partición del subintervalo [tj, tj+1] y consideremos

n−1∑
i=0

(I(H)li+1
− I(H)li)

2) =
n−1∑
i=0

(Htj(Wli+1
−Wli))

2

= H2
tj

n−1∑
i=0

(Wli+1
−Wli))

2,

cuando n → ∞, la norma de la partición se aproxima a 0 y el término∑n−1
i=0 (Wli+1

− Wli))
2 converge a la variación cuadrática acumulada por el

movimiento Browniano entre el tiempo tj y tj+1, el cual es tj+1 − tj. Por lo
que, el ĺımite de la ecuación anterior es

H2
tj

(tj+1 − tj) =

∫ tj+1

tj

H2
sds.

Análogamente la variación cuadrática acumulada para la integral en el tiempo
tk y t es

∫ t
tk
H2
sdWs. Sumando todos los subintervalos se tiene el resultado.

�
Hasta el momento se ha definido la integral estocástica para un proceso

simple y enunciado algunas de sus propiedades. Extenderemos la integral a
una clase de procesos más amplia y definimos L2(Ωx[0, T ]) como H de la
siguiente manera

H =

{
(Ht)0≤t≤T , adaptados a la filtración (Ft≥0),E

[∫ T

0

H2
sds

]
< +∞

}
.

Lema 3.14. Sea (Hs) ∈ H. Entonces existe una sucesión de procesos simples
(Hn

s ) tal que

ĺım
n→∞

E
[∫ T

0

|Hs −Hn
s |2ds

]
= 0.
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Teorema 3.15. Sea (Wt), 0 ≤ t ≤ T un movimiento Browniano sobre la
filtración Ft. Existe un único mapeo lineal I de H al espacio de las funciones
Ft-martingalas sobre [0, T ] tal que

Si H es un proceso simple en H, entonces

I(H)t =

∫ t

0

HsdWs.

Si t ≤ T ,

E
[
(I(H)t)

2
]

= E
[∫ t

0

H2
sds

]
.

Demostración. Sea H ∈ H y (Hn) una sucesión de procesos simples
convergente a H. Entonces usando la desigualdad de Doob se tiene,

E
[

sup
0≤t≤T

|I(Hn+p −Hn)t|2
]
≤ 4E

[∫ T

0

|Hn+p
s −Hn

s |2ds
]
, (3.6)

entonces existe una subsucesión Hkn tal que

E
[

sup
0≤t≤T

|I(Hkn+1)t − I(Hkn)t|2
]
≤ 2−n,

casi seguramente, la sucesión de funciones continuas I(Hkn)t es uniforme-
mente convergente sobre [0, T ] a una función I(H)t. Haciendo p → ∞ en
(3.6)

E
[

sup
0≤t≤T

|I(H)t − (Hn)t|2
]
≤ 4E

[∫ T

0

|Hs −Hn
s |2ds

]
.

Lo cual implica que I(H)t es independiente de la sucesión aproximante
(Hn

s ), por lo que esta bien definida.

Usando la desigualdad de Jensen se tiene

E
[
|E[I(Hn)t|Fs]− E[I(H)t|Fs]|2

]
= E

[
E[I(Hn)t − I(H)t|Fs]2

]
≤ E

[
E[ |I(Hn)t − I(H)t|2

∣∣Fs]]
= E

[
|I(Hn)t − I(H)t|2

]
→ 0 cuando n→∞,
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como E[I(Hn)t|Fs] = I(Hn)s. Tomando ĺımite se obtiene

E
[
(I(H)s − E[I(H)t|Fs])2] = 0,

aśı, I(H)t es Ft-martingala, lo demás se sigue de la continuidad y de la den-
sidad en H de los procesos simples. �

Dada una sucesión (Hn
s ) de procesos simples, la cual converge a H ∈ H,

definimos la integral estocástica como

I(H)t =

∫ t

0

HsdWs = ĺım
n→∞

∫ t

0

Hn
s dWs, en el sentido L2(Ω).

Ejemplo 3.16. Encontrar
∫ T

0
WtdWt. Sea 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T una

partición de [0, T ] y definimos

Hn(t) =
n−1∑
i=0

Wti1(ti,ti+1](t),

entonces la integral estocástica de un proceso simple está dada por∫ T

0

Hn
t dWt =

n−1∑
i=0

Wti(Wti+1
−Wti).

Por otra parte, agregando y restando W 2
ti+1

Wti(Wti+1
−Wti) =

1

2

(
W 2
ti+1
−W 2

ti
− (Wti+1

−Wti)
2
)
,

y ∫ T

0

Hn
t dWt =

1

2

n−1∑
i=0

(W 2
ti+1
−W 2

ti
)− 1

2

n−1∑
i=0

(Wti+1
−Wti)

2

=
1

2
W 2
T −

1

2
W 2

0 −
1

2

n−1∑
i=0

(Wti+1
−Wti)

2

por el Teorema 3.3 se tiene que el segundo sumando converge en L2(Ω) a T ,
aśı, la integral estocástica está dada por∫ T

0

WtdWt = ĺım
n→∞

∫ T

0

Hn
t dWt =

1

2
W 2
T −

1

2
T.
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Al momento de extender la integral estocástica al espacio de procesos
adaptados a (Ft) que satisfacen E[

∫ t
0
H2
sds] < +∞, heredan las propiedades

de la integral para procesos simples y se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.17. Sea T una constante positiva y sea (Ht) ∈ H, 0 ≤ t ≤ T .
Entonces I(H)t =

∫ t
0
HsdWs tiene las siguientes propiedades.

i) (Continuidad) Como función del limite de integración t, las trayecto-
rias I(H)t son continuas.

ii) (Adaptatividad) Para cada t, I(H)t es Ft-medible.

iii) (Linealidad) Si I(H)t =
∫ t

0
HsdWs y J(K)t =

∫ t
0
KsdWs, enton-

ces I(H)t ± J(K)t =
∫ t

0
(Hs ± Ks)dWs y para cualquier constante c,

cI(H)t =
∫ t

0
cHsdWs.

iv) (Martingala) I(H)t es martingala.

v) (Isometŕıa) E[(I(H)t)
2] = E[

∫ t
0
H2
sds].

vi) (Variación cuadrática) [I(H), I(H)](t) =
∫ t

0
H2
sds.

3.4. Cálculo de Itô

Si f(t) es una función con valores reales, diferenciable para t ≥ 0 y f(0) =
0, entonces

f(t)2 = 2

∫ t

0

f(s)f ′(s)ds =

∫ t

0

fdf(s).

Sin embargo, en el caso de la integral estocástica no sucede de la misma
manera, ya que el movimiento Browniano no es diferenciable, por lo que el
siguiente teorema nos ayuda en ese sentido.

Teorema 3.18 (Fórmula de Itô para M.B.). Sea f(t, x) una función la cual
sus derivadas parciales ft(t, x), fx(t, x) y fxx(x, t) están definidas y son con-
tinuas. Sea Wt un movimiento Browniano, entonces para cada T ≥ 0,

f(T,WT ) = f(0,W0) +

∫ T

0

ft(t,Wt)dt

+

∫ T

0

fx(t,Wt)dWt +
1

2

∫ T

0

fxx(t,Wt)dt.
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Demostración. Sea T > 0 y Π = {t0, t1, . . . , tn} una partición del inter-
valo [0, T ] tal que 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T . Si tomamos la función f(t, x)
entonces por el teorema de Taylor se tiene

f(ti+1, xi+1)− f(ti, xi) = ft(ti, xi)(ti+1 − ti) + fx(ti, xi)(xi+1 − xi)

+
1

2
fxx(ti, xi)(xi+1 − xi)2 + ftx(ti, xi)(ti+1 − ti)(xi+1 − xi)

+
1

2
ftt(ti, xi)(ti+1 − ti)2 + términos de orden mayor.

Reemplazamos xi por Wti , xi+1 por Wti+1
y sumando, se tiene que

f(T,WT )− f(0,W0) =
n−1∑
i=0

ft(ti,Wi)(ti+1 − ti) +
n−1∑
i=0

fx(ti,Wi)(Wi+1 −Wi)

+
1

2

n−1∑
i=0

fxx(ti,Wi)(Wi+1 −Wi)
2 +

n−1∑
i=0

ftx(ti,Wi)(ti+1 − ti)(Wi+1 −Wi)

+
1

2

n−1∑
i=0

ftt(ti,Wi)(ti+1 − ti)2 + términos de orden mayor. (3.7)

Cuando tomamos el ĺımite de la partición, es decir, ||Π|| → 0, el lado izquierdo
de la ecuación (3.7) no se ve afectado, mientras que el primer término del
lado derecho de (3.7) contribuye a la integral de Lebesgue

ĺım
||Π||→0

n−1∑
i=0

ft(ti,Wi)(ti+1 − ti) =

∫ T

0

ft(t,Wt)dt.

Como ||Π|| → 0, el segundo término contribuye a la integral estocástica∫ T

0

fx(t,Wt)dWt.

El tercer término corresponde a una integral de Lebesgue,

1

2

∫ T

0

fxx(t,Wt)dt,

ya que (Wi+1 −Wi)
2 ≈ ti+1 − ti, y en el ĺımite de la partición coinciden (ver

observación de la ecuación (3.1)). El cuarto y quinto término son iguales a
cero, observemos
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ĺım||Π||→0

∣∣∣∣∣
n−1∑
i=0

ftx(ti,Wi)(ti+1 − ti)(Wi+1 −Wi)

∣∣∣∣∣
≤ ĺım

||Π||→0

n−1∑
i=0

|ftx(ti,Wi)|(ti+1 − ti)|(Wi+1 −Wi)|

≤ ĺım
||Π||→0

máx
0≤k≤n−1

|(Wk+1 −Wk)| ĺım
||Π||→0

n−1∑
i=0

|ftx(ti,Wi)|(ti+1 − ti)

= 0 ·
∫ T

0

|ftx(t,Wt)|dt = 0.

Análogamente, para el quinto término

ĺım||Π||→0

∣∣∣∣∣12
n−1∑
i=0

ftt(ti,Wi)(ti+1 − ti)2

∣∣∣∣∣ ≤ ĺım
||Π||→0

1

2

n−1∑
i=0

|ftt(ti,Wi)|(ti+1 − ti)2

≤ ĺım
||Π||→0

máx
0≤k≤n−1

(tk+1 − tk) · ĺım
||Π||→0

1

2

n−1∑
i=0

|ftt(ti,Wi)|(ti+1 − ti)

= 0 ·
∫ T

0

|ftt(t,Wt)|dt = 0.

En el caso de los términos de orden mayor son iguales a cero por argu-
mentos similares. �

Podemos recordar la fórmula de Itô en la siguiente forma diferencial

df(t,Wt) = ft(t,Wt)dt+ fx(t,Wt)dWt +
1

2
fx,x(t,Wt)dWtdWt

+ftx(t,Wt)dtdWt +
1

2
fxx(t,Wt)dtdt

donde
dWtdWt = dt, dtdWt = dWtdt = 0, dtdt = 0 (3.8)

simplificando se tiene

df(t,Wt) = ft(t,Wt)dt+ fx(t,Wt)dWt +
1

2
fx,x(t,Wt)dt.
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Ejemplo 3.19. Consideremos la función f(x) = 1
2
x2, la fórmula de Itô nos

dice

1

2
W 2
T = f(WT )− f(W0)

=

∫ T

0

f ′(Wt)dWt +
1

2

∫ T

0

f ′′(Wt)dt

=

∫ T

0

WtdWt +
1

2
T.

Como podemos observar usando la fórmula de Itô es más facil calcular
algunas integrales estocásticas a comparación del ejemplo 3.16.

3.5. Procesos de Itô

Extendemos la fórmula de Itô para el movimiento Browniano (3.18) a
proceso más generales, los cuales llamaremos procesos de Itô. Casi todos lo
procesos estocásticos, salvo aquellos que tienen saltos, son procesos de Itô.

Definición 3.20. Sea (Ω,F , (Ft)t≥0, P ) un espacio de probabilidad filtrado
y (Wt)t≥0 un movimiento Browniano estándar adpatado. Un proceso de Itô
de valores reales (Xt)0≤t≤T es un proceso estocástico de la forma

Xt = X0 +

∫ t

0

HsdWs +

∫ t

0

Ksds (3.9)

donde

1. X0 es F0-medible,

2. K y H son adaptados a la filtración Ft y

3.
∫ T

0
|H2

s |ds <∞, casi seguramente y
∫ T

0
Ksds <∞, casi seguramente.

Lema 3.21. La variación cuadrática del proceso de Itô (definición 3.20) es

[X,X](t) =

∫ t

0

H2
sds. (3.10)
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Demostración. Denotamos por I(H)t =
∫ t

0
HsdWs, R(K)t =

∫ t
0
Ksds.

Sea Π = {t0, t1, . . . , tn} una partición del intervalo [0, t], es decir, 0 = t0 <
t1 < · · · < tn = t, la variación cuadrática muestral es

n−1∑
i=0

(Xti+1
−Xti)

2 =
n−1∑
i=0

(I(H)ti+1
− I(H)ti)

2 +
n−1∑
i=0

(R(K)ti+1
−R(K)ti)

2

+2
n−1∑
i=0

(I(H)ti+1
− I(H)ti)(R(K)ti+1

−R(K)ti).

Como ||Π|| → 0, el primer término del lado derecho
∑n−1

i=0 (I(H)ti+1
−

I(H)ti)
2 converge a la variación cuadrática de I(H)t sobre el intervalo [0, t],

por la ecuación (3.5) es [I(H), I(H)](t) =
∫ t

0
H2
sds. El valor absoluto del

segundo término es acotado por

máx0≤k≤n−1 |R(K)tk+1
−R(K)tk | ·

n−1∑
i=0

|R(K)ti+1
−R(K)ti |

≤ máx
0≤k≤n−1

|R(K)tk+1
−R(K)tk | ·

n−1∑
i=0

∣∣∣∣∫ ti+i

ti

Ksds

∣∣∣∣
≤ máx

0≤k≤n−1
|R(K)tk+1

−R(K)tk | ·
n−1∑
i=0

∫ ti+i

ti

|Ks|ds

≤ máx
0≤k≤n−1

|R(K)tk+1
−R(K)tk | ·

∫ t

0

|Ks|ds.

y como ||Π|| → 0, su ĺımite es 0 ·
∫ t

0
|Ks|ds = 0 ya que R(K)t es continua con

respecto a su ĺımite de integración t. El tercer término es acotado por

2 máx
0≤k≤n−1

|I(H)tk+1
− I(H)tk | ·

n−1∑
i=0

|R(K)ti+1
−R(K)ti |

≤ 2 máx
0≤k≤n−1

|I(H)tk+1
− I(H)tk)| ·

∫ t

0

|Ks|ds,

cuyo ĺımite es cero cuando la norma de la partición tiende a cero, ya que
(I(H)t) es continua, por lo tanto, concluimos que [X,X](t) = [I(H), I(H)](t) =∫ t

0
H2
sds. �
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La conclusión anterior puede ser recordada en forma diferencial

dXt = HsdWt +Ktdt (3.11)

usando las ecuaciones (3.8) se tiene que

dXtdXt = H2
t dWtdWt + 2HtKtdWtdt+K2

t dtdt = H2
t dt. (3.12)

Esto nos dice que para cada t, el proceso Xt acumula una variación
cuadrática en una razón H2

t por unidad de tiempo, y aśı la variación cuadráti-
ca total acumulada sobre el intervalo de tiempo [0, t] es

∫ t
0
H2
sds, por lo que

podemos deducir que la integral
∫ t

0
Ksds tiene variación cuadrática cero y no

contribuye a la variación cuadrática del proceso de Itô.

Hasta el momento definimos la integral estocástica con respecto al mo-
vimiento Browniano, es decir, I(H)t =

∫ t
0
HsdWs. Ahora integraremos con

respecto a un proceso de Itô.

Definición 3.22. Sea (Xt)t≥0 un proceso de Itô y (Γ)t≥0 un proceso adaptado.
Definimos la integral con respecto a un proceso de Itô como∫ t

0

ΓsdXs =

∫ t

0

ΓsHsdWs +

∫ t

0

ΓsKsds.

Teorema 3.23 (Fórmula de Itô para un proceso de Itô). Sea (Xt)t≥0 un
proceso de Itô de acuerdo a la definición 3.20 y sea f(t, x) una función con
derivadas parciales ft(t, x), fx(t, x) y fxx(t, x) definidas y continuas. Entonces
para cada T ≥ 0,

f(T,Xt) = f(0, X0) +

∫ T

0

ft(t,Xt)dt+

∫ T

0

fx(t,Xt)dXt

+
1

2

∫ T

0

fxx(t,Xt)d[X,X](t)

= f(0, X0) +

∫ T

0

ft(t,Xt)dt+

∫ T

0

fx(t,Xt)HtdWt

+

∫ T

0

fx(t,Xt)Ktdt+
1

2

∫ T

0

fxx(t,Xt)H
2
t dt. (3.13)
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Demostración. Sea T > 0 y Π = {t0, t1, . . . , tn} una partición del inter-
valo [0, T ] tal que 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T . Si tomamos la función f(t, x)
entonces por el teorema de Taylor se tiene

f(T,XT )− f(0, X0) =
n−1∑
i=0

ft(ti, Xi)(ti+1 − ti) +
n−1∑
i=0

fx(ti, Xi)(Xi+1 −Xi)

+
1

2

n−1∑
i=0

fxx(ti, Xi)(Xi+1 −Xi)
2 +

n−1∑
i=0

ftx(ti, Xi)(ti+1 − ti)(Xi+1 −Xi)

+
1

2

n−1∑
i=0

ftt(ti, Xi)(ti+1 − ti)2 + términos de orden mayor. (3.14)

Los dos últimos sumandos del lado derecho de la ecuación (3.14) tienen ĺımite
0 cuando ||Π|| → 0, al igual que los términos de orden mayor, razonamiento
análogo a la demostración del Teorema 3.18. El ĺımite del primer término del
lado derecho de la ecuación (3.14) está dado por

∫ t
0
ft(t,Xt)dt. El ĺımite del

segundo término es∫ T

0

fx(t,Xt)dXt =

∫ T

0

fx(t,Xt)HtdWt +

∫ T

0

fx(t,Xt)Ktdt.

Finalmente, el tercer término está dado por

1

2

∫ T

0

fxx(t,Xt)d[X,X](t) =
1

2

∫ T

0

fxx(t,Xt)H
2
t dt.

Esto último por el Lema 3.10.
�

Usando las ecuaciones (3.11) y (3.12), la ecuación (3.13) puede ser expre-
sada en forma diferencial como

df(t,Xt) = ft(t,Xt)dt+ fx(t,Xt)dXt +
1

2
fxx(t,Xt)dXtdXt

= ft(t,Xt)dt+ fx(t,Xt)HtdWt + fx(t,Xt)Ktdt+
1

2
fxx(t,Xt)H

2
t dt.

Ejemplo 3.24. Supongamos que el movimiento de los precios de un cierto
activo St sigue una dinámica estocástica de la forma siguiente

dSt = Stµdt+ StσdWt, S0 = X0, (3.15)
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donde µ y σ son constantes reales. Esto quiere decir que

St = X0 +

∫ t

0

µSsds+

∫ t

0

σSsdWs (3.16)

asumiendo que tal proceso existe, este es un proceso de Itô con Ks = µSs y
Hs = σSs. Entonces, [X,X](t) =

∫ t
0
σ2S2

sds.

Asumimos que St > 0 y aplicando la fórmula de Itô con f(x) = log(x) se
tiene

log(St) = log(S0) +

∫ t

0

dSs
Ss

+
1

2

∫ t

0

(
−1

S2
s

)
σ2S2

sds.

Usando la ecuación 3.15 se tiene

log(St) = log(S0) +

∫ t

0

(
µ− σ2

2

)
ds+

∫ t

0

σdWs

= log(S0) +

(
µ− σ2

2

)
t+ σWt.

De lo anterior se obtiene

St = X0 exp

(
(µ− σ2

2
)t+ σWt

)
.

La cual es una solución de la ecuación 3.16. Para probar esta conjetura ri-
gurosamente consideremos St = f(t,Wt) con

f(t, x) = x0 exp

(
(µ− σ2

2
)t+ σx

)
,

aplicando la fórmula de Itô se sigue

St = f(t,Wt)

= f(0,W0) +

∫ t

0

fs(s,Ws)ds+

∫ t

0

fx(s,Ws)dWs

+
1

2

∫ t

0

fxx(s,Ws)ds.

Aśı,

St = x0 +

∫ t

0

Ss

(
µ− σ2

2

)
ds+

∫ t

0

SsσdWs +
1

2

∫ t

0

Ssσ
2ds

= x0 +

∫ t

0

µSsds+

∫ t

0

σSsdWs.
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Teorema 3.25. Sean µ y σ dos números reales, un movimiento Browniano
(Wt)t≥0 y una constante positiva T , entonces existe un único proceso de Itô
(St)0≤t≤T el cual satisface que para t ≤ T

St = x0 +

∫ t

0

Sr(µdr + σdWr).

con x0 ∈ R. El proceso está dado por

St = x0 exp

(
(µ− σ2

2
)t+ σWt

)
.

Observación 3.26. Cuando µ = 0, St es llamada martingala exponencial
del movimiento Browniano (ver Proposición 3.7).

Para concluir este caṕıtulo enunciaremos la regla de diferenciación del
producto de dos procesos, para esto, extenderemos la fórmula de Itô que
involucra la integral estocástica de un movimiento Browniano m-dimensional
Wt = (W 1

t , . . . ,W
m
t ) de la siguiente forma.

Definición 3.27. (Xt), 0 ≤ t ≤ T es un proceso de Itô si

Xt = X0 +

∫ t

0

Ksds+
m∑
i=1

∫ t

0

H i
sdW

i
s ,

donde K y H i son procesos adaptados y
∫ T

0
Ksds < ∞, y para todo i =

1, . . . ,m,
∫ T

0
|H i

s|2ds <∞.

Un proceso de Itô n-dimensional es de la forma Xt = (X1
t , . . . , X

n
t ) donde

cada componente es un proceso de Itô en el sentido de la Definición 3.27.

Teorema 3.28. Sea Xt = (X1
t , . . . , X

n
t ) un proceso de Itô n-dimesional con

X i
t = X i

0 +

∫ t

0

Ki
sds+

m∑
j=1

∫ t

0

H ij
s dW

j
s ,

y f : [0, T ] × Rn → R es de clase C1,2, el espacio de funciones continuas
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diferenciable en t y dos veces diferenciable en x ∈ Rn. Entonces

f(t,X1
t , . . . , X

n
t ) = f(0, X1

0 , . . . , X
n
0 ) +

∫ t

0

∂f

∂s
(s,X1

s , . . . , X
n
s )ds

+
n∑
i=1

∫ t

0

∂f

∂xi
(s,X1

s , . . . , X
n
s )dX i

s

+
1

2

n∑
i,j=1

∫ t

0

∂f

∂xi∂xj
(s,X1

s , . . . , X
n
s )d[X i, Xj](s),

donde

dX i
s = Ki

sds+
m∑
j=1

H i,j
s dW

j
s , d[X i, Xj](s) =

m∑
r=1

H i,r
s H

j,r
s ds.

Para la demostración ver [4].

Cuando el proceso de Itô es de dimensión 2 se tiene el siguiente corolario

Corolario 3.29. Sea Xt y Yt procesos de Itô entonces

d(Xt, Yt) = XtdYt + YtdXt + dXtdYt.

Demostración. Usando el Teorema 3.28 con n = 2 y f(t, x, y) = xy
donde ft = 0, fx = y, fy = x, fxx = 0, fxy = 1 y fyy = 0

df(t,X, Y ) = ftdt+ fxdX + fydY +
1

2
fxxdXdX + fxydXdY +

1

2
fyy.

Se tiene el resultado. �



Caṕıtulo 4

Modelo a Tiempo Continuo

Al igual que en el Caṕıtulo 2 se considera un activo sin riesgo y un activo
con riesgo. Se construye un portafolio, cuya estrategia sea autofinanciable,
posteriormente se hace un cambio de medida mediante el teorema de Girsanov
bajo el cual los precios descontados son martingalas y finalmente se llega a
la fórmula de Black-Scholes con la cual evaluaremos opciones ya sean de tipo
call o put.

4.1. Descripción del modelo

El modelo sugerido por Black-Scholes describe el comportamiento de los
precios a tiempo continuo. Para el activo sin riesgo considere a r, como la
tasa de interés constante y S0

t el precio del activo sin riesgo al tiempo t cuyo
comportamiento está dado por la siguiente ecuación diferencial:

dS0
t = rS0

t dt. (4.1)

Asumiremos que el precio del comportamiento del activo con riesgo St, se
rige por la siguiente ecuación diferencial estocástica:

dS1
t = µS1

t dt+ σS1
t dBt, (4.2)

donde µ y σ son constantes y (Bt) es un movimiento Browniano. A µ se le
conoce como la tendencia y σ la volatilidad del precio del activo.

Consideremos el modelo sobre el intervalo de tiempo [0, T ], donde T es la
fecha de expiración de la opción. La ecuación 4.2 tiene la siguiente solución
(Ver Teorema 3.25y Ejemplo 3.24)

49
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S1
t = S1

0 exp

(
µt− σ2

2
t+ σBt

)
,

donde S1
0 es el precio del activo observado al momento de suscribir el contrato.

4.2. Estrategias autofinanciables

Una estrategia es definida como un proceso φ = (φt)0≤t≤T = ((H0
t , H

1
t ))

con valores en R2 adaptado a la filtración natural (Ft) del movimiento Brow-
niano. Los componentes H0

t y H1
t , representan el número de acciones del

activo sin riesgo y con riesgo respectivamente. Por lo que, el valor del porta-
folio al tiempo t, está dado por

Vt(φ) = H0
t S

0
t +H1

t S
1
t .

Teniendo en cuenta la definición de estrategia autofinanciable en el Caṕıtu-
lo 2 y la ecuación (2.5), se tiene

dVt(φ) = H0
t dS

0
t +H1

t dS
1
t ,

el análogo en el caso a tiempo continuo. Tomando en cuenta las siguientes
condiciones∫ T

0

|H0
t |dt < +∞ casi seguramente y

∫ T

0

(H1
t )2dt < +∞ casi seguramente.

Entonces la integral ∫ T

0

H0
t dS

0
t =

∫ T

0

H0
t re

rtdt

está bien definida, al igual que la integral estocástica∫ T

0

H1
t dS

1
t =

∫ T

0

µH1
t S

1
t dt+

∫ T

0

σH1
t S

1
t dBt,

ya que el mapeo t → S1
t , es continuo y acotado sobre el intervalo [0, T ] casi

seguramente.

Definición 4.1. Una estrategia autofinanciable φ, está dada por una pareja
de procesos adaptados (H0

t )0≤t≤T y (H1
t )0≤t≤T que satisfacen:
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1. ∫ T

0

|H0
t |dt+

∫ 0

t

(H1
t )2dt < +∞, c.s.

2.

Vt(φ) = H0
t S

0
t +H1

t S
1
t = H0

0S
0
0 +H1

0S
1
0 +

∫ t

0

H0
udS

0
u+

∫ t

0

H1
udS

1
u, c.s.,

para toda t ∈ [0, T ].

Denotemos por S
1

t = e−rtS1
t el precio descontado del activo con riesgo y

V t(φ) = e−rtVt(φ) el valor descontado del portafolio. Aśı, podemos establecer
el siguiente resultado.

Proposición 4.2. Sea φ = ((H0
t , H

1
t ))0≤t≤T un proceso adaptado que sa-

tisface
∫ T

0
|H0

t |dt +
∫ 0

t
(H1

t )2dt < +∞, casi seguramente. Entonces φ es una
estrategia autofinanciable si y sólo si

V t(φ) = V0(φ) +

∫ t

0

H1
udS

1

u, c.s., (4.3)

para toda t ∈ [0, T ].

Demostración. Sea φ una estrategia autofinanciable. Aplicando la regla
del producto (Corolario 3.29) a V t(φ) = e−rtVt(φ) se tiene

dV t(φ) = e−rtdVt(φ) + Vt(φ)de−rt + dVt(φ)de−rt

sustituyendo las ecuaciones 4.2 y 4.1 en la ecuación anterior y teniendo en
cuenta las ecuaciones 3.4, la variación cruzada dVt(φ)de−rt = 0, por lo tanto,
la ecuación anterior se reduce a

dV t(φ) = e−rt(H0
t de

rt +H1
t dS

1
t ) + (H0

t e
rt +H1

t S
1
t )de

−rt

= rH0
t dt+ e−rtH1

t (dS1
t )− rH0

t dt− re−rtH1
t S

1
t dt

= H1
t (e−rtdS1

t − re−rtS1
t dt)

= H1
t (d(e−rtS1

t )) = H1
t dS

1

t ,

lo cual es equivalente a la ecuación 4.3.
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Ahora supongamos que se cumple la ecuación 4.3. Consideremos Vt(φ) =
ertV t(φ), aplicando la regla del producto y considerando que dertdV t(φ) = 0
se obtiene

dVt = d(ertV t(φ))

= V t(φ)dert + ertdV t(φ)

= rVt(φ) + ertH1
t dS

1

t

= r(H0
t e

rt +H1
t S

1
t )dt+ ertH1

t (−re−rtS1
t dt+ e−rtdS1

t )

= rH0
t e

rtdt+H1
t dS

1
t

= H0
t de

rt +H1
t dS

1
t ,

por lo tanto, satisface la definición de estrategia autofinanciable. �

4.3. Teorema de Girsanov

El tema central de este caṕıtulo consiste en que, dado un espacio de pro-
babilidad podemos definir otra medida, del tal manera que un nuevo proceso
tenga ciertas caracteristicas bajo esta medida, las cuales son necesarias para
el modelo de Black-Scholes.

Sea (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad. Una medida P ∗ sobre (Ω,F)
es absolutamente continua con respecto a P si

∀A ∈ F , P (A) = 0 ⇒ P ∗(A) = 0.

Teorema 4.3. Una medida P ∗ es absolutamente continua con respecto a P
si y sólo si existe una variable aleatoria no negativa Z sobre (Ω,F) tal que

∀A ∈ F , P ∗(A) =

∫
A

ZdP,

Z es llamada la densidad de P ∗ con respecto a P

Ahora consideremos (Ω,F , P ) un espacio de probabilidad y una variable
aleatoria no negativa Z que satisface E[Z] = 1. Entonces podemos definir
una nueva medida P ∗ dada por

P ∗(A) =

∫
A

ZdP, para toda A ∈ F . (4.4)
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Para cualquier variable aleatoria X, tiene 2 esperanzas. Una bajo la me-
dida original del espacio E[X] y otra bajo la medida P ∗ denotada por E∗[X],
las cuales están relacionadas de la siguiente manera

E∗[X] = E[XZ].

A Z se le llama también la derivada de Radon-Nikodým de P ∗ con res-
pecto a P y se denota por

Z =
dP ∗

dP
.

Ahora consideremos la filtración (Ft)0≤t≤T sobre el espacio de probabili-
dad (Ω,F , P ), definimos el proceso de la derivada de Radon-NiKodým

Zt = E[Z|Ft], 0 ≤ t ≤ T.

Este proceso es martingala, es decir, para 0 ≤ s ≤ t ≤ T ,

E[Zt|Fs] = E[E[Z|Ft]|Fs] = E[Z|Fs] = Zs.

Más aún, tiene dos propiedades interesantes que enunciaremos en los dos
siguientes lemas, que posteriormente nos permitirán demostrar el teorema de
Girsanov.

Lema 4.4. Sea 0 ≤ t ≤ T y Y una variable aleatoria Ft-medible. Entonces

E∗[Y ] = E[Y Zt].

Demostración. Utilizando las propiedades de esperanza condicional se
tiene

E∗[Y ] = E[Y Z] = E[E[Y Z|Ft]] = E[Y E[Z|Ft]] = E[Y Zt].

�

Lema 4.5. Sea 0 ≤ s ≤ t ≤ T y Y una variable aleatoria Ft-medible.
Entonces

E∗[Y |Fs] =
1

Zs
E[Y Zt|Fs].

Demostración. Es claro que 1
Zs
E[Y Zt|Fs] es Fs-medible, solo resta pro-

bar ∫
A

1

Zs
E[Y Zt|Fs]dP ∗ =

∫
A

Y dP ∗, para toda A ∈ Fs.
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Consideremos el lado izquierdo de la ecuación anterior y usando el Lema 4.4
para variables aleatorias Fs-medibles se tiene∫

A

1

Zs
E[Y Zt|Fs]dP ∗ = E∗

[
1A

1

Zs
E[Y Zt|Fs]

]
= E [1AE[Y Zt|Fs]]
= E [E[1AY Zt|Fs]]
= E [1AY Zt]

= E∗ [1AY ]

=

∫
A

Y dP ∗.

�

Teorema 4.6 (Caracterización de Lévy). Sea (Mt), 0 ≤ t ≤ T una martin-
gala relativa a la filtración (Ft). Asumimos que M0 = 0, Mt tiene trayectorias
continuas y [M,M ](t) = t. Entonces Mt es un movimiento Browniano.

Demostración. Probaremos que para 0 ≤ s < t ≤ T , Mt − Ms es
normalmente distribuido con media 0 y varianza t− s y es independiente de
Fs.
Para un número fijo u definimos la siguiente función

f(t, x) = exp

(
ux− 1

2
u2t

)
.

donde t, x ∈ R. Teniendo en cuenta el Teorema 3.18, las propiedades del
movimiento Browniano utilizadas, fueron: la continuidad del proceso y la va-
riación cuadrática [M,M ](t) = t. Aplicando la fórmula de Itô a la martingala
Mt y la funcion f(t, x) se tiene

f(t,Mt) = f(0,M0) +

∫ t

0

[fs(s,Ms) +
1

2
fxx(s,Ms)]ds+

∫ t

0

fx(s,Ms)dMs,

como ft(t, x) = −1
2
u2f(t, x), fx(t, x) = uf(t, x) y fxx(t, x) = u2f(t, x) se

obtiene

exp

(
uMt −

1

2
u2t

)
= 1 +

∫ t

0

u exp

(
uMs −

1

2
u2t

)
dMs.
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Dado que Mt es martingala, la integral estocástica también lo es y por con-
siguiente exp(uMt − 1

2
u2t) es martingala, aśı, para 0 ≤ s < t ≤ T se cumple

E
[

exp(uMt − 1
2
u2t)

exp(uMs − 1
2
u2s)

∣∣∣∣Fs] = 1

lo cual es equivalente a

E
[
eu(Mt−Ms)

∣∣Fs] = e
1
2

(t−s)u2 .

Por lo tanto, Mt −Ms tiene una distribución N(0, t− s). �
Ahora podemos utilizar los lemas anteriores para demostrar el teorema

de Girsanov el cual se enuncia acontinuación.

Teorema 4.7 (Girsanov-Cambio de medida). Sea 0 ≤ t ≤ T y Wt un movi-
miento Browniano sobre un espacio de probabilidad (Ω,F , P ) y una filtración
(Ft) para la cual Wt es Ft-medible. Sea θt un proceso adaptado, definimos

Zt = exp

(
−
∫ t

0

θsdWs −
1

2

∫ t

0

θ2
sds

)
,

y asumimos que

E
[∫ T

0

θ2
sZ

2
sds

]
<∞.

Sea Z = ZT entonces E[Z] = 1 y bajo la medida de probabilidad P ∗ dada
como en la ecuación 4.4, el proceso

W ∗
t = Wt +

∫ t

0

θsds

es un movimiento Browniano.

Demostración. Sea

Xt = −
∫ t

0

θsdWs −
1

2

∫ t

0

θ2
sds

y f(x) = ex, usando la fórmula de Itô se tiene

Zt = f(Xt)

= f(X0) +

∫ t

0

f ′(Xs)dXs +
1

2

∫ t

0

f ′′(Xs)[X,X](s)

= Z0 +

∫ t

0

Zs

(
−θsdWs −

1

2
θ2
sds

)
+

1

2

∫ t

0

Zsθ
2
sds

= Z0 −
∫ t

0

ZsθsdWs.
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Como la integral de Itô es martingala, Zt también lo es, por lo tanto, E[Z] =
E[ZT ] = E[Z0] = 1. Ya que Z > 0, definimos

P ∗(A) =

∫
A

ZdP, para toda A ∈ F ,

la cual es una medida de probabilidad, puesto que P ∗(A) ≥ 0 y P ∗(Ω) = 1.

Para demostrar que W ∗
t es un movimiento Browniano bajo P ∗ usaremos

la caraterización del Teorema de Lévy 4.6. El proceso W ∗
t comienza en 0 y

es continuo, además la variación cuadrática es

dW ∗
t dW

∗
t = (dWt + θtdt)

2 = dW 2
t = dt.

Resta probar que W ∗
t es P ∗-martingala. Para esto consideremos el proceso

W ∗
t Zt y utilizando la regla del producto (Corolario 3.29)

d(W ∗
t Zt) = W ∗

t dZt + ZtdW
∗
t + dW ∗

t dZt

= −W ∗
t θtZtdWt + ZtdWt + Ztθtdt+ (dWt + θtdt)(−θtZtdWt)

= (−W ∗
t θt + 1)ZtdWt.

Aśı, W ∗
t Zt es martingala bajo P .

Ahora, para 0 ≤ s ≤ t ≤ T , usando el Lema 4.5 y la propiedad de
martingala de W ∗

t Zt bajo P implica

E∗[W ∗
t |Fs] =

1

Zs
E[W ∗

t Zt|Fs] =
1

Zs
W ∗
s Zs = W ∗

s .

Por lo tanto, W ∗
t es P ∗-martingala y aśı, el proceso W ∗

t es un movimiento
Browniano bajo P ∗. �

Las probabilidades P y P ∗ son equivalentes si cada una de ellas es ab-
solutamente continua con respecto a la otra. Observemos que si P ∗ es abso-
lutamente continua con respecto a P , con densidad Z, entonces P y P ∗ son
equivalentes si y sólo si P (Z > 0) = 1.

4.4. Representación de martingala

Sea (Wt)0≤t≤T un movimiento Browniano estándar construido sobre un
espacio de probabilidad (Ω,F , P ) y sea (Ft)0≤t≤T su filtración natural. Recor-

demos que si (Ht)0≤t≤T es un proceso adaptado tal que E[
∫ T

0
H2
sds] < +∞, el
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proceso
∫ t

0
HsdWs es una martingala de cuadrado integrable nulo en cero. El

siguiente resultado muestra que cualquier martingala de cuadrado integrable
sobre Ft puede ser representada en términos de una integral estocástica.

Teorema 4.8. Sea (Mt)0≤t≤T una martingala de cuadrado integrable con res-
pecto a la filtración (Ft)0≤t≤T . Entonces existe un proceso adaptado (Ht)0≤t≤T

tal que E[
∫ T

0
H2
sds] < +∞ y

∀t ∈ [0, T ], Mt = M0 +

∫ t

0

HsdWs , c.s.

ver demostración en [4].

4.5. Modelo de Black-Scholes

Primero estableceremos que existe una medida P ∗ equivalente a P bajo
la cual los precios descontados son P ∗-martingalas, para esto consideremos
la ecuación diferencial estocástica (4.2) y aplicando la regla del producto de

diferenciación a S
1

t se tiene

dS
1

t = −re−rtS1
t dt+ e−rtdS1

t

= −re−rtS1
t dt+ e−rtS1

t (µdt+ σdBt)

= S
1

t ((µ− r)dt+ σBtdt) .

Aplicando el Teorema de Girsanov 4.7 con θt = (µ − r)/σ, entonces existe
una medida P ∗ equivalente a P definida sobre FT con densidad ZT dada por

dP ∗

dP
= ZT = exp

(
−
∫ T

0

θtdBt −
1

2

∫ T

0

θ2
t dt

)
bajo la cual, el proceso

W ∗
t =

(
µ− r
σ

)
t+Bt (4.5)

es un movimiento Browniano. Entonces bajo P ∗ tenemos

dS
1

t = S
1

tσdW
∗
t (4.6)

cuya solución está dada por

S
1

t = S1
0 exp

(
σW ∗

t −
σ2t

2

)
. (4.7)
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Observación 4.9. Teniendo en cuenta la ecuación diferencial estocástica
4.2

dS1
t = S1

t (µdt+ σBt),

donde Bt es un movimiento Browniano bajo P . Denotemos por S1(µ) la
solución de la ecuación diferencial (4.2). De la ecuación (4.5) bajo P ∗ el
proceso S1(µ) satisface

dS1
t = S1

t (rdt+ σdW ∗
t ),

donde W ∗
t es un movimiento Browniano.

4.5.1. Valuación de una opción europea

El tema central es valuar una opción europea cuyo payoff está dado por
(S1

T −K)+ y (K − S1
T )+ en el caso de un call y put respectivamente. En el

caso discreto construimos un portafolio que replica el payoff de la opción,
análogamente realizaremos lo mismo en el caso continuo.

Definición 4.10. Una estrategia φ = ((H0
t , H

1
t ))0≤t≤T es admisible si es au-

tofinanciable y su valor descontado V t(φ) = H0
t + H1

t S
1

t del correspondiente
portafolio es no negativo para toda t ∈ [0, T ] y tal que V t es cuadrado inte-
grable bajo P ∗.

Una opción se dice que replica su payoff en la fecha de expiración del
contrato, si ésta es igual al valor del portafolio generada por una estrategia
admisible. Dada una variable aleatoria h = (S1

T − K), FT -medible que es
replicada por una estrategia admisible, está bien definida ya que E∗[(S1

T )2] <
+∞ en el caso de una opción tipo call, análogamente para una opción tipo
put.

Teorema 4.11. En el modelo de Black-Scholes cualquier opción definida
por una variable aleatoria h-FT -medible no negativa, la cual es de cuadrado
integrable bajo P ∗, es replicable y el valor del portafolio al tiempo t está dada
por

Vt = E∗
[
e−r(T−t)h

∣∣Ft] .
El valor de la opción al tiempo t esta definido por la expresión E∗[e−r(T−t)h|Ft].
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Demostración. Primero consideremos que existe una estrategia admisi-
ble φ = (H0

t , H
1
t )0≤t≤T que replica la opción. El valor del portafolio al tiempo

t es
Vt(φ) = H0

t S
0
t +H1

t S
1
t ,

y por hipótesis se tiene que VT (φ) = h. Sea V t(φ) = Vt(φ)e−rt el valor
descontado, es decir,

V t(φ) = H0
t +H1

t S
1

t .

Como la estrategia es autofinanciable, de la Proposición 4.2 y de la ecuación
4.6

V t(φ) = V0(φ) +

∫ t

0

HudS
1

u

= V0(φ) +

∫ t

0

HuσS
1

udW
∗
u .

Bajo P ∗, V t(φ) es de cuadrado integrable y más aún, como W ∗
t es un mo-

vimiento Browniano entonces el proceso (V t(φ)) es martingala de cuadrado
integrable bajo P ∗, por lo tanto,

V t(φ) = E∗[V T (φ)|Ft],

y consecuentemente
Vt(φ) = E∗[e−r(T−t)h|Ft]. (4.8)

Hasta el momento hemos probado que dada una estrategia admisible la
cual replica la opción h, su valor está dado por la ecuación (4.8). Para com-
pletar la demostración resta mostrar que la opción en efecto es replicable,
es decir, que existen procesos (H0

t ) y (H1
t ) los cuales definen una estrategia

admisible tal que

H0
t S

0
t +H1

t S
1
t = E∗[e−r(T−t)h|Ft].

Consideremos el proceso definido por Mt = E∗[e−rTh|Ft] el cual es martin-
gala de cuadrado integrable con respecto a la medida P ∗. La filtración (Ft),
la cual es la filtración natural del proceso (Bt) y a su vez es también la fil-
tración natural de (W ∗

t ), usando el Teorema 4.8, existe un proceso adaptado
(Kt)0≤t≤T tal que E∗[

∫ t
0
K2
sds] < +∞ y

∀t ∈ [0, T ], Mt = M0 +

∫ t

0

KsdW ∗
s , c.s. (4.9)
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Definimos la estrategia φ = (H0
t , H

1
t ) donde H1

t = Kt/(σS
1

t ) y H0
t = Mt −

Kt/σ, por definición se tiene

Vt(φ) = H0
t S

0
t +H1

t S
1
t

= MtS
0
t .

Aplicando la regla del producto a MtS
0
t , teniendo en cuenta la Observación

4.9 y usando la ecuación 4.9 se tiene

dVt(φ) = MtdS
0
t + S0

t dMt

= rMtS
0
t dt+ S0

tKtdW
∗
t

= (Mt − σ−1Kt)dS
0
t + σ−1KtS

0
t (rdt+ σdW ∗

t )

= HtdS
0
t +H1

t dS
1
t .

Consecuentemente la estrategia φ = (H0
t , H

1
t ) es autofinanciable y su valor

al tiempo t es
Vt(φ) = ertMt = E∗[e−r(T−t)h|Ft].

Esta expresión muestra que Vt(φ) es una variable aleatoria no negativa de
cuadrado integrable bajo P ∗ y VT (φ) = h. Por lo tanto, la estrategia admisible
replica la opción. �

Observación 4.12. Usando la ecuación (4.7) podemos expresar a S1
T como

función de t y S1
t de la siguiente manera

S
1

T

S
1

t

=
S1

0 exp(σW ∗
T − σ2T

2
)

S1
0 exp

(
σW ∗

t − σ2t
2

)
⇒ S1

T = S1
t e
r(T−t)eσ(W ∗T−W

∗
t )−σ

2

2
(T−t).

La variable aleatoria h puede escribirse como h = f(S1
T ), tomando en

cuenta la Observación 4.12 podemos expresar el valor de la opción Vt(φ) al
tiempo t, como función de t y S1

t

Vt(φ) = E∗
[
e−r(T−t)f (ST )

∣∣Ft]
= E∗

[
e−r(T−t)f

(
S1
t e
r(T−t)eσ(W ∗T−W

∗
t )−(σ2/2)(T−t)

)∣∣∣Ft] .
La variable aleatoria S1

t es Ft-medible y bajo P ∗, W ∗
T −W ∗

t es independiente
de Ft, por lo tanto

Vt(φ) = F (t, S1
t ),
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donde

F (t, x) = E∗
[
e
−r (T − t)

f

(
xe
r(T − t)

e
σ(W ∗

T −W ∗
t )− (σ2/2)(T − t))]

.

Ya que W ∗
T − W ∗

t es una variable aleatoria distribuida N(0, T − t). Sea Y
una variable aleatoria distribuida normal estándar, entonces

√
T − tY tiene

la misma distribución que W ∗
T −W ∗

t , aśı

F (t, x) = e
−r(T − t)

+∞∫
−∞

f

(
xe

(
r − σ2/2

)
(T − t) + σy

√
T − t

)
e
−y2/2

dy√
2π

.

Ahora podemos calcular el precio de la opción ya sea de tipo call o put.
Consideremos una opción de tipo call, donde f(x) = (x − K)+ entonces el
valor de la opción está dado por

F (0, x) = e
−rT

+∞∫
−∞

(
xe

(
r − σ2/2

)
T + σy

√
T
−K

)
+

e
−y2/2

dy√
2π

la integral es positiva cuando

K < xe

(
r − σ2/2

)
T + σy

√
T

⇒ log(K/x) <
(
r − σ2/2

)
T + σy

√
T

⇒ γ(x) =
log(K/x)− (r − σ2/2)T

σ
√
T

< y
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consecuentemente se tiene

F (0, x) = e
−rT

+∞∫
γ(x)

(
xe

(
r − σ2/2

)
T + σy

√
T
−K

)
e
−y2/2

dy√
2π

= x

+∞∫
γ(x)

e
−y2/2 + σy

√
T − (σ2/2)T dy√

2π
−Ke−rT (1− Φ(γ(x)))

= x

+∞∫
γ(x)

e
−1/2(y − σ

√
T )2 dy√

2π
−Ke−rT Φ (−γ(x))

= x

+∞∫
γ(x)−σ

√
T

e
−z2/2 dz√

2π
−Ke−rT Φ (−γ(x))

= xΦ
(
σ
√
T − γ(x)

)
−Ke−rT Φ (−γ(x))

Por lo tanto, el precio justo para una opción europea de tipo call es

C0 = F (0, S0)

= S0Φ (d+)−Ke−rTΦ (d−) (4.10)

donde

d± =
log (S0/K) + (r ± σ2/2)T

σ
√
T

. (4.11)

Ahora consideremos una opción europea de tipo put, su payoff está dado
por

PT = (K − S1
T )+ = (S1

T −K)+ − S1
T +K

a partir de la ecuación anterior deducimos la ecuación de paridad de la si-
guiente forma

P0 = E∗
[
e−rT (K − S1

T )+

]
= E∗

[
e−rT (S1

T −K)+

]
− E∗

[
e−rTS1

T

]
+ e−rTK

= C0 − S1
0 +Ke−rT .

Por lo tanto, el precio justo de una opción europea de tipo put es

P0 = S0Φ (d+)−Ke−rTΦ (d−)− S0 +Ke−rT

= Ke−rTΦ(−d−)− S0Φ(−d+).
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Observación 4.13. El modelo de Black-Scholes para valuar opciones de-
pende de 5 parametros (S,K, T, r, σ), de los cuales σ es un parámetro no
observable, pero puede ser estimado mediante métodos estad́ısticos observan-
do la historia de los precios del activo en el pasado.
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Caṕıtulo 5

Sensibilidad de Parámetros

En este caṕıtulo veremos como afecta cada uno de los parámetros en la
valuación de la opción. Consideremos una opción tipo call; como mostramos
anteriormente el valor de la opción está en función de los parametros S, σ, T, r
y K de la siguiente manera

C0(S,K, r, T, σ) = SΦ (d+)−Ke−rTΦ (d−) (5.1)

donde, para x ∈ R

Φ(x) =

x∫
−∞

e
−y2/2 dy√

2π
,

d± =
log (S/K) + (r ± σ2/2)T

σ
√
T

.

Ejemplo 5.1. Supongamos que se desea comprar un opción de tipo call sobre
un activo subyacente, el cual tiene un precio actual de 50 pesos, a un plazo
de medio año con un precio strike de 52 pesos. Teniendo en cuenta que la
tasa de interés es de 3 % y la volatilidad es de 0.5 entonces los parámetros
son

S = 50

K = 52

r = 0.03

T = 0.5
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σ = 0.5

donde

d+ = 0.10827 d− = −0.245283

Φ(d+) = 0.543109 Φ(d−) = 0.403119

por lo tanto, el valor de la opción de compra es

C0 = 50(0.543109)− 52e−0.015(0.403119) = 6.50539

5.1. Precio del activo S

Consideremos el Ejemplo 5.1, pero variando el precio actual del activo
con los siguientes valores S = 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55 y dejando
fijos los otros parámetros. Entonces el precio de la opción correspondiente
a cada precio inicial se puede observar en la Figura 5.1, además conforme
aumenta el precio inicial, aumenta el precio de la opción y esto lo podemos
corroborar calculando la derivada parcial de C con respecto a S y notando
que es mayor que cero, de la siguiente manera

S C0(S)
45 4.08111
46 4.51814
47 4.97949
48 5.46479
49 5.97359
50 6.50539
51 7.05961
52 7.63567
53 8.23290
54 8.85065
55 9.48820 46 48 50 52 54

S

5

6

7

8

9

C0 HS L

Figura 5.1: Valor de la opción para diferentes valores de S y comportamiento
gráfico.

∂C

∂S
= Φ(d+) + SΦ′(d+)

∂(d+)

∂S
−Ke−rTΦ′(d−)

∂(d−)

∂S
,
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donde ∂(d+) = ∂(d−) = 1/(σS
√
T ), por ende se tiene

∂C

∂S
= S

∂(d+)

∂S

(
Φ′(d+)− Ke−rT

S
Φ′(d−)

)
+ Φ(d+).

Por otra parte, consideremos el primer sumando de la ecuación anterior
y teniendo en cuenta que d2

+ − d2
− = 2(rT + log(S/K)) y Φ′(d+)/Φ′(d−) =

exp(−1
2
(d2

+ − d2
−)), se tiene

Φ′(d+)

Φ′(d−)
=
Ke−rT

S
,

entonces

Φ′(d+)− Ke−rT

S
Φ′(d−) = Φ′(d+)− Φ′(d+)

Φ′(d−)
Φ′(d−) = 0. (5.2)

Por lo tanto,
∂C

∂S
= Φ(d+) > 0.

Observación 5.2. De la ecuación 5.1 podemos observar que cuando S tiende
a infinito el valor de la opción se va a infinito y cuando S tiende a cero por la
derecha el valor de la opción es cero, teniendo en cuenta los demás parámetros
constantes.

A la derivada parcial de C con respecto de S, se le conoce como ∆-delta.

5.2. Volatilidad del precio del activo σ

Tomando el Ejemplo 5.1 y variando únicamente el valor de σ con 0.2, 0.4,
0.6 ,0.8 ,1.0 ,1.2 ,1.4, 1.6, 1.8 y 2.0. Como se ve en la Figura 5.2 podemos
inferir que conforme aumenta la volatilidad del precio del activo, el valor
de la opción crece. Para comprobar esta afirmación calculemos la derivada
parcial de C con respecto a σ, esto es,

∂C

∂σ
= SΦ′(d+)

∂(d+)

∂σ
−Ke−rTΦ′(d−)

∂(d−)

∂σ
,
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σ C0(σ)
0.2 2.28191
0.4 5.09988
0.6 7.90350
0.8 10.6688
1.0 13.3806
1.2 16.0262
1.4 18.5940
1.6 21.0737
1.8 23.4564
2.0 25.7344

0.5 1.0 1.5 2.0
s

5

10

15

20

25

C0 Hs L

Figura 5.2: Valor de la opción para diferentes valores de σ y comportamiento
gráfico.

donde

∂(d+)

∂σ
=
√
T +

T (r + σ2/2) + log(S/K)

σ2
√
T

,

∂(d+)

∂σ
= −

√
T − T (r − σ2/2) + log(S/K)

σ2
√
T

,

teniendo en cuenta que ∂(d−)/∂σ = ∂(d+)/∂σ −
√
T y la ecuación 5.2 obte-

nemos

∂C

∂σ
= S

∂(d−)

∂σ

(
Φ′(d+)− Ke−rT

S
Φ′(d−)

)
+ S
√
TΦ′(d+)

= S
√
TΦ′(d+) > 0.

Por lo tanto, concluimos que el valor de la opción es creciente en dirección
de σ.

Observación 5.3. Considerando la ecuación 5.1 se puede notar que el valor
de la opción es S cuando σ tiende a infinito considerando los démas paráme-
tros constantes.

A la parcial de C con respecto de σ, se le conoce como V-vega.
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5.3. Fecha de expiración T

Al calcular el valor de la opción cuando T toma los valores 0.5, 1, 1.5, 2,
2.5, 3, 3.5, 4, 4.5 y 5, dejando los demás parámetros constantes como en el
ejemplo 5.1, se puede observar en la Figura 5.3 que el valor de la opción es
creciente en la dirección de T . Para esto calculemos la derivada parcial en
dirección de T y verifiquemos que es mayor que cero, es decir,

T C0(T )
0.5 6.50539
1.0 9.68642
1.5 12.1368
2.0 14.1940
2.5 15.9916
3.0 17.5992
3.5 19.0589
4.0 20.3986
4.5 21.6379
5.0 22.7915

1 2 3 4 5
T

10

15

20

C0 HT L

Figura 5.3: Valor de la opción para diferentes valores de T y comportamiento
gráfico.

∂C

∂T
= SΦ′(d+)

∂(d+)

∂T
−Ke−rT

(
Φ′(d−)

∂(d−)

∂T
− rΦ (d−)

)
.

Observemos que

∂(d+)

∂T
=

r + σ2/2√
Tσ

− T (r + σ2/2) + log(S/K)

2T 3/2σ
,

∂(d−)

∂T
=

r − σ2/2√
Tσ

− T (r − σ2/2) + log(S/K)

2T 3/2σ
,

∂(d+)

∂T
=

∂(d−)

∂T
+

σ

2
√
T
,
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usando la ecuación 5.2 se tiene que la derivada parcial está dada por la
expresión

∂C

∂T
= S

∂(d−)

∂T

(
Φ′(d+)− Ke−rT

S
Φ′(d−)

)
+
σSΦ′(d+)

2
√
T

+ rKe−rTΦ(d−)

=
σSΦ′(d+)

2
√
T

+ rKe−rTΦ(d−).

La cual es mayor que cero.

Observación 5.4. Notemos que en la ecuación 5.1 el valor de la opción
es S, cuando T tiende a infinito considerando el resto de los parámetros
constantes.

A la parcial de C con respecto de T , se le conoce como Θ-theta.

5.4. Tasa de interés r

El valor de la opción cuando el parámetro r toma los valores 0.01, 0.02,
0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09 y 0.1 teniendo en cuenta que los demás
parámetros son constantes como en el Ejemplo 5.1. En la Figura 5.4 se tienen
los resultados y podemos notar que el valor de la opción es creciente en
la dirección de r, en efecto para demostrarlo derivemos parcialmente con
respecto a r, es decir,

∂C

∂r
= SΦ′(d+)

∂(d+)

∂r
−Ke−rT

(
Φ′(d−)

∂(d−)

∂r
− TΦ(d−)

)
,

considerando que ∂(d+)/∂r = ∂(d−)/∂r =
√
T/σ y la ecuación 5.2 tenemos

∂C

∂r
= S

∂(d+)

∂r

(
Φ′(d+)− Ke−rT

S
Φ′(d−)

)
+ TKe−rTΦ(d−)

= TKe−rTΦ(d−) > 0.

A la derivada parcial de C con respecto de r, se le conoce como ρ-rho.

5.5. Precio strike K

Finalmente, en el Ejemplo 5.1 cuando K toma los valores 47, 48, 49, 50,
51, 52, 53, 54, 55, 56, 57 y 57 dejando el resto de los parámetros constantes,
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r C0(r)
0.01 6.30067
0.02 6.40258
0.03 6.50539
0.04 6.60908
0.05 6.71365
0.06 6.81909
0.07 6.92540
0.08 7.03257
0.09 7.14059
0.01 7.24944

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
r

6.4

6.6

6.8

7.0

7.2

C0 Hr L

Figura 5.4: Valor de la opción para diferentes valores de r y comportamiento
gráfico.

se tiene en la Figura 5.5 los resultados, teniendo en cuenta el gráfico se puede
observar que al aumentar el precio strike K el precio de la opción disminuye
como es de esperarse, para verificarlo calculemos la derivada parcial de C
con respecto a K

∂C

∂K
= SΦ′(d+)

∂(d+)

∂K
−Ke−rT

(
Φ′(d−)

∂(d−)

∂K
+

Φ(d−)

K

)
,

Observemos que ∂(d+)/∂K = ∂(d−)/∂K = −1/(σK
√
T ) y teniendo en cuen-

ta la ecuación 5.2

∂C

∂K
= S

∂(d+)

∂K

(
Φ′(d+)− ke−rT

S
Φ′(d−)

)
− e−rTΦ(d−)

= −e−rTΦ(d−) < 0.

Observación 5.5. En la ecuación 5.1, cuando K tiende a infinito el valor
de la opción es cero teniendo en cuenta las demás variables constantes.
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K C0(K)
47 8.76345
48 8.26666
49 7.79302
50 7.34199
51 6.91299
52 6.50539
53 6.11853
54 5.75172
55 5.40426
56 5.07543
57 4.7645 48 50 52 54 56

K

5

6

7

8

C0 HK L

Figura 5.5: Valor de la opción para diferentes valores de K y comportamiento
gráfico.



Conclusiones

La fórmula de Black-Scholes es una herramienta que permite valuar op-
ciones Europeas. En el modelo se pueden hacer variantes para obtener un
modelo más realista, es decir, se puede tomar una tasa de interés libre de
riesgo que no sea constante, aśı como pensar que hay pagos de dividendos.

En el modelo se consideró el hecho de tener un mercado completo, lo que
nos garantiza la unicidad de la medida equivalente bajo la cual los precios
descontados son martingala, sin embargo, se puede estudiar el caso cuando
tenemos un mercado incompleto, esto nos lleva a elegir una medida adecuada
dentro de un conjunto de medidas equivalentes.

Además observamos que el modelo es una función de cinco parámetros,
(K,S, r, σ, T ), y vimos su comportamiento al considerar una variable y tomar
constantes las variables restantes, esto se puede extender al considerar dos o
más variables y fijar las demás.

De los cinco parámetros que depende el modelo, algunas veces descono-
cemos la volatilidad del precio del activo, sin embargo, podemos hacer infe-
rencia mediante métodos estad́ısticos conociendo la historia de los precios en
el pasado.
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