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Introduccion

Una caracteristica tipica de los mercados modernos son las transacciones
con derivados. Los derivados son instrumentos financieros respaldados por un
valor base como por ejemplo una accion, un bono, un activo o una materia
prima y que por consiguiente su valor depende de éste. Es asi como existen
por ejemplo certificados sobre cacao o aluminio, valores con los que es posible
asegurar el precio de una accién o también comprar un seguro ante préstamos
vencidos.

Una fecha importante en la historia de las opciones es el 26 de abril de
1973. En dicha fecha empieza a operar el CBOE (Chicago Board Options Ex-
change), el primer mercado organizado que se crea en el mundo. Los primeros
contratos eran contratos de opcion sobre lotes de 100 acciones, eligiéndose
s6lo 16 compaiias al comienzo del mercado. El primer dia se negociaron 911
contratos. Hoy en dia, sélo en los mercados americanos se negocian 2,000
contratos de opciones por minuto.

En la actualidad, la rapidez y la variabilidad en las finanzas, obligan a
buscar mecanismos que permitan predecir los resultados y se facilite la toma
de decisiones. El modelo de valuacion de derivados financieros, conocido en el
ambito financiero como el modelo de Black-Scholes, es uno de los modelos ma-
tematicos més utilizados en la toma de decisiones financieras a nivel mundial.

En 1973 Fisher Black, Myron Scholes y Robert Merton lograron uno de
los mayores avances en la valuacién de opciones hasta ese momento, conoci-
do como el modelo de Black-Scholes, que ha tenido una gran influencia en
la manera en que los agentes valtian y cubren opciones. Ha sido también un
punto de referencia para el desarrollo y éxito de la ingenieria financiera desde
entonces. La importancia del modelo fue reconocida cuando Robert Merton y

IIT



iv Introduccién

Myron Scholes fueron premiados con el Premio Nobel de Economia; desafor-
tunadamente Fisher Black fallecié en 1995, quien indudablemente también
hubiera recibido el premio. Aunque actualmente se utiliza en el mundo una
gama de derivados financieros y multiples combinaciones entre ellos, los de-
rivados bésicos, y mas conocidos, son las opciones, los forwards, los futuros
y los swaps.

En el capitulo 1 se da una breve explicacién de las opciones y su impor-
tancia en el mercado financiero, estd basado en [3] y [5]. En el capitulo 2 se
muestra el modelo de Cox, Ross y Rubinstein, el modelo a tiempo discreto
para opciones europeas, esta basado en [1] y [9] principalmente. En el capitu-
lo 3 se muestra la teoria basica del calculo estocastico que sustenta el modelo
de Black Scholes a tiempo continuo y esta basado en [2], [4], [6], [8] ¥ [10]. En
el capitulo 4 se muetra el modelo de Black Scholes y el teorema de Girsanov
el cual es parte fundamental en el modelo y estd basado en [4], [9], [10] y [11]
principalmente. Finalmente en el capitulo 5 se muetra un pequeno analisis
de la sensibilidad de los parametros involucrados en el modelo.



Capitulo 1

Opciones Europeas

1.1. Opciones

Las opciones son contratos mediante los cuales se acuerda la compra o
la venta de un cierto bien a un cierto precio en una fecha determinada. El
poder de compra o venta es un derecho, mas no una obligacién por parte de
quien compra la opcion. Lo que nos lleva a la siguiente definicion.

Definicién 1.1. Una opcion es un contrato que le ofrece a su tenedor o com-
prador el derecho, pero no la obligacion, de comprar o vender un nimero fijo
de acciones u otros activos financieros de un activo subyacente especificado,
a un precio estipulado K en una fecha determinada T .

El precio estipulado K se conoce como precio strike y a la fecha determi-
nada T se conoce como fecha de expiraciéon o vencimiento del contrato.

Las opciones que se comercializan son los call (opcién de compra) y put
(opcidn de venta) como se le conoce en la literatura financiera. Las opciones
se pueden clasificar por la forma en que se ejercen, las mas comunes son la
Europea y Americana. Las opciones europeas solamente pueden ser ejercidas
en la fecha de expiracién; mientras que las opciones americanas pueden ser
ejercidas en cualquier momento posterior a la fecha de emisién hasta la fecha
de expiracion.

Como podemos observar, el contrato puede ser desventajoso para quien
emite la opcién, ya que el tenedor puede o no ejercer la opcién. Para esto, el
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tenedor o comprador de la opcién debe pagar una prima al emisor de ésta,
por el derecho de la opcion. La prima es independiente del precio strike y
se tiene que pagar por adelantado al emisor de la opcidn, sin importar si se
adquiere o no.

Las opciones tienen dos utilidades principales: la cobertura y la especu-
lacién. La cobertura es la accion de protegerse ante el cambio inesperado en
los precios de los activos que se cotizan en el mercado, ejemplos:

= Una persona requiere comprar un saco de maiz en un futuro y cuenta
con un presupuesto de $210 pesos, ademas supongamos que este es el
precio actual del saco de maiz. Es posible, que en este lapso suba (o
incluso baje) de precio, por lo cual su presupuesto podria no ser sufi-
ciente para la compra que desea hacer. Por este motivo puede comprar
una opcion de compra en el mercado, donde el activo subyacente sea el
saco de maiz con una fecha de ejercicio de un mes y un precio strike de
$210 pesos. Asi, esta persona se encuentra protegida en el caso de que
el saco de maiz suba de precio, en caso contrario no ejerce la opcién y
compra el saco de maiz a un precio menor.

= Suponga que una persona le gustaria comprar una casa dentro de dos
anos a un precio de $700, 000 y esta persona quisiera firmar hoy mismo
un contrato que le de el derecho de comprarla en ese precio, en la fecha
fijada de antemano. Se debe tener en cuenta el precio de la casa en el
mercado inmobiliario, ya que sube o baja de precio.

= Ciertos inversionistas quieren invertir su dinero en acciones de Telmex.
Supongamos ademds que el precio actual de la accién es de $15. Les
gustaria firmar hoy mismo un contrato que les de el derecho de com-
prar dentro de 4 meses, una cantidad de 10,000 acciones de Telmex
a un intermediario financiero a un precio fijo de $16. El precio de las
acciones pueden subir o bajar dependiendo de los diversos factores que
intervienen en la Bolsa Mexicana de Valores (BMV). Al finalizar los
cuatro meses se tendra que tomar una desicion.

El caso de la especulacion el comprador de la opcidén espera que los precios
suban o bajen, de tal manera, que al ejercer la opciéon obtengan una ganan-
cia sin el mas minimo interés de adquirir el activo subyacente. Con esto las
opciones se utilizan como una manera de apostar en el mercado siempre que
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no se cuente con informacién privilegiada al respecto de los precios en un
futuro, de lo contrario se estaria presentando un caso de arbitraje.

En los ejemplos anteriores se tiene que pagar una prima por la opcion y la
pregunta clave es: ;Cual es el precio justo que debe pagarse por la opcién?.
En las siguientes secciones abordaremos ésta pregunta, primero analizaremos
el modelo en el caso discreto y posteriormente en el caso continuo.

1.2. Opciones vs acciones

Antes de continuar con nuestro estudio de opciones veremos la diferencia
de una opcién o una accién, en términos de ganancias, nos lleva a pregun-
tarnos, ; Qué es mejor, comprar una opcién o una acciéon?.

Para responder a la pregunta, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2. Supongamos que un inversionista tiene $3,900 para sus opera-
ciones de especulacion. Ahora, supongamos que el precio actual de una accion
ALFA es de $39 y que una opcion de compra con vencimiento a 30 dias que
tiene un precio de ejercicio de $40, se estd vendiendo por $1.50. Con esta
informacion se tienen las siguientes dos estrategias alternativas:

1. Comprar 100 acciones.
2. Comprar 2600 opciones

Supongamos que existen dos unicos escenarios posibles dentro de 30 dias, el
precio de la accion se incrementa a $40, o el precio de la accién baja a $35.
Los resultados en cada uno de los escenarios son los siguientes:

a) El precio de la accion ALFA se eleva a $45.

o Alternativa 1. El inversionista tendrd una ganancia equivalente a
la diferencia de los precios, multiplicados por el nimero de accio-
nes. Fsto es:

100(45 — 39) = $600.

o Alternativa 2. El inversionista podria ejercer sus 2600 opciones
ya que le dan el derecho de comprar las acciones de ALFA a $40,
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cuando en realidad valen $45. Asi, al ejercerlas tendrd 2600 accio-
nes y su ganancia por accion serd de $5, por lo que su ganacia total
es:

2600 - 5 = $13,000

menos el costo de las opciones el cual es 2600 - 1.5 =$3, 900, lo
que da una ganancia neta de $9,600.

b) El precio de la accion ALFA baja a $35.

e Alternativa 1. Con esta alternativa, nos arroja una pérdida de $4
por accion, por lo que la pérdida es de:

100(39 — 35) = $400.

o Alternativa 2. El inversionista no ejerce la opcion, ya que el precio
de ejercicio es mayor que el precio de la opcion, por lo que la
pérdida es el costo de las opciones, es decir, $3,900.

Como podemos observar es notoria la diferencia entre comprar acciones
u opciones. Hace que las ganancias sean mucho mayores ($600 vs $9,100);
pero también el uso de las opciones trae como consecuencia que en el caso de
que la accién baje de precio, las pérdidas se magnifiquen ($400 vs $3,900).
Sin embargo, si la reduccion en el precio es muy profunda, entonces la opcion
de hecho limita la pérdida a $3,900. Motivo por el cual los especuladores
prefieren hacer mas uso de las opciones.



Capitulo 2

Modelo a Tiempo Discreto

En este capitulo analizaremos el Modelo de Cox, Ross y Rubinstein en el
caso discreto. Tocaremos el concepto de valor presente, ya que se utiliza con
frecuencia en la literatura financiera, enunciaremos los conceptos de estrate-
gia autofinanciable, admisible y libre de oportunidad de arbitraje, asi mismo,
la definicién de martingala y finalmente lo que significa un mercado completo.
Por 1ltimo veremos la convergencia al modelo de Black-Scholes.

2.1. Valor presente y valor futuro

Antes de continuar con el modelo a tiempo discreto, analizaremos el com-
portamiento de una cuenta de ahorro en un cierto banco, con una tasa de
interés fija. En este caso tenemos un activo sin riesgo, ya que conocemos la
evolucion de la cuenta en cualquier momento.

Supongamos que una persona tiene una cierta cantidad de dinero Fy y lo
invierte en un banco que le ofrece una tasa de interés fija anual r %. Entonces
la cantidad de dinero que se obtiene al finalizar el ano es

P1:P0+7”P0:P0(1+T),
en general, al término de ¢ afnos se tiene la siguiente cantidad de dinero

Po=(1+1). (2.1)

Se llamara a Py el principal y a P, el valor futuro al finalizar el tiempo
t. En este caso se consideré una tasa de interés anual, sin embargo, en la
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practica no necesariamente sucede asi, es decir, el periodo de composicién
puede ser semestral, biemestral, mensual o hasta diariamente, por lo que la
ecuacion (2.1) se reescribe como:

B=(1+—)" (2.2)

donde m es la frecuencia de composicién. Si una persona cuenta con un prin-
cipal de $25,000 y desea invertirla en un plazo de 20 afnos, el banco le ofrece
una tasa de inversion del 3.8 % anual, por lo que el valor futuro serd de
VF = 20,000(1+ 0.038)* = 42,167.42, es decir, se obtendria la cantidad de
$42,167.42 al pasar los 20 anos.

En el caso anterior se cuenta con un capital inicial dado, ahora supon-
gamos que necesitamos una cierta cantidad de dinero P al finalizar un ano,
sabiendo que la tasa de interés fija anual es r %. ; Clianto se debe invertir hoy
para obtener la cantidad deseada al término del ano?. Sea V P la cantidad
que se necesita inicialmente, a esta cantidad se le llama valor presente de P,
calculando el valor futuro de V P se tiene

P=VP(l+r),
despejando V' P se obtiene el valor presente, es decir,
VP=P(+7r)".

Procediendo de la misma forma que en el caso del valor futuro se tiene
que el valor presente de P obtenido en ¢ anos con una tasa anual fija de
interés r y con una frecuencia de composicion m esta dada por

VP =P+ —)"™,
m

A la cantidad (1 + %)~™" se le conoce como factor de descuento. Si una
persona desea tener una cantidad de $100, 000 en un plazo de 10 afios sabien-
do que la tasa de inversién fija anual es de 3.8 %, el valor presente sera de
V P = 100,000(1+0.038)71% = 68, 869.42, es decir, si hoy se invierte un prin-
cipal de $68,869.42 en un plazo de 10 anos con una tasa de interés anual fija
de 3.8 % anual se obtendria la cantidad de $100, 000 al término de los 10 anos.
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Como mencionamos anteriormente, la composicién de la tasa puede ser
anual, semestral, bimestral o hasta diariamente, regresando a la ecuacién
(2.2) y haciendo un cambio de variable n = mt tenemos

rt.,

P=(1+—-)"

n
Ahora, si pensamos que la composicion es instantanea, es decir, m tiende a
infinito, entonces n también tiende a infinito y la ecuacién (2.2) cuando m
tiende a infinito es equivalente a

n
lfm (1 + r—t) =" (2.3)
n—o0 n

Podemos observar que si aumenta la frecuencia de composicion el valor
futuro del principal aumenta y cuando la composicién es instantanea converge
a la funcién exponencial con parametro rt, donde r es la tasa fija anual de
interés y t expresa el tiempo en anos.

2.2. Conceptos basicos

El objetivo del trabajo como se mostro en ejemplos anteriores consiste en
calcular el precio de la opcion, es decir, la prima que debe pagar el comprador
o tenedor para poder efectuar su derecho de ejercer o no la opcién. ;Cémo
saber si el precio de la prima es justo para el tenedor o comprador de la
opcién?. En este capitulo consideraremos que ¢ solo toma valores 0, 1,2, ..., T
los cuales puede ser considerados en dias y donde T es la fecha de expiracion
del contrato.

Primero consideremos el caso de una opcion de tipo call, es decir, com-
pramos una opcién de compra sobre un activo subyacente, a un precio strike
K fijo, en una fecha establecida T". Conocemos el precio del activo subyacente
al momento de suscribir el contrato y lo denotamos por Sy y el precio del
activo al término del contrato esta dado por St, el cual desconocemos.

Al momento de la expiracion del contrato, el valor del activo es St y
supongamos que St < K el tenedor no le conviene ejercer la opcién, ya que
el precio del activo es més barato en el mercado que si se ejerciera en ese
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instante, por el contrario, si sucede que Sy > K el tenedor de la opcion le
conviene ejercer, en cualquier caso su payoff o funcién de pago esta dada por

ST—K, SiST>K,

CT:(ST_K)+:{ 0, siSr<K

Este es el precio de la opcién en la fecha de expiracion, sin embargo, nos
interesa saber cual es el valor de la opcion al momento de suscribir el contrato,
es decir, la prima Cj que debe pagar el tenedor o comprador de la opcion.
Analogamente en el caso de una opcién de tipo put su payoff esta dado por

K —Sr, si St <K,

PT:(K_ST)-i-:{ 0. siSr>K

Para el modelo a tiempo discreto trabajaremos sobre un espacio de pro-
babilidad finito (€2, F, P), con una filtracién Fy C F; C ... C Fr, donde F;
es visto como la informacién disponible hasta el tiempo ¢, donde T corres-
ponde a la fecha de expiracién de la opcién. Asumiremos que Fy = {0, Q},
Fr={P(Q)} y para todo w € Q, P({w}) > 0. Supongamos que el mercado
consiste de (d 4 1) activos financieros, cuyos precios al tiempo ¢ estan dados
por las variables aleatorias no negativas S?, S}, ..., S? medibles con respecto
a JFy, el activo indicado por 0 es considerado como un activo libre de ries-
go y denotamos por S) = 1, es decir, si 7 es la tasa de interés fija entonces
S? = (1+7)*, denotaremos a f3; = % como el factor de descuento. Los activos
indicados port=1,2,...,d, corresi)onden a los activos con riesgo.

Ahora consideremos una estrategia como un proceso estocastico ¢ =
{80, 0L, ..., 0 bo<i<r € RITL donde ¢! denota el niimero de acciones co-
rrespondientes al activo ¢ en un portafolio al tiempo .

Definicién 2.1. Un proceso ¢ es previsible si, para todo i € {0,1,...,d}, se
tiene

» o) es Fo-medible,
= yparat > 1, ¢t es Fy_1-medible.

Esto muestra que las posiciones de ¢! quedan completamente determina-
das con respecto a la informacion disponible al tiempo ¢ — 1 y se mantienen
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hasta el tiempo t cuando las nuevas cotizaciones de los activos en el mercado
estan disponibles.

De modo que el valor del portafolio al tiempo ¢ estd determinado por el
producto escalar

Vi(9) = ¢ Sy = ZW

Y su valor descontado

Vt(¢) = 6t(¢t‘ St) = ¢t'§t,
donde 3, = Slo v Sy = (1,85}, ..., B:S%) es el vector de precios descontados.

2.3. Estrategias autofinanciables

Una estrategia ¢ es autofinanciable si cualquier cambio en el valor del
portafolio V; es determinado por las ganancias (o pérdidas) netas realizadas
en la inversién; el valor del portafolio después del tiempo ¢ y los precios de los
activos antes del tiempo £+ 1 son conocidos y esta dado por ¢;15;. Si el valor
total del portafolio ha sido usado para esos ajustes (no hay retiro y los nuevos
fondos son invertidos), entonces se satisface que paratodot € {0,1,...,T—1}

Gt St = Pry1- St (2.4)
Escribiendo AX; = X;—X;_1, para cualquier funcién y usando la ecuacién
(2.4)

AVt(Qﬁ) = Vt(ﬁb) - V%-l(ﬁb) = ¢St — Gr-1°Sp1
= ¢t' St - (bt' Stfl = ¢tASt. (25)
Esta es la ganancia del portafolio en el intervalo de tiempo [t — 1,¢], asi,
la ganancia o pérdida siguiendo la estrategia autofinanciable ¢ es debido al

movimiento de los precios. Sumando desde 5 = 1 hasta j = ¢ en la ecuacion
(2.5), obtenemos

V() = Vol(o) + > ¢;AS;.
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Teniendo en cuenta que la ecuacién (2.4) es equivalente a ¢;- S; = ¢yq1- Sy
tenemos

V(o) = Vi() + Z ¢;AS;. (2.6)

Ademads, como Vy(¢) = ¢+ S; y para cualquier estrategia ¢, se sigue

AVt(ﬁb) = Vt(ﬁb) - Vt—l(ﬁb) = @St — Qp—1-S—1
= & (St — Sie1) + (0 — Pr—1) Sia
= ¢y AS; + Ay S,

la estrategia ¢ es autofinanciable si y solo si A¢,-S;_1 = 0. De esta manera
tenemos la siguiente proposicion

Proposicion 2.2. Los siguientes enunciados son equivalentes
1. La estrategia ¢ es autofinanciable

2. Para cualquiert € {1,2,...,T}

Vi(@) = Vo(o) + > ¢j- AS;.
j=1

3. Para cualquiert € {1,2,...,T}
— t p—
Vi(9) = Vo(@) + ) ¢; AS;
j=1

donde Agj = Bij - Bj—lSj—l-
4. Para cualquiert € {1,2,...,T}, Ay Si—1 = 0.
Proposicién 2.3. Para cualquier proceso previsible ((¢1, ..., d%))o<i<r Y va-

riable Vo-Fo-medible, existe un tinico proceso previsible (¢Y)o<i<r, tal que la
estrategia ¢ = (¢°, @', ..., ¢%) es autofinanciable y su valor inicial es V.
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Demostracion. Por la condicién de autofinanciamiento implica
—1 —d
Vt(¢) = ¢? + ¢%St +ooet ¢fst

t
— —d
= Vo+ Y (#IAS, + - + ¢IAT)),

j=i
lo cual define ¢Y, para verificar que ¢° es previsible consideremos la ecuacién

t—1
— —d — —d
09 = Vot Y (1AS) + - + ¢IAS)) + ¢ (=5, _y) + - + (=5, y).

j=1

donde cada término es Fi-medible. Asf el proceso (¢))o<i<r es previsible. [J

2.4. Estrategia admisible y arbitraje

Hasta el momento no hemos hecho referencia al signo de la cantidad ¢..
Si ¢Y < 0 hemos pedido prestado la cantidad |¢?| en el activo sin riesgo. Si
¢ < 0 para i > 1 decimos que estamos cortos, es decir, hemos hecho una
venta del activo 7. Vender y pedir dinero prestado esta permitido, pero el
valor del portafolio debe ser positivo en cualquier lapso, lo que nos lleva a la
siguiente definicién.

Definicién 2.4. Una estrategia ¢ es admisible si ésta es autofinanciable y
Vi(¢) > 0 para cualquiert € {0,1,...,T}.

El invercionista debe ser capaz de pagar sus deudas del activo con riesgo
o sin riesgo en cualquier momento. La nocién de arbitrage (la posibilidad de
obtener una ganancia sin tener riesgo alguno) se formaliza de la siguiente
manera.

Definicién 2.5. Una estrategia que admite oportunidad de arbitraje, es una
estrategia admisible con valor inicial cero y valor final no cero.

Es decir, sin tener dinero podemos pedir dinero prestado, especular en
alguna opcién de tal manera que al término de esta podemos pagar nuestra
deuda y generar una ganancia de manera segura, a esto se le conoce como
oportunidad de arbitraje.
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2.5. Martingala a tiempo discreto

En esta seccion analizaremos la conexion entre martingala y arbitraje. Se
trabaja sobre un espacio de probabilidad (€2, F, P), con F = P(Q2) y para
todo w € Q, P({w}) > 0 equipado con una filtracién (F;)o<i<7. Diremos que
una sucesién de variables aleatorias (X;)o<;<7 es adaptada a la filtracion, si
para cualquier ¢ € {0,1,...,T}, X; es Fy-medible.

Definicién 2.6. Una sucesion de variables aleatorias (My)o<i<r con valores
reales adaptada a la filtracion y absolutamente integrables, es decir, B[|M;|] <
00 es

» Martingala si E[M;1|F;] = M; para todo t <T — 1.
» Supermartingala si E[My1|F] < My para todo t <T — 1.
» Submartingala si B[M;i1|F:] > M; para todo t <T — 1.

La definicion se extiende al caso multidimencional, es decir, una sucesién
(M})o<i<r € R? es martingala si cada componente es martingala. Enunciare-
mos algunas propiedades de las martingalas que seran de gran utilidad para
el desarrollo del modelo a tiempo discreto considerando las propiedades de
esperanza condicional:

» (M;)o<i<r es una martingala si y sélo si E[M,;|F] = M,.
» Si (M;)i>0 es martingala entonces para cualquier ¢: E[M,;] = E[M))].

» La suma de dos martingalas es martingala.

Proposicién 2.7. Sea (M;)o<i<r una martingala y (Hy)o<i<r una sucesion
previsible con respecto a la filtracion (Fi)o<i<r. Denotamos AM, = M; —
M;_1. La sucesion (X;)o<t<r definida por

Xo = HoMy
X, = HoMy+ HIAM;, +---+ HAM;, para todot > 1

es una martingala con respecto a la filtracion (Fi)o<i<r-
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Demostracién. Como (M) es adaptada y (H;) es un proceso previsible,
(X:) es un proceso adaptado e integrable. Para ¢t > 0

E(X, 1 — X,|F] = E[HAM,|F)
= HiE[Miyy — M| F
= 0.
Por lo que se tiene
E[Xe|F) = E[X | F] = X,
Asi, X; es martingala. O

A (X;) se le conoce como la martingala transformada de (M;) por (H;).
La siguiente proposicién es una caracterizaciéon muy util para martingalas.

Proposicién 2.8. Una sucesion de variables aleatorias (M;) es martingala
sty sdlo si para cualquier sucesion previsible (Hy) se tiene

T
E ZHtAMt = 0.

t=1

Demostracién. Si (M;) es martingala y para cualquier proceso previsible
(H;) definimos Xy = 0 y para t > 1, X; = Hi{AM; + --- + HAM,, por la
Proposicién 2.7 la sucesion X; es martingala por lo que se tiene E[X7] =
E[Xo] = 0. Reciprocamente, sea j € {0,1,2,...,T} definimos (H;) por H; =
0 para todo t # (j + 1) y Hj;1 = A para cualquier conjunto A, F;-medible,
asi, (H;) es previsible y E [Zthl HAM,| sereduce a E[14(M;1 — M;)] =0,
usando la linealidad de la esperanza y dividiendo entre la probabilidad de A

se tiene
E[14M;]  E[14M;]

P(4) P4

como A es cualquier conjunto F;-medible se tiene E[M;1|F;] = M,. O

]E[Mj+1|A] = :]E[M]|A]7

Regresando al contexto financiero decimos que los precios (S;)o<i<r del
activo ¢ es una martingala, implica que al tiempo ¢ la mejor estimacion de
S;.1 esta dado por S} y esto se debe al hecho de E[S;1]S;] minimiza el error
cuadratico medio, es decir, si d(S?) es una prediccién de S;;; que minimiza
la funcion E[(S;, — d(S})))?] = E[E[(Si., — d(S}))?|S}]] y esto sucede cuando
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d(Si) = E[Si11|S:] y como es martingala se tiene la conclusién.

Usando la ecuacién (2.6) definimos el proceso de ganancias asociado a la
estrategia ¢ por

Go(¢) =0, Gi(@) =¢1-AS; +---+ ¢ - AS,

asi,
Vi(o) = Vo + Gi(9)

analogamente, se tiene V,(¢) = Vg + Gy(¢), donde G;(¢) = 22:1 ¢ AS;.
Denotemos por C' al cono convexo de variables aleatorias estrictamente po-
sitivo, entonces, si asumimos que no hay oportunidad de arbitrage tenemos
que

Si Vo(¢) =0 entonces Vi(¢) ¢ C.

Esto quiere decir que el proceso de ganancias descontadas para una es-

trategia ¢ no puede ser positiva.

Tomando en cuenta la Proposicién 2.3 tenemos que la estrategia ¢ =
(¢, ¢",..., ¢ tiene su valor inicial Vy(¢) = 0 y es autofinanciable. Supon-
gamos que Gr(¢) € C entonces

Vr(9) = B7' V(o) = B, (Vo(9) + Gr(¢)) = B7'Gr (o)

es no negativa y estrictamente positiva, por lo que hay oportunidad de arbi-
trage. Asi hemos probado el siguiente lema

2.6. Mercado viable

Primera conexion del concepto de martingala con un mercado viable me-
diante el siguiente teorema.

Teorema 2.9. El mercado es viable si y solo si existe una medida P* de
probabilidad equivalente a P tal que los precios descontados de los activos
son P* martingalas.

Demostracion. Asumiremos que existe una medida P* de probabilidad
equivalente a P tal que los precios descontados son martingalas. Para cual-
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quier estrategia ¢ autofinanciable se tiene
t
Vi) = Vo(¢) + D ¢; - AS;.
j=1

Como los precios descontados son P* martingalas se tiene

E*[Vz(¢)] = E*[Vo(9)]

Si la estrategia es admisible y su valor inicial es cero entonces E*[Vy(¢)] = 0
con Vp > 0, pero como P*({w}) > 0 para todo w € Q entonces Vr(¢) = 0,
asi no hay oportunidad de arbitrage y el mercado es viable.

Ahora, supongamos que el mercado es viable, lo cual es equivalente a decir
que, para cualquier estrategia admisible ¢ tal que Vg (¢)) = 0 entonces V(¢) ¢
C. Sea L el conjunto de variables aleatorias Gr(¢) con ¢ = (¢',...,¢%) €
R? un proceso previsible, es un subespacio vectorial de R? (donde R® es
el conjunto de variables aleatorias definidas sobre €2). Por el Lema 2.10 el
subespacio L no intercepta al cono C| por lo que no intercepta al conjunto
K ={X € C: ) X(w) = 1}, el cual es convexo y compacto, por el
Teorema 2.11 existe un operador A(w) tal que

1. Para todo X € K, ) A(w)X(w) >0,

2. Para cualquier proceso previsible ¢

S M@)Tr(6)(w) = 0.

Por la Propiedad 1 se tiene que A(w) > 0 para todo w € €2 por lo que
definimos la siguiente medida de probabilidad

P e

La cual es equivalente a P. Denotamos a [E* la esperanza bajo la medida P*,
por la Propiedad 2 se tiene que para cualquier proceso previsible ¢ € R?

T
Z ¢;AS;
j=1

la cual es una caracterizacion de martingala, Proposicion 2.7, asi, los precios
descontados son P* martingala. U

E* =0,
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Lema 2.10. Si el mercado es viable, las ganancias descontadas asociadas a
cualquier proceso previsible (¢, ..., ¢%) no puede pertenecer al cono C.

Diremos que dos medidas P; y P son equivalentes si para cualquier evento
A, Pi(A) =0siy solo si Py(A) = 0. En nuestro contexto diremos que P* es
equivalente a P si para cualquier w € Q, P*({w}) > 0.

Teorema 2.11. Sea K un conjunto compacto y convexo, y un subespacio
vectorial V de R"™. StV y K son disjuntos existe un funcional £ definido
sobre R™ el cual satisface

1. Ve e K, &(z)>0.
2.V eV, &x)=0.

Por lo que el subespacio V' es incluido en un hiperplano que no intercepta a

K.

Para la demostracién ver [9].

2.7. Mercados completos y valuaciéon de la
opcién

Sea una opcién europea de tipo call sobre un activo subyacente S con
un precio strike K y una fecha de expiracién T, cuyo payoff es h-Fpr-medible
estd definido como h = (S+ — K),. En el caso de un put sobre el mismo
activo subyacente con el mismo precio strike y fecha de vencimiento T, tiene

su payoff dado por h = (K — S%),.

Definicién 2.12. Un reclamo contigente definido por h es alcanzable, si
eriste una estrategia admisible de valor h al tiempo T'.

Observemos que en un mercado viable necesitamos encontrar una estrate-
gia autofinanciable de valor h en la fecha de expiracion de la opcion, entonces
decimos que h es alcanzable. Si ¢ es una estrategia autofinanciable y P* es una
medida equivalente a P bajo la cual los precios descontados son martingala,
entonces V() es la martingala transformada de los precios descontados por
la estrategia previsible ¢, asf, para i € {1,2,...,T} se tiene V; = E*[V | F].
Claramente si V7(¢) > 0 la estrategia es admisible, en particular tomamos
h = Vi(g).
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Definicién 2.13. El mercado es completo, si cada reclamo contingente es
alcanzable.

Teorema 2.14. Un mercado viable es completo si y solo si existe una unica
medida de probabilidad P* equivalente a P bajo la cual los precios descontados
son martingalas.

Demostracién. Asumiremos que el mercado es viable y completo. En-
tonces para cualquier variable aleatoria h que es Fpr-medible se escribe como
h = Vr(¢), donde ¢ es una estrategia admisible que replica el reclamo con-
tingente. Como ¢ es autofinanciable

hoo— d -
Brh = @ =Vr= VO(¢) ‘f’Zij 'ASj'
T jil

Sean P; y P, medidas equivalentes a P tal que los precios descontados son
martingalas, por consiguiente se tiene

E1[Brh] = Vo(¢) = Ex[Brhl;

en particular
Ei[h] = Es[h]. (2.7)

La ecuacion (2.7) se mantiene para cualquier variable aleatoria h-Fr-medible,
puesto que el mercado es completo. En particular, se cumple para h = 14,
donde A € Fr arbitrario, asi, Pj(A) = Py(A). Por lo que, P, = P, y la
medida bajo la cual los precios descontados son martingalas es unica.

Ahora supongamos que el mercado es viable pero no completo, es decir,
existe una variable aleatoria no negativa h la cual no es alcanzable. Esto
quiere decir que h no puede ser generada, por cualquier estrategia autofi-
nanciable ¢ = (¢°,¢!,...¢%) y por la Proposicién 2.3 nos restringimos al
proceso previsible {(¢%, ¢?,...,¢%)} € R ya que ¢° queda determinada por
una constante. Definimos el siguiente conjunto

T
L= {c—i—Z(ﬁ-A?t . ¢ es previsible, ¢ € R}.

t=1

Entonces L es un subespacio lineal del espacio vectorial L°(Q2, F, P).
Ademads, como h no es alcanzable entonces Srh no es un elemento de L,
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asi L es un subespacio propio de L° y tiene complemento ortogonal no vacio.
Asi para cualquier medida P; equivalente a P bajo la cual los precios des-
contados son P; martingalas, existe una variable aleatoria no cero Z € L°
tal que

E,[YZ] =0 para toda Y € L.

Como se cumple para cualquier Y € L, en especial se cumple para Y =1 el
cual estd en L tomando a ¢ = 0 para ¢ > 1, asi, E;[Z] = 0. Definimos P,
por

P({w}) = R{w}) Pi({w}),
donde

Z({w})
2/ 21l

R({w}) =1+ 1Z]]oe = max{|Z({w})] t-q. w € Q}.

Entonces P, es una medida de probabilidad equivalente a P ya que Py ({w}) >
0 para toda w € €,

Py(Q) = Ea[R] = 1,
ya que Eq[Z] = 0. Més aun, para cada Y = c+ Zthl ¢-AS, € L se cumple

Eo[Y] = Ei[RY] =E,[Y] + E[YZ] =c

2[[2]lo

En particular, Eo[Y] = 0 cuando ¢ = 0, por lo que para cualquier proceso
previsible ¢ = {¢! t.q. t =1,2,...,T,i=1,2,...,d} se tiene

T
> ¢ A5,
t=1

Usando la Proposicion 2.8, tenemos que los precios descontados son P,
martingalas, lo cual es una contradiccion ya que la medida equivalente a P
bajo la cual los precios descontados son martingalas, es unica. U

E, = 0.

Como el mercado es viable y completo, denotamos por P* la tnica medi-
da de probabilidad equivalente a P bajo la cual los precios descontados son
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matingalas. Sea h un reclamo contingente, el cual es Fpr-medible y no nega-
tivo, ¢ una estrategia admisible que replica el reclamo contingente el cual es
definido por

h = Vr(¢).

Ademés, como la sucesién (V;)o<i<r es P* martingala se tiene

Vo(¢) = E* [Vr(9)]

esto es
Vo(9) = BrE*[Vr(9)] = BrE*[h].

De forma mas general se tiene
Vi(¢) = Br_E*[h|F], te€{0,1,2,...,T}. (2.8)

El precio de la opcién tipo call queda determinado por V;(¢), el cual
es el capital necesario para replicar h = (Sp — K) al tiempo T siguiendo
la estrategia ¢, es decir, el precio de la opcién al momento de suscribir el
contrato es determinado por

BrE*[(Sr — K)4].

Andlogamente para una opcion tipo put

PrE((K — Sr)¢].

2.8. Modelo de Cox, Ross y Rubinstein

En la seccion anterior vimos la forma de evaluar una opcion europea ya sea
de tipo call o put. El modelo de Cox, Ross y Rubinstein (CRR) contiene to-
da la informacion necesaria para deducir la famosa férmula de Black-Scholes
para la valuacién de opciones europeas en un mercado a tiempo continuo
modelado por un movimiento Browniano geométrico.

Primero deduciremos la ecuacion de paridad, la cual relaciona el precio
de una opcién call y put. Denotamos por C; el precio de la opcién al tiempo
t de una call europea sobre una accién de un stock con un precio strike K y
fecha de expiracién T', analogamente, P; el precio de una opcién put sobre el
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mismo stock, y r es la tasa de interés fija.

Sea P* la medida de probabilidad bajo la cual los precios descontados
son martinagala, calculamos la diferencia de las primas correspondientes a
un call y a un put. Tomando en cuenta la ecuacién (2.8) se obtiene

Co— P = Pro (B [(Sr — K)+|F] - E"[(K — Sr)+|F])
= BT—tE* [ST - K|]:t]
= Br_E" [Sp|F] — KBr—
= BLE[(BrSr|F] — KBr—
= B—t(ﬁtst) — Kfr
= S —K@1+r)"TY,

Al tiempo t = 0, se tiene que la ecuacién de paridad esta dada por

Co—Py=S8y—K(1+7r)". (2.9)

Para el modelo de CRR se considera un activo con riesgo cuyos precios
estan dados por la sucesion de variables aleatorias Sy, t € {0, 1,...,T} donde
T es la fecha de expiracion y un activo sin riesgo con una tasa de interés r
sobre cada periodo de tiempo. El precio del stock inicial Sy es conocido y el
cambio de precio entre dos periodos consecutivos cambia por un factor (1+a)
0 (14b) con —1 < a < b, por lo que el precio del stock esta dado por

6. _ Si(1+a), con probabilidad p,
AR S¢(1+b), con probabilidad 1 — p,

para toda t € {0,1,...,T —1}.

El conjunto de posibles estados es entonces Q = {1 + a,1 + b}T con la
filtracion natural generada por el valor de los precios del stock, es decir,
Fo=1{00}, Fi = 0{S, t.q. u < t}, donde F = Fp = 2% es la o-dlgebra
generada por todos los subconjuntos de (2.

La medida P sobre (2, F) es inducida por la razén de los precios del stock
y denotamos a R, = S;/S;_1 para t > 0. Para cada w = (wy,ws, ...,wr) € 2
definimos
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P{w})=PRi=w;, t=1,2,....7T).

Observemos que si P* es una medida de probabilidad equivalente a P que
satisface que los precios descontados son P* martingala, es decir,

E* [Si|Fi1] = Se1,

7§t
Si—1

es equivalente a [E* [ |]:t,1] =1 ya que S;_; es F;_1-medible, y a la vez

equivalente a

E* { 5

St

ya que 5;/8;—1 = 14+7r. Como P* es una medida equivalente martingala a P,

se tiene E*[R;] = 1+ r, pero como R; solo toma los valores (1 +a) o (1 +b),

el valor esperado de R; es igual a (14 r) sélo si a < r < b, lo cual nos dice
que el mercado es libre de arbitrage.

E—1:| = 1+T,

Ahora mostremos que el mercado es viable y completo, es decir, que existe
una unica medida de probabilidad equivalente a P bajo la cual los precios
decontados son martingala.

Lema 2.15. S; es P* martingala si y sélo si las variables aleatorias (R;) son
i.i.d. con P*(Ry = 1+a) = q y P*(Ry; = 14b) = 1—q donde ¢ = (b—r)/(b—a).

Demostracién. Supongamos que R; son v.a.i.i.d. y por la observacién
anterior se tiene

E*[Ri|Fi1] =E' R =(1+a)g+ (1+b)(1—¢q) =1+
Por lo cual los precios descontados son P* martingala.
Reciprocamente, si los precios descontados son P* martingala se tiene
E*[Ry|Fi—1] = 1+ r, como R; sélo toma los valores 1 +a o 1 + b se tiene
E*[Rt|ft,1] = (1—|—G,)P*(Rt = 1+G|E,1) + <1+b)P*<Rt = 1+b|ft,1)
147,

donde P*(R; = 1+ a|F—1) + P*(Ry = 1+ b|Fi—1) = 1. Sea ¢ = P*({R; =
1 + a}|Fi—1), obteniendo asi que

1+a)g+(1+0)(1—-¢q)=1+r<=qg=(b-1)/(b—a).



22 Modelo a Tiempo Discreto

La independencia de las variables R; se sigue por induccién sobre t > 0,
ya que para w € ), w = (wy,ws, . ..,wr) vemos inductivamente

t
P*(Rl :wl,Rgsz,...,Rt:wT) :Hqi,
=1

donde ¢; = ¢ cuando w; = (1 +a) e igual a (1 — ¢) cuando w; = (1 +b). Lo
cual afirma que las variables aleatorias (R;) son i.i.d. U

De esta forma el modelo CRR admite una tnica medida de probabilidad
dada por P*. Una vez teniendo ésta medida procedemos a calcular el valor
de una opcién call europea Cpr = (Sp — K),, al tiempo t estda dada por la
ecuacion (2.8)

Vi(Cr) = (1+1)"TVE* [(Sr — K)4| A

Ya que Sr = S; H?:t 41 It y teniendo en cuenta que cada variable R;
(¢ > t) es independiente de F; se obtiene

V(C) = (1+7r) TR (St 11 Ri—K> Fi| =v(t,S)

i=t+1

donde

v(t,z) = (14 r)"TVE* <$ H R; — K)

i=t+1

= S (1T T el ) (T - R

i=0
En particular el precio de la opcion call europea al tiempo ¢ = 0, esta dado
por

CO = U(O, SU)
= @Y () - 0 el a0 - K,
= (147 D> (D ¢(1— )" Hz(1+a)(1+ )"t - K)

I
b
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donde A es el entero k mas pequefio para el cual Sy(1 + a)k(1 +b)T% > K.

2.9. Convergencia al modelo de Black-Scholes

Consideremos una opcién europea tipo put sobre un stock con un precio
strike Ky fecha de expiraciéon T'. Su payoff estd dado por (K — Sr),. El
desarrollo es analogo en el caso de una opcion de tipo call.

El precio inicial del stock estd dado por Sy, definimos h = T/N para
algin N fijo de tal forma que el conjunto {0, h,2h,..., Nh} C [0,T]. Para
r > 0 fijo, definimos R la tasa de interés, donde R = rT'/N sobre el intervalo
de tiempo [0,h]. El precio de la opcién estd dado por

Py = (1fR)7NE*[(K—So)+]

N
= B ||0+R VK- (1+R)‘NSOHR;V)
+

n=1

N RN
= E|[{1+R) VK-S ][] )
SItR)

o (TIY_, 22
R R v 1+R)> ]
+

N

(0o aB() |
+

donde R[ = S}, /S{y ), toma valores de la forma (1 4+ a) y (1 + b) para
n > 1. Ademas, las variables (RY') son i.i.d. y

b— R
b—a

PY(RY =1+4a)=q=

Supongamos que

1+a T 140 T
Og(1+R) VN oVh, Og<1+R) VN oVh. (2.10)
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La tasa de los precios descontados del stock son de la forma e’ donde
las variables aleatorias (&,) son i.i.d. y toman los valores ++/0 con probabi-
lidades g y 1 — ¢ respectivamente.

Ahora, una forma simple del teorema central del limite estda dado de la
siguiente manera.

Teorema 2.16. Dada una sucesion de variables aleatorias (Y;N )iy i.i.d. con
media (i, tal que N, converge a p cuando N — oo y cuya varianza es de
la, forma 0 /N + o(1/N), la suma Zy = S0 | YN converge en distribucion
a una variable aleatoria Z distribuida N(u,o?).

Demostracién. Para probar la convergencia observemos la funcién ca-
racteristica de Zy

N

Vzy (1) = E [e4] = QE [eiquN] _ (E |:€iuY1N]> 7

definimos f(u) = e“‘le, al desarrollar en serie de Taylor y tomando su espe-

ranza se tiene

2,2

] o’u
Yz (u) = <1 + upy — 5N

N
Fou/m)
que a su vez converge a la funcién caracterfstica e™#~7"%*/2 de una N(u, 02). O

Para aplicar la convergencia anterior, definimos
N

YNzlog( Rn ) ZN:iYN.
1+R —

Los valores posibles de Y} son +0v/h, calculando su esperanza se obtiene
pn = E VM =0vVhg—ovVh(1 - q) = (2¢ - 1)oVh,

usando la ecuacién (2.10) y reescribiendo 1 — 2¢ obtenemos

e”\/g—l
2g—1 = 1—2(1—q):1—2 _
1 e"‘/ﬁ—e*‘”/ﬁ

e“‘/g—l

sinh(ov/h)
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Expandiendo en serie de Taylor el lado derecho se tiene 2g—1 = —%ax/ﬁ%—
o(1/N). Asi, uy = —%"QTT + o(1/N), por lo que, Nuy — —30°T cuando
N — o0.

Por 1ltimo, calculamos el segundo momento de la variable YV

T T T
E* YN2 —_ 2= 2_1_ — 2=
()] =’ Fa+ o’ (1 —q) = o

y su varianza es de la forma o®% + o(1/N). Aplicando el teorema de limite
central se tiene que Zy — Z en distribucién, donde Z ~N(—30°T,0?T),
usando la ecuacion (2.3) se tiene que el valor de la opcién estd dada por

Py=E |(¢7TK = Soc”), |

Dado que Z ~N(—10?T, 62T entonces la variable X = #’T(Z + 30°T)
tiene una distribucién N(0, 1). Para encontrar la esperanza evaluamos la in-
tegral

o0 *l$2
Ke ™ — 8 e_%UQT“”/T“”) S
/OO ( 0 + V2

La integral es diferente de cero cuando
K 5 Sy kot
= log(K) —rT > log(Sy) — %02T +oVTz
log (Sﬁ) —(r—1o?)T
oVT

cambiando el limite de integracién, el precio de la opcion put estd dado por

>

=y =

P g [T, S, /7 2T oVTa-z T
= e xr — e e —
0 oo V2T 0 NS 2T

= K@) -5 [ e
= KT (@) = S (@(v = oVT)).

—L(z—ovT)’ dx
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® denota la funcién de distribucion acumulada normal estandar. Usando
la simetria de ® y la ecuacién de paridad (2.9) el precio de una opcién call
esta dado por

Cy = Syp+Py— KeT
= Sy — 5 (CD(’y — aﬁ)) + Ke' — Ke™ 7
= 5o (1= (@(y=oVT))) = Ke ™™ (1 - 0(4)
= S (@(oVT 7)) = Ke™ (@(—7))
= Sp®(dy) — Ke "'®(d.),

donde
_ log (22) + (r+ i0?)T

d
* T




Capitulo 3

Calculo Estocastico

En este capitulo estudiaremos el movimiento Browniano asi como algunas
caracteristicas, posteriormente analizaremos la integral de [t0, empezando
con procesos simples y posteriormente extenderemos a cualquier proceso en
general, asi como algunas de sus propiedades. Daremos la definicién de un
proceso de Ito, asi como su formula para el calculo de integrales estocasticas.

3.1. Movimiento Browniano

Antes de definir la integral estocastica, enunciaremos algunas caracteristi-
cas del movimiento Browniano que nos permiten modelar el precio de los
activos subyacentes en el siguiente capitulo. En lo que sigue tomaremos a
los procesos estocésticos indexados sobre un intervalo de tiempo [0, 7, para
fines de nuestro estudio.

Consideraremos un espacio de probabilidad (2, F, P) con una filtracién
(F)o<t<r, bajo las consideraciones anteriores enunciamos la definicién de
movimiento Browniano.

Definicién 3.1. Un movimiento Browniano estandar (W), 0 <t < T es
un proceso estocdstico adaptado a la filtracion (Fi)o<i<r de valores reales que
tiene trayectorias continuas casi sequramente con distribuciones Gausianas
estacionarias e incrementos independientes, es decir,

= El mapeo t — Wi(w) es continuo para casi todo w € Q.

» Wy =0 cast sequramente.

27



28 Calculo Estocastico

w Para s <t <T, W, — W es una variable aleatoria independiente de

Fs.

» Para s <t <T, Wy —W; es una variable aleatoria distribuida N(0,t —
s).

Una vez que se tiene la definicion de movimiento Browniano vamos a
estudiar algunas propiedades importantes, que nos ayudaran mas adelante
para la construcciéon de la integral de It6. Primero vamos a calcular la va-
riacion cuadratica del movimiento Browniano, después veremos que no es de
variacién acotada. Por lo que tenemos la siguiente definicion.

Definicién 3.2. Sea f(t) una funcién definida sobre 0 < t < T. La variacion
cuadrdtica de f hasta el tiempo T es

n—1

L AIT) = dim » (f(tia) = f(t:),

[[I—0]] =
=0

dOnd@H:{to,tl,...,tn}y0:t0<t1<"'<tn:T.

Teorema 3.3. Sea W un movimiento Browniano estandar. Entonces la va-
riacion cuadrdtica estd dada por [W,W|(T) =T, para todo T > 0.

Demostracién. Sea Il = {t¢, 1, ...,t,} una particién de [0, 7] definimos
n—1
QH = Z(Wti+1 - Wti)2'
=0

La variacién cuadratica muestral es la suma de variables aleatorias indepen-
dientes. Por lo cual su media y varianza es la suma de sus medias y varianzas
respectivamente, entonces

E[Qu] = ZE [(Weyy = W)?] = Z(tm —4) =T
y
Var[<Wti+1 Wti)2] =K [((mz+l - Wti)2 + (ti—i-l - tz))2]

= E[(Wi — Wi)" = 2(tisa — t)E[(Wisy, — We)?] + (i1 — t)
= 3(tis1 —t:)? —2(ti1 — t)* + (tig — ;)?
= 2t —t)%
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por lo cual la varianza de la variacién muestral es

[y

n—1 n—

VaT[QH] = Z VCLT[(Wti+1 - Wti)2] = 2<ti+1 - ti)2
=0

i

Il
o

n—1

< 32|ty — 1) = 2T .

1=0

En particular, cuando im0 Var[@n] = 0, asi concluimos que

Im Qn =E[Qu] =T.

[IT1]|—0

De la demostracién anterior podemos observar que E[(W;,,, — Wy,)?] =
tis1 — by Var[(Wi,,, — Wi,)?] = 2(tis1 — t;)?, por lo que, cuando t; 11 — t; es
pequetio, 2(t;41 —t;)? es todavia mds pequetio y la variable aleatoria (W;,,, —
VVM)2 estd muy cerca de su media ¢;,; — t; con una probabilidad muy alta.
Por lo que podemos afirmar que (Wy,,, —W4,)? ~ t;41 —t; y de manera formal

AW,dW, ~ dt. (3.1)

Conociendo la variaciéon cuadratica del movimiento Browniano, podemos
obtener la variacién cruzada de Wy con t y la variacién cuadratica de .

Proposicién 3.4. Sea II = {to,t1,...,t,} una particion del intervalo [0, T
y W un movimiento Browniano estdndar se tiene

n—1
it W)t — 1) = 2
lnlg%]iZ(Wtwl Wti)( +1 ) 0 (3 )
n—1
it ti1—t) = 0. .
Jn D (=) = 0 (3:3)

1=

Demostracién. Para demostrar que el limite es cero en la ecuacién (3.2),
observemos que

(Wi = W)t =)l < méx Wi, = W [(tia — 1),

i+ 0<k<n—
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se tiene
n—1
Z(WtiJrl - Wtz’)(tiJrl - ti) < 0<I]£1<5,LZ(_1 ’Wtk“ - Wtk’T’
=0 -

ya que W; es continuo, maxo<g<n—1 |Wi, o W4, | tiene limite cero cuando la
norma de la particion tiende a cero.
Para demostrar que cero, es el limite en la ecuacién (3.3), observemos

n—1 n—1
Dty =) < mix (tn = 1) - Y (fun — 1) = [T
i=0 i=0
la cual tiende a cero cuando la norma de la particion tiende a cero. U

De la proposiciéon anterior podemos observar que
dWydt ~ 0, dtdt ~ 0. (3.4)

Estas reglas de diferenciales se necesitan posteriormente para la férmula
de Ito. Ahora, teniendo en cuenta la variacién cuadratica del movimiento
Browniano podemos ver que el movimiento Browniano no es de variacion
acotada.

Proposicion 3.5. El movimiento Browniano es de variacion no acotada.

Demostracién. Sea II = {t¢,1,...,t,} una particién de [0,7] y supon-
gamos que es de variacién acotada, por lo que existe 0 < M y teniendo en
cuenta la variacién cuadratica del movimiento Browniano

n—1 n—1
ZO(WtiH - Wti>2 S Ogrl?gétr}f—l |Wtk+1 - Wtk’ ZO |Wti+1 - Wti
1= 1=

por la continuidad del movimiento Browniano y del hecho que es de variacion
acotada se tiene que la desigualdad anterior se reescribe como

n—1

lim Y (W, —W;)? < méx Wiy = Wy |- M =0.

[|TI—0]] 4 YT 0<k<n—
=0

Lo cual es una contradicciéon al Teorema 3.3. Por lo tanto, el movimiento
Browniano es de variacién no acotada. U
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3.2. Martingala a tiempo continuo

Una herramienta importante para la valuacion de opciones europeas como
se presentd en el capitulo anterior es el concepto de martigala. En esta seccién
estudiaremos el caso continuo, asi como algunos ejemplos, por lo que tenemos
la siguiente definicién.

Definicién 3.6. Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad con una filtracion
(Fi), t > 0. Un proceso estocdstico adaptado (M) de variables aleatorias
integrables, es decir, E[|M;|] < +o00 para cualquiert es

» Martingala si, para cualquier s < t, E[M|F] = M;
» Supermartingala si, para cualquier s <t, E[M|F,] < My;
= Submartingala si, para cualquier s < t, E[M;|Fs| > M.

Si (M) es una martingala, entonces E[M;] = E[M,] para cualquier ¢.
Algunos ejemplos de martingalas que involucran el movimiento Browniano.

Proposicién 3.7. Sea (W;) un movimiento Browniano estdndar con respecto
a la filtracion (F;). Entonces

a) (Wy) es Fy martingala,
b) (W2 —t) es F; martingala y
c) exp(cW; — (0%/2)t) es F; martingala.

Demostracidn. a) E[W, — W|F,] = E[W, — W] = 0, por que W; — W
es independiente de F;. Asi, E[W,;|F,] = W.
b) ]E[M/tz_Wﬂ}—S] - E[(Wt_WS)2+2WS(Wt_WS)|fS] = E[(Wt_WS)2|FS]+
E[2W (W, — Wy)|Fs], el segundo término es cero por el inciso a). Debido a
la independencia se tiene

E[(W, = W] = E[(W, - W)
= t—s,
por lo que, se tiene E[W?2 — t|Fs] = W2 — s.

c¢) Finalmente, observemos que si Z es una variable aleatoria normal estdndar
yAeER

& dzx <y 2 dx 2
E[e*] = / e = e 2 (@A 2 — A2
[ } 0o V2T 0 V2T
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Sea s <t

E[eaWt—UQt/2|JT_'S] _ eaWs—JQt/QE[ea(Wt—Ws)

Jrs]

eastozt/ZE[ea'(Wths)]

como o (W;—W,) tiene una distribucién N(0, o%(t—s)); si Z ~N(0, 1) entonces
o(W; — W,) tiene la misma distribucién que ov/f —sZ y E[e?W:=Ws)] =
E[e7Vi=57] = ¢*(t=5)/2_ Por lo que concluimos que

E[eaWt—JZt/2|J—_'S] — GO'WS—O'QS/Q‘

3.3. Construccion de la integral de Ito

Primero se define la integral estocastica con respecto a un movimiento
Browniano estandar para procesos simples, mostraremos algunas de sus pro-
piedades, posteriormente extenderemos la definiciéon para cualquier proceso,
mostraremos sus propiedades y finalmente enunciaremos la formula de It6 pa-
ra procesos de It6. Supongamos que (W) con 0 < ¢ < T, es un movimiento
Browniano estandar F;-medible sobre un espacio filtrado (92, F, (F;), P).

Definicién 3.8. (H;)o<i<r es llamado un proceso simple si puede ser escrito
como

Hife) = dufe)1o(t) + Y 05010,

donde 0 =ty <ty <---<t,=T y () es Fy,-medible y acotada.
Asi la definicién de integral estocdstica para un proceso simple es:

Definicién 3.9. Si H es un proceso simple, la integral estocdstica de H
con respecto a un movimiento Browniano (W), es el proceso (I(H):)o<t<r
definido para t € (ty, tgi1] por

t k—1
-[(H)t:/ HSdWS :ZHi(WtiJrl _Wtz)_I_Hk(Wt_Wtk)
0 i=0
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De la definicion anterior, la integral estocastica se puede reescribir como
una martingala transformada:

t n
I(H), = / HdW, = Hi(Wine — W)
0 i=0

Teorema 3.10. Sea H un proceso simple, la integral estocdstica (1(H )¢)o<t<r
es Fi-martingala y continua.

Demostracion. Observemos que W, es continuo casi seguramente, por
lo que I(H); es continuo casi seguramente. Sea 0 < s < t < T', asumiremos
que s y t se encuentran en diferentes subintervalos de la particién, es decir,
hay puntos de la particion t; y ¢, tal que t; < tg, s € (t;,t;21] y t € (tr, tps1]
por lo que se tiene

-1
](H)t - Z Hti(Wti+1 - Wtz) + th(Wt1+1 - th)
=0
k—1
+ Z Hti(Wti+1 - Wtz) + Htk(Wt - Wtk)

i=l+1

Tomamos esperanza condicional a los cuatro términos del lado derecho.
Las variables aleatorias del primer sumando son Fs-medibles ya que t; < s
por lo cual se tiene

-1

Z Hti(Wti+1 - Wtz)

1=0

E

-1
fs] = ZHti(WtiJrl - Wtz)
1=0

Para el segundo sumando usamos el hecho de que el movimiento Brow-
niano es martingala

E[th(Wtz+1 - Wtz)“’t‘s] - Htl (E[Wtz+1|fs] - Wtz) = Htl<WS - Wtz)'

En el tercer sumando usamos la propiedad torre de esperanza condicional
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teniendo en cuenta que s < t; 1 < t;

k—1 -1
E Z Hti(Wti+1 - Wtz) ‘FS] = ZE [Hti<Wti+1 - Wtz) FS]
i=l+1 i=0
-1
= ZE [E[Hti(Wti+1 - th) *th] FS]
=0

-1
- ZE [Hti(E[thrlL/—';fi] — Vth)‘ ]—"S]
i=0

-1
= ZE [th(Wtz - Wt1>|f8] =0.
1=0

Para el cuarto sumando hacemos algo similar al caso anterior y se tiene

E[‘Htk(VVt - Wtk)|‘F5] = ]E[E[Htk(m - Wtk)|ftk]|FS]
= E[H, (E[((W)|F,] — Wi, )| F] = 0.

Finalmente, al sumar los cuatro términos se obtiene

t
E {/ H,dw,
0

Ya que I(H), es martingala e I(H)y = 0 se tiene que E[/(H),] = 0 para
todo t > 0, asi, la varianza estd dada por Var[I(H);] = E[(I(H);)?], la cual
puede ser evaluada por la formula descrita en el siguiente teorema.

-1 s
.Fs‘| = Z Hti<Wti+1 — th) + Htl(Ws — th) = / Huqu
1=0 0

g

Teorema 3.11. Sea H un proceso simple. La integral estocastica satisface

(/Ot HSdWS>2 —E [/Ot(HS)st] .

Wy parat=0,1,...  k—1y D, = W;—
W4, por lo que la integral estocastica se reescribe como [(H); = Zf:o H,. D,
y

E

Demostracion. Sea D, = W,

k
(I(H),> =) _HD}+2 > H,H, DD,

i=0 0<i<j<k
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Primero consideremos el segundo sumando del lado derecho de la ecuacion
anterior. Para ¢ < j, las variables H;H;D; son F; -medible mientras que el
incremento Browniano Dj; es independiente de F;;. Ademas, E[D;] = 0 por
lo que se tiene

Ahora, consideremos el término cuadratico H? D7, la variable aleatoria H}
es J,-medible y el cuadrado del incremento Browniano D; es independiente
de F,,, E[D?| = t;11 —t; parai=0,1,...,k— 1y E[D}] =t — {;, por lo que
se sigue que

B = D B0 = Y E[A2IED)
=SB (fr — )] + B2 (t — 1),

como el proceso H; es constante sobre el intervalo (¢;,t;41], entonces Hfi (tiv1—
t;) = [/ H2ds, respectivamente H? (t — t;) = fti H2ds, asi

t 2 k—1 tiv1 +
(/ Hsdws)] = E Z/ Hfds+/ Hfds]
0 i—=0 ti ti
t
= IEJ[ / Hfds}
0

E

Teorema 3.12. Para H un proceso simple, se tiene

t T
/ H,dW,| | <4E [/ |H5|2ds] :
0 0

Demostracién. Consideremos la desigualdad maximal de Doob, la cual
dice que si (M), t > 0 es martingala continua entonces E[supg<,<p |M;|*] <
4E[|Mr|?]. Aplicando la desigualdad a I(H;) se tiene el resultado. O

2

E

sup
0<t<T

Ahora, calculemos la variacion cuadratica de la integral estocéstica y la
enunciamos en el siguiente teorema.
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Teorema 3.13. Sea H un proceso simple. La variacion cuadrdtica acumu-
lada hasta el tiempo t para I(H); es

[I(H), [(H)](t) = /0 H2ds. (3.5)

Demostraciéon. Primero calculemos la variacién cuadratica sobre un
subintervalo [t;,?;41] sobre el cual H; es constante. Sea t; =y <[} < --- <
l, = t;j11 puntos de la particién del subintervalo [t;,t;11] y consideremos

S H), ~ HENP) = Y (H (W, — W)

n—1
Ht2] Z(VVQH o VVli))Q’
1=0

cuando n — oo, la norma de la particion se aproxima a 0 y el término
S (Wh,,, — Wi,))? converge a la variacién cuadrética acumulada por el
movimiento Browniano entre el tiempo ¢; y ¢;11, el cual es ¢;.; — t;. Por lo
que, el limite de la ecuacién anterior es
tir1
H (tj —t5) = HZds.
t

Anélogamente la variacién cuadratica acumulada para la integral en el tiempo
trytes fti HZ2dW s. Sumando todos los subintervalos se tiene el resultado.
O

Hasta el momento se ha definido la integral estocastica para un proceso
simple y enunciado algunas de sus propiedades. Extenderemos la integral a

una clase de procesos més amplia y definimos L?*(Qz[0,T]) como H de la
siguiente manera

T
H= {(Ht)ogth, adaptados a la filtracién (Fi>¢), E [/ Hszds} < —l—oo} :
0

Lema 3.14. Sea (H) € H. Entonces eziste una sucesion de procesos simples
(H?) tal que

T
lim E U |H, — H?\st} =0.
0

n—oo
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Teorema 3.15. Sea (W;), 0 < t < T un movimiento Browniano sobre la
filtracion F;. Fxiste un unico mapeo lineal I de H al espacio de las funciones
Fi-martingalas sobre [0, T] tal que

= Si H es un proceso simple en H, entonces
t
I(H); = / H,dW,.
0

- Sit<T, t
E[(I(H))"] =E { /0 Hgds] |

Demostracién. Sea H € H y (H") una sucesién de procesos simples
convergente a H. Entonces usando la desigualdad de Doob se tiene,

T
E { sup |I(H™?P — H”)t|2] < 4E [/ |H!TP — H;‘|2ds} : (3.6)

0<t<T 0

entonces existe una subsucesién H*» tal que

E { sup |I(H"+), — J(Hk’n)t|2] <2

0<t<T

casi seguramente, la sucesién de funciones continuas I(H"*"), es uniforme-
mente convergente sobre [0,7] a una funcién /(H);. Haciendo p — oo en
(3.6)

E [ sup |I(H), — (H“)t|2] <IE VOT i, — H§|2ds} |

0<t<T

Lo cual implica que I(H); es independiente de la sucesién aproximante
(H?), por lo que esta bien definida.

Usando la desigualdad de Jensen se tiene

E [[E[I(H"),|F.] — E[I(H)|F])*]

E [E[I(H"), — I(H)|F.)?]
E [E[|I(H"); — I(H),*| )]
= E[[(H"): - I(H)]]

— 0 cuando n — oo,

IN



38 Calculo Estocastico

como E[I(H"):|Fs] = I(H")s. Tomando limite se obtiene

E [(I(H), — E[I(H)/|F.))*] =0

asi, I(H); es Fi-martingala, lo demads se sigue de la continuidad y de la den-
sidad en H de los procesos simples. O

Dada una sucesiéon (H™) de procesos simples, la cual converge a H € H,
definimos la integral estocastica como

H), —/ H,dW, = lim H”dWS, en el sentido  L?(Q).

n—ro0
Ejemplo 3.16. Encontrar fo WidWy. Sea 0 =tg < t; < ---<t, =T una
particion de [0,T] y definimos

n—1

Hn(t> = Z Wtil(ti7ti+1](t)7

1=0

entonces la integral estocdstica de un proceso simple estd dada por

T
/ HMAW, = ZWt Wiy — Wa).
0

Por otra parte, agregando y restando Wfi .

Wti(WtiJrl - Wtz) - <W2 - I/Vt% - (Wti+1 - Wti)2> )

tit1
Y
T 1 n—1 1 n—1
/ H?th = 5 (WZ,_H - Wt%) - 5 Z(Wti-H - Wti)Q
0 i=0 i=0

n—1
1 1 1
- 35 7 §W2 9 Z(Wti+1 - Wti)2
i=0
por el Teorema 3.3 se tiene que el sequndo sumando converge en L?(Q) a T,
ast, la integral estocdstica estd dada por

n—00 2

T
1
/ W dW, = lim [ H"dW; = —Wj% - -T.
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Al momento de extender la integral estocastica al espacio de procesos
adaptados a (F;) que satisfacen E[ f(f HZ2ds] < 400, heredan las propiedades
de la integral para procesos simples y se resume en el siguiente teorema.

Teorema 3.17. Sea T una constante positiva y sea (Hy) € H, 0 <t <T.
Entonces I(H); = f(f H,dW tiene las siguientes propiedades.

i) (Continuidad) Como funcion del limite de integracion t, las trayecto-
rias I(H); son continuas.

ii) (Adaptatividad) Para cada t, I(H); es Fi-medible.

iii) (Linealidad) Si I(H), = [, HdW, y J(K), = [, K.dWj, enton-
ces I(H), £ J(K); = fot( s £ K)dWs y para cualquier constante c,
cI(H), = [} cHdW,.

iv) (Martingala) 1(H); es martingala.
v) (Isometria) E[(I(H),)?| = E[[, Hds].

vi) (Variacion cuadrdtica) [I(H), I(H)|(t) = [, H2ds.

3.4. Calculo de Ito

Si f(t) es una funcién con valores reales, diferenciable parat > 0y f(0) =
0, entonces

ror =2 [ 16 s = [ faso)

Sin embargo, en el caso de la integral estocastica no sucede de la misma
manera, ya que el movimiento Browniano no es diferenciable, por lo que el
siguiente teorema nos ayuda en ese sentido.

Teorema 3.18 (Férmula de It6 para M.B.). Sea f(t,x) una funcion la cual
sus derivadas parciales fi(t,x), f:(t,x) y fez(x,t) estdn definidas y son con-
tinuas. Sea W; un movimiento Browniano, entonces para cada T > 0,

f(T7 WT) = f(07W0> +/0 ft(t7 Wt)dt

T 1 T
+ / ot W, + / RAL
0 0
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Demostracién. Sea T' > 0 y IT = {to, t1,...,t,} una particién del inter-
valo [0, 7] tal que 0 =ty < t; < --- <t, =T. Si tomamos la funcién f(¢,z)
entonces por el teorema de Taylor se tiene

ftivr, wigr) — f(ti, i) = fults, x) (i — &) + fo(ti, 23) (i1 — 24)
1
+ ifwx@ia ) (Tig1 — 20) + fo(ts, )t — ) (i1 — ;)
+ 3 fu(ts, ) (ti1 —t;)* + términos de orden mayor.

Reemplazamos z; por Wy, x;11 por Wy, y sumando, se tiene que

f<T7WT)_fOW0 th thVz z+1_t +fo tqu Wi+1_Wi)
1 n
+5 ; Foa(ti, W) Wiy — W;)? + Z Froltis W) (i1 — ) Wiy — W)

n—1
1
+ 5 Z fu(ts, W;)(tis1 — t;)? + términos de orden mayor. (3.7)
i=0

Cuando tomamos el limite de la particién, es decir, ||TI|| — 0, el lado izquierdo
de la ecuacién (3.7) no se ve afectado, mientras que el primer término del
lado derecho de (3.7) contribuye a la integral de Lebesgue

Ifm thtz,Wz tivn — 1) /fttWt

\HH—>O

Como ||II]| — 0, el segundo término contribuye a la integral estocéstica

T
/ fu(t, W) dW,.
0

El tercer término corresponde a una integral de Lebesgue,

1 T
a / fxx(t> Wt)dt
2 0

va que (Wiy1 — W;)? & t;41 — t;, y en el limite de la particién coinciden (ver
observacién de la ecuacién (3.1)). El cuarto y quinto término son iguales a
cero, observemos
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n—1
lmy -0 Z fro(ts, W) (i — ) (Wi — W)
i=0
S \|T111/\I|n02|fm twm 1+1 )|(VV1+1 _I/Vl>|
n—1
< 1 4 _ WM — £
Sl OVies W00 St W)t =)

T
=0 [ Ifult Wl =0
0

Anélogamente, para el quinto término

iy my -0 Z Ju(ts, Wi)(tigr — t:)7] < Hl%l\go 5 Z | fie (s, W) (ti1 — :)°
< lim méx (tgeq —tg) - lim — ti, Wi)|(t;
= T 50 02k 1( k1~ ) im0 2 Z [ ful +1 b

T
0

En el caso de los términos de orden mayor son iguales a cero por argu-
mentos similares. U

Podemos recordar la férmula de It en la siguiente forma diferencial

1
df(t, Wt) - ft<t, Wt)dt —|— fx(t, Wt)th + §fx7x(t, Wt)thth
1

donde
AW dW, = dt, dtdW; = dW,dt =0, dtdt =0 (3.8)

simplificando se tiene

dF (6L = ik, W)t + fult, W) dIW, + % Fonlt, Wodt.
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Ejemplo 3.19. Consideremos la funcién f(x) = 222, la férmula de It6 nos
dice
[
SWE = FWr) - f(Wh)
= / W) dW, + = / (W
- / Wtth+ T

Como podemos observar usando la férmula de It6 es mas facil calcular
algunas integrales estocdasticas a comparaciéon del ejemplo 3.16.

3.5. Procesos de Ito

Extendemos la féormula de Itd para el movimiento Browniano (3.18) a
proceso més generales, los cuales llamaremos procesos de It6. Casi todos lo
procesos estocasticos, salvo aquellos que tienen saltos, son procesos de Ito.

Definicién 3.20. Sea (2, F, (Fi)i>0, P) un espacio de probabilidad filtrado
y (Wi)i>0 un movimiento Browniano estindar adpatado. Un proceso de Ité
de valores reales (Xy)o<i<T €s un proceso estocdstico de la forma

t t
X, = X, + / HydW, + / K,ds (3.9)
0 0

donde
1. Xo es Fo-medible,
2. K y H son adaptados a la filtracion F; y
3. fOT |H2|ds < oo, casi sequramente y fOT Kds < 00, casi sequramente.

Lema 3.21. La variacion cuadrdtica del proceso de Ito (definicion 3.20) es

t
= / HZds. (3.10)
0
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Demostracién. Denotamos por I(H); = fot H,dW,, R(K); = fot K,ds.

Sea IT = {to,11,...,t,} una particién del intervalo [0,], es decir, 0 = tq <
t) <--- <t,=t,lavariacion cuadratica muestral es
n—1 n—1 n—1
(Xti+1 - Xti)2 = Z(I(H>tz+1 - ](H)h)Q + (R(K)ti+1 - R(K)tz)Q
i=0 i=0 i=0
n—1
+2 Z(I<H)tz+1 - I<H)tz)(R(K)t1+1 - R(K>tz)
i=0

Como ||II|| — 0, el primer término del lado derecho Z?:_OI(I (H)iyy —
I(H);,)? converge a la variacién cuadrética de I(H); sobre el intervalo [0, ],
por la ecuacién (3.5) es [I(H),I(H)|(t) = f(f H2ds. El valor absoluto del
segundo término es acotado por

n—1
méxoﬁkﬁn—l |R(K)tk+1 - R(K)tk| ' Z |R(K)tz‘+1 - R(K)tz
1=0

n—l biti
< OSIESEE{—I |R(K)tk+1 - R(K)tk| : Z; . Kds
nolooatiy
S AU~ RS | i
t
< i IR — R [ IR s

y como |[|IT|| — 0, su limite es 0- fot |Ks|ds = 0 ya que R(K); es continua con
respecto a su limite de integracion t. El tercer término es acotado por

0<k<n-—1

n—1
2 méx |I(H>tk+1 - I(H)tk| ’ Z ’R(K)ti+1 - R(K>t1
=0

t

<2 i 1., — 10D [ 15.Jds

cuyo limite es cero cuando la norma de la particién tiende a cero, ya que

(I(H);) es continua, por lo tanto, concluimos que [ X, X|(t) = [[(H), [(H)](t) =
t

f H?2ds. 0
0 tts
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La conclusion anterior puede ser recordada en forma diferencial
dX, = HydW, + K,dt (3.11)
usando las ecuaciones (3.8) se tiene que
dX,dX, = H2dW,dW, + 2H,K,dW,dt + K dtdt = HZdt. (3.12)

Esto nos dice que para cada t, el proceso X; acumula una variacién

cuadratica en una razén H? por unidad de tiempo, y asf la variacién cuadrati-
. . t

ca total acumulada sobre el intervalo de tiempo [0,t] es [, H 2ds, por lo que

. . t . . ., sy
podemos deducir que la integral fo Kds tiene variacién cuadratica cero y no
contribuye a la variacion cuadratica del proceso de Ito.

Hasta el momento definimos la integral estocéstica con respecto al mo-
vimiento Browniano, es decir, I(H); = fg H,dW,. Ahora integraremos con
respecto a un proceso de Ito.

Definicién 3.22. Sea (X;)i>o un proceso de Ité y (I')i>o un proceso adaptado.
Definimos la integral con respecto a un proceso de Ito como

¢ t t
/ IydX, = / I'sHydW, +/ I'sKds.
0 0 0

Teorema 3.23 (Férmula de It6 para un proceso de 1td). Sea (X;)i>0 un
proceso de Ité de acuerdo a la definicion 3.20 y sea f(t,x) una funcién con
derivadas parciales fi(t, ), fo(t,z) y foz(t, ) definidas y continuas. Entonces
para cada T > 0,

T T
F(T.X0) = £(0,X0) + / fult, X,)dt + / £t X0)dX,
0 0
+1/Tf (t, X)dIX, X)(0)
2 0 xx\by t )
T T
(0, X) + /O Lt X+ /0 Fo(t, X)) Hid W

T 1 T
0 0
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Demostracién. Sea T'> 0 y I = {tg,t,...,t,} una particién del inter-
valo [0, 7] tal que 0 =ty < t; < --- <t, =T. Si tomamos la funcién f(t,z)
entonces por el teorema de Taylor se tiene

n—1
F(T, Xr) = f(0, Xo) = th ti, Xi)(tin — t;) + fo(tiaxi)(XiH - X;)
=0
=
+5 Z Foolti, Xi)(Xis1 — X,)2 + ; Froltis X)(tip1 — t)(Xir1 — X3)
1 n—1 , , ‘
+ 3 Z Ju(tiy Xi)(tiy1 — t;)” 4 términos de orden mayor. (3.14)
i=0

Los dos ultimos sumandos del lado derecho de la ecuacion (3.14) tienen limite
0 cuando ||II|| — 0, al igual que los términos de orden mayor, razonamiento
andlogo a la demostracion del Teorema 3.18. El limite del primer término del
lado derecho de la ecuacién (3.14) estd dado por fot fi(t, Xy)dt. El limite del
segundo término es

T T T
/ £ult, X)dX, — / Fo(t, X)) Hd W, + / Folt, X)) Kudt.
0 0 0

Finalmente, el tercer término esta dado por

/ Fuo (. X)X, X (0 / Fo(t, X H2dL

Esto ultimo por el Lema 3.10.
O
Usando las ecuaciones (3.11) y (3.12), la ecuacién (3.13) puede ser expre-
sada en forma diferencial como

1
df(t, Xt> - ft(t7 Xt)dt "‘ fm(t, Xt)dXt + §fmr(t7 Xt)dXtht
1
= fi(t, Xp)dt + fo(t, Xo) HldWy + f.(t, Xy) Kdt + §fm(t, X, Hzd,.

Ejemplo 3.24. Supongamos que el movimiento de los precios de un cierto
activo Sy sigue una dinamica estocdstica de la forma siguiente

dSt = St,udt + StO'th, S(] = X(), (315)



46 Calculo Estocastico

donde 1 y o son constantes reales. Esto quiere decir que

t t
S = Xo + / 1wSsds + / oSy dW, (3.16)
0 0

asumiendo que tal proceso e:z:zste este es un proceso de Ito con Ky = puSs y

Hs = 0S;. Entonces, [ X, X]( f(f 025%ds.

Asumimos que Sy > 0 y aplicando la formula de It con f(x) = log(z) se

tiene t g L .
log(St) = log(Sh) ‘1“/ Ss + _/ <S2> o S5ds.
0 S

Usando la ecuacion 3.15 se tiene

log(S) = log(So) + / (u——) ds + /0 AW,
(-

)t‘i‘O-Wt

= log(So) +
De lo anterior se obtiene
o2
St = XO exXp ((,u — ?)t + O'Wt) .

La cual es una solucion de la ecuacion 3.16. Para probar esta conjetura ri-
gurosamente consideremos Sy = f(t, W;) con

2

F(t,2) = zoexp (m - cm:) ,
aplicando la formula de Ito se sigue

Sy= f(t,W)
= f(0,Wp) +/ fs(s,Wo)ds + | fu(s, Ws)dW,
0

1 t
+ - fuz(s, Ws)ds.

t 0_2 t 1 t
Sy = xo+ / Selp——)ds+ / S.odW, + —/ S.o?ds
0 2 0 2 /o

t t
= xo—i-/ uSsds—i-/ oS dWs.
0 0
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Teorema 3.25. Sean i1 y o dos numeros reales, un movimiento Browniano
(Wi)eso y una constante positiva T', entonces existe un tinico proceso de Ito
(St)o<t<t €l cual satisface que parat <T

t
Sy = xo + / Sy (pdr + odW,.).
0

con xg € R. El proceso esta dado por
o2
St = Zg eXp ((/L — ?)t + O'Wt) .

Observaciéon 3.26. Cuando p = 0, Sy es llamada martingala exponencial
del movimiento Browniano (ver Proposicion 3.7).

Para concluir este capitulo enunciaremos la regla de diferenciacion del
producto de dos procesos, para esto, extenderemos la féormula de Ito que
involucra la integral estocastica de un movimiento Browniano m-dimensional

W, = (W}, ..., W™) de la siguiente forma.

Definicién 3.27. (X;), 0 <t < T es un proceso de Ito si

t m t
Xt:XOJr/ sts—i—Z/ HidW!,

donde K y H' son procesos adaptados y fOT Kids < oo, y para todo i =
1,...,m, fOT |HY|?d,s < 0.

Un proceso de It6 n-dimensional es de la forma X; = (X}, ..., X7) donde
cada componente es un proceso de Ito en el sentido de la Definicién 3.27.

Teorema 3.28. Sea X; = (X}, ..., X) un proceso de Ité6 n-dimesional con
X! =X} +/ K'ds + Z/ HEdW?,

y f:[0,T] x R* — R es de clase C*2, el espacio de funciones continuas
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diferenciable en t y dos veces diferenciable en x € R™. Entonces

f(tatha'-wXZl) = f(oaXéaan) gf<8 Xl 7X:)d8
n t@f .
XY, X™MdX!
+ Z/O axi(s’ C ) s)d S

=1

. rtoof o

— XYoo, XMd[X, X
b 52 [ g X XXX,
donde

dX! = Kids + i HYdw?,  d[X?, X7)( Z H" HI ds.
=1 r=1
Para la demostracion ver [4].
Cuando el proceso de I[to es de dimensién 2 se tiene el siguiente corolario
Corolario 3.29. Sea X; y Y; procesos de Ito entonces
d( Xy, Y:) = X4dY; + Yid X, + d X dY;.

Demostracién. Usando el Teorema 3.28 con n = 2 y f(t,z,y) = xy
donde ft = O?fx = y?fy = x?fmc = Oafxy =1 y fyy =0

1 1
df(t, X,Y) = fedt + fodX + f,dY + §fdedX + foy, dXdY + éfyy.

Se tiene el resultado. O



Capitulo 4

Modelo a Tiempo Continuo

Al igual que en el Capitulo 2 se considera un activo sin riesgo y un activo
con riesgo. Se construye un portafolio, cuya estrategia sea autofinanciable,
posteriormente se hace un cambio de medida mediante el teorema de Girsanov
bajo el cual los precios descontados son martingalas y finalmente se llega a
la formula de Black-Scholes con la cual evaluaremos opciones ya sean de tipo
call o put.

4.1. Descripcién del modelo

El modelo sugerido por Black-Scholes describe el comportamiento de los
precios a tiempo continuo. Para el activo sin riesgo considere a r, como la
tasa de interés constante y SP el precio del activo sin riesgo al tiempo ¢ cuyo
comportamiento esta dado por la siguiente ecuacion diferencial:

4S9 = rSVdt. (4.1)

Asumiremos que el precio del comportamiento del activo con riesgo S, se
rige por la siguiente ecuacion diferencial estocastica:

dS;} = pStdt + oS} dB;, (4.2)

donde p y o son constantes y (B;) es un movimiento Browniano. A p se le
conoce como la tendencia y o la volatilidad del precio del activo.

Consideremos el modelo sobre el intervalo de tiempo [0, 7], donde T es la
fecha de expiracién de la opcién. La ecuacién 4.2 tiene la siguiente solucion
(Ver Teorema 3.25y Ejemplo 3.24)

49
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2
S} = Sjexp (ut — %t + aBt) ,

donde S} es el precio del activo observado al momento de suscribir el contrato.

4.2. Estrategias autofinanciables

Una estrategia es definida como un proceso ¢ = (¢ )o<i<r = ((HY, H}))
con valores en R? adaptado a la filtracién natural (F;) del movimiento Brow-
niano. Los componentes HY y H} representan el ntimero de acciones del
activo sin riesgo y con riesgo respectivamente. Por lo que, el valor del porta-
folio al tiempo ¢, esta dado por

Vi(¢) = H)'S] + H,S;.

Teniendo en cuenta la definicién de estrategia autofinanciable en el Capitu-
lo 2 y la ecuacién (2.5), se tiene

dVi(¢) = H'dS} + H,dS;,

el andlogo en el caso a tiempo continuo. Tomando en cuenta las siguientes
condiciones

T T
/ |HY|dt < +o00 casi seguramente vy / (H})?dt < +00 casi seguramente.
0 0

T T
/ HOAS? — / HOverdt
0 0

esta bien definida, al igual que la integral estocéstica

Entonces la integral

T T T
/ H!dS} = / pH! St + / ocH}S}dB;,
0 0 0

va que el mapeo t — S}, es continuo y acotado sobre el intervalo [0, 7] casi
seguramente.

Definicién 4.1. Una estrategia autofinanciable ¢, estd dada por una pareja
de procesos adaptados (HY)o<i<r y (H})o<t<r que satisfacen:
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T 0
/ ]H?|dt+/ (H})?dt < 400, c.s.
0 ¢

t t
Vi(¢) = H)S? + H}'S} = H§S§+H§S§+/ H3d52+/ HdS! ¢,
0 0

para toda t € [0,T).

_ Denotemos por ?2 = e "5} el precio descontado del activo con riesgo y
Vi(g) = e V(o) el valor descontado del portafolio. Asi, podemos establecer
el siguiente resultado.

Proposicion 4.2. Sea ¢ = ((HY, H}))o<t<r un proceso adaptado que sa-
tisface fOT |HY|dt + ftO(H,})th < 400, casi sequramente. Entonces ¢ es una
estrategia autofinanciable si y sélo si

76 =0l + [ HGS, e, (43)

para toda t € [0,T).

Demostracion. Sea ¢ una estrategia autofinanciable. Aplicando la regla
del producto (Corolario 3.29) a V(¢) = e "V,(¢) se tiene

dVi(¢) = e dVy(¢) + Vi(d)de ™ + dVi(d)de ™

sustituyendo las ecuaciones 4.2 y 4.1 en la ecuacién anterior y teniendo en
cuenta las ecuaciones 3.4, la variacién cruzada dV;(¢)de " = 0, por lo tanto,
la ecuacién anterior se reduce a

dVi(¢) = e "(Hpde™ + H}dS}) + (Hpe™ + H}S})de ™
= rHYdt +e " H!dS}) — rHYdt — re " H}S}dt
= Hl(e7"dS} —re " S}dt)
= H/(d(e™"S})) = H}dS,,

lo cual es equivalente a la ecuacion 4.3.
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_Ahora supongamos que se cumple la ecuacién 4.3. Consideremos V;(¢) =
e"'V (o), aplicando la regla del producto y considerando que de™dV(¢) = 0
se obtiene

dV; = d(e"Vi(¢))
= Vi(@)de™ +e"dV(¢)
= 1Vi(¢) + " H}dS,
= r(H)e" + H}SHdt + e H} (—re " S}dt + e "dS})
= rHYe"dt + H!dS}
= H'de™ + H}dS},

por lo tanto, satisface la definicién de estrategia autofinanciable. O

4.3. Teorema de Girsanov

El tema central de este capitulo consiste en que, dado un espacio de pro-
babilidad podemos definir otra medida, del tal manera que un nuevo proceso
tenga ciertas caracteristicas bajo esta medida, las cuales son necesarias para
el modelo de Black-Scholes.

Sea (€2, F, P) un espacio de probabilidad. Una medida P* sobre (€2, F)
es absolutamente continua con respecto a P si

VAeF, P(A)=0= P*A) =0.

Teorema 4.3. Una medida P* es absolutamente continua con respecto a P
si y sélo si existe una variable aleatoria no negativa Z sobre (2, F) tal que

VAEF, PY(A)= / Zdp,
A

Z es llamada la densidad de P* con respecto a P

Ahora consideremos (€2, F, P) un espacio de probabilidad y una variable
aleatoria no negativa Z que satisface E[Z] = 1. Entonces podemos definir
una nueva medida P* dada por

Pr(A) = /A ZdP, para toda A € F. (4.4)
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Para cualquier variable aleatoria X, tiene 2 esperanzas. Una bajo la me-
dida original del espacio E[X] y otra bajo la medida P* denotada por E*[X],
las cuales estan relacionadas de la siguiente manera

E*[X] = E[XZ].

A Z se le llama también la derivada de Radon-Nikodym de P* con res-

pecto a P y se denota por
dP*

dP -
Ahora consideremos la filtracién (F;)o<i<r sobre el espacio de probabili-
dad (2, F, P), definimos el proceso de la derivada de Radon-NiKodym

7 —

Zy=E[Z|F], 0<t<T.
Este proceso es martingala, es decir, para 0 < s <t < T,
E[Z|Fs] = E[E[Z|F]|Fs| = E[Z|F,| = Zs.

Maés aun, tiene dos propiedades interesantes que enunciaremos en los dos
siguientes lemas, que posteriormente nos permitiran demostrar el teorema de
Girsanov.

Lema 4.4. Sea 0 <t <T yY una variable aleatoria F;-medible. Entonces
E* Y] =E[Y Z].

Demostracién. Utilizando las propiedades de esperanza condicional se
tiene

E*Y] =E[YZ] = E[E[YZ|F]] = E[YE[Z|F]] = E[Y Z].
O

Lema 4.5. Sea 0 < s < t < T y Y wuna variable aleatoria JF;-medible.

Entonces 1

S

Demostracién. Es claro que ZLS]E[YZA}"S] es Fs-medible, solo resta pro-
bar

1
/ —E[Y Z,|F,JdP* = / YdP*, paratoda A € F,.
A Zs A
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Consideremos el lado izquierdo de la ecuacion anterior y usando el Lema 4.4
para variables aleatorias Fs-medibles se tiene

1 1
/ —RE[Y Z,|F,JdP* = E’ {1A_E[YZt|fS]}
Az Zs

= ]E[lA]E[YZt|]:sH
= E[E[1.YZ|F]]
= E[1.Y 7]
— E*[1.Y]

= / YdP*.
A

U

Teorema 4.6 (Caracterizaciéon de Lévy). Sea (M;), 0 <t <T wuna martin-
gala relativa a la filtracion (F;). Asumimos que Mo = 0, M, tiene trayectorias
continuas y [M, M|(t) = t. Entonces M, es un movimiento Browniano.

Demostracion. Probaremos que para 0 < s < t < T, M; — M, es
normalmente distribuido con media 0 y varianza t — s y es independiente de
Fs.

Para un ntimero fijo v definimos la siguiente funcién

f(t,x) =exp <ux - %th) :

donde t,z € R. Teniendo en cuenta el Teorema 3.18, las propiedades del
movimiento Browniano utilizadas, fueron: la continuidad del proceso y la va-
riacién cuadratica [M, M](t) = t. Aplicando la férmula de It6 a la martingala
M, y la funcion f(t,x) se tiene

00 = £0.30) + [ (5. M.) + 5 s, MM + [ fols, MO,

como filt.x) = —Lutf(t,z), fult,w) = uf(t2) y fusltir) = wf(t,a) so

obtiene
L, ' L
exp UMt_§Ut =14 [ wexp uMS—iut dM,.
0
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Dado que M, es martingala, la integral estocastica también lo es y por con-

siguiente exp(uM; — %uzt) es martingala, asi, para 0 < s <t < T se cumple

exp(uM; — Su’t)

exp(uM, — u?s)

7| =1

lo cual es equivalente a

E [eu(Mt—Ms) ]_-S} — ep(t=s)u®

Por lo tanto, My — M; tiene una distribuciéon N(0,t — s). O
Ahora podemos utilizar los lemas anteriores para demostrar el teorema
de Girsanov el cual se enuncia acontinuacion.

Teorema 4.7 (Girsanov-Cambio de medida). Sea 0 <t < T y W, un movi-
miento Browniano sobre un espacio de probabilidad (2, F, P) y una filtracion
(F) para la cual Wy es Fy-medible. Sea 6; un proceso adaptado, definimos

t 1 t
Z; = exp (—/ O, dW, — —/ dis) ,
0 2 Jo
T
E [/ QEngs} < 00.
0

Sea Z = Zr entonces E[Z] = 1 y bajo la medida de probabilidad P* dada

como en la ecuacion 4.4, el proceso

Y asumimos que

t
Wy = m+/ 0.ds
0

es un movimiento Browniano.

Demostracién. Sea

t 1 t
th—/ edeS——/ 02ds
0 2 0

y f(z) = €®, usando la férmula de It6 se tiene

AN
= %)+ [ Fax.+g [ e

t 1 1 t
= Zo +/ Zs (—GdeS - —9?(15) + —/ Z0%ds
0 2 2 Jo

t
= ZO—/ Zs0,dWs.
0
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Como la integral de It6 es martingala, Z, también lo es, por lo tanto, E[Z] =
E[Zr] = E[Z] = 1. Ya que Z > 0, definimos

P*(A) = / ZdP, paratoda A€ F,
A

la cual es una medida de probabilidad, puesto que P*(A) > 0y P*(Q2) = 1.

Para demostrar que W/ es un movimiento Browniano bajo P* usaremos
la caraterizacion del Teorema de Lévy 4.6. El proceso W} comienza en 0 y
es continuo, ademas la variacién cuadratica es

AW dW; = (dW, + 0,dt)* = dW}? = dt.
Resta probar que W} es P*-martingala. Para esto consideremos el proceso
W} Z, y utilizando la regla del producto (Corolario 3.29)
AWz, = WprdzZ, + Z dW; + dW}dZ,
= —Wp0,2,dW, + ZdW, + Z,0,dt + (dW; + 0,dt)(—0,Z,dW;)
= (=W} 0, +1)Z,dW,.

Asi, Wi Z, es martingala bajo P.

Ahora, para 0 < s < t < T, usando el Lema 4.5 y la propiedad de
martingala de W Z; bajo P implica

1 1
E* W} |Fs] = 7E[W:Zt|fs] = 7W:Z5 =W
Por lo tanto, W} es P*-martingala y asi, el proceso W;* es un movimiento
Browniano bajo P*. U

Las probabilidades P y P* son equivalentes si cada una de ellas es ab-
solutamente continua con respecto a la otra. Observemos que si P* es abso-
lutamente continua con respecto a P, con densidad Z, entonces Py P* son
equivalentes si y sélo si P(Z > 0) = 1.

4.4. Representaciéon de martingala

Sea (W;)o<t<r un movimiento Browniano estdndar construido sobre un
espacio de probabilidad (€2, F, P) y sea (F;)o<t<r su filtracién natural. Recor-

demos que si (Ht)o<t<r €s un proceso adaptado tal que E[fOT H2ds] < +o0, el
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proceso fot H,dW, es una martingala de cuadrado integrable nulo en cero. El
siguiente resultado muestra que cualquier martingala de cuadrado integrable
sobre F; puede ser representada en términos de una integral estocastica.

Teorema 4.8. Sea (M;)o<i<r una martingala de cuadrado integrable con res-
pecto a la filtracion (Fi)o<i<r. Entonces eziste un proceso adaptado (Hy)o<i<r
tal que E[fOT HZds] < +o0 y

t
vt € [0,7], Mt:Mo+/ HJaw, , c.s.
0

ver demostracién en [4].

4.5. Modelo de Black-Scholes

Primero estableceremos que existe una medida P* equivalente a P bajo
la cual los precios descontados son P*-martingalas, para esto consideremos
la ecuacién diferencial estocastica (4.2) y aplicando la regla del producto de

: | .
diferenciacion a S, se tiene
1

dS, = —re "'Sldt+ e "dS}
= —re "Sldt + e S} (udt + odBy)
= S, ((u—r)dt + oBdt) .

Aplicando el Teorema de Girsanov 4.7 con 6, = (1 — r)/0, entonces existe
una medida P* equivalente a P definida sobre F7 con densidad Zr dada por

AdP* T 1 T
dP = ZT = exXp <—/O QtdBt — 5/0 9?dt>

bajo la cual, el proceso

Wy = (“_T> t+ B, (4.5)

g

es un movimiento Browniano. Entonces bajo P* tenemos
dS, = S, cdW; (4.6)

cuya soluciéon estd dada por

— ’t
S: = Spexp (aWt* — %) . (4.7)
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Observacion 4.9. Teniendo en cuenta la ecuacion diferencial estocdstica
4.2

donde B, es un movimiento Browniano bajo P. Denotemos por S*(n) la
solucion de la ecuacion diferencial (4.2). De la ecuacion (4.5) bajo P* el
proceso S'(p) satisface

dS} = S}Hrdt + odW;),

donde W[ es un movimiento Browniano.

4.5.1. Valuaciéon de una opcién europea

El tema central es valuar una opciéon europea cuyo payoff esta dado por
(S — K); y (K — S})4 en el caso de un call y put respectivamente. En el
caso discreto construimos un portafolio que replica el payoff de la opcién,
analogamente realizaremos lo mismo en el caso continuo.

Definicién 4.10. Una estrategia ¢ = ((Hy, H}))o<i<r es admisible si es au-
HY + Htlgtl_del correspondiente

tofinanciable y su valor descontado V(¢) =
[0,T] y tal que V' es cuadrado inte-

portafolio es no negativo para toda t €
grable bajo P*.

Una opcién se dice que replica su payoff en la fecha de expiracion del
contrato, si ésta es igual al valor del portafolio generada por una estrategia
admisible. Dada una variable aleatoria h = (S+ — K), Fr-medible que es
replicada por una estrategia admisible, estd bien definida ya que E*[(S})?] <
400 en el caso de una opcién tipo call, andlogamente para una opcion tipo
put.

Teorema 4.11. En el modelo de Black-Scholes cualquier opcion definida
por una variable aleatoria h-Fr-medible no negativa, la cual es de cuadrado
integrable bajo P*, es replicable y el valor del portafolio al tiempo t estd dada
por

V, = E* [e—r(T—t)h‘ ]_—t] .

El valor de la opcidn al tiempo t esta definido por la expresion E*[e " T h|F,].
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Demostracién. Primero consideremos que existe una estrategia admisi-
ble ¢ = (HY, H} )o<t<T que replica la opcién. El valor del portafolio al tiempo
tes

Vi(¢) = HS{ + H; S},

y por hipdtesis se tiene que Vr(¢) = h. Sea Vi (¢) = Vi(¢)e ™ el valor
descontado, es decir,

Vt(¢) = H? + Htlgz‘
Como la estrategia es autofinanciable, de la Proposicion 4.2 y de la ecuacién
4.6

Vo) = Vol)+ / H,d5"
0
= Vo(¢) + / tHuaﬁidWJ.
0

Bajo P*, V,(¢) es de cuadrado integrable y més atin, como W;* es un mo-
vimiento Browniano entonces el proceso (V;(¢)) es martingala de cuadrado
integrable bajo P*, por lo tanto,

Vi(6) =E"[Vr(9)| 7,

y consecuentemente

Vi(¢) = E*[e " n|F]. (4.8)

Hasta el momento hemos probado que dada una estrategia admisible la
cual replica la opcién h, su valor estd dado por la ecuacién (4.8). Para com-
pletar la demostracion resta mostrar que la opcion en efecto es replicable,
es decir, que existen procesos (HY) y (H}) los cuales definen una estrategia
admisible tal que

HS? + H!S} =E*[e " T=Dn|F).

Consideremos el proceso definido por M; = E*[e™"Th|F;] el cual es martin-
gala de cuadrado integrable con respecto a la medida P*. La filtracién (F;),
la cual es la filtracién natural del proceso (B;) y a su vez es también la fil-
tracién natural de (W;"), usando el Teorema 4.8, existe un proceso adaptado
(Kt>0§t§T tal que E*[IO szS] <400y

¢
vVt e [0,T], M= M, +/ KsdW;, c.s. (4.9)
0
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Definimos la estrategia ¢ = (HY, H}) donde H} = Kt/(agi) y H) = M, —
Ky /o, por definicién se tiene

Vil¢) = H}S)+H,S,

Aplicando la regla del producto a M;S?, teniendo en cuenta la Observacién
4.9 y usando la ecuacion 4.9 se tiene

dVi(¢) = M,dS° + SPdM,
= rMSYdt + SP K, dW;
= (M; — o 'K)dS} + o 'K, SP (rdt + odW})
= H,dS} + H}dS}.

Consecuentemente la estrategia ¢ = (HY, H}) es autofinanciable y su valor

al tiempo t es
Vi(¢) = "M, = E*[e "=V n|F).

Esta expresion muestra que V;(¢) es una variable aleatoria no negativa de
cuadrado integrable bajo P*y Vp(¢) = h. Por lo tanto, la estrategia admisible
replica la opcién. O

Observacion 4.12. Usando la ecuacion (4.7) podemos expresar a Sk como
funcién de t y S} de la siguiente manera

—1

Sr _ S exp(aWi — UQTT)
§t1 Sg exp (UWt* — %Qt)
R eo(Wr}th*)f§(Tft).

La variable aleatoria h puede escribirse como h = f(S}), tomando en
cuenta la Observacién 4.12 podemos expresar el valor de la opcién Vi(¢) al
tiempo t, como funcién de t y S}

Vi(¢) = E*[e"T0f(Sr)| F]
— [E* [Q*T(Tft)f (Stler(Tft)eU(W}th*)f(az/Z)(Tft)) ‘ -7'7} '
La variable aleatoria St1 es Fi-medible y bajo P*, W5 — W} es independiente

de F;, por lo tanto
Vi(g) = F(t,S;),
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donde

Flt.o) = E° [e—r (T — t)f (IGT(T — 1) ea(W;: — W) — (0?)2)(T — t))} |

Ya que Wj — W} es una variable aleatoria distribuida N(0,7" — ¢). Sea YV
una variable aleatoria distribuida normal estandar, entonces /1 — tY tiene
la misma distribucién que Wj; — W, asi

@) T =) T =)o T—E Y 2y
F(t,x)=e /f(xe >W

—00

Ahora podemos calcular el precio de la opcion ya sea de tipo call o put.
Consideremos una opcién de tipo call, donde f(x) = (z — K); entonces el
valor de la opcién esta dado por

e T'—(T2 ag e_y2/2
F(0,2) :e—rT/ (Ie( /2) T + y\/T_K> Wdy

+

la integral es positiva cuando

— 022\ T VT
K < xe(T 0/) oy

= log(K/z) < (r—02/2)T+ay\/T
= (2) = log(K/z) U—\/(;— o?/2)T

Y
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consecuentemente se tiene

i 7"—0'2 g e_y2/2
F(O,x):e_TT/ (xe( /2) T + yﬁ_K>Wdy

y(z)

T 2towT (AT dy T
. % ’ T~ Ke T (1-20(@)
B " —1/2(y — oVT) ﬂ_ —rT_
—:c%e on Ke O (—v(x))

S 222 4 T
=z / N — Ke O (—v(x))

v(z)~oVT

—rT

=zd (Jﬁ - y(x)) — Ke O (—v(x))
Por lo tanto, el precio justo para una opcion europea de tipo call es
Co = F(0,S)
= Sy®(dy)— Ke™®(d.) (4.10)

donde
_ log (So/K)+ (r+0%/2)T
ovT '
Ahora consideremos una opcién europea de tipo put, su payoff esta dado
por

d+

(4.11)

Pr=(K—57): = (S — K)y = Sp+ K
a partir de la ecuacion anterior deducimos la ecuacién de paridad de la si-
guiente forma

Py = E*[e"(K —57)+]
= E' e (S; — K)y| —E* [e7"Sp] +e7K
= Cy— S+ Ke .
Por lo tanto, el precio justo de una opcién europea de tipo put es
Py = Sy®(dy)— Ke™d(d )~ Sy + Ke ™"
= Ke""'®(—d ) — Sy®(—d,).
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Observacién 4.13. El modelo de Black-Scholes para valuar opciones de-
pende de 5 parametros (S, K,T,r,0), de los cuales o es un pardmetro no
observable, pero puede ser estimado mediante métodos estadisticos observan-
do la historia de los precios del activo en el pasado.
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Capitulo 5

Sensibilidad de Parametros

En este capitulo veremos como afecta cada uno de los parametros en la
valuacién de la opcién. Consideremos una opcién tipo call; como mostramos
anteriormente el valor de la opcién esta en funcion de los parametros S, o, T, r
y K de la siguiente manera

Co(S,K,r,T,0) = S®(d,) — Ke ™ ®(d_) (5.1)

donde, para r € R

_ dy
P(z)= [ e V/P—L,
(z) o

~log (S/K)+ (r+0%/2)T
— T _

Ejemplo 5.1. Supongamos que se desea comprar un opcion de tipo call sobre
un activo subyacente, el cual tiene un precio actual de 50 pesos, a un plazo
de medio ano con un precio strike de 52 pesos. Teniendo en cuenta que la
tasa de interés es de 3% y la volatilidad es de 0.5 entonces los pardmetros
son

ds

= S=50

= K =52
= 7 =0.03
= 7'=10.5

65
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dy = 0.10827 d_ = —0.245283

d(dy) = 0.543109 d(d_) =0.403119
por lo tanto, el valor de la opcion de compra es

Co = 50(0.543109) — 52¢~%°1%(0.403119) = 6.50539

5.1. Precio del activo S

Consideremos el Ejemplo 5.1, pero variando el precio actual del activo
con los siguientes valores S = 45,46, 47,48,49, 50,51, 52,53, 54, 55 y dejando
fijos los otros parametros. Entonces el precio de la opcién correspondiente
a cada precio inicial se puede observar en la Figura 5.1, ademés conforme
aumenta el precio inicial, aumenta el precio de la opcién y esto lo podemos
corroborar calculando la derivada parcial de C' con respecto a S y notando
que es mayor que cero, de la siguiente manera

S | Go(S) Co®
45 | 4.08111 :
16 | 4.51814 o
47 | 4.97949 o
48 | 5.46479 :
49 | 5.97359 At
50 | 6.50539 :
51 | 7.05961 of
52 | 7.63567 E
53 | 8.23290 5
54 | 8.85065 :
55 | 9.48820 T e T Tm s

Figura 5.1: Valor de la opcién para diferentes valores de S y comportamiento
grafico.

oC _ / a(d-i-)
55 — O(dy) + 5P (dy) 55
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donde d(dy) = d(d_) = 1/(¢SV/T), por ende se tiene

ac  o(dy) (., Ke ™
55 =555 (@(d+)— S <I>(d)>+<1>(d+)-

Por otra parte, consideremos el primer sumando de la ecuacion anterior
y teniendo en cuenta que d2 — d*> = 2(rT + log(S/K)) y @'(d;)/®'(d-) =
exp(—3(d2 — d?)), se tiene

¥(dy) _ Ke T
o) S
entonces
o'(d,) — KF’;TTCD’(d_) — P/(d,) — iigj@'(d_) —0.  (5.2)
Por lo tanto,
% =®(dy) > 0.

Observacién 5.2. De la ecuacion 5.1 podemos observar que cuando S tiende
a infinito el valor de la opcion se va a infinito y cuando S tiende a cero por la
derecha el valor de la opcion es cero, teniendo en cuenta los demds pardametros
constantes.

A la derivada parcial de C' con respecto de S, se le conoce como A-delta.

5.2. Volatilidad del precio del activo o

Tomando el Ejemplo 5.1 y variando tinicamente el valor de ¢ con 0.2, 0.4,
0.6 ,0.8 ,1.0 ,1.2 ,1.4, 1.6, 1.8 y 2.0. Como se ve en la Figura 5.2 podemos
inferir que conforme aumenta la volatilidad del precio del activo, el valor
de la opcién crece. Para comprobar esta afirmacién calculemos la derivada
parcial de C' con respecto a o, esto es,

o0 _
do

S@’(dﬁ% — Ke"®'(d.)




68

Sensibilidad de Parametros

Colo)

251

20}

15¢

10}

o | Cylo)
0.2 | 2.28191
0.4 | 5.09988
0.6 | 7.90350
0.8 | 10.6688
1.0 | 13.3806
1.2 | 16.0262
1.4 | 18.5940
1.6 | 21.0737
1.8 | 23.4564
2.0 | 25.7344

(o

0.5 1.0 15 20

Figura 5.2: Valor de la opcién para diferentes valores de o y comportamiento

grafico.

donde

nemos

ody) T(r+0%/2) +1og(S/K)
5o = VTH o2 /T !

a(d,) T(r —o0?/2) +log(S/K)
do VT - o2/T ’

teniendo en cuenta que d(d_)/do = d(dy)/do — /T y la ecuacién 5.2 obte-

%
Jo

a(a‘i) (@’(d+) - K?T@’(d)) + SVT(dy)

SVT® (d,) > 0.

S

Por lo tanto, concluimos que el valor de la opcion es creciente en direccion

de o.

Observacion 5.3. Considerando la ecuacion 5.1 se puede notar que el valor
de la opcion es S cuando o tiende a infinito considerando los démas parame-
tros constantes.

A la parcial de C' con respecto de o, se le conoce como V-vega.
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5.3. Fecha de expiracion T

Al calcular el valor de la opcién cuando T' toma los valores 0.5, 1, 1.5, 2,
2.5, 3, 3.5, 4, 4.5 y 5, dejando los demas parametros constantes como en el
ejemplo 5.1, se puede observar en la Figura 5.3 que el valor de la opcién es
creciente en la direccion de T'. Para esto calculemos la derivada parcial en
direccién de Ty verifiquemos que es mayor que cero, es decir,

Co(T)

T | Co(T)
0.5 | 6.50539 ,
1.0 | 9.68642 20/
1.5 | 12.1368 '
2.0 | 14.1940 ,
2.5 1 15.9916 15}
3.0 | 17.5992 '
3.5 | 19.0589 7
4.0 | 20.3986 10
45 | 21.6379 '
5.0 | 22.7915

T

1 2 3 4 5

Figura 5.3: Valor de la opciéon para diferentes valores de T' y comportamiento
grafico.

aC a(d.) a(d_)

a_T _ S(I)/(d+) 8T o KefrT ((I)I(d)a—T —rd (d)) .

Observemos que

ody)  r+0%/2 T(r+0?/2)+log(S/K)
or JTo 2732 ’
d-) _ r—o*/2 T(r—o%/2)+log(S/K)
ar JTo 2732 ’
a(dy) a(d-) o



70 Sensibilidad de Parametros

usando la ecuacion 5.2 se tiene que la derivada parcial estd dada por la
expresion

g—g = S% (@’(d+) - KQST cb’(d_)) + % +rKe "T®(d)
oS’ (d,)

— 20 Ke " To(d).
T (d-)

La cual es mayor que cero.

Observacion 5.4. Notemos que en la ecuacion 5.1 el valor de la opcion
es S, cuando T tiende a infinito considerando el resto de los pardmetros
constantes.

A la parcial de C' con respecto de T', se le conoce como ©O-theta.

5.4. Tasa de interés r

El valor de la opcién cuando el parametro r toma los valores 0.01, 0.02,
0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.08, 0.09 y 0.1 teniendo en cuenta que los demas
parametros son constantes como en el Ejemplo 5.1. En la Figura 5.4 se tienen
los resultados y podemos notar que el valor de la opcién es creciente en
la direccion de r, en efecto para demostrarlo derivemos parcialmente con
respecto a r, es decir,

oC _ / a(d-i—) . —rT I a(d—) .
W =5P (d_;,_)w Ke P (d_) or T@(d_) s
considerando que 9(d,)/dr = d(d_)/0r = /T /o y la ecuacién 5.2 tenemos
oC d(dy) Ke™T

o = S5 ((I)’(d+) — @’(d_)) +TKe ™ ®(d)
= TKe ™ ®(d.) > 0.

A la derivada parcial de C' con respecto de r, se le conoce como p-rho.

5.5. Precio strike K

Finalmente, en el Ejemplo 5.1 cuando K toma los valores 47, 48, 49, 50,
51, 52, 53, 54, 55, 56, 57 v 57 dejando el resto de los pardametros constantes,
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Co(r)
r Co(r) 1
0.01 | 6.30067 2
0.02 | 6.40258 :
0.03 | 6.50539 70/
0.04 | 6.60908 ;
0.05 | 6.71365 68/
0.06 | 6.81909 —
0.07 | 6.92540 66/
0.08 | 7.03257 :
0.09 | 7.14059 sal
0.01 | 7.24944 * r

0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

Figura 5.4: Valor de la opcion para diferentes valores de r y comportamiento
grafico.

se tiene en la Figura 5.5 los resultados, teniendo en cuenta el grafico se puede
observar que al aumentar el precio strike K el precio de la opciéon disminuye
como es de esperarse, para verificarlo calculemos la derivada parcial de C'
con respecto a K

9 _ a4, 28 _ geprr ((I),(d)a(d_) . @(d_)) |

0K 0K 0K K

Observemos que d(d,) /0K = 9(d_) /0K = —1/(c K+/T) y teniendo en cuen-
ta la ecuacion 5.2

oC a(d ) ! keirT I —rT
= —e_TTCI)(d_) < 0.

Observaciéon 5.5. En la ecuacion 5.1, cuando K tiende a infinito el valor
de la opcion es cero teniendo en cuenta las demds variables constantes.
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K

Co(K)

47

8.76345

48

8.26666

49

7.79302

50

7.34199

51

6.91299

52

6.50539

53

6.11853

54

5.75172

%)

5.40426

56

5.07543

57

4.7645

48

50

52

54

56

K

Figura 5.5: Valor de la opcién para diferentes valores de K y comportamiento

grafico.



Conclusiones

La féormula de Black-Scholes es una herramienta que permite valuar op-
ciones Europeas. En el modelo se pueden hacer variantes para obtener un
modelo mas realista, es decir, se puede tomar una tasa de interés libre de
riesgo que no sea constante, asi como pensar que hay pagos de dividendos.

En el modelo se consideré el hecho de tener un mercado completo, lo que
nos garantiza la unicidad de la medida equivalente bajo la cual los precios
descontados son martingala, sin embargo, se puede estudiar el caso cuando
tenemos un mercado incompleto, esto nos lleva a elegir una medida adecuada
dentro de un conjunto de medidas equivalentes.

Ademads observamos que el modelo es una funcién de cinco pardametros,
(K,S,r,0,T),y vimos su comportamiento al considerar una variable y tomar
constantes las variables restantes, esto se puede extender al considerar dos o
mas variables y fijar las demaés.

De los cinco parametros que depende el modelo, algunas veces descono-
cemos la volatilidad del precio del activo, sin embargo, podemos hacer infe-
rencia mediante métodos estadisticos conociendo la historia de los precios en
el pasado.
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