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Estado del arte

Los modelos estocásticos con memoria de toda su historia no son nuevos [35], pues surgen de
manera natural en distintas disciplinas como química, biología o finanzas [30]. La caminata aleatoria
del elefante tiene su génesis en la dificultad de estudiar dichos procesos. A pesar de la variedad de
técnicas para realizar un análisis significativo sobre los efectos de la memoria, dos deficiencias se
hacen presentes, y tienen que ver con el error inducido de las aproximaciones y con el origen de la
memoria, el cual, se oscurece durante el proceso de estudio [38].

El valor de dicho artículo radica en el proceso estocástico mismo, así como en la deducción de una
ecuación de Fokker-Planck no markoviana que describe la evolución temporal de las probabilidades,
lo que implicaba que; en el límite, el elefante presentaba el mismo comportamiento que el de una
partícula sujeta al movimiento Browniano en cualquier valor de p.

Pasaron cerca de 10 años para que la evidencia numérica sobre el régimen súper-difusivo se hiciera
presente, y mostrara que la distribución límite del proceso escalado no es gaussiana [11].

No pasó mucho tiempo para que este proceso despertara interés en la comunidad científica. Por
ejemplo, en 2014, Hyun-Joo Kim [24] considera varios modelos de caminatas no Markovianas que
describen difusión anómala, y entre ellos, una variante de la caminata aleatoria del elefante que
resulta ser equivalente al modelo de Schütz y Trimper. Al año siguiente, Rüdiger Kürsten presenta una
maravillosa y sorprendente conexión entre la caminata aleatoria del elefante y los árboles aleatorios
recursivos a través del modelo de Kim [26]. El propósito del trabajo de Kürsten es traducir los
resultados conocidos sobre la caminata aleatoria del elefante en propiedades relativas a los procesos
de percolación.

Jean Bertoin y Erich Baur [2], por su parte, realizan un estudio sobre la caminata del elefante
mediante urnas de Pólya generalizadas: considere un proceso de urna con pelotas de dos colores, negro
y rojo. La composición de la urna al instante n está dada por un vector aleatorio de dimensión dos. La
dinámica es la siguiente. En el instante n se saca una pelota de la urna de manera uniforme, se observa
su color y es regresada a la urna junto con una pelota del mismo color con probabilidad p, y con
probabilidad 1�p, es regresada junto con una pelota de diferente color. Ahora, la posición del elefante
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al instante n está dada por la diferencia de las coordenadas del vector aleatorio. El comportamiento
ad infinitum de la composición de la urna queda determinado por los valores y vectores propios de
su matriz de remplazo; de modo que, esta conexión permite formalizar las razones de la transición
de fase en p = 3=4.

A continuación, Bernard Bercu [4] observa que la caminata aleatoria del elefante tiene propiedades
multiplicativas respecto a la esperanza condicional, lo que permite construir una martingala a tiempo
discreto. Su estrecha relación con la función � brinda un argumento distinto al de Bertoin y Baur
de la existencia del cambio de fase. Además, se obtiene una prueba rigurosa de que la distribución
límite no es gaussiana en el caso súper-difusivo.

En 2019, Silvia Businger [8] propone una nueva caminata aleatoria con memoria de todo el
pasado. Las diferencias respecto a la del elefante son, en primer lugar, que la distribución de los
incrementos es cualquier distribución �-estable, y en segundo lugar, que al considerar el modelo
de Kim para construir este nuevo proceso, no es equivalente a la construcción dada por Schütz y
Trimper. Businger retoma la conexión con los árboles aleatorios dada por Kürsten para estudiar el
comportamiento de este proceso.

Hasta hoy, se desconoce la distribuición límite de la caminata aleatoria del elefante en el régimen
súper-difusivo; y otra pregunta que surge de manera natural es la recurrencia y transitoriedad de este
proceso. Muy recientemente, Coletti y Papageorgiou [10] dan respuesta a esta interrogante mediante
funciones de Lyapunov; concluyendo que la caminata del elefante es recurrente positiva cuando
p < 1=2.
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Capítulo 1

Preliminares

Este capítulo tiene la intención de familiarizar al lector con la teoría necesaria para el desarrollo

subsecuente. Los teoremas que se presentan aquí no necesariamente se estudian en cursos de análisis

o procesos estocásticos; pero el material estándar es su�ciente para entender, al menos de manera

intuitiva, lo que éstos implican. No se presentan pruebas de los resultados, pero se re�ere al lector a

la amplia bibliografía correspondiente a cada sección.

1.1. Transformaciones regulares de sucesiones

Un resultado básico de análisis a�rma que la sucesión

(1.1) tn =
1
n

nX

k=1

sk

converge à , dondeS = f sng es una sucesión convergente cuyo límite también es`. Esta proposición

puede escribirse de forma matricial como sigue. SiA la matriz cuyas entradas están de�nidas por

(1.2) anm =

8
<

:

1
n si m � n;

0 si m > n:

Entoncestn = A>
n S, dondeAn es eln-ésimo renglón de la matrizA, y tanto a S como aAn se les

considera como �vectores� columna enR1 . Por lo tanto, si T = f tng se cumple que

(1.3) T = A � S; y l��m T = l��m A � S = l��m S:

Informalmente, la ecuación (1.3) permite hablar de una transformaciónA, cuyo dominio y contra-

dominio son las sucesiones convergentes, y que �preserva� límites. Obsérvese que las entradas de la

2
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matriz A satisfacen las siguientes dos propiedades:

l��m
n!1

anm = 0; y
1X

m=1

anm = 1;

las cuales, son su�cientes para caracterizar a todas las transformaciones que cumplen con (1.3), y es

el teorema que se presenta a continuación.

Teorema 1.1.1 (Toeplitz) . SeanA = ( anm ) una matriz in�nita que satisface que:

(1.4) l��m
n!1

1X

m=1

anm = 1; y sup
n� 1

1X

m=1

janm j < 1 ;

y f xmg una sucesión que converge a un número realx, entonces

(1.5) l��m
n!1

nX

m=1

anm xm = x () 8 m 2 N : l��m
n!1

anm = 0:

A una matriz A que cumple con(1.4) y (1.5) se denominatransformación regular .

Este teorema se hará presente en las demostraciones del capítulo 2, en particular, en la ley

cuadrática fuerte y en el teorema del límite central para la caminata aleatoria del elefante. Su prueba

puede ser consultada en [30] o [38].

1.2. Notación asintótica

Los conceptos que se presentan a continuación no son complicados, y pueden consultarse en

cualquier libro de cálculo o análisis (vea, por ejemplo, [39]). Sin embargo, se hacen presentes en las

pruebas del capítulo siguiente.

La notación asintóticaes usada para describir el comportamiento límite de sucesiones, usualmente,

en términos de otras más sencillas de manipular. El primer concepto es el de equivalencia: dos

sucesiones realesf ang y f bng sonasintóticamente equivalentes si an=bn ! 1 cuandon ! 1 , y se

denota poran � bn . Si an=bn ! 0 cuandon ! 1 , la sucesiónf ang eso-pequeña de f bng, denotado

por an = o (bn ). Si existen constantesC > 0 y n0 2 N tales quejan j � Cjbn j para cadan � n0,

entonces la sucesiónf ang esO-grande de f bng, denotado poran = O (bn ).

Las propiedades respectivas pueden deducirse inmediatamente de la de�nición; algunas de ellas

se enlistan a continuación. Sian � bn , entoncesar
n � br

n donde r es un número real cualquiera.
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Adicionalmiente, si los términos de dichas sucesiones son iguales a1 sólo una cantidad �nita de veces,

entonceslogan � logbn . Si f cng es otra sucesión,an = O (bn ) y bn = O (cn ), entoncesan = O (cn ).

La última propiedad es conocida comotransitividad , y un resultado análogo es válido para el caso

o (an ).

1.3. Teoremas límite para martingalas

La palabra martingala tiene historia por sí misma, más allá de designar propiamente a una clase

especial de procesos estocásticos. El concepto que ésta determina lo introdujo Paul Lévy en 1934,

recibiendo su nombre en 1939 por J. André Ville. El desarrollo de toda una teoría alrededor de

las martingalas se debe a Joseph L. Doob, y una de las ideas que motivó su estudio fue exhibir la

inexistencia de estrategias ganadoras en juegos de azar. A continuación se enlistan todos los conceptos

y propiedades relativas a martingalas. El propósito de la presente lista no es servir como un texto

de martingalas a tiempo discreto, sino: a) mostrar qué formas de los conceptos y resultados son

necesarios; b) para indicar al principiante con qué conceptos y propiedades debe familiarizarse antes

de estudiar o leer el capítulo 2, y c) servir como una referencia simple de las cosas que el lector debe

mantener en mente.

1.3.1. Conceptos previos

Como es usual, se asume la existencia de un espacio de probabilidad subyacente(
 ; F ; P), así

como cada enunciado sobre variables aleatorias será entendido en el sentido casi-seguro (c.s.), y será

señalado cuando pueda existir ambigüedad alguna a lo largo de todo el trabajo.

El espacio L p es el conjunto de todas las variables aleatoriasp-integrables , y está dotado con

la norma jjX jj p := E [jX jp]1=p. Una sucesiónf X ng de elementos enL p esacotada si supn jjX n jj p es

�nito.

Una �ltración es una sucesión creciente de� -álgebrasfF ng tal que, para cada número natural

n, Fn � F . Un procesof X ng esadaptado a una �ltración fF ng si, para cada número naturaln,

X n es Fn -medible. El procesof X ng es predecible si es adaptado a la �ltración fF n� 1g, donde,

convencionalmente,F0 := f ? ; 
 g.

Un proceso adaptadof M ng es unamartingala si, para cada número naturaln, M n 2 L 1 y

E [M n+1 j F n ] = M n c.s. Una martingala en diferencias es un proceso adaptadof X ng con la

propiedad de que la sucesión de sus sumas parciales es una martingala. Seaf M ng una martingala;

si para cada número naturaln, M n 2 L p, se le llamamartingala p-integrable . Una martingala
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p-integrable es convergente casi-seguramente y enL p siempre que sea acotada enL p, donde p es

mayor a uno [42].

En particular, si p = 2, se llamamartingala cuadrado integrable o martingala de cuadrado

integrable . Dada una martingala de cuadrado integrable, el procesofhM i ng de�nido por hM i 0 := 0,

y para cada númeron mayor o igual a cero,hM i n+1 � h M i n := E
�
(M n+1 � M n )2 j F n

�
, es llamado

proceso creciente o variación cuadrática predecible . Si el proceso creciente es convergente,

entoncesf M ng converge c.s. a una variable aleatoria �nita [46]. En lo sucesivo, se hará uso del símbolo

� ! � para indicar convergencia. En particular, �P�! � y � D�! � denotarán convergencia en probabilidad

y convergencia en distribución, respectivamente.

1.3.2. Resultados principales

El término caminata aleatoria generalmente se utiliza para designar a la clase de procesos que

pueden descomponerse en sumas de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.

Sin embargo, desde hace varios años el concepto corresponde a un conjunto más grande de modelos

estocásticos, en el sentido de que la única propidedad que lo de�ne es la descomposición de sus

elementos como sumas de variables aleatorias. Para evitar ambigüedades, en esta sección se utilizará

el concepto decaminata aleatoria o caminata al azar para designar a la primera clase descrita, con

el �n de motivar los resultados subsecuentes.

Las martingalas constituyen una fascinante y poderosa clase de procesos que generaliza adecuada-

mente a las caminatas aleatorias de media cero; de modo que; 1) la independencia de los incrementos

no es necesaria y 2) �conservan� el comportamiento promedio de éstas. En este sentido, es natural

preguntarse qué tan adecuada es. Dicho de otro modo, ¾los teoremas presentes en la teoría de ca-

minatas al azar tienen su respectivo lugar en esta generalización?. La respuesta es a�rmativa, y el

resultado más representativo en el contexto de martingalas es la ley de los grandes números. Una

versión de este teorema se debe a Neveu y puede consultarse en [34]. La versión que se presenta a

continuación se debe a T.L Lai y C.Z. Wei [29], y se utilizará en el siguiente capítulo.

Teorema 1.3.1 (Ley de los grandes números para martingalas). Seaf "ng una martingala en

diferencias enL 2, y tal que

sup
n

E
�
"2

n+1 j F n
�

� C;

dondeC es una variable aleatoria �nita. Supóngase quef ang es un proceso predecible respecto
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a la �ltración fF ng. Si

sn :=
nX

k=1

a2
k y M n :=

nX

k=1

ak" k ;

y el límite def sng es in�nito, entonces

l��m
n!1

M n

sn
= 0; c.s.; y jM n j2 = O (log (sn )sn ) ; c.s.

Además, si f "ng es una sucesión de variables independientes e indénticamente distribuidas, y

ak = 1 para todo k � 0, se obtiene la ley de los grandes números atribuida a Kolmogorov y es el

resultado visto en un curso básico de probabilidad. La demostración del Teorema 1.3.1 puede con-

sultarse en [16] o en [29].

Por otra parte, la ley del logaritmo iterado es un resultado que debe su origen a la teoría de

números, y brinda información acerca de los puntos de acumulación de una caminata aleatoria. La

primera versión de este teorema se atribuye a A. Y. Khinchine en 1924. Un resultado más general

se debe a Kolmogorov en 1929. Una de las primeras versiones para martingalas es de W. Stout,

publicada en 1970. La versión que se presenta a continuación está inspirada en la demostración dada

por Stout [43], y es un resultado de M. Du�o [15].

Teorema 1.3.2 (Ley del logaritmo iterado para martingalas). Sea f "ng una martingala en

diferencias y tal que,

1. l��m sup E [j"n+1 j2 j F n ] � c2;

2. 9 � , 0 < � < 1, tal que supn� 0 E
�
j"n+1 j2(1+ � ) j F n

�
< 1 .

Seaf ang un proceso predecible. Defínase

M n =
nX

k=1

ak" k y sn =
nX

k=1

a2
k ;

y suponga además quel��m sn = 1 y
P

a2(1+ � )
k s� (1+ � )

n < 1 .

1. Entonces,

(1.6) l��m sup [2sn log (logsn )]� 1=2 jM n j � c:
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2. Más aún, si l��m sup E [j"n+1 j2 j F n ] = c2 y jan j = o
�

sn (log (logsn )) � 1=�
�

entonces,

(1.7) l��m sup [2sn log (logsn )]� 1=2 M n = c:

Más detalles sobre este tipo de resultados para martingalas pueden revisarse en [21] o [36].

Quizá el resultado más emblemático en la teoría de caminatas al azar es el teorema central del

límite, el cual, justi�ca la aproximación de varias distribuciones a través de la distribución normal

apropiada. Lo más sorpendente de este teorema es que, paran su�cientemente grande, la función de

distribución depende únicamente de la media y varianza de los incrementos de la caminata aleatoria.

Naturalmente, este resultado también tiene lugar en la teoría de martingalas. El teorema que se

presenta a continuación es corolario de un resultado válido para arreglos triangulares de martingalas.

Teorema 1.3.3 (Teorema central del límite para martingalas). Seanf M ng una martingala de

cuadrado integrable yf bng una sucesión de números reales creciente que diverge a in�nito. Si

1. b� 1
n hM i n converge en probabilidad a un úmero real` > 0,

2. La condición de Lindeberg se satisface:

8 " > 0: b� 1
n

nX

k=1

E
h
(M k � M k� 1)2 1jM k � M k � 1 j� "

p
bn

j F k� 1

i
P�! 0:

Entonces

(1.8)
M np

bn

L�! N (0; `)

La demostración de este teorema puede consultarse en [21], o bien, en [42].

El último resultado de esta sección es conocido comoley cuadrática fuerte, y puede pensarse

como un re�namiento de la ley de los grandes números para martingalas. En el siguiente capítulo

será evidente en qué sentido es un re�namiento.
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Teorema 1.3.4. Sean f "ng una martingala en diferencias tal quel��m E
�
"2

n+1 j F n
�

= � 2, y

f ang un proceso predecible. Supóngase que existep 2 N tal que

sup
n� 0

E
�
"a

n+1 j F n
�

< 1 ; para algún a > 2p:

Además,

l��m
n!1

a2
n

sn
= 0; donde sn :=

nX

k=1

a2
k ;

entonces

(1.9) l��m
n!1

1
logsn

nX

k=1

a2
k

sk

�
M 2

k

sk

� p

=
� 2p (2p)!

2pp!
:

Una prueba de este resultado puede verse en [3].



Capítulo 2

Caminata aleatoria del elefante

Suponga que un elefante realiza una visita a los números enteros, iniciando en el punto cero y

siguiendo la siguiente dinámica. En el primer instante;n = 1, el mamífero decide moverse a la derecha

con probabilidad q, o a la izquierda con probabilidad1 � q. Para la etapan + 1, el elefante cuenta

con un historial den movimientos, ya sea a izquerda o derecha. En este punto, el elefante elige un

punto en el pasado con probabilidad1=n, y el mamífero persiste en su elección con probabilidadp,

o cambia de signo con probabilidad1 � p.

El propósito de este capítulo es estudiar el comportamiento asintótico de dicho elefante pensando

en un proceso estocástico que describe la dinámica ya descrita. Para este �n, considere(
 ; F ; P)

un espacio de probabilidad donde el proceso estocástico descrito a continuación existe. Cuando sea

mencionado que una propiedad se satisface casi-seguramente (c.s.), se hace con respecto a la medida

P.

2.1. De�niciones y propiedades básicas

SeaSn la posición del elefante al tiempon. De acuerdo al párrafo anterior,S0 = 0 y S1 = X 1 con

(2.1) X 1 =

8
<

:
+1 con prob. q;

� 1 con prob. 1 � q:

La evolución descrita arriba indica una construcción recursiva del proceso. Hasta el tiempon, el

elefante ha realizadon movimientos, a saberX 1; : : : ; X n . La dependencia de la(n+1) � ésima elección

en los tiempos previos está determinada por una variable aleatoria; denotada porX n+1 , que satisface:

9
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(2.2) X n+1 =

8
<

:
+ X k con prob. p;

� X k con prob. 1 � p;

donde k se escoge de manera uniforme sobref 1; : : : ; ng. Por lo tanto, la posición del mamífero al

tiempo n + 1 está dada por

(2.3) Sn+1 = Sn + X n+1 :

Una elección entre losn tiempos previos puede expresarse mediante una variable� n que tiene una

distribución uniforme sobre el conjuntof 1; : : : ; ng. Por lo tanto, la ecuación (2.2) puede escribirse de

diferentes maneras. Por ejemplo,

X n+1 = ( � 1)Y � 1 X � n

donde Y es una variable aleatoria Bernoulli de parámetrop. Siguiendo la presentación del proceso

en [4], puede veri�carse que

(2.4) X n+1 = � nX � n ;

es equivalente a (2.2); en donde� n es una variable aleatoria que tiene una distribución Rademacher

de parámetrop; esto signi�ca quep = P (� = +1) = 1 � P (� = � 1). Dicha distribución se denota por

R (p). Notemos que� n no depende de la evolución del proceso, al igual que� n . Esto permite suponer

que� n y � n son independientes deX 1; : : : ; X n . Supondremos además que� n y � n son independientes.

Por otro lado, el proceso descrito líneas arriba es llamadocaminata aleatoria del elefanteen alusión

al famoso dicho que los elefantes recuerdan dónde han estado. De hecho,p es llamadoparámetro de

memoria por obvias razones.

En resumen,f Sng es un proceso a tiempo discreto con espacio de estadosZ, inicia en cero y sus

incrementos no son independientes. Para convencer al lector de esto último, considere un contexto

de apuestas:Sn , las ganancias acumuladas hasta el tiempon, evolucionan de acuerdo a (2.3) y (2.4).

Esto signi�ca que el historial de ganancias en cada tiempo, tiene impacto uniforme sobre la próxima

apuesta; y por lo tanto,p es una medida de latendenciadel juego. Es decir, la frecuencia con la que

una ganancia es seguida de otra ganancia o viceversa.

De�nición 2.1.1. Seaf Sn : n � 0g un proceso estocástico a tiempo discreto con espacio de

estadosZ. f Sn : n � 0g es llamado caminata aleatoria del elefante si satisface las siguientes

condiciones:
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a) S0 = 0 c.s.,

b) S1 = X 1, dondeX 1 � R (q) y q 2 [0; 1],

c) Para cadan � 1, Sn+1 = Sn + X n+1 , donde X n+1 = � nX � n . Además � n � R (p) y

� n � Uf 1; : : : ; ng.

Como es de esperarse, parte de entender la dinámica def Sng es hallar sus probabilidades de

transición. Sin embargo, la deducción de la fórmula podría parecer oscura y por arte de magia. El

siguiente teorema esclarece los pasos a seguir.

Teorema 2.1.1. Las probabilidades de transición def Sng satisfacen la siguiente relación:

P (X n+1 = x j X 1; : : : ; X n ) =
1

2n

nX

k=1

[1 + (2p � 1) x � X k ] ; x 2 f� 1; 1g:

Demostración. Sea1 � k � n. La ocurrencia del eventof � n = kg implica que X n+1 toma el

valor X k con probabilidad p o toma el valor � X k con probabilidad 1 � p. Ahora, el teorema de

probabilidad total implica que

P (X n+1 = x j X 1; : : : ; X n ) =
nX

k=1

P (X n+1 = x j X 1; : : : ; X n ; � n = k) � P (� n = k)

=
1
n

nX

k=1

P (X n+1 = x j X 1; : : : ; X n ; � n = k)

=
1
n

nX

k=1

P (� nX k = x j X k)

Finalmente, observe que[1 + (2p � 1) (1)] = 2p y [1 + (2p � 1) (� 1)] = 2(1 � p). Por lo tanto,

P (X n+1 = x j X 1; : : : ; X n ) =
1
n

nX

k=1

�
1 + (2p � 1) x � X k

2

�

como a�rma el teorema. �

Es natural preguntarse acerca de las probabilidades de transición cuandop = 1=2. Intuitivamente,

el procesoSn pierde memoria de su pasado, y el único estado del cual se requiere información esSn� 1.

Basta una simple sustitución en la fórmula del Teorema 2.1.1 para ver que esto es cierto.
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Ahora bien, considere la �ltración generada por los incrementos def Sng; esto es,Fn = � (X 1; : : : ; X n ).

Como el valor esperado deSn es �nito, y en virtud de la memoria de la caminata aleatoria, tiene

sentido hablar del efecto deFn sobre el valor esperado deSn+1 .

Lema 2.1.1. Si Fn = � (X 1; : : : ; X n ), entonces

(2.5) E [X � n j F n ] =
Sn

n
; c.s.

Demostración. Condicionando sobre� n y la independencia se cumple

E [X � n j F n ] =
1
n

nX

k=1

E [X k j F n ]

=
1
n

nX

k=1

X k (X k esFn -medible)

=
Sn

n

donde todas las igualdades son en el sentido casi-seguro, obteniendo lo que se requería. �

Teorema 2.1.2. Con la misma notación del lema, se cumple:

(2.6) E [Sn+1 j F n ] = 
 nSn ; c.s.;

donde
 n = ( n + 2p � 1)=n

Demostración. Como Sn esFn -medible, basta calcular el valor esperado condicional deX n+1 . En

virtud del lema anterior y la independencia de� n con � n y Fn se obtiene que

E [X n+1 j F n ] = E [� nX � n j F n ]

= E [� n ] E [X � n j F n ]

= (2 p � 1)
Sn

n
; c.s.;(2.7)

lo cual implica directamente el resultado. �

Es importante recordar que el propósito es asociar una martingala a la caminata aleatoria del

elefante, y el Teorema 2.1.2 muestra qué tan cerca estamos de tal objetivo. Bastará modi�car por

constantes multiplicativas aSn para llegar a la conclusión deseada. La notación es sugerente, porque
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el coe�ciente tiene estrecha relación con la función� . Esta conexión se hace explícita en la proposición

que sigue.

Proposición 2.1.1. El producto de los primerosn términos de la sucesiónf 
 � 1
k g puede calcularse

a través de la función� de la siguiente manera:

(2.8)
nY

k=1


 � 1
k =

� ( n + 1) � (2 p)
� ( n + 2p)

:

La prueba es muy sencilla y será omitida. Sin embargo, hay puntos a considerar sobre la propo-

sición anterior. La función� no está de�nida en cero, pues las únicas restricciones impuestas ap son

la no negatividad y que no exceda el valor de uno.

Una solución ante dicha di�cultad es considerar a� � de�nida de la forma

� � (x) =

8
<

:
1; si x = 0;

� ( x) ; si x > 0;

y sustituir en (2.8) cuando el argumento es2p.

Bajo el supuesto quep tome el valor cero, el comportamiento del elefante es interesante: después

de dos pasos regresa a cero. Dicho lo anterior, el lector notará que el producto en (2.8) comienza a

tener sentido cuandon = 3, y el valor inicial de k es dos.

En estas circunstancias, es necesario que el lector preste atención para los cambios requeridos

cuandop = 0. En realidad, los argumentos generales son válidos incluso en este caso singular, y por

lo tanto, ya no serán mencionadas en lo subsecuente.

De vuelta a la principal tarea de asociar una martingala con la caminata aleatoria, será su�ciente

que una constante multiplicativa afecte aSn . De hecho, los productos �nitos def 
 � 1
k g son esta

constante. Por lo tanto, es conveniente considerar

(2.9) an :=
n� 1Y

k=1


 � 1
k ; para cadan � 2:

y a0 := 1 = : a1. Es claro de la de�nición quean = 
 nan+1 . El siguente teorema es la solución a la

labor primordial de esta sección.

Teorema 2.1.3. El procesof M ng es una martingala con respecto a la �ltraciónfF ng, donde

(2.10) M n := anSn ; para cadan � 0:

Por convención,F0 := f; ; 
 g.
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Demostración. Las identidades (2.10), (2.9) y (2.6) implican que

E [M n+1 j F n ] = an+1 (
 nSn )

= anSn ; c.s.;

como se a�rmó. �

2.2. Descomposición en sumas parciales

El lector podrá notar que los resultados sobre martingalas del capítulo anterior están en términos

de una martingala en diferencias. El objetivo de esta sección es descomponer en sumas parciales a

la martingala M n para discernir el comportamiento asintótico deSn . Para tal �n, es evidente que, si

f rng es una sucesión de números reales conr0 = 0,

rn =
nX

k=1

(r k � r k� 1) =
nX

k=1

� r k ; � r k := r k � r k� 1:

Entonces, comoak� 1 = 
 k� 1ak , cálculos directos muestran que

(2.11) � M k = ak (Sk � 
 k� 1Sk� 1) ;

de modo que si" k := Sk � 
 k� 1Sk� 1, obtenemos:

(2.12) M n =
nX

k=1

ak" k ; para cadan � 1:

que es la representación buscada, como a�rma la siguiente proposición.

Proposición 2.2.1. La colecciónf "ng es una martingala en diferencias con respecto a la �ltración

fF ng; es decir:

(2.13) E ["n+1 j F n ] = 0; para cadan � 0:

Más aún,

(2.14) E
�
"2

n+1 j F n
�

= 1 � (2p � 1)2
�

Sn

n

� 2

;

y

(2.15) E
�
"4

n+1 j F n
�

= 1 � 3 (2p � 1)4
�

Sn

n

� 4

+ 2 (2p � 1)2
�

Sn

n

� 2

:

ambas válidas para cadan � 0.
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La demostración consiste de varios pasos, y en orden de no complicar la prueba, se establece un

lema que simpli�cará los cálculos.

Lema 2.2.1. Las expresiones cerradas para los momentos segundo y cuarto condicionales de

Sn son:

(2.16) E
�
S2

n+1 j F n
�

= 1 + (2 
 n � 1) S2
n ;

y

(2.17) E
�
S4

n+1 j F n
�

= 1 + (4 
 n � 3) S4
n + (4 
 n + 2) S2

n

Demostración. Las igualdades (2.3) y (2.7), junto con la linealidad de la esperanza condicional,

implican que

E
�
S2

n+1 j F n
�

= S2
n + 2SnE [X n+1 j F n ] + 1

= 1 + 2 ( 
 n � 1) S2
n :

Así, (2.16) es válida. Ahora bien, por el teorema del binomio,

E
�
S4

n+1 j F n
�

= 1 +
�

1 +
4 (2p � 1)

n

�
S4

n +
�

6 +
4 (2p � 1)

n

�
S2

n :

Un poco de álgebra elemental conduce a

E
�
S4

n+1 j F n
�

= 1 + (4 
 n � 3) S4
n + (4 
 n + 2) S2

n

lo que comprueba la validez del lema. �

Ahora, procedemos con la demostración de la proposición:

Demostración (Proposición 2.6). La ecuación (2.13) es evidente en virtud del Teorema 2.1.2. Co-

mo consecuencia inmediata de lo anterior, se veri�ca que:

E
�
"2

n+1 j F n
�

= E
�
S2

n+1 j F n
�

� 
 2
nS2

n :

Ahora, (2.16) implica que

E
�
"2

n+1 j F n
�

= 1 �
�

 2

n � 2
 n + 1
�

S2
n :

La última igualdad desemboca en (2.14).
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Por otro lado, mostrar que (2.15) es cierta requiere más trabajo computacional. De hecho, a lo

largo de la prueba, ciertas igualdades son tan extensas que requieren ser escritas a lo largo de las

páginas. Esto conlleva a desmenuzar la demostración en dos importantes pasos.

Paso 1. Nuevamente, el teorema del binomio implica

E
�
"4

n+1 j F n
�

=
4X

i =0

(� 1)i
�

4
i

�
E

�
S4� i

n+1 j F n
�


 i
nSi

n :

Así, los cálculos se reducen a cada sumando. De hecho, gran parte del trabajo está listo. Solo es

necesario hallar una expresión para el segundo término. Es muy sencillo ver que

(2.18) E
�
S3

n+1 j F n
�

= (3 
 n � 2) S3
n + ( 
 n + 2) Sn :

En consecuencia,

E
�
S3

n+1 j F n
�


 nSn = 
 n (3
 n � 2) S4
n + 
 n (
 n + 2) S2

n :

Esto muestra que cada sumando, en su desarrollo, contiene únicamente, potencias pares deSn .

Paso 2. La suma, término a término, concluye en una expresión de la forma:

1 + AnS4
n + BnS2

n ;

dondeAn y Bn son constantes. En realidad,

An = � 3 (
 n � 1)4 y Bn = 2 ( 
 n � 1)2 :

Esto signi�ca que

E
�
"4

n+1 j F n
�

= 1 � 3 (
 n � 1)4 S4
n + 2 ( 
 n � 1)2 S2

n :

De donde, inmediatamente se deduce (2.15). �

Gracias a esta proposición, obtenemos cotas superiores para la esperanza condicional, que quedan

establecidas en el siguiente corolario.

Corolario 2.2.0.1. La sucesiónf "ng es acotada enL 2 y L 4; esto es:

(2.19) sup
n

E
�
"2

n+1 j F n
�

� 1 y sup
n

E
�
"4

n+1 j F n
�

� 4=3:
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Demostración. Para el cuarto momento, basta considerar af (x) = 1 � 3x4 + 2x2 y maximizar. La

cota superior del restante, es evidente. �

Continuando con la idea de obtener información de un proceso estocástico a través de otro, el

proceso crecientees importante en el estudio de martingalas de cuadrado integrable.

El teorema siguiente brinda una fórmula para el proceso creciente de la martingalaf M ng; obte-

niendo además, una relación precisa con los coe�cientesan .

Teorema 2.2.1. El proceso creciente asociado aM n tiene la siguente expresión:

(2.20) hM i n =
nX

k=1

a2
k � (2p � 1)2 � n ; donde � n =

n� 1X

k=1

a2
k+1

�
Sk

k

� 2

:

Demostración. Por de�nición, junto con la igualdad (2.14) se obtiene que

hM i n =
nX

k=1

E
�
(� M k)2 j F k� 1

�

= a2
1 +

nX

k=2

a2
k

"

1 � (2p � 1)2
�

Sk� 1

k � 1

� 2
#

=
nX

k=1

a2
k � (2p � 1)2

n� 1X

k=1

a2
k+1

�
Sk

k

� 2

y la prueba está completa. �

Ahora, la expresión (2.20) implica directamente que

hM i n � � n ; donde � n :=
nX

k=1

a2
k :

Por lo tanto, será su�ciente conocer el comportamiento límite de la sucesiónf � ng (después de nuestros

primeros resultados de convergencia, se verá que dicha cota y el proceso creciente son asintóticamente

equivalentes). Como cada elemento puede expresarse en términos de la funcón� , resultados elemen-

tales de análisis aseguran la validez de la siguiente proposición; no sin antes establecer un poco de

notación.

El símbolo

3F2

�
a; b; c

d; e
; z

�

corresponde a lafunción hipergeométrica generalizadaevaluada enz; y se de�ne por medio de la
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expresión

3F2

�
a; b; c

d; e
; z

�
:=

1X

k=0

(a)k (b)k (c)k

(d)k (e)k k!
zk ;

donde, para cualquier número reala, la notación (a)k corresponde alsímbolo de Pochhammer:

(a)k := a (a + 1) ( a + 2) � � � (a + k � 1)

y (a)0 := 1.

Proposición 2.2.2. En el caso0 � p � 3=4, � n tiende a in�nito. La velocidad de crecimiento está

dada por los siguientes límites:

(2.21) 1. l��m
n!1

� n

n3� 4p
=

[� (2 p)]2

3 � 4p
; si p 6= 3=4;

y

(2.22) 2. l��m
n!1

� n

logn
=

�
4

; si p = 3=4:

En otro caso, la sucesión es convergente:

(2.23) 3. l��m
n!1

� n = 3F2

�
1; 1; 1
2p; 2p

; 1
�
:

La demostración será omitida, porque no forma parte de los propósitos de este trabajo. Sin

embargo, vale la pena mencionar que los casos 1 y 2 se obtienen mediante una simple aplicación de

las desigualdades presentadas en [28] y la fórmula de Faulhaber [32], la cual, es válida para cada

potencia reala mayor que� 1. Para el último caso, puede revisar [26].

2.3. Resultados asintóticos

El trabajo realizado hasta ahora ha rendido frutos: una martingala y la variación cuadrática

predecible; ambos procesos, de alguna manera, asociados a la posición del elefanteSn . La �nalidad

de esta sección es obtener propiedades asintóticas de la caminata aleatoria del elefante, a través de

M n y el proceso creciente relacionado con dicha martingala.

En realidad, la Proposición 2.2.2 hace notorias las diferencias de comportamiento que presenta

el elefante de acuerdo al valor del parámetro de memoria. Por lo tanto, es conveniente considerar la

siguente de�nición.



2.3. RESULTADOS ASINTÓTICOS 19

De�nición 2.3.1. Se dice que la sucesiónf Sng está en elrégimen difusivo si p < 3=4; en el

régimen crítico si p = 3=4; y en el régimen súper-difusivo si p > 3=4.

2.3.1. Régimen difusivo

Ahora, el resto de la sección está enfocada al análisis def Sng bajo el supuesto quep < 3=4. El

primer resultado tiene que ver con convergencia casi-segura. Incluso, a simple vista se notará que la

conclusión del teorema es una mera aplicación de la ley fuerte de los grandes números clásica cuando

p = 1=2.

Teorema 2.3.1. El cociente entre la posición del elefante y el tiempon converge a cero casi-

seguramente. En símbolos:

(2.24) l��m
n!1

Sn

n
= 0; c.s:

Demostración. En virtud del Teorema 1.3.1 se cumple que:

M n

� n
! 0; c.s.

Gracias a la Proposición 2.2.2, esta convergencia es válida sobre todo
 . Más aún, la identidad

(2.21) asegura que
M n

n3� 4p
! 0; c.s.

Ahora, la segunda parte del mismo teorema implica

M 2
n

� n
= O (log (� n )) ; c.s.

Nuevamente, haciendo uso de (2.21) se obtiene

M 2
n

n3� 4p
= O (log (� n )) ; c.s.

Como (2.21) implica quejlog (� n ) � log (`n3� 4p)j ! 0a, entonces

M 2
n

n3� 4p
= O (log (n)) ; c.s.

Por otro lado, resultados estándar sobre la función� garantizan la convergencia de la sucesión

ann2p� 1 al número real� (2 p), el cual, es positivo. Luego

(2.25)
S2

n

n
= O (log (n)) ; c.s.
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lo cual, es consecuencia inmediata de la siguiente identidad

S2
n

n
=

M 2
n

n3� 4p
�
�
ann2p� 1

� � 2
:

Ahora bien, sea! 2 
 para el cual (2.25) es cierta. Entonces existenn! y C! > 0 tales que:

0 �
S2

n (! )
n

� C! log (n) ; para cada n � n! :

Dividiendo por n, y tomando el límite cuandon tiende a in�nito se concluye que

Sn (! )
n

�! 0;

válido para cada! 2 
 que satisface (2.25). Ya que dicho subconjunto de
 tiene probabilidad

uno de ocurrencia, (2.24) es verdadera. �

aAquí, ` se de�ne como el lado derecho de (2.21).

Corolario 2.3.1.1. La sucesión de segundos momentos condicionales de"n converge a uno.

Esto es,

(2.26) l��m
n!1

E
�
"2

n+1 j F n
�

= 1; c.s.

Demostración. Es consecuencia inmediata de (2.14). �

Una pregunta natural es si el Teorema 2.3.1 es su�ciente para asegurar la convergencia de las

sumas parciales deSn=n. El siguiente resultado muestra que esto no es cierto, pero es posible conocer

la velocidad a la que crecen a in�nito las sumas parciales de(Sn=n)2.

Teorema 2.3.2. Las sumas parciales de(Sn=n)2 divergen a velocidad logarítmica. Esto signi-

�ca que

(2.27) l��m
n!1

1
log (n)

nX

k=1

�
Sk

k

� 2

=
1

3 � 4p
; c.s.

Demostración. Seaf n := a2
n=� n . Se a�rma quef n tiende a cero. En efecto, la identidad

a2
n

� n
=

�
ann2p� 1

� 2
�
�

n3� 4p

� n

�
�

1
n

;
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hace evidente dicha a�rmación. La igualdades (2.26) y (2.19), junto con la convergencia def n ,

implican la conclusión del Teorema 1.3.4, así

l��m
n!1

1
log (� n )

nX

k=1

f k

�
M 2

k

� k

�
= 1; c.s.

Ahora, el límite (2.21) implica quelog (� n ) � log (n3� 4p). En consecuencia

l��m
n!1

1
(3 � 4p) log (n)

nX

k=1

a4
k

�
Sk

� k

� 2

= 1; c.s.

Además, es claro que
� 2

k (3 � 4p)2

a4
k � k2

! 1:

Por lo que el lema de Toeplitz-Silverman (Teorema 1.1.1) implica que

l��m
n!1

1
log (n)

nX

k=1

� 2
k (3 � 4p)2

a4
k � k2

�
a2

k � M 2
k

� 2
k (3 � 4p)

= 1; c.s.

Cálculos directos muestran que (2.27) es cierta, como se a�rmó. �

Bajo el contexto de apuestas, las ganancias (o pérdidas), eventualmente, son muy grandes en un

periodo de tiempo prolongado; pero, ¾qué tan grandes?. El siguiente resultado es la respuesta a esta

pregunta.

Teorema 2.3.3. Se cumple la ley del logaritmo iterado; es decir

(2.28) l��m sup
n!1

�
1

2n log logn

� 1=2

Sn =
1

p
3 � 4p

; c.s.

Demostración. Por la ley del logaritmo iterado para martingalas (Teorema 1.3.2) es su�ciente

mostrar que

(2.29)
1X

k=1

a4
k

� 2
k

< 1 :

De la demostración del Teorema 2.3.2 se obtiene que

a4
n � � � 2

n

(3 � 4p) n� 2
! 1:
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De donde
nX

k= n1

a4
k � v� 2

k � 2 (3 � 4p)2
nX

k= n1

k� 2; para algúnn1 � 1:

El criterio de comparación implica que (2.29) es cierta. Por lo tanto

l��m sup
n!1

�
1

2� n log log� n

� 1=2

M n = 1; c.s.

Como M n = anSn , entonces

l��m sup
n!1

�
a2

n

2� n log log� n

� 1=2

Sn = 1; c.s.

Por otra parte, es fácil ver que

l��m
n!1

log� n

log (n3� 4p)
= 1;

y en consecuencia

l��m
n!1

log log� n

log logn
= 1:

Esto último conduce a que

l��m sup
n!1

�
a2

n

2� n log logn

� 1=2

Sn = 1; c.s.

Ahora, la convergencia establecida en (2.21) implica que

l��m sup
n!1

�
a2

n (3 � 4p)

� (2 p)2 2n3� 4p log logn

� 1=2

Sn = 1; c.s.

Finalmente, el límite

l��m
n!1

an
p

3 � 4p
� (2 p) n1� 2p

=
p

3 � 4p;

muestra la validez de (2.28), como se deseaba probar. �

El último resultado es sobre normalidad; el cual, establece que el factor adecuado de escalamiento

es
p

n para que las sumas parciales converjan en distribución a una variable aleatoria normal. Ob-

serve una vez más que, en el casop = 1=2, se presenta el teorema clásico para variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas.
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Teorema 2.3.4. La sucesiónf Sn=
p

ng converge en distribución a una variable aleatoria gaus-

siana de media cero y varianza(3 � 4p)� 1.

Demostración. El Teorema 2.3.1, junto con la convergencia establecida en (2.21) y el lema de

Toeplitz, implica que

l��m
n!1

� n

� n
= 0; c.s.

y en virtud de la igualdad (2.20) se cumple que

l��m
n!1

hM i n

� n
= 1; c.s.

Para hacer uso del Teorema 1.3.3, resta mostrar que la condición de Lindeberg se satisface. Para

este propósito, note que

�
"2� n

� �
j� M k j21j � M k j� "

p
� n

�
� j � M k j41j � M k j� "

p
� n ; c.s.

En consecuencia,

1
� n

nX

k=1

E
�
j� M k j21j � M k j� "

p
� n j F k� 1

�
�

1
"2� 2

n

nX

k=1

E
�
j� M k j4 j F k� 1

�
:

Ahora bien, el Corolario 2.2.0.1 implica que

1
� n

nX

k=1

E
�
j� M k j21j � M k j� "

p
� n j F k� 1

�
�

4
3"2� 2

n

nX

k=1

a4
k :

En virtud de (2.29) y el lema de Kronecker se obtiene que

l��m
n!1

1
� 2

n

nX

k=1

a4
k = 0;

por lo tanto,
1
� n

nX

k=1

E
�
j� M k j21j � M k j� "

p
� n j F k� 1

� P�! 0;

y la condición de Lindeberg se satisface. Entonces, el teorema central del límite para martingalas

implica que

(2.30)
1

p
� n

M n
D�! N (0; 1) ;
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además, de la prueba del Teorema 2.3.2, se puede veri�car el siguiente límite

l��m
n!1

cn =
1

p
3 � 4p

; donde cn :=

p
� n (3 � 4p)

p
n (3 � 4p)an

:

Esto último, con la convergencia (2.30), el Teorema de Slutsky [10], y la igualdad siguiente

Snp
n

= cn
M n

� n
;

hacen evidente el resultado. �

2.3.2. Régimen crítico

Al igual que en la sección anterior, la �nalidad es obtener convergencia casi-segura, una ley del

logaritmo iterado y un teorema central de límite cuando el párametro de memoria toma el valor3=4.

Dicho lo anterior, las técnicas usadas arriba brindan un esquema para el caso crítico; en otras palabras,

sería su�ciente recurrir amutatis mutandis para obtener resultados similares a los ya mencionados.

En orden de hacer evidente dicho esquema, las demostraciones serán desarrolladas casi en su

totalidad, y el primer resultado es de convergencia casi-segura del procesof Sng.

Teorema 2.3.5. El cociente entreSn y
p

n logn converge a cero casi-seguramente. En símbo-

los,

(2.31) l��m
n!1

Snp
n logn

= 0; c.s:

Demostración. El Teorema 1.3.1 implica que

M n

� n
! 0; c.s.

sobre el conjuntof � 1 = 1g . Gracias a la Proposición 2.2.2, esta convergencia es válida sobre

todo 
 . Más aún, la identidad (2.22) asegura que

M n

logn
! 0; c.s.

Ahora bien, la segunda parte del mismo teorema implica la tasa de convergencia

M 2
n

� n
= O (log � n ) ; c.s.
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Nuevamente, haciendo uso de (2.22) se obtiene que

M 2
n

logn
= O (log � n ) ; c.s.

Como (2.22) implica quejlog (� n ) � log ((�= 4) log(n)) j ! 0, entonces

M 2
n

logn
= O (log logn) ; c.s.

Por otro lado, resultados estándar de la función� garantizan la convergencia de la sucesiónna2
n

a �= 4, un número real positivo. Luego

(2.32)
S2

n

n logn
= O (log logn) ; c.s.

lo cual, es una consecuencia inmediata de la siguiente identidad

S2
n

n logn
=

M 2
n

logn
�
�
na2

n

� � 1
:

Ahora bien, sea! 2 
 para el cual (2.32) es cierta. Entonces existenn! , y C! > 0 tales que

0 �
S2

n (! )
n logn

� C! log logn; para cadan � n! :

Dividiendo por logn y tomando límite cuandon tiende a in�nito se concluye que

Sn (! )
p

n logn
! 0;

válido para cada! 2 
 que satisface (2.32). Ya que dicho subconjunto de
 tiene probabilidad

uno de ocurrencia, (2.31) es verdadera. �

Corolario 2.3.5.1. La sucesión de segundos momentos condicionales de"n converge a uno.

Esto es,

(2.33) l��m
n!1

E
�
"2

n+1 j F n
�

= 1; c.s:

Demostración. Es consecuencia inmediata de (2.14). �

El Teorema 2.3.5 implica queSn=(n logn) converge a cero con probabilidad uno. El siguiente

resultado es un re�namiento de dicha convergencia: la cantidadSn=(n logn) es pequeña, pero no lo
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su�ciente para asegurar la existencia del límite para sus sumas parciales.

Teorema 2.3.6. Las sumas parciales de la sucesiónf (Sn=(n logn))2g divergen a in�nito. Más

aún,

(2.34) l��m
n!1

1
log logn

nX

k=2

�
Sk

k logk

� 2

= 1; c.s:

Demostración. Una vez más, seaf n := a2
n=� n . Se a�rma que tiende a cero. En efecto, la igualdad

a2
n

� n
=

1
n logn

�
logn
� n

�
�
na2

n

�

hace evidente dicha a�rmación. Ahora, (2.33) y el Corolario 2.2.0.1; junto con la convergencia de

f n , implican la conclusión del Teorema 1.3.4, así

l��m
n!1

1
log� n

nX

k=1

f k

�
M 2

k

� k

�
= 1; c.s.

El límite (2.22) implica que log� n � log logn. En consecuencia

l��m
n!1

1
log logn

nX

k=1

a4
k

�
Sk

� k

� 2

= 1; c.s.

Además, es claro que
� 2

k

log2 n
�

1
k2a4

k

! 1;

por lo que el lema de Toeplitz-Silverman implica que

l��m
n!1

1
log logn

nX

k=2

a4
k

�
Sk

� k

� 2

�
� 2

k

k2a4
k log2 k

= 1; c.s.

Cálculos directos muestran que (2.34) es cierta, como se a�rmó. �

Ahora, se establece una ley del logaritmo iterado parap = 3=4. Observe que la tasa de crecimiento

descrita en el siguiente teorema es muy inusual.
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Teorema 2.3.7. Es válida la siguente ley del logaritmo iterado

(2.35) l��m sup
n!1

�
1

2n logn log log logn

� 1=2

Sn = 1; c.s:

Demostración. Basta mostrar que

(2.36)
1X

k=1

a4
k

� 2
k

< 1 :

De la prueba del teorema anterior, se desprende que

l��m
n!1

a4
k � � 2

k

k� 2 log� 2 k
= 1:

De donde,
nX

k= n1

a4
k � � � 2

k � 2
nX

k= n1

k� 2 log� 2 k; para algúnn1 � 1:

Ahora, el criterio de comparación implica que (2.36) es cierta. Por lo tanto,

l��m sup
n!1

�
1

2� n log log� n

� 1=2

M n = 1; c.s.

Como M n = anSn , entonces

l��m sup
n!1

�
a2

n

2� n log log� n

� 1=2

Sn = 1; c.s.

Sea` := �= 4. El límite (2.22) implica

l��m sup
n!1

�
a2

n

2` logn log log logn

� 1=2

Sn = 1; c.s.

Finalmente, comona2
n converge à ,

l��m sup
n!1

�
1

2n logn log log logn

� 1=2

Sn = 1; c.s.

lo cual, concluye la demostración. �

El último resultado es sobre convergencia en distribución. Observe que la normalidad también se
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hace presente en este caso, con el factor de escala adecuado.

Teorema 2.3.8. La sucesiónf Sn=
p

n logng converge en distribución a una variable normal

estándar. Más precisamente,

(2.37)
Snp

n logn
D�! N (0; 1) :

Demostración. Del mismo modo que en el Teorema 2.3.4 se veri�ca que:

(2.38) l��m
n!1

hM i n

� n
= 1; c.s.

Por otra parte, l��m � n=logn = l��m na2
n implica que

l��m
n!1

a2
n � � 1

n

(n logn)� 1 = 1:

Una vez más, el criterio de comparación muestra que

(2.39)
1X

k=1

a4
k

� 2
n

< 1 ;

a través de la serie
1X

k=2

1

k2 (log k)2 :

La cual, es convergente en virutd del criterio de condensación de Cauchy. Ya se mostró en el

Teorema 2.3.4 que (2.39) es su�ciente para exhibir que la condición de Lindeberg es satisfecha. En

consecuencia, el teorema central del límite para martingalas implica

M n

� n

D�! N (0; 1) :

Un sencillo artí�ce algebraico y el Teorema de Slutsky [10] conduce a (2.37). �

Puede notarse que, tanto para el caso difusivo como para el crítico, se recurre a los mismos

argumentos en las demostraciones de los teoremas respectivos; haciendo evidente un esquema de

trabajo para este proceso.
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2.3.3. Régimen súper-difusivo

En contraste con los casos anteriores, las técnicas para obtener conclusiones sobre este régimen

tienen como base teoremas relacionados a la convergencia enL p.

El Corolario 2.2.0.1 es un excelente lugar para iniciar con el análisis asintótico, de modo que, los

valores dep son p = 2 y p = 4. El primer resultado de esta índole asegura la existencia del límite

M 1 .

Teorema 2.3.9. La martingala f M ng converge casi-seguramente a una variable aleatoria �nita

M 1 . Más aún, M 1 es no degenerada y esta convergencia también es válida enL 4.

Demostración. Será su�ciente mostrar quef M ng es una martingala acotada enL 4. Primero, nótese

que f M ng es acotada enL 2. En efecto, la identidad

E
�
M 2

n

�
= E [hM i n ] ;

demuestra que el valor esperado deM 2
n está dominado por� n ; i.e.,

E
�
M 2

n

�
� � n ; para cadan � 1:

Dado quef � ng es una sucesión monótona convergente, se cumple que

sup
n� 0

E
�
M 2

n

�
< 1 :

Por otro lado, M 4
k+1 = ( ak+1 " k+1 + M k)4, de modo que,

(2.40) E
�
M 4

k+1 j F k
�

=
4X

i =0

�
4
i

�
ai

k+1 M 4� i
k E

�
" i

k+1 j F k
�

:

Al igual que en la prueba de la Proposición 2.2.1 se veri�ca que

E
�
"3

k+1 j F k
�

= 2 (2p � 1)
Sk

k

 

(2p � 1)2
�

Sk

k

� 2

� 1

!

;

de donde se obtiene la siguiente desigualdad:

M kE
�
"3

k+1 j F k
�

� 2 (2p � 1)
�
(2p � 1)2 � 1

�
:

En consecuencia,

M kE
�
"3

k+1 j F k
�

� 0; para cadak � 0:
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En virtud de (2.19) y (2.40), se concluye de manera inmediata que

E
�
M 4

k+1 j F k
�

�
4
3

a4
k+1 + 6a2

k+1 M 2
k + M 4

k :

Tomando esperanza de ambos lados de la desigualdad se obtiene que

E
�
M 4

k+1

�
� E

�
M 4

k

�
�

4
3

a4
k+1 + 6a2

k+1 E
�
M 2

k

�

Al realizar la suma sobrek se cumple

E
�
M 4

n

�
�

4
3

nX

k=1

a4
k + 6

nX

k=1

a2
kE

�
M 2

k� 1

�

� 6

 
nX

k=1

a4
k + � n

nX

k=1

a2
k

!

= 6

 
nX

k=1

a4
k + � 2

n

!

:

Finalmente, nótese que, para cadak 2 N, ak � 1 y por lo tanto,

E
�
M 4

n

�
� 6

�
� n + � 2

n

�

= 6 (1 + � n ) � n ;

haciendo evidente que la martingalaf M ng es acotada enL 4. �

Corolario 2.3.9.1. El límite escalado de la caminata aleatoria del elefante existe casi-

seguramente. Dicha convergencia también es válida enL 4.

Demostración. Por el Teorema 2.3.9,M n ! M 1 c.s., donde

M 1 =
1X

k=1

ak" k ; c.s.

Como M n = anSn , y la sucesiónf n2p� 1ang converge a� (2 p), se obtiene que:

l��m
n!1

Sn

n2p� 1
=

M 1

� (2 p)
:= L; c.s.;

exhibiendo, además, que el cambio de escala esn2p� 1. Argumentos análogos son su�cientes para

mostrar la convergencia enL 4. �
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Note que la convergencia casi-segura def M ng hacia una variable aleatoriaM 1 también queda

garantizada por la �nitud del proceso crecientead in�nitum . Sin embargo, el Teorema 2.3.9 brinda

una herramienta para exhibir, de manera elemental, que la distribución límite del proceso escalado

no es gaussiana.

La herramienta en cuestión es la capacidad de intercambiar límites por integrales, es decir,

l��m
n!1

E [Ln ] = E
h

l��m
n!1

Ln

i
:

El siguiente resultado permite conocer con exactitud los primeros cuatro momentos deL, y a través

de un análisis de la asimetría (skewness) y de la curtosis, se muestra que la distribución límite es

sub-gaussiana.

Teorema 2.3.10. Los primeros cuatro momentos de la variable aleatoriaL son:

(2.41) E [L] =
2q � 1
� (2 p)

;

(2.42) E
�
L2

�
=

1
(4p � 3) � (2 (2 p � 1))

;

(2.43) E
�
L3

�
=

2p(2q � 1)
(2p � 1) (4p � 3) � (3 (2 p � 1))

;

(2.44) E
�
L4

�
=

6 (8p2 � 4p � 1)

(8p � 5) (4p � 3)2 � (4 (2 p � 1))
:

La demostración de este teorema no es complicada, sin embargo, requiere de mucho trabajo

computacional; razón por la cual, se omite. Puede consultarse en [4]. El método utilizado en la

prueba descansa en la manipulación de sumas de cocientes de la función� y del intercambio entre

límites y esperanza.

La utilidad del teorema inmediato anterior es probar queSn=n2p� 1 no presenta normalidad en el

límite. Para este �n, recuerde que la asimetría y la curtosis están de�nidas como

� =
E

�
(L � � )3�

� 3
; y � =

E
�
(L � � )4�

� 4
;

respectivamente; donde� es la media y� 2 es la varianza. Bajo el supuestoq = 1=2, se obtiene el
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siguiente resultado.

Teorema 2.3.11. La distribución de la variable aleatoriaL es simétrica respecto a su media

y no es gaussiana. Más precisamente,

(2.45) 1 � � < 3;

lo que implica que es sub-gaussiana.

Demostración. Como q = 1=2, el Teorema 2.3.10 implica que

� = 0 y � = 0:

La última igualdad signi�ca que la distribución deL es simétrica respecto al origen. Ahora, por

la de�nción de curtosis,

� =
6 (8p2 � 4p � 1) (� (2 (2 p � 1)))2

(8p � 5) � (4 (2 p � 1))
:

Sencillos artí�ces algebraicos permiten concluir que� es decreciente como función dep. Por lo

tanto, una simple evaluación de� en los extremos del intervalo(3=4; 1] muestra la validez de

(2.45). �



Capítulo 3

Simulación

El propósito de este capítulo es agrupar y representar gra�camente los resultados del Capítulo 2,

de modo que su importancia sea clara. Se comparan los resultados respectivos entre cada régimen

del proceso.

3.1. Ley de los grandes números

La idea general de la Ley de los grandes números es hallar dos sucesionesf ang y f bng (podrían

ser aleatorias) que satisfacen:

Sn � an

bn

c.s.�! 0;

donde f bng es una sucesión que crece a in�nito. En muchos casos,an = 0 para todo n 2 N. Par-

ticularmente, en los regímenes difusivo y crítico, se puede observar quef bng no depende dep y q.

Más precisamente,bn = n para cadan 2 N en el primer caso, ybn =
p

n logn en el último. A

continuación se presentan simulaciones respectivas a los casos difusivo y crítico, las cuales, ilustran

numéricamente (2.24) y (2.31).

Observe que(
p

n logn) =n ! 0, esto signi�ca que la sucesiónf bng para el caso crítico crece

lentamente en comparación con la del régimen difusivo. El resultado es sorprendente en sí mismo

dada la posición dep: en el caso crítico,p es más �grande�, por lo que se esperaría quef bng crezca

a in�nito más rápido que la del régimen difusivo. Entonces, se clari�ca el valor del adjetivo �crítico�

cuandop = 3=4.

33
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Figura 3.1: Cuatro trayectorias con diferentes valores dep del régimen difusivo

Figura 3.2: Cuatro trayectorias del caso crítico.

En las Figuras 3.1 y 3.2 se ilustran las respectivas Leyes de los grandes números para la caminata

aleatoria de elefante, observando que en ambos casos, se da la convergencia casi-segura a cero con

cierta rapidez.

3.2. Teorema del límite central

El Teorema del central del límite es sin duda uno de los descubrimientos más importantes en las

áreas de Probabilidad y Estadística. El resultado clásico postula que la suma de variables aleatorias

independientes tiene una distribución normal cuando el número de sumandos es muy grande. Observe
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que el teorema clásico no requiere que todos los sumandos sean idénticamente distribuidos, pero sí

independientes. Sin embargo, condiciones adicionales deben ser añadidas. La propiedad principal es

la condición de Lindeberg, la cual, intuitivamente, estipula que las �uctuaciones aleatorias se deben

a las masas concentradas en un intervalo, cuya longuitud es pequeña comparada conSn (en el caso

martingala, conM n ) [18].

(a) Histograma (azul) del cocienteSn=
p

n. (b) Histograma (azul) del cocienteSn=
p

n logn.

Figura 3.3: Ajuste de las simulaciones con la densidad normal

Nuevamente, el problema es hallar dos sucesionesf ang y f bng, pero con la propiedad de que la

siguente convergencia
Sn � an

bn

D�! N (0; 1) ;

se cumpla. En el caso de la caminata aleatoria del elefante, tanto en el caso difusivo como en el

crítico, las sucesionesf ang son cero. La sucesión respectiva al caso crítico no es nueva, pues hay

ejemplos de variables independientes y con la misma distribución que presentan la misma sucesión

normalizante f bng, salvo constantes [17, 18].

En las Figura 3.3 se ilustra el Teorema del límite central para los casos difusivo y crítico, en ambos

casos se consideraron 1,000 trayectorias de tamaño 10,000. En ellas se observa un ajuste apropiado

de las simulaciones respecto a la densidad normal correspondiente.

3.3. Ley del logaritmo iterado

La Ley del logaritmo iterado es un resultado intermedio. Se sitúa �entre� la ley de los grandes

números y el teorema del central del límite. Para ilustrar esto, suponga por un momento quep = 1=2:
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