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Estado del arte

Los modelos estocasticos con memoria de toda su historia no son nuevos [35], pues surgen de
manera natural en distintas disciplinas como quimica, biologia o finanzas [30]. La caminata aleatoria
del elefante tiene su génesis en la dificultad de estudiar dichos procesos. A pesar de la variedad de
técnicas para realizar un analisis significativo sobre los efectos de la memoria, dos deficiencias se
hacen presentes, y tienen que ver con el error inducido de las aproximaciones y con el origen de la
memoria, el cual, se oscurece durante el proceso de estudio [38].

El valor de dicho articulo radica en el proceso estocéastico mismo, asi como en la deducciéon de una
ecuacion de Fokker-Planck no markoviana que describe la evolucion temporal de las probabilidades,
lo que implicaba que; en el limite, el elefante presentaba el mismo comportamiento que el de una
particula sujeta al movimiento Browniano en cualquier valor de p.

Pasaron cerca de 10 anos para que la evidencia numérica sobre el régimen stuper-difusivo se hiciera
presente, y mostrara que la distribucion limite del proceso escalado no es gaussiana [11].

No pasdé mucho tiempo para que este proceso despertara interés en la comunidad cientifica. Por
ejemplo, en 2014, Hyun-Joo Kim [24] considera varios modelos de caminatas no Markovianas que
describen difusion anémala, y entre ellos, una variante de la caminata aleatoria del elefante que
resulta ser equivalente al modelo de Schiitz y Trimper. Al ano siguiente, Riidiger Kiirsten presenta una
maravillosa y sorprendente conexion entre la caminata aleatoria del elefante y los drboles aleatorios
recursivos a través del modelo de Kim [26]. El proposito del trabajo de Kiirsten es traducir los
resultados conocidos sobre la caminata aleatoria del elefante en propiedades relativas a los procesos
de percolacion.

Jean Bertoin y Erich Baur [2], por su parte, realizan un estudio sobre la caminata del elefante
mediante urnas de Polya generalizadas: considere un proceso de urna con pelotas de dos colores, negro
y rojo. La composicion de la urna al instante n esta dada por un vector aleatorio de dimensiéon dos. La
dindamica es la siguiente. En el instante n se saca una pelota de la urna de manera uniforme, se observa
su color y es regresada a la urna junto con una pelota del mismo color con probabilidad p, y con

probabilidad 1—p, es regresada junto con una pelota de diferente color. Ahora, la posicion del elefante
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al instante n estd dada por la diferencia de las coordenadas del vector aleatorio. El comportamiento
ad infinitum de la composicion de la urna queda determinado por los valores y vectores propios de
su matriz de remplazo; de modo que, esta conexion permite formalizar las razones de la transicion
de fase en p = 3/4.

A continuacion, Bernard Bercu [4] observa que la caminata aleatoria del elefante tiene propiedades
multiplicativas respecto a la esperanza condicional, lo que permite construir una martingala a tiempo
discreto. Su estrecha relaciéon con la funcién I' brinda un argumento distinto al de Bertoin y Baur
de la existencia del cambio de fase. Ademés, se obtiene una prueba rigurosa de que la distribucion
limite no es gaussiana en el caso stuper-difusivo.

En 2019, Silvia Businger [8] propone una nueva caminata aleatoria con memoria de todo el
pasado. Las diferencias respecto a la del elefante son, en primer lugar, que la distribuciéon de los
incrementos es cualquier distribucion a-estable, y en segundo lugar, que al considerar el modelo
de Kim para construir este nuevo proceso, no es equivalente a la construccion dada por Schiitz y
Trimper. Businger retoma la conexién con los adrboles aleatorios dada por Kiirsten para estudiar el
comportamiento de este proceso.

Hasta hoy, se desconoce la distribuicion limite de la caminata aleatoria del elefante en el régimen
super-difusivo; y otra pregunta que surge de manera natural es la recurrencia y transitoriedad de este
proceso. Muy recientemente, Coletti y Papageorgiou [10] dan respuesta a esta interrogante mediante
funciones de Lyapunov; concluyendo que la caminata del elefante es recurrente positiva cuando
p<1/2.
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Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo tiene la intencién de familiarizar al lector con la teoria necesaria para el desarrollo
subsecuente. Los teoremas que se presentan aqui no necesariamente se estudian en cursos de analisis
0 procesos estocasticos; pero el material estandar es suficiente para entender, al menos de manera
intuitiva, lo que éstos implican. No se presentan pruebas de los resultados, pero se refiere al lector a

la amplia bibliografia correspondiente a cada seccién.

1.1. Transformaciones regulares de sucesiones

Un resultado basico de anélisis afirma que la sucesion

1 n
(1.1) ty, = — E Sk
n
k=1

converge a ¢, donde S = {s,} es una sucesion convergente cuyo limite también es ¢. Esta proposicion

puede escribirse de forma matricial como sigue. Si A la matriz cuyas entradas estan definidas por

% si m < n,
0 s m>n.

Entonces t, = A} S, donde 4, es el n-ésimo rengléon de la matriz A, y tanto a S como a A, se les

considera como “vectores” columna en R*>. Por lo tanto, si T'= {t¢,} se cumple que
(1.3) T=A-5 y ImT=ImA-S=I1lmb.

Informalmente, la ecuacion (1.3) permite hablar de una transformacion A, cuyo dominio y contra-

dominio son las sucesiones convergentes, y que “preserva’ limites. Obsérvese que las entradas de la



1.2. NOTACION ASINTOTICA 3

matriz A satisfacen las siguientes dos propiedades:

n—0o0

M Gy =0, Y > g = 1,
m=1

las cuales, son suficientes para caracterizar a todas las transformaciones que cumplen con (1.3), y es

el teorema que se presenta a continuacion.

7

Teorema 1.1.1 (Toeplitz). Sean A = (any,) una matriz infinita que satisface que:

o0 o0
(1.4) 71113010 zzlanm =1, vy sup Zl|a/nm| < 00,
m= - m=

y {xm} una sucesion que converge a un nimero real x, entonces

(1.5) Jirgoz_lanmmm—x <— VmeN: Jgrgoanm:O.

A una matriz A que cumple con (1.4) y (1.5) se denomina transformacion regular.

Este teorema se hard presente en las demostraciones del capitulo 2, en particular, en la ley
cuadratica fuerte y en el teorema del limite central para la caminata aleatoria del elefante. Su prueba

puede ser consultada en [30] o [38].

1.2. Notacidon asintotica

Los conceptos que se presentan a continuacién no son complicados, y pueden consultarse en
cualquier libro de célculo o andlisis (vea, por ejemplo, [39]). Sin embargo, se hacen presentes en las
pruebas del capitulo siguiente.

La notacion asintdtica es usada para describir el comportamiento limite de sucesiones, usualmente,
en términos de otras més sencillas de manipular. El primer concepto es el de equivalencia: dos
sucesiones reales {a,} y {b,} son asintéticamente equivalentes si a,,/b, — 1 cuando n — 0o, y se
denota por a,, ~ b,. Si a,/b, — 0 cuando n — oo, la sucesiéon {a,} es o-pequena de {b,}, denotado
por a, = o(b,). Si existen constantes C' > 0 y ng € N tales que |a,| < C|b,| para cada n > ny,
entonces la sucesion {a,} es O-grande de {b,}, denotado por a,, = O (b,).

Las propiedades respectivas pueden deducirse inmediatamente de la definicion; algunas de ellas

se enlistan a continuacion. Si a, ~ b,, entonces a;, ~ b; donde r es un nimero real cualquiera.
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Adicionalmiente, si los términos de dichas sucesiones son iguales a 1 s6lo una cantidad finita de veces,
entonces loga,, ~ logb,. Si {c,} es otra sucesion, a, = O (b,) y b, = O (¢,), entonces a, = O (¢,).
La ultima propiedad es conocida como transitividad, y un resultado analogo es valido para el caso

o (ay).

1.3. Teoremas limite para martingalas

La palabra martingala tiene historia por si misma, més alld de designar propiamente a una clase
especial de procesos estocasticos. El concepto que ésta determina lo introdujo Paul Lévy en 1934,
recibiendo su nombre en 1939 por J. André Ville. El desarrollo de toda una teoria alrededor de
las martingalas se debe a Joseph L. Doob, y una de las ideas que motivé su estudio fue exhibir la
inexistencia de estrategias ganadoras en juegos de azar. A continuacion se enlistan todos los conceptos
y propiedades relativas a martingalas. El proposito de la presente lista no es servir como un texto
de martingalas a tiempo discreto, sino: a) mostrar qué formas de los conceptos y resultados son
necesarios; b) para indicar al principiante con qué conceptos y propiedades debe familiarizarse antes
de estudiar o leer el capitulo 2, y ¢) servir como una referencia simple de las cosas que el lector debe

mantener en mente.

1.3.1. Conceptos previos

Como es usual, se asume la existencia de un espacio de probabilidad subyacente (2, F, P), asi
como cada enunciado sobre variables aleatorias sera entendido en el sentido casi-seguro (c.s.), y seré
senalado cuando pueda existir ambigiiedad alguna a lo largo de todo el trabajo.

El espacio L” es el conjunto de todas las variables aleatorias p-integrables, y esta dotado con
la norma || X||, = E [|X|P]?. Una sucesion {X,} de elementos en LP es acotada si sup,, || Xx ||, es
finito.

Una filtracién es una sucesion creciente de o-algebras {F,} tal que, para cada nimero natural
n, F, C F. Un proceso {X,} es adaptado a una filtracion {F,} si, para cada ntmero natural n,
X, es F,-medible. El proceso {X,} es predecible si es adaptado a la filtracion {F,_1}, donde,
convencionalmente, Fy = {&, Q}.

Un proceso adaptado {M,} es una martingala si, para cada ntmero natural n, M, € L'y
E[Mps1 | Fo] = M, c.s. Una martingala en diferencias es un proceso adaptado {X,} con la
propiedad de que la sucesion de sus sumas parciales es una martingala. Sea {M,} una martingala;

si para cada nimero natural n, M, € LP, se le llama martingala p-integrable. Una martingala
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-integrable es convergente casi-seguramente y en LP siempre que sea acotada en L£P, donde p es
)

mayor a uno [42].

En particular, si p = 2, se llama martingala cuadrado integrable o martingala de cuadrado
integrable. Dada una martingala de cuadrado integrable, el proceso {(M), } definido por (M)q = 0,
y para cada nimero n mayor o igual a cero, (M),11 — (M), =B [(M,41 — M,)? | Fu], es llamado
proceso creciente o variaciéon cuadratica predecible. Si el proceso creciente es convergente,
entonces { M,, } converge c.s. a una variable aleatoria finita [46]. En lo sucesivo, se hara uso del simbolo
14 2 : : : : 14 P 79 14 D 79 4 : 13

—” para indicar convergencia. En particular, “—" y “—” denotarédn convergencia en probabilidad

y convergencia en distribucion, respectivamente.

1.3.2. Resultados principales

El término caminata aleatoria generalmente se utiliza para designar a la clase de procesos que
pueden descomponerse en sumas de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas.
Sin embargo, desde hace varios anos el concepto corresponde a un conjunto mas grande de modelos
estocasticos, en el sentido de que la tnica propidedad que lo define es la descomposicion de sus
elementos como sumas de variables aleatorias. Para evitar ambigiiedades, en esta seccién se utilizara
el concepto de caminata aleatoria o caminata al azar para designar a la primera clase descrita, con
el fin de motivar los resultados subsecuentes.

Las martingalas constituyen una fascinante y poderosa clase de procesos que generaliza adecuada-
mente a las caminatas aleatorias de media cero; de modo que; 1) la independencia de los incrementos
no es necesaria y 2) “conservan” el comportamiento promedio de éstas. En este sentido, es natural
preguntarse qué tan adecuada es. Dicho de otro modo, ;los teoremas presentes en la teoria de ca-
minatas al azar tienen su respectivo lugar en esta generalizacion?. La respuesta es afirmativa, y el
resultado mas representativo en el contexto de martingalas es la ley de los grandes ntimeros. Una
version de este teorema se debe a Neveu y puede consultarse en [34]. La version que se presenta a

continuacion se debe a T.L Lai y C.Z. Wei [29], y se utilizara en el siguiente capitulo.

r

Teorema 1.3.1 (Ley de los grandes niimeros para martingalas). Sea {€,} una martingala en
diferencias en L2, y tal que
sup]E [57214-1 | fn} S C?

donde C' es una variable aleatoria finita. Supongase que {a,} es un proceso predecible respecto
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a la filtracion {F,}. Si
Sp = Zai ) Mn = ZakEIm
k=1

y el limite de {s,} es infinito, entonces

M,
lim — =0, cs., y |M,>=0(og(sy)s), c.s.

n—oo S'ﬂ

Ademas, si {e,} es una sucesion de variables independientes e indénticamente distribuidas, y
ar = 1 para todo k > 0, se obtiene la ley de los grandes ntimeros atribuida a Kolmogorov y es el
resultado visto en un curso basico de probabilidad. La demostracion del Teorema 1.3.1 puede con-

sultarse en [16] o en [29].

Por otra parte, la ley del logaritmo iterado es un resultado que debe su origen a la teoria de
ntmeros, y brinda informaciéon acerca de los puntos de acumulaciéon de una caminata aleatoria. La
primera version de este teorema se atribuye a A. Y. Khinchine en 1924. Un resultado méas general
se debe a Kolmogorov en 1929. Una de las primeras versiones para martingalas es de W. Stout,
publicada en 1970. La version que se presenta a continuacion esté inspirada en la demostracion dada
por Stout [43], y es un resultado de M. Duflo [15].

r

Teorema 1.3.2 (Ley del logaritmo iterado para martingalas). Sea {e,} una martingala en

diferencias y tal que,
1. limsup E [|e,1]? | F] < &%
2.3dn,0<n<1, tal que sup, 5, E [|5n+1|2(1+77) | fn} < 00.

Sea {a,} un proceso predecible. Definase

n n

2

M, = Zakgk Y Sn= Zaka
k=1 k=1

y suponga ademds que lim s, = oo y > ai(lﬂ)s;(Hm < 00.

1. Entonces,

(1.6) lim sup [2s,, log (log sn)]71/2 |M,| < ec.
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2. Mds atn, silimsupE [|e,1]? | Fu] =% y la,| =0 <sn (log (log sn))—l/n) entonces,

(1.7) lim sup [2s,, log (log s,,)] /% M,, = c.

Mas detalles sobre este tipo de resultados para martingalas pueden revisarse en [21] o [36].

Quiz4 el resultado mas emblemaético en la teoria de caminatas al azar es el teorema central del
limite, el cual, justifica la aproximacion de varias distribuciones a través de la distribucién normal
apropiada. Lo més sorpendente de este teorema es que, para n suficientemente grande, la funcion de
distribucion depende tinicamente de la media y varianza de los incrementos de la caminata aleatoria.
Naturalmente, este resultado también tiene lugar en la teoria de martingalas. El teorema que se

presenta a continuacion es corolario de un resultado valido para arreglos triangulares de martingalas.

Teorema 1.3.3 (Teorema central del limite para martingalas). Sean {M,} una martingala de

cuadrado integrable y {b,} una sucesion de nimeros reales creciente que diverge a infinito. Si

1. b,"(M),, converge en probabilidad a un timero real { > 0,

2. La condicion de Lindeberg se satisface:

Ves0: b,y E [(M,c — My 1) L oayyoevss | Fia| 2 0.
k=1
Entonces
M,
(1.8) 5 N(0,0)

S

La demostracion de este teorema puede consultarse en [21], o bien, en [42].
El ultimo resultado de esta secciéon es conocido como ley cuadrdtica fuerte, y puede pensarse
como un refinamiento de la ley de los grandes niimeros para martingalas. En el siguiente capitulo

serd evidente en qué sentido es un refinamiento.



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.3.4. Sean {e,} una martingala en diferencias tal que ImE [e2,, | F,] = o2, y

{a,} un proceso predecible. Supdngase que existe p € N tal que

sup E [€z+1 | Fn] < o0, para algin a > 2p.

n>0
Ademds,
a? "L,
lIim 2 =0, donde s, =
nl_)IIC}O 5 , onde s Zak,
k=1
entonces
1 n 2 M2 p 2p 9 |
(1.9) lim G (ME M,
n—oo log s, £~ sk \ Sk 2rp!

Una prueba de este resultado puede verse en [3].




Capitulo 2

Caminata aleatoria del elefante

Suponga que un elefante realiza una visita a los nimeros enteros, iniciando en el punto cero y
siguiendo la siguiente dinamica. En el primer instante; n = 1, el mamifero decide moverse a la derecha
con probabilidad ¢, o a la izquierda con probabilidad 1 — ¢. Para la etapa n + 1, el elefante cuenta
con un historial de n movimientos, ya sea a izquerda o derecha. En este punto, el elefante elige un
punto en el pasado con probabilidad 1/n, y el mamifero persiste en su eleccion con probabilidad p,
o cambia de signo con probabilidad 1 — p.

El proposito de este capitulo es estudiar el comportamiento asintotico de dicho elefante pensando
en un proceso estocéstico que describe la dindmica ya descrita. Para este fin, considere (2, F,P)
un espacio de probabilidad donde el proceso estocastico descrito a continuacion existe. Cuando sea
mencionado que una propiedad se satisface casi-seguramente (c.s.), se hace con respecto a la medida
P.

2.1. Definiciones y propiedades basicas

Sea .S, la posicion del elefante al tiempo n. De acuerdo al parrafo anterior, Sop = 0y S; = X; con

+1  con prob. ,
(2.1) X; = P 1
—1 con prob. 1—q.

La evolucion descrita arriba indica una construcciéon recursiva del proceso. Hasta el tiempo n, el
elefante ha realizado n movimientos, a saber X1, ..., X,,. La dependencia de la (n+1)—ésima eleccion

en los tiempos previos esta determinada por una variable aleatoria; denotada por X, .1, que satisface:
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+X, con prob.  p,
(22) Xn+1 —
— X, con prob. 1—p,

donde k se escoge de manera uniforme sobre {1,...,n}. Por lo tanto, la posicion del mamifero al

tiempo n + 1 esta dada por

Una eleccién entre los n tiempos previos puede expresarse mediante una variable (3, que tiene una
distribucion uniforme sobre el conjunto {1,...,n}. Por lo tanto, la ecuacion (2.2) puede escribirse de
diferentes maneras. Por ejemplo,

Xn1 = (_1)Y71 Xﬁ

n

donde Y es una variable aleatoria Bernoulli de parametro p. Siguiendo la presentacion del proceso

en [4], puede verificarse que
(24) Xn+1 - anXBna

es equivalente a (2.2); en donde «,, es una variable aleatoria que tiene una distribucion Rademacher
de parametro p; esto significa que p = P (« = +1) = 1—P (o = —1). Dicha distribucion se denota por
R (p). Notemos que 3, no depende de la evolucion del proceso, al igual que «,,. Esto permite suponer
que a,, y B, son independientes de X7, ..., X,,. Supondremos ademés que «,, y 3, son independientes.

Por otro lado, el proceso descrito lineas arriba es llamado caminata aleatoria del elefante en alusion
al famoso dicho que los elefantes recuerdan dénde han estado. De hecho, p es llamado pardmetro de
memoria por obvias razones.

En resumen, {S,} es un proceso a tiempo discreto con espacio de estados Z, inicia en cero y sus
incrementos no son independientes. Para convencer al lector de esto ultimo, considere un contexto
de apuestas: S, las ganancias acumuladas hasta el tiempo n, evolucionan de acuerdo a (2.3) y (2.4).
Esto significa que el historial de ganancias en cada tiempo, tiene impacto uniforme sobre la préoxima
apuesta; y por lo tanto, p es una medida de la tendencia del juego. Es decir, la frecuencia con la que

una ganancia es seguida de otra ganancia o viceversa.

Definicién 2.1.1. Sea {S,: n > 0} un proceso estocéstico a tiempo discreto con espacio de
estados Z. {S,: n > 0} es llamado caminata aleatoria del elefante si satisface las siguientes

condiciones:
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a) So=0 cs.,
b) S; = X1, donde X7 ~ R (q) y q € [0, 1],

c) Para cada n > 1, S,41 = S, + Xpp1, donde X, = @, Xj,. Ademés o, ~ R(p) v
B ~U{1,... ,n}.

Como es de esperarse, parte de entender la dinamica de {S,} es hallar sus probabilidades de
transicion. Sin embargo, la deduccién de la formula podria parecer oscura y por arte de magia. El

siguiente teorema esclarece los pasos a seguir.

r

Teorema 2.1.1. Las probabilidades de transicion de {S,} satisfacen la siguiente relacion:

n

= S+ -e X, ze{-11)

. J

P(Xn+1:$‘X1,...,Xn)

Demostracion. Sea 1 < k < n. La ocurrencia del evento {3, = k} implica que X, 41 toma el
valor X}, con probabilidad p o toma el valor —X} con probabilidad 1 — p. Ahora, el teorema de

probabilidad total implica que
P(Xpp1=x|X1,.... X)) =) P(Xpp=2|X1,..., X, B, =k)-P(8, = k)
k=1
1 n
=Y P(Xpn=a|X1,..., X0 B, =k)
gyt
1 n
k=1

Finalmente, observe que [1 + (2p—1) (1)] =2py [1 + (2p — 1) (—1)] = 2(1 — p). Por lo tanto,

]P(Xn+1=x|X1,...,Xn):_Z{ (2p -z X;

como afirma el teorema. |
Es natural preguntarse acerca de las probabilidades de transicién cuando p = 1/2. Intuitivamente,
el proceso S, pierde memoria de su pasado, y el tinico estado del cual se requiere informacion es S,,_1.

Basta una simple sustitucion en la formula del Teorema 2.1.1 para ver que esto es cierto.
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Ahora bien, considere la filtracion generada por los incrementos de {5, }; esto es, F,, = 0 (X1, ..., Xp).
Como el valor esperado de S,, es finito, y en virtud de la memoria de la caminata aleatoria, tiene

sentido hablar del efecto de F,, sobre el valor esperado de S,, 1.

Lema 2.1.1. Si F,, =0 (X3,...,X,,), entonces
S,

n
—, C.S.
n

(2.5) E[Xs, | Ful =

Demostracion. Condicionando sobre 3, y la independencia se cumple

1 n
k=1

1 n
= — E Xr  (Xg es F-medible)
n
k=1

Sn

n

donde todas las igualdades son en el sentido casi-seguro, obteniendo lo que se requeria. [ |

Teorema 2.1.2. Con la misma notacion del lema, se cumple:
(2.6) E[Sns1 | Ful = Sn, c.s.,

donde v, = (n+2p—1)/n

Demostracion. Como S,, es F,-medible, basta calcular el valor esperado condicional de X,, ;. En

virtud del lema anterior y la independencia de «, con 3, y F, se obtiene que

E X [ Fo] = Elan X, | F]

= E[an] E[Xg, | Fn]
S
(2.7) =2p—-1)—, ecs,
n
lo cual implica directamente el resultado. |

Es importante recordar que el propoésito es asociar una martingala a la caminata aleatoria del
elefante, y el Teorema 2.1.2 muestra qué tan cerca estamos de tal objetivo. Bastara modificar por

constantes multiplicativas a S,, para llegar a la conclusion deseada. La notacion es sugerente, porque
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el coeficiente tiene estrecha relacion con la funcion I'. Esta conexién se hace explicita en la proposicion
que sigue.

Proposicion 2.1.1. El producto de los primeros n términos de la sucesion {%—1} puede calcularse

a través de la funcion T de la siguiente manera:

Y, T(n+1)I(2
2.5) [l ="

La prueba es muy sencilla y sera omitida. Sin embargo, hay puntos a considerar sobre la propo-
sicion anterior. La funcion I' no esté definida en cero, pues las tinicas restricciones impuestas a p son
la no negatividad y que no exceda el valor de uno.

Una solucion ante dicha dificultad es considerar a I'* definida de la forma

1, st x =0,

I'(z), si x>0,

y sustituir en (2.8) cuando el argumento es 2p.

Bajo el supuesto que p tome el valor cero, el comportamiento del elefante es interesante: después
de dos pasos regresa a cero. Dicho lo anterior, el lector notara que el producto en (2.8) comienza a
tener sentido cuando n = 3, y el valor inicial de k es dos.

En estas circunstancias, es necesario que el lector preste atenciéon para los cambios requeridos
cuando p = 0. En realidad, los argumentos generales son validos incluso en este caso singular, y por
lo tanto, ya no serdn mencionadas en lo subsecuente.

De vuelta a la principal tarea de asociar una martingala con la caminata aleatoria, sera suficiente
que una constante multiplicativa afecte a S,,. De hecho, los productos finitos de {7, 1 son esta

constante. Por lo tanto, es conveniente considerar

n—1
(2.9) ap = H v.', paracadan > 2.
k=1
y ap = 1 =: a;. Es claro de la definicién que a,, = y,a,41. El siguente teorema es la solucion a la

labor primordial de esta seccion.

r

Teorema 2.1.3. El proceso {M,} es una martingala con respecto a la filtracion {F,}, donde
(2.10) M, = a,S,, para cada n > 0.
Por convencion, Fo = {0,Q}.
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Demostracion. Las identidades (2.10), (2.9) y (2.6) implican que

E [Mn+1 ’ fn] = Gnt1 (’Ynsn)

= a,S,, c.s.,

como se afirmo. [ ]
2.2. Descomposicién en sumas parciales

El lector podra notar que los resultados sobre martingalas del capitulo anterior estan en términos
de una martingala en diferencias. El objetivo de esta seccion es descomponer en sumas parciales a
la martingala M,, para discernir el comportamiento asintotico de 5,,. Para tal fin, es evidente que, si
{r,} es una sucesion de ntimeros reales con ry = 0,

n

n
Ty = E (rpy — rp—1) = E Ary, Ary =71 —rp_1.

k=1 k=1

Entonces, como a1 = yx_1ax, calculos directos muestran que
(2.11) AMy, = ag (Sk — Y-1k-1) ,

de modo que si € := S — Yx_15%_1, obtenemos:

(2.12) M, = Zakék, para cada n > 1.

k=1

que es la representacion buscada, como afirma la siguiente proposicion.

Proposicion 2.2.1. La coleccion {e,} es una martingala en diferencias con respecto a la filtracion
{F.}; es decir:

(2.13) Elensr | Ful =0, para cadan > 0.
Mds aun,

S 2

2 n
210 M A
Y
S\ S \2

219 Bt 2] =190 (£) w21 ()

ambas vdlidas para cada n > 0.
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La demostracion consiste de varios pasos, y en orden de no complicar la prueba, se establece un

lema que simplificara los célculos.

Lema 2.2.1. Las expresiones cerradas para los momentos sequndo y cuarto condicionales de
S, son:

(2.16) E[S: | Fu] =1+ (2, —1)52,

Y

(2.17) E [Spiy | Fo] =14 (49 —3) Sn + (47, +2) S;

Demostracion. Las igualdades (2.3) y (2.7), junto con la linealidad de la esperanza condicional,

implican que
I [S?wl | ]:n] = 5721 + 28, B [ Xoq | Fo] +1

=1+42(y—1) S

Asi, (2.16) es valida. Ahora bien, por el teorema del binomio,

4(2p—1 4(2p—1
]E[Si+1|]-"n}:1+(1+%>83+(6+L)S§.

n

Un poco de algebra elemental conduce a
E[Sh | Fo] =14 (47, —3)S) + (47, +2)S>

lo que comprueba la validez del lema. [ |
Ahora, procedemos con la demostracion de la proposicion:

Demostracion (Proposicion 2.6). La ecuacion (2.13) es evidente en virtud del Teorema 2.1.2. Co-

mo consecuencia inmediata de lo anterior, se verifica que:
D [5i+1 | }—n] =B [SZH | Fn] — VS
Ahora, (2.16) implica que

E[e2,, | Fu] =1 (72 —27,+1) S

La tdltima igualdad desemboca en (2.14).
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Por otro lado, mostrar que (2.15) es cierta requiere mas trabajo computacional. De hecho, a lo
largo de la prueba, ciertas igualdades son tan extensas que requieren ser escritas a lo largo de las
paginas. Esto conlleva a desmenuzar la demostracion en dos importantes pasos.

Paso 1. Nuevamente, el teorema del binomio implica

4

i=

Asi, los calculos se reducen a cada sumando. De hecho, gran parte del trabajo esta listo. Solo es

necesario hallar una expresion para el segundo término. Es muy sencillo ver que
2.15) B (S5 | i) = (31— 2) S5+ (1 +2) 5,
En consecuencia,

E [S31 | Fu] %S0 = v (37m — 2) S + Y (1 +2) Si-

Esto muestra que cada sumando, en su desarrollo, contiene tinicamente, potencias pares de 5,,.

Paso 2. La suma, término a término, concluye en una expresion de la forma:

1+ 4,8+ B,S?

n’

donde A, y B, son constantes. En realidad,
4 2
Ap=-3(wm—-1)0 y By,=2(y,—1)".

Esto significa que
Eleh | Fu] =1-3(vm—1)"Ss+2(y, — 1) S

De donde, inmediatamente se deduce (2.15). |

Gracias a esta proposicion, obtenemos cotas superiores para la esperanza condicional, que quedan

establecidas en el siguiente corolario.

Corolario 2.2.0.1. La sucesion {e,} es acotada en L? y L; esto es:

(2.19) sup]E[nH\}"} Y sup]E[nH\}"}§4/3.
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Demostracion. Para el cuarto momento, basta considerar a f(x) = 1 —3z* + 222 y maximizar. La

cota superior del restante, es evidente. [ ]

Continuando con la idea de obtener informacién de un proceso estocastico a través de otro, el
proceso creciente es importante en el estudio de martingalas de cuadrado integrable.
El teorema siguiente brinda una formula para el proceso creciente de la martingala {M,,}; obte-

niendo ademas, una relacién precisa con los coeficientes a,,.

7

Teorema 2.2.1. El proceso creciente asociado a M, tiene la siguente expresion:

n n—1 2
S
2.20 M), = az — (2p —1)? n, donde (,= a? (—k) )
( ) < > kz:; k (p ) ¢ G kz:; k1|

Demostracion. Por definiciéon, junto con la igualdad (2.14) se obtiene que

(M), =) E[(AM)* | Fi]

k=1

2 - 2 2 Sk—l ?
:al—i—Zak 1—(2p—1) o

k=2
n n—1 IS 2
k

= Soat- - 0F Yt ()

k=1 k=1

y la prueba estad completa. [ |

Ahora, la expresion (2.20) implica directamente que
(M), <v,, donde v, = Zai.
k=1

Por lo tanto, sera suficiente conocer el comportamiento limite de la sucesion {v,,} (después de nuestros
primeros resultados de convergencia, se vera que dicha cota y el proceso creciente son asintoéticamente
equivalentes). Como cada elemento puede expresarse en términos de la funcon T, resultados elemen-
tales de anélisis aseguran la validez de la siguiente proposicion; no sin antes establecer un poco de
notacion.

El simbolo

a, b, c
3F2[ d, e ;Z}

corresponde a la funcion hipergeométrica generalizada evaluada en z; y se define por medio de la
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expresion

a, b,c | = (@), (0), (©)y &
St =2 ok

donde, para cualquier nimero real a, la notacién (a), corresponde al simbolo de Pochhammer:
(a), =ala+1)(a+2)--(at+k—1)

y (a), = 1.

Proposicion 2.2.2. En el caso 0 < p < 3/4, v, tiende a infinito. La velocidad de crecimiento estd

dada por los siquientes limites:

, Un [F(Qp)]Q .
(2.21) 1. nh_)rgo B 34y si p#3/4,
Y
(2.22) 2. lim — = s p=3/4

En otro caso, la sucesion es convergente:

1, 1, 1
(223) 3. lim Vy = 3F2 C ,1 .
n—¥c0 2p, 2p

La demostracion sera omitida, porque no forma parte de los propoésitos de este trabajo. Sin
embargo, vale la pena mencionar que los casos 1 y 2 se obtienen mediante una simple aplicacion de
las desigualdades presentadas en [28] y la formula de Faulhaber [32], la cual, es valida para cada

potencia real a mayor que —1. Para el ultimo caso, puede revisar [26].

2.3. Resultados asintoticos

El trabajo realizado hasta ahora ha rendido frutos: una martingala y la variaciéon cuadratica
predecible; ambos procesos, de alguna manera, asociados a la posicion del elefante S,,. La finalidad
de esta seccion es obtener propiedades asintoticas de la caminata aleatoria del elefante, a través de
M, v el proceso creciente relacionado con dicha martingala.

En realidad, la Proposiciéon 2.2.2 hace notorias las diferencias de comportamiento que presenta
el elefante de acuerdo al valor del pardmetro de memoria. Por lo tanto, es conveniente considerar la

siguente definicion.
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Definicion 2.3.1. Se dice que la sucesion {5, } esta en el régimen difusivo si p < 3/4; en el

régimen critico si p = 3/4; y en el régimen saper-difusivo si p > 3/4.

2.3.1. Reégimen difusivo

Ahora, el resto de la seccion esta enfocada al analisis de {S,} bajo el supuesto que p < 3/4. El
primer resultado tiene que ver con convergencia casi-segura. Incluso, a simple vista se notara que la

conclusion del teorema es una mera aplicacion de la ley fuerte de los grandes ntimeros clasica cuando
p=1/2.

Teorema 2.3.1. Fl cociente entre la posicion del elefante y el tiempo n converge a cero casi-

sequramente. En simbolos:

(2.24) lim Sn =0, cs

n—oo M

Demostracion. En virtud del Teorema 1.3.1 se cumple que:

Gracias a la Proposicion 2.2.2, esta convergencia es valida sobre todo 2. Mas atin, la identidad

(2.21) asegura que
M,

n
m — O, C.S.
Ahora, la segunda parte del mismo teorema implica
My

Vn

=0 (log (1)), cs.

Nuevamente, haciendo uso de (2.21) se obtiene
2

M, =0 (log(v)), cs.

n3—4p

Como (2.21) implica que |log (v,,) — log (fn*~*7)| — 0, entonces
2

My O (log (n)), c.s.

nd3—4p

Por otro lado, resultados estandar sobre la funciéon I' garantizan la convergencia de la sucesion
=1 al namero real T' (2p), el cual, es positivo. Luego
52
(2.25) — =0 (log(n)), cs.
n

anpn
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lo cual, es consecuencia inmediata de la siguiente identidad

2 2
S _ M,
n n3—4p

. (annm’l)_2 )

Ahora bien, sea w € ) para el cual (2.25) es cierta. Entonces existen n, y C,, > 0 tales que:

2
n

< C,log(n), paracada n >mn,.

Dividiendo por n, y tomando el limite cuando n tiende a infinito se concluye que

Sy (w)

n

— 0,

valido para cada w € Q que satisface (2.25). Ya que dicho subconjunto de 2 tiene probabilidad
uno de ocurrencia, (2.24) es verdadera. [

@Aqui, ¢ se define como el lado derecho de (2.21).

Corolario 2.3.1.1. La sucesion de sequndos momentos condicionales de &, converge a uno.
Esto es,

(2.26) lim 2 1 Fa] =1, cs.
Demostracion. Es consecuencia inmediata de (2.14). |

Una pregunta natural es si el Teorema 2.3.1 es suficiente para asegurar la convergencia de las

sumas parciales de S, /n. El siguiente resultado muestra que esto no es cierto, pero es posible conocer
la velocidad a la que crecen a infinito las sumas parciales de (S,/n)’.

Teorema 2.3.2. Las sumas parciales de (S, / n)2 divergen a velocidad logaritmica. Esto signi-
fica que

1 /S 1
2.2 lim ——~ — ] =— .8.
(227) nl—{golog(n);<k) 3—4p’ -

Demostracion. Sea f, = a2 /v,. Se afirma que f, tiende a cero. En efecto, la identidad

2 3—dp

a N2 [N 1
_n = (ann2p 1) . =,
l/’ﬂ

Up n
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hace evidente dicha afirmacion. La igualdades (2.26) y (2.19), junto con la convergencia de f,,

implican la conclusion del Teorema 1.3.4, asi

Ahora, el limite (2.21) implica que log (v,,) ~ log (n*>~%). En consecuencia

1 . Sk
lim E ar (—) =1, cs.
n—oo (3 — 4p) log (n) - "\

Ademas, es claro que
2
vi(3—4p)”
aj - k2 '

Por lo que el lema de Toeplitz-Silverman (Teorema 1.1.1) implica que

1 ~vE(B3—4p)?  al- M
lim g i (4 P) . ;k k_—1, cs.
n—oo log (n) ap - k? vi (3 —4p)
Calculos directos muestran que (2.27) es cierta, como se afirmo. |

Bajo el contexto de apuestas, las ganancias (o pérdidas), eventualmente, son muy grandes en un

periodo de tiempo prolongado; pero, jqué tan grandes?. El siguiente resultado es la respuesta a esta

pregunta.

~

Teorema 2.3.3. Se cumple la ley del logaritmo iterado; es decir

1 12 1
2.28 1f —_— Sy = ———, c.s.
(2.28) linj;ip <2n log log n) 3—4p o

Demostracion. Por la ley del logaritmo iterado para martingalas (Teorema 1.3.2) es suficiente

mostrar que
oo

4
(229) DL

=1 Uk
De la demostracion del Teorema 2.3.2 se obtiene que

4 —2
a, v,

— 1.
(3—4p)n—2
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De donde

Z ap - vp? < 2(3—4p)? Z k™2, para algin n; > 1.

k=n1 k=ny

El criterio de comparaciéon implica que (2.29) es cierta. Por lo tanto

2v, log log v,

n—oo

Como M,, = a,S,,, entonces

a2 1/2
limsup [ ———— S, =1, cs.
n—00 2Vn IOg IOg Un
Por otra parte, es facil ver que
log v,

lfm —=2 " —
nvoe log (n7)
y en consecuencia
loglogv,

n—oo loglogn

Esto ultimo conduce a que

a2 1/2
limsup | ———+—— S,=1, cs.
n—00 2I/n lOg lOg n

Ahora, la convergencia establecida en (2.21) implica que

lim sup ( 5
nsoo \1'(2p)” 2n3—4loglogn

Finalmente, el limite

lim ———— 5= =+/3 —4p,

n—00 F (Qp n1 2p

muestra la validez de (2.28), como se deseaba probar.

1 1/2
lim sup (—) M,=1, cs.

a;, (3 — 4p) )1/2 =1, c¢s

El ultimo resultado es sobre normalidad; el cual, establece que el factor adecuado de escalamiento

es y/n para que las sumas parciales converjan en distribucion a una variable aleatoria normal. Ob-

serve una vez mas que, en el caso p = 1/2, se presenta el teorema clasico para variables aleatorias

independientes e idénticamente distribuidas.
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Teorema 2.3.4. La sucesion {S,/\/n} converge en distribucion a una variable aleatoria gaus-

siana de media cero y varianza (3 — 4p) .

Demostracion. El Teorema 2.3.1, junto con la convergencia establecida en (2.21) y el lema de
Toeplitz, implica que
Gn

lim =— =0, cs.
n—oo ]/n

y en virtud de la igualdad (2.20) se cumple que
M),
i Mn

n—oo U

=1, cs.

Para hacer uso del Teorema 1.3.3, resta mostrar que la condiciéon de Lindeberg se satisface. Para

este proposito, note que
(£%vn) (JAMEPLanyseyim) < |AM L arg ey, €S-

En consecuencia,

n

E [|AM[* | Fioa] -

Ly 2 1
V_nZE UAM’V’ Liass|>e | Fk—l} < 2,0

k=1 n k=1

Ahora bien, el Corolario 2.2.0.1 implica que

3

4

2,2
B Tond Vs

ol

1 n
— Y E[|AMLarsem | Fi] <
Yn o P

En virtud de (2.29) y el lema de Kronecker se obtiene que
1l
Y 72 k=0
" ok=1
por lo tanto,

1 n
— D B [IAMPYan ey | Fii] 2, 0.
" k=1

y la condiciéon de Lindeberg se satisface. Entonces, el teorema central del limite para martingalas

implica que

(2.30)
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ademés, de la prueba del Teorema 2.3.2, se puede verificar el siguiente limite

1 o vn (3 — 4p)

lim ¢, = ——=, donde ¢, = .
n—00 Vv3—4p V(3 —4p)a,

Esto ultimo, con la convergencia (2.30), el Teorema de Slutsky [10], y la igualdad siguiente

hacen evidente el resultado. [ |

2.3.2. Régimen critico

Al igual que en la seccion anterior, la finalidad es obtener convergencia casi-segura, una ley del
logaritmo iterado y un teorema central de limite cuando el parametro de memoria toma el valor 3/4.
Dicho lo anterior, las técnicas usadas arriba brindan un esquema para el caso critico; en otras palabras,
seria suficiente recurrir a mutatis mutandis para obtener resultados similares a los ya mencionados.

En orden de hacer evidente dicho esquema, las demostraciones seran desarrolladas casi en su

totalidad, y el primer resultado es de convergencia casi-segura del proceso {S,}.

Teorema 2.3.5. El cociente entre S,, y \/nlogn converge a cero casi-sequramente. En simbo-
los,
S,

2.31 lim —>— =0, c.s.
(2:31) n—oo y/nlogn
Demostracion. El Teorema 1.3.1 implica que

M,

— =0, cs.

Vn

sobre el conjunto {v, = oo}. Gracias a la Proposicion 2.2.2, esta convergencia es valida sobre

todo Q. Mas atn, la identidad (2.22) asegura que

n

logn

— 0, cs.

Ahora bien, la segunda parte del mismo teorema implica la tasa de convergencia

M2
— =0 (logv,), cs.

n
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Nuevamente, haciendo uso de (2.22) se obtiene que

M2
logn

= O (logv,), cs.

Como (2.22) implica que |log (v,) — log ((7/4) log(n))| — 0, entonces

M2
logn

= O (loglogn), cs.

Por otro lado, resultados estdndar de la funcién I' garantizan la convergencia de la sucesion na?
a /4, un nimero real positivo. Luego

2
Sn

2.32
( ) nlogn

= O (loglogn), cs.

lo cual, es una consecuencia inmediata de la siguiente identidad

S2 M?
nlogn B logn

. (nai)fl .
Ahora bien, sea w € Q para el cual (2.32) es cierta. Entonces existen ny, y C,, > 0 tales que

2
~ nlogn

< C,loglogn, paracadan > n,.

Dividiendo por logn y tomando limite cuando n tiende a infinito se concluye que

Sn (w)
Vnlogn

valido para cada w € € que satisface (2.32). Ya que dicho subconjunto de 2 tiene probabilidad

— 0,

uno de ocurrencia, (2.31) es verdadera. |

e D

Corolario 2.3.5.1. La sucesion de sequndos momentos condicionales de €, converge a uno.

Esto es,
(2.33) 7}1_)1120E 2 | Fa] =1, cs
| Demostracion. Es consecuencia inmediata de (2.14). |

El Teorema 2.3.5 implica que S,/ (nlogn) converge a cero con probabilidad uno. El siguiente

resultado es un refinamiento de dicha convergencia: la cantidad S,,/ (nlogn) es pequena, pero no lo



26 CAPITULO 2. CAMINATA ALEATORIA DEL ELEFANTE

suficiente para asegurar la existencia del limite para sus sumas parciales.

r

Teorema 2.3.6. Las sumas parciales de la sucesion {(Sn/ (nlogn))’} divergen a infinito. Mis

aun,

) 1 n Sy \?
(2.34) Ji%owkg;(kbgk) =L cs

Demostracion. Una vez mas, sea f, = a2 /v,. Se afirma que tiende a cero. En efecto, la igualdad

2
a; 1 logn (nai)

Uy nlogn v,

hace evidente dicha afirmaciéon. Ahora, (2.33) y el Corolario 2.2.0.1; junto con la convergencia de

fn, implican la conclusion del Teorema 1.3.4, asf

1 M}
lim ka (—k) =1, cs.
n—oo log v, — Vi,

El limite (2.22) implica que log v, ~ loglogn. En consecuencia

1 " S\
lim ——— = =1 S.
ng%ologlognzak(l/k) 8

k=1

Ademas, es claro que
Vi 1

1
log>n  k2a} ’

por lo que el lema de Toeplitz-Silverman implica que

1 _ 4 Sk 2 V,%
Iim ———» | —) - —5—F——=-=1, cs.
n—oo log logn % b <1/k> k2at log® k

Calculos directos muestran que (2.34) es cierta, como se afirmo. |

Ahora, se establece una ley del logaritmo iterado para p = 3/4. Observe que la tasa de crecimiento

descrita en el siguiente teorema es muy inusual.
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Teorema 2.3.7. FEs vdlida la siguente ley del logaritmo iterado

. 1/2
) i =1 cs
(2.35) 0 SUp <2n log nloglog 10%”) > .

Demostracion. Basta mostrar que

(2.36) i

k=1

:Swlwgp

De la prueba del teorema anterior, se desprende que

lfm Lk? —1.
n—oo k=21log 2 k
De donde,
Zak vy <2Zk210g , para algin n; > 1.

k=n1 k=n1

Ahora, el criterio de comparacion implica que (2.36) es cierta. Por lo tanto,

1 1/2
lfm sup (—) M,=1, cs.

n—o00 2vy, loglog v,

Como M,, = a,S,, entonces

a2 1/2
limsup (| ————— S,=1, cs.
n—00 2Vn IOg 1Og Un

Sea ¢ = 7/4. El limite (2.22) implica

a2 1/2
Ii L Sp,=1, cs.
1inf£p <2€ log n log log log n) €

Finalmente, como na? converge a /,

1 1/2
1i S, =1, cs.
lflnfol.fp (2n log nlogloglog n) e
lo cual, concluye la demostracion. [

El ultimo resultado es sobre convergencia en distribuciéon. Observe que la normalidad también se
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hace presente en este caso, con el factor de escala adecuado.

r

Teorema 2.3.8. La sucesion {S,/v/nlogn} converge en distribucion a una variable normal

estandar. Mds precisamente,

Sn D

Demostracion. Del mismo modo que en el Teorema 2.3.4 se verifica que:

M)y,
(2.38) lim (M) =1, ecs.
n—oo Uy,
Por otra parte, lim v,/ log n = lim na? implica que
2, —1
lfm —nn

n—o0 (nlogn)”"

Una vez mas, el criterio de comparaciéon muestra que

(2.39) i

a través de la serie

Swlawp

22 k2 ( logk

La cual, es convergente en virutd del criterio de condensacion de Cauchy. Ya se mostro en el
Teorema 2.3.4 que (2.39) es suficiente para exhibir que la condicion de Lindeberg es satisfecha. En

consecuencia, el teorema central del limite para martingalas implica

%D./\/'(Ol)

Un
Un sencillo artifice algebraico y el Teorema de Slutsky [10] conduce a (2.37). |

Puede notarse que, tanto para el caso difusivo como para el critico, se recurre a los mismos

argumentos en las demostraciones de los teoremas respectivos; haciendo evidente un esquema de

trabajo para este proceso.
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2.3.3. Régimen stuper-difusivo

En contraste con los casos anteriores, las técnicas para obtener conclusiones sobre este régimen
tienen como base teoremas relacionados a la convergencia en LP.

El Corolario 2.2.0.1 es un excelente lugar para iniciar con el analisis asintético, de modo que, los
valores de p son p = 2 y p = 4. El primer resultado de esta indole asegura la existencia del limite
M.

r

Teorema 2.3.9. La martingala {M,} converge casi-sequramente a una variable aleatoria finita

M. Mds aiin, My, es no degenerada y esta convergencia también es vdlida en L£*.

Demostracidon. Sera suficiente mostrar que {M,, } es una martingala acotada en £?. Primero, nétese
que {M,} es acotada en L2 En efecto, la identidad

B [M;] = E[{M)a].
demuestra que el valor esperado de M? esta dominado por v,; i.e.,
E [qu] <v,, paracadan >1.
Dado que {v,} es una sucesién mondtona convergente, se cumple que

sup 5 [M,ﬂ < 00.
n>0

Por otro lado, M}, = (ax16k41 + Mk)4, de modo que,

4

(2.40) E My, | Fa] = Z (Z-)CLZHMI?_HE ek | Fi]-
i=0

Al igual que en la prueba de la Proposicion 2.2.1 se verifica que

3 Sk 2 S\’
Bleba | Al =200 -0 (-1 () ~1),
de donde se obtiene la siguiente desigualdad:
ME [, | F] <2@p—1)((2p—1)*-1).

En consecuencia,

M.E [5,?;“ | }"k] <0, paracadak > 0.
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En virtud de (2.19) y (2.40), se concluye de manera inmediata que
4
E (M, | F] < gaiﬂ + 6ap M} + M.
Tomando esperanza de ambos lados de la desigualdad se obtiene que
4
E[M;,,] —E[M]] < gaiﬂ + 6a; ,E [M}]

Al realizar la suma sobre k£ se cumple

Finalmente, notese que, para cada k € N, a; < 1y por lo tanto,

IN

E[M;] <6 (vn+v7)

6
6 (1 + ) vn,

haciendo evidente que la martingala { M, } es acotada en L£*. |

Corolario 2.3.9.1. El limite escalado de la caminata aleatoria del elefante existe casi-

sequramente. Dicha convergencia también es vdlida en L£*.

Demostracion. Por el Teorema 2.3.9, M,, — M, c.s., donde

o0

Moozg ai€r, C.S.
k=1

2p—1

Como M,, = a,,S,, y la sucesion {n**~'a, } converge a I' (2p), se obtiene que:

. Sn Moo L
nh_>n010 W T2 L, cs.,

exhibiendo, ademas, que el cambio de escala es n?’~!. Argumentos analogos son suficientes para

mostrar la convergencia en £*. |
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Note que la convergencia casi-segura de {M,,} hacia una variable aleatoria M., también queda
garantizada por la finitud del proceso creciente ad infinitum. Sin embargo, el Teorema 2.3.9 brinda
una herramienta para exhibir, de manera elemental, que la distribucién limite del proceso escalado
no es gaussiana.

La herramienta en cuestion es la capacidad de intercambiar limites por integrales, es decir,

lim E[L,]=E|lim L,

n—oo |:TL—)OO ] '
El siguiente resultado permite conocer con exactitud los primeros cuatro momentos de L, y a través
de un analisis de la asimetria (skewness) y de la curtosis, se muestra que la distribucion limite es

sub-gaussiana.

r

Teorema 2.3.10. Los primeros cuatro momentos de la variable aleatoria L son:

o 2q—1

(2.41) BlL = Trpr

1
(4p—-3)T(2(2p—1))

(2.42) E[L?] =

- 2p (29 — 1)
(2.43) B[L%] = 2p—1)(dp-3)T(3(2p—1))
o B[] - 6(8p2 —4p — 1)

(8p—5) (4p—3)’T (4 (2p — 1))

La demostracion de este teorema no es complicada, sin embargo, requiere de mucho trabajo
computacional; razéon por la cual, se omite. Puede consultarse en [4]. El método utilizado en la
prueba descansa en la manipulacion de sumas de cocientes de la funcién I' y del intercambio entre

limites y esperanza.

2p—1

La utilidad del teorema inmediato anterior es probar que S,,/n no presenta normalidad en el

limite. Para este fin, recuerde que la asimetria y la curtosis estan definidas como

- 9 - 9
o3 ot

2

respectivamente; donde p es la media y 0° es la varianza. Bajo el supuesto ¢ = 1/2, se obtiene el
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siguiente resultado.

Teorema 2.3.11. La distribucion de la variable aleatoria L es simétrica respecto a su media

y no es gaussiana. Mds precisamente,
(2.45) 1<Kk <3

lo que tmplica que es sub-gaussiana.

Demostracion. Como ¢ = 1/2, el Teorema 2.3.10 implica que

La tltima igualdad significa que la distribuciéon de L es simétrica respecto al origen. Ahora, por

la defincién de curtosis,

6 (8p® —4p— 1) (I (2(2p — 1)))°
Bp—=5T(4(2p-1))

Sencillos artifices algebraicos permiten concluir que k es decreciente como funciéon de p. Por lo

K =

tanto, una simple evaluacion de x en los extremos del intervalo (3/4,1] muestra la validez de
(2.45). n



Capitulo 3
Simulacion

El propésito de este capitulo es agrupar y representar graficamente los resultados del Capitulo 2,
de modo que su importancia sea clara. Se comparan los resultados respectivos entre cada régimen

del proceso.

3.1. Ley de los grandes niimeros

La idea general de la Ley de los grandes ntimeros es hallar dos sucesiones {a,} vy {b,} (podrian
ser aleatorias) que satisfacen:

Sn — An cs.
)
b, ’

donde {b,} es una sucesion que crece a infinito. En muchos casos, a,, = 0 para todo n € IN. Par-
ticularmente, en los regimenes difusivo y critico, se puede observar que {b,} no depende de p y q.
Mas precisamente, b, = n para cada n € IN en el primer caso, y b, = /nlogn en el altimo. A
continuacion se presentan simulaciones respectivas a los casos difusivo y critico, las cuales, ilustran

numéricamente (2.24) y (2.31).

Observe que nlogn) /n — 0, esto significa que la sucesion {b,} para el caso critico crece

Y
lentamente en comparacion con la del régimen difusivo. El resultado es sorprendente en si mismo
dada la posicion de p: en el caso critico, p es mas “grande”, por lo que se esperaria que {b,} crezca
a infinito més rapido que la del régimen difusivo. Entonces, se clarifica el valor del adjetivo “critico”

cuando p = 3/4.

33
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1.00 — p=03

— p=04
0.25 4
" 0.00 A

— p=0.6

— p=0.74
—0.50 4

[

—0.75 1

—1.00 A

0 2000 4000 6000 8000 10000
n

Figura 3.1: Cuatro trayectorias con diferentes valores de p del régimen difusivo

0 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 3.2: Cuatro trayectorias del caso critico.

En las Figuras 3.1 y 3.2 se ilustran las respectivas Leyes de los grandes ntimeros para la caminata
aleatoria de elefante, observando que en ambos casos, se da la convergencia casi-segura a cero con

cierta rapidez.

3.2. Teorema del limite central

El Teorema del central del limite es sin duda uno de los descubrimientos més importantes en las
areas de Probabilidad y Estadistica. El resultado clasico postula que la suma de variables aleatorias

independientes tiene una distribuciéon normal cuando el nimero de sumandos es muy grande. Observe
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que el teorema clasico no requiere que todos los sumandos sean idénticamente distribuidos, pero si
independientes. Sin embargo, condiciones adicionales deben ser anadidas. La propiedad principal es
la condicion de Lindeberg, la cual, intuitivamente, estipula que las fluctuaciones aleatorias se deben
a las masas concentradas en un intervalo, cuya longuitud es pequena comparada con S,, (en el caso

martingala, con M,,) [18].

Teorema del limite central con p = 3/10 Teorema del limite central con p = 0.75

-] |
0.6 0.4

0.5 4
0.3 4
0.4 4

0.3 4

0.2
0.1+
0.14

0.0+

0.0 4
-2 -1 0 1 2 -3 -2 -1 0 1 2 3

(a) Histograma (azul) del cociente Sy, /+/n. (b) Histograma (azul) del cociente S, /v/nlogn.

Figura 3.3: Ajuste de las simulaciones con la densidad normal

Nuevamente, el problema es hallar dos sucesiones {a,} y {b,}, pero con la propiedad de que la

siguente convergencia
Sn —Qp D

= N(0,1),
bn
se cumpla. En el caso de la caminata aleatoria del elefante, tanto en el caso difusivo como en el
critico, las sucesiones {a,} son cero. La sucesion respectiva al caso critico no es nueva, pues hay
ejemplos de variables independientes y con la misma distribucién que presentan la misma sucesion

normalizante {b,}, salvo constantes [17, 18§].

En las Figura 3.3 se ilustra el Teorema del limite central para los casos difusivo y critico, en ambos
casos se consideraron 1,000 trayectorias de tamano 10,000. En ellas se observa un ajuste apropiado

de las simulaciones respecto a la densidad normal correspondiente.

3.3. Ley del logaritmo iterado

La Ley del logaritmo iterado es un resultado intermedio. Se sitiia “entre” la ley de los grandes

nameros y el teorema del central del limite. Para ilustrar esto, suponga por un momento que p = 1/2:
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la ley de los grandes niimeros afirma que .S, crece lentamente en comparaciéon con n, y el teorema

del central del limite permite mostrar que [19]:

) Sh
limsup — = o0, c.s.
n—00 n
Por lo tanto, el proposito de la ley del logaritmo iterado es hallar una sucesion {b,} tal que, para
cadan € N, /n<b, <n,y que

. Sn
limsup— =1, cs.
n—oo n

En otras palabras, la ley del logaritmo iterado es un resultado que brinda informacién acerca del
crecimiento de S,, cuando n es suficientemente grande. Ya que p = 1/2, b, = y/2nloglogn, de
donde, el resultado obtiene su nombre [10]. Sorprendentemente, la misma sucesion es valida para
cada p < 3/4, salvo algunas constantes que dependen del parametro de memoria.

Ahora bien, la ley del logartimo iterado clarifica el comportamiento de S, en el caso critico,
complementando la ley de los grandes ntimeros como sigue: Si los valores de 5, son arbitrariamente

grandes, es natural pensar que la convergencia a cero sea mas lenta.

++/2nlog nlogloglogn

200 4 —— V2nloglogn L AT T

— —V2nloglogn 400 A

100 4

—200
—100
—400

—200 4 —600

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
n n

(a) p=7/10 (régimen difusivo). (b) p=3/4
Figura 3.4: Trayectorias de .S,, en los regimenes difusivo y critico
En la Figura 3.4 puede apreciarse este resultado para el caso difusivo y critico, respectivamente.

En ambos casos se consideraron 100 trayectorias de tamano 10,000. Observe que la mayoria de las

trayectorias permanece dentro del area delimitada por las sucesiones {£b,,}.



Conclusiones

Quiza, la caminata aleatoria del elefante es el proceso més natural con memoria de toda su historia.
Es un modelo fascinante que desperté interes en la literatura, y cuenta con multiples extensiones o
modificaciones. Por ejemplo, el caso donde el elefante recuerda el primer y ultimo paso [20], o bien,
donde el elefante solo tiene dos opciones: avanzar o permanecer [1]. El modelo original ya es interesante

por si mismo, y al parecer, posee la mayoria de propiedades deseables en este tipo de procesos.

Por otro lado, la teoria de martingalas luce como la més adecuacada para estudiar el proceso
en cuestion. Obsérvese, por ejemplo, que el trabajo necesario después de la correcta aplicacion de
los teoremas relativos a martingalas es algebra de limites asi como de tasas de crecimiento. Observe
que, para la martingala { M, } la sucesion {a,} es constante, por lo que también es predecible. Esto
permite que se conserve la propiedad martingala de las sumas parciales de la sucesion {g,}. De hecho,
es lo tinico que se requeire. Las referencias citadas presentan una discrepancia con los indices, pero
las conclusiones siguen siendo vélidas por lo mencionado anteriormente. Puede consultarse [29] para

més detalles.

Por otra parte, en el ano 2018, fue publicado un articulo sobre el uso de la caminata aleatoria
del elefante como una herramienta en la deteccion temprana de autismo [33|. Las consideraciones
matemaéticas en dicho trabajo son minimas, pero el proposito es reflejar sintomas del espectro autista
en un proceso que depende de la posicion del elefante. En 2019, Bercu, Chebanol y Ruch [5] utilizan
las expresiones del Teorema 2.3.10 para demostrar identidades relativas a funciones hipergeométricas,
las cuales, tienen importancia en ecuaciones diferenciales y teoria de nimeros. Erich Baur, por su
parte, senala su potencial para ser aplicada en otras areas como inteligencia artificial [1], pero no
se aborda algo en concreto, salvo la idea de que los movimientos microscopicos de particulas siguen

trayectorias dictadas por caminatas aleatorias [25].

Finalmente, como trabajo a futuro, el autor cree que es posible obtener resultados de recurrencia
y transitoriedad permaneciendo en el contexto de martingalas a tiempo discreto; lo que permite un

enfoque mas propio de la probabilidad que el de funciones de Lyapunov. En adicién, una pregunta
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interesante desde el punto de vista matemaético es conocer propiamente al proceso {R,}, donde
R, = méx Sk.
k<n

Muy recientemente, Bercu y Laulin [6] analizan el centro de masa de la caminata aleatoria del elefante
a través de martingalas multidimensionales. El centro de masa, asi como el didmetro de la envoltura
convexa de la caminata son de interés en fisica y mecéanica estadistica. Note que el diametro podria
dar informacién acerca del proceso R,,.

Cabe senalar que la caminata aleatoria del elefante no despert6 interes sino hasta 2014, como
puede observarse en la bibliografia, por lo cual, es un tema actual que sigue atrayendo a la comunidad

cientifica, en particular, a la de mecénica estadistica y fisica en general.
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