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Resumen

En esta tesis se presentan los métodos de analisis de regresidn lineal multiple y
analisis de componentes principales, su aplicacién al problema de la identificacion de
las principales variables que determinan la expansién de la frontera agricola en la region
transfronteriza entre Tabasco y Chiapas.

En el Capitulo 1 se desarrolla el método de analisis de regresion lineal maltiple y en
el Capitulo 2 el método de analisis de componentes principales. Ambos se presentan de
manera exhaustiva, con sus principales resultados y demostraciones, reuniendo la infor-
macidén necesaria para facilitar una comprension profunda y completa de los mismos que
permita identificar los supuestos necesarios para su aplicacion correcta. En el Capitulo
3 se presenta la aplicacion al analisis de la expansion de la frontera agricola en la region

transfronteriza entre Tabasco y Chiapas.
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Introduccion

Un problema grave a nivel mundial es la deforestacion, en particular la deforestacion
en la regién transfronteriza entre Tabasco y Chiapas es una de las causas de las gra-
ves inundaciones que sufre periddicamente la regién. En México una de las principales
causas de deforestacion es la expansion de la frontera agropecuaria. En este trabajo
presentamos un andlisis para determinar la influencia de diferentes posibles causas de
la expansion de la frontera agricola en la region transfronteriza entre Tabasco y Chiapas;
el andlisis de este problema motiva el uso de los métodos estadisticos de Analisis de
regresion lineal multiple y de Andlisis de componentes principales, por o que en esta
tesis se presentan de manera exhaustiva, incluyendo sus resultados y demostraciones.

Cabe mencionar que, aunque los métodos de Analisis de regresion lineal multiple
y de Andlisis de componentes principales son muy utiles y utilizados, sus resultados
completos y demostraciones no se encuentran usualmente en los libros de texto, por lo
qgue una importante aportacion de este trabajo es la inclusion de los resultados comple-
tos junto con las demostraciones que se realizaron para este propdésito, en particular,
las pruebas de razén de verosimilitud generalizadas para construir los estadisticos de
prueba de diferentes pruebas de hipétesis que se presentan para ambos métodos.

Si se tiene un conjunto de variables explicativas y una variable respuesta, para deter-
minar si la variable respuesta depende de una manera lineal de las variables explicativas,
se puede usar el analisis de regresién lineal multiple. Este analisis nos proporciona una
estimacioén de esta relacién y, ademas, bajo ciertas suposiciones se pueden hacer prue-
bas de hipétesis y predicciones.

Otro de los aspectos que interesan al analizar datos multiples es describir las princi-
pales tendencias de la variaciéon de los objetos con respecto a todas las variables medi-
das, no solo a algunas de ellas. Observar los diagramas de dispersién de los objetos con

respecto a todos los posibles pares de variables es una aproximacion tediosa, que por



lo general no aclara el problema. Sin embargo, existe un método que permite estudiar
la variabilidad de los datos a pesar de que sean multiples: el Andlisis de Componentes
Principales (ACP), que construye nuevas variables que son combinaciones lineales de
las variables originales y conservan el mayor porcentaje de la variabilidad de los datos.
Las variables construidas permiten disminuir el nUmero de variables en el analisis sin
gran pérdida de informacion, por lo cual son utilizables en otros analisis en lugar de las

variables originales. Estas nuevas variables son no correlacionadas.

El ACP se puede utilizar para eliminar la correlacién entre las variables explicativas
y posteriormente realizar un analisis de regresion con una variable respuesta y las com-

ponentes principales.

El presente trabajo estd organizado en 3 capitulos, la conclusién y 4 apéndices. El
Capitulo 1 se dedica al Analisis de regresion lineal multiple, en él se define el modelo
de regresion lineal multiple y se describe (Secciones 1.1 y 1.2); ademas se hallan esti-
maciones y conceptos basicos que se utilizan en el analisis (Secciones 1.3 y 1.4); mas
adelante se trabaja con un caso particular: el caso de la distribucién normal, para el
cual se demuestran propiedades de los estimadores, pruebas de hipétesis, se hace in-
ferencia, prediccién y se mencionan métodos de comprobacién de hipbtesis (Secciones
1.6, 1.8, 1.9, 1.10 y 1.11). Por ultimo, se proporcionan algunos métodos de eleccion de

modelos, que ayudan a elegir el mejor modelo (Seccion 1.13).

El capitulo 2 contiene el desarrollo del Analisis de componentes principales, primero
se describen algunos aspectos Utiles, posteriormente los objetivos del andlisis, luego
se hace el desarrollo del analisis para el caso poblacional para el cual se construyen las
componentes principales, se da la definicién formal de las componentes y se demuestran
algunas propiedades (Secciones 2.1, 2.2 y 2.3). Para continuar, se hace notar que los
datos con unidades de medicion no comparables o varianzas muy diferentes afectan el
analisis, por lo cual se desarrollan aspectos del andlisis aplicado a datos estandarizados
(Seccién 2.4). Como lo anterior realiz6 para el caso poblacional, se hace algo similar
para el caso muestral (Secciones 2.5 y 2.6). Una de las virtudes de este andlisis es que
se puede reducir el niumero de variables con las que se esté trabajando, por lo que se

enuncian diferentes criterios para elegir el nUmero de componentes principales, se sigue
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con algunas representaciones graficas, propiedades muestrales de las componentes,
pruebas de hipotesis y por ultimo se dan algunas aplicaciones del ACP entre las cuales
esta la de regresion multiple (Secciones 2.7, 2.8,2.9,2.10y 2.11).

En el capitulo 3 se realiza una aplicacién de los conceptos presentados en los ca-
pitulos 1 y 2 al problema de la expansién de la frontera agricola, el cual es una de las
principales causas de deforestacion en México, mediante un andlisis que pretende ver
si existe una relacion lineal entre la expansion con el crecimiento poblacional, la margi-
nacién y el subsidio de PROCAMPO, este ultimo es uno de los principales subsidios al
campo. Este analisis se realiza para tres periodos: 1993-2002; 2003-2007 y 2008-2011.

En el Apéndice A se explica el procedimiento que se llevé a cabo para la recopilacion
de informacion y la construccion de las bases de datos empleadas en el Capitulo 3.
El Apéndice B muestra algunos conceptos matematicos que se emplean a lo largo de
los capitulos 1y 2, y en el Apéndice C se enlistan diferentes definiciones y resultados
estadisticos con los cuales se desarrollan los capitulos 1y 2. Por ultimo, el Apéndice D
proporciona una lista de comandos de R con los cuales se puede efectuar el Analisis de

regresion y el ACP.






Capitulo 1

Analisis de Regresion lineal multiple

Los datos de variables multiples se presentan en todas las ramas de la ciencia. Casi
todos los datos reunidos actualmente por los investigadores se pueden clasificar como
de variables multiples. Por ejemplo, un investigador de mercados podria querer identifi-
car las caracteristicas de los individuos que le permitirian determinar si es probable que
cierta persona compre un producto especifico, o un agricultor que cultiva trigo podria
interesarse en otras caracteristicas del cultivo y no sélo en el rendimiento de algunas
variedades nuevas de trigo, también podria interesarse en la resistencia de estas varie-
dades al dafio por insectos y sequias. También, un investigador de las ciencias sociales
podria querer estudiar las relaciones entre los comportamientos en las citas de las ado-
lescentes y las actitudes de sus padres. Por ultimo, en ecologia, usualmente se observan
varios descriptores para cada objeto bajo estudio. Cada uno de estos esfuerzos esta re-
lacionado con datos de variables multiples [8].

Los métodos de regresion lineal simple son aplicables cuando se desea ajustar un
modelo lineal al relacionar el valor de una variable dependiente Y con el valor de una
sola variable independiente x. Sin embargo, hay muchos casos en los que una sola
variable independiente no es suficiente. En algunas situaciones hay varias variables in-
dependientes, x1, z9, . . ., T, relacionadas con una variable dependiente Y. Si la relacion
entre las variables dependiente e independiente es lineal, se puede usar la técnica de
regresion lineal multiple [12].

En este capitulo se hace un estudio de procedimientos inferenciales que se pueden

5



6 Analisis de Regresion lineal multiple

usar cuando una variable aleatoria Y, llamada variable dependiente, tiene una media
que es funcion de una o mas variables no aleatorias x;, z9, ..., z,, lamadas variables
independientes (en este contexto, los términos independiente y dependiente se usan
en su sentido matematico, no hay relacién con el concepto probabilistico de variables
aleatorias independientes).

El andlisis de regresion es importante cuando los valores de una variable se modi-
fican de acuerdo con los de otras que pueden ser manipuladas por nosotros; trata de
investigar la naturaleza de la relacion y construir modelos que la describan con el pro-
poésito de predecir el comportamiento de una de ellas a partir de valores de las otras,
aunque en general se puede decir que el objetivo global es hacer inferencias éptimas

sobre la variable que interesa primordialmente.

1.1. Modelos estadisticos lineales

Aun cuando se puede usar un numero infinito de funciones diferentes para mode-
lar el valor medio de la variable de respuesta Y como funciéon de una o mas variables
independientes, la atencién se centrara en un conjunto de modelos llamados modelos

estadisticos lineales [16].

Definicion 1.1. Un modelo estadistico lineal o modelo de regresion lineal multi-

ple relaciona una respuesta aleatoria Y con un conjunto de variables independientes

x1,2,...,T, delaforma:

Y:ﬁo—i—ﬂlxl—i—...—i—ﬁpmp—i—g, (11)
donde By, 31, ..., B, son parametros desconocidos; ¢ es una variable aleatoria y las
variables 1, xs, . . ., x,, toman valores conocidos. Se supondra que E(c) = 0 y por tanto:

E(Y) = ﬁo + ﬂlxl 4+ ...+ 5p$p'

Desde el punto de vista practico, € reconoce la incapacidad para dar un modelo exac-
to por naturaleza. En experimentacion repetida, Y varia alrededor de £(Y’) de un modo

aleatorio, ya que no se ha incluido en el modelo toda la gran cantidad de variables que



1.1 Modelos estadisticos lineales 7

pueden afectar a Y. Por fortuna, muchas veces el efecto neto de estas variables no
medidas y con mucha frecuencia desconocidas es hacer que Y varie de manera que
puedan ser aproximadas adecuadamente mediante una suposicion de comportamiento
aleatorio [16].

Hay algunos casos especiales del modelo de regresién lineal multiple que con fre-

cuencia se utilizan en la practica.

= Modelo de regresion lineal simple:
Este modelo relaciona la E(Y') como una funcién lineal de /3, y 51 Unicamente. El

modelo de regresion lineal simple es:

Y =80+ bz +e.

= Modelo de regresion polinomial:
En este modelo las variables independientes son potencias de una sola variable.

El modelo de regresién polinomial de grado p es:

Y:60+ﬁ1$+ﬁ2x2+“-+ﬁpxp+€' (12)

= Modelo cuadratico:
Los modelos de regresion multiple también se pueden hacer con potencias de
diversas variables. Por ejemplo, un modelo de regresion polinomial de grado 2,

también llamado modelo cuadratico, en dos variables x; y x5 esta dado por:

Y = Bo+ Biz1 + Boa + B3x179 + Bax] + Bsas + €. (1.3)

Como a una variable producto de las otras dos se llama interaccién en el modelo

cuadratico (1.3) la variable x,x5 es la interaccidén, de x; y x,.

Los modelos de regresion polinomial (1.2) y cuadratico (1.3) se consideran linea-
les, aunque contengan términos no lineales de las variables independientes. La razén
de que continten siendo modelos lineales es que son lineales en los coeficientes 3; y no

necesariamente en las variables independientes.



8 Analisis de Regresion lineal multiple

1.2. Descripcion del modelo de regresidn lineal multiple

A continuacién se describird el modelo de regresién multiple. Supongamos que se
tiene una muestra de n elementos, y para cada uno se ha medido una variable depen-
diente Y y p variables independientes x1, z, . . ., z,. El i-ésimo elemento de la muestra,
por tanto, tiene el conjunto ordenado (Y;, z;1, xi2, . . ., ;) [12]. Ahora, supongamos que

se tiene el modelo lineal dado por la Ecuacién (1.1)
Y = By + fiz1 + Boxo + ... + Bpz, + €,
en consecuencia, se puede escribir la observacién Y; como:
Y = Bo + Bz + Batio + ... + BpTip + €5,

donde z;; es el valor de la j-ésima variable independiente para la i-ésima observacion,

i=1,2,...,n[16].

Se definen las siguientes matricescon z;p = 1,1 =1,2,... n:
-YI- _3710 11 Tiz - Jilp- -60- _51-
Y = Y, X = Too T21 Tg2 - Ty ’ @ _ b1 o= €2
_Yn_ | Tn0 Tni Tnz cc Tp) _ﬂp_ & |

Entonces, las n ecuaciones que representan Y; como funcién de las x, las S y las ¢

se pueden escribir simultdneamente como:

Y =XB+e (1.4)

1.3. Estimacion de los coeficientes

En cualquier modelo de regresion multiple, los estimadores para Sy, 31, ..., 8, que
se denotaran con f, 31,. . .,5, respectivamente, se calculan por medio de minimos cua-
drados o usando maxima verosimilitud si se asume alguna distribucion para . Consi-
derando 3 = (5, 51, .., /3,)', se tiene que las ecuaciones de minimos cuadrados y las

soluciones presentadas en notacion matricial son las siguientes:
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Teorema 1.2. Las ecuaciones de minimos cuadrados conocidas como ecuaciones nor-
males son (X' X ) = X'Y, y sus soluciones para un modelo de regresion lineal multiple

song = (X'X)"'X'Y, si X'X es no singular.

Demostracion. Los estimadores de minimos cuadrados son los valores de [y, 51,

..., By, los cuales minimizan la suma de cuadrados de los errores:

Yier = i Yi=(Bo+ Pz + ...+ Bpry))?
= Y -XB)¥ -Xp)
— Y'Y -Y'XB- XY + BX'XB.

Ademas, X’lannX(pH)@(pH)Xl y é/lx(p—i-l)XéP“‘l)X”XnXl son escalares, por lo tanto
son iguales. Luego:
9(B) = Z e =YY —28X'Y + B X'Xp. (1.5)
=1
Derivando respecto a 3 se tiene que:
g () = —2X'Y +2X'Xj (1.6)

e igualando a 0, se obtiene —2X'Y + 2X'X 3 = 0 o equivalentemente:
X'XB=XY.

Este conjunto de ecuaciones se conoce como ecuaciones normales, consisten en

p + 1 ecuaciones con p + 1 incognitas, y se pueden presentar dos casos:

= Algunas ecuaciones dependen de otras, asi que hay menos de p + 1 ecuaciones
independientes con p + 1 incognitas, luego X’ X es singular, por lo tanto (X'X)~!
no existe. Entonces el modelo debe ser expresado en términos de menos para-
metros o bien, adicionalmente, se deben dar o asumir otras restricciones en los

parametros.

= Silas p + 1 ecuaciones normales son independientes, X’X es no singular y su

inversa existe. Entonces § = (X'X)'X'Y.
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Derivando nuevamente la funcién dada en (1.5) con respecto a 3, se tiene g" () =
2X'X, que se define positiva para toda (3, pues (2X'X)" = 2X'X y dado w € R**' —{0},
se cumple que w'(2X' X)w = 2(Xw)'(Xw) > 0.

Por lo tanto E = (BAO, B, ... ,BAP)’ = (X'X)~'X'Y minimiza la suma de los cuadrados

residuales. H

Los estimadores por minimos cuadrados permiten dar las siguientes definiciones y

resultados:

Definicion 1.3. La ecuacionY = [y + Six1 +. ..+ B,x, se llama ecuacion de minimos

cuadrados o ecuacion de regresion ajustada.

Definicion 1.4. Se define Y; como la coordenada Y de la ecuacion de minimos cuadra-
dos correspondiente a los valores de x;1, . .., x;y, (Yi = Bo+ Brxa + ...+ Bpzip). Ademas,

se tiene quez = ()71,?2, o ,17”)’ = X@.

-~

Definicidon 1.5. Los residuos representan las cantidades ¢; = Y; — Y;, que constituyen
las diferencias entre los valores observados Y y los valores estimados Y que proporciona
la ecuacién de minimos cuadrados. El vector de los residuos de minimos cuadrados es

e=(er,60,...,6) =Y Y =Y — XJ.

Teorema 1.6. Bajo las condiciones del modelo de regresion lineal multiple, el vector de

los residuos de minimos cuadrados cumple que X'e = 0.

Demostracion. X' = X'(Y — X5) = X'Y — X'X(X'X)"'X'Y =
XY -X'Y =0. O

Corolario 1.7. La suma de los residuos es cero.

Demostracion. Como la primera columna de X esta formada por I'sy X’e = 0, se
sigue que:
I8 e i1 €
(X™)'e

—
>
*
~
—
>
*
~~
I

De forma que >, ¢; = 0. O
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1.4. Suma de cuadrados

Gran parte del andlisis en la regresién multiple se basa en tres cantidades fundamen-

tales, que se definen a continuacion.

Definicion 1.8 (Suma de los cuadrados). En el modelo de regresion lineal multiple se

definen las siguientes sumas de cuadrados:

» Suma de los cuadrados de la regresién: SCR = >, (ﬁ —Y)?
» Suma de los cuadrados del error: SCE = %" | (V; — 2—)2

= Suma total de cuadrados de las desviaciones: STC = > (V; — Y )2

Teorema 1.9. Las sumas de cuadrados que se definen para el modelo de regresion

lineal multiple cumplen las siguientes igualdades:
) SCR=Y'MY —nY" =Y'(M — J)Y

i) SCE=Y'(I—M)Y

i) STC =Y'Y —nY =Y'(I - J)Y

donde M = X(X'X)'X'yJ=n"111".

Demostracion. Como Y = n~'Y’1, donde 1 es un vector columna de n unos, se
sigue que Y- =YY = n~'Y'n"'11'Y = n~'Y'JY. Dado que S e = 0, se tiene
que Y 1, Y, = Yo Yi—e) =301, =3 &= Y. Ahora se calculard SCR,
SCFE y por ultimo STC.

SCR = Y, (2—7)2=X2—272?:12+n7

- X X(X' X)‘lX’X(X X)7IXY — oY 0y
= Y'X(X'X)IX'Y —nY =Y'MY —Y'JY =Y'(M — J)Y

SCE = Y, (Yi-Y)?=(Y - 2)
( -
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STC = Y, (i-Y)P=YY -2V Y Yi+nY
— Y'Y -V 4V =YY — ¥V =Y/(I - J)Y.
O

Corolario 1.10. Las sumas de cuadrados que se definen para el modelo de regresion
lineal multiple cumplen STC = SCR + SCE, esta ecuacion se llama identidad del

analisis de la varianza.

1.5. Supuestos para los errores en modelos lineales

El andlisis se restringira al caso mas simple, en el cual se satisface que los errores
€1, €9, ..., €, SON variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas en
forma normal con media cero y varianza o2. Simbdlicamente esto puede escribirse como

g; ~ 1dN(0,0%),i=1,2,...,n. Este supuesto implica los siguientes resultados:

Teorema 1.11. Las Y, son variables aleatorias independientes, y cada Y; tiene una dis-
tribucion normal con media 11; = By + Bixia + -+ + Byxip y varianza o? = o, es decir,

Y; ~ N(@O + B1$i1 +- ﬁpxipa 02)-

Demostracion. Como fy + Bz + -+ + B,2;, €s una constante y ¢, ~ N(0,0?),
entonces Y; = By + Sixi + - - 4 Bpip + € ~ N(Bo + 1z + - + Bpip, 0%). Como &4,

€9, ..., €, SON independientes, se sigue que Y7, Ys, ..., Y, son independientes. O

Cada coeficiente [3; representa el cambio en la media de Y; relacionado con un au-
mento de una unidad en el valor de x;, cuando las otras variables x se mantienen cons-
tantes.

El siguiente lema proporciona la funcién de verosimilitud (que se denotara por L(pa-

rdmetros; muestra)) de Y1, ..., Y, bajo los supuestos dados.

Lema 1.12. Cuando &; ~ iidN(0,0%), i = 1,2,...,n, la funcién de verosimilitud de
_ . _ 1 " — ?_1 i — 1‘2 202 . _ . _

Y = (Yi,...,Y.) es L(b;y) = (0 %) e~ L mn /27y (9 y) = In(L(6;y)) =

—nln(v2r) —nln(o) = 3L, (yi — p)*/20°.
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Demostracion. La funcién de verosimilitud de Y = (Y3,...,Y,) es:
L(Q; y) = H?:l \1/276_(312'_/%)2/20'7;2 _ H;lzl \156_(%_“1')2/2"2
= ( 12 )n e~ 2zt (Wi—mi)?/207%

Por lo tanto

1(0; g) = In ((0\}5) e~ iz (yi—#i)2/2g2>
= —nin(V2r) —nin(o) — Y0 (yi — wi)?/20?
O

A continuacién se enuncia el teorema que proporciona los estimadores de maxima

verosimilitud de los parametros 3y o2

Teorema 1.13. Sie; ~ #dN(0,0%), i = 1,2,...,n, los estimadores de maxima vero-
similitud de los parametros 3 y o? son E = (X'X)"'X'Y (los estimadores de minimos
cuadrados) y o> = n~'SCE, asi, el valor maximo de L(0;y) en © = R x R, es:

Demostracion. En la regresion lineal multiple se desconoce el parametro 6 = (5, f1,
.., By, 0%, luego el espacio paramétrico es © = RP*1 x R, Asi, si 0 = (8o, 81, , By

0?)" € 9, usando el Lema 1.12 se tiene que:

(0:y) = —nin(V2r) —nin(o) = 3L, (yi — mi)*/20°
= —nln(v21) - nin((02)"/2) - (Y — XB)'(Y — XB)/20°
= —nin(v2r) —nin(c?)/2 — Y'Y - 28'X'Y + B'X'XB) /202,

cuyas derivadas parciales con respecto a 3 = (5o, 1, -+, 5p)" y 0° son:
81;%&) — _<_X/X + X’X@)/Uz
aGy) _ n, Y2 X'Y4EX'X)
o2 - 202 2(02)2
_ —ne’+(Y-XB) (Y -XPB)
- 2(c2)2

Al igualar a cero cada una de las expresiones anteriores, se tiene:

XY -XXB=0 & X'XB=XY
—no® + (Y~ XBY(Y. ~ XB) =0 & o*=n'(¥ - XB)(¥ - Xp)
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La primera ecuacion matricial es igual a las ecuaciones normales que se enun-
cian en el Teorema 1.2, por lo tanto (5o, f1,...,5,) = E = (X'X)' XY yo? =
Tty (Y — (B\O + 515172'1 + 1t B;Iip))Q =n"1SCE.

A continuacion se muestra que el punto critico obtenido anteriormente determina un
maximo de la funcién de verosimilitud. Esto es, la matriz que contiene las segundas

derivadas parciales es:

_X'X _X/X;;X/Xé
H(B,0*) = &
-X'Y+X'XB o, Y -XB)(Y-Xp)
o2 202 (02)2

Al evaluar #(3,0%) en 3 = Ey 0? =n"'SCFE, se tiene:

H(B,n ' SCE)

—X'Y+X'XB
/ — =
-X'X n-1SCE
_ n
— SCE
~X'Y+X'Xf n (Y-XB) (Y- XB)
n-1SCE 2n—1SCE =~ (n 1SCE)?
B , - X'Y+X'Y
—X'X n—1SCE
_ n
— SCE
- X'Y+X'Y n®>  n?’SCE
| n-1SCE 2SCE ~ (SCE)?
_X'X ok XX 0
. n —_ __n
0 _n? _ 2n? 0 _n?_
_— 2SCE = 2SCE = 25CE

Se observa que —SCE(3,n"'SCE) = —5CE3((3,n~'SCE)', ademas que X'X
es definida positiva (pues (X'X) = X'X y dado w € R — {0}, se cumple que
(X' X)w = (Xw)(Xw) > 0)y % > 0, luego —%’H@,n”SCE) es definida
positiva. Por lo tanto ”H,@, n~1SCFE) es definida negativa.

Como ”H,@, n~'SCE) es definida negativa, se tiene que 3 = E y 02 = n"1SCE
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maximizan L(6;y) en ©. Ademas, se tiene que:

méxyea{L(6:y)} = L (BB, Bun ' SCEsy)
_ < 1SC B /—QW)*” o= iy (i S0_g Bji)? /24 SCE

/2 _ /2 _
= (27rST'LCE)n e mSCERICE = (27r§CE)n e /2

1.6. Propiedades de los estimadores de minimos cua-

drados

Antes de enunciar las propiedades de los estimadores de minimos cuadrados, se

mencionardn algunas definiciones y propiedades (Véase [11]).

Definicion 1.14. E/ vector (X ) = i es llamado la esperanza o la media poblacional
del vector aleatorio X ., con funcién de densidad de probabilidad f(z), donde p; =

Definicion 1.15. La matriz E((X — pu)(X —p)") = ¥ = Var(X) es llamada la matriz de

covarianza de X, también conocida como la matriz de varianza-covarianza o matriz

de dispersion.

Definicion 1.16. Se puede definir la covarianza entre dos vectores, X,,., yY ., dada
por la matriz de tamafio p x q como sigue Cov(X,Y) = E((X — u)(Y — v)') donde
E(X)=pyE(Y)=r.

Definicion 1.17. X tiene una distribuciéon normal p—variada si y sélo si a’ X es normal

univariada para todo p— vector a fijo.

Para permitir el caso a = 0, se considera a la constante como forma degenerada de
la distribucién normal.
A continuacion se mencionan algunas propiedades de la media poblacional y la co-

varianza.
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Teorema 1.18. Sean X ., Y ., vectores aleatorios con media E(X) = i, E(Y) =v y

matriz de covarianza Var(X) = ¥ = (0;;); ademas, sean A, Byxp, Cexps Daxqs @15y

b,x1 Y C,x1 Matrices constantes

i) La media poblacional poseé la propiedad de linealidad: E(AX +b) = AE(X) +b

) E(AX ) = AE(X)a
i) B(X'BX) = E(X')BE(X) + tr(BVar(X))

v) 0 = Cov(X;, X;), i # j you = Var(X;)

W E=EXX)—pp

W) Var(AX) = AVar(X)A'

i) Var(X + ¢) = Var(X)

vii) El elemento (i, j) de la matriz Cov(X,Y) es igual a Cov(X;,Y;)
x) Cov(CX,DY) = CCou(X,Y)D'

9 Cov(X +¢,Y +b) = Cov(X,Y)

Demostracion. Sélo se hara la prueba de la propiedad iii)

El elemento (1, j) de la matriz (X'B);«, es el producto punto de X’ con la columna

j de B, es decir, >0, Xib;. Luego ((X'B)X)ix; esigual a 37 (327, Xibi)(X;)).

Entonces,
E(X'BX) = B (27 Xiby)(X;))) = BT 227 (Xibi; X;))
= D1 i B XaX5)) =370, D00 b E(XGX;)).

Ahora, como E(X;X;) = Cov(X;, X;) + E(X;)E(X;), se tiene que:

E(X'BX) =375y 22 (bi(Cov(Xi, Xj) + E(X) E(X;)))

=201 2 i (biiCov(Xy, X)) + 325, 20 (b E(XG) E(X;))
= > (O (0Cou( Xy, X)) + 320 (021 E(Xi)biy) E(X;)).

]:1 1=

El elemento (7,1) de la matriz 3B es el producto punto de la fila 7 de X con la co-

lumna [ de B, es decir, Y % (Cov(X;, X;)by) = > 5 (buCov(X;, X;)). Luego > 7 (b;;
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Couv(X;, X;)) es el elemento (j,j) de la matriz X B. Por lo tanto el primer término de la
ultima expresion es la suma de los elementos de la diagonal de ¥XB, es decir, la traza
de esa matriz. Andlogamente, como se calculd X'BX = Y70 (-1, Xibi)(X;)), se

puede obtener E(X')BE(X) =>"_(>h_, E(X;)b;;)E(X;)). Por lo tanto:

E(X'BX) = Tr(£B) + E(X')BE(X) = E(X)BE(X) + Tr(BE).
]

Teorema 1.19. Sien el modelo de regresidn lineal miltiple ¢; ~ iidN(0,02),1=1,2,...,
n, entonces el vector aleatorio Y = X3 +¢ ~ Ny(py,Xy) conpuy = E(Y) = XB y
Yy =Var(Y) = 0?Lxn.

Demostracion. Sea a,,,; un vector constante, luego 'Y = >"}_ (a;Y)) es una com-
binacion lineal de variables con distribucién normal, por lo tanto se distribuye normal-
mente. Luego Y tiene una distribucion normal n-variada.

Usando la propiedad 1) del Teorema 1.18 y la suposicién de los errores E(g;) = 0,
i=1,...,n,setiene E(Y) = E(Xf+¢) = X[+ E(g) = Xp.

Usando la propiedad 1v) del Teorema 1.18, ademés de que Y; y Y}, i # j, son variables

aleatorias independientes.

Var(Yy) Cov(Yy,Ys) -+ Cov(Yy,Y,) o> 0 -+ 0

- Cov(Y1,Ys) Var(Yz) -+ Cov(YaY,) 0 o2 -+ 0
Y = . . . . -

Cov(Y1,Y,) Cov(Ysy,Y,) ---  Var(Y,) o 0 --- o2

En seguida se enuncian 3 teoremas que se usaran mas adelante.

Teorema 1.20. Sea Y, ., un vector aleatorio con distribucion N,(u, I). Si se define U

porU =Y'Y, entonces U tiene f.d.p. dada por:

fo%e) e~ A\ w(nt2i—-2)/2p—u/2
() (s) s

0 parau < 0,

fo(u;n, \) = (1.7)

donde \ = %E/E (por tanto X\ > 0), y se define ) =1 cuando A = 0, j = 0.
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La demostracion se puede ver en [7], pags. 125-126.

La distribucién definida por la f.d.p. dada en (1.7) es llamada la distribucion chi-
cuadrada no central. La cantidad n (un entero positivo) representa los grados de libertad
y A es llamado el parametro de no centralidad. Se usara el simbolo X%TL;)\) para denotar
la f.d.p. Claramente A = 0 si y s6lo si © = 0 y en ese caso la f.d.p. se simplifica a la
chi-cuadrada “central”, en cuyo caso se denotara como X%n)'

La demostracion de los siguientes teoremas puede verse en [7], pags. 135-139:

Teorema 1.21. Sea Y., un vector aleatorio con distribucion N, (u,Y), donde X tiene
rango n. La forma cuadratica U = Y'AY tiene distribucion X?p; ) donde \ = % H/AH Siy

sélo si alguna de las siguientes condiciones se cumple:

i) AY es una matriz idempotente de rango p.

i) XA es una matriz idempotente de rango p.

i) X es una inversa condicional de A (AXA = A) y A tiene rango p.

Teorema 1.22. Sea Y, ., un vector aleatorio con distribucion N, (i1, 1) y sea By, una

matriz. El vector BY .., es independiente de la forma cuadréaticaY'AY si BA = 0.

Teorema 1.23. Sea Y., un vector aleatorio con distribucion N, (u,Y), donde X tiene
rangon. Si AX.B = 0, entonces las formas cuadraticas Y'AY yY'BY son independien-

tes.

Las propiedades de los estimadores de minimos cuadrados se enuncian en el si-

guiente teorema.

Teorema 1.24. Los estimadores de minimos cuadrados en la regresion lineal multiple

cumplen lo siguiente:

~

) E(p) =p.

-~

i) Yig = CO’U(E, ) =o*(X' X)L

SCE
n—(p+1)"

i) Un estimador insesgado de o* es 5% =

Si ademas, las e; ~ 1idN(0,0%),i=1,2,...,n:
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iv) Cada B\Z esta distribuida normalmente.

v) La variable aleatoria (”_(’+1))52 tiene una distribucion x? conn — (p + 1) grados de

libertad.
vi) Los estadisticos S? y E son independientes.
Demostracion.

1) E(@ = B(X'X)7'XY) = (X'X)"'X'E(Y) = (X’X)_lX’Xﬁ = B.

) Usando la propiedad v) del Teorema 1.18, se tiene:

%5 = B(BB) - pas = B(X'X) XY YX(X'X) )~ 5 8

— (XX)IXEY Y)X(X'X) - 3.

@)

De la propiedad v) del Teorema 1.18 también se tiene: E(Y. Y') = Xy + p i, =
0%l + (XB)(XB)'. Luego,

Sy = (XX) X (0 e + (XXX (X'X) = 3§
= 2(X'X)'X'X(X' X))+ (X'X)~ 1X’XﬁﬁXX( X)_l—ﬁﬁ/
= PN +EE -8

— 0.2(X/X)—1

@)
|

Esta igualdad es equivalente a:

» Var (@) = O'ZA_ = ¢;0?%, donde ¢; es el elemento en la fila ¢ y columna i de
(Xx)7!

= Cov <ﬁAz, BAJ) = ¢;;02, donde ¢;; es el elemento en la fila i y columna j de (X'X)™!
m) Usando la propiedad 1) del Teorema 1.18, se tiene:

E(SCE) = E(Y/(I - X(X'X)"'X")Y)
EYNI - X(X'X)"' X)EY) +tr((I - X(X'X)"' X" )Var(Y))
EY ,)(Xﬁ X(X'X)~ 1X/X,6) + 02tr(Lyn — X (X' X)71XY)
= EY ’)(Xﬁ Xﬁ)—i—a (tr(Lyxn) — tr(X (X' X)71X"))
=0’(n — tr((X'X)"'X'X)) = 0*(n — tr(Lps1)xpr1))
=o*(n—(p+1)),
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de donde

E<SQ>:E< SCE ) E(SCE) _ ,

n—(p+1)) n-@p+1) °
v) Como E = (X'X)"'X'Y, ,@ es el producto punto de la fila 7 de la matriz de

elementos de valor real (X'X)~1X/ conY, ., esdecir, B; = > 51 di;Y;, donde d;;

(p+1)xn
es el elemento (i, 7) de la matriz (X' X)~' X', entonces f3; es una combinacion lineal de

variables aleatorias normales, por lo tanto 3; esta distribuida normalmente.

v) Nétese que se cumple la siguiente igualdad:

(n—(p+1)5* (n—-(p+1) SCE .
o2 = 72 ) SCE/o* =Y'AY, (1.8)

donde A = (¢*)7}(1 — X(X'X)'X').

A continuacién se vera que:

AZY = (02>71(In><n - X<X/X)71X/)021n><n = Inxn — X(X/X>71X/

es una matriz idempotente,

([nxn - X(X,X)_IX/>2

= Lsn(Inxen — X (X' X)X — X(X' X)X (L — X (X'X) LX)

=Lnyn — X(X'X)7IX — X(X'X)' X'+ X(X'X)'X'X(X' X)X

= Lin —2X(X'X) ' X'+ X(X'X)' X' = [, — X(X'X)1 X,

por el Teorema B.3 se sigue que:
rang(A) = tr(A) =tr(Lix, — X(X'X)1X")
= n—tr(X(X'X)'X)=n—tr(X'X)'1X'X)
= n—tr(lprixps) =n—(p+1).
Del Teorema 1.19 se tiene que Y ~ Nn(Xﬁ, 0?I,xn), usando el Teorema 1.21 se

sigue que la forma cuadratica SCE /o? = Y'AY esta distribuida como X?

n—(p+1),))> donde

A= 27HXPY (0% (Tnxn — X(X'X) ' X)X
= (20%)71(XB)(XB — Xp) =0.

2 2
Por lo tanto SCE/0* ~ X{,,_(y41))-
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vi) Como Y ~ N,(X3,0%I), entonces, Y /o ~ N, (07" X3, ) de la Ecuacién (1.8) se
sigue que S? = (Y /o) A(Y /o), con A =0o*(n— (p+ 1)) (I — X(X'X)"1X’); por otro
lado, Ez BY con B = (X'X)"'X". Pero,

BA = (X'X)'X'¢*(n—(p+1)'(I - X(X'X)1X")
= o*(n—(p+1) " (X'X)TX'(] - X(X'X)7'X')
= *(n—(p+1)) " ((X'X)X = (X'X)"'X)
= Op+1)xn

y por el Teorema 1.22 se sigue que S?y Eson independientes. 0

Los siguientes corolarios son consecuencias del Teorema 1.24.

Corolario 1.25. La distribucion del i-ésimo estimador de minimos cuadrados @ es N(f;,

0[2;,), donde 0% = c;;0% y c;; es el elemento ii-ésimo de la matriz (X' X)™1,i=0,1,...,p.
Demostracion. El resultado se sigue de 1), 11) y v) del Teorema 1.24. 0
Corolario 1.26. YV, = 3o+ Brzi + ... + @,xi,,, ©=1,...,n tiene una distribucion normal.

Demostracion. Y; es una variable aleatoria normal, ya que es una combinacion lineal

de variables aleatorias normales, por el Corolario 1.25. 0

El estimador insesgado de la varianza 0/2; de cada coeficiente de minimos cuadrados

i

B es 8% = ¢;;5%, donde c¢;; es el elemento en la fila i y columna i de (X'X)~!

Corolario 1.27. Cuandoe; ~ 1idN(0,0%),i = 1,2,...,n en el modelo de regresion lineal

mdltiple, la cantidad % tiene una distribucion t de Student conn — (p + 1) grados de
libertad, esto es: @3;;1' ~ o (pr1)-

[

Demostracion.

B\ifﬁi i 7 ﬁz Bi
52 Bi — o — Bo- — Vi
Uﬁi G2 \/Cz‘i52 \/ 1 (n—(p+1))S2
i o2 (D) o2
Bi=Bi (n=(p+1))$? 2 : i i
Como 722 ~ N(0,1) y ==757= ~ X{,_(+1)) ademas son independientes dado

que ﬁi y S? son independientes, siguiéndose que @ ~ by (pt1)- 0
B

i



22 Analisis de Regresion lineal multiple

Con esta variable aleatoria pivotal se calculan los intervalos de confianza y bajo H,

se utiliza como un estadistico para realizar pruebas de hipétesis sobre los valores de j;.

1.7. Coeficiente de determinacion

Un estadistico de la bondad del ajuste representa una cantidad que mide qué tan
bien un modelo explica un conjunto especifico de datos.

Tanto la recta de minimos cuadrados como la recta Y = Y se pueden usar para pro-
nosticar. Cuando se utiliza Y = Y, los errores de prediccién son Y; — Y, y la suma de los
errores pronosticados al cuadrado serd > | (Y; — Y)2. Si se utiliza la recta de minimos
cuadrados, el error pronosticado sera Y; — }AQ y la suma de los errores pronosticados al
cuadradoes )", (Y; — Y;)2. La fuerza de la relacion lineal se mide al calcular la reduc-
cion obtenida en la suma de los errores pronosticados al cuadrado con }A/Z en lugar de Y,
esto es, la diferencia 3", (¥; — Y)2 — 327, (Y; — Y;)2. Cuanto mayor sea la diferencia,
mas fuerte serd la agrupacién de puntos alrededor de la recta de minimos cuadrados.
Porlo tanto, Y1, (V; —Y)2 = > (V; — Y;)? puede usarse como un estadistico de la
bondad de ajuste.

Sin embargo, existe un problema al utilizar

SNV -V)2-) (Vi -1)?

i=1 =1

como un estadistico de la bondad del ajuste. Esta cantidad tiene unidades cuadradas de
Y. No se podria usar este estadistico para comparar la bondad del ajuste de dos modelos
que ajusten diferentes conjuntos de datos, puesto que las unidades serian diferentes. Se
necesita utilizar un estadistico de la bondad del ajuste que sea un namero puro para
que se pueda medir la bondad del ajuste en una escala absoluta. Considerando esta

situacién, se da la siguiente definicion.

Definicidon 1.28. E/ estadistico de bondad del ajuste en la regresion multiple representa
una cantidad que se denota mediante R?, denominado coeficiente de determinacion.

Este es:

R i (Vi = V)P =5, (Vi - Y,)? _STC - SCE _ SCR
S (Yi—-Y)? STC STC"
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El coeficiente de determinacién es la reduccion obtenida en la suma de los errores
pronosticados al cuadrado al utilizar 17; en lugar Y, expresado como una fraccion de la
suma de los errores pronosticados al cuadrado > ;| (V; — Y)?, obtenidos al usar Y.

Puesto que la suma total de cuadrados de las desviaciones (STC =Y. | (Y; —Y)?)
es exactamente la varianza muestral de los Y; sin dividir entre n — 1, la cantidad ST'C
proporciona una medida de la variacion total entre los valores Y, pasando por alto las
x1, T2, ..., Tp. D& manera alternativa, la SC'E mide la variacion en los valores Y que

permanecen sin explicacion después de usar las z;, 2, ..., x, para ajustar el modelo

SCE

de regresion lineal maltiple. Entonces, 275

da la proporcion de la variacién total en las
Y; que no explica el modelo de regresion lineal. Asi, R? = 1 — :Z(T’Y—g se puede interpretar
como la proporcion de la variacion total en las Y;, explicada por las covariables x1, x,, . . .,
x, en un modelo de regresion lineal multiple o proporcion de la varianza en'Y explicada
por la regresion.

Como 0 < £¢8 = R? =1 — 228 < 1. Si el modelo de regresion lineal multiple se
ajusta bien a los datos, las diferencias entre los valores observados y los pronosticados
son pequenas, lo cual lleva a un valor pequefio para la SC'E, por lo que el R? es cercano
a 1. De igual manera, si el modelo de regresiéon se ajusta mal, la SC'E sera grande, en

este caso el R? es cercano a 0.

1.8. Prueba de hipodtesis

En la regresién lineal simple casi siempre se prueba la hipétesis nula 5, = 0; si ésta
no se rechaza, el modelo lineal no sera util. La hipétesis nula analoga en la regresién
maltiplees: Hy : f1 = B2 = --- = B, = 0, ésta es una hipotesis muy fuerte, establece que
ninguna de las variables independientes tiene relacion lineal con la variable dependiente.
En la practica, los datos por lo general proporcionan evidencia suficiente para rechazar
esta hipotesis. A continuacion se construye la prueba de razén de verosimilitudes para
contrastar el juego de hipétesis Hy : 31 = 2 = ... = 3, = 0vs H; : Al menos un 3; # 0.
Por lo que se analiza la funcién de verosimilitud y los puntos donde alcanza su maximo

dependiendo del espacio donde ésta esté definida.
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Teorema 1.29. E/ estadistico de prueba para la hipdtesis Hy : 31 = 3o = -+ = 3, =0

es:
SCR/p

F=semim—p=1)

y su distribucion nula (bajo la hipotesis nula) es I, ,_,+1). (Obsérvese que el denomina-

dor del estadistico I es S?, un estimador de o?).

Demostracion. En la regresion lineal multiple se desconoce el parametro 6 = (3, (1,

.+, By, c*), luego el espacio paramétrico es O = RP! x R,. Considérese la hipotesis

Hy: 0 € 0y = {(Bo,B1,--,Bp,0%) € ©| B = ... =3, = 0} en contraste con la
hipétesis H, : 0 € ©, = © — ©,; Hy y H, son hipbtesis compuestas.

A continuacion se obtiene la prueba de razén de verosimilitudes generalizada, para
lo cual, en principio, se obtendran los estimadores de M. V. restringidos al subconjunto
determinado en la hipotesis nula.

Sea 0, = (8,0,---,0,02) € ©,; usando el Lema 1.12 se tiene que 1(0p;y) =
—nin(v/27) — nin((0?)Y/?) — 37" (y; — Bo)? /202, cuyas parciales con respecto a 3, y

o? son:

ol(0gsy) n
8/;)0g = Y (Wi —Bo)/o?

oBosy) _L+Zf;1(yr50)2 _ —na? 430 (yi—Bo)?
o2 - 202 2(c2)2 o 2(02)?

Al igualar estas derivadas parciales a cero, se tiene que:

Yoy (Yi = Bo) =0 & fo=ntY 0 ui=T

—no? + 370 (Y — B)? =0 & o =n"" 30, (v — o)’
& ot=n'30 (v —7)°
& o2 =n"1STC.

La matriz que contiene las segundas derivadas parciales es:

2iz1 (¥i—Po)

o2

7_[(507 02) = _LQ
Yy wi—Bo) iy (yi—Bo)? n

o? (02)? 202

Al evaluar H (3o, 0?%) en (y,n"'STC), se obtiene:
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o S0 (D)
n=1STC
77 n—1 _ n
S Wiy Yy Wi=m)? n
L n—1STC (n=18TC)? 2n=1STC
n 0 n 0
— __n . __n
- STC - 8STC
0 n?STC _  n? 0 n?
STC? 25TC 25TC

Comon > 0y el Det (—n 'STCH (y,n'STC)) > 0, entonces “la matriz de las se-
gundas derivadas evaluadas en 7 y n~1STC” se define negativa. Asi que (7,0, ...,0,

n~'STC) maximiza alaf.v. L(6;y) en ©,. Ademas se tiene que:

méxQeQO{L(Q; y)} = L#0,...,0, n_lSTC;g)

- ( 5 )n/Qe_"Z?:l(yi—y)Q/stc

27w STC
_ n_\"?2 _nSTC/2STC _ n_ \"2 _—n/2
= ( 275TC ) € = ( 275TC ) € :

Por el Teorema 1.13, se tiene que bajo O, los estimadores de maxima verosimilitud
de los parametros 3y o? son E = (X’X)7'X'Y (los estimadores de minimos cuadra-
dos) y 02 = n~1SCE, de forma que la razoén de verosimilitudes, usando los resultados

anteriores, es:

maxyes {L0:Y)}  (mig) e ? (STC)"/2

Y= max, LGy} (=2-)7 2 \SCE

2rSCE

La prueba que es la méas potente de tamafo a (« € [0, 1]) es igual a 1 si y sélo si

(STC)_”/Q <k & STC > ko

SCE SCE &
n—(p+1) (STC _ SCE n—(p+1)
< 1107 (SCE - SCE) 2 i (k2 —1)
SCR/p
S 5By 2 R

Por lo tanto la funcién de prueba es:

( SCR/p e

L, sl sem/m-ry 2

: SCR/p
0 Sl seE iy <K
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donde k es tal que
Eo {6(Y)} = /¢ ) Fy (9 80)dy =

donde v es el soporte del vector aleatorio Y. Como

Eo {6(Y)} = P(6(Y) = 1] 6,) = P( SOR/p >k|eo),

SCE/(n—(p+1)) ~

lo siguiente es encontrar la distribucion de ﬁ% bajo H,.
De la Definicién 1.8 se tiene que SCR/0? = Y'AY ,donde A = (0?)~! (X (X'X)71X'—

n~'11"). Ademas se tiene que

AYy = (@) X (X' X)X —n 1) 0P Ln = (X (X' X)X — 0711

es una matriz idempotente. Un caso mas general se puede consultar en [7], pags. 185-
191, que en la notacién de la referencia se tiene X~ = (X'X)™'X’, B = XG~, B~ =
(B'B)"'B', G~ =G'(GG")™!

010 -0
001 -0

prp+1 = 1. . . . . yGlxp+1 = (1,0,0,"‘ 70)
00¢0 -1

Por el Teorema B.3 se sigue que:

rang(AYy) = tr(AMy) =tr(X(X'X) X’ —n~111)
r(X(X'X)7'X') — tr(n=111)
= tr(X’X)7'X'X) — n~ltr(11)

I
~

= tr(Lppixpr1) —n7'n

= p+1-1
Bajo H,, por el Teorema 1.19 se tiene que ¥ ~ N, (XBO, Ixn), donde By =

(Bo,0,...,0). Usando el Teorema 1.21, se tiene que la forma cuadratica SCR/c* =

Y'AY esta distribuida como X donde
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A= 27X B) (o) M X (X' X)X — 1L X By
(20%) 716y X' (X (X' X)7' X" —n 111" X By
= (20°)71(B' X' — F'X'n"'11) X By
(20%)716y' X' (I = n'11") X By
= —(2no®)7' By’ X' (—nl + 11") X f,.
Recordemos que la primera columna de la matriz X esta formada por 1’s, por lo que:

X@ = X(ﬁo, 0, c. ,0)/ = (l’loﬁo, xgoﬁo, C ,.’L‘ngﬁo)/ = 50(1, RN 1), Luego,

A= =320, ..., 1) (—nl +11)(1,..., 1)
1—n 1 1
1 1—n ... 1
= —A(2ne?)7(1,..., 1) | o (1,...,1)
1 1 .. 1—n
- 4 nXxXn
= —B2(2n0?)71(0,...,0)(1,...,1)
= 0.

Por lo tanto se sigue que SCR/0” ~ X7, bajo Hy. Por v) del Teorema 1.24, se tiene

que ("*(1+1)>52 = SCE/o? ~ X%n—(p—i—l))' Por lo tanto, bajo H, se cumple que:

SCR/c?
SCR/p S S
SCE/(n—(p+1)) e

1.9. Inferencias respecto a funciones lineales de los pa-

rametros del modelo

Supongamos que se desea hacer inferencia acerca de la funcién lineal:

aoBo + a1y + axfBr + ...+ ayfy,

donde ay, a1, as, ..., a, son constantes conocidas (algunas de las cuales pueden ser

iguales a cero). Definiendo el vector a,,1y.; = (a0, a1,az,...,a,)’, se deduce que una
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combinacién lineal de las /3y, f1, B2, . . ., B, correspondiente a ao, a4, as, ..., a, Se puede

expresar como:

a'B=apfo+arfy + azfo+ ... + apf,.

De aqui en adelante se hace referencia a estas combinaciones lineales en su forma

matricial.

Teorema 1.30. En el modelo de regresion lineal mdltiple tal que ¢; ~ 1idN(0,0%), i =
1,...,n, un estimador insesgado de da'3 esg’/ﬁ = aoﬂAo + alﬁAl + ag@ +...+ apﬁAp = g’@,

el cual cumple que g’/\@ ~ N(dB, ¢ (X' X) " alo?).

Demostracion. Por la propiedad v del Teorema 1.24, se tiene que BAO BAl BAQ ﬂAp
estan distribuidas normalmente, luego la combinacion lineal Q’E también se distribuye

normalmente.

Usando la propiedad de linealidad de la esperanza (Propiedad | del Teorema 1.18),

se tiene que E(d'f) = Q’E(@ = a3, es decir, g’/\@ es un estimador insesgado de a'f3.

De la propiedad vi del Teorema 1.18 se sigue que

-~

Var(d'p) = Q’V@T(B)Q =do*(X'X) a= 0% (X'X) a,

con lo cual se concluye la demostracion del teorema. 0

Una consecuencia del Teorema 1.30 es que [ oha'’ N(0,1), y que al sus-

g/(X'/)E)—lg}l/Qo. ~
tituir o por su estimador S, se distribuye como una t de Student, como se muestra a

continuacién.

Teorema 1.31. Sig; ~ iidN(0,0%),i = 1,...,n, en el modelo de regresion lineal miiltiple

se cumple que: — epap

Ve (X'X) ta
de libertad.

tiene una distribucién t de Student con (n — (p+ 1)) grados

Demostracion.
. d/B-d'g
a'B—d'B o/ (x'x)~1a]1/25

Sy/d(X'X)"la \/ 1 (n—(p+1))s?
=

(p+1)) o2
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Como % ~ N(0,1)y ("_(I;;QU)SQ ~ X?n_(pﬂ)), ademas de ser indepen-

dientes dado que Ey S? son independientes, se sigue que:
dfi-df .
g /—g/<X/X)71Q n—(p+1)-

O

Teorema 1.32. Si¢; ~ iidN(0,0%),i = 1,...,n, en el modelo de regresion lineal mdltiple

se cumple que, para contrastar los siguientes juegos de hipdtesis:

i) Hy:d'B=(a'B)ovs Hy:dB>(dB)o

i) Ho:a'B=(d'B)ovs Hi:d'B < (dB)o

i) Ho:a'B=(aB)ovs Hy:d'B# (aP)o

con un nivel de significancia «, se puede usar como estadistico de prueba a 'l =

a/B—(d'B)o

EPOETREL teniendo, respectivamente, las siguientes reglas de decision:

(

E> b o

Region de rechazo: < + < bn—(p+1)a

\ |t| > bn—(p+1);a/2-

Demostracion. Dado que ¢; ~ iidN(0,02),i = 1,...,n, en el modelo de regresion
lineal multiple se tiene que Y ~ N(Xf3,0%I) y se desconoce el parametro § = (3, 0?),
luego el espacio paramétrico es © = RP™' xR,. Sea Hy : 0 € ©, = {(8,0?) € O | a8 =
(g’é)o} la hipétesis nula en contraste con H; : § € © — @0.

Primero se hallaran los estimadores de maxima verosimilitud bajo Hy; para ello se
sustituira la restriccion o' = ('), en el modelo Y = X3 + ¢, lo cual proporciona un
nuevo modelo reducido por la hipdtesis. Para efectuarlo, sea G« 41 una matriz de rango

igual a rang(G) = p tal que /G’ = 0 (G es una completacién ortogonal de d/). La matriz

Ql

p+1lxp+1

es de rango p + 1, entonces existe su inversa.
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Dado que rang(a) ., 1) = 1y rang(Gpxpi1) = p, por el Teorema B.10 se sigue que
sus inversas generalizadas son ¢~ = a(d'a)™''y G- = G'(GG')™, respectivamente.

Usando esto se tiene que:
—1

a
B = CL/_7G_ )
(; L‘ }
p+1xp+1
ya que:
Q, [ - G71| Q/Q/_ Q/G_ 1 Q/G/(GG/)_l
a = =
G Gd~ GG~ Ga(d'a)™? Ly
1 0(GG")™!
= = dp+ixp+1-
0/(_@)71 Ipxp o
a/
Notese que [g’*,G*] ;; = d~d + G~G. Luego el modelo de regresion lineal

multiple se puede escribir como sigue:

a
Y = XB+e=X|g-.G || |B+e=X( d+GG)B+e

= Xd dB+XG GB+e

Como se esta bajo la hipétesis H, de la Ecuacion (1.9), se sigue que:
Y = Xd (dB)o+ XG~GB +¢, (1.10)

considerando a Z = Y — Xa'~(d'8)o, Xz = XG™ y B, = Gp, de la Ecuacion (1.10) se
sigue que:

Z=XzB,+¢ (1.11)

donde Z,,,; es un vector aleatorio observable, (ﬁz)pxl es un vector de parametros des-
conocidos que puede ser cualquier vector de R[y (XZ)nxp €S una matriz no aleatoria
observable de rango rang(Xz) = p, ya que se supuso que (X'X)~! existe, es decir,
rang(X'X) = p+1, también se cumple que rang(X’'X) = rang(X,xp+1), asi, por el Teo-
rema B.10, setiene que X~ = (X'X) !X’y X~ X = I. Usando el Teorema B.9, se sigue

que p = rang(G) = rang(G~) = rang(X~XG~) < rang(XG~) < rang(G~) = p, por
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lo que rang(Xz) = p. Se concluye que la Ecuacién (1.11) es un modelo de regresion
lineal multiple con la restriccion de H,.

El modelo proporcionado por la Ecuacion (1.11) cumple que &; ~ iidN(0, 0?), i =
1,2,...,n, porel Teorema 1.13, los estimadores de méaxima verosimilitud de los parame-
tros B,y o} son B, = (XyXz) ' XyZy o} = LSCE, = LZ'(I — X4(XyX2) ' X)) Z;

asi, el valor maximo de L(0; z) en R? x R, y por lo tanto de L(¢;y) en 6, es:

n/2
21 Y n —n/2
L (_Z,n SCEy; g) = (—27TSCEZ) e "

Por el Teorema 1.13, se tiene que, bajo O, los estimadores de méaxima verosimi-
litud de los paradmetros 3y ¢® son E = (X'X)'XYvyo? =nl!SCE =Y'(I -
X (X'X)"'X")Y; asi, el valor maximo de L(6;y) en © es:

La razon de verosimilitudes, usando los resultados anteriores es:

n n/2 /2
— méxgego{L<Q Q)} . <m> € B (SCEZ) —n/2

y g - fry fry
= maXQEQ{L(Q g)} (%QCE)”/Q /2 SCE

la prueba que es la méas potente de tamafo « (« € [0, 1]) esigual a 1 siy s6lo si

SCcE,\ "2 SCE
Og(smzé) Sk ek < SCEZ

Sn—(p+1)(k—1) < (n—(p+1)"PZE sin> (p+1),

esto es,

4
s (p+ 1) 2 5

0, si(n—(p+1)2EL5E

\

donde k es tal que:
By, {0(1)} = /¢ )y (9 60)dy = o,

donde -y es el soporte del vector aleatorio Y. Como

Ey {6(Y)} = P(6(Y) = 1] 6,) = P(k><n—<p+1>>SCEZ‘SCE|QO),

SCE
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lo siguiente es encontrar la distribucién de (n — (p + 1))% bajo H,. Para hallar

dicha distribucion, nétese que:
SCE=Y'(I - X(X'X)'X")Y
= (Z+ Xd™(aB)o) (I - X(X'X)'X')(Z + Xa'~(d'B)o)
= (Z+ Xd™(aB)o) ((Z+ Xd™(¢/B)o) = X(X'X)'X'(Z + Xa"(d'B)o))
(Z+Xa (@'B)o) (£ — X(X'X)"'X'Z)
+(@Bo(a™) X = X(X'X)"'X")Z
( ( Blol@™)X") = (2" + (¢/B)o(a™) X ) X(X'X)"'X")Z
= (2 - ZX(X'X)"'X")Z
=Z'(1 - X(X X)Xz,

—~

o) Y (SCEz — SCE)

= (o) Z'(I = Xz(XpXz) 7' Xp)Z - Z'(1 - X(X'X)7'X")Z)
= (02) 'Z/(X(X'X)TIX = Xg(Xp Xg) 7' X)) Z

1Z(XXT — XX5)Z

donde A = (02 - (XX* - XzX5).

Por el Teorema 1.19, se tiene que Y ~ N, (X}, 02 I,xn); Sin embargo, bajo la hipd-
tesis nula de la Ecuacién 1.10, se sigue que E(Y) = Xa' (a'8)o + XG~GJ, luego se
tiene que Z =Y — Xa'~(d/f)o ~ Nu(XG~GB, 0 Lxn).

La matriz AY; = (0°) (XX~ — XzX,)o?[hun = XX~ — Xz X, es una matriz
idempotente. Un caso mas general se puede consultar en [7], pags. 185-189. Por el

Teorema B.3, se sigue que:

rang(A¥z) = tr(A¥y) =tr(XX~ — XzX;)
= tr(XX7) —tr(XzXy)
= tr(X(X'X)7'X) — tr(Xg(XpXz) 7' XY)
= tr((X'X)TX'X) = tr((XzXz) "' X3 Xz)
= tr(Lpsispr1) —tr(lpxp) =p+1—p=1
Asi, bajo la hipétesis nula, usando el Teorema 1.21 se tiene que la forma cuadratica

(SCEz — SCE)/o* = Z' AZ esté distribuida como x7,.,, donde:
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Q

A= 274 XGGP)((03) HXX™ — XzX,))(XG-GP)

— (20%)7YG-GRYX'(X(X'X)"'X' — Xz X;)XG~GB
— (202" YG-GRYX'(I — XzX;)XG~GB )

— (200 NG-GBYX'(I — XzX;)X4Gp

- (202)*1(&@@)/)(/()( inxg)ag

— (20%)7Y(G-GB)X'(Xy — X,)GB

= 0.

Por lo tanto se sigue que (SCEz — SCE)/c* ~ X%l), bajo H,. Ademas, como la
Ecuacion (1.11) es un modelo de regresién lineal multiple con la restriccidon de Hy, por v)
del Teorema 1.24 se tiene que SCEz/0” ~ X7, .

Dadoque Z =Y — Xa' (d'8)o ~ Nu(XB—Xd'"(d/B)o, Xz), donde Xz = 0L, tie-
ne rango n, por el Teorema 1.23 se tiene que (SCE; — SCE)/o* = Z'AZy SCE/o?* =
Z'BZ,donde A = (0%)""(XX~ - XzX,)y B = (0%)""(I — XX~) son formas cuadra-

ticas independientes, ya que:

BYzA = (0®)7'(I = XX7)(0?) 7 (o) (XX — XzXp)

= (0971 = XX7)(XX™ = XzX,)

= (0?)" 3(XX‘ — XX XX — XzX, + XX XzX})
= () XX~ XX~ — XzX, + XX~ XzX})

= (o)7%(=

B(-XyX; + XX XzX5).

Ademas, XX~ XX, = X(X'X)"'X'XG~(XG~)~ = XG~(XG~)~ = XzX, luego
BEZA = (0'2)73(—XZX£ +XZX2) =0.

(SCEZ—SCE)/o?

Por lo tanto, bajo H, se cumple que (n — (p + 1))50%075012 = o757 ~
n—(p+1)
Fin—p+1)-
Lo siguiente serd mostrar la equivalencia de:
(B — (dB)0) (d'(X'X) ') (d/B — (d'B)o) (1.12)
con:
21— XzX5)Z-Y'(I - XX")Y =Z(XX™ — XzX,)Z, (1.13)

para lo cual se debe notar que:
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» (a'X 7 )ixncumple que 1 = rang(a’) = rang(a’ X~ X) < rang(d X~) < rang(d') =

1, por lo que el rang(a’X~) = 1, luego:

(@X7)” = (@X)(@X (@X))"
= (@(X"X)7X) (@(X'X) 7X@ (X X) X))
= X(X'X)a(@(X'X) ' X' X (X'X)"a)™!
= X(X'X)a(d(X'X)'a)h

= (X(X'X) a(a (X' X)) ) X (X'X) a(a/(X'X) " a) ™

— ((Q/(X/X)flg)f )/Q/(X/X)—1X/X(X/X)—1Q(Q/(X/X>—1Q)fl
— ((Q/(X/X)—lg)71)/Q/(X/X)—1Q(Q/(X/X)—1g)—1
= (¢(X'X)™a)™h

" d/f=d XY

» Z=Y — X(d')"(d'B)o, bajo Ho.

Sustituyendo en la Ecuacién (1.12), se sigue que:

(B — (@B)o) (@(X'X)"'a) " (B — (/B)y)

= (dX~ (Y - X(&)"(@B))) (@ X ")~ (aX") (¢ X~ (¥ — X()~(a/B)o))
= (X" Z)(@X") (@ X") (X" Z)

=Z(@X )(@X") (@X ) dX Z

=Z(@dX V(X)) (X ) dX Z

=Z((dX")d X )(dX ) dX Z;
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también se cumple:
(Q/X_)_Q/X_ — X(X'X)_IQ(Q'(X'X)_lg)_lg'(X'X)_lX/,

por lo que:

)

( (X/X)_lg)_1Q/(X/X)_1X/X(X/X)_1Q(Ql(X/X)_1Q>_1Q/<X/X)_1X/
— X(X/X)—lg(gl(X/X)—1Q)71a/(X/X>—1Q(Q/(X/X)—lg)flg/(X/X)—lX/

(@' (XX

(@B~ (@B)o)(d(X'X)a) " (d'B — (dB)o) = Z'(dX™) dX Z,

lo cual implica que la Ecuacion (1.12) es equivalente a la Ecuacion (1.13) si XX~ —
XzX; = (X)) d X 6 XX~ = (Q/X_>_Q/X_+XZX2. Para ello considérese N,,,, =
(@ X)) d X + XzX75 y notese que:

» (XGT)(XGT)” = XzX; = Xz(X;Xz) ' X}, es una matriz simétrica e idempo-

tente, y por el Teorema B.3 se sigue que:

rang((XG™)(XG™)7) =tr((XGT)(XG7)7) = tr(Xz(XzXz) "' Xy)
= tr((X/ZXZ)le/ZXg) = tT(Ipo) =D,

n (@ X)) d X = X(X'X)la(d (X' X)) a) e/ (X' X)L X’ es una matriz simétrica
e idempotente y por el Teorema B.3 se sigue
rang((d/ X" )"d' X ™) = tr(X(X'X) a(d (X' X) ta) 1d (X' X) 1 X")
= tr((@ (X'X) ") (X'X) XX (X'X) )
=tr((d(X'X)a) (X' X)) a) =tr(1) =1

(@X7) d X~ (XGT)(XGT)~
= X(X'X)a(d(X'X) o)/ (X' X)X (XGT)(XGT)™
— X(X'X)a(d(X'X) 'a) G (XG)~

— X(X'X)a(d(X'X) ') d’

a 1

gG(GG)HXGT)
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(XG)XG ) (dX ) d X~

— (XG7)(XG™) X(X'X) (X' X)"a) " a/ (X'X) "X’

= (XG)(XG)XG ) (XG Y X(X'X) ald (X' X))~ /(X' X)X’
— (XG7)(XG)XG) (G VXX (X'X) ald (X'X) ") 'a/(X'X) X
— (XG)(XGYXG) (G Va(d (X'X) a) 'd/(X'X) 1 X"

— (XG7)(XGYXG)MdG ) (@(X'X)'a) a(X'X) 1 X" =0,

Esto implica que N = (¢'X~)"d' X~ + Xz X es simétrica e idempotente de rango
rang(N) = p+ 1, ya que:
N2 = ((dX7) dX™ 4+ XzX,)?
= (@X7)d'X7) + (@ X7) a' X" XXy + Xz X5 (@ X7)a'X™ + (XzX5)”
=(@X ) dX + XzX; =N

rang(N) =tr((d' X~ ) d' X~ + Xz X)) =p+1.

Ahora definase A, 1xn = (X’X)a(a’X™)~ + G~ (XG™)~, esta matriz cumple lo

siguiente:

XA = X((X'X)'a(@X~)" + G (XG))
— X(X'X)la(@X ) + XG(XG)~

— X(X'X)a(X(X'X) a(d (X'X)la) ") + XG~(XG)-
X(X'X)Ya(a (X'X)a)d/ (X' X)X+ XG~(XG)~

— (X )dX +XG (XG) =N

= XAX = X. Un caso mas general se puede consultar en [7], pags. 223-224.
Todo esto implica que:

XX~ = (XX7) = (XAXX") = (XA)(XX")) = (XX)(XAY
= (XX )N'=XX N=XX XA=XA=N,

por lo tanto se logra probar la equivalencia entre las Ecuaciones (1.12) y (1.13)

(@B~ (d'B)o) (d(X'X)'a) dB~(aB)o) = Z'(I-XzX7)Z~Y'(I-XX)Y, (1.14)
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Regresando a la prueba de hipétesis y usando este resultado, se tiene que bajo Hy:

(SCE;—SCE)/o?

- _ ((@B=(d/B)0) (d/ (X' X)"1a) " (a'B—(a’B)0))
a2 - —SCE _
S =+ (1.15)
o (a/B—(a'B)o)? ~F
Faxx)Ta ~ Lin-@+1)

Ademas se cumple que F,_(p41) = 12

n—(p+1)- POr Ultimo, se hallan las regiones de re-

chazo para las hipétesis contrastadas, para lo cual se observa que:

SCEz—SCE (a/B—(d'B)o)?
a = P(/c>(n—(p+1))sg—E£|Qo):P(k>WX)°1)!QO>

= P(k > Fln (p+1)) = P(k > t2 P(k1/2 ‘t p+1)’>

a'B—(a'B)o
P(K'? 2 sy a7z )

(p+1))

luego las diferentes pruebas de hipotesis tienen las siguientes regiones de rechazo:

) Ho:d'B=(aB)ovs Hi:d'B> (dB)o

a/B—(a'B)o
fn—rttye S S 14172

) Ho:df=(dB)ovs Hy:d'ff < (dB)o

a/B—(d'B)o
th-(pt1)ia 2 S0 Ta?

i) Ho 1@’@ = (Q/@o vs Hy :a /5 = (Ql@o

o/B—(@'B)o
tn-pr1)i0/2 < e a7z |

El correspondiente intervalo de confianza 100(1 — «) % para o3 se da en el siguiente

teorema.

Teorema 1.33. Un intervalo de confianza 100(1 — «) % para a'3 es:

(@’E — tapSVa (X' X)"\a,d'B + ta/QS\/Q'(X'X)_1Q> :

Demostracion. Para hallar el intervalo de confianza se usara el método del pivote.

/
2p-ap 7z €8 una funcion de las medidas muestrales y el parametro a’B donde

Como—s[ %) 1

a'B es la Unica cantidad desconocida, y tiene una distribucién de probabilidad que no

depende de a3, entonces se puede usar como cantidad pivote. Sean a, b € R tales que:

afB—dp
P<G<S[Q(X/X) ]1/2<b>:1—04.
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Entonces los valores que optimizan P (a < % < b) sona = —ta2y b =142,
por lo que:
aB—d'B
l=a = P(~to < st <tar)

_p <_ta/QS[Q/(X/X)_IQ]1/2 < Q/E_Q/ﬁ < ta/QS[Q/(X/X)_IQ]1/2>
_p <Q/§_ta/QS[Q/(X/X)flg]l/z <Qlﬁ<Q/E—f_ta/2S[Q/(XIX)71Q:|1/2>

Por lo tanto los limites de confianza inferior y superior respectivamente son o/ +

ta/25V/ (X' X) a. O

Aunque por lo general no se considera una (; individual como una combinacion lineal

de By, 31, ..., By, Si se escoge:
1,sij=1
0, sij #1,

entonces 3; = d/f3 para esta seleccion de a, y se pueden usar los Teoremas 1.32 y

a; =

Teorema 1.33 para hacer inferencias acerca de una f3; individual [16].

Una aplicacién util de las técnicas de prueba de hipétesis e intervalo de confianza que
se acaban de presentar consiste en usarlas en el problema de calcular el valor medio
de Y para valores fijos de las variables independientes z1, xo, ..., z,, en particular si
vy =} parai=1,2,...,pentonces E(Y) = fy + 127 + ... + B}

Obsérvese que £(Y) es un caso especial de agffp+ai 51 +. . .+apB, = a’fconag = 1
ya; =xf,parai = 1,2,...,p. Entonces, la inferencia alrededor de E(Y’) cuando z; = z},
para: = 1,2,...,p se puede hacer usando los Teoremas 1.32 y 1.33 desarrollados para

combinaciones lineales generales de las 5.

1.10. Prediccidén de un valor particular de Y mediante
regresion multiple

Supongamos que se ha ajustado el modelo de regresién lineal multiple Y = Gy +

Bix1 + ... + Bpx, + € y que interesa predecir el valor de Y* cuando z; = zj, para
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i=1,2,...,p. Se predice el valorde Y* = By + 12} + ... + Bpz, + € = d/8 + € con
Y = BAO + BAlx{ + ...+ ﬁApx; = Q’E, donde a = (1,77,...,7;)". El estudio y andlisis se

centrara en la diferencia entre la variable Y* y el valor predicho: Y* — Y* = g’(g—@ +e.

Teorema 1.34. En el modelo de regresién lineal mditiple bajo el supuesto ; ~ iidN (0, 0?),
1 =1,...,n, ladiferencia entre la variable Y * y su valor predicho satisface que Y* YV~

N(0,0%[1 + d'(X'X) " td]).

Demostracion. Como Y* e Y* estan distribuidas normalmente, el error esta distri-

buido normalmente y se tiene que:
E(Y*-Y*)=E(d(B—-B)+€ =dE(B—B)+E(e) =0,

y también que:

Var(Y* — }A/*) = Var(g’(@ — @ +e) = Var(—g’g—i— €)
= Var(—d(X'X)'X'Y +¢)
- Var(—g’(X’X)_lX’(X@—{—g) +€)
= Var(—d (X'X) ' X'e +¢)

= d(X'X)'X'Var(e) X (X'X) a + o?
= o}(d(X'X)la+1).

Y*—V*
o[l+d/ (X' X)~1a]t/?

De este teorema se sigue que Z = tiene una distribucion normal

estandar. Ademas, si o es sustituido por S, se puede demostrar el siguiente teorema.

Teorema 1.35. E/ modelo de regresién lineal mdiltiple bajo el supuesto &; ~ iidN (0, 0?),

Y*_Y*
[l+a/ (X' X)~

i =1,...,ncumple que T' = 5 T2 tiene una distribucion t de Student con

[n — (p+ 1)] grados de libertad.

Demostracion.
~ Y*_Y*
Y* _ Y* _ g[1+g’(X/X)712]1/2
S[1 + a/(X'X)1a]!/? \/ 1 (n—(pt1))s®
(n—(p+1))

o2
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D
o[l+ad (X' X)~

Como T N(0,1), W,+”W ~ X%n—(p—i—l)) y son independientes, pues-

to que Y* es una v.a. independiente de la m.a. con la cual se calcula S2. Por lo tanto

T~ tn—(p+1))- .

Se obtiene el siguiente intervalo de prediccion 100(1 — «) % para Y™*.

Teorema 1.36. Un intervalo de prediccion 100(1—«a) % paraY™* cuando x1 = x%, xs = 3,

., m, = x, tiene limites de confianza inferior y superior Q/E + 1029 \/ 1+d(X'X) ta

respectivamente, donde a = (1,7, ...,z})".
., . Y*_V* ., . )
Demostracion. Como 1" = STTa/ (X x)-Tg/z S una funcion de las medidas mues

trales y el parametro Y*, donde Y* es la Unica cantidad desconocida, y tiene una distri-
bucién de probabilidad que no depende de Y*, entonces se puede usar como cantidad

pivote. Sean a, b € R tales que:

Pla< Lt <b|=1
a S[l _|_Q/(X/X)—1Q]l/2 - @,

entonces a = —t,/2 Y b = t,/2, pOr lo que:

l-a=P (—ta /2 < a0 < ta/2>
—p (—ta/QS[l +d/(X'X) )2 < Y* — @B < tapS[l +g’(X’X)—1Q]1/2)

= P (B~ 15511+ a/(X'X) ]2 < ¥* < @B+ 1551+ a/(X'X) a]"?).

Por lo tanto, los limites de confianza inferior y superior respectivamente son o’ +

ta/gS\/1+g’(X’X)—1g. O

1.11. Comprobacion de supuestos en la regresion mul-
tiple

En la regresion multiple, como en la regresién lineal simple, es importante probar la
validez de los supuestos para los errores en modelos lineales. Los diagnésticos para
estos supuestos empleados en el caso de la regresion lineal simple también son Gtiles

en la regresion multiple. Estos diagnosticos son las graficas de residuos frente a los
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valores ajustados, las de probabilidad normal de residuos y las de residuos frente al
orden en que se hacen las observaciones. También es una buena idea hacer gréaficas
de residuos comparadas con cada una de las variables independientes. Si las gréficas
de los residuos indican incumplimiento de los supuestos, es posible intentar arreglar el

problema al transformar las variables.

Si la suposicion de normalidad se cumple, el histograma de los residuos tendria una
forma razonable de campana y seria razonablemente simétrico con respecto a cero.
Otra manera de comprobar la suposicién de normalidad es construir una grafica normal
de los residuos. Para elaborar una grafica normal, primero se acomodan los residuos
en orden ascendente. Los residuos asi ordenados se denotan como ey, €(2), - - -, €(n).
En la grafica normal tradicional se grafica e(; en el eje horizontal contra un punto z;
que va en el eje vertical. En este caso, z(;) se define como el punto en el eje horizontal
bajo la curva normal estandar de modo que el area bajo la curva a la izquierda de z;) es
(3i—1)/(3n+1). Por lo tanto z(;, es el punto normal que tiene un area de (3: —1)(3n+1)

bajo la curva normal estadndar a la izquierda [3].

Una grafica equivalente se obtiene graficando el porcentaje p(;) del area bajo la curva
normal estandar a la izquierda de z(;) en el eje vertical. Es importante resaltar que la
escala en el eje vertical no tiene la separacion usual entre porcentajes. La separacion
refleja la distancia entre el puntaje z que corresponde a los porcentajes en la distribucién

normal estandar.

Se puede demostrar que si se cumple la suposicion de normalidad, entonces el valor
esperado del i-ésimo residuo ordenado ¢(;) es proporcional a z(;). Por lo tanto, una grafica
de los valores ¢(;) en la escala horizontal contra los valores z(;) en la escala vertical (lo
que es lo mismo, los valores ;) en la escala horizontal contra los valores p(;) en la escala
vertical) debe tener el aspecto de una recta. Es decir, si la suposicién de normalidad se
mantiene, entonces la grafica normal debe parecer una linea recta. Una gréafica normal
que no tiene la apariencia de una recta (lo que es una decisién subjetiva) quiere decir

que esta transgrediendo la suposiciéon de normalidad.

Es importante considerar que, con frecuencia, las transgresiones de las suposiciones

de la varianza constante y la forma funcional correcta generan un histograma de los
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residuos no normal y pueden ocasionar que la grafica normal tenga una apariencia curva.
Por esta razén, es una buena idea usar graficas de residuos para verificar la varianza no
constante y la forma funcional incorrecta antes de dar una conclusion final con respecto

a la suposicion de normalidad.

1.12. Colinealidad

Ajustar modelos por separado para cada variable no es lo mismo que ajustar el mo-
delo multivariado.

Cuando un modelo no tiene un valor alto de coeficiente de determinacion R?, es
porque que hay otros factores importantes que afectan la variable dependiente y que no

se han incluido en el modelo.

Definicion 1.37. Cuando dos variables independientes estan fuertemente correlaciona-
das, la regresion multiple no puede determinar cudl es la importante. En este caso se
dice que las variables son colineales. Cuando dos variables estan correlacionadas, su
diagrama de dispersion es casi una linea recta. Tambien a veces se utiliza la palabra
multicolinealidad. Cuando la colinealidad esta presente, a veces se dice que el conjun-

to de variables independientes esta mal condicionado.

Notese que existe multicolinealidad si la dimension del espacio en el que se encuen-
tran las variables predictoras es menor que el numero de éstas. La existencia de la mul-
ticolinealidad afecta en gran medida las interpretaciones de cualquier modelo ajustado
de regresién [3].

Cuando hay una fuerte relacién lineal entre dos variables independientes, se puede
sospechar que Y podria tener realmente relacion con sélo una de estas variables, con
lo demas en confusion.

En general, no hay mucho que se pueda hacer cuando las variables son colineales.
La unica manera de arreglar la situaciéon es reunir mas datos, incluyendo algunos valo-
res para las variables independientes que no estan en la misma linea recta. Entonces
la regresion multiple serd capaz de determinar cuales de las variables son realmente

importantes.
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1.13. Seleccidon de modelos

Hay muchas situaciones en las que se han medido bastantes variables independien-
tes, por lo que frecuentemente es necesario decidir cudles de ellas son importantes y
deben aparecer en el modelo que explica el comportamiento de la variable dependiente
del fendmeno en estudio. Esto es, se requiere determinar si es posible eliminar variables
sin que el modelo pierda eficiencia. Esto lleva al problema de seleccién de modelos, el
cual es frecuentemente dificil. Se estableceran algunos principios basicos.

La buena seleccion de modelos se basa en un principio basico conocido como navaja
de Occam. Este principio se enuncia de la siguiente manera:

La navaja de Occam: El mejor modelo cientifico es el modelo mas simple que explica
los hechos observados.

En términos de modelos lineales, la navaja de Occam implica el principio de parsi-
monia: Un modelo debe contener el menor nimero de variables necesario para ajustar
los datos.

Existen algunas excepciones al principio de parsimonia:

1. Un modelo lineal siempre debe contener un intercepto, a menos que una teoria

fisica indique otra cosa.

2. Si una potencia x™ de una variable se incluye en un modelo, también estaran in-
cluidas todas las potencias inferiores =, 22, - - - , 2"~ !, a menos que una teoria fisica

indique lo contrario.

3. Si un producto z;x; de dos variables esta incluido en un modelo, entonces las
variables z; y x; también deben estar incluidas por separado, a menos que una

teoria fisica indique algo distinto.

Los modelos que solo contienen las variables necesarias para ajustar los datos se

llaman parsimoniosos.
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1.13.1. Determinacion de la eliminabilidad de variables de un mo-

delo

Con frecuencia ocurre que se ha formado un modelo con muchas variables indepen-
dientes y se desea determinar si un subconjunto en particular de ellas se puede eliminar
del modelo sin reducir significativamente la precisién de éste. Para ser mas especifico,

supongamos que se conoce que el modelo:
Y =00+ iy + -+ Bprp + €

es correcto en lo que respecta a representar la relacion verdadera entre las variables
xr e Y. Se llamara a éste el modelo “completo”. Se desea probar la hipétesis nula
Hy : Bry1 = -+ = B, = 0. Si Hy no se rechaza, el modelo permanecera correcto si se
eliminan las variables 1, - - , x,, por lo que se puede reemplazar el modelo completo

con el siguiente modelo reducido:
Y =B+ Bixy + - + Bray + e

Cada uno de estos modelos tiene una suma de los cuadrados del error (SC'E), las
cuales se denotaran por SC'E,. y SC'E, para el modelo completo y reducido respectiva-

mente.

Teorema 1.38. Si bajo el supuesto sobre los errores, ¢; ~ 1dN(0,0%),i = 1,...,n, el

modelo completo Y = [y + piz1 + - -+ + B,x, + € €s correcto, entonces el estadistico

SCE.—SCE.)/(0=k) [

de prueba para la hipotesis Hy : Byy1 = -+ = B, = 0 es f = ( SCE:/(n—(p+1))

estadistico f tiene distribucion nula F,,_j, ,,_p+1)-

Demostracion. En la regresién lineal multiple se desconoce el parametro 6 = (5, f1,

s B, Brs Bty - - -5 Bpy 02’ luego el espacio paramétrico es © = RP*! x R,,. Consi-
dérese la hipétesis Hy : 0 € O, = {(Bo, B, - - -+ Br-1,Br, Brsts- - Bpy 02) € B|Bry1 =
... = 3, = 0} en contraste con la hipétesis H, : § € ©, = © — O,; Hy y H, son hipétesis

compuestas.
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Seaf, = (B, B1, -, Br-1, Bk, 0, ...,0,02)" € ©,; usando el Lema 1.12 se tiene que:

(0 y)

= —nln(v2r) — nin((c?)"/?) — Yo (i — (Bo+ Bz + -+ - + Brxiy))? /207
= —nin(v2r) — nin((0*)'?) = (¥ = X,3,)' (Y. - X, 3,)/20°

= —nln(v2m) — nin((c*)'?) = (Y'Y = 28,/X)Y + B,/ X, X, 5,) /202,

donde X, = (X, X),...,X@) con X, igual a la i-ésima columna de X y 3, =
(Bo, B1, .-, Pr) son las matrices correspondientes al modelo reducido. Las derivadas

parciales de [(6,; y) con respecto a 3, y o son:

)
- = —(-X[Y+XIX.B)/0®

Mboy) n Y'Y —-28." X/ Y+B' X/ XrBr)  —no?+(Y—X,Br) (Y =X, Br)
O - 202 2(02)? o 2(02)?

Al igualar a cero cada una de las expresiones anteriores, se tiene:

XY~ X!IX,8,=0 & XX, =XY
—no? + (Y — X60,) Y - X,5)=0 & o2 =n"1Y — X 60:) (Y — X, 3,).

La primera ecuacién matricial es igual a las ecuaciones normales que se enuncian
en el Teorema 1.2, pero para el modelo reducido Y = §y + f1x1 + ... + Brxr + €, por lo

tanto 5, = (X!X,) ' XY y 0> = n ' SCE,.

La matriz que contiene las segundas derivadas parciales es:

X! Y+X' X, B
/ r— rrEr
_XTXT —
2 _ 1
%<&70) - 2
_X{"X"FX{"XT& n_ (X_Xr&)/(X_Xr&)
o2 202 (02)2

Al evaluar #(8,,0%) en 3, = @ y 02 = n"1SCE, se tiene:
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H(B,,n"'SCE,)

~X'Y+X' X, Br
! ri rrpPr
— X, Xy n—1SCE,
_ 1
— n=1SCE,
X Y+ X7 X Br n  (Y=XBr) (Y X fr)
n—1SCE, 2n—1SCE, (n=1SCE;,)?
Y —X[Y+ X1y
XTXT n—1SCE,
_ n
— SCE.
XY+ XV n? n2SCE,

| n~1SCE, 2SCE, ~ (SCE,)?

xx, v XX, 0
- s - -sx
Se observa que —5CE=3{(5,,n"'SCE,) = —5CE3{(5,,n"'SCE,), ademas que

X’ X, es definida positiva, pues (X' X,)" = X'X, y dado w € RP™! — {0} se cumple
que w' (X' X, w = (X,w)(X,w) > 0,y ZSnT2E > 0, luego —%H(@, n~'SCE,) es
definida positiva. Por lo tanto ’H(@, n~1SCE,) es definida negativa.

Como ’H,(@, n~'SCE,) es definida negativa, se tiene que § = (@, 0,...,0)y o =
n~tSCE, maximizan L(0; y) en ©,. Por lo que el valor maximo para la funcién de vero-

similitud en 9, es:

méXQEQO{L(Q; g)} =L (@, 0,...,0, %SC’ET;Q>
n/2

2
_ n \" ¢~nSCE, [25CE, _ n o—1/2
— \ 2nSCE, — \ 2nSCE, :

Por otro lado, por el Teorema 1.13, se tiene que bajo O, los estimadores de maxima
verosimilitud de los parametros 3y o* son E — (X'X)'X'Y y 52 =n 'S (g — (Bo
BTy + -+ B;xip))z = n~'SCE., correspondientes al modelo completo Y = £, +

prxr + ... + Bpxy, + €. Porlo tanto la razon de verosimilitudes es:

n n/2 nj2

v méx,ea{L(6;y)} ( M ~ \SCE.

n
2nSCE.
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Luego la prueba mas potente de tamafio « (« € [0, 1]) es igual a 1 si y sélo si:

—n/2
SCEr SCE,
(SCEC> Sk e 56 2 ke

n—(ptl) ( SCE, SCE. (p+1)
= (r—K) (SCEC - 50E0> > = (p— pK (kQ - 1)

(SCE,—SCE.)/(p—K)
© TSR iy~ 2 R

Por lo tanto, la funcién de prueba es de la forma:

(SCE:—SCE)/(p—K) .
=

L sl = 5eE o ey

(SCE,—SCE,)/(p—K)
SCEc/(n—(p+1))

0, si <k,

donde k es tal que:
B {000} = [ o)l taldy = o

donde  representa el soporte del vector aleatorio Y. Como

(IS0 —SCEV 1) 1 y,).

Eg {6(Y)} = P(6(Y) =1 6,) = SCE./(n— (p+ 1))

lo siguiente es encontrar la distribucion de SSE-2CENE-L) bajo H,,
Del Teorema 1.9 se sigue que SCE, = Y'(I — X,(X/X,)'X)Y y SCE. =Y'(I —
X(X'X)"'X")Y, por lo tanto SCE, — SCE, = Y'AY, donde A = X(X'X)'X' —

X,.(X!X,)"'X!. Ademas, se tiene que:

AYy = () MX(X'X) X — X (X! X,) T X0 Len
= X(X'X)'X' - X, (X' X,)"' X!

es una matriz idempotente. Un caso mas general se puede consultar en [7], pags. 185-
191, que en la notacién de la referencia se tiene X~ = (X'X)'X’, B = X, = XG",
B~ =(X/X,)'X,G" =G (GG")!

0 --- 010 ---0

Hp—kxp+1:
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y _ _
1 0 0 0
0 1 0 0
Griixpt1 =
0 0 - 1 0

Por el Teorema B.3 se sigue que:

rang(ASy) = tr(ASy) = tr(X(X'X)7X" — X, (X/X,)7LX])
= r(X(X'X)'X") — tr( X, (XL X,) ' X))
= tr(X'X)'X'X) - tr(X7 X)X X,)
= tr(lpyixps1) = tr(Iepixesn)

= p+1l—(k+1)=p—k

Bajo H, por el Teorema 1.19 se tiene que ¥ ~ N, (Xﬁo, Lxn), donde [y =
(Bo, B1,---, Pk, 0,...,0)". Haciendo operaciones algebraicas se obtiene que XBo = X,5:.
Usando el Teorema 1.21 se tiene que la forma cuadratica (SCE, — SCE,)/o* = Y'AY

esta distribuida como x¢, , ,), donde:

A= 27X B) (02) X (X' X)X — X, (X! X)X X By
X'X) X X By — 27X Bo) X, (X1 X,) T XL X, B,
Bo — 27X Bo)' X, B,

= (20’2 (X O)IX 0o — _I(X@)/X&

Por lo tanto, bajo Hy, (SCE, — SCE,)/o? ~ X?p—k)' Como el modelo completo es

correcto, se cumple que SCE, ~ Por lo tanto, bajo H,

2
(n—(p+1))"

(SCE,—SCE.)/o?

(SCE, — SCE.)/(p—K) _ =& 3
SCE./(n—(p+1)) 0B/ ke (pt1)
n—p

El método recién descrito es muy Util en la practica para desarrollar modelos parsi-

moniosos, al eliminar las variables no necesarias. Sin embargo, las condiciones en las
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que ésto es formalmente valido rara vez se encuentran en la practica. Primero, es raro
el caso en el cual el modelo completo es correcto; habra cantidades no aleatorias que
afectan el valor de la variable dependiente y que no se consideran para las variables
independientes. Segundo, para que el método sea formalmente valido, el subconjunto
de variables que se eliminara debe determinarse independientemente de los datos. Este
por lo general no es el caso. Mas a menudo, cuando un modelo grande se ajusta, algu-
nas de las variables se ve que tienen p-valores grandes, y se utiliza la prueba F' para
determinar si se deben eliminar del modelo. Como se ha dicho, ésta es una técnica util
en la practica, pero, de la misma manera que la mayoria de los métodos de la selec-
cion de modelos, debe verse como una herramienta informal, no como un procedimiento
riguroso basado en la teoria.

Si se encuentra que 0.05 < p < 0.10, de acuerdo con la regla general del 5 %, sip >
0.05, el modelo reducido es creible, pero s6lo apenas es cierto. Mas que establecer un
modelo apenas creible, es inteligente ir mas lejos para buscar un modelo ligeramente
menos reducido que contenga un P-valor mayor.

Si se encuentra nuevamente que 0.05 < p < 0.10, el modelo reducido apenas es
creible como el mejor.

Se ha descrito un método informal para encontrar un buen modelo parsimonioso. Es
importante darse cuenta que este procedimiento informal podria haberse realizado de
manera diferente, con elecciones diferentes de las variables eliminadas e incluidas en
el modelo. Se podria haber tenido un modelo final diferente que pudiera haber sido tan
bueno como el que se encontr6. Con frecuencia, en la practica hay muchos modelos que

ajustan los datos casi igualmente bien; no hay un Unico modelo “correcto”.

1.13.2. Regresién con los mejores subconjuntos

Con frecuencia los métodos de seleccion de modelos son informales, pero adecua-
dos. Sin embargo, hay algunas herramientas que pueden tornar el proceso mas sistema-
tico. Una de ellas es la regresion con los mejores subconjuntos. El concepto es muy

simple. Supongamos que hay p variables independientes x;, x2, - - - , z,, que estan dispo-
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nibles para incluirse en el modelo. Supongamos que se desea encontrar un buen modelo
gue contenga exactamente cuatro variables independientes. Se puede ajustar cada mo-
delo potencial que contenga cuatro de las variables, y ordenarlos segun su bondad de
ajuste, midiendo el coeficiente de determinacion R2. El subconjunto de cuatro variables
que produce el valor mayor de R? es el “mejor” subconjunto de tamafio 4. Se puede
repetir el proceso para otros tamanos de subconjuntos, para hallar los mejores subcon-
juntos de tamano 1,2, --- , p. Después se pueden examinar estos mejores subconjuntos
para ver cual proporciona un buen ajuste en tanto continte siendo parsimonioso.

El valor de R? para el mejor subconjunto aumenta cuando el nimero de variables lo
hace. Es un hecho matematico que el mejor subconjunto de k + 1 variables de k siempre
tendra por lo menos un R? tan grande como el mejor subconjunto de variables k

También es importante darse cuenta de que el valor R? es una cantidad aleatoria, que
depende de los datos. Si el proceso se repitiera y se obtuvieran nuevos datos, los valores
de R? para los diferentes modelos serian algo diferentes, y posiblemente habria modelos
diferentes que serian “mejores”. Por esta razén no se debe usar este procedimiento, o
cualquier otro, para elegir s6lo un modelo. En lugar de ello se debe considerar que habra
muchos modelos que ajusten los datos casi igualmente bien.

Sin embargo, existen métodos que se han desarrollado para elegir un sélo modelo,
presumiblemente el “mejor de los mejores”. Aqui se describen dos de ellos. Si sélo se
elige el modelo con el valor mas alto de R?, siempre se eligira el que contiene todas
las variables, ya que el valor de R* aumenta necesariamente cuando el nimero de va-
riables en el modelo se incrementa. Los métodos de seleccién de un modelo implican
estadisticos que ajustan el valor de R? para eliminar esta caracteristica.

El primero de estos estadisticos considerados para efectuar una seleccion es el de-

nominado R? ajustado, cuya definicion se da a continuacion.

Definicion 1.39. Sea n el numero de observaciones y p el de variables independientes

en el modelo. El R? ajustado se define como:

R?ajustado = R* — (L> (1— R?). (1.16)
n—p—1
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El estadistico RR? ajustado es siempre menor que 12, ya que a este Gltimo se le resta
una cantidad positiva, como se indica en (1.16). Conforme el niUmero de variables k
aumenta, R? aumentard, pero la cantidad restada de éste también lo hara. El valor de
k para el cual el valor de R? ajustado es un maximo se puede usar para determinar el
namero de variables en el modelo, y el mejor subconjunto de ese tamarfio que se puede
elegir como modelo.

Otro estadistico comunmente usado es C, de Mallows

Definicion 1.40. Sea n el numero de observaciones, p el numero total de variables
independientes en consideracion y k el de variables independientes en un subconjunto.
Como antes, sea SCE. la suma de los cuadrados del error para el modelo completo
que contiene todas las variables p, y sea SC'E, la suma de los cuadrados del error para
el modelo que contiene solamente el subconjunto de variables k. El C,, de Mallows se

define como:

(n—p—1)SCE,
SCE,

C, = —(n—2k—2).

Para modelos que contienen tantas variables independientes como las realmente
necesarias, se supone que el valor de C, es casi igual al nUmero de variables, incluyendo
el intercepto, en el modelo. Para elegir sélo un modelo, se puede elegir éste ya sea con
el valor minimo de C),, o se puede escoger el modelo en el que el valor de C), esta mas
cerca del numero de variables independientes en el modelo [12].

En la préactica no hay razén clara para preferir el modelo elegido con R? ajustado o el

elegido con el C,, de Mallows.

1.13.3. Regresion paso a paso (stepwise)

La regresion paso a paso es quizas la técnica de seleccién de modelos mas amplia-
mente usada. Su ventaja principal sobre la regresién con los mejores subconjuntos es
que es menos intensa computacionalmente, por lo que se puede utilizar en situaciones
donde hay un niumero muy grande de variables independientes candidatas y demasia-

dos subconjuntos posibles para revisar cada uno. La versién de la regresién paso a paso
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que se describira esta basada en los p-valores de los estadisticos ¢ para las variables
independientes. Una version equivalente tiene como sustento el estadistico F' (que es el
cuadrado del estadistico t). Antes de operar el algoritmo, el usuario elige dos p-valores
de umbral, Cgentro Y O fuera CON Qdentro < Ofuera- LOS pasos para la regresion paso a paso

son:

1. Seleccion hacia adelante: Se selecciona la variable independiente con el p-valor
mas pequeno, suponiendo que se satisface p < ayeniro- ESta variable se introduce
en el modelo, creando un modelo de una sola variable independiente. Esta variable

se denotard por z;.

2. También en un paso de seleccion hacia adelante, se revisan una a una las variables
restantes como candidatas para la segunda variable en el modelo. La que tenga
el p-valor mas pequefio se agrega al modelo, suponiendo nuevamente que p <

Qdentro-

3. Eliminacion hacia atras: Es posible que al haber agregado la segunda variable
al modelo se provoque un aumento en el p-valor de la primera variable. La primera

variable se elimina del modelo si su p-valor es mayor que o fyerq-

4. El algoritmo continta alternando los pasos de seleccion hacia adelante con los de
eliminacién hacia atras: en cada paso de seleccién hacia adelante se agrega la
variable con el p-valor mas pequefno si p < Qgentro, Y €N cada paso de eliminacion
hacia atras se elimina la variable con el p-valor mas grande si p > afyerq- El algo-
ritmo se termina cuando ninguna variable satisface los criterios para ser agregada

o eliminada del modelo.

Una debilidad de todos los procedimientos automaticos de seleccion de variables,
incluyendo la regresion paso a paso y la regresion con los mejores subconjuntos, es que
operan sélo con base en la bondad del ajuste, y pueden no considerar las relaciones

entre variables independientes, que son importantes.
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1.13.4. Problemas en la seleccion de modelos

Cuando se construye un modelo para pronosticar el valor de una variable depen-
diente, pareceria razonable tratar de empezar con tantas variables candidatas indepen-
dientes como sea posible, para que el procedimiento de seleccion de modelos tenga un
namero muy grande de modelos donde elegir. Desgraciadamente, lo anterior no es una
buena idea, como se mostrara a continuacion.

Un coeficiente de correlacion se puede calcular entre cualesquiera dos variables. A
veces, dos variables sin ninguna relacion real estaran correlacionadas fuertemente sélo
por azar. Por ejemplo, George Undy Yule observé que la tasa de natalidad anual en Gran
Bretafna estaba casi perfectamente correlacionada (r =-0.98) con la produccién anual de
hierro en lingotes en Estados Unidos durante 1875-1920, aunque nadie sugeriria tratar
de pronosticar alguna de estas variables en términos de la otra. Ello ilustra una dificultad
que comparten todos los procedimientos de seleccion de modelos. Lo mas probable es
que algunas de las variables independientes que se proporcionan sean mejores candida-
tas solamente por azar y presenten correlaciones sin sentido con la variable dependiente
[12].

¢, Como se puede determinar qué variables, si las hay, en el modelo seleccionado es-
tan muy relacionadas con la variable dependiente, y cuales se seleccionaron solamente
por azar? Los métodos estadisticos no son de mucha ayuda aqui. El método mas con-
fiable es repetir el experimento, reuniendo mas datos de la variable dependiente y de las
variables independientes que fueron seleccionadas por el modelo. Entonces las varia-
bles independientes sugeridas por el procedimiento de seleccidén se pueden ajustar a la
variable dependiente utilizando los nuevos datos. Si alguna de estas variables se ajusta

bien a los nuevos datos, la evidencia de una relacion real sera mas convincente.






Capitulo 2

Analisis de componentes principales

(ACP)

En la practica, lo mas habitual es tomar el mayor numero posible de variables, pues-
to que los estudios suelen requerirlo. Esto conlleva inconvenientes: es dificil visualizar
relaciones entre las variables y pueden presentarse fuertes correlaciones entre ellas, ya
que si se toman demasiadas variables (cosa que en general sucede cuando no se sabe
demasiado sobre los datos), lo normal es que estén relacionadas o que midan lo mismo
bajo distintos puntos de vista [14].

Los métodos multivariados son extraordinariamente Utiles para grandes conjuntos de
datos complicados y complejos de una gran cantidad de variables medidas en nimeros
grandes de unidades experimentales. La importancia y utilidad de los métodos multiva-
riados aumentan al incrementarse el nimero de variables que se estan midiendo y el
nuamero de unidades experimentales que se estan evaluando [8].

A menudo, el objetivo primario de los analisis multivariados es resumir grandes can-
tidades de datos por medio de relativamente pocos parametros. El tema subyacente de
muchas técnicas multivariadas es la simplificacién.

Muchas técnicas multivariadas tienden a ser de naturaleza exploratoria en lugar de
confirmatoria, es decir, tienden a propiciar la generacion de hipotesis mas que a com-
probarlas. Los métodos estadisticos tradicionales suelen exigir que un investigador es-

tablezca algunas hipoétesis, retina algunos datos y, a continuacién, use estos datos para
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rechazar o no rechazar esas hipotesis. Una situacion alternativa que se presenta frecuen-
temente es el caso en el cual un investigador dispone de una gran cantidad de datos y se
pregunta si pudiera haber una informacién valiosa en ellos. Las técnicas multivariadas
suelen ser Utiles para examinar los datos en un intento por saber si hay informacion que
sea valiosa en esos datos [8].

Estos analisis multivariados presentan dos técnicas,

1. Las técnicas dirigidas por las unidades experimentales, que se interesan princi-
palmente en las relaciones que podrian existir entre las unidades experimentales
que se estan midiendo. Algunos ejemplos de este tipo de técnica se encuentran
en el analisis por agrupacién y el analisis mutivariado de la varianza (MANOVA:

multivariate analysis of variance).

2. Las técnicas dirigidas por las variables, que se enfocan principalmente en las rela-

ciones que podrian existir entre las variables respuesta que se estan midiendo.

Algunos ejemplos de este tipo de técnica se encuentran en el analisis de regresién

y el andlisis de componentes principales (ACP) [3].

El analisis de componentes principales fue desarrollado por Hotelling (1933), a partir

de los planteamientos de Karl Pearson (1901) [11].

2.1. El analisis de componentes principales: campos de
aplicacion

El analisis de componentes principales (ACP) es una técnica multivariada que crea
nuevas variables no correlacionadas llamadas componentes principales a partir de un
conjunto de variables correlacionadas.

Hay muchas razones para considerar el analisis de componentes principales, algunas

de ellas se describen a continuacion:
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2.1.1. Cribado de datos

El analisis de componentes principales es quiza el mas util para cribar datos multiva-
riados. En casi todas las situaciones de analisis de datos, se puede recomendar el ACP
como un primer paso. Se debe realizar sobre un conjunto de datos, antes de realizar
cualquier clase de andlisis multivariados. Los andlisis de seguimiento sobre las com-
ponentes principales son Utiles para comprobar las hipétesis que el investigador podria
establecer acerca de un conjunto de datos multivariados y para identificar y localizar

posibles datos con valores atipicos (outliers) en un conjunto.

Definicion 2.1. Las unidades experimentales cuyas variables medidas parecen incohe-
rentes con las mediciones realizadas en las otras unidades experimentales suelen lla-

marse datos con valores atipicos.

Las calificaciones de las componentes principales se pueden usar como entrada para
programas de trazado de gréficas y situacion de datos y, con frecuencia, un examen de
las presentaciones gréaficas resultantes revelaran las anormalidades, como los datos con

valores atipicos en los datos que se esta planeando analizar.

2.1.2. Validar hipétesis

A menudo, se requiere que se cumplan algunas hipotesis para que sean validas cier-
tas clases de analisis estadisticos. Se pueden analizar por separado las mediciones de
las componentes principales para ver si se cumplen las hipotesis relativas a la distribu-
cién, como la normalidad de las variables, con una gréfica de probabilidad normal, y la
independencia de las unidades experimentales.

Si la poblacion de la que se esta tomando la muestra es normal multivariada, enton-
ces cada una de las componentes principales tendra una distribucion normal univariada
y una gréfica de dispersién por pares de las calificaciones de las dos primeras compo-
nentes principales debe dar por resultado que los datos caigan en una regién de forma
eliptica, con los ejes mayor y menor paralelos al primer y segundo componente principal,

respectivamente.
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2.1.3. Agrupacion

El andlisis de componentes principales también es util cuando el investigador desee
agrupar las unidades experimentales en subgrupos de tipos semejantes. Se puede usar
para ayudar a formar agrupamientos de las unidades experimentales en subgrupos o
para verificar los resultados de los programas de agrupacion. En este caso, se usarian
las calificaciones de las componentes principales como entrada para los programas de
agrupacion, lo que suele incrementar la eficacia de estos programas y reducir el costo de
su uso. Ademas, pueden y siempre deben usarse las mediciones de las componentes

principales para ayudar a validar los resultados de los programas de agrupacion.

2.1.4. Regresion

La regresién multiple puede ser peligrosa cuando las variables predictoras estan in-
tensamente correlacionadas de alguna manera. Esto se conoce como multicolinealidad
entre las variables predictoras. El andlisis de componentes principales ayudara a deter-

minar si ocurre multicolinealidad entre las variables predictoras.

2.2. Objetivos del analisis de componentes principales

El ACP debe usarse principalmente como una técnica exploratoria, ayuda a los inves-
tigadores a que adquieran cierta percepcidn respecto a un conjunto de datos. A veces,
un ACP ayuda a los investigadores a comprender mejor la estructura de correlacion en-
tre las respuestas y, en ocasiones, a generar hipétesis acerca de las variables o de los

datos. Los objetivos principales de un ACP son:

2.2.1. Identificar nuevas variables no correlacionadas

Es importante resaltar que el concepto de mayor informacién se relaciona con el de
mayor variabilidad o varianza. Cuanto mayor sea la variabilidad de los datos, se consi-
dera que existe mayor cantidad informacion [14].

A continuacion se muestra la definicién de combinacién lineal estandarizada.
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Definicion 2.2. Una combinacion lineal 'z es una combinacion lineal estandarizada

(CLE)siS 12 = 1.

El andlisis de componentes principales busca las CLE no correlacionadas que tengan
varianza maxima. El ACP siempre identificara nuevas variables; sin embargo, no garan-
tiza que las nuevas variables sean significativas. Desafortunadamente, lo mas frecuente
es que no sean significativas; no obstante, las variables componentes principales seran

utiles y el analisis también.

2.2.2. Descubrir la verdadera dimensionalidad de los datos

El andlisis de componentes principales sirve para determinar la dimensionalidad real
de los datos y, cuando esa dimensionalidad es menor que p, el nimero de variables
originales se pueden reemplazar por un niumero menor de variables subyacentes sin
que se pierda informacion. Esta menor cantidad de variables se usara en los siguientes
analisis.

En general, el andlisis de componentes principales busca unas cuantas combinacio-
nes lineales con el fin de resumir los datos, perdiendo en el proceso la menor informacién
posible. Este intento de reducir la dimensionalidad se describiria como “el resumen par-
simonioso” de los datos [11]. Cuando las variables originales no estan correlacionadas,

no tiene sentido realizar un anadlisis de componentes principales [14].

2.3. Componentes principales poblacionales

El analisis de componentes principales pretende explicar la estructura de covarianza
de un vector aleatorio buscando un nuevo sistema de ejes coordenados que indiquen
las direcciones de mayor variabilidad, ya sea en una situacién te6rica con matriz de co-
varianza, o con una matriz de covarianza estimada a partir de una muestra [14]. Primero
se estudiara el modelo teérico. Sea X = (Xj,...,X,)" un vector aleatorio con matriz de

covarianza ..



60 Analisis de componentes principales (ACP)

2.3.1. Construccion sucesiva de las componentes principales

En la construccion sucesiva de las componentes principales, se obtendra la primera
componente principal, es decir, la CLE de X que tenga varianza maxima. Posteriormente
se construira la segunda componente principal que es la CLE de X que tiene varianza
maxima restante y es no correlacionada con la primera. Por ultimo se construira la (j+1)-
ésima componente principal, es decir, la CLE de X que tiene varianza maxima restante

y es no correlacionada con las j primeras componentes principales.

Construccion de la primera componente principal

La primera componente principal se denotara por Y; y, como ya se menciond, es la
CLE de las variables originales de varianza maxima, es decir, Y; = l_l’i =l Xi+...+
l1,X, tiene varianza maxima, donde I, = (I11,...,l,)" cumple que [;'l; = 1. Se tiene

que la varianza de Y] es:

Var(Y1) = Var(W'X) = 4'Var(X)l = LS.

Por lo tanto se resolvera el siguiente problema:
max{Var(Y;)} = méxg,{l;'ShL}, donde Ry = {l; € R?|l;'l; — 1 = 0}.

El método habitual para maximizar una funciéon de varias variables sujeta a restric-
ciones es el método de los multiplicadores de Lagrange. En este caso el objetivo es
maximizar una funcién sujeta a una restriccion de igualdad, por lo que se construye la

funcion lagrangiana de la siguiente forma:
L1(11,A) = 'Sl = ALl — 1);

para calcular los puntos criticos de £, se calculan sus derivadas parciales con respecto

alyyal, yseigualan a cero.

AL (I, A

% — 25 —22Mppi =0 & (S = M)y =0 (2.1)
L
DLy (11, \)

oy = Wh-1)=0 & Lh=1 (2.2)
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El sistema homogéneo (2.1) siempre tiene solucion, sin embargo, para que tenga so-
lucién distinta de 0, por el teorema de Roché-Frobenius (Teorema B.4), se debe cumplir
que rango(X — M,x,) < p, lo cual es equivalente a que Det(X — Al,.,) = 0 (Teorema
B.5). Por lo que A es un valor propio de X; ademas, de (2.1) se sigue que Xl; = Alj, lo
que indica que [; es un vector propio de norma 1 (por (2.2)) correspondiente a A. Asi,
(11, ), donde [; es el vector propio unitario correspondiente al valor propio A, es punto
critico de £, y [, es punto critico de la Var(Y7).

A continuacion se calcula la Var(Y;) considerando que su punto critico [, satisface

3l = M1y li'ly = 1, donde X es su valor propio correspondiente:

Por otro lado, recordaremos que ¥ = E((X — p)(X — p)’); se observa que ¥ = ¥';

dado w € R? — {0}, se sigue:

wiw = EWw(X —p)(X —p)w)

—
X
N
B
—
[

|
=
=

——
X
—
N—

por lo que X es semidefinida positiva y es de orden p. Por el Teorema B.6 se sigue que los
p valores propios de X son mayores o iguales a cero, es decir, \; > Xy > ... > )\, > 0.
Asi, Var(Y)) = X esté bien definida.

Por Ultimo, como el objetivo es maximizar Var(Y7), se toma a A como el valor propio
maximo de X, A, por lo que /; es el vector propio unitario correspondiente a A;, que se
denotaré por v;. Por lo tanto, la primera componente principal est4 dada por Y} = v’ X

y cumple que Var(Yy) = A;.

Construccion de la segunda componente principal

La segunda componente principal se denotara por Y5, y es la CLE de las variables
originales que tenga varianza maxima restante y no esté correlacionada con la primera
componente principal, es decir, Y2 = ly’X = 51 X + ... + 15, X, tiene varianza maxima y

la Cov(Y2,Y1) = 0, donde Iy = (lay, ..., ls,)" cumple que Iyl = 1. Ademas se tiene que
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la varianza de Y5 es:
Var(Ys) = Var(l'X) = b'Var(X)ly = 'Sl
y la covarianza de Y, y Y] es:

Cov(Ys, Y1) = Cov(ly’ X, v’ X) = ' Cov(X, X)v, = ly'Var(X)v, = ly'Su;.

Notese que se cumple que Xv; = Ajv; con A\; > 0, dado que es la varianza de la
primera componente principal que recoge la mayor variabilidad de los datos que tienen

variabilidad positiva. Luego,

CO'U(YvQ, Yl) = l_Q/Z]ﬁ = l_Q/)\lﬂ = )\1[2/1}1 =0

implica que l_z’ﬂ = 0, es decir, que [ y v, son ortogonales.

Por lo tanto se resolvera el siguiente problema:
max{Var(Yz)} = méxg,{ly'Sl}, donde Ry = {l € RP|ly'ls — 1 =0y ly'v; = 0}.
La funcién lagrangiana de este problema es:

Ly(lz, A, 0) = 155y = A(l'ly = 1) — dly"vy,

para calcular los puntos criticos de L., se calculan sus derivadas parciales con respecto

aly, Ay d,y seigualan a cero.

DLo(lg, A, 8
L 2y — 2ALuply — Ovy = 0 (2.3)
dly = 2
ILs (I, A, 0
% ('l —1)=0& L', =1 (2.4)
OLs (I, A, 0 , ,
%:_lzv_zoﬁlzﬂzo_ (2.5)

El sistema de ecuaciones formado por (2.3), (2.4) y (2.5) es no lineal. Sin embargo,

si se multiplica (2.3) por v,’, se tiene que:

2U1 EZQ —2\v l (5?)1 =1 Q 0, &= 2’()1,2[2 = 2(001)(}/2,}/1)), =0
_0_ S S 1 =22
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de (2.3) se sigue que:

251y — 22X piplo = 0 By — Mpypls = 0.

De manera analoga a la construccién de la primera componente principal, se llega a
que A es un valor propio de X y I, es un vector propio de norma 1 (por (2.4)) correspon-
diente a A. Asi, (I, A,0), donde [, es el vector propio unitario correspondiente al valor
propio A, es punto critico de £,, y I, es punto critico de la Var(Y>).

A continuacion se calcula la Var(Y2) considerando que su punto critico [, satisface

Yly = My y ly'l; = 1, donde X es su valor propio correspondiente

VCLT(YVQ) = ZQ,EZQ =1 ,)\lg =\l /l2 =\

Por Gltimo, como el objetivo es maximizar Var(Y3), si se toma a A como el primer
valor propio de X, I, podria ser igual a [; 0 no necesariamente son perpendiculares y
podrian estar midiendo la misma informacién, por lo que se toma a A como el segundo
valor propio maximo de X, \o; [ es un vector propio unitario correspondiente \,, que
se denotara por vy; si Ay = )3, Se escoge a v, ortogonal a v;. Por lo tanto, la segunda

componente principal esta dada por Y, = v,'X y cumple que Var(Y2) = Xs.

Construccion de la (j+1)-ésima componente principal

La (j+1)-ésima componente principal se denotara por Y;,:, es la CLE de las varia-
bles originales que tenga varianza maxima restante y no esté correlacionada con Y7,
Yy, ..., Y;, es decir, Y1 = lj_H’X = I+ X1 + ... + lj+1)pX, tiene varianza maxi-
may Cov(Yj1,Y:) = 0,i = 1,2,...,j,donde ;11 = (I+1)1,- .- l(j+1),) cumple que

li+1'li+1 = 1. Ademas se tiene que la varianza de Y. es:

Var(Yjp1) = Var(lj'X) = g 'Var(X)l = U 'Sl

y lacovarianzade Y,y Y;, i =1,2,..., 7 es:

Cov(Yji1,Y;) = Cov(lj'X, v/ X) = lji'Cov(X, X)v; = [j1'Var(X)v;

/
= lj+1 Eﬂ
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Notese que se cumple que Xv; = A\v; con \; > 0, dado que es la varianza de la i-
ésima componente principal la que recoge la mayor variabilidad posible de los datos, y
si \; = 0, ya se habria recuperado la variabilidad total de los datos en las primeras ¢ — 1

componentes principales y no se construirian més. Luego,
/ / /
Cov(Yj1,Y;) = L' B = L Aivi = Nilja'vi = 0

implica que /;;1'v; = 0, es decir, que l;41 y v; son ortogonales parai =1,2,..., 7.

Por lo tanto se resolvera el siguiente problema:
méX{Var(YjH)} = méXRj-H{lji,Elji}’

dondeRj_H:{lj_+1€Rp|lji/lj_+1—1:OYEIEZO,izl,l...,j}.

La funcion lagrangiana de este problema es:

J
Livi(lj1, A 01, ..,05) = LA Slipn — Mgl — 1) — Z@lji/ﬂ-
=1

Para calcular los puntos criticos de £;.;, se calculan sus derivadas parciales con res-

pecto a l]i A, 01, ..., 0; y seigualan a cero.

a£'+1(l'+17)\7 617"'75‘) /
’ ’—al = = 251 — 20 gl — 0wy =0 (2.6)

il i=1

a£'+1<l'+17)\7517"'75‘>
% — =l ) =0e bnlin =1 (@7)
OL;1(Liy1, N\, 01, ..., 0;

sl 0, 0) — v =0 L = 0,i= 1,2, . (2.8)

09;

El sistema de ecuaciones formado por (2.6), (2.7) y (2.8) es no lineal. Sin embargo,
si se multiplica (2.6) sucesivamente por v/’, .., v;’, los cuales se tomaron ortonormales,
se tiene que:

20011 = 2001 i =01 001 = D i G vs = 010 = 0

~— ~— -~
0 1

205 Sl = 200" L1 —0505'05 = 3 0 v = 00 =0,
1 0
0
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por lo tanto,
01 = 201'Sli = 2(Cov(Yj41, 1)) =0
0; = 20"l = 2(Cov(Yj11,Y;)) =0,
de (2.6) se sigue que:

22:[]_+1 - 2)\[p><plji — Q = El]i - )\Ipxplji - Q

De manera analoga a la construccién de la primera y la segunda componente prin-
cipal se llega a que A\ es un valor propio de ¥, y l]i es un vector propio de norma 1
(por (2.7)) correspondiente a \. Asi, (lji,/\,g), donde lji es el vector propio unitario
correspondiente al valor propio A, es punto critico de L;1, y lji es punto critico de
Var(Yj4).

A continuacién se calcula la Var(Y;41) considerando que su punto critico lj+1 satis-

face Xl 11 = N1y le’le = 1, donde \ es su valor propio correspondiente:

Var(Yii1) = 'Sl = L M = My 'lin = A

Por ultimo, como el objetivo es maximizar Var (Y1), se tomaa A como el (j+1)-ésimo
valor propio mas grande de >, A;,; asi, l]i es un vector propio unitario correspondiente
a \j;1, que se denotara por Vi1, cuando A, = Aj_,41 = ... = Aj = A\jy1; se toma
avj1 ortogonal a Vjers Ujmrtls - - o Uje Por lo tanto, la (j+1)-ésima componente principal
estd dada por Y, = zﬂ’i y cumple que Var(Y,+1) = A\ji1.

Si se define I' como la matriz que tiene a los vectores propios unitarios vy, vy, ...,

v, correspondientes a Ay, As, ..., A, como columnas (I' = (v1, vy, . .. ,@)), el vector
aleatorio de las componentes principales Y = (Y1, Y5, ..., Y})’ se puede expresar como:
Y=TX.

Por la forma de construir las componentes principales, se tiene que Var(Y;) = A,

i=1,2,...,pyCou(Y;,Y;) =0,4,7=1,2,...,p, i # j. Luego:

A0 .00

0 X ... 0
Var(Y)= | ' =N
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por otro lado,
A=Var(Y)=Var(I'X) =T"Var(X)I' =T"ST;

como I' es una matriz ortogonal, I''T" = I, se tiene también que:

Y =TATY.

2.3.2. Construccion conjunta de las componentes principales

En la construccién conjunta de las componentes principales se obtendran de manera
conjunta las CLE que satisfacen los objetivos de las componentes principales.
Dado que X, la matriz de covarianza de X, es simétrica, por el teorema de la des-

composicion espectral (Teorema B.7) se cumple que:
¥ =TATLY,

donde A es una matriz diagonal de valores propios de ¥ y I es una matriz ortogonal
cuyas columnas son vectores propios estandarizados.

Como I' es una matriz ortogonal, cumple I'T' = I, lo cual equivale a que ||y [|* =
Yo've = Li=12,...,pyve)'vy) =0, # 4,4, = 1,2,...,p; como () representa la
columna ¢ de I', es decir, un vector propio de >, esto equivale a que los vectores propios
son unitarios y ortogonales. Luego la combinacién lineal formada por los vectores propios
y el vector aleatorio X, MK es una CLE.

Se propone Y = (Y3, ...,Y,) = I"X, cuya varianza est4 dada por:
Var(Y) = Var(I'X) = I'Var(X)I = I'SE = I'TAI'T = A,

porloque Var(Y;) =N, i=1,...,py Cov(Y;,Y;) =0,i # j,i,j =1,...,p, es decir,
las Y; no estan correlacionadas.

Dado que X es semidefinida positiva y es de orden p, por el Teorema B.6 se sigue
que los p valores propios de ¥ son mayores o iguales a cero, es decir, A\ > Ay > ... >
Ap = 0. Asi, Var(Y;) = \; esta bien definida.

Hasta el momento Y3, ..., Y}, son CLE’s no correlacionadas, sin embargo Y; no ne-

cesariamente tiene varianza maxima, por lo que se define:

Vi=v'X

==
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donde v, es un vector propio unitario de Ay, el valor propio maximo. Luego Y, debe tener

la mayor varianza restante, pero Y, y Y; no estan correlacionadas, por lo que se define:
Yo = Elia

donde v, es un vector unitario de \;, el segundo valor propio maximo. Y;,; no esta

correlacionada con Y7, .. ., Y}, si se define como:
/
Yiyi = v’ X,
donde v;;1 es un vector propio unitario de A;,1, el (j+1)-ésimo valor propio maximo se

esta maximizando la varianza restante de las Y7, .. ., Y.

Por lo tanto, las componentes principales quedan definidas de manera conjunta co-

mo:
Y=rX,

donde I' es la matriz que tiene a los vectores propios unitarios vy, vy, .. ., v, correspon-

dientes a Ay, Ag, ..., A, como columnas (I' = (vy, va, ..., vp)).

2.3.3. Definicidon de las componentes principales poblacionales

Como se vio, para un vector aleatorio X con media n y varianza ¥, el vector aleatorio
de sus componentes principales esta dado por Y = I".X; sin embargo, la varianza de
X —pesVar(X — p) = Var(X) = %, por tanto I'(X — p) también es un vector
aleatorio que satisface los objetivo de las componentes principales pero centrando la
distribucion, porlocualay =T1"(X — H) se le llamara el ACP centradoya Y =1"X se
le llamara el ACP no centrado. A continuacion se da la definicién de la transformacion

de componentes principales

Definicion 2.3. Si X es un vector aleatorio con media y y matriz de covarianza ¥., en-

tonces la transformacion a componentes principales es la transformacion:

XY =T(X-p), (2.9)

donde 1' es una matriz ortogonal cuyas columnas son vectores propios estandarizados

de ¥; I"YI' = A = diag(\1, Aa, - - -, \,) €s diagonal de valores propios de X y Ay = Ay >
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. = A\, = 0. La positividad estricta de los valores propios \; esta garantizada si > es
definida positiva.
El i-esimo componente principal de X se puede definir como el i-ésimo elemento del
vectorY , es decir, como:

Yi=7yu'(X — ), (2.10)

donde ;) es la i-ésima columna de I'. La funcion'Y, se puede llamar la ultima compo-

nente principal de X.
Esta definicion plantea las siguientes observaciones:

1. Si hay valores propios iguales, supongamos A, ..., Axi., l0S vectores propios
Y(k)»s - - -» V(k+r) @SOCIAM0OS NO sON UnNicos, por lo que las respectivas componentes

principales no seran unicas [14].

2. Si el valor propio no se repite, supongamos J\;, los vectores propios ) y —7(;) son

unitarios y las SCL's formadas por ellos tienen la misma varianza, A;, por lo que la

componente principal no es Unica.

Por lo tanto, las componentes principales no son unicas, lo que permite escoger a
los ;) como mas convenga, por ejemplo, se puede escoger a (; de tal forma que
Y; = 7' X sea mas interpretable que las otras Y; que pueden ser la i-ésima componente

principal.

2.3.4. Calificaciones de las componentes principales

Por definicion, las componentes principales estan construidas con vectores propios
ortogonales, lo cual permite colocar un sistema de ejes ortogonales dentro del espacio
de componentes principales en el cual caen los datos.

Para usar las variables componentes principales en los analisis estadisticos subsi-
guientes, es necesario calcular las calificaciones de esas componentes (valores de las
variables componentes principales) para cada unidad experimental en el conjunto de
datos. Estas calificaciones proporcionan las ubicaciones de las observaciones en un

conjunto de datos con respecto a sus ejes componentes principales.
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Sea z, el vector de variables medidas para la r-ésima unidad experimental. Entonces

el valor (calificacion) de la j-ésima variable componente principal para la r-ésima unidad

experimental es: y,; = v (2, —p),paraj=1,...,pyr=1,...,n[8]

2.3.5. Propiedades de las componentes principales

Las componentes principales cumplen los siguientes resultados:

Teorema 2.4. Si X ~ (u,X) yY se define como en la Ecuacion (2.9), entonces:
) E(Y) =0
i) Var(Y)) = A
i) Var(Yy) 2 Var(Ys) > ... 2 Var(Y,) >0
v) >0 Var(y;) =tr(X)
W) [ Var(Yi) = [2].
Demostracion.

) EY) = E"(X —p)) =T"E(X —p) =T"(E(X) —p) =T"(p—p) =0

WWar(Y) = Var(I"(X — p)) = T'Var(X — p)I' = I"'Var(X)I' = I'YT" = A. Lo que
equivale a:

w Var(Y;) =N\

» Cov(Y;,Y;) =0parai# j.
u) De la Definicién 2.3 se tiene que A\ > Xy > ... > A, > 0; como Var(Y;) = \; se

sigue que Var(Yy) > Var(Ys) > ... = Var(Y,) > 0.
Iv) De la Definicién 2.10 se tiene IVXI" = A; se sigue que X = I'AIY; luego:

tr(X) = tr(CATY) = tr(AT'T) = tr(A) = i Ai = i Var(Y;)

V) [3] = [FAL| = [TJAL] = |AT|[T] = |AT'T| = [A] = [Ty A = [Ti2, Var(Y) m

A continuacién se presenta un resultado mas significativo
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Teorema 2.5. Sea X ~ (u, ) un vector aleatorio de orden p x 1; se tiene que:

» Ninguna CLE de X tiene varianza mayor que \1, la varianza de la primera compo-

nente principal.

= Ninguna CLE de X tiene varianza menor que \,, la varianza de la ultima compo-

nente principal.

Demostracion. Sea ¢/ X una CLE, es decir, a’a = 1. Se puede escribir:

Q:cw(l)%—...—i—cpmzfg (2.11)

donde ¢ = (c1,...,¢), I' = (vay, -+ %) Y Y)» - - -Y(p) SON los vectores propios de
> (cualquier vector se puede escribir de esta forma, ya que los vectores propios forman

una base para R?). Ahora,

Var(d X) = d'Var(X)a = a'Ya;

usando el teorema de la descomposicion espectral (Teorema B.7), se cumple que ¥ =

['ATY, por lo que:

Var(d'X) = d'Sa = T"STc = Q’Q’I}}AQ’;EQ =dAc= 3 i (2.12)
Ademas, )

1:Q/Q:Q/£}:Q:Q/Q:;C?- (2.13)

Dado que X es definida positiva y es de orden p, por el Teorema B.6 se sigue que

los p valores propios de ¥ son mayores a cero, es decir, Ay > Ay > ... > )\, > 0. Por

lo tanto, de (2.12) y (2.13) se sigue que:\; = A1 Y 7 ¢ = >P Nl = Var(dX) >

L MG =N D = Ay O

Para un vector aleatorio multinormal, el teorema anterior se puede interpretar geo-
métricamente diciendo que el primer componente principal representa el eje mayor de la
elipsoide de concentracion y el altimo componente principal representa el eje menor de
la elipsoide de concentracion (véase Figura 2.1).

Las componentes intermedias tienen una propiedad de varianza maxima dada por el

siguiente teorema:
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Y2 Y1

Figura 2.1: Las elipses de concentracion para la distribucién normal bivariada, se muestran las compo-
nentes principales y; € y2, donde p = (3,3), 011 = 3, 012 = 1 y 0292 = 3. Elaboracién propia basada en

[11]

Teorema 2.6. Sea X ~ (u,Y) un vector aleatorio de orden p x 1; se tiene que sia = o' X
es una CLE de X no correlacionada con las primeras k componentes principales de
X, entonces la varianza de o se maximizada cuando « es el (k+1)-ésimo componente

principal de X, k < p.

Demostracion. Se puede escribir a = ¢;y) + ... + ¢, = I'c (Ecuacion (2.11)),

donde ¢ = (c1,...,¢) 5T = (), %) ¥ Ya)s - -V(p) SON los vectores propios
correspondientes a los valores propios Ay, ..., A, de X, es decir, se cumple que Xy;) =
Ai7(i)- Dado que o no esta correlacionado con ' X, i = 1,... k,

0 = Cov(dX,v4)X) =dCov(X, X)) = a'Var(X)ve = vy

= d' e = Nd' V)

ya que X es definida positiva, se tiene que A\; > ... > A\, > 0, por lo cual a’y; = 0,

1=1,...,k, luego:

0 = CL'Y(% leYl)‘i_ +CZM++CPM), ()
= (ay +-- +a +- T o)
= (av ()+---+Cﬂ(i)"y(i)+...+cp7(p)’ @) =cparai=1,...k;

S—— S——
0 1

o{\
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se

sigue que:
. / EENVA '/ A / / _
Var(d X) = QZQ—QFZFQ—_FIFAFIFQ—QAQ— e
2

_ D
= i= k+1 Ai C Zi:szrl Ak416; = M1 Zz k+1Ci = Akt1

y la Var(Ygi1) = k41, por lo tanto la varianza de a es maximizada cuando « es la

(k+1)-ésima componente principal de X. 0J

Las propiedades mas importantes de las componentes principales se enunciaron en

los Teoremas 2.4, 2.5, 2.6. Ahora se examinaran otras propiedades Uutiles.

a)

La varianza total y la varianza generalizada son invariantes respecto de las variables

originales y respecto de las componentes principales.

La matriz de covarianza X es una posible generalizacion multivariada de la nocién
univariada de varianza, medida de la desviacion respecto a la media. Sin embargo,
algunas veces es conveniente tener s6lo un nimero para medir la desviacion multi-

variada. Dos medidas comunes son:

= |a varianza generalizada, |%|, y

» Ja varianza total, tr(Y%),

que son invariantes respecto de las variables originales y respecto de las componen-
tes principales, pues, por el Teorema 2.4, la Var(Y) = A, |X| = [[I_, Var(Y;) =
L= Ay tr(D) = 0, Var(Y) = S0, & = tr().

1= 1

Para medir la importancia de la j-ésima componente principal se considera la relacion
Nj/(A+...+),),paraj = 1,2, ..., p. Esta mide la proporcién de la variabilidad total

en las variables originales explicada por la j-ésima componente principal [&].

La suma de los k primeros valores propios dividida entre la suma de todos los valores
propios, (A1 +...+ ;) /(A1 +...+),), representa la “proporcién de la variacion total”

explicada por los k primeros componentes principales.

La proporcién de variacion total, (A; + ... + A\;)/(A1 + ... + ),), da una medida

cuantitativa de la cantidad de informacién retenida en la reduccién de dimensién p
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a k [11]. En la préctica, si las componentes principales son tales que unas pocas
explican un alto porcentaje de la varianza total, merece la pena sustituir el vector

original X por dichas componentes principales [14].

Las componentes principales de un vector aleatorio no son invariantes bajo escala.

Una desventaja del andlisis de componentes principales es que no es invariante bajo
escala, es decir, si se tienen variables en cierta escala y se busca un analisis de
componentes principales en otra escala (por ejemplo, si se tiene peso en libras, altura
en pies y edad en afos y se buscan componentes principales expresados en onzas,

pulgadas y décadas), se sugieren los siguientes procesos:

a) multiplicar las variables por ciertos escalares que proporcionen el cambio de

escala y después llevar a cabo un ACP

b) llevar a cabo un ACP y después multiplicar los elementos de las componentes

por sus correspondientes escalares que proporcionan el cambio de escala;

sin embargo, estos procedimientos no siempre proporcionan los mismos resultados
[11].
Algebraicamente, la falta de invarianza bajo escala se explica como sigue:

Sea X la matriz de covarianza del vector aleatorio X. Si se divide la i-ésima variable

por d;, la matriz de covarianza de las nuevas variables es:
Var(DX) = DVar(X)D" = DD, (2.14)

donde D = diag(d;"). Sin embargo, si 7 es un vector propio de X, ¥y = \v, se
sigue que DEDD‘lz = AD~, entonces los vectores D‘ll y Dy no son vectores
propios de DX.D, ademas se tiene que DX es la variable resultante del cambio
de escala de la componente principal, que es diferente a todas las componentes
principales construidas a partir de DD, por lo tanto las componentes principales no

son invariantes bajo escala.

La falta de invarianza bajo escala implica sensibilidad a la forma en que se eligen las

escalas. Dos posibles soluciones son:
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a) Buscar las llamadas unidades “naturales”, para asegurar que todas las variables

medidas son del mismo tipo.

b) Estandarizar todas las variables para que tengan varianza igual a 1, y luego
encontrar las componentes principales de la matriz de correlacién en lugar de
la matriz de covarianza. Esta opcion es la que comunmente se usa, a pesar de

que complica las cuestiones de las pruebas de hipétesis [11].

En general las componentes principales se modifican por un cambio de escala de las

variables, por lo que no son una caracteristica unica de los datos.

e) Sila matriz de covarianza de X tiene rango r < p, entonces la varianza total de X se

explicaria completamente por las primeras r componentes principales.

Si ¥ tiene rango r, entonces los Ultimos (p—r) valores propios de X son cero, luego la
proporcién de la variacion total explicada por las primeros » componentes principales
es> i N/ D =2 A/ > A\ = 1, es decir, las primeras r componentes

principales explican la variacién total de X.

2.3.6. Vectores de carga de componentes

Supongamos que se desea usar componentes principales para identificar a los indi-
viduos con valores grandes en las variables originales. Un procedimiento consistiria en
escoger a los individuos con calificaciones grandes en las componentes principales que
cumplen que los signos en los elementos de cada vector propio, que corresponden a
elementos que no estan préximos a cero, y son en su mayoria positivos. Por lo tanto, los
individuos con valores grandes en las variables originales también tendran calificaciones
grandes en las componentes principales elegidas, y viceversa.

Nétese que los vectores propios de la matriz de varianzas-covarianzas que se usan
para definir componentes principales se normalizan para tener longitud 1, esto es, 7’
vy = 1, para j = 1,...,p. Puede resultar confuso cuando se trata de interpretar a las

componentes principales mediante el examen de los elementos en los vectores propios

que definen esas componentes. Un elemento grande en un vector propio puede serlo o
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no en otro vector propio, es decir, los elementos dentro de un vector propio son compara-
bles entre si, pero los elementos en vectores propios diferentes no son comparables, en
virtud de que los vectores propios se normalizan para tener longitud 1, lo cual requiere
que la suma de los cuadrados de los elementos en cada vector debe ser igual a 1. Por
consiguiente, cuantos mas elementos haya en un solo vector propio que sean diferentes
de cero, mas pequeno debe ser cada elemento.

Para comparar entre vectores propios, muchos investigadores cambian la escala de
los vectores propios multiplicando los elementos en cada vector por la raiz cuadrada de

su valor propio correspondiente.

Definicion 2.7. Sea 3(;) = A;/Qy(j), paraj = 1,...,p. Estos nuevos vectores se llaman
vectores de carga de componentes y los elementos del vector @ reciben el nombre de
cargas de componentes. En notacion matricial se puede escribir B = (1), -+, Bp) =
LAY2, o o

Los /3(;) todavia son vectores propios de ¥, pero tienen longitudes iguales a || 5| =
||A;/27(j)|| = |/\]1./2\|]7(j)|] = /\;/2, para j = 1,...,p, en lugar de longitud 1. Las cargas de
componentes tienen una escala tal que permite comparar entre si todos los elementos

en todos los ;).

2.3.7. Covarianza y correlacién entre las componentes principales
y las variables originales
Teorema 2.8. Sea Y el vector aleatorio de componentes principales del vector aleatorio

X ~ (u,X). El i-6simo elemento en \;v;, da la covarianza entre la i-ésima variable

original y la j-ésima componente principal.
Demostracién. Recordemos que Y = I"(X — u) y ¥ = ['AT”
Cov(X,Y) = Cov(X,T"(X —p)) =Cov(X, X — p)I' = Cov(X, X)I

= Var(X)I' =X =TAI'T =TA.
I
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La Cov(X;,Y;) es el elemento (4, j) de Cov(X,Y) = I'A, es decir, v;;\;, el i-ésimo ele-

mento en \;y;). O]

En la mayoria de los casos no existen interpretaciones obvias para las componentes
principales. Cualquiera de esas interpretaciones debe surgir de un examen de vectores
propios. El teorema anterior, A;7;), proporciona la covarianza de la j-ésima componente
principal con las p variables originales, ademas, como ;) es un mdltiplo de \;v(;), se
puede decir que las variables con fuertes relaciones con la j-ésima componente principal,
Y, = v4)'X = (ny,---,,;)X, son las que tienen elementos en ;) que tienden a ser
mayores en valor absoluto que los otros elementos de v;), es decir, las X. tal que |v;;|

es un valor grande de |yy;], - - ., [Vp;l-

Corolario 2.9. Sea Y el vector aleatorio de componentes principales del vector aleato-
rio X ~ (u,X). La correlacion de la i-ésima variable original y la j-ésima componente

principal es px,y, = %A_J [14].

Demostracion. Se tiene que Var(X;) = o, y Var(Y;) = \;, asi que:

Cov(X;,Y)) . Vij A %J\/_ \/_
VVar(X;)y/Var(Y;) \/_\/_ Vi \/_

PX;y; =

Este es también un resultado importante, ya que permite medir la importancia de cada
variable original, X;, sobre cada componente principal Y;. La correlacion entre las varia-
bles originales y la j-ésima componente principal estan dadas en el vector (px,y;,- - -
px,v;) = /A (V15/v/11, - - - Yoi//Tep) - A 1aiz de la anterior expresion, se deduce que
cuanto mayor sea la i-ésima componente de v;),

XiyY;[14].

Yijl

Se puede decir que la proporcion de variacion de X; “explicada” por Y; es p?Xiyj.
Entonces, dado que los elementos de Y no estan correlacionados, cualquier conjunto G
de componentes explica una proporcion:

Pxg =D Pk, = D (%) =— Z M (2.15)

Jj€G JjEG ' jeg
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de la variacion de X;. El denominador de esta expresion representa y explica la variacion
en X;, y el numerador da la cantidad explicada por el conjunto G. Cuando G contiene
todas las componentes, el numerador es el elemento (i,7) de 'AI” = 3, que es o;;, asi,
la proporcién (2.15) es 1.

Notese que la parte de la variacion total explicada por las componentes en G se
puede expresar como la suma de todas las p variables de la proporcion de la variacion
en cada variable explicada por las componentes en G, donde cada variable es ponderada
por su varianza, esto es,

p p p
Yot =S A= (M) =3 (Mhwl?) = A
i=1 =1

i=1 jeg Jj€EG Jj€G Jj€EG

2.4. Componentes principales poblacionales de la ma-

triz de correlaciones

El andlisis de componentes principales sélo es apropiado en aquellos casos donde

todas las variables surgen “sobre un fundamento igual”, es decir:

1. Todas las variables deben estar medidas en las mismas unidades o, por lo menos,
en unidades comparables.
Si las variables respuesta no se miden en las mismas unidades, entonces cual-
quier cambio en la escala de medicién en una o més de las variables tendra un
efecto sobre las componentes principales. Ese cambio de escala podria invertir los

papeles de las variables importantes y las no importantes [8].

2. Las variables deben tener varianzas con tamarnos aproximadamente semejantes.
Si una de las variables tiene una varianza mucho mayor que las demas, dominara
la primera componente principal, sin importar la estructura de las covarianzas de

las variables y, en este caso, tiene poco sentido la realizacién de un ACP.

Cuando no parezca que las variables estan ocurriendo sobre un fundamento igual,
se aplicara el ACP a las calificaciones Z o a datos estandarizados, en lugar de aplicarlo

a los valores de los datos en bruto.
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Sea X = (Xy,...,X,) un vector aleatorio con media p = (p1, ..., p,)" y matriz de
p ~ P

varianzas-covarianzas X.. Estandarizando el vector X, se tiene:

7 01—11/2 e 0 X, —

donde D = diag(o11,- -, Opp)-

Teorema 2.10. La i-ésima componente principal del vector Z con matriz de covarianzas
P viene dada porY; = (,'Z '7 = fyz‘l)’D Y2(X —p),i=1,...,p, siendo v, los vectores
propios asociados a los valores propios \; de P, la matriz de corre/acion_es de X, cum-
pliendose la propiedad de que A} > A\; > --- = A\j > 0, y verificandose ademas que

P o Var(Y:) =" Var(Z;) = p.
Demostracion. La media y la matriz de covarianzas de Z, respectivamente, son:

E(Z)=EBE(D*(X —p)=D"’E(X —p) =0

P = Var(Z) =Var(D™V*(X — p)) = D"Y*Var(X — p) D2’
= D Y*¥War(X)D™V/? = D7 ?ELD71/2

la transformacién de componentes principales es la transformacion Z — Y =T '(Z —
0) = I''Z, donde I'* es una matriz ortogonal cuyas columnas son vectores propios
estandarizados de P; I'* 'PI'™* = A* = diag()\},\5,--- , ;) es la matriz diagonal de
valores propios de Py A\] > A5 = ... 2 AJ = 0.

El i-esimo componente principal de Z se define como el i-ésimo elemento del vector
Y, es decir, como Y; = v, 'Z = fy{)’D V2(X —p),i=1,...,p, donde ;) s lai-ésima
columna de I'*, es decir, el vector propio asociado al valor propio de P, A}.

La covarianza de las variables aleatorias Z;y Z;,1,j = 1,..., p es igual al coeficiente

de correlacion de X; y X, ya que:

Cov(Z:,23) = B((Zi — nz)(Z — nz,)) = B(Zi2;) = B (XXt

VIii T35
_ B((Xi—pa)(X—15)) Cov(X4,X})
Viin/Ojj \/VaT(X,-)\/Var(X])

pXLXJ Y
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por lo tanto la matriz de covarianzas de Z coincide con la matriz de correlaciones de X.

Por Ultimo, por el Teorema 2.4, se tiene que > 7 Var(Y;) = >0 Var(Z;) y se

verifica que:
p
> Var(Z) = tr(P) = tr(D"/?’£D™'?) = tr(SD"*D~?) = tr(TD7")
=0

el elemento (i,j) de XD~ es (0i1,- -+ , 04, + ,0ip)(0, - - ,crj‘jl, -++,0) =0y;/0j; cuan-

doi=jes1, porloquetr(XD 1) =>" 1=p. O

Aplicar el ACP a las calificaciones Z o a datos estandarizados es equivalente a aplicar
el ACP a la matriz de correlacion de las respuestas, en lugar de a la matriz de varianzas-
covarianzas [8].

Los valores propios y vectores propios de P son diferentes a los de X y no existe

simplificacion sencilla para llevar uno de los conjuntos de valores hacia el otro.

2.4.1. Calificaciones de las componentes principales

Cuando se realiza el ACP sobre una matriz de correlaciones, las calificaciones de
componentes principales deben calcularse a partir de los valores Z. En este caso, la
calificacién de la j-ésima componente principal para la r-ésima unidad experimental se
define por:

Yrj = Elﬁ,

paraj=1,2,...,p.

2.4.2. Vectores de correlaciones de componentes

Cuando se ha realizado el ACP sobre la matriz de correlaciones, se tiene la siguiente

definicién:

Definicion 2.11. Sea 56‘) = A;1/27(j)*, para j = 1,...,p. Estos nuevos vectores se

llaman vectores de correlaciones de componentes y los elementos del vector Bz‘j) reciben
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el nombre de correlaciones de componentes. En notacion matricial se puede escribir

B*:<@,,%):F*A*l/2

2.4.3. Correlacion entre las componentes principales y las variables

originales

Teorema 2.12. Los elementos de ﬁ{j) dan las correlaciones entre las variables originales

y la j-ésima variable componente principal.

Demostracion. Por el Corolario 2.9, se sigue que si Y es el vector aleatorio de com-

ponentes principales del vector aleatorio Z ~ (0, P), la correlacion de la i-ésima variable

.. ., . . Vi A _'ﬁj\/)‘; % *
original y la j-ésima componente principal es pz,y;, = N R Vi AG

El vector de las correlaciones entre las variables originales y la j-ésima variable com-
ponente prinCipaI es (pZ1Yjv T 7prYj)/ = (f}/ikj V )\j7 e a7;j \/ )\;)/ =V )\j(’}/i}v e 7’7;]'),
= A /)\;M* = % ]

So6lo debe efectuarse ACP cuando el determinante de la matriz de correlaciones sea
cercano a cero, porque esto indica que existen dependencias lineales entre las variables
respuesta.

Elegir que se analice P en lugar de X significa decidir que todas las variables res-
puesta tienen igual importancia y no es correcto establecer esta hipétesis de manera
arbitraria. Pueden existir situaciones en que las variables no estan en unidades compa-
rables y en las que el investigador preferiria no tratar todas las variables como si tuvieran
igual importancia. Algunos paquetes para calculos estadisticos permitiran la asignacion
de un peso a cada variable. Los datos podrian estandarizarse y, a continuacién, otorgar

pesos mayores a las variables que se piensa tienen mas importancia.

2.5. Componentes principales muestrales

En el desarrollo precedente se supuso que se conocian tanto x como X2, lo cual no

es frecuente, de modo que se requerira una estimacion de p y X a partir de los datos de
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la muestra.

Supongamos que se dispone de una muestra aleatoria de tamafo n de una poblacién
X = (Xy,...,X,) con vector de medias i y matriz de covarianzas X desconocida, en-
tonces la matriz de datos es X = (z,/,...,%,')’, donde z;' = (zs1,...,2p), i =1,...,n.

Los estimadores de 1y ¥ son Ty S, respectivamente.

Definicion 2.13. La media muestral de la i-ésima variable es T; = % Zle x; y el vector

que contiene a las medias muestrales de x,, ..., T, es:

1 & 1
T = (flv"' 7fp)/ - EZ&: EX,L
r=1

denominado el vector de medias muestral o simplemente vector de medias.

Definicion 2.14. La matriz de covarianza muestral o simplemente la matriz de covarianza

es la matriz:
5=t En (2~ D, — 1) =~ (X% - xrx) = lxmx,
— - n n n

donde H =1 — 111’
En esta matriz, s;; es la varianza muestral de la i-ésima variable y s;; es la covarianza

muestral de las variables i-ésima y j-ésima:

n
s =mn"" Z (2 — T)?,
r=1

n

s =n" Z (@ri = Ti) (205 — T;)-

r=1
La matriz H es una matriz idempotente simétrica, pues H' = (I —n'11") = I —
nIl'=HyH*=(I—-n'11"I-n111)=T—-n"111' —n 11"+ n 1 11'n"'11' =
IT—2n"111 4+n211"1V =T - 20111 4+ n 111 =1 —n'11' = H.
El objetivo, como en el caso tedrico, es explicar el mayor porcentaje posible de varia-
cién de la muestra con combinaciones lineales no correlacionadas de las variables con

varianzas maximas [14].
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Una combinacion lineal para la muestra z,, ..., z,, viene dada por:
llixrl + l2ixr2 + -+ lpixrp = (l1i7 l2i7 ) lpi)(xrb Ly, axrp)/
/
= l(_i)ﬂ, r=12,....n

Las n observaciones de la variable definida como /(;' X son:

L)'z

l)'Tn /1y ,/

La media muestral y la varianza muestral de esta nueva variable son:

COU(XZ(_@, Xl(~)) = n_l Zn_l (l Z-)/ r = Xl(i))(l(-)/_r — Xl( ‘))

= n' Y1 Z)/(_v”_@(_r_@/l(_f')
= l(_z)/”_1 >t (@ —Z) (2 — Z)/Q
= Lu'Sly).

donde 7 y S son la media muestral y la varianza muestral de X, respectivamente.

La primera componente principal muestral es la combinacién lineal l(l)’g , tal que
al considerar sus n valores sobre la muestra, X/(;), éstos hacen maxima la varianza
Sx1,, = 1)’ Sl) sujeto a la restriccion Iyl = 1.

La segunda componente principal muestral es la combinacion lineal l(g)’g , tal que
al considerar sus n valores sobre la muestra, X/, éstos hacen maxima la varianza
Sxig) = l(g)/Sl(g) sujeto a la restriccion l(2>’l(2 = 1y que no esté correlacionada con la
anterior, es decir, Cov(l(1) 'X, ly )y X) = o) Sl

La j+1-ésima componente principal muestral es la combinacién lineal l(jﬂ)’i , tal que
al considerar sus n valores sobre la muestra, X/, ), éstos hacen maxima la varianza

Sxi;41y = li+1) Sl +1) sujeto a la restriccion [ j+1)’l(j+1) = 1y que no esté correlacionada

con las anteriores, es decir, Cov(l 'X gy 'X) =1 ’Sl(jH =0,i=1,...,7.
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2.5.1. Construccion conjunta de las componentes principales mues-

trales

Las componentes principales muestrales se obtendran de manera analoga a las com-
ponentes principales poblacionales.
Dado que S, la matriz de covarianza de X, es simétrica, por el teorema de la des-

composicion espectral (Teorema B.7) se cumple que:
S =GLG,

donde L es una matriz diagonal de valores propios de S, y G es una matriz ortogonal
cuyas columnas son vectores propios estandarizados.
Como G es una matriz ortogonal, cumple G'G' = I, lo cual equivale a que ||g(;|| =
9090 = L i = 1,2,...,py@’&: 0,14 7,1, =1,2,...,p; como g;) representa
la columna 7 de GG, es decir, un vector propio de S, equivale a que los vectores propios
son unitarios y ortogonales. Luego las n observaciones de la variable definida como
9w)' X son Xg.

Se propone:

las n observaciones para el vector aleatorio Y son:

Y= Yaq, . Yy)=Xga, . Xgp) =X(90), ", 9) = XG,

cuya varianza muestral estd dada por:

Sy = :Y'HY =1(XG)HXG = LGX'HXG = G'LX'HXG = G'SG
= G'GLGG =1L,

~

por lo que la varianza muestral de Xg;) es Sy; = A\, i« = 1,...,p, y la covarianza
muestral de Xg;) y Xg(;) es Sy;; = 0,1 # j, 1,5 = 1,...,p, es decir, Xg;;) y Xg(;) no

estan correlacionadas.
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Dado que S’ = %X’HX = Sy dado w € R? — {0}, se sigue que:

wSw = w3 (v~ ) (2~ T)w = 3 (W (2, — T) (2, — T) w)
= a2 Wz - D)W (2, — ) =5 3 (W (e —T))? > 0,
por lo que S es semidefinida positiva.

Dado que S es semidefinida positiva y es de orden p, por el Teorema B.6 se sigue
que los p valores propios de S son mayores o iguales a cero, es decir, )Tl > /\Ag > ... 2
)Tp > 0. Asi, Sy;; = )TZ esta bien definida.

Hasta el momento la covarianza muestral de X&, e X@ es cero, por lo que no

estan correlacionadas; sin embargo, Xg(;) no necesariamente tiene varianza muestral

maxima, y se tiene que Sy, es igual a un valor propio de S, por lo que se define:

donde 7(1) es un vector propio unitario de \;, el valor propio méaximo, de este modo, Xg¢1)
si tiene varianza muestral maxima. Luego Xg() debe tener la mayor varianza muestral

restante; Sy, también es igual a un valor propio de S, por lo que se define:

donde 72y es un vector propio unitario de )TQ el segundo valor propio maximo. Por ulti-
mo, como Xg;41) No esta correlacionada con Xg(y), ..., Xg(;) y se desea maximizar la

varianza muestral Sy, ;+; que es igual a un valor propio de .S, si se define a:

Y1) = X541

donde @) es un vector unitario de \;;1, el (j+1)-ésimo valor propio maximo, se esta

maximizando la varianza muestral restante de las Yy, ..., Y ).

Por lo tanto, las componentes principales muestrales quedan definidas de manera

conjunta como:

Y=Y, Yp) =0 Xp) = XG0, 7w) = X6,
donde G es la matriz que tiene a los vectores propios unitarios 71, 72), - - -, 7(p) COrres-

—_

pondientes a Ay, Ay, . . ., A, como columnas (G = (713, 73); - - -» 7g))-
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2.5.2. Definicion de las componentes principales muestrales

Definicién 2.15. Si X = (z./,...,%,')" es una muestra aleatoria de tamario n de una
poblacién X = (Xi,...,X,)" con vector de medias i y matriz de covarianzas Y. des-
conocida, y T y S son el vector de medias muestral y la matriz de covarianza muestral,
respectivamente, donde x;' = (x;1,...,%), @ = 1,...,n, la transformacién de compo-
nentes principales:

X-Y=(X-17)G, (2.16)

donde 1., es un vector de 1's; G es una matriz ortogonal cuyas columnas son vectores
propios estandarizados de S; G'SG = L = dmg()/\\l, )TQ, e ,/\Ap), donde los \;’s, son los
valores propios de S y )Tl > )TQ > .2 )Tp > 0. La positividad estricta de los valores
propios )TZ se garantiza si S es definida positiva.

La i-ésima componente principal muestral de X puede definirse como la i-ésima co-
lumna de Y, es decir, como:

Y = (X - 1Z)75, (2.17)

donde 7;) es la i-ésima columna de G.

2.5.3. Calificaciones de las componentes muestrales

El r-ésimo elemento de Y;), Y,;, representa la puntuacion-calificacion (score) de la
i-ésima componente principal en el r-ésimo individuo. En términos de los individuos, se
puede escribir la transformaciéon de componentes principales como: Y,; = (ﬁ—z)ﬁ(\i) =
o) (x, —T), parai=1,2,...,p;r=1,2,...,n.

Frecuentemente se omite el subindice r, Y; = g(,(z — Z) para enfatizar la transfor-

macion en lugar de su efecto sobre algun individuo particular.

2.5.4. Propiedades de las componentes principales muestrales

Las componentes principales muestrales satisfacen la extension muestral directa de

los Teoremas 2.4-2.6
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Teorema 2.16. Si X es una matriz de datos muestrales de una poblacion X ~ (u,>) e

Y se define como en la Ecuacién (2.16), entonces:
) Y=0

i) Sy =L

i) Sy11 = Sy = ... 2 Sypp =0

iv) >0 Sy = tr(S)

v) Hle Syi; = ‘S|

Demostracion.
NY =n"'YWl=nY{X-1Z)G)1l=Gn" Y (X-1Z)V1=Gn'X -n'z1)1l =
G (X1 -nTE 1) =T -T) = 0.
1)
Sy = n'YHY

= n!'G(X-1Z)YHX-1Z)G

- QX -z )(HX - HLT)G

= Gn'(XHX-X'H17 -z 1IHX+z'H1 TG,
ademéas,como T = n X1y 7 = n 11'X,

Sy = Gn'(XHX)G-Gn'(XH1n 'I'X+n'X'11'HX
—n"IX'1 'H1 n '1'X)G
= G XHX)G — Gn *X/(HIUX +11HX — 1 'H1 n~'1I'X)G
= G'SG - G’n*QX’(Hﬂ’ +11'H-n"11 1I'H11"XG
= G'SG—Gn2X/(H1 + (H1')Y —n'1 I'H11)XG
recordemos que H = [ — n~'11, asi, H11' = (I — n~'11")11' = 11’ — 11’ = 0, luego:
Sy = G'SG +Gn?X'(—=0 — (0) + n "1 10)XG = G'SG = G'GLG'G = L.

Esto equivale a:

m Sy, = )/\\z
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m Sy;; =0parai# j.

-~

m) De la Definicién 2.15 se tiene que )Tl > 5\\2 > ... 2= )\, = 0, ademas, como Sy;; = )TZ
se sigue que Syy; = Sygg = ... = Syp, = 0.

v) De la Definicion 2.15 se tiene G'SG = L, de donde se sigue que S = GLG’, luego:

tr(S) = tr(GLG") = tr(LG'G) = tr(L) = Y A=Y _ Sy

=1 =1

V) IS| = |GLG| = |GIILG| = |LG||G| = |LG'G| = |L| = TTioy A = [Ty Sviee .

Se mostrara un resultado significativo:

Teorema 2.17. SiX es una matriz de datos muestrales de una poblacién X ~ (u, ), se

tiene que:

1. Ninguna CLE de las variables observadas tiene varianza muestral mayor que )Tl

la varianza muestral de la primera componente principal muestral.

2. Ninguna CLE de las variables observadas tiene varianza muestral menor >Tp la

varianza muestral de la ultima componente principal muestral.

Demostracion. Sea ¢/ X una CLE, es decir, a’a = 1. Se puede escribir a:

Q201@+...+cp@:GQ, (2.18)
donde ¢ = (¢1,...,6,)s G = (3a), -, 7w) ¥ Y1) - - - V(p) SON los vectores propios de

S (cualquier vector puede ser escrito de esta forma, ya que los vectores propios forman
una base para R?). Las observaciones de la variable ¢’ X son Xa, cuya varianza muestral
es:

/
SXQ =a SQv

donde S es la matriz de covarianza muestral de X. Usando el teorema de la descompo-

sicion espectral (Teorema B.7), se cumple que S = GLG’, por lo que:

Sxa=0'Sa=CG'SGe=C GGLGGe=CLe=Y M (2.19)
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Ademas,

10

l=da=dGGce=

p
‘c=> ¢ (2.20)
i=1

Dado que S es definida positiva y es de orden p, por el Teorema B.6 se sigue que
los p valores propios de .S son mayores a cero, es decir, )Tl > )TQ > ... > )Tp > 0. Por lo

tanto, de (2.19) y (2.20) se sigue que:

p p
~ ~ 9 ~ ~ 5 ~ 9 ~
)\1:/\15 Ci:E )\101>SXQ>§ pCi = Mp ci:)\P
=1

i=1 i= i=1 1=1

Las componentes principales muestrales intermedias tienen una propiedad de va-

rianza maxima dada por el siguiente teorema:

Teorema 2.18. Si X es una matriz de datos muestrales de una poblacion X ~ (u,S5),
se tiene que si a = Xa es una CLE de X que no esta correlacionada con las primeras
k componentes principales muestrales de X, entonces la varianza muestral de o es

maximizada cuando « es la (k+1)-ésima componente principal muestral de X, k < p.

Demostracion. Se puede escribir a a = ¢y + . . . + ¢, = Gc (Ecuacion (2.18)),

donde ¢ = (c1,...,¢), G = (V) 7)) Y Y1)s ---V(p) Son los vectores propios
correspondientes a los valores propios /\Al, cee )Tp de S, la matriz de covarianza muestral

de X, es decir, se cumple que S7;) = )Tm/(\z) Dado que « no esta correlacionada con

Yo' X, i=1,...k,

~
] —

0 = Cov(Xa, X75) = 'S5 = d NG = Md' 70,

ademas, como S es definida positiva, se tiene que \; > ... > A\, > 0, por lo cual

ays =0,i=1,...,k, luego:

0 = dyp =@+ -+aim+-- + 6770

—/ —/

(
—|—...+Ci’7(i) —|—...+Cp’)/(p) )’)//a)

AV VD + TGV T+ V) Y0) =ciparai =1,...,k,
0 _l_ _0_
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se sigue que:
Sxa = a'Sa=dGSGe=dGGLGE'Ge=CLe=>" | Nt
I 1
= i= k;+ Aic Zz k+1 )‘k+lc - /\k+1 Zz k41 z = /\k+1’

—_—
y 1a Sxi,,,) = Ak+1, por lo tanto la varianza muestral de o es maximizada cuando « es

la (k+1)-ésima componente principal muestral de X. 0]

2.5.5. Covarianza muestral y correlacién muestral entre las compo-

nentes principales muestrales y las variables originales

Se tiene que X = (z(1), -+ , (), donde x;) = (w14, -+ ,xn;) = Xe; son los valores
observados en la muestra para la variable X, €i = 0,---,0,_ 1 ,0,--,0), 7 =

K2
n1(Xe)1l = e/n X'l = ¢/Ty z,; = ez, es el valor de la i-ésima variable en el

r-ésimo individuo.

Teorema 2.19. Sea Y la matriz de componentes principales de una muestra X de una
poblacién con vector aleatorio X ~ (u, ). El i-6ésimo elemento de )Tﬂ/(\]) da la covarianza
muestral entre las observaciones de la i-ésima variable original y la j-ésima componente

principal muestral.

Demostracion. Recordemos que Y(;) = (X—17')(), Y,y = (2, —Z) ") = 5 (2, —

)y S =GLGE,
Cov(z, Y) = n™' 20y (@ =T (Vg = Y))

= 7 3 (ew'sr — &/T) (2 — T)'Y)
= 2 (e ( —Z)(z — T)'75)
= 0 2 (e (2 - D)@ — ))
= ewn 2o (@ - D)@ —2))7y)
= e(z)’S@

Luego la covarianza muestral de (1), - - -, () con Y ;) juntas son:

(e'STG): ew S70) = (ew)s - ew ) 976 = 57w
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Asi, las covarianzas muestral de las z(;)’s con la Y (;)’s juntas son:
(S@}... ,5@) :5(@,... ’@) SO = CGLOC = CL.
1

Por lo tanto, la covarianza muestral de z(;) con Y ;) es el elemento (i, j) de GL, es

~

decir, 7;;A;. O

Corolario 2.20. Sea Y /la matriz de componentes principales de una muestra X de una

poblacién con vector aleatorio X ~ (u,Y). La correlacion de las observaciones de la

. . .. L . VA
i-ésima variable original y la j-ésima componente principal muestral es Pry Y = X i/sfj .

Demostracion. Se tiene que la varianza muestral de z(;) es s;; y la de Y ;) es \;, asi

que:

~
~

_ Cov(zw, Yp) AN N\

Py = = =~ —
CovEVA e Y

De manera analoga a las componentes principales poblacionales, en este caso se

tiene la varianza generalizada muestral,

S|y la varianza total muestral, tr(S), las cuales
son invariantes respecto de las observaciones de las variables originales y respecto de
las componentes principales muestrales, pues por el Teorema 2.16 la Sy = L, |S| =

D ~ ~

Casi = A= (Ll ytr(S) =20 5= 4 N =tr(L).

2.6. Componentes principales muestrales de la matriz

de correlaciones

Como en el caso tedrico, se aplicara el ACP muestral a las calificaciones Z o a datos
estandarizados, en lugar de aplicarlo a los valores de los datos en bruto.

Sea X una muestra de un vector aleatorio X ~ (u, ). Estandarizando los datos X



2.6 Componentes principales muestrales de la matriz de correlaciones 91

se tiene:
_ __ —1/2
T11 — T Tip — Tp SYH/ 0
Z = |Zy, vZ(m] = :
_ _ —1/2
Tpl —T1 -+ Tpp — Tp 0 sypp/

— (X . l ZI)D_1/2a
donde D = diag(sy,,, - ,5v,,)-

Teorema 2.21. La i-ésima componente principal de 7. con matriz de covarianzas R viene
% T

dada porY ;) = Zn = (X — 1z)D~Y 27@)! i=1,...,p, siendo {(*Z) los vectores propios
asociados a los val_ores propios )T;‘ de R,_/a matriz de corre/acior; de X, cumpliéndose
la propiedad de que )?{ > )T; = 2 )T;; > 0, y verificandose ademds que >""_ sy, =
> im0 S =D

Demostracion. Dado que Z son los datos estandarizados, su media muestral es 0 y

su matriz de covarianzas muestrales es:

S, = LZHZ=1(X—1F)DV2YH(X—17)D/?

— D12 ’%(X —17)YH(X - lZ/)Dfl/Q — D12 gp-1/2
la transformacidén de componentes principales muestrales es la transformacion Z — Y =
(Z — 0)G* = ZG*, donde G* es una matriz ortogonal cuyas columnas son los vectores
propios estandarizados de R, G*'RG* = L* = diag(f{, /\Ag, cee )T;;) es la matriz diagonal
de los valores propios de Ry )?{ > )?2‘ > ...z )T;; > 0.
La i-ésima componente principal muestral de Z se define como la i-ésima columna

de la matriz Y, es decir, Y,y = Zv', = (X —1Z)D/2~% i=1,...,p, donde v, es la
0] () @) @

o~

i-ésima columna de G*, es decir, el vector propio asociado al valor propio A}, de R.

La covarianza muestral de las variables aleatorias Z;) y Z), i,j = 1,...,p es igual

al coeficiente de correlacion muestral de z(;) y x(;), ya que:

Cov(Zy, L)) = n™' 30y (Zni = LZi)(Znj — Zj) = 7' 300 Lille

_ -1 2 :" Ty =T Trj—Tj
= n r=1

_onTt Yy (@ni=Ti) (20— F)

Py
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por lo tanto la matriz de covarianzas de Z, R, coincide con su matriz de correlaciones

muestrales de X.

Por ultimo, por el Teorema 2.16, se tiene que: Y 7_ sy, = » ._, sz,; ¥ Se verifica que:

p

> sp, =tr(R) = tr(D7V/?SD™V?) = tr(SDT2D7?) = tr(SD7Y),

=0
el elemento (i,7) de SD~ es (si1, -, Sijy 5 8ip) (0, -+ - ,sj‘jl, -+ ,0) = s;5/s;4, cuan-
doi=jes1, porloquetr(SD1) =" 1=np. O

2.6.1. Calificaciones de las componentes principales muestrales de

la matriz de correlacion

Si el analisis se realiza sobre R, las calificaciones de componentes principales se

calculan a partir de los valores Z, segun la férmula:

* —/
Yrj = V(J) ZT

paraj =1,2,...,p;r=1,2,...,n[8].

2.6.2. Correlacion entre las componentes principales muestrales y

las variables originales

Teorema 2.22. Sea Y la matriz de componentes principales de 7. Los elementos de
ﬁgj) dan las correlaciones entre las variables originales y la j-ésima variable componente
principal.

Demostracion. Por el Corolario 2.20 se sigue que si Y es la matriz de componentes

principales muestrales de Z, la correlacién de la i-ésima variable original y la j-ésima

R R T e
SZi; V1

o - VA

componente principal muestral es:

Py Yy =
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El vector de las correlaciones muestrales entre las variables originales y la j-ésima

variable componente principal muestral es (pz,, v, * s Pz, v) = (W A5 s\ AS

Toi) = A ) = AG) -

2.7. Determinacion del numero de componentes princi-

pales

Cuando se lleva a cabo un ACP, se necesita determinar la dimensionalidad real del
espacio en el que caen los datos es decir, el nUmero de componentes principales con
varianzas mayores que cero. Si varios de los valores propios de S (0 R) son cero o estan
suficientemente cercanos a cero, entonces la dimensionalidad real de los datos es la del
namero de valores propios diferentes de cero [8]. En la practica se usan habitualmente
ciertos criterios para la eleccién del numero de componentes, segun se esté trabajando

con la matriz de covarianzas muestrales (.S) o con la matriz de correlaciones muestrales

() [14].

2.7.1. Actuacion con la matriz de covarianzas muestrales

Existen dos métodos para ayudarse a elegir el nimero de componentes principales
a usar cuando se esta aplicando el ACP a S. Estos métodos se basan en los valores
propios de S. Supdngase que d es la dimensién del espacio en el cual se encuentran en
realidad los datos al leer acerca de estos dos métodos [3].

Supongamos que se desea tomar en cuenta 7100 % de la variabilidad total en las va-
riables originales. En uno de los métodos para estimar d se considera Zf;l N/ DN
para valores de k£ = 1,2, ..., p. Entonces d se estima por el menor de los valores de k
en el que, por primera vez, sobrepasa . Este porcentaje varia habitualmente segun el
campo en que se esté trabajando, puesto que en un estudio social, se usaria un porcen-
taje alrededor del 60 %, mientras que en un estudio médico o cientifico, este porcentaje

seria préximo al 80 % [14]. Para datos obtenidos en laboratorio, suele ser bastante facil
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explicar méas de 95 % de la variabilidad total con sélo dos o tres componentes principales.
Por otra parte, para datos del “tipo de personas”, es posible que se requieran cinco o seis
componentes principales para explicar del 70 al 75 % de la variacion total [3].

Por desgracia, cuantas mas componentes principales se requieran, menos util se

vuelve cada una de ellas.

Criterio de Cattell (1966) o “Grafica de sedimentacion”

Un segundo método para estimar d utiliza una grafica de sedimentacion de los valo-
res propios. Una grafica de sedimentacion se construye al situar el valor de cada valor
propio contra su orden. Es decir, se sitlan las parejas (1, )Tl), (2, )TQ),. —s(p, )Tp). Este dia-
grama frecuentemente indica con claridad dénde terminan los valores propios “grandes”
y empiezan los valores propios “pequenos”. Cuando los puntos de la grafica tienden a
nivelarse, estos valores propios suelen estar suficientemente cercanos a cero como pa-
ra que puedan ignorarse. Es probable que los mas pequefios estén midiendo nada mas
que el ruido aleatorio y éste no se debe tratar de interpretar. Por tanto, por este método
se supone que la dimensionalidad del espacio de datos es la que corresponde al valor
propio grande mas pequefo.

En la Figura 2.2 se muestra un ejemplo de una grafica de sedimentacién. Esta gra-
fica de sedimentacién sugeriria que la dimensionalidad real del espacio en el que se
encuentran los datos es tres y, como consecuencia, el numero apropiado de componen-

tes principales que tienen que usarse también es de tres [8].

Valor|propio

Numero de valor propio

Figura 2.2: Una gréafica de sedimentacion
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Criterio de la raiz caracteristica mayor que \* =

tr(S)
p

Se buscan valores propios que sean mayores que la media de las varianzas, es decir,
A= “”ETS) y se estima que la dimensionalidad del espacio muestral debe ser el numero
de valores propios que sean mayores que \*. Estudios de Montecarlo consideran usar

como punto de corte 0.7\*.

2.7.2. Actuacion con la matriz de correlaciones muestrales

Los dos primeros métodos descritos para determinar la dimensionalidad del espacio
en el cual en realidad se encuentran los datos estandarizados también se pueden aplicar

cuando se realiza un ACP sobre una matriz de correlacién, R [3].

Criterio de Kaiser (1958) o criterio de la raiz caracteristica mayor que 1

En este método se cuentan los valores propios que sean mayores que 1 y se es-
tima que la dimensionalidad del espacio muestral es el del nUmero de valores propios
que sean mayores que 1. La razon para comparar los valores propios con 1 es que,
cuando se realiza el andlisis sobre datos estandarizados (es decir, la matriz de correla-
ciones), la varianza de cada variable estandarizada es igual a 1. La creencia es que si
una componente principal no puede explicar mas variacién que una sola variable por si
misma, entonces es probable que no sea importante, por lo que frecuentemente se igno-
ran componentes cuyos valores propios son menores que 1. Nunca debe considerarse
la comparacion de los valores propios con 1 cuando se analizan los datos en bruto o,
lo que es equivalente, la matriz de varianzas-covarianzas de la muestra [8]. Estudios de

Montecarlo han probado que es mas correcto el punto de corte \* = 0.7 [14].

Criterio de Horn (1965).

Se representan los valores propios de las componentes principales igual que en la
“Prueba de la grafica de sedimentacién”. Por otra parte, se consideran k£ conjuntos de
una normal p-variada, todos de tamarno n, de los cuales se conoce la estructura de co-

rrelacion. Se generan estas £ muestras, se calculan los “valores propios medios” (media
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aritmética de los valores propios de los k£ casos) y se van representando uno a uno.
El criterio consiste en quedarse con las componentes principales anteriores al punto de

cruce [14].

Un investigador puede emplear simultdneamente los métodos descritos; en todos los

casos, la decision de cuantas componentes principales considerar es subjetiva.

Se ha sugerido que cuando p < 20, el criterio de Kaiser tiende a incluir muy pocas
componentes. Del mismo modo, el criterio de Cattel incluye muchas componentes. Por

lo tanto, en la practica frecuentemente se usa un acuerdo mutuo.

Mediante estos criterios, el ACP permite usar un niumero reducido de variables en los
analisis subsecuentes, en general, no se pueden emplear estos criterios para eliminar
variables originales debido a que se necesitan todas las variables originales para calificar
o evaluar las variables componentes principales de cada uno de los individuos en un

conjunto de datos.

2.8. Representacion grafica de las componentes princi-

pales

La reduccién en la dimensién permitida por el analisis de componentes principales se
puede usar graficamente. Asi, si las primeras dos componentes explican la mayoria de la
varianza, entonces un diagrama de dispersién que muestre la distribucidén de los objetos
en esas dos dimensiones suele dar una clara indicacion de la distribucién en general de

los datos.

Ademas de mostrar la distribucion de los objetos en las dos primeras componentes
principales, también se pueden representar las variables en un diagrama similar, usando

las coordenadas de las correlaciones [11].
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2.9. Propiedades muestrales de las componentes prin-

cipales

El analisis de componentes principales es una técnica matematica que no requie-
re la suposicion de normalidad multivariante de los datos, aunque en el analisis de
componentes principales paramétrico que se llevara a cabo, el vector aleatorio X =
(X1,...,X,) se supondra que es modelado al realizar inferencia por una distribucion

normal p-dimensional.

2.9.1. Estimacion de maxima verosimilitud para datos normales

Cuando se tienen muestras pequenas, la distribuciéon de los valores propios y vec-
tores propios de una matriz de covarianza S es extremadamente complicada, incluso
cuando la correlacién original desaparece. Una razén es que los valores propios son
funciones no racionales de los elementos de S. Sin embargo, se conocen algunos re-
sultados para muestras grandes (resultados limite) y muchas propiedades utiles de las
componentes principales de la muestra de datos normales se derivan de los siguientes

resultados de maxima verosimilitud [11].

Teorema 2.23. Para datos normales cuando los valores propios de 3. son distintos, los
valores propios y las componentes principales muestrales son los estimadores de maxi-

ma verosimilitud de los parametros poblacionales correspondientes.

La demostracion puede consultarse en [11], pag. 229.

Cuando los valores propios de Y no son distintos, el Teorema 2.23 no se cumple
(esto puede ser facilmente confirmado en el caso ¥ = ¢2I). Por tanto, cuando los va-
lores propios de . no son distintos, las componentes principales muestrales no son los
estimadores de maxima verosimilitud de sus equivalentes poblacionales. Sin embargo,

en este caso puede usarse el siguiente resultado, que es una modificacién del anterior.

Teorema 2.24. Para datos normales, cuando k > 1 valores propios de . no son distintos,

pero toman el valor comun \, entonces:
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a) el estimador de méxima verosimilitud de X\ es \, la media aritmética de los correspon-

dientes valores propios muestrales, y

b) los vectores propios muestrales correspondientes al valor propio repetido son los es-
timadores de maxima verosimilitud a pesar de que no son los unicos estimadores de

maxima verosimilitud.

La demostracion puede consultarse en [1], y en [10], pag. 439.

Aunque no se demuestra el teorema anterior, se puede notar que a) parece natural a
partir del Teorema 2.23, ya que si \; es un valor propio diferente, entonces el estimador
de maxima verosimilitud de \; es XZ y si los Ultimos % valores propios son iguales a \,
entonces:

tr(S) =M+ ...+ A R

~

t(S) = N 4ok A A

La parte b) del Teorema 2.24 también parece natural del Teorema 2.23.

2.9.2. Distribuciones asintéticas para datos normales

Para muestras grandes, el siguiente resultado asintético, basado en el teorema del li-
mite central, proporciona distribuciones utiles para los valores propios y vectores propios

de la matriz de covarianza muestral.

Teorema 2.25. Sea . una matriz definida positiva, con valores propios distintos. Si X
se distribuye N,(11,%), y X,xp €S la matriz de la muestra, considerando la descompo-

sicion espectral ¥ = TAT" y S, = (n — 1)"'nS = GLG'. Sean A= ()Tl,)g,--- ,)Tp)’

¥y (%), Y2+, p)) los valores propios y vectores propios de S,, y andlogamente A =
(A, A2, ) Y (vay, V@), -+ » V) los valores propios y vectores propios de 3. Enton-

ces se tienen las siguientes distribuciones asintéticas cuando n — oo.

1. A ~ N,(A,2A%/(n — 1)), esto es, los valores propios de S, son asintéticamente

normales, insesgados, e independientes, con \; teniendo varianza igual a 2)\? / (n—

).
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2. 7@ ~ Np(1@), Vi/(n = 1)), donde,

Aj

Vi=A) ~+—=w )
Z()\ — )21 1D

J#i
es decir, los vectores propios de S,, son asintéticamente normales e insesgados y

con matriz de covarianza asintética, V;/(n — 1), dada anteriormente.

3. La covarianza entre el r-ésimo elemento de 7;) y el s-ésimo elemento de 7; es

N\ ysi/ (n = 1) (A = Ag)?
4. Los elementos de X son asintoticamente independientes de los elementos de G.

Notese que asintdéticamente no hay diferencia si se trabaja con S o con S,. La de-

mostracion de 1. puede consultarse en [11], pag. 231; también puede consultarse en

[1].

Corolario 2.26. Sean /\Al )TQ e )Tp los valores propios de S para una muestra de tamario
n. Asintéticamente X; ~ N (\i, 2M%/n). Esto permite establecer intervalos de confianza al

100(1 — «) % con limites de confianza inferior y superior dados por A [(1 % za/24/2/n)
[14].

Demostracién. De 1. del Teorema 2.25 se tiene que asintéticamente N~ N(\;,
202 /n), Iuego \/7 es una funcion de las medidas muestrales y el parametro \;, don-
de )\; es la Unica cantidad desconocida; ademas tiene una distribucién de probabilidad
N(0,1) que no depende de );, entonces se puede usar como cantidad pivote. Sean
a,b € R tales que: R

P<a<%<b> =1-a.
X

iz - _ -
S < b) son a Zas2 Y b = zqy2, POr

Entonces los valores que optimizan P <a < 2/

lo que:

N—X\i
l—a = (—za/2</\ o <za/2)

(=022 < S/ =1 < 22/2)
(/004 20j2v/270) < M/ N < 1/(1 = z02/2]0))
(K5/ (1 2ag2y/270) < X < K3/ (1 = 2027/2])
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Por lo tanto los limites de confianza inferior y superior son X;/(1 & Zaj20/2/1). O

Hay que tener cuidado con estos intervalos cuando un \; es muy grande y n. no lo es,
ya que se producen intervalos muy amplios, que pueden originar error. Se recomienda

trabajar siempre que se pueda con la matriz de correlaciones R [14].

2.10. Pruebas de hipotesis sobre las componentes prin-

cipales

Frecuentemente es (til tener un procedimiento para decidir si las primeras k£ compo-
nentes principales incluyen toda la variacion importante en X. Uno desearia ignorar las
restantes p — k componentes si sus correspondientes valores propios poblacionales fue-
ran todos cero. Sin embargo, esto ocurre sélo si X tiene rango k, en tal caso .S también
debe tener rango k. Por lo tanto esta situacion solo se encuentra esporadicamente en la
practica.

Una segunda alternativa es la prueba de hipétesis de que la proporcion de varianza
explicada por las ultimas p — k componentes es menor que cierto valor.

Una hipétesis mas conveniente es la cuestion de que los ultimos p— k valores propios
son iguales. Esto implicaria que la variacién es igual en todas las direcciones del espacio
generado por los dltimos p — k vectores propios de dimensién p — k. Esta es la situacion
de variacién isotropica e implicaria que si una de esas componentes es descartada,
entonces todas las ultimas k£ componentes deberian ser descartadas.

En todas estas subsecciones se asume que se da una muestra aleatoria de datos

normales de tamano n.

2.10.1. Lahipétesisdeque (A +...+ X )/ (M + ...+ X)) =0

~

Sean )\,..., A\, los valores propios de .S, se denota al equivalente muestral de v con:

~

U=+ M)t
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Teorema 2.27. La distribucion asintdtica de @ es:

V(0 2w =200+

dondea = (AT + ...+ X0)/(AT+ ...+ A2).

Demostracion. Del Teorema 2.25 se sabe que X es asintéticamente normal con me-
dia \ y matriz de covarianzas 2A?/n, usando el Teorema C.2, con t = X = ()Tl, - ,)Tp)’,

Cuando ¢ < k:

2= (ST (LT N
— (T A= A TN
= (1= p)/tr(%)

ysik <
2 — — (Sh h) (T A7 = o/ Xy A = —uftr(Z),
luego:
v o _ (1 =) /tr(X) parat < k
LA —/tr(X) para k < 1,
entonces D = (dy,...,d,)".

Se tiene que f'(p) = f'(A) = D, por lo que f es diferenciable en u, por el Teorema

~

C.2sesigue que f(£) = f(A) = (M + ... + A)/(A + ...+ A,) = ¢ es asintoticamente
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normal con media f(u) = f(A) = vy con varianza:

D'VD/n = 2tr(X)2n Y1 —,...,1 =, —1), ..., —1h)A?

()20 (S5 (1 02 + 5, 022)

= 2tr(X)%n~ 1((1 P2 SE N2 Z,H)\f)
()20t (1= 20+ 0% S 2 + 02 S0, )
(=) 207

= 2tr(X
= 20r(%) 2 (1= 20) S0, X+ 0, 02

—2n 1

Dado que X = T'ATY, se tiene que tr(X?) = tr(CAT'TATY) = tr(CATY) = tr(A’T'T) =
tr(A?) = >°7_ A7 Considérese oo = (A\J+-- -+ A7) /(AT+- - -+X2) = (AT +- - -4} /tr (%),

DVD/n = 2r(2) 2t (1= 20)aa T A2 + v (52))
= 2tr(X) 707 (1= 29)atr(2%) + ¢*tr(2%))

2tr(

tr(2)2n ) (V* — 200 + @)

O

Nétese que a puede ser interpretada como la proporcidén de varianza explicada por

las primeras k componentes principales de una variable cuya matriz de covarianza es

¥:2. Dado que sdlo se tiene interés en proporciones de valores propios, no hay diferencia
si se trabaja con los valores propios de Sode S, = (n — 1)"'nS.

El Teorema 2.27 se puede usar para obtener intervalos de confianza aproximados

para 1, si se estiman los parametros usando los valores propios muestrales.

2.10.2. Hipoétesis de que algunos valores propios son iguales

La prueba de hipétesis A\, = A\,_; es significativa, pues prueba que la dispersion
es isotrépica parcialmente en un subespacio bidimensional. Si se considera la hipétesis

mas general dada por A\, = A\,_; = --- = A\p41, esta prueba de isotropia es util en la
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determinacion del nimero de componentes principales que se usaran para describir los
datos. Supongamos que se decide incluir al menos £ componentes, y se quiere decidir si
se incluye otra o no. El no rechazo de la hipétesis nula implica que si se incluyen mas de
k componentes principales se deben incluir todas las p componentes principales, porque
cada una de las componentes restantes contienen la misma cantidad de informacion. A
menudo se lleva a cabo una secuencia de pruebas isotrépicas empezando con k =0 e

incrementando k£ hasta que la hip6tesis nula no es rechazada.

Teorema 2.28. Si X se distribuye N, (11, Y), y X,.x, €8 la matriz de la muestra. La prueba
de hipotesis que contrasta que los p — k valores propios mas pequenos de Y. son todos

iguales es Hy : A\j4+1 = \ip2 = ... = \,. Un estadistico de prueba es:

— 2log\ = n(p — k)log (X/gg) , (2.21)

=~ L . ~ ~ N\ 1/ (p—F)
donde \; es el i-ésimo valor propio de S, A = >7_, .\ \i/(p—k) y g0 = (Hf:kH )\i) :

Dicho estadistico, bajo la hipdtesis nula, sigue una distribucién x? con %(p —k—1(p—
k+2) grados de libertad, asintéticamente. Asi, la prueba de razén de verosimilitud (PRV)

~ P " Ve . 2
de tamario o rechazara la hipotesis nula cuando —2log\ < X1 L (p—ke1) (p—k42)°

Demostracion. En la distribucion normal multivariada se desconocen los parametros
uy %, por lo que el espacio paramétrico es O =RP x {¥ € M,,(R,)|T es simétrica},
la hipétesis nulaes Hy : 0 € O; = {(11,5) € O|Aip1 = My = ... = A, donde \; >
Ay = ... 2\, = A1 = ... = )\, son los valores propios de X}y H, : 0 € ©, = © — 0,,.

Bajo la hipétesis nula, por el teorema de la descomposicion espectral (Teorema B.7),
setieneque ¥ =I'AI",donde 'y A = diag(\1, ..., Ak, Ak+1, - - -, Ap) SON las matrices de
vectores propios y valores propios de X y se cumple que \y+1 = ... = A,. Ademas, por
los Teoremas 2.23 y 2.24, se sigue que los estimadores de méxima verosimilitud de I' y
A son G y Ly, donde GG es una matriz ortogonal cuyas columnas son vectores propios

estandarizados de S, y Ly = diag(Mi,..., \ A, ..., A), donde \; es el i-ésimo valor

P

A )/\\Z-/(p — k). Por lo que el estimador de maxima verosimilitud

propio de Sy A =
para X es io = G LoG"y el estimador para y es ji = 7.
Por el Teorema C.9 se tiene que los estimadores de maxima verosimilitud bajo ©

sonj =71y S = S. Por el teorema de la descomposicién espectral (Teorema B.7) se
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tiene que S = GLG’, donde G es una matriz ortogonal cuyas columnas son vectores
propios estandarizados de S,y L = diag(/\Al, e )Tk,/\/kz, e )Tp) tiene en su diagonal
a los valores propios de S. Nétese que el estimador de maxima verosimilitud bajo Hy y
bajo H, paraI' es el mismo, la matriz de vectores propios estandarizados de S.

Usando el Teorema C.14, se sigue que la prueba de razén de verosimilitud para
contrastar H, contra H; esta dada por —2log\ = np(a — logg — 1), donde a y g son la

media aritmética y media geométrica de los valores propios de igls, luego:
S518 = (GLyG)'\GLG = G 'Ly G 'GLG = GLy ' LG
= Gdiag(Ny, ..., N N o N diag(N, - N Moty -3 M) G
— Gdiag(/\Alil, . AA,fl,X‘l, . ,X_l)dmg()g, - ,/\Ak,)\/kz, e )Tp)G’
= Gdiag(1,...,1, a1 /N, - N/ NG

porloque 1,..., 1, Nert /N, . .. , A,/ A son los valores propios de 3519, asi:

a= <k+ Z );/X) /p=(k+(p—kAX) /p=1

i=k+1

~ ~ ~(p—k)\ /P k) ~(p—k)\ /P
9 = {/ §=k+1 ()‘i/)‘> = ( ?:k+1 )‘i/)‘p ) = <98p k)/)‘p )

_ (go/x) (p—k)/p

A> 1/(p—Fk)

donde gy = (Hf:k,“ i , por lo que:

—2log\ = np(a —logg—1) =np <1 —log ((gO/X) (p_k)/p> — 1)
= —np(p — k)p~"log (90/X) = —n(p — k)log (go/A)
= n(p—k)log (M) -

Debido a que H, afecta el numero de condiciones de ortogonalidad que X debe
satisfacer, bajo Hy, X esta determinada por k valores propios distintos y un valor propio
comun, y los k vectores propios cada uno con p componentes que corresponden a los
valores propios distintos. Esto da k+1-+kp parametros. Sin embargo los vectores propios
estan restringidos por %k:(k:Jrl) condiciones de ortogonalidad, dejando /{:—l—l—l—/{:p—%k(k—i—
1) de parametros libres. En ©, el nimero de parametros libres se obtiene poniendo k =

p—1, concretamente p+(p—1)p—3(p—1)p =p+i(p—1)p = p(1+1i(p—1)) = ip(p+1),
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por lo tanto, la variable aleatoria —2log (X ) bajo H, es asintéticamente distribuida como
una variable aleatoria x? con grados de libertad igual a la diferencia entre el nimero de

parametros independientes en © y el nimero de pardmetros en O, es decir:
pp+1) = (k+1+kp—Lk(k+1) =L +p—2k —2—2kp+ k> + k)
=lpp—k—1)—klp—k—-1)+2p—k—-1)=tp—k+2)(p—k—1).

La prueba de razén de verosimilitud (PRV) de tamano « para contrastar H, contra
H, tiene regién de rechazo R = {X| — 2log(A(X)) < ¢}, donde ¢ es determinada de

manera que:
a = supyeg Po(X € R) = P(—2log(A\(X)) < c|(z, )
2 _ _ 2
P (Xap—mz)(p—k—l) < C) =l=-r (X%<p—k+2><p—kz—1> > C)

ysesiguequel —a=P (Xi , por lo tanto:
2

(p—k2)(p—h—1) = C)

2
€= Xi—asd (p—k+2)(p—k—1)"

También, se obtiene una mejor aproximacion chi-cuadrada si n es reemplazada por

n’ =n — (2p+ 11)/6 en la Ecuacién (2.21) para obtener la aproximacién de Bartlett:

2p + 11 A
(TL - 6 ) (p - kf)lOg (%) ~ X%p—k+2)(p—k—1)/27

asintéticamente [11].

Nétese que:

1. Sik = 0, la hipotesis nula que se contrasta es Hy : Ay = Ay = ... = A, es decir, la

igualdad de todos los valores propios.

2. La proporcién A/ go es la misma si se trabaja con los valores propios de S o de S,

(111

Teorema 2.29. Si X se distribuye N,(p1,Y), y X,1x, €S la matriz de la muestra. La prueba

de hipotesis que contrasta que los p — k valores propios mas pequernos de Y. son todos
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iguales a un valor dado es Hy : A\py1 = A\ky2 = ... = A\, = A. El estadistico de prueba

es:

—2log\ = n(p — k)(ag/\ — 1 —log (go/N)),

-~ C L . _1<p -~ » ~\ 1/ (p—Fk)
donde )\; es el i-ésimo valor propio de S, ay = (p—k) ki1 Ai Y 9o = (Hi:kﬂ )\Z-> :
Dicho estadistico, bajo la hipdtesis nula, sigue una distribucion x* con 3(p — k — 1)(p —
k+2) grados de libertad, asintéticamente. Asf, la prueba de razén de verosimilitud (PRV)

~ 7 3 7 . 2
de tamario o rechazara la hipdtesis nula cuando —2log\ < X1 (p—km1) (p—kt2)°
Demostracion. En la distribucién normal multivariada, el espacio paramétrico es
O = R x {¥ € M,,,(R,)|Z es simétrica}, la hipétesis nula es Hy : § € O, =
{(H,E) € §|)\k+1 = Mgyo = ... = )\p = donde )y = A = ... > A = A1 2

... > ), son los valores propios de X}y H, : € ©, = © — 9,

Bajo la hipotesis nula, por el teorema de la descomposicién espectral (Teorema B.7)
se tiene que ¥ = 'Al", donde I' y A = diag(A1, ..., Ak, Aet1, - - -, Ap) SON las matrices
de vectores propios y valores propios de > y se cumple que Ay = ... = A, = A. Por el
Teorema 2.23 se sigue que los estimadores de maxima verosimilitudde I'y A son Gy Ly,
donde G es una matriz ortogonal cuyas columnas son vectores propios estandarizados
de S,y Ly = dz’ag(/\Al, . )\Ak, A, ..., A), donde \; es el i-ésimo valor propio de S. Por lo
que el estimador de maxima verosimilitud para X es io = G LoG" y el estimador para

es =

1]

Por el Teorema C.9 se tiene que los estimadores de maxima verosimilitud bajo ©
sonji =Ty S} = S. Por el teorema de la descomposicion espectral (Teorema B.7) se
tiene que S = GLG’, donde G es una matriz ortogonal cuyas columnas son vectores
propios estandarizados de S,y L = dz’ag()?l, e )Tk,)\/k;, e )Tp) tiene en su diagonal
a los valores propios de S. Nétese que el estimador de maxima verosimilitud bajo Hy y

bajo H, para I es el mismo, la matriz de vectores propios estandarizados de S.

Usando el Teorema C.14 se sigue que la prueba de razén de verosimilitud para con-

trastar H, contra H, esta dada por —2log\ = np(a —logg — 1), donde a y ¢ son la media
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aritmética y media geométrica de los valores propios de ing, luego:

5018 = (GLG) 'GLG = G 'L 'G'GLG = GL; ' LG

= Gdiag(X, b N A A M diag( N N Nt 3 NG

= Gdiag(N ..,)\Ak_l,)\_l,...,)\_l)diag()a,...,)/\\k,)\/kz,...,):,,)G’
= Gdiag(1, ..., 1, Mes1 /N - N/ NG

porloquel,..., 1,/\/161/)\, e )Tp/)\ son los valores propios de ing, asi:
p —~
a= <k:+ > )\i/)\> p= k:/p—|— Z A
i=k+1 z k+1
y

1/p B 1/p
g = {/Hl k1 A/)\ ( b k+1>‘/>‘p k) _ <g(()p k)/)\(p—k))
= (go/N*

~\ 1/ (p—=F)
donde gy = (Hﬁ’:kﬂ )\i> , por lo que:

—2log\ = np(a—logg — 1)

— nplk/p+ (Wl L en i — 1) = nplog ((90/0)%7)

= 0k —p+ A" X0 ) —nlp — k)log (90/)

= n(k—p+ A7 (p—k)ao) — n(p — k)log (go/ )

= n(p—k)(—=1+4ao/A) —n(p — k)log (90/A)

= n(p = k)(ao/X —1—log (go/A)),
donde ag = (p— k)" 30, ., ;.

De manera analoga al Teorema 2.28, se tiene que H, afecta el nimero de condicio-

nes de ortogonalidad que > debe satisfacer, bajo Hy, > esta determinada por k valores
propios distintos y un valor propio comun, y los k vectores propios cada uno con p com-
ponentes que corresponden a los valores propios distintos. Esto da k+1+kp parametros.
Sin embargo los vectores propios estan restringidos por %k(k + 1) condiciones de orto-
gonalidad, dejando k& + 1 + kp — —k;(k; + 1) de parametros libres. En © el nimero de

parametros libres es %p(p + 1), por lo tanto, la variable aleatoria —2logA(X ) bajo H, es

asintéticamente distribuida como una variable aleatoria y? con grados de libertad igual a
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la diferencia entre el nimero de parametros independientes en © y el nimero en 9, es

decir:

pp+1) = (k+1+kp—3k(k+1) =10 +p—2k—2—2kp+k*+k)
=ipp—k-1)—klp—k-1)+20p—-k-1)=ip—k+2)(p—k—1).

La prueba de razdn de verosimilitud (PRV) de tamafo « para contrastar H, contra
H, tiene regién de rechazo R = {X| — 2log(A(X)) < ¢}, donde ¢ es determinada de

manera que:

o = suppes, Fa(X € R) = P(~2log(\(X)) < cl(E, 5))
_ 2 _ 2
= P (X§<p—k+2)<p—k—1) < C) =1-P (X%(p—mz)(p—k—l) > C)

ysesiguequel —a=P (Xi > c), por lo tanto:
2

(p—k+2)(p—k—1)

2
€= Xi—ad (p—k+2)(p—k-1)"

Teorema 2.30. Si X se distribuye N,(u1,Y), y X,,x, € la matriz de la muestra. La prueba
de hipdtesis que contrasta que r valores propios de Y. son iguales a un valor es Hy :

Ag+1 = ... = Ag4r = . El estadistico de prueba es:

—2log\ = n(p — k)(ag/\ — 1 —log (go/N)),

donde XZ es el i-ésimo valor propio de S,

qtr qtr 1r
aozfr’_lz i Y90 = (H )\) )

i=q+1 1=q+1

Dicho estadistico, bajo la hipdtesis nula, sigue una distribucion x* con 3(r + 2)(r — 1)
grados de libertad, asintdticamente. Asi, la prueba de razén de verosimilitud (PRV) de

tamafio o rechazara la hipdtesis nula cuando —2log\ < X?—a'l(r L)1)
2

Demostracion. En la distribucion normal multivariada, el espacio paramétrico es © =

X {X € M,y,(R)|S es simétrica}, la hipotesis nula es Hy : 0 € ©;, = {(u, ) €
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ONgi1 = . =dgr =N donde \; = Ao = o= A = A1 =0 2 Agar S A =
... = )\, son los valores propios de ¥}y H, : § € ©, = © — O,. Por el Teorema C.9 se
tiene que sus estimadores de méxima verosimilitud son i =7 y S=9 respectivamente.

Bajo la hip6tesis nula, por el teorema de la descomposicién espectral (Teorema B.7)
se tiene que ¥ = I'AI"", donde I'y A = diag(A1, ..., Ags Ag1s - - s Agbrs Agirtiy - - -5 Ap)
son las matrices de vectores propios y valores propios de X, y se cumple que \;41 =
... = Ag4r = A. Ademas, por el Teorema 2.23 se sigue que los estimadores de maxima
verosimilitud de I'y A son Gy Ly, donde G es una matriz ortogonal cuyas columnas son
vectores propios estandarizados de S,y Ly = dz’ag()?l, ce /\Aq, A A, >\q/+:1, e )Tp),
donde )TZ es el i-ésimo valor propio de S. Por lo que el estimador de maxima verosimilitud
para ¥ es io = G LoG"y el estimador para . es ji = Z.

Los estimadores de maxima verosimilitud bajo © son E =Ty S\ = S. Por el teorema
de la descomposicion espectral (Teorema B.7) se tiene que S = GLG', donde G es
una matriz ortogonal cuyas columnas son vectores propios estandarizados de S,y L =
dz'ag()/\\l, ey )\Ak, )\/kz, cee )Tp) tiene en su diagonal a los valores propios de S. Nétese que
el estimador de maxima verosimilitud bajo Hy y bajo H, para I' es el mismo, la matriz de
vectores propios estandarizados de S.

Usando el Teorema C.14 se sigue que la prueba de razén de verosimilitud para con-

trastar Hy contra H; esta dada por —2log\ = np(a —logg — 1), donde a y g son la media

aritmética y media geométrica de los valores propios de 'S, luego:

5518 = (GLyG')'GLG' = G' 'Ly’ G'GLG' = GLy' LG’

= Gdiag(N, ... A A s N Agrrats oo s ) Ldiag(Ny, - Ny Agrts - -
Aq+TJAq+T+17"'7Ap>Cy

= Gdiag(1, ..., 1, 1/ - Agir/ N 1, DG,

porloquel,..., 1, /\/q:l//\, e )\/q:r//\, 1,...,1 son los valores propios de igls, asi:

q+r q+r
a= <q+ > $/A+p—(q+7’)> /pz(p—r)/er%p oA

i=q+1 i=q+1

T Y r N r L/p T r r
g = d i (M) = (T A/X) T = (5/A0)M7 = (90/ N
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-~

1/r
donde gy = ( atr )\i) , por lo que:

i=q+1

—2logh = np(a —logg — 1)
= mp((p—7)/p+ W) e N = log ((90/N)"7) = 1)
= nlp—r—p+ AL N = rlog (a0/))
= n(—r+ X 1rag —rlog (go/)\))

= nr(ag/N—1—1og (go/N)),

donde ap = ' S0\,

De manera anéloga al Teorema 2.28, se tiene que H, afecta el nimero de condicio-
nes de ortogonalidad que Y debe satisfacer, bajo Hy; > estd determinada por p — r
valores propios distintos y un valor propio comudn, y los p — r vectores propios ca-
da uno con p componentes que corresponden a los valores propios distintos. Esto da
(p—7r)+ 1+ (p— r)p pardmetros. Sin embargo los vectores propios estéan restringidos
por 2(p —r)((p —r) + 1) condiciones de ortogonalidad, dejando (p — ) + 1+ (p — 7)p —
(p—71)((p—r) + 1) de parametros libres. En ©, el nimero de paradmetros libres es
sp(p + 1), por lo tanto, la variable aleatoria —2logA(X) bajo H, es asintéticamente dis-
tribuida como una variable aleatoria 2, con grados de libertad igual a la diferencia entre

el nimero de parametros independientes en © y el nimero en @0, es decir:

wp+1) —(p—r)+1+@—rp—3sp—r)((p—r)+1))
pP+p—2p-—r)—2-20p—r)p+pP-rP+@p-r1))

La prueba de razén de verosimilitud (PRV) de tamafo « para contrastar H, contra
H, tiene regién de rechazo R = {X| — 2log(\(X)) < ¢}, donde ¢ puede obtenerse a
partir de:
o = supyeg, Pa(X € R) = P(=2log(A(X)) < |(Z, Z))
_ 2 1 _ 2
= P <X%(r+2)(r—1) < C) =1-P <X%(7‘+2)(r—1) > C)

H _ 2 N2
ysesiguequel —a=P (Xg(wrz)(r—l) > c>, por lo tanto ¢ = X1 ail (r42)(r-1)°
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2.10.3. Hipoétesis concernientes a la matriz de correlacion

El analisis de componentes principales transforma un conjunto de variables correla-
cionadas en un nuevo conjunto de variables no correlacionadas. Si las variables ya estan
casi no correlacionadas, entonces nada se ganaria al llevar a cabo un ACP. En este caso,
la dimensionalidad real de los datos es igual al nimero de variables respuesta medidas y

no es posible examinar los datos en un espacio con un numero reducido de dimensiones.

Si se cree que los datos provienen de una distribucidon normal multivariada, puede
probarse si las variables respuesta son independientes (es decir, no correlacionadas),
antes de realizar un ACP. Esto se puede llevar a cabo al probar que P = I o, lo que
equivale, al probar que Y es una matriz diagonal, también es equivalente a la hipétesis
de que todos los valores propios de P son iguales, si no se puede rechazar P = I, no

se debe realizar un ACP.

Teorema 2.31. Si X se distribuye NP(H, Y), ¥ X,.xp €s la matriz de la muestra. Un es-
tadistico de prueba de relacion de probabilidad para probar Hy : P = I se expresa por
—2log\ = —nlog(|R|). Para valores grandes de n, la prueba de razén de verosimilitud

(PRV) de tamario o rechaza Hy si —2log\ < X3_, ,p—1)/2-

Demostracion. En la distribucién normal multivariada, el espacio paramétrico es © =
RP x {X € M,.,(Ry U{0})|X es simétrica}, la hipétesis nula H, : P = I es equivalente
a la hipotesis Hy : 0 € 8, = {(1,X) € O|X = diag(o},03,-- ,02)}y Hy : 0 € ©,

@I
(o]

0-
Bajo la hipotesis nula, la media y la varianza de cada variable son estimadas por
separado, asi, el estimador de maxima verosimilitud para . es i = T y el estimador para
Y es Sy = diag(s?, s2,. . ., s7). Ademas, por el Teorema C.9 se tiene que sus estimadores
de méaxima verosimilitud bajo © son U=y S =8.
Usando el Teorema C.14 se sigue que la prueba de razén de verosimilitud para con-
trastar H, contra H; esta dada por —2log\ = np(a —logg — 1), donde a y g son la media

aritmética y media geométrica de los valores propios de 2515, nétese que S = DRD,
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donde R es la matriz de correlaciéon muestral y D = diag(sy, Sa, ..., Sp), asi:
5518 = (D?)~'S = D*D*DRD = D~'RD,
luego el polinomio caracteristico de ing es:
ID™'RD — \| = |D"(R—X)D| = |D||R - M||D| = |R — M|,

por lo que los valores propios de 2515 son los mismo que los valores propios de R,
que es simétrica y cumple que la suma de sus valores propios es igual a su traza y el

producto de sus valores propios es igual a su determinante, asi:

a=tr(R)/p=p/p=1yg=/|R|,

por lo que:

—2logh = np(1 — log({/|R]) — 1) = np(—log({/|R])) = —nlog(|R|).

Dado que bajo H,, X esta determinada por los p valores de su diagonal que son los
parametros libres y en © el nimero de parametros libres es %p(p—l— 1), la variable aleatoria
—2log\(X) bajo Hy es asintdticamente distribuida como una variable aleatoria x* con
grados de libertad igual a la diferencia entre el nUmero de parametros independientes en
© y el nimero en ©,,, es decir:

1

%p(p—l— 1)—p= %(p(p +1) =2p) = S(p(p — 1)).

La prueba de razén de verosimilitud (PRV) de tamafno « para contrastar H, contra
H, tiene regién de rechazo R = {X| — 2log(A\(X)) < ¢}, donde ¢ es determinada de

manera que:

ysesiguequel —a=P |y >c),porlotantoc = y?
)) 170[7

2
L(p(p—1 Lp(p-1))

Box (1949) mostré que la aproximacion y? mejora si n se reemplaza por n’ = n —

(2p+11)/6. Asi, se puede usar el estadistico —n’log| R| ~ X?,(pq)/z asintéticamente [11].
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2.11. Algunas aplicaciones del ACP

2.11.1. Descartando variables

Supongamos que se realiza un andlisis de componentes principales sobre la matriz
de correlacién de p variables. Inicialmente, se asume que k variables han de ser re-
tenidas donde k es conocida y (p — k) variables son descartadas. Se consideran los
vectores propios correspondientes a los valores propios mas pequenos, y se rechaza la
variable con el coeficiente maximo (valor absoluto). Entonces se considera el siguien-
te valor propio més pequeno. Este proceso continda hasta que se han considerado los
valores propios (p — k) mas pequefios [11].

En general se descarta la variable de coeficiente maximo en valor absoluto en la
componente, y que no habia sido descartada previamente.

Este principio es consistente con la nocién de considerar una componente con va-
lor propio pequefio como de menor importancia y, consecuentemente, la variable que
domina deberia ser menos importante o redundante. Sin embargo se puede lograr una
eleccién de k£ como sigue. Sea )\ un valor critico (umbral) de modo que los valores pro-
pios A < \g pueden ser considerados como con poca contribucién a los datos. En la

literatura se ha recomendado A\qg = 0.70 [11].

Observaciones

1. En lugar de usar )y, se puede establecer a k igual al niumero de componentes
necesarias para tener en cuenta mas que alguna proporcion, oy, de la variacion
total. Se ha encontrado en ejemplos que \q parece ser mejor que ay COMo criterio
para decidir cuantas variables rechazar, y que oy = 0.80 es el mejor valor. Usan-
do cualquiera de los dos criterios, siempre deben retenerse al menos en cuatro

variables.

2. Una variante de este método de descarte de variables estd dado por el siguiente
procedimiento iterativo. En cada etapa del procedimiento se rechaza a la variable

asociada con el valor propio mas pequefio y se realiza el analisis de componentes
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principales con las variables restantes, y se continua hasta que todos los valores

propios son grandes.

3. La relacién entre la “insignificancia” de Y; = > /QXZ- y el rechazo de una variable
particular esta abierta a la critica. Sin embargo, hay estudios que indican que di-
ferentes métodos de rechazo de variables con el fin de explicar la variacién dentro
de X producen en la practica casi los mismos resultados. Por supuesto, el método

seleccionado para tratar los datos de uno depende del propdésito del estudio [11].

2.11.2. Relaciones estructurales

Si algunos de los valores propios de > (la matriz de covarianzas) o de P (la matriz
de correlaciones), o de ambas, son cero, entonces algunas de las variables origina-
les son linealmente dependientes de las otras, ya que si el valor propio ); es igual a
cero, se tiene que la Var(Y;) = X\, = 0y E(Y;) = 0,luego 1 = P(Y; = E(Y;)) =
P70 (X — E(X;)) = 0), ademas, se tiene que ”MH = 1, por lo que algunos ;;
son distintos de cero, por lo tanto algunas de las variables originales son linealmente
dependientes de las otras.

Supongamos que se ha determinado que un ACP tiene d componentes principales.
Entonces hay p — d valores propios que son iguales a cero. Cuando hay p — d valores
propios iguales a cero, sus vectores propios correspondientes definen p — d restricciones

lineales, linealmente independientes, sobre las variables respuesta.

Definicion 2.32. Los vectores propios correspondientes a los valores propios pequefios
definen las relaciones estructurales entre las variables originales. Las nuevas variables

creadas por estas restricciones lineales se llaman variables de relaciones estructurales.

Las relaciones estructurales nunca son unicas cuando p—d > 1, de modo que nunca
debe intentarse dar interpretaciones fisicas a las relaciones estructurales en los casos
donde p — d > 1.

Las ecuaciones de relaciones estructurales proporcionan informacion acerca de co-

mo estan relacionadas las variables entre si, son muy Gtiles para examinar las relaciones
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de multicolinealidad entre un conjunto de variables predictoras en los problemas de re-

gresion [3].

2.11.3. Regresion

En el Capitulo 1 se estudié el modelo de regresion lineal multiple; si las variables
independientes de este modelo son altamente dependientes entre ellas, los estimadores
de los coeficientes de regresion son muy imprecisos. En esta situacién es ventajoso no
considerar algunas de las variables con el fin de aumentar la estabilidad de los coefi-
cientes.

Si se realizan n observaciones sobre una variable dependiente y p variables indepen-
dientes (y ¥ Xnxp) Y si las observaciones estan centradas de modo que y = 7; = 0,
i=1,...,p,setieneque Sy =n'X'X —z7 =n 1 X'X.

Supongamos que un valor propio muestral \es préximo a cero y su correspondiente

vector propio es 7, entonces:

e
5
|
>
3
Il
(@]
\

X'XJ~0=7X'X7=(X7)X7 = [|X7| = 0= X7~ 0.

Por otro lado, la ecuacion de regresion es y = X3 + g, donde la media de ¢ es
0. Ademas, si W = X denota la transformacion de las componentes principales, la

ecuacién de regresion se puede escribir:

y=Wa+eg,

donde a = G’f. Si hay un cierto numero de valores propios cercanos a cero, p — k,
entonces:
W=XG = X, %, T Torts - )

= (X9, X%, X T X1, 7)(@)

~ (X9, X%, X3, 0,0+, 0).
En este caso, el modelo de regresion lineal se puede volver a escribir en términos de
los componentes principales 71, 72, - - -, &, €s decir, las k componentes principales no
nulas, pues:

XB=XGG'B~ (X7, XT, -+ s X T, 0, -+, 0)a
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Dado que las columnas de W son ortogonales, los estimadores por minimos cuadra-
dos &; no se alteran si algunas de las columnas de IV son eliminadas de la regresién. El

vector completo de estimadores de minimos cuadrados esta dado por:
a=Ww)"'"Wyye=y-wa,

donde:
a = (G’X’XG)*W’gzG’(X’X)‘lGW’g,

ademas, como se tiene que Sx = n~'X’X por lo que:

12)
Il

G'n ' (n ' X' X)TI\GW'y = G'n S GW'y = G'n H(GLG' ) 'GW'y
= G'n'GL'G'GW'y =n"'L'W'y,

entonces:

n_l);_lw’y, si\ #0

O) Si )\1 = 0,

donde Xl es el i-ésimo valor propio de la matriz de covarianza, Sy = n'X'X, i =
1,...,p. Con esto se puede ver que las componentes principales con varianzas igual a
cero no explican a la variable dependiente.

Usando los resultados enunciados en el Teorema 1.24, de 1) se tiene que la esperan-
za de a; es «;, ademas, dado que (W'W)~! = n~'L~! de 1), se sigue que la varianza
de @; es o?/(n)\;).

Hay otra forma de elegir algunas componentes principales en el contexto de la re-
gresion lineal maltiple: se toman las componentes con las correlaciones maximas con la
variable dependiente debido a que el propdsito en la regresion es explicar a la variable
dependiente. Dado que W = n~'WW’'1 = n~'G'X'1 = 0, se sigue que la covarianza entre

Wiyyes:

Cov(W;,y) = n! anyr = n’l%’g = n’lg’w(i) = n’IE’X’g,

r=1

ademas, cuando \; # 0, se tiene que Cov(W;,y) = \iq.
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La varianza muestral de W; y de y son Sy, = n~' Y " w?; = n”'we/we ¥ Sy =
n~' Y " y2 =n"'y'y. Luego la correlacién muestral de W; y de y es:

/\ ~

Cov(Wi,y) a, n\;o;
Pwiy = 1 o / /
Sw.S, \/ we'wen Yy |\ /[we'way'y

Si la ecuacion de regresion es y = X3 + ¢, donde £ ~ N, (0, o2I), por el Teorema

1.32 se tiene que bajo la hipotesis nula, Hy : a; = 0,

T — aa _ 87} = L
Sl (W/W)— 1(1]1/2 — S[g/n—lL—lg}l/Q - S[n71)’\\i*1]1/2
(:\cl(n)\z)l/2

@ in—Gpr)E " tn-+1)

donde ' = (0,0,..., 1 ,...,0,0). Si \; # 0 se sigue que:
i-ésimo
~—1 ~
o A we'y(nA) w@'y ¢ (2.22)
T EE =TT (aNEE (n— (p+ )2 Y '

independientemente de los valores verdaderos de la otras «;. Seleccionar aquellas com-
ponentes para las cuales el estadistico (2.22) es significante es una forma sencilla de
elegir qué componentes retener.

Si las componentes principales tienen un significado intuitivo natural, tal vez la mejor
manera de dejar expresada la ecuacién de regresién es en términos de las componentes.

En otros casos, es mas conveniente transformar de nuevo las variables originales [11].






Capitulo 3

El problema de la deforestacion en la
region transfronteriza entre Tabasco y

Chiapas

3.1. Los ecosistemas base del bienestar humano

En los dltimos decenios, la agenda ambiental se ha convertido en una de las mas
importantes para los gobiernos de los paises de todo el mundo, en gran medida debi-
do a que el cambio ambiental global (calentamiento climatico, pérdida de ecosistemas
y diversidad bioldgica) y sus problemas derivados son actualmente uno de los mayores
desafios para la humanidad. El bienestar humano, el desarrollo social y econémico sus-
tentable, la erradicacion de la pobreza y la desigualdad requieren todos de la gestion
del capital natural de la nacién (véase Figura 3.1), es decir, de la conservacion de los
ecosistemas y su diversidad biolégica asi como del manejo sustentable de los bienes y
servicios que éstos ofrecen [24], [18].

Aunque el ser humano ha modificado los ecosistemas desde hace milenios, en los
ultimos 50 afos las transformaciones han alcanzado una magnitud y velocidad sin pre-
cedentes. En ese lapso se perdié la mitad de cubierta forestal nativa del planeta; 35 %

de la extension de manglares fue devastada; 20 % de los arrecifes coralinos han sido
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{_..j pital
manufacturado

Capital social

Capital humano

Capital natural

Figura 3.1: Los cinco tipos de capitales necesarios para el bienestar humano [18]

perturbados, y la demanda de agua se cuadruplic6. México no esta exento de los efec-
tos del cambio ambiental global y enfrenta una acelerada pérdida de ecosistemas y su
degradacion (con tasas de deforestacion por encima de la media global) amenaza la
disponibilidad de bienes y servicios que estos ofertan para el bienestar de la poblacion;
practicamente todos los ecosistemas en el territorio nacional han sido afectados por las

actividades humanas [18], [23].

3.2. Factores de cambio de los ecosistemas naturales

Comprender los factores y el proceso de cambio que inciden en los ecosistemas es
sumamente importante para el disefio de instrumentos de intervencién y estrategias de
gestién que, por un lado, aseguren el acceso y disponibilidad a los bienes y servicios
ecosistémicos necesarios para el bienestar humano y, por otro lado, garanticen su per-
manencia a largo plazo al reducir los impactos negativos sobre éstos. La interaccion en-
tre los ecosistemas naturales y los seres humanos es compleja y varia segun el territorio
y la escala; por un lado, las condiciones humanas cambiantes actian como impulsores

de cambios directos o indirectos en los ecosistemas y, al mismo tiempo, los cambios en
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los ecosistemas provocan cambios en los niveles de bienestar humano [18].

El modelo base mas utilizado para comprender la relaciéon entre ecosistemas y bie-
nestar humano es el propuesto por el grupo intergubernamental para la Evaluacion de
los Ecosistemas del Milenio (2003), cuyo énfasis se encuentra en la relacion entre impul-
sores de cambio indirectos y directos que alteran los ecosistemas y sus servicios, y que
a su vez impactan en las condiciones necesarias para el bienestar humano, el esquema

que ejemplifica esta relacion se puede ver en la Figura 3.2.

:3 LOCAL —— EErASgIas & INervencones

Bienestar Humano y Reduccion de la In'pulsores de Cambio Indirectos

Pobreza = Demograficos
» Bienes Materiales minimos para una = Econdmicos (por ejemplo,
buena vida globalizackin, comercio, mercado
= Salud y marcos reguladores)
= Buenas relaciones sociales = Sociopoliticos (por
= Segurnidad gobemnabilidad, marcos
= Libertad y opciones institucionales y legales)
= Ciencia y tecnologia
= Culturales y religiosos (por
ejemplo, eleccionss sobre qué y
cudnto consumir)

T

ervicios de
los Ecosistemas

_+

Impulsores de Cambio Directos
= Cambics en el uso local del suelo y

= de Suministro (alimentos,
agua, elc.)

= de Regulacién (clima,
agua, regulacin de las
enfermedades, etc.)

= Culturales (espirituales,

en la cobertura del suelo

= Introduccion o eliminacion de
especies.

= Adaptacion y uso de tecnologias.

= Insumos extemos (por ejemplo, uso

4%%

Sotbhion. ofc. de fertilzantes, control de
= de Baze (produccidn de 2 eyl
materias prmas, pesticidas, imigacion)

= Cosechas y consumo de recursos

= Cambio climético

= Impulsores fisicos y bioldgicos
naturales (por ejemplo, volcanes,
evolucion) no influenciados.

formacion del suslo, ete))

VIDA EN LA TIERRA : BIODNVERSIDAD

Figura 3.2: Relacion entre ecosistemas naturales y bienestar humano [21].

Un impulsor es cualquier factor que altera algun aspecto de un ecosistema; los im-
pulsores directos influyen directamente en el ecosistema, en su estructura y funciones,
mientras que un indirecto puede actuar sobre uno o mas impulsores directos. Sin em-
bargo, estudios mas recientes muestran que las interacciones entre los factores pueden
ser mas complejas, por ejemplo, dos o mas factores directos pueden generar sinergias
o un factor directo puede tener retroalimentaciones positivas o negativas con el ecosis-

tema, como se observa en el Figura 3.3, propuesta por la CONABIO en su marco para
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la evaluacién del capital natural de México [18]. Un ejemplo de estas relaciones para el
caso del pais se observa en como la incidencia e intensidad de huracanes en el sureste
mexicano (factor indirecto) interactia con la deforestacién antropogénica de manglares
y la destruccién de arrecifes coralinos (factor directo), aumentando la magnitud y fre-
cuencia de las inundaciones de la region y de los incendios forestales, alterando a su
vez la estructura y diversidad de la vegetacion (servicios y funciones ecosistémicas), que

impactan en la seguridad de las localidades costeras [18].

Factor A

Efecto indrecto

Factor B
Factor A Efecto directo
Sinergias Biodiversidad, funciones ecositémicas

Factor B / R\

Retroalrmentacatn

Factor A

Figura 3.3: Relaciones entre los factores de cambio [18].

Adaptando el marco de Evaluacién de los Ecosistemas del Milenio a la evaluacién
del capital natural en México, se propuso el siguiente esquema para ejemplificar las prin-
cipales categorias de factores de cambio indirectos (aqui nombrados como de raiz o
ultimos) y de factores directos (o proximos) de la biodiversidad y los servicios ecosisté-

micos (véase Figura 3.4)
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Factores de raiz | indirectos

+ Demogrifcos
« Econdrmicos {conswmo)
+ Gobernabilidad

l

Factores directos

+ Cambios de la cobertura

+ Movimienoo ancropogénico de especies
+ Exrraccion y consumo de organsmaos

+ Cambio dimatico antropogénico

+ Adicion o descarga de productos quimicos ]

S . W E—

Rezroalimentacion

N/

Snergias

Consecuencias

Menor bicdiversidad

l

Memos funciones ecosiscémicas

!

Menos servicios ambienitales

Figura 3.4: Los factores de cambio directos e indirectos de la biodiversidad y los ecosistemas [18].

3.2.1. Factores indirectos

Los factores indirectos (raiz o ultimos) son las fuerzas de cambio que modifican los
factores directos de cambio; su nivel de influencia se mide en funcién de los efectos

en los factores directos, no en los ecosistemas. Varian segun la escala de andlisis y el
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territorio que se estudia y también pueden generar sinergias entre ellos. Se resumen en

cinco categorias [18]:

1. Demograficos: particularmente el tamaro de la poblacién y la densidad poblacio-
nal, la edad, el género, la distribucién espacial (rural-urbano), los movimientos mi-
gratorios y de colonizacion, que estan asociados a otros factores, como el aumento
en el consumo, o las politicas de reparto agrario y colonizacién de tierras “ociosas”

(generalmente selvas y bosques).

2. De gobernabilidad: incluye la legislacion, los planes de desarrollo y conjunto de
politicas publicas de diferentes ambitos como las de seguridad social, desarrollo
urbano y planificacién del uso del suelo, de reparto agrario, fomento agropecuario
y forestal, desarrollo turistico y construccion de infraestructuras (transporte, petro-
lera, portuaria, comunicaciones). Las politicas publicas, en repetidas ocasiones,
son contradictorias con la conservacion de los ecosistemas y tienen un peso muy

importante en la decision de los actores para la conversion del uso del suelo [19].

3. Econoémicos: los modelos de desarrollo econdémico, el mercado, las opciones pro-
ductivas, los precios de garantia de productos agroproductivos, el aumento en la
demanda de insumos y bienes para la industria son factores que, combinados con
las politicas publicas y otras condiciones sociales y politicas, juegan un papel im-

portante en la toma de decisiones de actores directos e indirectos.

4. De cienciay tecnologia: como la inversién en tecnologia, el conocimiento sobre uso
y manejo de la biodiversidad (de los pueblos indigenas, por ejemplo) y la capacidad
de adoptar tecnologias. En algunos casos la tecnologia determina la magintud y
velocidad de transformacion de los ecosistemas; como el caso de los paquetes
tecnologicos promovidos durante la “Revolucion Verde” que han tenido un impacto

negativo significativo en los ecosistemas.

5. Culturales: que abarcan desde las decisiones individuales sobre el consumo y la
valoracion de la biodiversidad hasta el conocimiento y uso de la biodiversidad; de

culturas y pueblos indigenas que habitan los territorios nacionales.
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3.2.2. Factores directos

Los factores directos son los procesos que modifican directamente los ecosistemas
(en su estructura y funcionamiento) y la biodiversidad; son resultado de las actividades
antropogénicas y son los causantes mas inmediatos del deterioro ambiental. Entre ellos
pueden generarse sinergias, retroalimentaciones positivas 0 negativas y todos pueden

incidir simultdaneamente en el ecosistema. Se clasifican en cinco categorias principales

(211, [18]:

1. Cambio de uso del suelo y de la cobertura vegetal, que incluye procesos como la
deforestacion y sus consecuentes fragmentacion y efecto de borde del habitat, y

los incendios forestales no naturales.

2. La sobreexplotacién por la extraccion y el consumo de organismos o parte de ellos,
o por la extraccién directa de otros recursos naturales (agua, minerales) de bienes

ecosistémicos (tanto especies como recursos naturales).

3. El movimiento antropogénico de especies, como la introduccién de especies ex6-

genas al ecosistema natural (como las especies invasoras exéticas).

4. La contaminacién por adicion y descarga de sustancias quimicas (como fertilizan-

tes y pesticidas) que alteran los ciclos biogeoquimicos naturales

5. El cambio climatico antropogénico con sus efectos en la temperatura y la preci-
pitacién, que impactan en la distribucion de especies, la cobertura vegetal y la

produccion agropecuaria, entre otras.

3.2.3. Elcambio de uso de suelo y alteracién de la cobertura vegetal

El cambio en la cobertura vegetal (destruccion y transformacién del habitat), seguido
por la sobreexplotacidén de recursos y la presencia de especies invasoras o de contami-
nantes ha constituido el factor de mayor impacto sobre la mayoria de los ecosistemas

terrestres en el territorio mexicano. En 2002, la superficie de vegetaciéon primaria era
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solamente el 50 % de la superficie original, mientras que para los ecosistemas terres-
tres arbolados (selvas, bosques, manglares), el porcentaje fue de 38 %. La supresién de
millones de hectareas de vegetacion natural constituye la mayor fuente de pérdida de
biodiversidad (aumenta la extincion de especies) y de los ecosistemas, con consecuen-
cias generalmente irreversibles. Afecta directamente a la provisién de bienes y servicios
ecosistémicos; altera el clima local y regional, el ciclo hidrolégico y los ciclos biogeo-
quimicos (incidencia en el cambio ambiental global), y aumenta la vulnerabilidad ante
eventos hidrometeoroldgicos extremos. Desafortunadamente, pese a las medidas toma-
das para frenar la deforestacion, las tendencias y ritmos de transformacién (aunque han
disminuido) contindan con tendencias negativas para los ecosistemas terrestres y, en
el caso del territorio mexicano, con impactos muy fuertes para las selvas (himedas y

secas) y para los bosques templados [23].

De todos los procesos de cambio de uso del suelo que impactan en la transforma-
cion de los ecosistemas terrestres del pais, el mas importante ha sido la expansion de
la frontera agropecuaria, seguida de la construccion de infraestructuras (de transporte,
comunicaciones, de riego, petrolera) y la urbanizacion [19]. La sustitucion por pastizales
para la actividad ganadera ha predominado en la zona de selvas humedas, en tanto que
la conversion a terrenos agricolas ha sido mas importante en las zonas de selvas secas,
en lo matorrales xeroéfilos y en los bosques templados. En estos procesos, el papel del
estado mexicano ha sido fundamental, pues, expresado en planes de desarrollo y politi-
cas publicas, ha movilizado histéricamente importantes recursos econémicos y humanos

y ha marcado la historia de diferentes regiones del pais [23].

Comprender las fuerzas de cambio que han llevado a la transformacion en la cobertu-
ra vegetal en los diferentes territorios locales y regionales del pais no es tarea facil, dada
la complejidad de relaciones y la diversidad cultural y eco-geogréfica, sin embargo, es
fundamental no s6lo para detener el proceso de degradacién y deforestacién de los eco-
sistemas, sino como base para la planeacién de un desarrollo territorial auténticamente

sustentable [19].
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3.3. El caso de la region transfronteriza entre Tabasco y

Chiapas

Caracteristicas y problematizacion

Los Estados de Tabasco y Chiapas (Figura 3.5), en el sureste de México, comparten
junto con Guatemala una de las regiones mas importantes de Mesoameérica: la cuenca
hidrografica de los rios Grijalva y Usumacinta, cuya riqueza biolégica y cultural es in-
valuable. Por su posicién geogréfica, esta cuenca ha sido afectada histéricamente por
fendmenos meteoroldgicos que han ocasionado deslaves e inundaciones que impactan
ano con afno a los asentamientos humanos y las actividades productivas. Es, ademas,
una de las regiones mas vulnerables ante los efectos de cambio climatico, agravado por
el deterioro de los ecosistemas y la modificacion en la dinamica hidrolégica de la cuenca
[17].

La seccidén que corresponde a la frontera entre los Estados de Tabasco y Chiapas se
encuentra dentro de la subdivision denominada Parte baja de la cuenca del Rio Grijal-
va, cuyos problemas principales son las constantes inundaciones en las zonas planas,
debido a la alta precipitacién pluvial de la region, a la deforestacidén de las partas altas
y serranias y a las alteraciones de los cauces hidrologicos. Basta recordar las terribles
consecuencias de las inundaciones que afectaron Villahermosa en el afio 2009 y de las
que cada ano causan muertes humanas y pérdidas materiales para entender la necesi-
dad de comprender la complejidad de relaciones que ocurren en este territorio [17].

Desafortunadamente, el sureste mexicano y en particular esta region, en los ultimos
anos se ha visto sometida a transformaciones muy drasticas en sus ecosistemas foresta-
les; si bien aun se encuentran remanentes de bosques, selvas, humedales y manglares,
éstos cada vez ocupan una menor superficie y sobresalen cada vez mas en el paisaje
los pastizales inducidos y la agricultura, situacion contraria al potencial productivo de la
region y a la vocacién del suelo, que es de conservacién y aprovechamiento forestal
sustentable [17].

Dada esta tendencia, los gobiernos de los Estado de Tabasco y Chiapas estan coor-

dinando un Programa de Ordenamiento Ecoldgico Regional para los estados de Tabasco
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y Chiapas, cuyo eje central es la elaboracion de un plan de manejo sustentable de los
ecosistemas forestales presentes en la regién transfronteriza a ambos estados, con dos
objetivos centrales: a) detener la deforestacién y degradacién ambiental, y recuperar la
cobertura forestal con el fin de frenar la erosién de suelo y aumentar la recarga de agua
en las partes altas y disminuir el riesgo de inundacion en las partes bajas, y b) mejorar
las condiciones de la poblacién local, al proponer estrategias de manejo sustentables
que conserven y valoren los ecosistemas y la biodiversidad y al mismo tiempo generen
ingresos productivos capaces de sostenerse a largo plazo y de esta manera contribuir a

la disminucién de la pobreza y desigualdad social [17].
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Figura 3.5: Regiones de trabajo del Programa de Ordenamiento Ecoldgico para los estados de Tabasco

y Chiapas [17].

Delimitacion de la region transfronteriza entre Tabasco y Chiapas
Si bien la extension del territorio conocida como frontera Tabasco-Chiapas es flexible

y responde a las diferentes dinamicas territoriales que se busquen analizar (por ejemplo,
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la migracién o la identidad cultural o las cuencas hidrologicas), para efectos del Progra-

ma del Ordenamiento Ecoldgico, los analisis se realizaron en 47 municipios, organizados

en 8 regiones, correspondientes a los dos estados, como se observa en Tabla 3.1 [17].

Tabla 3.1. Regiones y Municipios de trabajo de la regién Tabasco-Chiapas.

Region

Municipios

Bosques (Chiapas)

Bochil, El Bosque, Huitiupan, Ixtapa, Jitotol, Pantepec,
Pueblo Nuevo Solistahuacan, Rayon, Simojovel, Soyalo,

Tapalapa, Tapilula, San Andrés Duraznal

Maya (Chiapas)

Catazaja, La Libertad y Palenque

Norte (Chiapas)

Amatan, Chapultenango, Ixhuatan, Ixtacomitan, Ixtapan-
gajoya, Juarez, Ostuacan, Pichucalco, Reforma, Solosu-

chiapa, Sunuapa y Tecpatan

(Chiapas)

Tulia  Tzeltal Chol

Chilon, Sabanilla, Salto de Agua, Sitala, Tila, Tumbala y

Yajalon

Centro (Tabasco)

Cardenas, Centro, Cunduacan y Huimanguillo

Pantanos (Tabasco)

Jonuta y Macuspana

Rios (Tabasco)

Balancan, Emiliano Zapata y Tenosique

Sierra (Tabasco)

Jalapa, Tacotalpa y Teapa

Fuente: Elaborado por M. Poisot-Cervantes con base en [17] (documento interno de trabajo sin

publicar).

3.4. Principales factores de cambio de los ecosistemas
forestales en la regidn transfronteriza entre Tabas-
co y Chiapas

Puesto que la conservacion de los ecosistemas forestales de la region transfronteri-
za Tabasco-Chiapas es fundamental para el bienestar de la poblacién local, comprender
cudles son las principales fuerzas de cambio (directas e indirectas) que afectan a estos

ecosistemas es sumamente importante, sobre todo para la adecuada elaboracion del
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Ordenamiento Ecoldgico y de sus consecuentes programas que se aplicaran al territo-
rio. La presente tesis pretende aportar a dicho andlisis, en tanto busca determinar qué
fuerzas de cambio inciden en mayor grado en la expansion de la frontera agropecuaria
(principal factor de cambio directo de los ecosistemas forestales en la zona).

Si bien se han realizado diferentes estudios a nivel internacional y nacional para de-
terminar las fuerzas principales que inciden en la deforestaciéon, midiendo los efectos
positivos 0 negativos de diferentes factores, tanto econémicos (el precio de los produc-
tos agricolas) como institucionales (régimen de propiedad de la tierra, la organizacion
comunitaria agraria) y, mas recientemente, de las politicas publicas (programas como
PROCAMPO), la evidencia ha demostrado que no existe un solo factor o combinacién
de factores que permitan explicar todas las tendencias de cambio a nivel local o regional,
puesto que ademas éstos cambian en el tiempo, por tanto los andlisis regionales y loca-
les no dejan de ser necesarios si se quiere contar con informacion oportuna y adaptada
localmente [22].

Partiendo de la revisién y analisis propuestos por Lépez [22], y de los andlisis rea-
lizados sobre el estado de conservacion del capital natural de México ([23], [18]) y el
programa especial de gestién en zonas de alta biodiversidad [19], los factores indirectos

seleccionados para analizar la region Tabasco-Chiapas fueron (Figura 3.6):

= E| tamano de la poblacién, principalmente de la poblacion joven, que combinado
con otros factores, como la falta de empleos y el aumento en la brecha de la de-
sigualdad social y econdmica, se ha convertido en un factor de presién para la
deforestacion, principalmente de los bosques y selvas anteriormente destinados a
la conservacién o de uso comun en los ejidos y comunidades indigenas y también

sobre las areas naturales protegidas.

= El indice de marginacion, como un indicador de la pobreza, condicién social que
amplia la presién sobre los ecosistemas y recursos naturales, sobre todo ante la
falta de planeacion para el manejo sustentable y de oportunidades de empleo e

ingresos que valoren la biodiversidad.

= La superficie total de los municipios, como una limitante a la expansién agrope-
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cuaria, ya sea por el limite del municipio o porque las mejores tierras ya han sido

transformadas en las décadas pasadas.

= Los subsidios al campo, que incentivan directamente la transformacion de ecosis-
temas naturales en pastizales o areas de cultivos, generando contradiccion con
otras politicas publicas que buscan la conservacion (como el pago por servicios
ambientales). Particularmente del programa PROCAMPO por su amplia cobertura
poblacional y temporal, y por ser el programa de SAGARPA con mayor presupuesto

asignado.

Se analizaron dichas variables en su efecto sobre el total de hectareas (por muni-
cipio) que fueron transformadas de ecosistemas forestales en cultivos agricolas entre
los afios 1993-2002; 2002-2007, y 2007-2011 (que corresponden a las series Il, IlI, IV
y V de las cartas de uso de suelo y cobertura vegetal del INEGI), y cuyas estimaciones

corresponden al andlisis realizado por J. Galeana-Pizafa [20] para todos los municipios

del pais.
Cuyo principal proceso
o estudiado: la

Factores indirectos: D Ecosistemas forestales

+ Poblacién Que Factor directo: expansién de la frontera c::e s reg"’”

Marginacién indicen en: sgricolamoclifies trflI'ni) m”tecr:_a e
H ) abasco-Chiapas

* Superficie total Cambio de uso del i
+ Subsidios al campo sueloy cotbnirtura (observado a través del
(PROCAMPO) vegeta cambio en la cobertura

forestal)

Figura 3.6: Modelo del problema planteado.

3.5. Descripcion del analisis

El objetivo de este analisis es determinar si existe un modelo de regresién lineal
multiple que explique adecuadamente la relacién entre la expansién de la frontera agri-
cola, como variable dependiente, y la superficie total; el Programa de Apoyos Directos
al Campo (PROCAMPO); el total de poblacién, y el indice de marginaciéon, como varia-

bles independientes o regresoras, en tres periodos diferentes (1993-2002, 2003-2007, y
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2008-2011). Para realizar los analisis estadisticos pertinentes, se utiliz6 el software R.

Ademas, el proceso con el que se lleva a cabo el andlisis en los tres periodos consta de:

= Andlisis exploratorio
Se realiza un Andlisis de Componentes Principales, cuyo diagrama de dispersion
de las dos primeras componentes principales muestra un municipio (municipio
Centro) lejos de la dispersién de los demas municipios considerados, por lo cual
no se considera en la siguiente fase del analisis; luego, se realiza otro Analisis de
Componentes Principales a las puntuaciones de los 44 municipios restantes y se

enuncian algunas interpretaciones.

= Andlisis de regresion
Primero se realizan diferentes analisis de regresién lineal simple, considerando a
cada una de las variables independientes; luego se halla el mejor modelo median-
te regresidén paso a paso y, por ultimo, se realiza un Analisis de regresién lineal

multiple mediante el Anélisis de Componentes Principales.

El primer periodo que se analiza es 1993-2002; para ello se usan los datos de la Tabla
A.2, que proporciona la superficie total (SupTotal); el promedio de productores beneficia-
dos (PromProd); el monto del apoyo que reciben los habitantes (Monto); el promedio de
productores beneficiados con mas de 10 hectareas (PromProd10); el monto del apoyo
a productores con mas de 10 hectareas (Monto10); la poblacion total (Pob); el indice de
marginacion (Marg), y la expansion de la frontera agricola (Exp) de los municipios de
interés (Tabla A.1) en este periodo. Dado que del municipio San Andrés Duraznal (SAD)
no se cuenta con la informacion de PROCAMPO, no se incluira en el andlisis. EI muni-
cipio Tecpatan tampoco se incluird en el analisis debido a que se incorporé después al
“Programa de Ordenamiento Ecoldgico Regional’.

Como el objetivo es determinar si existe una relacion lineal entre la expansién de la
frontera agricola (Exp), la superficie total (SupTotal), PROCAMPQO (PromProd, Monto,
PromProd10 y Monto10), el total de poblacién (Pob) y el indice de marginacién (Marg),
se considera la expansion de la frontera agricola (Exp) como la variable dependiente

y al resto como las variables independientes. De manera analoga se analizan los pe-
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riodos 2003-2007 y 2008-2011, segundo y tercer periodo respectivamente. Los datos

correspondientes a estos periodos se encuentran en las Tablas A.3 y A.4.

3.6. Analisis exploratorio

En el primer periodo, la dispersién de las variables independientes bajo estudio (Fi-
gura 3.7) medidas en los 45 municipios considerados muestra que existe una relacion
lineal entre las variables PromProd y Monto, y también entre PromProd10 y Monto10, lo
cual se confirma al observar las correlaciones de estas variables (Tabla 3.2), pues sus
correlaciones son 0.932 y 0.939 respectivamente; ademas se puede notar que existen

altas correlaciones entre las variables independientes.
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Figura 3.7: Dispersion de las variables independientes bajo estudio medidas en los 45 municipios con-

siderados, en el primer periodo.
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Tabla 3.2. Correlaciones de las variables independientes medidas en los 45 municipios considerados, en

el primer periodo.
SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg
SupTotal 1.000 0.489  0.565 0.563 0.560 0.509 -0.386
PromProd 1.000 0.932 0.369 0.281 0.225 0.212
Monto 1.000 0.596 0.501 0.173 0.144
PromProd10 1.000 0.939 0.092 -0.165
Monto10 1.000 0.054 -0.230
Pob 1.000 -0.509
Marg 1.000

Debido a la alta correlacidén que existe entre las variables independientes, como ana-
lisis exploratorio se realiza un andlisis de componentes principales a los datos estan-
darizados de los 45 municipios bajo estudio, ya que las variables no estan medidas en
las mismas unidades ni en unidades comparables ademdas de que no tienen varianzas

semejantes (Tabla 3.3).

El andlisis de componentes principales indica que las primeras tres componentes
principales explican el 90.3 % de la variabilidad total (Tabla 3.4), ademas, su grafica de
sedimentacion (Figura 3.8 a)) muestra que sélo estas componentes tienen valor propio
mayor que 1, es decir, en un andlisis posterior sera suficiente usar las primeras tres
componentes principales en lugar de las siete variables independientes, ya que existe
multicolinealidad. El diagrama de dispersién de las dos primeras componentes princi-
pales (Figura 3.8 b)) muestra al municipio Centro (Cen) lejos de la dispersion del resto
de municipios, quizas debido a que en Centro (Cen) se encuentra la ciudad de Villaher-
mosa y su industria petroquimica, por lo que los principales procesos de deforestacién
se encuentran asociados a la urbanizacion y por lo tanto no se considera en el analisis

posterior de este periodo.
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Tabla 3.3. Varianzas de las variables independientes bajo estudio medidas en los 45 municipios consi-

derados, en el primer periodo.

Variable Varianza | Variable Varianza
SupTotal 8.604700 * 10° | Monto10  6.380870 x 102
PromProd 2.333393 x 10° | Pob 7.076719 * 10°
Monto 3.016635 * 104 | Marg 7.794386 * 1071
PromProd10  5.570225 * 10?

Tabla 3.4. Importancia de los componentes principales de las variables independientes bajo estudio

medidas en los 45 municipios considerados, en el primer periodo, donde DE, PV y PA significan desviacion

estandar, proporcion de varianza y proporcion acumulada, respectivamente.

CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 CP6 CP7
DE | 1.8583 1.2920 1.0946 0.55655 0.53283 0.23825 0.1694
PV | 0.4933 0.2385 0.1712 0.04425 0.04056 0.00811 0.0041
PA | 0.4933 0.7318 0.9030 0.94723 0.98779 0.99590 1.0000
a) Grafica de sedimentacion b) Dispersion
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Figura 3.8: Graficas del andlisis de componentes principales de las variables independientes bajo estu-

dio medidas en los 45 municipios, en el primer periodo: a) Gréafica de sedimentacion y b) Dispersion de las

dos primeras componentes principales.
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El mismo procedimiento se llevé a cabo en el segundo y tercer periodo, lo que pro-
porciono resultados similares, por lo que el municipio Centro (Cen) no se considera pos-
teriormente. Las tablas y figuras correspondientes al segundo periodo son: Tablas 3.5,
3.6, 3.7 y Figuras 3.9, 3.10. Mientras que las tablas y figuras correspondientes al tercer

periodo son: Tablas 3.8, 3.9, 3.10 y Figuras 3.11, 3.12.

Tablas y figuras correspondientes al segundo periodo
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Figura 3.9: Dispersion de las variables independientes bajo estudio medidas en los 45 municipios con-

siderados, en el segundo periodo.
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Tabla 3.5. Correlaciones de las variables independientes medidas en los 45 municipios considerados, en

el segundo periodo.
SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg
SupTotal 1.000 0.441 0.525 0.599 0.562 0.503 -0.373
PromProd 1.000 0.930 0.364 0.256 0.204 0.271
Monto 1.000 0.600 0.485 0.167 0.193
PromProd10 1.000 0.944 0.103 -0.155
Monto10 1.000 0.057 -0.217
Pob 1.000 -0.463
Marg 1.000

Tabla 3.6. Varianzas de las variables independientes bajo estudio medidas en los 45 municipios, en el

segundo periodo.

Variable Varianza | Variable Varianza
SupTotal 8.604700 * 10° | Monto10  7.976772 * 10'2
PromProd 2.069383 * 10° | Pob 8.046871 x 10?
Monto 4.067768 * 10** | Marg 8.671147 107!
PromProd10  6.988500 * 10?

Tabla 3.7. Importancia de los componentes principales de las variables independientes bajo estudio me-
didas en los 45 municipios considerados, en el segundo periodo, donde DE, PV y PA significan desviacion

estandar, proporcion de varianza y proporcion acumulada, respectivamente.

CP1 CcP2 CP3 CP4 CP5 CP6 CP7

DE | 1.8452 1.3087 1.0899 0.57281 0.5351 0.23134 0.16360
PV | 0.4864 0.2447 0.1697 0.04687 0.0409 0.00765 0.00382
PA | 0.4864 0.7311 0.9008 0.94763 0.9885 0.99618 1.00000
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Figura 3.10: Graficas del andlisis de componentes principales de las variables independientes bajo

estudio medidas en los 45 municipios, en el segundo periodo: a) Grafica de sedimentacion y b) Dispersion

de las dos primeras componentes principales.

Tablas y figuras correspondientes al tercer periodo

Tabla 3.8. Correlaciones de las variables independientes medidas en los 45 municipios considerados, en

el tercer periodo.

SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg
SupTotal 1.000 0.408 0.485 0.568 0.532 0.490 -0.331
PromProd 1.000 0.933 0.321 0.214 0.190 0.309
Monto 1.000 0.549 0.430 0.153 0.240
PromProd10 1.000 0.949 0.084 -0.094
Monto10 1.000 0.044 -0.164
Pob 1.000 -0.453
Marg 1.000
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Figura 3.11: Dispersion de las variables independientes bajo estudio medidas en los 45 municipios

considerados, en el tercer periodo.

Tabla 3.9. Varianzas de las variables independientes bajo estudio medidas en los 45 municipios, en el

tercer periodo.

Variable Varianza | Variable Varianza
SupTotal 8.604700 * 10° | Monto10  4.674875 x 102
PromProd 1.907964 * 10° | Pob 1.047662 * 1010
Monto 2.884256 * 104 | Marg 7.373943 % 107!
PromProd10  6.192855 * 102
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Figura 3.12: Graficas del andlisis de componentes principales de las variables independientes bajo
estudio medidas en los 45 municipios, en el tercer periodo: a) Grafica de sedimentacion y b) Dispersion

de las dos primeras componentes principales.

Tabla 3.10. /mportancia de los componentes principales de las variables independientes bajo estudio
medidas en los 45 municipios considerados, en el tercer periodo, donde DE, PV y PA significan desviacion

estandar, proporcion de varianza y proporcion acumulada, respectivamente.

CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 CP6 CP7

DE | 1.8040 1.3234 1.1184 0.59353 0.56068 0.22720 0.1587
PV | 0.4649 0.2502 0.1787 0.05033 0.04491 0.00737 0.0036
PA | 0.4649 0.7151 0.8938 0.94412 0.98903 0.99640 1.0000

3.7. Analisis del primer periodo sin el municipio Centro

La dispersion de las variables independientes bajo estudio medidas en los 44 muni-
cipios (Figura 3.13) muestra que existe una relacion lineal entre las variables PromProd
y Monto, y también entre PromProd10 y Monto10, lo cual se confirma al observar las
correlaciones de estas variables (Tabla 3.11), pues sus correlaciones son 0.933 y 0.938

respectivamente; ademas se puede notar que existen altas correlaciones entre las varia-
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bles independientes, y que no existe una alta correlacion lineal entre la variable Exp y el

resto de variables, ademas de existir un punto atipico.
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Figura 3.13: Dispersion de las variables bajo estudio medidas en los 44 municipios, en el primer periodo.

Tabla 3.11. Correlaciones de las variables independientes medidas en los 44 municipios, en el primer

periodo.

SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg
SupTotal 1.000 0.495 0.581 0.586 0.582 0.736 -0.357

PromProd 1.000  0.933 0.370 0.281 0.443 0.227
Monto 1.000 0.594 0.499 0.427 0.134
PromProd10 1.000 0.938 0325 -0.213
Monto10 1.000 0.242 -0.282
Pob 1.000 -0.399

Marg 1.000
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El analisis de componentes principales de los datos estandarizados de las variables
independientes medidas en los 44 municipios; indica que las primeras tres componentes
principales explican el 91.3 % de la variabilidad total (Tabla 3.12); su grafica de sedimen-
taciéon (Figura 3.14 a)) muestra que sélo estas componentes tienen valor propio mayor
que 1, es decir, en el andlisis posterior sera suficiente usar las primeras tres componentes
principales en lugar de las siete variables independientes, ya que existe multicolinealidad,
pues al menos dos pares de variables independientes estan altamente correlacionadas,
como se observa en la Tabla 3.11. El diagrama de dispersion de las dos primeras com-

ponentes principales se muestra en la Figura 3.14 b).

Tabla 3.12. Importancia de las componentes principales de las variables independientes bajo estudio
medidas en los 44 municipios, en el primer periodo, donde DE, PV y PA significan desviacion estandar,

proporcion de varianza y proporcion acumulada, respectivamente.

CP1 cP2 CP3 CP4 CP5 CcP6 CP7
DE | 1.9365 1.2418 1.0481 0.57735 0.44517 0.22994 0.15800
PV | 0.5357 0.2203 0.1569 0.04762 0.02831 0.00755 0.00357
PA | 0.5357 0.7560 0.9130 0.96057 0.98888 0.99643 1.00000
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Figura 3.14: Graficas del andlisis de componentes principales de las variables independientes bajo
estudio medidas en los 44 municipios, en el primer periodo: a) Grafica de sedimentacion y b) Dispersién

de las dos primeras componentes principales.
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Tabla 3.13. Coeficientes de las combinaciones lineales de las variables independientes que definen a

las siete componentes principales, en el primer periodo.

CP1 CP2 CP3 CP4 CP5 CP6 CP7
SupTotal -0.444 -0.161 -0.232 0.415 0.725 0.128 0.097
PromProd | -0.370 0.498 -0.204 -0.362 0.019 -0.373 0.550
Monto -0.432 0.398 -0.015 -0.343 0.034 0.373 -0.630
PromProd10 | -0.425 -0.123 0.480 0.104 -0.342 0.511 0.430
Monto10 -0.399 -0.201 0.534 0.066 -0.002 -0.654 -0.289
Pob -0.350 -0.174 -0.594 0.332 -0.592 -0.121 -0.141
Marg 0.131 0.694 0.192 0.674 -0.075 -0.045 -0.053

Como ultimo paso del ACP, se le dara una interpretacion a las primeras componentes
principales. Como los coeficientes de la primera componente principal son en su mayoria
negativos (Tabla 3.13), excepto Marg, que tiene un coeficiente cercano a cero, se tiene

que esta componente es un promedio negativo ponderado, es decir:

= Los municipios que tienen los valores mas pequefos en la primera componente
principal son los que tienen valores grandes en alguna o algunas variables inde-

pendientes, por ejemplo:

e Balancan (Bal) es el segundo municipio mas extenso (SupTotal), tiene mas
beneficiados con més de 10 hectareas (PromProd10) y mayor monto asigna-

do a estos productores (Monto10).

e Palenque (Pal) es el tercer municipio mas extenso (SupTotal), es el que tiene
mayor monto asignado a productores en general (Monto) y el tercero con mas

productores con mas de 10 hectareas (PromProd10).
e Huimanguillo (Huim) es el municipio mas extenso (SupTotal) y el segundo con

mas poblacion (Pob).

= Los municipios que tienen los valores maximos en la primera componente principal

son los que tienen valores pequeios en las variables independientes, por ejemplo:
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e Sunuapa (Sun) es de los municipios menos extensos, el segundo con menos

productores apoyados (PromProd) y el que tiene menos poblacion (Pob).

e Tapalapa (Tapa) es el segundo municipio menos extenso (SupTotal), el ter-

cero con menos productores apoyados (PromProd) y el segundo con menos

monto (Monto), ademas de carecer de apoyo a productores con mas de 10

hectareas (PromProd10, Monto10) y el segundo con menos poblacién (Pob).

e Ixtapangajoya (Ixtapan) es de los municipios menos extensos (SupTotal), el

cuarto municipio con menos productores y monto del apoyo (PromProd, Mon-

to) y el tercer municipio con menos poblacion (Pob).

Esto se puede visualizar en la Figura 3.15, que es la grafica de las puntuaciones de

la primera componente principal, y en la Tabla A.5, que indica el orden de los municipios

en cada variable, en ella se puede observar que el municipio Balancan corresponde a

un posible punto atipico.
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Figura 3.15: Dispersion de la primera componente principal frente municipio, en el primer periodo.

De la segunda componente principal, los coeficientes de PromProd, Monto y Marg

son positivos y los de SupTotal, PromProd10, Monto10 y Pob son negativos (Tabla 3.13);

asi, se tiene que esta componente es un contraste de las variables PromProd, Monto

y Marg contra SupTotal, PromProd10, Monto10 y Pob con mayor peso en PromProd,

Monto y Marg, es decir:
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= L os municipios que tienen los valores mas altos en la segunda componente princi-
pal son los que tienen valores grandes en las variables PromProd, Monto y Marg,
y no tienen valores tan grandes en SupTotal, PromProd10, Monto10 y Pob, por

ejemplo:

e Simojovel (Sim) es el segundo municipio con mas productores apoyados y

monto (PromProd y Monto) y es el nimero 12 en marginacion (Marg).

e Chilén (Chi) es el tercer municipio con mas productores apoyados y monto

(PromProd y Monto) y es el numero segundo en marginacién (Marg).

e Tila (Til) es el municipio con mas productores apoyados (PromProd) pero tie-
ne el noveno lugar el monto del apoyo (Monto) y el décimo en marginacion

(Marg).

= Los municipios que tienen los valores mas pequenos en la segunda componente

principal son:

e Emiliano Zapata (EmZ2)
e Balancan (Bal)

e Cardenas (Car).

Esto se observa en la Figura 3.16, que es la grafica de las puntuaciones de la segunda
componente principal, y en Tabla A.5, que indica el orden de los municipios en cada
variable.

En la tercera componente principal, los coeficientes de PromProd10, Monto10 y Marg
son positivos y los de SupTotal, PromProd, Monto y Pob son negativos (Tabla 3.13); asi,
se tiene que esta componente es un contraste de las variables PromProd10, Monto10 y
Marg contra SupTotal, PromProd, Monto y Pob, con mayor peso en PromProd10, Mon-

to10 y Pob, es decir:

= Los municipios que tienen los valores maximos en la tercera componente principal
son los que tienen valores grandes en las variables PromProd10 y Monto10, que

no tienen valores tan grandes en SupTotal, PromProd, Monto y Pob, por ejemplo:
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Figura 3.16: Dispersion la segunda componente principal frente municipio, en el primer periodo.
e Balancan (Bal), es el municipio con més productores con més de 10 hectéreas

y mayor monto a estos productores (PromProd10 y Monto10).

e Bochil (Boc) es el segundo municipio con mas productores con mas de 10

hectareas y mayor monto a estos productores (PromProd10 y Monto10).

e Ixtapa (Ixtapa) es el quinto municipio con mas productores con mas de 10
hectareas y el cuarto con mayor monto a estos productores (PromProd10 y

Monto10).

= L os municipios con los valores mas pequefios en la tercera componente principal

son:

e Macuspana (Mac).
e Huimanguillo (Huim).
e Cardenas (Car).
Esto se observa en la Figura 3.17, que es la gréafica de las puntuaciones de la tercera

componente principal, y en la Tabla A.5, que indica el orden de los municipios en cada

variable.
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Figura 3.17: Dispersion de la tercera componente principal frente municipio, en el primer periodo.

3.7.1. Analisis de regresion del primer periodo

El primer paso de la regresion es realizar una regresion simple de la variable Exp con
cada una de las variables independientes (SupTotal, PromProd, Monto, PromProd10,
Monto10, Pob y Marg). Como resultado de estos modelos (Tabla 3.14) se obtuvo que las
variables SupTotal, PromProd, Monto, PromProd10, Monto10, Pob si son significativas,
a diferencia de Marg, lo cual sugiere la conveniencia de realizar un analisis de regresion
multiple con todas las variables independientes, incluido indice de marginacién, a pesar
de que en este periodo no resultd significativo, ya que en el segundo periodo si es sig-
nificativo. El modelo que incluye a la superficie total (SupTotal) tiene el R? y R*-ajustado
maximos de la Tabla 3.14, sin embargo, estos son menores que 0.4 ya que la recta
de regresidén esta muy influenciada por el punto atipico que corresponde al municipio

Huimanguillo (Figura 3.18).

Dado que existe alta correlacion entre las variables originales (Tabla 3.11), un analisis
de regresion usandolas a todas ellas como variables independientes conducira a resul-
tados inestables; sin embargo, una forma de realizar el analisis de interés es la regresion
paso a paso de los datos estandarizados, que es un método de seleccion de modelos, o

mediante un analisis de componentes principales de las variables independientes.
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Tabla 3.14. Resumen de los modelos en los cuales Exp es la variable dependiente con cada una de
las variables independientes como predictor, en el primer periodo, donde: Estimacion es el coeficiente
estimado para el predictor en ese modelo, CS es el codigo significativo: 0 “**0.001 **'0.01 *0.05 .’0.1 *

1.

Predictor Estima-  Error es- Valor Pr(>1]t|) CS R? R? ajus-
(es) cion tandar t tado
SupTotal 0.00654 0.0012  5.301 3.75x107% *** 0.3953 0.3812
PromProd | 0.29964 0.0704 4.256 0.000111 *** 0.2964 0.28
Monto 2.7x107° 6.42+«107% 4.2 0.000132 *** 0.2909 0.2744
PromProd10| 20.003 6.131 3.262 0.00217 ** 0.1984 0.1798
Monto10 1.77x107%.904x10-2.999 0.0045 *0.1729 0.1537

Pob 0.01203 0.0027 4.397 7.08x107° *** 0.3102 0.2942
Intercepto 465.51 234.30 1.987 0.0535 . 0.0003 -0.024
Marg -22.85 214.81 -11  0.9158
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Figura 3.18: Diagrama de dispersion de la expansion de la frontera agricola (Exp) contra la superficie

total (SupTotal), con la recta ajustada por el modelo de regresion, en el primer periodo.
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La regresién paso a paso proporciona el modelo que tiene como predictores a la
superficie total (SupTotal) y al indice de marginacién (Marg, a pesar de que cuando se
considera sélo a la variable Marg en el modelo de regresion lineal simple, es la menos
significativa) ademas de contener al intercepto (Tabla 3.15), sin embargo el indice de
marginacion y el intercepto no son significativos, por lo tanto elegimos al modelo que

sélo incluye la superficie total (SupTotal) que esta dado en la Tabla 3.14.

Tabla 3.15. Resumen del mejor modelo elegido por regresién paso a paso, en el primer periodo, donde:
Estimacion es el coeficiente estimado para el predictor en ese modelo; CS es el cddigo significativo: 0

***0.001 **0.01 **0.05 ’0.1 “ 1.

Predictor Estima-  Error es- Valor Pr(>1|t|) CS R? R? ajus-
(es) cion tandar t tado
Intercepto | 2.9*1071%1.25*10~* 0.000 1.000 0.3406 0.3084
SupTotal 6.25*10711.36*1073 4.6  4.02*107°> ***

Marg 2.07*107'1.36*107! 1.522 0.136

Como tercer paso, se realiza la regresion con las primeras tres componentes principa-
les. Como resultado se obtiene que sélo la primera componente principal es significativa
para explicar a la variable Exp, el R? y el R?-ajustado de este modelo son menores que
0.27, lo cual posiblemente se debe a que la recta de regresion esta muy influenciada por

el punto atipico que corresponde a Huimanguillo (Figura 3.19).
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Figura 3.19: Diagrama de dispersion de la expansion de la frontera agricola frente la primera compo-

nente principal con la recta ajustada por el modelo de regresion, en el primer periodo.
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Tabla 3.16. Resumen de los modelos en los cuales Exp es la variable dependiente con las tres primeras
componentes principales como variables independientes, en el primer periodo, donde: CPi es la i-ésima
componente principal, i = 1,2, 3, Estimacion es el coeficiente estimado para el predictor en ese modelo;

CS es el cédigo significativo: 0 ***’0.001 **'0.01 *’0.05 "’0.1 “’1.

Predictor | Estimacion  Error es- Valort Pr(>|t|) €S R? R? ajus-
(es) tandar tado
CP1 -0.26767  0.06734 -3.98 0.000265 *** 0.2687 0.2517
Intercepto | 1.51x107¢ 1.30x10~! 0.000 1.000 0.3067 0.2547
CP1 -2.7«107Y  6.8x1072 -3.94 0.000321 ***

cP2 7.1x1072 1.06x10~! 0.666 0.509019

CP3 -1.71071  1.26x107' -1.32  0.193582

Analisis de regresion sin el municipio Huimanguillo

Notar que en el primer periodo, Huimanguillo (Huim) tiene una expansiéon de frontera
agricola mayor que el resto de los municipios, por lo que no se considera para el Analisis
de regresién ya que afecta de forma significativa los resultados, como se not6 en los

analisis anteriores.
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Figura 3.20: Diagrama de dispersién de expansion de la frontera agricola (Exp) frente monto del apoyo
a los productores (Monto), con la recta ajustada por el modelo de regresion, en el primer periodo (sin

Huimanguillo).
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El procedimiento que se lleva a cabo es el mismo que el del analisis que considera
a Huimanguillo, sin embargo, en este caso todas las variables son significativas (Tabla
3.17), y en el andlisis anterior el indice de marginacién no es significativo. EI modelo con
R? y R%-ajustado méximos es el que tiene a la variable monto asignado a productores

(Monto, véase Figura 3.20).

Tabla 3.17. Resumen de los modelos en los cuales Exp es la variable dependiente con cada una de
las variables independientes como predictor, en el primer periodo, donde: Estimacion es el coeficiente
estimado para el predictor en ese modelo, CS es el cédigo significativo: 0 ***0.001 **'0.01 *0.05 ’0.1

1.

Predictor Estima-  Error es- Valor Pr(>1t|) CS R? R? ajus-

(es) cién tandar t tado

SupTotal 0.00274 0.0007  3.923 0.00032 *** 0.2681 0.2507

PromProd | 0.17474 0.02897 6.032 3.58x1077 *** 0.4642 0.4514

Monto 1.62x107°2.56x1076 6.336 1.3x10~7 *** 0.4887 0.4766

PromProd10| 13.094 2.418 5414 2.75%x107% *** 0.4111 0.3971

Monto10 1.27%107%2.22¢107° 5.717 1.01x107% *** 0.4376 0.4242
Pob 0.0047370.001471 3.22 0.00247 ** 0.198 0.1789
Marg 226.18 69.34 3.262 0.0022 *0.2021 0.1831

La regresidon paso a paso proporciona el modelo que tiene como predictores la super-
ficie total (SupTotal), las variables de PROCAMPO: PromProd, PromProd10, Monto10,
la poblacion (Pob) y el indice de marginacion (Marg, Tabla 3.18), sin embargo, la po-
blacién (Pob) y el indice de marginacién no son significativos, por lo tanto elegimos al
modelo que incluye la superficie total (SupTotal), promedio de productores (PromProd),
promedio de productores con mas de 10 hectareas (PromProd10) y el monto asignado

a productores con mas de 10 hectareas (Monto10):
Exp = —0.3298SupTotal + 0.4897 Prom Prod + 0.6249 M ontol0. (3.1)

Esta ecuacion esta dada para datos estandarizados. Las graficas de diagnostico (Fi-
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gura 3.21) indican la falta de normalidad para los errores y la no independencia entre
ellos, lo cual posiblemente se debe a la alta variabilidad que existe entre los valores de

las variables en los municipios.

Tabla 3.18. Resumen del mejor modelo elegido por regresién paso a paso, en el primer periodo, donde:
Estimacion es el coeficiente estimado para el predictor en ese modelo; CS es el cddigo significativo: 0

**0.001 **0.01 *°0.05 °0.1 * 1.

Predictor Estima- Error es- Valort Pr(>1t]) CS R? R? ajus-

(es) cién tandar tado

SupTotal -0.3298 0.1536  -2.147 0.03788 * 0.504 0.4668
PromProd | 0.4897 0.1240 3.949  0.00031 ***
Monto10 0.6249  0.1433 4.359  8.88x107° ***

SupTotal -0.4406 0.2009 -2.193 0.03463 * 0.565 0.4945
PromProd | 0.3974 0.1486 2.674 0.01109 *

PromProd10| -0.5897 0.3476 -1.697 0.09818

Monto10 1.2763 0.3713 3.434 0.00148 **

Pob 0.2837 0.1772 1.601 0.11796
Marg 0.2458 0.1486 1.655 0.10648
a) b)
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Figura 3.21: Graficas de diagndsticos del andlisis de regresion, en el primer periodo: a) Residuales

frente valores ajustados y b) Grafico Q-Q.
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Por ultimo, se realiza el analisis de regresion mediante las componentes principales.
Como resultado se obtiene que las primeras tres componentes principales son significa-

tivas para explicar a la variable Exp (Tabla 3.19).

Tabla 3.19. Resumen del modelo en el que Exp es la variable dependiente y las tres primeras com-
ponentes principales son las variables independientes, en el primer periodo, donde: CPi es la i-ésima
componente principal, i = 1,2, 3, Estimacion es el coeficiente estimado para el predictor en ese modelo;

CS es el cédigo significativo: 0 ***'0.001 **'0.01 *~0.05 ’0.1 * 1.

Predictor | Estima- Error es- Valort Pr(>|t|) CS R? R? ajus-
(es) cién tandar tado
CP1 -0.2753 0.06515 -4.23 0.000134 *** 0.4299 0.3872
cP2 0.21195 0.09505 2.230 0.031429 *

CP3 0.25902 0.11983 2.162 0.036690 *

El modelo de regresién lineal que se acepta es:
Exp = —0.2753C P1 + 0.21195C P2 + 0.25902C P3, (3.2)

donde las componentes principales son las combinaciones lineales de las variables ori-

ginales, dadas por:

CPl1 = —-0.444SupTotal — 0.37PromProd — 0.432Monto
—0.425PromProd10 — 0.399Montol0 — 0.35Pob + 0.131 Maryg,
CP2 = —-0.161SupTotal 4+ 0.498 PromProd + 0.398 M onto
—0.123PromProd10 — 0.201 Montol0 — 0.174Pob + 0.694Maryg,
CP3 = —0.232SupTotal — 0.204PromProd — 0.015M onto

+0.48 Prom Prod10 + 0.534M ontol0 — 0.594Pob + 0.192M arg.

Ademas se tiene que:

—0.2753C' P1 + 0.21195C' P2 + 0.25902C' P3 = 0.028SupT otal + 0.155 Prom Prod
+0.199Monto + 0.215Prom Prod10 + 0.206 M onto10 — 0.095Pob + 0.161 M arg.
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Hay que sefalar que esta ecuacion considera a las variables estandarizadas y que
sus coeficientes son en su mayoria positivos, excepto el de poblacion (Pob), que tiene
un coeficiente en valor absoluto pequefo, es decir, es de las variables que explican
menos a la expansion de la frontera agricola. Las graficas de diagnéstico (Figura 3.22)
indican la falta de normalidad para los errores y la no independencia entre ellos, lo cual
posiblemente se debe a la alta variabilidad que existe entre los valores de las variables

en los municipios.

a) b)

Residuals vs Fitted Normal Q-Q
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Figura 3.22: Graficas de diagndsticos del andlisis de regresion, en el primer periodo: a) Residuales

frente valores ajustados y b) Grafico Q-Q.

Resultados del primer periodo

En los municipios bajo estudio se observa que Huimanguillo tiene una expansion de
frontera agricola mayor que el resto de los municipios, por lo cual no se considera para
el analisis de regresion. Al considerar a todas las variables se lograron dos modelos de
regresion con problemas en los supuestos necesarios para poder considerar al modelo
de regresién como aceptable. Aun con los problemas anteriores se trata de interpretar a
los modelos obtenidos, esto es, el primer modelo est4 en términos de la superficie total
(SupTotal), el promedio de productores (PromProd) y el monto del apoyo a productores

con mas de 10 hectareas (Monto 10); el segundo modelo estd en términos de todas
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las variables pero tienen mayor influencias las variables de PROCAMPO (PromProd,
Monto, PromProd10 y Monto10) y el indice de marginacién (Marg). Ademas, el analisis

de componentes principales arroja componentes con significados utiles.

3.8. Analisis del segundo periodo sin el municipio Cen-

tro

La dispersion de las variables independientes bajo estudio medidas en los 44 muni-
cipios (Figura 3.23) muestra que existe una relacion lineal entre las variables PromProd
y Monto, y entre PromProd10 y Monto10, como en el primer periodo, lo cual se confirma
al observar las correlaciones de estas variables (Tabla 3.20): 0.931 y 0.943 respectiva-

mente, ademas existen altas correlaciones entre las variables independientes.

Tabla 3.20. Correlaciones de las variables independientes medidas en los 44 municipios, en el segundo

periodo.
SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg
SupTotal 1.000 0.450 0.541 0.621 0.584 0.737 -0.344
PromProd 1.000 0.931 0.364 0.255 0.434 0.282
Monto 1.000 0.598 0.483 0.425 0.186
PromProd10 1.000 0.943 0.346 -0.196
Monto10 1.000 0.250 -0.261
Pob 1.000 -0.348
Marg 1.000

El analisis de componentes principales de los datos estandarizados de las variables
independientes medidas en los 44 municipios estudiados, indica que las primeras tres
componentes principales explican el 91.23 % de la variabilidad total (Tabla 3.21); su gra-
fica de sedimentacion (Figura 3.24 a)) muestra que so6lo estas componentes tienen valor
propio mayor que 1, es decir, en el analisis posterior sera suficiente usar las primeras tres

componentes en lugar de las siete variables independientes. El diagrama de dispersion
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Figura 3.23: Dispersion de las variables bajo estudio medidas en los 44 municipios, en el segundo

periodo.

de las dos primeras componentes principales se muestra en la Figura 3.24 b) y se puede

notar que es similar al diagrama correspondiente al primer periodo (Figura 3.14 b)).
Tabla 3.21. Importancia de las componentes principales de las variables independientes bajo estudio

medidas en los 44 municipios, en el segundo periodo, donde DE, PV y PA significan desviacion estandar,

proporcion de varianza y proporcion acumulada, respectivamente.

CP1 cP2 CP3 CP4 CP5 CcP6 CP7

DE | 1.9256 1.2696 1.0326 0.5904 0.4347 0.22825 0.15617
PV | 0.5297 0.2303 0.1523 0.0498 0.0270 0.00744 0.00348
PA | 0.5297 0.7600 0.9123 0.9621 0.9891 0.99652 1.00000
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Figura 3.24: Graficas del andlisis de componentes principales de las variables independientes bajo

estudio medidas en los 44 municipios, en el segundo periodo: a) Grafica de sedimentacion y b) Dispersion

de las dos primeras componentes principales.

Tabla 3.22. Coeficientes de las combinaciones lineales de las variables independientes que definen a

las siete componentes principales, en el segundo periodo.

CP1 cP2 CP3 CP4 CP5 CcP6 CP7
SupTotal -0.442 -0.187 -0.239 -0.386 -0.747 -0.068 0.037
PromProd | -0.363 0.504 -0.191 0.363 -0.048 0.396 0.534
Monto -0.430 0.398 0.001 0.350 -0.021 -0.388 -0.620
PromProd10 | -0.438 -0.139 0.456 -0.100 0.271 -0.521 0.476
Monto10 -0.401 -0.219 0.530 -0.063 0.083 0.640 -0.301
Pob -0.352 -0.147 -0.613 -0.325 0.597 0.078 -0.103
Marg 0.1056 0.681 0.207 -0.691 0.054 0.030 -0.045

Como ultimo paso del ACP, se interpretaran las primeras componentes principales.

Como los coeficientes de la primera componente principal son en su mayoria negativos

(Tabla 3.22), excepto Marg, que tiene un coeficiente cercano a cero, esta componente

es un promedio negativo ponderado, como en el primer periodo, es decir:

= Los municipios con los valores mas pequefos en la primera componente principal
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son los que tienen valores grandes en alguna o algunas variables independientes,

por ejemplo:

e Balancan (Bal) es el segundo municipio mas extenso (SupTotal), con mas be-
neficiados con mas de 10 hectareas (PromProd10) y mayor monto asignado

a estos productores (Monto10).

e Palenque (Pal) es el tercer municipio mas extenso (SupTotal), con mayor mon-
to asignado a productores en general (Monto) y el tercero con mas producto-

res con mas de 10 hectareas (PromProd10).

e Huimanguillo (Huim) es el municipio mas extenso (SupTotal) y el segundo con

mas poblacion (Pob).

Nétese que los municipios enlistados son los mismos que en el primer periodo, y

el motivo también es el mismo.

= Los municipios con los valores maximos en la primera componente principal son

los que tienen valores pequefios en las variables independientes, por ejemplo:

e Sunuapa (Sun) es de los municipios menos extensos, el segundo con menos

productores apoyados (PromProd) y el de menor poblacién (Pob).

e Ixtapangajoya (Ixtapan) es uno de los municipio menos extensos (SupTotal),
el cuarto municipio con menos productores apoyados (PromProd), y el tercero

con menor monto del apoyo (Monto) y menor poblacién (Pob).

e Tapalapa (Tapa) es el segundo municipio menos extenso (SupTotal), el ter-
cero con menos productores apoyados (PromProd) y el segundo con menos
monto (Monto), menos apoyo a productores con mas de 10 hectareas (Prom-

Prod10, Monto10) y menos poblacién (Pob).
Notese que son los mismos municipios que los del primer periodo.

Esto se observa en la Figura 3.25, que es la gréfica de las puntuaciones de la primera
componente principal, y en la Tabla A.6, que indica el orden de los municipios en cada

variable.
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Figura 3.25: Dispersion de la primera componente principal frente municipio, en el segundo periodo.

De la segunda componente principal, los coeficientes de PromProd, Monto y Marg
son positivos y los de SupTotal, PromProd10, Monto10 y Pob son negativos (Tabla 3.22),
lo que supone un contraste de las variables PromProd, Monto y Marg contra SupTotal,

PromProd10, Monto10 y Pob, con mayor peso en PromProd, Monto y Marg, es decir:

= L os municipios con los valores maximos en la segunda componente principal son
los que tienen valores grandes en las variables PromProd, Monto y Marg, frente a

valores menores en SupTotal, PromProd10, Monto10 y Pob, por ejemplo:
e Simojovel (Sim) es el segundo municipio con mas productores apoyados (Prom-
Prod), tercero con mas monto (Monto) y el décimo en marginacion (Marg).

e Chilén (Chi) es el tercer municipio con mas productores apoyados (Prom-

Prod), y segundo con mas monto (Monto) y marginacién (Marg).

e Tila (Til) es el municipio con mas productores apoyados (PromProd) pero el

octavo en monto del apoyo y marginacion (Monto y Marg).
Nétese que son los mismos municipios que los del primer periodo.

= Los municipios con los valores mas pequefios en la segunda componente principal

son:

e Balancan (Bal)
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e Emiliano Zapata (EmZ2)

e Cardenas (Car).

Nétese que son los mismos municipios que los del primer periodo.

Esto se observa en la Figura 3.26, grafica de las puntuaciones de la segunda compo-

nente principal, y en la Tabla A.6, que indica el orden de los municipios en cada variable.
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Figura 3.26: Dispersion de la segunda componente principal frente municipio, en el segundo periodo.

En la tercera componente principal, los coeficientes de Monto, PromProd10, Monto10

y Marg son positivos y los de SupTotal, PromProd y Pob son negativos; Monto es muy

cercano a cero (Tabla 3.22), lo que contrasta las variables Monto, PromProd10, Monto10

y Marg contra SupTotal, PromProd y Pob. con mayor peso en PromProd10, Monto10 y

Pob, es decir:

= L os municipios con los valores maximos en la tercera componente principal son los

que tienen valores grandes en las variables PromProd10 y Monto10, y menores en

SupTotal, PromProd y Pob, por ejemplo:

e Balancan (Bal), el municipio con mas productores con mas de 10 hectareas

y mayor monto a estos productores (PromProd10 y Monto10), es el segundo

municipio mas extenso (SupTotal).
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e Bochil (Boc), segundo municipio con més productores con mas de 10 hecta-

reas y mayor monto a estos productores (PromProd10 y Monto10).
e Ixtapa (Ixtapa), cuarto municipio con mas apoyo a productores con mas de 10
hectareas (PromProd10 y Monto10).

Notese que son los mismos municipios que los del primer periodo.

= L os municipios con los valores mas pequefos en la tercera componente principal
son:
e Macuspana (Mac).
e Huimanguillo (Huim).
e Cardenas (Car).
Nétese que son los mismos municipios que los del primer periodo.

Esto se observa en la Figura 3.27, gréafica de las puntuaciones de la tercera componente

principal, y en la Tabla A.6, que indica el orden de los municipios en cada variable.
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Figura 3.27: Dispersion de la tercera componente principal frente municipio, en el segundo periodo.

3.8.1. Analisis de regresion del segundo periodo

La regresion lineal simple de la variable Exp con cada una de las variables indepen-

dientes (SupTotal, PromProd, Monto, PromProd10, Monto10, Pob y Marg), indica que
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todas las variables independientes son significativas (Tabla 3.23), lo cual sugiere la con-
veniencia de realizar un analisis de regresién multiple con todas las variables indepen-
dientes. El modelo con R? y R2-ajustado méaximos es el que tiene a la variable promedio

de productores (PromProd, véase Figura 3.28).

Tabla 3.23. Resumen de los modelos en los que Exp es la variable dependiente, con cada una de
las variables independientes como predictor, en el segundo periodo, donde: Estimacion es el coeficiente
estimado para el predictor en ese modelo; CS es el cddigo significativo: 0 ***0.001 **'0.01 *~'0.05 0.1

1.

Predictor Estima-  Error es- Valor Pr(>|t|) CS R? R? ajus-

(es) cioén tandar t tado

SupTotal 0.0055 0.0015 3.607 0.000801 *** 0.2323 0.2144
PromProd | 0.4612 0.06823 6.759 2.88+x107% *** 0.5151 0.5039
Monto 3.1x107° 5.43x107°% 5.71  9.64x10~7 *** 0.4313 0.418
PromProd10| 21.452 5.876 3.651 0.000704 *** 0.2366 0.2189
Intercepto 529.211 193.027 2.742 0.00894 ** 0.0877 0.066
PromProd10| 12.724 6.334 2.009 0.05100

Monto10 1.75%¥107%.78x107° 3.028 0.00415 ** 0.1758 0.1566

Pob 0.0117870.002925 4.03 0.000224 *** 0.2741 0.2572
Intercepto | 4.615x10%22.22¢10> 2.079 0.0438 *  0.0727 0.0506
Pob 6.75x107%3.718x107%1.814 0.0768

Marg 5242 168.7  3.106 0.00335 ** 0.1833 0.1643

La regresién paso a paso proporciona el modelo que tiene como predictores al prome-
dio de productores (PromProd), monto asignado (Monto) y el promedio de productores
con més de 10 hectéreas (PromProd10), ademds de contener al intercepto (Tabla 3.24),
sin embargo el intercepto no es significativo, por lo tanto elegimos al modelo que sélo
incluye al promedio de productores (PromProd), monto asignado (Monto) y promedio de

productores con mas de 10 hectareas (PromProd10), dado por (Tabla 3.24):

Exp = 1.834PromProd — 1.592Monto + 0.582 Prom Prod10. (3.3)
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Esta ecuacién esta dada para datos estandarizados. Las graficas de diagnéstico (Figura
3.29) indican la falta de normalidad para los errores y la no independencia entre ellos,
lo cual posiblemente se debe a la alta variabilidad que existe entre los valores de las

variables en los municipios.
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Figura 3.28: Diagrama de dispersion de la expansion de la frontera agricola (Exp) frente promedio de

productores (PromProd), con la recta ajustada por el modelo de regresion, en el segundo periodo.

Tabla 3.24. Resumen del mejor modelo elegido por regresién paso a paso, en el segundo periodo, donde:
Estimacion es el coeficiente estimado para el predictor en ese modelo; CS es el cédigo significativo: 0

***0.001 **0.01 **0.05 ’0.1 “ 1.

Predictor Estimacion ~ Error es- Valor Pr(>|t|) CS R? R? ajus-
(es) tandar t tado
PromProd 1.834 0.4140 4.428 6.9*10°° *** 0.4689 0.4301
Monto -1.592 0.4814 -3.3 0.00197 **

PromProd10| 0.582 0.1889  3.077 0.00371 **

Intercepto -3.4*107'6  1.14*10~! 0.000 1.00000 0.4689 0.4291
PromProd 1.834 4.19*107! 4.374 85*10°> ***

Monto -1.592 4.87*1071 -3.3 0.00224 **

PromProd10| 5.82*10~* 1.91*10°! 3.040 0.00416 **
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Figura 3.29: Graficas de diagnosticos del andlisis de regresion, en el segundo periodo: a) Residuales

frente valores ajustados y b) Grafico Q-Q.

El analisis de regresién de Exp con las primeras tres componentes principales indi-
ca que las dos primeras componentes principales son significativas para explicar a la

variable Exp (Tabla 3.25).

Tabla 3.25. Resumen de los modelo en los cuales Exp es la variable dependiente con las tres primeras
componentes principales como variables independientes, en el segundo periodo, donde: CPi es la i-ésima
componente principal, © = 1,2, 3, Estimacion es el coeficiente estimado para el predictor en ese modelo;

CS es el cédigo significativo: 0 ***0.001 **0.01 *°0.05 *’0.1 * '1.

Predictor | Estimacion ~ Error es- Valort Pr(>|t|) CS R? R? ajus-
(es) tandar tado
CP1 -0.21441 0.06839 -3.14 0.00313 ** 0.2716 0.2369
CP2 0.25051 0.10372 2.415 0.02016 *

Intercepto | -1.8x107%  1.33x10~! 0.000 1.0000 0.2735 0.219
CP1 -2.1x1071 71072 -3.06 0.0039 i

cP2 25107t 1.06x107! 2.360 0.0232 *

CP3 -4.2¢107%  1.31x107' -0.32  0.7516
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El modelo de regresién que se acepta es:
Exp = —0.21441CP1 + 0.25051C P2, (3.4)

donde las primeras componentes principales estan dadas por las siguientes combinacio-

nes lineales de las variables originales:

CP1 —0.442SupTotal — 0.363 PromProd — 0.43Monto — 0.438 Prom Prod10
—0.401Montol0 — 0.352Pob + 0.105Marg
CP2 = —0.187SupTotal + 0.504PromProd + 0.398 Monto — 0.139 PromProd10

—0.219Montol0 — 0.147Pob + 0.681 M arg;

ademas se tiene que:

—0.21441CP1 4+ 0.25051C'P2 = 0.0481SupTotal 4+ 0.2043 Prom Prod
+0.1919M onto + 0.0589 Prom Prod10 + 0.0312M onto10 4 0.0388 Pob + 0.1481 M arg.

Nuevamente esta ecuacion considera las variables estandarizadas; todas las varia-
bles influyen positivamente, a diferencia del periodo anterior. En este andlisis el prome-
dio de productores apoyados (PromProd), su monto del apoyo (Monto) y la marginacion
(Marg) tienen los coeficientes maximos, es decir, contribuyen mas que las demas va-
riables a la expansién de la frontera agricola. Las graficas de diagnéstico (Figura 3.30)
indican la falta de normalidad para los errores y la no independencia entre ellos, lo cual
posiblemente se debe a la alta variabilidad que existe entre los valores de las variables

en los municipios.

Resultados del segundo periodo

Al considerar a todas las variables se hallan dos modelos de regresién con proble-
mas en los supuestos necesarios para poder considerar al modelo de regresibn como
aceptable. Aun con los problemas anteriores se trata de interpretar a los modelos obteni-
dos, esto es, en el primer modelo las variables que tienen mas influencia son el promedio
de productores beneficiados (PromProd), el monto del apoyo (Monto) y el promedio de
productores con mas de 10 hectareas (PromProd10) mientras que en el segundo mode-

lo las variables que tienen mas influencia son el promedio de productores beneficiados
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(PromProd), el promedio de productores con mas de 10 hectareas (PromProd10) y el
indice de marginacion (Marg). Ademas, el andlisis de componentes principales arroja

componentes con significados utiles similares a las del primer periodo.

a) b)

Residuals vs Fitted Normal Q-Q

13

Residuals

oooo_,,»""'“

o

[+]
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05 0.0 05 10 -2 -1 0 1 2
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Figura 3.30: Graficas de diagnosticos del andlisis de regresion, en el segundo periodo: a) Residuales

frente valores ajustados y b) Grafico Q-Q.

3.9. Analisis del tercer periodo sin el municipio Centro

La dispersion de las variables independientes bajo estudio medidas en los 44 muni-
cipios (Figura 3.31) muestra que existe una relacion lineal entre las variables PromProd
y Monto, y también entre PromProd10 y Monto10, como en los primeros periodos, lo
cual se confirma al observar las correlaciones de estas variables (Tabla 3.26), pues sus
correlaciones son 0.933 y 0.949 respectivamente, ademas se observa que existen altas

correlaciones entre las variables independientes.
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Figura 3.31: Dispersion de las variables bajo estudio medidas en los 44 municipios, en el tercer periodo.

Tabla 3.26. Correlaciones de las variables independientes medidas en los 44 municipios, en el tercer

periodo.

SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg

SupTotal 1.000 0.416  0.501 0.589 0.553 0.725 -0.298

PromProd 1.000  0.933 0.320 0.213 0.421 0.323
Monto 1.000 0.547 0.428 0.412 0.235
PromProd10 1.000 0.949 0312 -0.132
Monto10 1.000 0.227 -0.206
Pob 1.000 -0.308

Marg 1.000
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El siguiente paso es realizar un analisis de componentes principales de los datos es-
tandarizados de las variables independientes medidas en los 44 municipios estudiados,
el cual indica que las primeras tres componentes principales explican el 90.51 % de la
variabilidad total (Tabla 3.27); su grafica de sedimentacién (Figura 3.32 a)) muestra que
sblo estas componentes tienen valor propio mayor que 1, es decir, en el analisis poste-
rior sera suficiente usar las primeras tres componentes en lugar de las siete variables
independientes. El diagrama de dispersién de las dos primeras componentes principales
se muestra en la Figura 3.32 b), al compararlo con los periodos anteriores (Figura 3.14
b) y Figura 3.24 b)) se nota que en este periodo cambiaron de signo las puntuaciones de
la segunda componente principal.

Tabla 3.27. Importancia de las componentes principales de las variables independientes bajo estudio
medidas en los 44 municipios, en el tercer periodo, donde DE, PV y PA significan desviacion estandar,

proporcion de varianza y proporcion acumulada, respectivamente.

CP1 cP2 CP3 CP4 CP5 CcP6 CP7

DE | 1.8837 1.2874 1.0630 0.62117 0.45163 0.22640 0.15239
PV | 0.5069 0.2368 0.1614 0.05512 0.02914 0.00732 0.00332
PA | 0.5069 0.7437 0.9051 0.96022 0.98936 0.99668 1.00000

Tabla 3.28. Coeficientes de las combinaciones lineales de las variables independientes que definen a

las siete componentes principales, en el tercer periodo.

CP1 CcP2 CP3 CP4 CP5 CcP6 CP7
SupTotal -0.442 0.202 -0.251 -0.382 -0.743 0.043 0.026

PromProd | -0.370 -0.502 -0.174 0.341 -0.043 -0.462 0.500
Monto -0.435 -0.396 -0.008 0.369 -0.030 0.446 -0.565
PromProd10 | -0.437 0.176 0.460 -0.072 0.235 0.479 0.525
Monto10 -0.399 0.258 0.516 -0.032 0.101 -0.595 -0.377
Pob -0.354 0.135 -0.600 -0.331 0.614 -0.042 -0.095
Marg 0.062 -0.659 0.262 -0.697 0.051 -0.016 -0.060

Por dltimo, se interpretaran las primeras componentes principales. Como los coefi-

cientes de la primera componente principal son en su mayoria negativos (Tabla 3.28),
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Figura 3.32: Graficas del andlisis de componentes principales de las variables independientes bajo
estudio medidas en los 44 municipios, en el tercer periodo: a) Grafica de sedimentacion y b) Dispersion

de las dos primeras componentes principales.

excepto Marg, que tiene un coeficiente cercano a cero, se tiene que esta componente
es un promedio negativo ponderado correspondiente al tercer periodo, como en los dos

periodos anteriores, es decir:

= Los municipios con los valores mas pequenos en la primera componente principal
son los que tienen valores grandes en alguna o algunas variables independientes,

por ejemplo:

e Balancan (Bal) es el segundo municipio mas extenso (SupTotal), con mas be-
neficiados con mas de 10 hectareas (PromProd10) y mayor monto del apoyo

a estos productores (Monto10).

e Palenque (Pal) es el tercer municipio mas extenso (SupTotal), es el que tiene
mayor monto del apoyo a productores en general (Monto), y el cuarto con
mas productores (PromProd) y mas productores con mas de 10 hectareas

(PromProd10).

e Huimanguillo (Huim) es el municipio mas extenso (SupTotal) y el segundo con

mas poblacion (Pob).
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Nétese que los municipios enlistados son los mismos que en el primer y segun-
do periodos, con los mismos motivos, a excepcion de Palenque (Pal), donde son

similares.

= Los municipios con los valores maximos en la primera componente principal son

los que tienen valores pequenos en las variables independientes, por ejemplo:

e Tapalapa (Tapa), es el segundo municipio menos extenso (SupTotal), tercero
con menos productores apoyados (PromProd) y segundo con menos monto
del apoyo (Monto), menos apoyo a productores con mas de 10 hectéreas

(PromProd10, Monto10) y menos poblacién (Pob).

e Sunuapa (Sun) es de los municipios menos extensos, el segundo con menos

productores apoyados (PromProd) y el que tiene menos poblacion (Pob).

e Ixtapangajoya (Ixtapan) es uno de los municipios menos extensos (SupTo-
tal), el cuarto con menos productores apoyados (PromProd), y el tercero con

menor monto del apoyo (Monto) y menor poblacion (Pob).
Nétese que son los mismos municipios que los del primer y segundo periodo.

Esto se observa en la Figura 3.33, que es la grafica de las puntuaciones de la primera
componente principal, y en la Tabla A.7, que indica el orden de los municipios en cada
variable.

De la segunda componente principal, los coeficientes de PromProd, Monto y Marg
son negativos y los de SupTotal, PromProd10, Monto10 y Pob son positivos (Tabla
3.28); esta componente contrasta las variables PromProd, Monto y Marg contra Sup-
Total, PromProd10, Monto10 y Pob con mayor peso en PromProd, Monto y Marg; tiene
los signos opuestos a los de la segunda componente principal de los primeros periodos,
lo cual justifica que en la dispersién de las dos primeras componentes principales (Figura

3.32 b)) sus valores tengan signo contrario, es decir:

= |Los municipios con los valores mas pequerios en la segunda componente principal
son los que tienen valores grandes en las variables PromProd, Monto y Marg, y no

tienen valores tan grandes en SupTotal, PromProd10, Monto10 y Pob, por ejemplo:
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Figura 3.33: Dispersion de la primera componente principal frente municipio, en el tercer periodo.

e Simojovel (Sim) es el segundo municipio con mas productores apoyados (Prom-

Prod) y mas monto (Monto) y es el nimero 11 en marginacion (Marg).

e Chilon (Chi) es el tercer municipio con mas productores apoyados (PromProd)

y con mas monto (Monto) y segundo con mas marginacioén (Marg).
e Tila (Til) es el municipio con mas productores apoyados (PromProd) pero tie-
ne el octavo lugar en monto del apoyo y marginacion (Monto y Marg).
Nétese que son los mismos municipios de los dos periodos anteriores.

= Los municipios con los valores maximos en la segunda componente principal son:

e Balancan (Bal)
e Emiliano Zapata (EmZ2)

e Cardenas (Car).

Nétese que son los mismos municipios que en los dos periodos anteriores.

Esto se observa en la Figura 3.34, que es la grafica de las puntuaciones de la segunda
componente principal, y en la Tabla A.7, que indica el orden de los municipios en cada
variable.

En la tercera componente principal, los coeficientes de PromProd10, Monto10 y Marg

son positivos y los de SupTotal, Monto, PromProd y Pob son negativos (Tabla 3.28); asi,
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Figura 3.34: Dispersion de la segunda componente principal frente municipio, en el tercer periodo.

esta componente contrasta las variables PromProd10, Monto10 y Marg contra SupTotal,

Monto, PromProd y Pob, con mayor peso en PromProd10, Monto10 y Pob, es decir:

= L 0s municipios con los valores maximos en la tercera componente principal son los
que tienen valores grandes en las variables PromProd10 y Monto10, y no tienen

valores tan grandes en SupTotal, PromProd y Pob, por ejemplo:

e Balancan (Bal), que es el municipio con mas productores con mas de 10
hectareas y mayor monto a estos productores (PromProd10 y Monto10), es

el segundo municipio més extenso (SupTotal).

e Bochil (Boc) es el segundo municipio con mas productores con mas de 10

hectareas y mayor monto a estos productores (PromProd10 y Monto10).

e Ixtapa (Ixtapa) es el cuarto municipio con mas apoyo a productores y a pro-
ductores con mas de 10 hectareas (PromProd y PromProd10) y el tercero con

mayor monto a productores con mas de 10 hectareas (Monto10).
Nétese que son los mismos municipios que los de los primeros periodos.

= |Los municipios con los valores mas pequefios en la tercera componente principal

son:

e Macuspana (Mac).
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e Huimanguillo (Huim).

e Cardenas (Car).

Nétese que son los mismos municipios que los primeros periodos.

Esto se observa en la Figura 3.35, que es la grafica de las puntuaciones de la tercera

componente principal, y en la Tabla A.7, que indica el orden de los municipios en cada

variable.

Tercera componente principal

Figura 3.35:
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Analisis de regresioén del tercer periodo

Dispersidn de la tercera componente principal frente municipio, en el tercer periodo.

Para realizar el andlisis de regresion se realiza una regresion simple de la variable

Exp con cada una de las variables independientes (SupTotal, PromProd, Monto, Prom-

Prod10, Monto10, Pob y Marg). Como resultado de estos modelos (Tabla 3.29) se tiene

que todas las variables independientes son significativas, excepto Marg, lo cual sugiere

que se realice un analisis de regresion multiple con todas las variables independientes.

El modelo con el R? y el R?-ajustado maximos es el que tiene a la variable monto del

apoyo a productores (Monto, véase Figura 3.36).
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Figura 3.36: Diagrama de dispersién de la expansion de la frontera agricola (Exp) frente el monto del

apoyo (Monto), con la recta ajustada por el modelo de regresion, en el tercer periodo.

Tabla 3.29. Resumen de los modelo en los cuales Exp es la variable dependiente con cada una de las
variables independientes como predictor, en el tercer periodo, donde: Estimacion es el coeficiente estimado

para el predictor en ese modelo; CS es el cédigo significativo: 0 ***'0.001 **'0.01 *’0.05 ’0.1 * 1.

Predictor Estima-  Error es- Valor Pr(>|t|) CS R? R? ajus-
(es) cion tandar t tado

SupTotal 0.0008 0.0003 2.558 0.0141 *0.1321 0.1119
PromProd | 0.05425 0.01792 3.027 0.00416 ** 0.1757 0.1565
Monto 4.84x10751.47x107¢ 3.29  0.00201 ** 0.2011 0.1825
PromProd10| 3.66 1.28 2.86 0.00651 ** 0.1598 0.1403
Monto10 4.15¥107°1.493x10~2.78 0.00803 ** 0.1524 0.1326

Pob 0.00115 0.000569 2.019 0.0497 *0.0866 0.0654
Intercepto 122.48 44.49 2.763 0.00869 ** 0.0048 -0.019
Marg -20.27 45.02 -45 0.65494

La regresion paso a paso de los datos estandarizados proporciona el modelo que tie-
ne como predictor al promedio de productores con mas de 10 hectareas (PromProd10),
ademas de contener al intercepto (Tabla 3.30), sin embargo la variable no es significa-
tiva, por lo que el R? y el R?-ajustado son muy pequefios, por lo tanto no se encuentra

ningun modelo aceptable por este método.
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Tabla 3.30. Resumen del modelo elegido por regresién paso a paso, en el tercer periodo, donde: Estima-
cion es el coeficiente estimado para el predictor en ese modelo; CS es el cddigo significativo: 0 “**0.001

**0.01 *0.05 0.1 * 1.

Predictor Estimacién Error Valor Pr(>1t|) CS R? R? ajus-
(es) estandar 't tado
PromProd10| 0.2443 0.1479 1.652 0.106 0.0599 0.0378
Intercepto -1.68x10716  1.479x10710.000 1.00 0.0597 0.037
PromProd10| 2.443x10~" 1.496x107'1.633 0.11

El analisis de regresion mediante componentes principales indica que ninguna de es-
tas componentes principales es significativa y que el intercepto tampoco es significativo
para explicar la variable Exp. El R? y el R?-ajustado son muy bajos y tienen variables no
significativas, por lo se concluye que las componentes principales no explican la variable

Exp en este periodo (Tabla 3.31).

Tabla 3.31. Resumen del modelo en el que Exp es la variable dependiente con las tres primeras compo-
nentes principales como variables independientes, en el tercer periodo, donde: CPi es la i-ésima compo-
nente principal, i = 1,2, 3, Estimacion es el coeficiente estimado para el predictor en ese modelo; CS es

el cddigo significativo: 0 ****’0.001 **'0.01 *0.05 0.1 * 1.

Predictor | Estimacién Error es- Valort Pr(>|t)) CS R? R? ajus-
(es) tandar tado
Intercepto | -1.77x1071¢  1.571x107! 0.000  1.000 0.0707 0.0010
CP1 -1.24x107Y  8.1x1072 -1.528 0.134

CP2 1.09x1073 1.19x1071 0.009  0.993

CP3 1.21x107! 1.43x1071 0.842 0.405

Resultados del tercer periodo

A diferencia de los periodos anteriores, al considerar a todas las variables no se en-

contraron modelos aceptables, s6lo se logra encontrar un modelo de regresion lineal
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simple que explica a la expansidn de la frontera agricola mediante el monto del apoyo
(Monto) cuyo R? y R%-ajustado son menores que 0.21. Ademas, el analisis de compo-
nentes principales arroja componentes con significados utiles similares a los periodos

anteriores.

3.10. Resultados

El andlisis exploratorio indica que Centro posee condiciones peculiares, por lo cual
no se considero en los analisis subsiguientes. Los analisis de componentes principales
arrojan componentes similares, con interpretaciones similares y puntuaciones similares
para los diferentes municipios considerados, como se observa en las Figuras 3.37, 3.38
y 3.39, en las cuales se comparan las puntuaciones de las tres primeras componentes
principales de los diferentes periodos; ademas, estas componentes explican alrededor
del 91 % de la variacion total de las variables independientes consideradas, por lo que
se puede decir que el comportamiento de las variables independientes se ha mantenido

al transcurrir de los afos, a pesar de que:

= En promedio, el niumero de productores anuales ha disminuido en cada periodo
de 499781/7 = 71397 (primer periodo) a 334077/5 = 66815.4 (segundo periodo) y
luego a 255649/4 = 63912.25 (tercer periodo).

= En monto del apoyo a los productores anualmente ha aumentado en los periodos
de 761499010/7 = 108785572.86 (primer periodo) a 885028129/5 = 177005625.8
(segundo periodo) y luego a 748597345 /4 = 187149336.2 (tercer periodo).

= En promedio, el nimero de productores anuales con més de 10 hectéreas ha au-
mentado y luego disminuido, es decir, del valor 4283/7 = 611.9 (primer periodo)
aumenté a 3370/5 = 674 (segundo periodo) y luego disminuyé a 2410/4 = 602.5

(tercer periodo).

= En monto del apoyo a los productores con mas de 10 hectareas anualmente ha au-

mentado y luego disminuyé en los periodos, de 61680245/7 = 8811463.59 (primer
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periodo) a 68719415/5 = 13743882.99 (segundo periodo) y luego a 50267916/4 =
12566979.06 (tercer periodo).

= |a poblacion ha aumentado en los periodos considerados de 1614451 (primer pe-
riodo) a 1713421 (segundo periodo) y luego a 1900455 (tercer periodo). Esta infor-

macion se encuentra en la Tabla 3.32.

Es decir, pese a que en promedio, el nimero de productores beneficiados por PRO-
CAMPO ha disminuido, el monto del apoyo ha aumentado y la forma de distribucidén
de PROCAMPO ha variado, ademas del crecimiento poblacional, se ha mantenido gran

parte de la variaciéon de estas variables a lo largo de los anos.

Tabla 3.32. Resultados por periodo, donde Productores es el total de productores apoyados en el periodo
correspondiente y Monto es su respectivo apoyo, Productores 10 es el total de productores con mas de 10
hectareas apoyados en el periodo correspondiente y Monto 10 es su respectivo apoyo, y Expansion es el

total de expansion de la frontera agricola en el periodo correspondiente.

Periodo Productores Monto Productores 10 Monto 10 Poblacién ~ Expansién
1993-2002 | 499781 761499010 4283 61680245 1614451 19759
2003-2007 | 334077 885028129 3370 68719415 1713421 31861
2008-2011 | 255649 748597345 2410 50267916 1900455 4874
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Figura 3.37: Graficas comparativas de la primera componente principal: a) 2003-2007 frente 1993-2002,

b) 2008-2011 frente 2003-2007 y c) 2008-2011 frente 1993-2002.



El problema de la deforestacion en la region transfronteriza entre Tabasco y

178

Chiapas

a) b)

Segunda componente principal

Segunda componente principal

Segunda componente principal

Periodo 2003-2007
Periodo 2008-2011

Periodo 2008-2011

Periodo 1993-2002 Periodo 2003-2007

Periodo 1993-2002

Figura 3.38: Graficas comparativas de la segunda componente principal, se graficaron las puntuaciones

negativas del tercer periodo debido a que los coeficientes de esa componente tienen signos opuestos a

los coeficientes de las componentes de los otros periodos: a) 2003-2007 frente 1993-2002, b) 2008-2011

frente 2003-2007 y c) 2008-2011 frente 1993-2002.
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Figura 3.39: Gréaficas comparativas de la tercera componente principal: a) 2003-2007 frente 1993-2002,

b) 2008-2011 frente 2003-2007 y ¢) 2008-2011 frente 1993-2002.

El municipio Huimanguillo tuvo una expansién de frontera agricola sobresaliente en

el primer periodo, por lo cual no se considero en el analisis de regresion correspondiente.

En los tres periodos existe una relacion lineal entre la expansién de la frontera agricola y

cada una de las variables independientes consideradas, con diferentes grados de signi-

ficancia, excepto el indice de marginacion, que no tiene relacion lineal significante en el

tercer periodo.

Para los dos primeros periodos, la regresion paso a paso y la regresion mediante

el andlisis de componentes principales proporcionan modelos con problemas en los su-

puestos necesarios para poder considerar al modelo de regresidn como aceptable, los
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cuales no explican completamente la expansion de la frontera agricola, a diferencia del
tercer periodo, en el cual no se encontrd ningin modelo aceptable. Dado que las varia-
bles independientes han mantenido gran porcentaje de su variabilidad al transcurrir de
los afos, lo que ha cambiado es la expansion de la frontera agricola, lo cual es cierto, ya
que el promedio anual del primer periodo: 19759/9 = 2195 aumenté a 31861/5 = 6372
(promedio anual del segundo periodo) y luego disminuy6 a 4874/4 = 1219 (promedio

anual del tercer periodo, Figura 3.40).
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Figura 3.40: Grafica comparativa de la expansion de la frontera agricola en los periodos 1993-2002

(Serie 2-3), 2003-2007 (Serie 3-4), 2008-2011 (Serie 4-5). Elaboracién propia con base en [17].



Conclusiones

El andlisis de regresion es muy extenso debido a las aplicaciones que tiene; en este
trabajo se estudié un caso especial: el analisis de regresion lineal multiple. Se presentan
diversos resultados utiles, tales como: la construccién del modelo; los métodos de se-
leccién de modelos; las estimaciones, propiedades, pruebas de hipbtesis, predicciones
y comprobacion de supuestos, que constituyen uno de los primeros pasos a efectuar

cuando se desea hallar una relacion de dependencia entre variables.

Por otro lado, también se presentan los principios del analisis de componentes prin-
cipales (ACP), su construccion y las diferentes propiedades utiles que poseen, entre las
cuales se cuenta la reduccion de la dimension, es decir, analizar un nUmero menor de
variables sin pérdida de mucha informacion, lo cual resulta muy Util, ventajoso y comple-
mentario para diferentes analisis. También se estudian pruebas de hipétesis y algunas de
sus aplicaciones, por ejemplo, el Andlisis de regresion lineal multiple, en el que las varia-
bles originales son sustituidas por las componentes principales cuando éstas se hallan
altamente correlacionadas; evitando con ello una de las principales causas de inestabi-
lidad en la regresion, que es la multicolinealidad. En este trabajo se logré el desarrollo
de las pruebas de los teoremas referidos a las pruebas de hipoétesis en el analisis de

regresion, asi como en el analisis de componentes principales.

Como una aplicacion de los métodos antes mencionados, se analiz6 la expansion
de la frontera agricola, que junto con la pecuaria son la principal causa de deforestacion
en México. El analisis se efectud con datos de la regién transfronteriza entre Tabasco
y Chiapas, donde los objetos de estudio son los municipios. Al analizar si existe una
relacion lineal entre la expansion de la frontera agricola y la superficie total, el apoyo
PROCAMPO, la poblacion total y el indice de marginacién.Se obtuvieron modelos de los
tres periodos que proporcionan una posible explicacion al fenédmeno: las variables del
subsidio PROCAMPO tiene mas influencia en la expansion de la frontera agricola que
el resto de las variables consideradas; sin embargo, estos modelos no son del todo sa-

tisfactorios debido a su bajo coeficiente R2. Con el analisis de componentes principales
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se obtuvieron importantes descripciones del fendmeno en estudio, tales como identificar
puntos atipicos, se logré ademas una mejor comprension de las variables independien-
tes que se consideran para explicar el comportamiento de la expansién de la frontera
agricola.

Se obtuvieron modelos de regresion erraticos en cuanto a explicar la expansién de la
frontera agricola en términos de caracteristicas de los municipios como “superficie total”,
“promedio de productores”, “monto del apoyo”, “promedio de productores con mas de 10
hectareas”, “monto del apoyo a productores con mas de 10 hectareas” y “marginacion”,
lo cual lleva a plantear la aplicacién de otros métodos estadisticos o aplicar regresién a
grupos de municipios homogéneos.

Una opcién para continuar con el analisis (en nuevas tesis o investigaciones) es
formar una agrupacion en la cual se estudien municipios con caracteristicas similares
(por ejemplo: por extension territorial) con el fin de obtener mejores resultados, ya que
debido a la gran diferencia existente entre algunas caracteristicas, aplicar un criterio para
toda la zona no es lo mas conveniente.

Otro tema de interés es la expansion de la frontera pecuaria, pues se tiene que ésta
aumentd mas que la agricola en los periodos considerados (Figura 3.41) por lo que seria

un importante tema de estudio posterior.
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Figura 3.41: Grafica comparativa de la expansion de la frontera agricola y la pecuaria en los periodos

1993-2002 (Serie 2-3), 2003-2007 (Serie 3-4), 2008-2011 (Serie 4-5). Elaboracién propia con base en [17].

183






Apéndice A
Datos utilizados

El objetivo de este apéndice es describir el procedimiento que se llevé a cabo para
obtener los datos usados en el andlisis del Capitulo 3. Las bases de datos constan de
informacion de los municipios de la regién Tabasco-Chiapas (Tabla A.1), de los cuales
se investigd la superficie total, el total de la poblacién, el indice de marginacion, y la
expansién de la frontera agricola, ademas se obtuvo informacién del Programa de Apo-
yos Directos al Campo (PROCAMPO). La Tabla A.1 enlista los municipios de la region
Tabasco-Chiapas, ademas de la entidad y microrregion a la que pertenecen, la columna
con encabezado Mun muestra una abreviatura propuesta del nombre del municipio, la

cual se usa a lo largo del analisis.

Tabla A.1. Municipios de la region Tabasco-Chiapas.

Entidad Municipio Mun
Tabasco Balancan Bal
Tabasco Cardenas Car
Tabasco Centro Cen
Tabasco Cunduacan Cun

Tabasco Emiliano Zapata EmZ

Tabasco Huimanguillo Huim
Tabasco Jalapa Jal
Tabasco Jonuta Jon
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Datos utilizados

Tabla A.1 Continuacion.

Entidad Municipio Mun
Tabasco Macuspana Mac
Tabasco Tacotalpa Tac
Tabasco Teapa Tea
Tabasco Tenosique Ten
Chiapas Amatan Ama
Chiapas Bochil Boc
Chiapas EIl Bosque EIB
Chiapas Catazaja Cat
Chiapas Chapultenango Cha
Chiapas Chilén Chi
Chiapas Huitiupan Huit
Chiapas Ixhuatan Ixh
Chiapas Ixtacomitan Ixta
Chiapas Ixtapa Ixtapa
Chiapas Ixtapangajoya Ixtapan
Chiapas Jitotol Jit
Chiapas Juarez Jua
Chiapas La Libertad LaL
Chiapas Ostuacan Ost
Chiapas Palenque Pal
Chiapas Pantepec Pan
Chiapas Pichucalco Pic
Chiapas Pueblo Nuevo Solistahuacan PNS
Chiapas Rayon Ray
Chiapas Reforma Ref
Chiapas Sabanilla Sab
Chiapas Salto de Agua SdA
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Tabla A.1 Continuacion.

Entidad Municipio Mun
Chiapas Simojovel Sim
Chiapas Sitala Sit
Chiapas Solosuchiapa Sol
Chiapas Soyal6 Soy
Chiapas Sunuapa Sun
Chiapas Tapalapa Tapa
Chiapas Tapilula Tapi
Chiapas Tila Til
Chiapas Tumbala Tum
Chiapas Yajalon Yaj
Chiapas San Andrés Duraznal SAD

La superficie total (SupTotal) de los municipios hace referencia la extension de cada

municipio expresado en hectareas.

El total de la poblacién (Pob) de cada municipio se consulté en la pagina web del
INEGI (www.inegi.org.mx) y es el conjunto de personas que residen en el lugar en el
momento de la entrevista, ya sean nacionales o extranjeros. Se incluye a los mexicanos
que cumplen funciones diplomaticas fuera del pais y a los familiares que vivan con ellos;
asi como a los que cruzan diariamente la frontera para trabajar en otro pais, y también
a la poblacién sin vivienda. No se incluye a los extranjeros que cumplen con un cargo
o mision diplomatica en el pais ni a sus familiares. Esta informacién se obtuvo para los
anos 1995, 2000, 2005 y 2010.

El indice de marginacion (Marg) de cada municipio se consulté en la pagina web del
SNIM (www.snim.rami.gob.mx) y se obtuvo para los afios 2000, 2005 y 2010.

La expansion de la frontera agricola (Exp) la proporcioné CentroGeo [17], y consta
de la expansion de la frontera agricola (en hectareas) que hubo en los periodos com-
prendidos entre la serie | y la serie Il; la serie 1l y la serie Il (1993-2002); la serie lll y la

serie IV (2002-2007), y la serie IV y la serie V (2007-2011) de las Cartas de uso de suelo

y vegetacion del INEGI, por municipio.
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Para obtener informacion acerca del apoyo PROCAMPO se consulté la pagina web
de SAGARPA (www.sagarpa.gob.mx), que contiene las listas de beneficiarios de PRO-
CAMPO de los dos periodos, primavera-verano y otofo-invierno, desde 1994 a 2013. En
este estudio sblo se considerd el periodo de primavera-verano, por lo que se descarga-
ron las listas de beneficiarios de los estados de Tabasco y Chiapas de todos los afos
disponibles, es decir, de 1995 a 2013 excepto 1998.

Las listas de beneficiarios de PROCAMPO contiene la siguiente informacion para

cada uno de los productores beneficiados:

= Nombre del estado = Nombre del Ejido = Ciclo

= Nombre del DDR = Nombre Productor = Nombre del cultivo
= Nombre del CADER = Superficie apoyada = Régimen Hidrico
= Nombre del municipio = Importe apoyado = Programa.

Mediante la creacion de tablas dinamicas en Excel, para cada afo del cual se tiene
informacién se realizaron los siguientes calculos: 1) se contaron los nombres de los
productores por municipio, 2) se sumoé el importe apoyado por municipio, 3) se contaron
los nombres de los productores con mas de 10 hectareas de superficie apoyada por
municipio y 4) se sumo el importe apoyado a productores con mas de 10 hectareas de
superficie apoyada por municipio.

Dado que la expansién de la frontera agricola esta dada por periodos, la informacion
de PROCAMPO también se calculé para los periodos 1995-2002, 2003-2007 y 2008-
2011, es decir, usando la informacién de las tablas dindmicas para cada uno de estos
periodos, se promediaron las cuentas de los nombres de los productores (PromProd),
se sumo el importe del apoyo (Monto), se promediaron las cuentas de los nombres de
los productores con mas de 10 hectareas de superficie apoyada (PromProd10), se su-
mo el importe apoyado a productores con mas de 10 hectareas de superficie apoyada
(Monto10).

Por altimo, se construyeron tres bases de datos, todas con los encabezados Mun,

SupTotal, PromProd, Monto, PromProd10, Monto10, Pob, Marg, Exp. En la primera base
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de datos (Tabla A.2) se colocé la informacion de PromProd, Monto, PromProd10, Mon-
to10 del periodo 1995-2002, de Pob y Marg del afnio 2000 y de Exp entre la serie Il a la
serie Il (1993-2002). En la segunda base de datos (Tabla A.3) se colocé la informacion
de PromProd, Monto, PromProd10, Monto10 del periodo 2003-2007, de Pob y Marg del
ano 2005 y de Exp entre la serie Ill a la serie IV (2002-2007). En la tercera base de
datos (Tabla A.4) se colocé la informacién de PromProd, Monto, PromProd10, Monto10
del periodo 2008-2011, de Pob y Marg del afio 2010 y de Exp entre la serie IV a la serie
V (2007-2011).

También se realizaron tablas en las que se muestra el orden de los municipios (ex-
cepto el municipio Centro) respecto al tamafo cada variable, en orden decreciente (Tabla

A.5, Tabla A.6 y Tabla A.7).



Tabla A.2. Informacién de 1993 a 2002.

Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp
Bal 357695.523 2664 45235728.82 109.4285714 13966610.96 54265 -0.12047 1401
Car 204693.744  2554.714286 29799981.19 47.14285714 3742651.02 217261 -0.5062 396.2
Cen 171876.253 1586.285714 10967475.87 0 0 520308 -1.47823 118
Cun 59558.70164 895.142857 6351978.97 1 92776 104360 -0.17398 128
EmZ 59323.14699 495.714286  9847285.81 17.42857143 5425908.16 26951 -0.93732 614
Huim 371412.648 4166.857143 43252947.79 33.14285714 2626316.61 158573 0.23528 7278
Jal 59158.57934 465.428571  2775860.85 0 0 32840 -0.43712 0

Jon 163542.366  1402.285714 11839910.38 9 2019854 27807 0.14918 141
Mac 242777.721 1413.714286 9414864.74  0.28571429 20424 133985 -0.40745 0

Tac 73505.43055 1747.428571 13170372.48 2.42857143 187052.5 41296 -0.03262 220.9
Tea 42178.20264 223.857143 1511809.82 0 0 45834  -0.54712 70.19
Ten 188225.615 2123.571429 26751738.14 30.57142857 2685883.8 55712 -0.37821 75.81
Ama 31704.83595 1888.142857 19139422.06 5.28571429  361150.5 18778 1.75796 279.9
Boc  36648.42095 2129 34020274.15 94.57142857 7294317.66 22722 0.57721 509.8
EIB 15875.81056 2238.857143 20441539.21 0 0 14993 0.89123 288.2
Cat 63256.10576 721.714286  8779444.23  12.57142857 1964389 15709 0.43747 158.2
Cha 17889.85717 373.571429  1838903.1 0 0 6965 1.19021 5.35396
Chi 168101.109 5133.857143 56250268.27 33.14285714 2827493 77686 2.04647 1936

061

sopezjjin sojeq



Tabla A.2 Continuacién.

Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp
Huit 33849.85621 2808.571429 29453315.7 O 0 20041 1.79575 71.63
Ixh 9472.790976 552.714286  4284589.2 0 0 8877 0.93346 91.27
Ixt 12758.018 160.285714  794991.8 0 0 9143 0.57135 10.44
Ixtapa  27849.01527 2726.142857 39903380.2 46.85714286 4430877.38 18533 0.59721 1908
Ixtapan 10683.70966 99.285714 822260.24 0.85714286 62363 4707 1.34714 0.53949
Jit 23600.0088 1611.428571 14462287.76 12 1131028 13076 0.93599 0.1134
Jua 74030.25455 458.571429  7596463.32 10 832523 19956 0.40491 25.72
LaL 45531.35488 227.428571 2699287.88 3.14285714 371336 5288 0.45358 O

Ost 60062.21375 778 10499651.31 10.57142857 775728.5 17026 1.23439 15.98
Pal 288601.793  4777.571429 65330983.23 50.42857143 3876863 85464 0.50717 3.71694
Pan 10666.29203 630 5129675.77 O 0 8566 1.75371 O

Pic 59258.98016 201.857143  1566003.1 0.28571429 18722 29357 0.40957 41.2
PNS 24633.64857 2868 27240450.83 12.28571429 966499 24405 1.25533 72.28
Ray 6863.619674 369 4064681.66  12.42857143 900536 6870 1.08637 O

Ref 43268.42604 321.142857 5937324.66 12.57142857 972658 34809 -0.67515 1.44801
Sab 24920.02167 2803.428571 20726103.36 4.71428571 287007 21156 1.41512 250.2
SdA 122958.966  3359.571429 42479708.57 15.71428571 1038108.06 49300 1.74947 297.2
Sim 31495.02891 5252.142857 56717113.34 O 0 31615 1.32428 212.9
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Tabla A.2 Continuacién.

c6l

Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp
Sit 10568.08259 441.571429  4535904.1 9.28571429 1222190 7987 2.65901 865.3
Sol  15720.5103 301.571429 2694601.65 0 0 7784 0.86077 9.2327
Soy 9577.397064 984.571429 14817109.6 4.14285714 283048 7767 0.55361 450.8
Sun 7908.367581 75.285714 894734 0.42857143 21520 1936 1.73762 0
Tapa 6527.218485 87.428571 683846.5 0 0 3639 1.01277 O
Tapi 4195.751134 61.571429 316566.5 0 0 10349 0.23488 0
Til 80190.72387 5264 33909461.14 2.85714286 510120 58153 1.35945 1152
Tum 40227.9647 2702.285714 17920059.68 2.57142857 429142 26866 1.6726 449.8
Yaj 20878.319 836 5596124.93 4.71428571 335149 26044 0.71975 326.9
SAD 3727.2496 3423 1.27767 O

Tabla A.3. Informacién de 2003 a 2007.
Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp
Bal 357695.523 2236.6 48311881.65 124.8 15239924.03 53038 -0.2485 644.9
Car 204693.744  2258.6 32147706.01 51.6 4467990.57 219563 -0.5441 25.16
Cen 171876.253 13574 12715504.33 0.8 45888 558524 -1.4908 306.5
Cun 59558.70164 776 7040760.65 1 104038 112036 -0.3793 1520
EmZ 59323.14699 441.2 10961503.05 18 6223577.85 26576 -0.9321 307.2
Huim 371412.648 3706.2 47265717.38 38.8 3032743.9 163462 0.0375 3844

sopezjjin sojeq



Tabla A.3 Continuacién.

Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp
Jal 59158.57934 420.4 3175353.25 O 0 33596 -0.5656 O

Jon 163542.366 1291 13558935.22 10.8 2342037.52 28403 0.0358 335.6
Mac 242777.721 1158 10722316.57 1 56748 142954 -0.4839 0

Tac 73505.43055 1667.4 15121815.66 0.8 109214 42833 -0.1421 52.35
Tea 42178.20264 177.6 1530957.39 O 0 49262 -0.5677 113.6
Ten 188225.615 1885.2 28613890 32.6 2474756.04 55601 -0.5512 71.69
Ama 31704.83595 1700 21440108.58 5.4 389609.5 19637 1.7543 397.7
Boc 36648.42095 1974.2 38665151.94 94.6 8020610.25 26446 0.4781 3644
EIB 15875.81056 2179.2 24419988.8 O 0 14932 1.0742 313.8
Cat 63256.10576 792.6 11859188.1 15 2582242 15876  0.502 385.3
Cha 17889.85717 343.6 2206228.95 O 0 7124 0.8236 36.44
Chi 168101.109 4778.6 66834863.7 40.8 3409188.25 95907 2.1526 2140
Huit 33849.85621 2707.6 348246745 O 0 20087 1.6624 423.9
Ixh 9472.790976 489.6 4813431.75 0.8 52620 8734 0.8729 493.1
Ixt 12758.018 145.8 1015400.35 O 0 9696 0.6378 0
Ixtapa  27849.01527 2680 51726082.93 57.2 5461040.5 21705 0.5014 2231
Ixtapan 10683.70966 84.6 907040.35 1 69752.75 4911 1.2272 0

Jit 23600.0088 1618.4 17695682.4 11 1186536 15005 0.9543 70.16

€61



Tabla A.3 Continuacién.

Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp
Jua  74030.25455 463.4 8570377.2 7 680976 20173 0.2797 881.8
LaL  45531.35488 205.4 2946598 3 374365 5286  0.497 0

Ost 60062.21375 736.8 11927947 .1 13.6 975663 16392 1.1358 O

Pal 288601.793 4362.8 75368795.18 64.8 4744358.71 97991 0.6044 74.09
Pan 10666.29203 644.6 6691977.5 0 0 9785 1.3733 O

Pic 59258.98016 184 1743589.3 1.6 89766 29583 0.2571 9499
PNS 24633.64857 2748.2 33358028.7 15.2 1205323 27832 1.1851 459.7
Ray 6863.619674 355.6 4489520.55 13 970595 7965 0.7222 0

Ref  43268.42604 319.8 6498956.62 11.8 894042.32 34896 -0.7757 O
Sab 24920.02167 2834.6 25644571.03 4.6 284915.25 23675 1.5195 1671
SdA 122958.966 3103.6 48064810.99 16 1060721 53547 1.6932 1547
Sim  31495.02891 4925 65665786.05 1 60930 32451 1.3528 O

Sit 10568.08259 411.2 5102395.9 8.2 1199784.25 10246 3.3551 280.9
Sol 15720.5108 275.8 3118856.15 O 0 7900 09149 O
Soy 9577.397064 1023.8 18331587.08 1 94580 8852 0.5537 1400
Sun  7908.367581 70.8 1025907 1 63841.5 2088 1.0543 O
Tapa 6527.218485 81.2 811538.75 0 0 3928 0.7478 O
Tapi 4195.751134 62.6 421861.25 0 0 9934 0.2796 3.33668

v61

sopezjjin sojeq



Tabla A.3 Continuacién.

Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp
Til 80190.72387 5250.4 4311914175 O 0 63172 1.4233 5069
Tum 40227.9647 2533 21185746.42 3 485438.5 28884 1.8238 1552
Yaj 20878.319 710.4 60814571 4 311486.25 31457 0.9219 922.7
SAD 3727.2496 3145 1.4981 O

Tabla A.4. Informacién de 2008 a 2011.
Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp
Bal 357695523 1979.75 37581250.64 121.75 11620373.65 56739  -0.0207 136.1
Car  204693.744 2068 25906855.21 45 3306242.77 248481 -0.5708 0
Cen 171876.253 1268.75 10400609.8 0.25 11556 640359 -1.4824 0
Cun 59558.70164 731 6022228.05 0.75 63558 126416 -0.3651 O
EmZ 59323.14699 420.25 8949194.03 17 4858821.23 29518 -0.878 230
Huim 371412.648  3438.25 39139364.12 33 2110968.71 179285 -0.0159 312.2
Jal 59158.57934 394.5 2729456 0 0 36391 -0.5662 0
Jon 163542.366  1210.75 11416597.15 7.75 1754953.2 29511 -0.0428 164.7
Mac 242777.721  956.5 7756812.1 0 0 1563132 -0.3792 0
Tac  73505.43055 1601.5 12985111.71 0 0 46302 0.0084 0
Tea  42178.20264 158.5 1250489.6 0 0 53555 -0.5076 0
Ten 188225.615 1739.5 23431781.15 30 1885147.03 58960 -0.3582 376
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Tabla A.4 Continuacién.

Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp
Ama 31704.83595 1633.75 18214599.81 6 351036 21275 15584 O

Boc 36648.42095 1932.75 33648560.66 90.25 6793310.77 30642 0.5395 417
EIB 15875.81056 2152 217679152 0 0 18559 1.0482 O
Cat 63256.10576 794.25 9644271.2 9.75 13891275 17140 0.3623 859.5
Cha 17889.85717 333.5 2033197.8 0 0 7332 0.9249 O

Chi 168101.109  4622.25 55638764.25 35.75 2161425 111554 2.0887 273.8
Huit 33849.85621 2639.75 30574506.97 0 0 225836 1.3131 O

Ixh 9472.790976 480.5 4395996.4 1 60600 10239 0.7028 O

Ixt 12758.018 140 883010 0 0 10176  0.4097 O
Ixtapa 27849.01527 2691 46058246.25 55.25 3778768.2 24517 0.6228 O
Ixtapan 10683.70966 81.5 779467.2 1 56817 5478 1.0495 O

Jit 23600.0088 1610.25 15802140.8 11.25 990866 18683 0.7521 O

Jua 74030.25455 435.75 7010505.7 6.5 498352.5 21084 0.1949 O

LaL 45531.35488 193.25 2416304 2.75 269640 4974 03721 O

Ost 60062.21375 694.75 9969271.2 13 757416.5 17067 09511 O

Pal 288601.793  4068.75 61195858.33 50.5 3017204.96 110918 0.6196 216.8
Pan 10666.29203 640.5 6053844.9 0 0 10870 1.217 0

Pic 59258.98016 177.25 1437357.6 1.25 58585 29813 -0.0293 O
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Tabla A.4 Continuacion.

Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp
PNS 24633.64857 2712.25 29627205.95 145 942256.5 31075 0.9289 1178
Ray 6863.619674 342 3572985.25 9.25 561413.25 9002 0.5298 218.5
Ref 43268.42604 311.5 5476584.56 11.5 726072.36 40711 -0.728 O
Sab 24920.02167 2783.75 21973013.79 0.75 39001.5 25187 1.3443 O
SdA 122958.966 2933.5 39808679.78 11.25 619975.85 57253 1.3947 O

Sim  31495.02891 4780.5 57518948.4 1 55660 40297 1.0827 O

Sit 10568.08259 401.75 4186434.75 7.25 859236.75 12269 3.1224 O

Sol 15720.5103 268.5 2715235.6 0 0 8065 04173 O
Soy 9577.397064 1023.5 16877522.74 0.25 19260 9740 0.3808 373
Sun  7908.367581 67 872956 1 52002 2235 0.9466 O
Tapa 6527.218485 76.25 687240 0 0 4121 0.7511 O
Tapi 4195.751134 62.25 377805 0 0 12170 -0.0196 118.5
Til 80190.72387 5060.25 37133667.72 0 0 71432 1.2749 O
Tum  40227.9647 2421.75 18144385.08 3 396038 317283 1.7534 O

Yaj 20878.319 647.25 49317221 3.25 213786 34028 1.2249 O
SAD 3727.2496 4545 1.3723 0
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Tabla A.5. E/ numero indica la posicion que le corresponde a cada municipio (excepto

Centro) al estar ordenados de forma decreciente en cada variable del primer periodo.

Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp
Bal 2 12 4 1 1 9 3 4
Car 5 13 10 4 6 1 41 11
Cun 15 23 27 28 28 4 37 21
EmZz 16 29 23 9 3 18 44 7
Huim 1 5 5 7 9 2 32 1
Jal 18 30 34 38 38 14 40 44
Jon 8 21 21 19 10 17 34 20
Mac 4 20 24 31 31 3 39 43
Tac 12 18 20 27 27 12 35 17
Tea 21 38 39 41 41 11 42 26
Ten 6 16 13 8 8 8 38 23
Ama 25 17 16 20 23 26 4 15
Boc 23 15 8 2 2 22 24 8
EIB 33 14 15 35 356 30 20 14
Cat 13 26 25 11 11 29 29 19
Cha 32 33 37 40 40 39 15 32
Chi 7 3 3 6 7 6 2 2
Huit 24 8 11 34 34 24 3 25
Ixh 40 28 32 37 37 34 19 22
Ixt 35 40 42 42 42 33 25 30
Ixtapa 27 10 7 5 4 27 23 3
Ixtapan 36 41 41 29 29 42 11 35
Jit 30 19 19 15 13 31 18 36
Jua 11 31 26 17 18 26 31 28
LaL 19 37 35 24 22 41 28 41

Ost 14 25 22 16 19 28 14 29
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Tabla A.5 Continuacion.

Mun

SupTotal

PromProd

Monto

PromProd10  Monto10

Pob

Marg

Exp

Pal
Pan
Pic
PNS
Ray
Ref
Sab
SdA
Sim
Sit
Sol
Soy
Sun
Tapa
Tapi
Til
Tum

Yaj

3
37
17
29
42
20
28

9
26
38
34
39
41
43
44
10
22
31

4
27
39

7
34
35

9

2
32
36
22
43
42
44

1
11
24

1
30
38
12
33
28
14

2
31
36
18
40
43
44

9
17
29

3
36
32
14
13
12
21
10
33
18
39
23
30
43
44
25
26
22

5
36
32
16
17
15
25
14
33
12
39
26
30
43
44
20
21
24

5
35
16
21
40
13
23
10
15
36
37
38
44
43
32

7
19
20

27
5
30
13
16
43
9
6
12
1
21
26
7
17
33
10
8
22

33
37
27
24
39
34
16
13
18

6
31

9
38
40
42

5
10
12

Tabla A.6. E/ numero indica la posicion que le corresponde a cada municipio (excepto

Centro) al estar ordenados de forma decreciente en cada variable del segundo periodo.

Mun

SupTotal

PromProd

Monto

PromProd10

Monto10

Pob

Marg

Exp

Bal
Car
Cun
EmZz
Huim

Jal

2
5
15
16
1
18

13
12
24
30

5
31

5
12
27
24
7
34

1
5
29
9
7
38

1
6
26
3
8
38

10
1
4

21
2

14

36
39
37
44
33
41

14
30
9
22
2
43
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Tabla A.6 Continuacion.

Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp
Jon 8 20 21 17 11 19 34 20
Mac 4 21 25 28 32 3 38 42
Tac 12 18 20 32 25 12 35 28
Tea 21 39 39 41 41 11 42 24
Ten 6 16 13 8 10 8 40 26
Ama 25 17 16 20 21 27 4 18
Boc 23 15 9 2 2 22 29 3
EIB 33 14 15 36 36 31 14 21
Cat 13 23 23 12 9 29 26 19
Cha 32 34 37 40 40 40 20 29
Chi 7 3 2 6 7 6 2 5
Huit 24 9 10 35 35 26 6 17
Ixh 40 28 32 33 33 37 19 15
Ixt 35 40 41 42 42 35 23 40
Ixtapa 27 10 4 4 4 24 27 4
Ixtapan 36 41 42 31 29 42 11 34
Jit 30 19 19 16 14 30 16 27
Jua 11 29 26 19 19 25 30 13
LaL 19 37 36 24 22 41 28 41
Ost 14 25 22 13 16 28 13 35
Pal 3 4 1 3 5 5 24 25
Pan 37 27 28 37 37 34 9 32
Pic 17 38 38 25 28 17 32 11
PNS 29 8 11 11 12 20 12 16
Ray 42 33 33 14 17 38 22 39
Ref 20 35 29 15 18 13 43 44

Sab 28 7 14 21 24 23 7 6
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Tabla A.6 Continuacion.

Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp

SdA 9 6 6 10 15 9 5 8
Sim 26 2 3 26 31 15 10 33
Sit 38 32 31 18 13 32 1 23
Sol 34 36 35 39 39 39 18 37
Soy 39 22 18 27 27 36 25 10
Sun 41 43 40 30 30 44 15 36
Tapa 43 42 43 43 43 43 21 38
Tapi 44 44 44 44 44 33 31 31
Til 10 1 8 34 34 7 8 1
Tum 22 11 17 23 20 18 3 7
Yaj 31 26 30 22 23 16 17 12

Tabla A.7. El numero indica la posicion que le corresponde a cada municipio (excepto

Centro) al estar ordenados de forma decreciente en cada variable del tercer periodo.

Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp

Bal 2 14 7 1 1 10 34 12
Car 5 13 12 5 5 1 42 43
Cun 15 24 28 30 24 4 38 39
EmZz 16 30 24 9 3 21 44 8
Huim 1 5 6 7 8 2 32 6
Jal 18 32 34 39 39 15 41 42
Jon 8 20 21 17 10 22 36 11
Mac 4 22 25 36 36 3 39 40
Tac 12 19 20 35 365 12 31 37
Tea 21 39 39 41 41 11 40 41
Ten 6 16 13 8 9 8 37 4
Ama 25 17 16 20 21 26 4 16

Boc 23 15 9 2 2 19 23 3
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Tabla A.7 Continuacion.

Mun SupTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp
EIB 33 12 15 34 34 29 13 25
Cat 13 23 23 15 117 30 29 2
Cha 32 34 37 40 40 40 17 28
Chi 7 3 3 6 7 5 2 7
Huit 24 10 10 33 33 25 7 19
Ixh 40 28 31 26 25 35 20 31
Ixt 35 40 40 42 42 36 26 34
Ixtapa 27 9 4 3 4 24 21 32
Ixtapan 36 41 42 28 27 41 12 24
Jit 30 18 19 14 12 28 18 29
Jua 11 29 26 19 19 27 30 36
LaL 19 37 36 23 22 42 28 35
Ost 14 25 22 11 15 31 14 26
Pal 3 4 1 4 6 6 22 10
Pan 37 27 27 37 37 34 10 22
Pic 17 38 38 24 26 20 35 38
PNS 29 8 11 10 13 18 16 1
Ray 42 33 33 16 18 38 24 9
Ref 20 35 29 12 16 13 43 44
Sab 28 7 14 29 30 23 6 18
SdA 9 6 5 13 17 9 5 17
Sim 26 2 2 25 28 14 11 23
Sit 38 31 32 18 14 32 1 14
Sol 34 36 35 38 38 39 25 33
Soy 39 21 18 31 31 37 27 5
Sun 41 43 41 27 29 44 15 27

Tapa 43 42 43 43 43 43 19 30
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Tabla A.7 Continuacion.

Mun supTotal PromProd Monto PromProd10 Monto10 Pob Marg Exp
Tapi 44 44 44 44 44 33 33 13
Til 10 1 8 32 32 7 8 20
Tum 22 11 17 22 20 17 3 15
Yaj 31 26 30 21 23 16 9 21







Apeéndice B

Conceptos matematicos

B.1. Derivadas de formas lineales y formas cuadraticas

Si f(z) es una funcién del vector x, puede ser deseable expresar las derivadas par-

ciales como un vector, por lo que, se define df(z)/0x a continuacién:

Definicion B.1 (Derivada de una funcién con respecto a un vector). Sea f(z) una funcién
de n variables reales independientes, x1, xs, ..., x,. La derivada de f(x) con respecto

al vector x = (x1, 29, ,x,) se denota por df(x)/0x y esta definida por:
Of(z)/0z = (0f (x)/0x1,0f () /Dy, - -+ ,0f(2)/0x,)".
A continuacién se enlistan algunos resultados:

1. Sea f(z) una funcién lineal de n variables independientes definida por f(z) =
Sorax; = dz = 2'a, donde ¢ = (a1, a2, -+ ,a,) Y a; es cualquier constante,

i=1,2,...,n. Entonces 0f(z)/0z = a.

2. Sea f(x) una forma cuadratica en las n variables reales independientes x1, x»,
-+, , definida por f(z) = 2’Az, donde A, «, = [a;;] es una matriz simétrica de

constantes. Entonces 0f(z)/0x = 2Az.
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B.2. Derivacion matricial

Definicion B.2 (Derivada de una funcién con respecto a una matriz). Sea f(X) una
funcion de la matriz X,,,, = [z;;|. La derivada de f(X) con respecto a X se denota por

0f(X)/0X y esta definida como la matriz:
Of(X)/0X = (0f(X)/0xy;).
Se tienen los siguientes resultados:

1.

(

Xi; sitodos los elementos de X, ., son distintos
0| X
3| | - Xij, 1=] (B.1)
Lig si X es simétrica.

Donde X;; es el ij-ésimo cofactor de X.

otrXy Y’ si todos los elementos de X,, ., son distintos

7% (B.2)

Y +Y' —diag(Y) si X,«, €s simétrica.

B.3. Algebra matricial

Teorema B.3. Si A es una matrizden x n y A> = mA, entonces tr(A) = m rang(A)

[7]

Teorema B.4 (Rouché-Frobenius). Dada una matriz M € K™ y un vectorb € K™,

el sistema lineal Mx = b es:
1. Compatible y determinado si y sélo sirang(M) = rang(M|b) = n
2. Compatible e indeterminado si y sélo sirang(M) = rang(M|b) <n
3. Incompatible si y solo sirang(M) < rang(M|b) [2].

Teorema B.5. Sea 0 un determinante en M,,.,(F) y sea A € M, .,(F). Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
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1. 6(A) =0

2. A no es invertible

3. rango(A) <n

La demostracién se puede consultar en [6], pag. 208.

Teorema B.6. Sea A,,.,, una matriz simétrica. Cada una de las condiciones (1) y (2) son
necesarias y suficientes para que A sea una matriz semidefinida positiva. Cada condicion

(1), () y (n) es necesaria y suficiente para que A sea una matriz definida positiva.

1. Existe una matriz B,,,, de rango menor que n tal que B'B = A.

2. Las raices caracteristicas de A son no negativas y al menos una raiz es igual a

cero.
() Existe una matriz B,,,, de rangon tal que B'B = A

(i) Las raices caracteristicas de A son todas positivas.

a a
(i) an >0, 2 >0,...,]4 >0[7]
g1 Q22
Teorema B.7. [Teorema de la descomposicion espectral o Teorema de la descomposi-

cion de Jordan] Cualquier matriz simétrica A, ., puede ser escrita como:

A=TAl" = Z )\N(z’)%i),

donde A es una matriz diagonal de valores propios de A y I' es una matriz ortogonal

cuyas columnas son vectores propios estandarizados.

La demostracion se puede consultar en [11], pag. 469.

B.4. Inversa generalizada

Definicion B.8 (Inversa generalizada). Sea A,,..,, una matriz. Si existe una matriz deno-
tada por A~ que satisface las cuatro condiciones de abajo, esta matriz es una inversa

generalizada de A.
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1. AA™ es simétrica;
2. A~ A es simétrica;
3. AA~A=A;
4. A“AA- = A"
Teorema B.9. E/ rango de la inversa generalizada de A es igual al rango de A.
La demostracion se puede consultar en [7], pag. 27.

Teorema B.10. Si A,,.,, es una matriz de rango m, entonces A~ = A/(AA")™ y AA~ =

I. Sielrango de A esn, entonces A~ = (A’A) 1Ay A—A=1.

Demostracion. Si A es de rango m, entonces rang(AA’) = rang(A’A) = rang(A) =

m, luego AA! . tiene inversa, asi, A~ = A'(AA’)~! esta bien definida. Luego:
1. AA= = AA(AA)™ = I, es simétrica;
2. A=A = A(AA")"1 A es simétrica ya que (AA’)~! es simétrica;
3. AA~A = AA(AA) 1A = 4

4. AmAA™ = A(AA)TAA (AA) L = A,

porlo que A~ = A'(AA’)~! es lainversa generalizada de A.
Si A esderango n, entonces rang(AA’) = rang(A’A) = rang(A) = n, luego A’A,,«»,

tiene inversa, asi, A~ = (A’A)~! A’ est4 bien definida. Luego:
1. AA~ = A(A’A)~1 A’ es simétrica ya que (AA’)~! es simétrica;
2. A~A=(AA)TA'A = I, es simétrica;
3. AA~A = A(NA)AA = A;
4. AmAA~ = (AA) A A(AA) A = A

porlo que A~ = (A’A)~1 A’ es lainversa generalizada de A. O
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B.5. Inversa condicional

Definicion B.11 (Inversa condicional). Sea A una matriz de tamafio m x n. Una matriz

A€ es definida como inversa condicional de A si y sdlo si satisface AA°A = A [7].
Teorema B.12. Para cualquier matriz X,,«,, de rangor > 0, se define K por:
K=XXX)X"
Algunos resultados relacionados con la matriz K son:
1. K = K'y K = K?, es decir, K es una matriz simétrica idempotente
2. rang(K) =tr(K) =rang(X) =r
3 KX=X,X'K=X

4. (X'X)°X' es una inversa condicional de X para cualquier inversa condicional de

X'X

5. X(X'X)° es una inversa condicional de X' para cualquier inversa condicional de

X' X [7].






Apéndice C

Estadistica

C.1. La distribucion multinormal

La mas importante distribucién de probabilidad multivariada es la distribucién normal

multivariada, que se define como sigue:

Definicion C.1. E/ vector aleatorio X se dice que tiene una distribucion normal p-variada
(o multinormal p-dimensional o normal multivariada) con media . y matriz de covarianza

Y. si su funcion de densidad de probabilidad esta dada por:

@) = rneap { - e - 'S e - |

donde > > 0 [11].

Teorema C.2. Sit es asintoticamente normal con media ;1 y matriz de covarianza V/n,
ysif=(fi,...,[fq) son funciones de valor real que son diferenciables en i, entonces
f(t) es asintéticamente normal con media f (1) y matriz de covarianzas D'V D /n, donde

d;; = 0f;/0t; evaluadaent = p.

La demostracién se puede consultar en [11], pag. 52.

C.2. La distribucion Wishart

En esta seccion se consideraran a las funciones cuadraticas que son de la forma

X'CX, donde C es una matriz simétrica. La mas importante de estas funciones es la
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matriz de covarianza muestral S obtenida cuando C = n~'H, donde H es la matriz
centrante. Las formas cuadraticas frecuentemente conducen a la distribucién Wishart,
que es una generalizacion matricial de la distribucion univariada 2, y tiene propiedades

similares [11].

Definicion C.3. Si M,,, puede ser escrita como M = X'X, donde X,,«, es una matriz
de datos de una N,(0,%), entonces se dice que M tiene una distribucion Wishart con
matriz de escala ¥ y m grados de libertad, esto se denotara como M ~ W,(X,m).

Cuando . = I, se dice que la distribucion esta en forma estandarizada.

Notese que cuando p = 1, la distribuciéon W, (0%, m) estd dada por X'X, donde los
elementos de X,,,,; son variables iii N, (0, o%), esto es, que la distribucién Wy (o2, m) es

la misma que la distribucién o%x2, [11]. También se cumple el siguiente teorema:

Teorema C.4. SiX, ., es una matriz de datos de una N,(0,Y), y si C,«,, €s una matriz

simétrica, entonces:

i) X'CX tiene la misma distribucion que la suma ponderada de matrices independientes

W,(%, 1), donde los pesos son los valores propios de C,;

i) X'CX tiene una distribucion Wishart si y sélo si C es idempotente, en ese caso

X'CX ~ W,(X,r), donde r = tr(C) = rang(C);
i) Si S =n"'X'"HX es la matriz de covarianza muestral, entonces nS ~ W,(X,n — 1),
La demostracion se puede consultar en [11], pags. 68-69.

Teorema C.5. Si M ~ W,(X,m) y m > p, entonces |M| es || veces p variables

aleatorias independiente x* con grados de libertad m, m — 1, ...,m —p + 1.
La demostracion puede consultarse en [11], pag. 73.

Corolario C.6. Si M ~ W,(X,m), £ > 0 ym > p, entonces M > 0 con probabilidad

uno.

La demostracion se puede consultar en [11], pag. 73.
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C.3. Verosimilitud

C.3.1. La funcion de verosimilitud

Definicién C.7. Supongamos que X' = (z1,...,x,) €s una muestra aleatoria de una
poblacion con funcién de densidad de probabilidad f(x,0), donde § es un vector para-

métrico. La funcidn de verosimilitud de toda la muestra es:

n

L(0; X) = [ [ f(ai:0). (C.1)

i=1

El logaritmo de la funcion de verosimilitud es:
1(8; X) = logL(6; X) = > logf(; ). (C.2)
=1

Dada una muestra X, ambas, L(6; X) y I(8; X), son consideradas como funciones
del parametro ¢. Para el caso especial n = 1, L(0; X) = f(X;0) y la diferencia entre
la funcién de densidad de probabilidad y la funcién de verosimilitud es: f(X;0) es in-
terpretada como la funciéon de densidad de probabilidad cuando se fija f y se varia X
y es interpretada como la funcién de verosimilitud cuando se fija X y se varia §. Como
se sabe, la funcién de densidad de probabilidad juega un papel clave en la teoria de

probabilidad, mientras la verosimilitud es central para la inferencia estadistica [11].

Teorema C.8. Supongamos que X' = (x1,...,x,) €s una muestra aleatoria de una

Ny(u,%). Entonces (C.1) y (C.2) son respectivamente,

L(p, %5 X) = 27X 2eap {—% > (=)' (- u)} (C.3)

i=1

W, 2 X) = —2log|2nX| — 530 (2 — )Y~ e — p)
= —Blogl2r¥| — Str(X71S) — 3(Z — p)'SH(Z — p).

(C.4)
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Demostracion. Se hacen algunos calculos

ademas (z; — )’ (Z — 1) es un escalar, por lo que es igual a su transpuesto (T —
p)'S" (z; — ), asi, se cumple la siguiente identidad:

) = (@SN a—2)+ @ —p)/S 'z —p
+2(Z — )X (2 — T),

=
|
=
04
L
=
|
=

la cual se suma sobre el indice 7 = 1,...,n, el tltimo término del lado derecho desapa-

rece, dando:

Dlim (@i — p)' S (2 — p)

=Y (@ -2 a — D) + @ - )@ - p)

=2 (@ — )Y Nz — ) +n(@ - p)SHZ - p)
2im (2 — T)

=3 (m—2)S (2 —T) +n@— p)/S T — p).

=

Ya que cada término (z; — Z)’Y"!(z; — ) es un escalar, es igual a su traza. Por lo tanto:
(2 — DS @ — D) =tr((z: — D)5 (2 — ) =tr(E (1 — T)(z: — Z))-  (C.H)
Sumando (C.6) sobre el indice ¢ y substituyendo en (C.5), se llega a:

Doy (i — )5 N — p)
=S tr(X N — ) (2 —T)) + (@ — p)SHZ — p) (C.7)
=tr(S"HY (0 —T) (s —T)'}) + (@ - p)'S T - ).

Escribiendo a:

n

> (2 —T)(2; —T) =nS (C.8)

i=1
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y usando (C.7) y (C.8) en (C.4), se obtiene:

W, 5 X) = —2log|2rS| — 5 (tr(X7'nS) + n(@ — p)S71(Z — p))
= —2log]2nX| = 2 (tr(S718) + (T — 'Sz — p)) -

C.3.2. Estimacion de maxima verosimilitud

El estimador de maxima verosimilitud de un parametro desconocido es el valor del
parametro que maximiza la verosimilitud de las observaciones dadas. En la mayoria
de los casos, este maximo se puede hallar por diferenciacién y, dado que [(0; X) es
maximizada cuando L(6; X') es maximizada, la ecuacion (0l/09) = 0 se resuelve para
6. El estimador de maxima verosimilitud @ de @ es el valor que proporciona un maximo

global [11].

El caso normal multivariado sin restricciones

Teorema C.9. Sea X' = (z,%3,...,%,) Una muestra aleatoria de la distribucién nor-
mal multivariada N,(u, X), donde el espacio paramétrico es © = {(u,¥)|u € RP, S €
M, (R) es definida positiva }. Los estimadores de maxima verosimilitud de 11 y 3. son

ﬁ:ZyizS,sin>p+1.

Demostracion. La distribucién normal multivariada tiene la siguiente funcién logarit-
mo de verosimilitud con pardmetros 1 y ¥, en la cual (Z — p)’Y"'(Z — p) es un escalar

por lo que es igual a su traza:

l(p, 25 X) = —Flog|2nX| — 5tr(3719) — 5(Z — pw)'E7HT — p)

= —Zog|2ry| - &tr(X718) — Btr (T — p'S (T — p))
= —4log|2n¥| — §tr(S71S) — 5t (E7Mz - p)(E - ')

Usando nuevos parametros py V con V' = ¥~! se sigue que:

(Vi X) = —3log|2nV =1 = 5tr(VS) — Str (V(@ — p)(T — p)')
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ademas,

—Zlog|2nV 7l =

por lo que:

np
I(p,V; X) = —?log(Zﬁ) +

Se calcula 01/0uy 0l/0V

ol/ou =

usando (B.2) se sigue que:

—5log (2m)P|V1) = —*Flog(2m) — Glog|V ™|
—Flog(2m) — Slog([V]™') = —"Flog(2m) + Flog|V],

n n n
§log|V| — §tT(VS) — §tr (V(Z — H)@ — H)') . (C.9)

n

O\ —5tr (Vz-pE-p) | /0w

——8157"( (zz' —zp — p’ + ') /Op
S0 tr (V@ + p' — ') /op
=0 (tr(Vzy) + tr(Vuz') — tr(Vuy')) /0p

—0 ( r(p(VZ)') +tr(pz'V) — tr(VM/)) /Ou,

n n
ol/op = §(VZ +V'z) — §8t'r(VM’)/8ﬁ.

Por otro lado,

p

r(Vpp') =Y Z Vst i

j=1 =1

ademas V = X! es simétrica, luego:

—g@ (tr(V&’)) /O,

Uik + Vakp + oo ko1 ki1 + (Vki i+ Upapi
+ o F Vg ko1 k-1 F 20Uk + Uk k1M1 -
Ukpltp) + Ukt 1 kb1 - oo+ Vpkhy

2(Vikpt + Varfto + o A Vp—1 k-1 + Vkifet

Ukl kg1 + -+ Vpkflyp)

QUEk)H’ k=1,2,---,p.
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Se sigue que:

20011 Y
: 20191 U2 :
otr(V ')/ Op = Tl =2 TV p=2Vip=2Vu
_2%0)&_ _UEp)
Por lo tanto,
ol n

n n
o §(VZ +V'z) — 58757"(‘/%')/3& = E(VZ +VI) — gZVE =nV(Z —p). (C.10)

Para calcular 0l/0V, se examina por separado cada término del lado derecho de

(C.9). Dado que V' es simétrica, usando (B.1) se sigue que:

dlog|V| 1 9|V 2Vi;/IV], sii#j,
(91),‘]‘ - m (%ij -

V;]/|V|> sii=j,
donde V;; es el ij-ésimo cofactor de V. Ya que V' es simétrica, la matriz con elementos

Vi;/|V]esiguala V! = X. Asi,

leglV S — diagS 11
— 2% — diagy. :

v 1ag (C.11)

De (B.2) se tiene que:

otrV s
=S+ 5 —diagS = 2S — diagS (C.12)
ov
y
oV (T — 1) ( — ) |

—————=2(Z - p)(T — p)’ — diag((T — p)(E — 1)) (C.13)

ov
Combinando las ecuaciones (C.11), (C.12) y (C.13) se puede ver que:

ol
= 2025 — diag®) — 225 — diagS + 2(T — p)(Z — p)'—

oV
diag((T — p)(T — p)")) (C.14)
= ;2B -S-@—p)(E—-p))—diag(X =S — (T — p)(T—p)"))

n
= 5(2M — diagM),
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donde M =¥ — S — (T — p)(Z — ).

Para encontrar los puntos criticos de I(j, ¥; X)) se debe resolver:

ol ol
@ZQ y W:Q

De (C.10) se puede ver que V(Z — p) = 0, por lo tanto p = z y de (C.14) 9/0V = 0
implica que 2M — diaghM = 0, por lo que M = 0, es decir, © = S+ (Z — p)(T — p)'. Ya
que pu = T, se obtiene X = S.

Dado que por hipétesis ¥ es definida positiva, por i) del Teorema C.4 se tiene que
nS ~ W,(X,n — 1), por el Corolario C.6 se sigue que n.S > 0 con probabilidad uno, si

n > p+ 1. Por lo tanto el punto critico de I(y, ¥; X) es (z,5) y

I, 5:X) = —3logl2mS| — 2tr(S718) — 3tr (S~ T)(T 7))
= —5log|2mS| — 2.

Por otro lado se tiene que:

W(p, 25 X) = —Flogl2nX| — 5tr(E718) — (T — p)'S7HZ — p)
< —BRlog|2ny| — Btr(X71S) =1y,

yaque (Z—pu)'S~1(Z —p) > 0, dado que X es definida positiva, ¥~ también es definida
positiva (de 271X =Ty (71X = (X271 = (BX7!)Y = I' = I se sigue que (X7) =
¥~!, ademas, dado w € R? — {0} se cumple que (WX HE(Z"tw) = w'S " w > 0).

Luego:

log(|=~1]) - 2tr(S71)
log(|S15]|S1) - 2tr(515)
log(1S~]) + Hlog(|E15]) — 2tr(S1S)
log(S|™1) + Zlog(|A]) — 2tr(A)
S10g|S| + 2(log(|A]) — tr(A)),

NS WIS NS WIS

I

|
I3
o~

S

Q
~~
DO

)
S
S~—

|

donde A = X71S. Ademas |A| = [[7_, a; > 0 (|A] = |[271S] = [Z7Y]S] > 0, ya que
¥~1 y S son definidas positivas y son simétricas, su determinante es el producto de sus

valores propios que son positivos) y tr(A) = >°»_ a;, donde a;, i = 1,---,p son los
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valores propios de A.

Si w € RP es un vector propio de A, se cumple que ¥ 'Sw = Aw = A\w, donde
)\ € R, ademds como X! es definida positiva, se tiene que para Sw € R se cumple
(Sw)'¥7tSw > 0, por otro lado, (Sw)'>"1Sw = w'S’ \w = \w'Sw, agregando el hecho
de que S es definida positiva, se concluye que A > 0, por lo tanto los valores propios de

A son positivos. Luego:

o= —og((2m)7|S]) + & (log (TT'_y a)) — X0y ar)
= —glogl2mS| + 5320, log(a:) — 320, ai)
= —4log2mS| + 5370, (log(a;) — @)
Considérese f(a;) = log(a;) — a;, se tiene que f'(a;) = 1/a; — 1y f"(a;) = —(a;) 72,
al igualar a cero f'(a;) se sigue que a; = 1, ademas f”(1) = —(1)72 = —1, por lo tanto

a; = 1 es un maximo global de f(a;) enR,,i=1,2,...,p. Se sigue que:

h < —3log|2mS| + 5300, (log(1) — 1) = —3log|2mS| + § 521, (—1)
—5log|2nS| - 5 = I(zZ, 5; X)),

dado que —%log|2mS| — “2 no depende de parametros desconocidos, por lo tanto
(p, 3 X) <l <z, 5 X),

asi (z, ) es el estimador de maxima verosimilitud de (u, X2). O

A continuacién se considera una importante propiedad de los estimadores de méa-
xima verosimilitud que no se tiene por otro método de estimaciéon. Frecuentemente el
pardmetro de interés no es 6 sino una funcién h(6). Si E es el estimador de maxima vero-
similitud de 0 y si A = h(#) es una funcién uno a uno de 6, la funcién inversa h=*()\) = 0
esta bien definida y se puede escribir la funcién de verosimilitud como una funcién de ).

Se tiene L*(\;z) = L(h~'()); x) de modo que:

supyL*(\; x) = supyL(h ' (\); z) = suppL(0; ).

-~

Se sigue que el supremo de L* se obtiene cuando A = h(#). Asi h@) es el estimador de

maxima verosimilitud de h(6) [13].
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En muchas aplicaciones A = h(f) no es uno a uno. Aln asi es tentador tomar a
A = h(@) como el estimador de maxima verosimilitud de A. El siguiente teorema es una

justificacion.

Teorema C.10. Sea {f, : 8 € ©} una familia de funciones de densidad de probabilidad
(funciones de masa de probabilidad), y sea L(0) la funcién de verosimilitud. Supongamos
que©® CR¥ k>1.Seah:© — A un mapeo de © sobre A\, donde A esté contenido en
R (1<p<k)Si E es un estimador de maxima verosimilitud de 6, entonces h@ es un

estimador de maxima verosimilitud de h(0).

La demostracion se puede consultar en [13], pag. 418.

C.4. La prueba de razén de verosimilitud (PRV)

El método general de la PRV es maximizar la verosimilitud bajo la hipotesis nula Hy,
y también maximizar la verosimilitud bajo la hipétesis alternativa H;. Estos principales

resultados estan dados en las siguientes definiciones y teorema:

Definicion C.11. Sila distribucion de la muestra aleatoria X = (x1, ..., x,)" depende de
un vector parémetro 0, y si Hy : § € ©, y H, : § € ©, son cualesquiera dos hipdtesis,
entonces el estadistico de razén de verosimilitud (RV) para contrastar H, contra H, se

define como:

M) = L/ L, (C.15)

donde L; es el valor maximo que la funcién de verosimilitud toma en la regién ©,,i = 0,1

[11].

El estadistico A(z) y r(z) = % donde L* es el valor maximo que la funcion de
verosimilitud toma en el espacio paramétrico ©, conducen al mismo criterio para rechazar
Hy [13].

Equivalentemente, se puede usar el estadistico —2log\ = 2(I; — [}}), donde [} =

log(Lg) y If = log(L7) [11].
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En general uno tiende a favorecer H, cuando el estadistico de raz6n de verosimi-
litud es bajo, y Hy cuando es alto. Una prueba basada en el estadistico de razén de

verosimilitud se puede definir como sigue:

Definicion C.12. La prueba de razdn de verosimilitud (PRV) de tamano o para contrastar
H, contra H, tiene region de rechazo R = {x|\(z) < c}, donde c es determinada de

manera que S'LLer@OPQ(x ER)=alfll]
La PRV tiene la siguiente propiedad asintética muy importante.

Teorema C.13. Bajo algunas condiciones de regularidad en f,(X), la variable aleatoria
—2log\(X) bajo H, es asintéticamente distribuida como una variable aleatoria x* con
grados de libertad igual a la diferencia entre el nimero de parametros independientes en

© y el nimero en ©, [13].

Hipotesis de una muestra sobre X

Teorema C.14. Seaxy, ..., v, una muestra aleatoria de N,(u, ). Si Hy y H, son hipé-
tesis que conducen a 5 y S como los estimadores de maxima verosimilitud para ., y si
T es el estimador de maxima verosimilitud de p. bajo ambas hipotesis, entonces la PRV
para contrastar H, contra H, esta dada por —2log\ = np(a — logg — 1), donde a y g son

la media aritmética y geomeétrica de los valores propios de S-1g.

La demostracion se puede consultar en [11], pags. 133-134.






Apéndice D

Software R

R (www.r-project.org) es un software estadistico libre cominmente usado. R permite
llevar acabo andlisis estadisticos de un modo interactivo, y una programacion simple. La
pantalla de inicio de R se muestra en la Figura D.1. Los comandos deben ser escritos
en la linea de comandos > vy para ejecutarlos se debe oprimir enter. Para agregar un
comentario se usa el signo # seguido del comentario. El signo de pregunta (?) junto al

comando proporciona la ayuda de ese comando en particular, por ejemplo: ?plot, también

se puede usar la funcion help(): help(plot).

R RGui (¢
Archivo Editar Visualizar Misc Paquetes Ventanas Ayuda

R R Console [E=3 Eom

R version 3.1.2 (2014-10-31) -- "Pumpkin Helmet"
Copyright (C) 2014 The R Foundation for Statistical Computing
Platform: x86 64-wé4-mingw32/x64 (64-bit)

R es un software libre v viene sin GARANTIA ALGUNA.
Usted puede redistribuirlo bajo ciertas circunstancias.
Escriba 'license()' o 'licence()' para detalles de distribucion.

R es un proyecto colaborative con muchos contribuyentes.

Escriba 'contributors()' para obtener mas informacién y

'citation()' para saber como citar R o paqguetes de R en publicacicnes.

Escriba 'demo()' para demostraciones, 'help()' para el sistema on-line de ayuda,
o 'help.start()' para abrir el sistema de ayuda HIML con su navegador.

Escriba 'g()' para salir de R.

>

Figura D.1: Pantalla de inicio de R.

En algunos casos, especialmente si el numero n de datos es grande, se dispone de

los datos en un fichero. Supongamos que los datos estan almacenados en un fichero

223
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csv, donde las observaciones de cada variable estan en una columna. Los datos pue-
den estar separados por espacios, comas, tabuladores, etc. y los decimales se pueden
indicar por comas o puntos. Ademas, en ocasiones el fichero incluye una primera linea
de cabecera en la que aparecen los nombres de las variables. Antes de leer los datos
es necesario asegurarse que el directorio de trabajo es correcto; para elegir directorio se
hace lo siguiente: archivo, cambiar directorio, y por ultimo se elige la carpeta donde se
encuentra el fichero.

La funcion para leer datos es read.table(), en su argumento se especifica el nombre
del fichero (file), si el fichero contiene cabecera (header) cuyas opciones son TRUE
y FALSE, y la forma en que se separan los datos (sep), algunas posibilidades para
éste son “”, “\t”, los cuales indican que los datos se separan con coma y tabulador
respectivamente. Un ejemplo de esta funcion es: datos< —read.table(file="datos.csv’,
header=FALSE,sep="").

Si el conjunto de datos multivariados llamado datos cumple que la i-ésima colum-
na tiene el nombre xi, se puede acceder a esta columna con el comando datos$xi. La
funcion attach() establece el conjunto de datos a utilizar, asi, después de ejecutar el
comando attach(datos), se puede acceder a la i-ésima columna de datos directamente
con su nombre, xi. La funcién length() calcula el tamafo del objeto de su argumento:
length(xi). Si se desea calcular un vector cuyos elementos son los elementos al cuadra-
do de otro vector, por ejemplo xi, se ejecuta el siguiente comando xi2 < — xi 2. En R
se pueden unir xi y xj como columnas con el comando cbind(xi,xj) y como filas con el

comando rbind(xi,xj).

D.1. Analisis de regresion

En esta seccion se enlistan las diferentes funciones basicas para llevar a cabo un

analisis de regresion.

» La funcion cov() calcula la covarianza: cov(xi,xj) proporciona la covarianza de xi

y xj. En R se trata de la covarianza muestral, que usa n — 1 en el denominador.
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Si se desea la covarianza que usa n, se usan dos comandos: n=length(xi) y (n-

1)cov(xi,xj)/n.
» El coeficiente de correlacion se calcula con la funcién cor(): cor(xi,xj).

= Para obtener una representacién gréafica de xj en funcién de xi se utiliza la funcién:

plot(xi,xj,xlab="Eje X”,ylab="Eje Y”).

= El comando pairs() con una matriz de datos en el argumento da como resulta-
do la matriz de dispersiones de las diferentes combinaciones de las columnas:

pairs(datos).

= La funcién fundamental para la regresién lineal es Im() y utiliza como argumento
principal una formula como las siguientes:
e Xi~ Xj O Xi~ 1+xj ajusta xi respecto a xJ.
o xi~ 0+xj, xi ~ -1+xj 0 xi ~ xj-1 ajusta xj respecto a xi con una recta que pasa
por el origen.

e log(xi) ~ xj+xk ajusta a la variable transformada log(xi) con xj y xk con el

término intercepto implicito.
o Xi~ xj+ I(xj"2), xi ~ I(xj) + I(xj "2) o xi ~ poly(xj,2) la notacién I(xj "2) indica

que se desea incluir en el modelo la potencia de grado 2 de xj.

La salida de Im() es un objeto que contiene mucha informacién, el comando ajus-

te=Im(férmula) se almacena este objeto con el nombre ajuste.
= El resumen del ajuste se obtiene con la funcibn summary(): summary (ajuste).

» |Los valores ajustados son almacenados en el elemento fitted de la variable de

salida de Im(): ajuste$fitted o fitted(ajuste).

= Los residuos son almacenados en el elemento resid de la variable de salida de

Im(): ajuste$resid o resid(ajuste).

m Los coeficientes son almacenados en el elemento coef de la variable de salida de

Im(): ajuste$coef o coef(ajuste).
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El analisis de varianza se obtiene con la funcién anova(): anova(ajuste).

La funcién confint() proporciona los intervalos de confianza de los parametros: con-

fint(ajuste,level=0.95).

La representacion grafica de xj en funcion de xi con la recta ajustada se obtiene
con las funciones:
plot(xi,xj)

abline(Im(xj ~ xi)).

Distintos graficos de diagndstico se obtienen con la funcién plot() aplicada a la
salida de Im(): plot(ajuste) o plot(ajuste,which=1), cambiando los valores del argu-
mento which de 1 a 6 se obtienen los distintos graficos, también se obtienen 4
gréaficas de diagnéstico con las siguientes instrucciones:

par(mfrow = ¢(2,2))

plot(ajuste).

La regresion paso a paso se realiza mediante la funcién step() aplicada a la sa-
lida de ajuste< —Im(férmula,data=datos) e indicando la direccion del paso, la
cual puede ser backward (hacia atras), forward (hacia delante) o both (ambos):

step(ajuste,direction="both”).

D.2. Analisis de componentes principales

Existen diferentes formas de realizar el andlisis de componentes principales usando

R, aqui se presenta so6lo una para la cual no se necesita ninguna paqueteria.

m Si el primer paso para llevar a cabo el andlisis de componentes principales en

un conjunto de datos multivariados llamado datos es estandarizar las variables
bajo estudio, se utiliza la funcion scale() : datosE < — scale(datos), este comando

estandariza datos y el resultado lo guarda en datosE.

m E| ACP se puede llevar acabo usando la funcion prcomp():

acp < — prcomp(datos), si se lleva acabo el ACP en los datos, y
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acp < — prcomp(datosE), si se lleva acabo el ACP en los datos estandarizados.

Estos comandos realizan ACP y guardan su salida en acp.

= Se puede obtener un resumen de los resultados del andlisis de componentes prin-
cipales utilizando la funcién summary() de la salida de prcomp(): summary(acp),
esto proporciona la desviacion estandar de cada componente, la proporcion de
la varianza explicada por cada componente y la proporcion acumulada hasta ese

componente.

= |a desviacion estandar de las componentes esta almacenada en un elemento lla-

mado sdev de la variable de salida fabricada por prcomp: acp$sdev.
= La variacion de las componentes principales se puede obtener con: (acp$sdev) " 2.

» | a varianza total explicada por las componentes es la suma de la varianza de las

componentes, es decir: sum((acp$sdev) " 2).

= Una grafica de sedimentacién se obtiene con la funcién screeplot(). screeplot(acp)

0 screeplot(acp,type= “lines”).

m Las cargas de las componentes principales estd almacenada en un elemento de
nombre rotation de la salida de prcomp(): acp$rotation. Este contiene una matriz
con las cargas de cada componente principal, donde la i-ésima columna de la
matriz contiene las cargas de la i-ésima componente principal, es decir, el vector
propio de la matriz de covarianza muestral o correlacion muestral correspondiente

al i-ésimo valor propio maximo.

= Las cargas de la i-ésima componente principal se pueden obtener con: acp$rota-

tion[,i].

= Las puntuaciones de las componentes principales son almacenadas en el elemen-
to x de la variable de salida de prcomp(), éste contiene una matriz en la cual la
i-ésima columna corresponde a las puntuaciones de la i-ésima componente princi-

pal, la cual se obtiene con: acp$x/,i].
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» El| diagrama de dispersion de las dos primeras componentes principales se obtiene

con: plot(acp$x[, 1],acp$x[,2]) [4].
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