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Introduccion

El material que se presenta en este trabajo pertenece a la
rama de la Topologia conocida como Teoria de los Continuos y
sus Hiperespacios. Un continuo es un espacio métrico, no vacio,
compacto y conexo.

El estudio sistematico de los continuos comenzd a principios
del siglo pasado, principalmente en Polonia, donde personajes
como Knaster, Kuratowski y Sierpinski se dedicaron a cultivar
esta nueva rama de la matematica. Casi al mismo tiempo em-
pezaron a estudiar también los hiperespacios. Los hiperespacios
mas comunes de un continuo X, para n € N son:

2% = {A C X : A es un conjunto cerrado en X y no vacio},
C(X)={A€2¥: Aesun conjunto conexo},
F,(X) ={A €2X : A tiene a lo mis n puntos}.

A estos hiperespacios se les dota de una métrica llamada métrica
de Hausdorff (Teorema 1.25).

Los primeros trabajos a principios del siglo XX se deben a
los alemanes Vietoris y Hausdorff, la métrica de Hausdorff fue
definida por Pompeiu en 1905 (vea las paginas 281 y 282 de [17]).
En 1940 Kelley en su tesis doctoral nombrada Un estudio de
hiperespacios hizo el primer estudio sistematico de los hiperes-
pacios e implementé técnicas que siguen siendo utilizadas hasta
hoy en dia. En nuestro pais, durante las iltimas dos décadas, se
ha intensificado el nimero de investigadores de estas teorias.
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Durante los anos veinte y treinta del siglo pasado se deter-
mind gran parte de la estructura fundamental de los hiperespa-

cios. Para un continuo X y n € N el n—ésimo hiperespacio
de X es

Cr(X) ={A C X: A tiene a lo més n componentes}.

A veces en la literatura a C(X) se le denota simplemente como
C(X).

Cabe mencionar que los hiperespacios que méas se han estu-
diado son 2% y C(X). Sobre el hiperespacio C,,(X) se sabe que,
desde el trabajo de Wojdyslawski en 1939, vea [18], nadie se
encargé de su estudio sino hasta que en 2001, Macias, vea [14,
Capitulo 6], los reconsider6 y hasta ahora es él quien mas ha
aportado a su estudio general.

No obstante los sorprendentes logros alcanzados durante mas
de un siglo en estas areas de la topologia, pocos son los tra-
bajos dirigidos a estudiantes de licenciatura donde se exponen
distintos temas de la teoria de continuos y sus hiperespacios. De
hecho, en la literatura, sélo encontramos una introducciéon de las
propiedades bésicas del Hiperespacio C),(X) dirigida a los estu-
diantes [11], ésta es una contribucién de 6 paginas donde no se
puede decir mucho; esta tesis encuentra su fundamento en este
marco.

El propdsito de esta tesis es describir las propiedades mas ele-
mentales (conocidas) de dicho n—ésimo hiperespacio. Para esto,
se desarrolla este trabajo en dos capitulos.

En el Capitulo 1 se revisan algunos conceptos y resultados de
la Teoria de los Continuos, por lo que en éste, se enuncian las
definiciones y resultados necesarios para exponer el material del
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siguiente capitulo.

En el Capitulo 2 se estudian principalmente los resultados
que siguen.

Teorema 2.7 [8, Teorema 2.2] El hiperespacio C5([0,1]) es
homeomorfo a [0, 1].

Teorema 2.11 [14, Teorema 6.11] Si X es un continuo, n € N
y A es un subconjunto cerrado y conexo de C,,(X), entonces UA
tiene a lo méas n componentes.

Teorema 2.15 [13, Teorema 3.1] Si X es un continuo y n € N,
entonces C,(X) es arco conexo.

Teorema 2.18 [13, Teorema 3.4] Si X es un continuoy n € N,
entonces C,(X) contiene una n-celda.

Dichas propiedades son resultados conocidos, sin embargo, en
este trabajo se exponen con detalle, esperando que esta version
de dichos resultados sirva a futuras generaciones de matematicos.

Betsy Christian Cuevas Martinez

Facultad de Ciencias Fisico Matematicas,
Benemérita Universidad Auténoma de Puebla.
junio de 2012
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Capitulo 1

Los Hiperespacios 2* y C(X)

La teoria de continuos y la teoria de los hiperespacios son dos
ramas muy importantes de la topologia; aunque ambas teorias se
han desarrollado de manera extraordinaria en los iltimos veinte
anos, aun tienen muchos problemas por resolver, vea por ejem-
plo el capitulo siete de [14] y las preguntas 8.31 a 8.37 de [15].

En este capitulo se enuncian algunos conceptos y resultados
que son necesarios para el desarrollo de esta tesis tales nociones
son: conexidad local, continuo, hiperespacio, la topologia que
tienen los hiperespacios, asi como funciones de Whitney. En todo
este trabajo si Z es un espacio topoldgico y A un subconjunto
de Z, los simbolos A, fr(A) e int(A) denotan la cerradura de
A, la frontera de A y el interior de A en Z, respectivamente.
Si A CY C Z, entonces ZY, fry(A) e inty(A) denotan la
cerradura de A, la frontera de A y el interior de A en el sub-
espacio Y de Z, respectivamente.

Como es usual, los simbolos 0, N, Q, R y R?, representan el
conjunto vacio, el conjunto de los nimeros naturales, el conjunto
de los nimeros racionales, el conjunto de los niimeros reales y el
plano euclidiano, respectivamente. Un espacio topoldgico es no
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2 Los Hiperespacios 2% y C(X)

degenerado si tiene més de un punto.

Sean Z un espacio topoldgico y p € Z; un subconjunto V' de
Z es una vecindad de p si existe un conjunto abierto U en Z
talquepe U C V.

Sean Y un espacio métrico con métrica d, p € Y y € > 0,
la bola abierta en Y con centro en p y radio ¢, denotada por
By (€, p), es el conjunto By (e,p) = {x € Y : d(p,x) < €}.

Definicién 1.1. Una funcion f entre dos espacios topoldogicos
es un homeomorfismo si es una funcion biyectiva y tanto f
como f~! son funciones continuas.

A continuacion se define el limite inferior, el limite superior
y el limite de una sucesién de conjuntos.

Definicién 1.2. Sean Z un espacio topoldgico y {K,} ~—, una
sucesion de subconjuntos de Z, el limite infertor de la sucesion

{Kn}iiil 2

lim inf K,, = {x € Z : para cada conjunto abierto U, en Z
conx € U, eriste N € N tal que UNK,, # 0, para cada n > N},

Definicién 1.3. Sean Z un espacio topoldgico y {K,} — | una
sucesion de subconjuntos de Z, el limite superior de la suce-
sion {K,},—, es

lim sup K, = {x € Z : para cada conjunto abierto U, en Z
con x € U, existe F' C N infinito tal que U N K, # 0, para cada
n € F}.

Obsérvese que a partir de las Definiciones 1.2 y 1.3 , se tiene
que lim inf K, C lim sup K,.
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Definicién 1.4. Sean Z un espacio topoldgico y {K,} ~—, una
sucesion de subconjuntos de Z, el limite de la sucesion, que
denotamos por lim K, existe cuando

lim sup K, C lim inf K,.

Es decir, lim K, = lim inf K, = lim sup K,.

1.1. Conexidad local

Una de las nociones méas interesantes y fundamentales para
nuestro estudio es el concepto que sigue.

Definicién 1.5. Sean Z un espacio topologico y x € Z. El espa-
cio Z es localmente conexo en x si para cada conjunto abierto
U en Z tal que x € U existe un conjunto conexo y abierto V en
Z tal que x € V C U. El espacio topologico Z es localmente
conexo si Z es localmente conexo en cada uno de sus puntos.

Ademaés recuérdese la definicién de componente.

Definicién 1.6. Dado un espacio topologico Y y un punto p €
Y, la componente C(p) dep en'Y es

C(p) =U{D CY : D es un conjunto conexo y p € D}.

Una propiedad equivalente a ser localmente conexo, es la que
sigue.

Teorema 1.7. Un espacio topoldgico Z es localmente conexo i
y solo si toda componente de cada conjunto abierto en Z es un
conjunto abierto en Z.
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Demostracion. Supoéngase que Z es un espacio topoldgico lo-
calmente conexo. Sean U un conjunto abierto en Z y C una
componente de U. Se probara que C es un conjunto abierto en
Z.

Para esto sea x € C, dado que x € U y Z es localmente
conexo, existe un conjunto conexo y abierto, V, en Z tal que
x € V C U. Nétese que (CUV) C U. Como C es un conexo
maximal de U y C' C C'U V| se tiene que C' = C'UV. De donde
V. C C. Asi, z € int(C). Se concluye que C' es un conjunto
abierto en 7.

Reciprocamente, sean x € Z y U un conjunto abierto de Z
tal que = € U. Sea C la componente de U tal que x € C. Por
hipétesis, C' es un conjunto abierto en Z. Ademas, C' es conexo
y x € C C U, asi, Z es localmente conexo. ]

El concepto que sigue ofrece una caracterizacion de la cone-
xidad local como se ve en el Teorema 1.9

Definicién 1.8. Sean Z un espacio topologico y x € Z. FEl es-
pacto topologico Z es conexro en pequeno en T Si pPara ca-
da conjunto abierto U en Z tal que x € U, existe un conjunto
conexo V tal que x € int(V) C V C U. El espacio topoldgico Z
€S CONETo en Pequeno si Z es conexro en pequeno en cada uno
de sus puntos.

Teorema 1.9. Sea Z un espacio topoldgico. Entonces Z es conexo
en pequeno si y solo si Z es localmente conexo.

Demostracion. Supongase que Z es un espacio topoldgico local-
mente conexo. Sean r € Z y V un conjunto abierto en Z con
x € V. Por hipoétesis, existe un conjunto abierto en Z y conexo
U, tal que x € U C V. Obsérvese que U es un conjunto abierto
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en Z con x € U. Por lo que Z es conexo en pequeno en x. Dado
que x es arbitrario, se tiene que Z es conexo en pequeno.
Reciprocamente, sean U un conjunto abierto en Z y C' una
componente de U. Se vera que C' es un conjunto abierto en Z.
Sea x € C' C U. Por hipdtesis, existe un conexo W tal que
x € int(W) C W C U. Esto implica que existe un conjunto
abierto en Z, llamado H, tal que x € H C W. Nétese que W UC
es un conexo contenido en U. Por otro lado, como C' es un conexo
maximal de U, se concluye que W C C'. Luego, v € H C C,
como H es un conjunto abiertoen Zy x € H C W C C, se
tiene que = € int(C'), asi, C' es un conjunto abierto en Z. Por el
Teorema 1.7, se deduce que Z es localmente conexo. ]

1.2. Continuos e hiperespacios

En 1883 George Cantor (1845-1918), introdujo la nocién de
continuo diciendo que éste es un subconjunto de un espacio eu-
clideano que es conexo, cerrado y denso en si mismo. Ahora, las
cosas han cambiado y este concepto esta determinado, oficial-
mente, como sigue.

Definicién 1.10. Un continuo es un espacio métrico, no vacio
compacto y conexo. Un subcontinuo es un continuo que estd con-
tenido en algin espacio topoldgico.

M. Fréchet (1878-1973) definié, en 1906, la clase de los es-
pacios métricos (aunque el término “espacio métrico” no fue
introducido sino hasta 1914 por F. Hausdorff (1868-1942)), fue
la primera clase de espacios abstractos en la cual fueron genera-
lizados varios conceptos y resultados. En ese mismo ano también
fue establecida la nocién de espacio de Hausdorff. Sin embargo,
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por un periodo extenso los espacios métricos fueron mucho méas
estudiados que los espacios de Hausdorff.

Una de las nociones basicas e imprescindibles de la topologia
es la conexidad. La definicion actual de este concepto fue intro-
ducida en 1883 por C. Jordan (1838-1922), para la clase de los
subconjuntos compactos del plano. El estudio sistematico de la
conexidad fue iniciado en 1914 por F. Hausdorff y, en 1921 por
B. Knaster (1893-1980) y K. Kuratowski (1896-1980).

Otro concepto topoldgico relacionado con la nocién de con-
tinuo es el de compacidad. Su origen estd vinculado con un
teorema demostrado en 1895 por E. Borel (1871-1956), el cual
establece que toda cubierta abierta numerable de un intervalo
cerrado y acotado tiene una subcubierta finita. En 1903, Borel
generalizo este resultado para todo subconjunto cerrado y acota-
do de un espacio Euclideano. La definicién actual escencialmente
se debe a P. S. Aleksandrov (1896-1982) y a P. S. Urysohn (1898-
1924).

Ejemplos de continuos.

1. El intervalo unitario [0, 1] con la métrica usual es conexo
[7, Teorema 1.27]. Por ser un conjunto cerrado y acotado
este intervalo [0, 1] es compacto [7, Teorema 1.41]. Vea la
Figura 1.1.

Figura 1.1: Intervalo unitario [0, 1]
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2. Considérese S' = {(z,y) € R* : 2° + y* = 1} como sub-
espacio topoldgico de R? con la topologia euclideana. Como
St es la imagen de la funcién continua f tal que f(t) =
(cos(t), seno(t)), se tiene que S* es conexo. Por [7, Teorema
1.42], dicha circunferencia unitaria es compacto, y de aqui,
S1 es un continuo. Vea la Figura 1.2.

Figura 1.2: Circunferencia unitaria

Definicién 1.11. Un arco es un espacio topolégico homeomorfo
al intervalo cerrado [0,1]. Sean f :[0,1] — A un homeomorfis-
mo, p = f(0) y ¢ = f(1), los puntos p y q son los puntos
extremos del arco A. Un arco de p a q significa un arco con
puntos extremos p vy q.

Notese que los subcontinuos, no degenerados, de la circun-
ferencia unitaria S' son los arcos.

Se pueden construir nuevos continuos uniendo algunos ya
conocidos. Por ejemplo, si se considera la unién de n arcos que
se intersectan en un unico punto, que debe ser un punto extremo
de cada arco, llamado el vértice del n-odo, el resultado también
es un continuo llamado n-odo simple. Vea la Figura 1.3.



8 Los Hiperespacios 2% y C(X)

Figura 1.3: n-odo

Siguiendo esta idea se pueden considerar la uniéon de una
cantidad finita de arcos tales que, sean ajenos dos a dos o si se
intersectan lo hagan en uno o en ambos puntos extremos. A este
nuevo concepto se le llama grafica finita. Vea la Figura 1.4.

Figura 1.4: Grafica finita

Cuando una grafica finita no contiene curvas cerradas simples
es llamada arbol. Vea la Figura 1.5.

Figura 1.5: Arbol
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Definicién 1.12. Dado n € N, al producto topologico de n in-
tervalos [0, 1] se denota con I"™. Esto es:

I" = HZ:1 I
donde I, = (0,1}, para cada k € {1,...,n}.
Una n-celda es un espacio topolégico homeomorfo a I1".

Definicién 1.13. Considérese, en el espacio R? con la topologia
usual, los siguientes conjuntos:

W = {(z,seno(1)) e R? : z € (0,1]} y Y = {0} x [-1,1].
El espacio topologico X = W UY se le llama el continuo

seno(L). Vea la Figura 1.6.

T

Figura 1.6: Continuo seno(2)

A continuacién se prueba que el llamado continuo seno(%) es,
en realidad, un continuo.

Teorema 1.14. St X =W UY, donde W y Y se definen como

en el continuo seno(L), entonces:

1. W es homeomorfo al intervalo [1,00).

2. X es un continuo.
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Demostracion. Sean p; : R> = Ry py : R? — R las funciones
proyeccién que estdn definidas, para cada (z,y) € R?, por:

plz,y) =z y  px,y) =y
Sea f : W — [1,00) la funcién definida, en (z,seno(1)) € W,

z
COINO:

f(z, seno(3)) = L.
Considérese ahora las funciones
g:[l,00) =W v h:R—-{0} =R,
definidas, para cada y € [1,00) y = € R por:

g(y) = (j,seno(y)) vy hiz) = 1.

Nétese que, para cada (x, seno(L)) € W;

g(f (@, seno(3))) = 9(3) = (x, seno(3)).

Para cada y € [1,00), se tiene que f(g(y)) = f(i, seno(y)) = y.

Luego, g es la inversa de f. Por tanto, f es biyectiva.

Como (p1)},, ¥ Py, son funciones continuas tales que f =
hio1] © (p1)),, sucede que f es continua. Ahora para ver que g
es continua es conveniente ver a g como una funcién de [1, 00)
a R2. Entonces ¢ es continua si y sélo si las funciones p; o g y
p20g son continuas. Como /[ ) es una funcion continua tal que
P10g = hj1,%), la composicién p;og es continua. La composiciéon
p2 © g también es continua, porque es justo la funcién continua
que a cada y € [1,00) le asocia el valor seno(y).

De lo escrito en el parrafo anterior se infiere que f es una
funcién continua y biyectiva, cuya inversa (que es la funcién g)
es continua. Luego por la Definicion 1.1, se tiene que f es un
homeomorfismo.
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Para ver que X es un continuo primero se mostrara que X =

2

W" . Sean (0,y) € Y y U un conjunto abierto en X tal que
(0,y) € U, como R? posee la topologfa usual, existen € > 0y
0 > 0 tales que:

0,y) € [(—e,6) x (y—0d,y+0)]NX CU.

Usando la continuidad de la funcién seno(2), no es dificil

probar que (—¢,¢) X (y — 0,y +0)NW #£ 0. Asi, UNW #£ 0.

Luego (0,y) € WR . Esto prueba que Y C Wy por tanto,
X =w". 2

Noétese ahora que W o [0,1] x [-1,1], por lo que X es un
subconjunto de R? que es cerrado y acotado. Luego, X es com-
pacto. En la parte anterior se demostré que W es homeomorfo
al conjunto conexo [1,00). Como W es denso y conexo en X,
entonces X es conexo. Asi X es un continuo. ]

1

=) no es localmente conezo.

Teorema 1.15. El continuo seno(

Demostracion. Recuérdese que el continuo de seno(%), es el sub-

espacio X de R? con la topologia usual, en el Teorema 1.14 se
2
demostré que X = WR , donde:

W = {(z, seno(1)) € R* : z € (0, 1]}.

Por el Teorema 1.14, W es homeomorfo al rayo [1,00) de R,
resulta que W es localmente conexo. Entonces X es la cerradura
de un espacio localmente conexo.

Se mostrara ahora que X no es localmente conexo en (0,0).
Para esto sean U = X N Bg(3,(0,0)) y A un conjunto abierto
en X tal que (0,0) € A C U. Se mostrard que A no es conexo.
Para esto tomese 6 > 0 tal que X N Bg2(d,(0,0)) C A. Por
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la propiedad arquimediana, existe £ € N tal que % < k. Sea

n = % Luego % = km, por lo que:
seno(%) = seno(km) = 0.
Como 5% < k, se tiene que n = ,%W < 0. Asi
(n, seno(%)) = (n,0) € X N Br2(4,(0,0)) C ACU.

Por el Teorema del valor intermedio existe a > 0 tal que o <
ny (o, 1) € X. Nétese que (o, 1) no pertenece a Bg(3, (0,0)) y,
por tanto, («, 1) no pertenece a A. Luego A = A; U As, donde:

Al ={(z,y) e A:x<aly Ay ={(x,y) € A: a <z}

Considérese la funcién proyeccién p; : X — [0, 1], se recuer-
da que esta definida para cada (z,y) € X, por pi((x,y)) = =.
Nétese que

p([0,0)) ={(z,y) e X1z <a} =X,

p (1) ={(z,y) € X :a < 2} = Xo.

Asi como [0,a) y («, 1] son conjuntos abiertos en [0,1] y p
es continua, se tiene que X; y Xy son conjuntos abiertos en X,
ademas nétese que Ay = X1 NAy Ay = XoN A, de donde A; y
Aj son conjuntos abiertos en A. Como también resulta que Ay y
Ay son ajenos y no vacios, ya que (0,0) € Ay y (n,0) € A, esto
muestra que A no es conexo. Por tanto U es un conjunto abierto
en X tal que (0,0) € U y para cualquier conjunto abierto A en
X, conx € ACU, se tiene que A es disconexo. Luego X no es
localmente conexo. []

El resultado que sigue se usard en la prueba del Teorema 1.17.
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Teorema 1.16. [9, Teorema 6.5] De los golpes en la frontera.
Sean Z un espacio conexo, compacto y de Hausdorff, U un sub-

conjunto propio, no vacio y abierto en Z. Si K es una compo-
nente de U entonces K N fr(U) # 0.

Entre dos continuos que estan contenidos uno propiamente en
el otro, siempre existe un continuo contenido propiamente entre
los dos, de hecho este resultado es mas general como se plantea
a continuacion.

Teorema 1.17. Sea Z un espacio topologico conexo, compacto
y de Hausdorff y sean A y B subconjuntos no vacios, conexos 1y
cerrados de Z tales que A & B. Entonces existe un subconjunto
conezo y cerrado C de Z tal que A G C' & B.

Demostracion. Se elige un punto p € B\ A. Como B es un
espacio normal, existe un subconjunto abierto U de B tal que
AcUucT  cB \ {p}. Sea C la componente de T que
contiene a A. Nétese que C' es un conjunto conexo y cerrado en
Z. Como p no esta en C| se tiene que C' & B. Solo falta ver que
A # C. Dado que U es un conjunto abierto en B, se tiene que
Un fre(U) = 0. Ya que A C U, se tiene que AN fre(U) = 0.
Por el Teorema 1.16, se tiene que C' N frg(U) # (). De donde se
concluye que A # C. O

El Teorema 1.17 se usa en la prueba del Teorema 1.44.

Los hiperespacios son ciertas familias de subconjuntos de X
con alguna caracteristica particular, los mas estudiados son los
que se mencionan a continuacion.

Definicién 1.18. Sean X un continuo y n € N. Los siguientes
son los hiperespacios de X :
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2%X = {A C X : A es un conjunto cerrado en X y no vacio},
C(X)={Ae€2¥: A es un conjunto conexo},

Co(X) = {A € 2% : A tiene a lo mds n componentes},
F.(X)={A€2X: A tiene a lo mds n puntos }.

El hiperespacio C,(X) se conoce como el n-ésimo hiperespacio
de X . El hiperespacio F,,(X) se conoce como el n-ésimo producto
simétrico de X.

Definicién 1.19. Sean X un espacio métrico con métrica d,
A, B C X conjuntos no vacios y p € X. La distancia de A a B,
denotada por d(A, B), es d(A, B) = inf{d(a,b) :a € Ay be B}
y la distancia de un punto p a B es

d(p, B) = d({p}, B).

Si A es un conjunto cerrado en X, la nube en X con centro
en Ay deradio e >0, es

N(e,A) ={x € X : existe a € A tal que d(a,z) < €}.
Teorema 1.20. Si X es un continuo, € > 0 y A € 2%, entonces
1. AC N(¢, A).

2. N(e,A) = U,cq B(e,a). Asi, N(e, A) es un conjunto abier-
to en X.

8. N(6,A) C N(e, B) para cada 6 > 0 tal que § <€, y B € 2%
tal que A C B.

4. N(e, A) = U{N(6,A) : 6 >0, 0 <€}
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Demostracion. 1. Es claro que, por definicién, la contencion se
vale.

2. Sea x € N(e, A). Existe a € A tal que d(a,x) < €. Luego,
x € B(e,a). Asi, v € |, 4, B(e,a). Por lo tanto,

acA

N(e,A) C | Ble.a). (1.2.1)
ac€A
Sea x € (J,.4 B(e, a). Existe a € A tal que z € B(e, a). Asi,
d(a,x) < €, es decir, z € N(¢, A). Por lo tanto,

|J B(e,a) C N(e, A). (1.2.2)

acA

De (1.2.1) y (1.2.2), se tiene la igualdad deseada para obtener
2.

3. Sea x € N(J,A). Existe a € A tal que d(a,z) < 0. Como
d < €, se sigue que d(a, ) < €. Puesto que A C B, se implica que
a € B, de donde x € N (¢, B). Por lo tanto, N (9, A) C N(e, B).

4.Sea x € N(e, A). Existe a € A tal que d(a,z) < €. Sea
d > 0 tal que d(a,x) < § <e. Asi, x € N(d, A).
Luego, x € (J{N(6,A4) : 6 > 0, 6 < €}. Por lo tanto,

N(e, A) C | AN(6,A):6>0, 6 <€}, (1.2.3)
Por el punto 3. de este teorema, se tiene que
LN, A) c N(e, A). (1.2.4)
0<e

De (1.2.3) y (1.2.4), se obtiene la igualdad del inciso 4. [

Teorema 1.21. Si X es un continuo con métrica d, A € 2% y
U es un conjunto abierto en X tal que A C U, entonces existe

e >0 tal que N(e, A) C U.
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Demostracion. Sea A C U. Luego, AN (X \ U) = 0. Nétese
que Ay X \ U son conjuntos cerrados en X y asi compactos.
De manera que d(A, X \ U) > 0. Sea ¢ = CZ(A’TX\U). Se vera que
N(e, A) C U. En efecto, si x € N(¢, A), entonces existe a € A tal
que d(a,x) < €. Asi, x € B(e,a). Se afirma que x € U. Porque
en caso contrario, es decir, si x € X \ U, entonces d(A, X \U) <
d(a,z). Asi, d(A, X \U) < €, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto, x € U. Con esto concluye la prueba de este teorema. []

La nube de la unién es la unién de las nubes como se indica
a continuacion.

Teorema 1.22. 5t X es un continuo con métrica d, € > 0 y A,
B € 2% entonces

N(e,A)UN(e,B) = N(¢, AU B).

Demostracion. Por el punto 3. del Teorema 1.20, se infiere que
N(e,A) C N(e,AUB)y N(e,B) C N(e, AU B). Asi,

N(e, A)UN(e, B) C N(e, AU B). (1.2.5)

Ahora, sea z € N(e, AUB). Existe b € AUB tal que d(b, z) <
€. Se tienen dos casos be Ao b € B.

(1) Sibe A, entonces z € N(e, A).
(1) Si b € B, entonces z € N(¢, B).
En ambos casos, z € N(e, A) U N(¢, B). Por lo tanto,
N(e,AUB) C N(e, A) U N(e, B). (1.2.6)

De (1.2.5) v (1.2.6), se concluye que N(e, A) U N(e, B) =
N(e, AU B). O
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Las nubes de algin mismo radio de conjuntos ajenos, son
ajenos, como se presenta en seguida.

Teorema 1.23. Si X es un continuo con métricad y A, B € 2%
tales que AN B =0, entonces existe € > 0 tal que

N(e, A) N N(e, B) = 0.

Demostracion. Supoéngase, por el contrario, que para cada € > 0,

se tiene que N(e, A)NN (e, B) # (). Puesto que ANB =0y A, B
son compactos, se tiene que d(A, B) > 0. Sea ¢; = @, notese
que €; > 0. Por lo supuesto, se tiene que N (e, A)NN(e1, B) # 0,
es decir, existe z € N(e1, A)NN(ey, B). Asi, existena € Ay b €
B tales que d(a, z) < €1 y d(b, z) < €. Aplicando la desigualdad
del tridngulo, d(a,b) < d(a,z) + d(z,b). Luego, d(a,b) < 2¢; =

d(A, B), lo cual es una contradiccién. O

Definicién 1.24. Sea A un subconjunto no vacio de un continuo
X con métrica d. El didmetro de A, denotado por diadm(A), es

sup{d(a,b) : a,b € A}.

1.3. Meétrica de Hausdorff

La idea intuitiva de la métrica de Hausdorff es que dos con-
juntos estan cercanos si ellos casi se empalman uno con el otro.
Esta idea geométrica es buena, pero se tiene que notar que, por
ejemplo, si A es un disco en el plano, se pueden dar conjuntos
finitos tan cercanos a A como se quiera, (simplemente se toma
una cuadricula cada vez mas pequena dentro del disco y se toma
como conjunto finito al conjunto de los cruces de la cuadricula.

Para el siguiente teorema téngase presente la siguiente no-
tacion:
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Para un continuo X y para cada par de elementos A, B € 2%,
se definen los conjuntos

M(A,B)={e>0: AC N(e,B)y BC N(¢,A)} y
M(A,B)e M(B,C)={e+d>0:e€ M(A,B) y
de M(B,C)}.

Teorema 1.25. Sea X un continuo. La funcion H : 2% x 2% —
R* U {0} definida, para cada A, B € 2%, por

H(A,B)=inf M(A, B)

es una métrica para 2%, conocida como la métrica de Haus-

dorff .

Demostracién. Sean A, B, C € 2%,

(a) Se vera que H esta bien definida. Para esto, se tiene que
probar que el conjunto M (A, B) es no vacio y estd acotado in-
feriormente. Obsérvese que d(x,y) <didm(X) + 1, para cada x,
y € X.Asi, AC N(diam(X)+1,B)y B C N(diam(X)+1,A).
De manera que didm(X)+1 € M(A, B). Por tanto, M (A, B) #
(). Es claro que M (A, B) esté acotado inferiormente por el cero.

(b) Para cada A, B € 2%, nétese que H(A, B) > 0.
)

(¢) Por definicién de M(A, B), se deduce que M(A, B) =
M (B, A), de esto, para cada A, B € 2%, se tiene que H(A, B) =
H(B, A).

(d) Se veré que para cada A, B € 2% se tiene que H(A, B) = 0
siy solosi A=B.

Supdngase que H (A, B) = 0. Se mostrara que A = B.

Para esto, sean ¢ > 0y z € A. Como H(A,B) = 0, exis-
te 6 € M(A,B) tal que 0 < €. Luego, A C N(9,B) y como
r € A, se sigue que x € N(J, B). Asi, existe y € B tal que
d(z,y) <0 <e. Asi,y € B(e,x) N B, de donde B(e,z) N B # ()
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y como € fue arbitrario, se tiene que € B. Puesto que B es
un conjunto cerrado en X, se sigue que x € B. Por lo tanto,
A C B. Analogamente, se prueba que B C A. Asi, A = B.

Ahora supéngase que A = B. Luego, para todo € > 0, se tiene
que € € M(A, B). Asi, H(A,B) = 0.

(e) Ahora se verd que para cada A, B, C € 2%, se tiene que
H(A,C)< H(A,B)+ H(B,C).

Para esto, se demostrard que M (A, B)eM(B,C) C M(A,C).
Sea f € M(A,B)® M(B,(C), asi, existen e € M(A,B) y ¢ €
M (B, C) tales que 8 = e+6. Luego, A C N(e, B)y B C N(6,C).
Se verda que A C N(B,C). Para esto sea x € A, existe y € B
tal que d(z,y) < e. Luego, existe z € C' tal que d(y, z) < . Asi,
d(z,z) < d(z,y)+d(y, z) < e+ = . Por lo tanto, A C N(5,C).
Anélogamente, se puede probar que C' C N(f,A). De esto, se
deduce que g € M(A,C). Por lo tanto, M(A,B) ® M(B,C) C
M(A,C).

Luego,

H(A,C)=infM(A,C) <inf(M(A,B)® M(B,C)). (1.3.1)
Por otra parte, se sabe que para todo € € M(A, B) y para
todo 6 € M(B, (') se tiene que

mf{M(A,B)® M(B,C)} < e+ 4, entonces
mf{M(A,B) & M(B,C)} —0 <,

se sigue que
mf{M(A,B)® M(B,C)} —d <inf M(A,B) = H(A, B).
Luego

mf{M (A, B) ® M(B,C)} < H(A, B) + §. Asi,
mf{M (A, B) & M(B,C)} — H(A, B) < 6.
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Por lo que se tiene que

mf{M(A,B)®M(B,C)}—H(A,B) <inf M(B,C) = H(B,C).
(1.3.2)
De (1.3.1) y (1.3.2), se sigue que

H(A,C) < inf{(M(A, B)® M(B,C)} < H(A, B) + H(B, ).
]

Hasta el momento se ha dotado al hiperespacio 2% con una
métrica (la de Hausdorff). Como C,(X) estd contenido en 2%,
obsérvese que H también es una métrica para C,,(X).

Teorema 1.26. El hiperespacio 2% es un continuo.

Demostracion. Por el [9, Teorema 4.2], se tiene que 2% es com-
pacto, ademads por el [9, Teorema 2.4] es conexo, por lo que 2%
es un continuo. ]

A las familias 2% y C(X) con la métrica de Hausdorff se les
llama hiperespacios del continuo X, y precisamente C(X) es el
hiperespacio de los subcontinuos de X.

Teorema 1.27. Sean X un continuo, A, B € 2%X y e > 0.
Entonces H(A,B) < € siy solo si AC N(e,B) y BC N(¢, A).

Demostracion. Supéngase que H(A, B) < e.

Existe 6’ € M(A, B) tal que 6’ < e, A C N(§',B)y B C
N(0'; A). Ademads, por el Teorema 1.20 parte 3, se tiene que
N(¥',B) C N(¢,B) y N(¢/;A) C N(e, A). Por tanto, A C
N(e,B)y B C N(e, A).

Reciprocamente, supéngase que

ACN(e,B)y BC N(e, A).
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Asi, por el Teorema 1.20 inciso 4, se tiene que A C |J{N (9, B) :
d > 0,0 < e}. Dado que A es compacto, existen nimeros posi-
tivos, d1,...,0,, conn € N, talesque 6; < ey A C |J:_,; N(d;, B).
Sea o = mdz{d,...,d,}. Luego, para cada i € {1,...,n}, se
tiene que N(&;, B) C N(«a, B). Asi, |J._, N(§;, B) C N(a, B).
Luego, A C N(«a, B). De manera anéloga a lo anterior, como
B C N(e A), existe v > 0 tal que v < e y B C N(v,A).
Sea 8 = mdz{a,~}. Se tiene que 5 < e, A C N(5,B) y B C
N(B,A). Asi, 8 € M(A, B). En consecuencia H(A, B) < § < e.
Por tanto, H(A, B) < e. O

1.4. Topologia de Vietoris

Definicién 1.28. Sean X un continuo, n € N y Uy, ..., U, sub-
conjuntos no vacios de X. El vietorico de Uy, ..., U,, denotado
por (U, ..., Uy,), es el conjunto

{AEZX:ACUUZ-yAﬂUZ-#(D, paracadaie{l,...,n}}.

i=1
Definiciéon 1.29. Dado un subconjunto A de un continuo X.
Considérese las siguientes subcolecciones del hiperespacio 2% .

I'(A)={Be2*:BcC A}
AA) ={Bec2X . BNA#0) y
®(A)={Be2*:AcC B}.

Teorema 1.30. Sean X un continuo, n € N y Uy, ..., U, sub-
conjuntos no vacios de X. Las siquientes afirmaciones se cum-
plen.

LUy, Un) = DU Un) 0 [Nz MU
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2. Para cada A C X, se tiene que I'(A) = (A).
3. Para cada A C X, se tiene que A(A) = (X, A).

Demostracion. Para ver que se cumple 1, nétese que

(U, ..., U,) =

{Ae2X:Ac|Juin{Ae2 : AnU #0,i € {1,...,n}}

i=1

=r(Ju)niaw)

Por lo tanto, (Us,...,U,) = (UL, U;) N[N, A(U;)].  El
resto de la demostraciéon de este teorema se hace usando la defini-

cion de I'(A) y A(A). O
Teorema 1.31. Sean X un continuo, A € 2% y Uy, ..., U, con-
Juntos abiertos en X. Si A € (Uy,...,U,), entonces existen con-
jJuntos abiertos Vi, ...,V, en X tales que

Ae(Vi,....V,) C(Uy,...,Uy)
y Vi C U;, para cada i € {1,...,n}.

Demostracion. Si a € A, entonces existe i € {1,...,n}, tal que
a € U, yaque A C |J_, U;. Luego, como X es regular, existe
un conjunto abierto V, en X tal que a € V, C V, C U;.

Asi, A C [ J{V; : x € A}. Como, A es compacto, existen
m € Ny x,...,x,, € A tales que A C |J*,V,,. Por otro
lado, para cada i € {1,...,n}, sea b; € AN U;. Luego, para
cada i € {1,...,n}, sea W; un conjunto abierto en X tal que
b e W, CW; C U..

Ahora, para cada i € {1,...,n}, sean
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Ji:{ke {1,...,m} :ch Ul}y‘/;:WZU(UkEJZ‘/«Tk)
Se tiene que para cada i € {1,...,n}, V; es un conjunto abierto
en X,conV,CcU y ANV, #0.

Ademés, AcC |, Vi. Asi, Ae (Vi,..., Vo), vy (Vi,..., V) C

(U, ..., Up).

Por tanto, existen conjuntos abiertos Vi,...,V, en X tales
que A € (Vy,....V,) C{Uy,...,U,) yV; C U, para cada i €
{1,...,n}. O]

Teorema 1.32. /3, Lema 1.8/ Sean m, n € N, Uy,...,U, y
Vi,..., Vin subconjuntos de un continuo X. Si U = J_,U; y
V =", Vi, entonces

Uy, UV Vi) =
VAU,....VAU,UNVA,...,UNV,).

Teorema 1.33. Si X es un continuo y
B={{U,...,U,) :Uy,...,U, son abiertos en X yn € N},

entonces B es una base para una topologia del hiperespacio 2%
(la topologia generada por B, denotada por Ty es conocida como
la Topologia de Vietoris ).

Demostracion. Primero se vera que 2% = | B.

Nétese que (X) = {A € 2X: AcC X} =2% Asf, 2¥ € B. De
manera que 2% C |J B, luego, 2% = | B.

La demostracion de la segunda condicion, es decir, que para
cadaU,V eBcon AeclUNV, existe W € B tal que A € W C
U NV, se tiene escribiendo por ejemplo que U = (Uy, ..., U,),
yV=MW,..,Vyyconld =U; yV =V, de acuerdo al
Teorema 1.32 se puede tomar W = (V N Uy,...,V NU,). Por
lo tanto, B es una base para la topologia de 2. ]
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Todavia mejor se conoce una subbase para 7y .
Teorema 1.34. Sea X un continuo. El conjunto

S =A{T(U) : U es un conjunto abierto en X} U{A(U) : U es un
conjunto abierto en X}

es una subbase para la Topologia de Vietoris.
Demostracion. Sea

S ={ ﬂW : W es un subconjunto finito de S}.

Para ver que § es subbase para la topologia de Vietoris, basta
probar que S’ = B.

Sea U € B. Luego, sean Uy, ..., U, conjuntos abiertos en X
tales que U = (Uy,...,U,) y sea U = |J_, U;. N6tese que por
la parte 1. del Teorema 1.30, se tiene que U = T'(U) N [A(U7) N
- M A(U,)]. Es decir, U es una interseccion finita de elementos
de S. Asi, U € §'. De manera que B C §'.

Por otra parte, se vera que & C B. Para esto, sea V € S§.
Luego, V = I'(U) o V = A(U), para algin conjunto abierto
U en X, es decir, V = (U) o V = (X,U), de cualquier forma
V € B. Esto prueba que S C B. Ademas, por el Teorema 1.32,
se sabe que B es un conjunto cerrado bajo intersecciones finitas,
de manera que S’ C B. Por lo tanto, 8’ = B. Lo que demuestra
que S es subbase para la topologia de Vietoris. ]

Teorema 1.35. [4, Teorema 2.22] Sea X un continuo. La To-
pologia de Vietoris y la topologia inducida por la métrica de
Hausdorff en 2% son iguales.

Teorema 1.36. Sean X un continuo y A un subconjunto de X.
Se tiene lo siguiente.
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1. Si A es un conjunto abierto en X, entonces I'(A) y A(A)
son conjuntos abiertos en 2.

2. Si A es un conjunto cerrado en X, entonces I'(A), A(A) y
®(A) son conjuntos cerrados en 2°X.

Demostracion. 1. Sea A un conjunto abierto en X. Se vera que
['(A) es un conjunto abierto en 2.

Para esto, sea B € I'(A), luego, B € 2¥ y B C A. Como A
es un conjunto abierto en X, por el Teorema 1.21, se tiene que
existe € > 0 tal que N(e, B) C A.

Se verd que Byx (e, B) C I'(A). Sea C' € Byx(e, B), es decir,
H(B,C) < €. Por el Teorema 1.27, se tiene que C' C N(e, B) y
como N (e, B) C A, se sigue que C C A. Asi, C € T'(A). Luego,
Box (e, B) C T'(A).

Con todo esto, para cada B € T'(A), existe € > 0 tal que
Bsyx (e, B) C T(A), es decir, I'(A) es un conjunto abierto en 2.

Ahora, se demostrard que A(A) es un conjunto abierto en 2.

Sea B € A(A), luego, B € 2X y BNA#(. Seaxz € BN A.
Como A es un conjunto abierto en X, existe ¢ > 0 tal que
Bx(e,x) C A. Se probard que Box(e, B) C A(A). Sea C €
Byx (€, B), luego, H(B,C) < ¢, por el Teorema 1.27, se infiere
que B C N(e,C). Como z € B, existe y € C tal que d(z,y) < ¢,
es decir, y € Bx(e,x). Asi, y € A, luego, y € C' N A, de manera
que C' N A # (. Por lo tanto, C' € A(A). Asi, Byx(e, B) C A(A).
Esto prueba que A(A) es un conjunto abierto en 2.

2. Sea A un conjunto cerrado en X. Para probar que ['(A)

es un conjunto cerrado en 2%, basta ver que I'(A) C T'(A).

Sea B € I'(A) y sup6ngase que B & I'(A), es decir, B ¢ A.
Témese b € B\ A, como A es compacto y b € A, se tiene que
d(A,b) > 0.
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Sea ¢ = d(b, A). Dado que B € I'(A), se sigue que Box (€, B)N
I'(A) #0.

Sea E € Byx(e, B)NT'(A). Luego, H(B,E) < ey E C A.
Por el Teorema 1.27, se implica que B C N (¢, E). Como b € B,
existe e € F tal que d(b,e) < €. Dado que E C Ay e € A, se
tiene que d(b, A) < d(b,e). De manera que d(A,b) < ¢, lo cual
es una contradiccién.

Asi, B € T(A). Por lo que T(A) C T'(A). Se concluye que
I'(A) es un conjunto cerrado en 2%.

Por otro lado, si A es un conjunto cerrado en X, entonces
X \ A es un conjunto abierto en X. Por 1. de este teorema, se
sigue que I'( X'\ 4) es un conjunto abierto en 2%, asf, 24 \I'( X'\ A)
es un conjunto cerrado en 2%,

Nétese que 2X = A(A)UT(X \ A) y A(A)NT(X\ A) = 0.
Por lo tanto, A(A) es un conjunto cerrado en 2.

Ahora, se verd que ®(A) es un conjunto cerrado en 2X. Sea
B € ®(A) y supéngase que B & P(A). Asi, A ¢ B.Seaa € A\B.
Noétese que d(a, B) > 0. Sea € = d(a, B). Como B € ®(A), se
tiene que ®(A) N Byx(e, B) # (). Témese E € ®(A) tal que
H(B,E) < €. Por el Teorema 1.27, se sigue que £ C N(e, B).
Comoa € Ay E € §(A), existe b € B tal que d(a,b) < e. Como
d(a, B) < d(a,b), se tiene que € < €, lo cual no puede ser. Por
lo tanto, B € ®(A). Asi, ®(A) C ®(A). En consecuencia, se ha
demostrado que ®(A) es un conjunto cerrado en 2. ]

Teorema 1.37. Si X es un continuo, entonces el hiperespacio
C(X) con la métrica de Hausdorff es compacto.

Demostracion. Se sabe que 2% es compacto por el Teorema 1.26,
s6lo se necesita probar que C(X) es un conjunto cerrado en 2.
Para esto tomese una sucesion convergente cualquiera {4,}°°,
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de C(X) y supéngase que lim A, = A, donde A € 2X. Se tiene
que demostrar que A € C'(X). Resta demostrar que A es conexo.

Esto es, supongase por el contrario, que A no es conexo.

Luego, existen dos subconjuntos cerrados en X, ajenos y no
vacios Gy K tales que A = GU K. Sea € = inf{d(p,q) : p € G
y ¢ € K}. Debido a la compacidad de G y K, se tiene que
€ > 0. Para el numero 5, se sabe que existe n € N tal que
H(A,A,) < 5. Demodo que A C N(5,A,) y A, C N(5,A) =
N(5,G)UN(5, K), esta ultima igualdad se debe al Teorema 1.22.
Nétese que por la eleccion de ¢, los conjuntos N (5,G) y N(5, K)
son ajenos y abiertos; Como A, es conexo, no puede intersectar
a esos dos conjuntos, por lo que tiene que estar contenido en
uno sélo de ellos. Supénganse por ejemplo, que A, C N(5,G).
Luego, sea z € N(5,A,), entonces existe un y € A, tal que
d(x,y) < §, también existe un z € G tal que d(y, z) < §. Luego
se tiene que d(z,z) < d(z,y) +d(y,2) < §+ 5 = €, por lo que
x € N(¢,G).

En resumen se tiene que K C A C N(5,A4,) C N(¢,G). Pero
como K NG = () se tiene también que K N N(e,G) = (), de
nuevo por la eleccion de €, asi, no le queda mas que ser vacio,
esto contradice la elecciéon de K y termina la prueba de que A
es conexo. Por lo tanto, C(X) es un conjunto cerrado en 2% y,

asi es compacto.
[]

El siguiente teorema serd tutil para demostrar los Teoremas
1.54, 1.55 y 2.11.

Teorema 1.38. Sean X un continuo, {A,}°°, y {Bn}>> suce-
siones de elementos de 2%, tales que lim A,, = A y lim B,, = B,
donde A, B € 2% entonces

1.8t A, CB, para cada n € N, entonces A C B.
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2. llmA,UB, =AUB.
3.5t A,N B, #0 para cada n € N, entonces AN B # ().
4. No siempre es cierto que lim A, N B, = AN B.

Demostracion. 1. Sea x € A. Se vera que x € B. Puesto que B
es un conjunto cerrado, basta ver que € B. Sea ¢ > 0. Como
lim A, = A, existe N7 € N tal que, para cada n > Nj, se tiene
que H(A,, A) <35.

Como lim B, = B, existe Ny € N tal que para cada n > N,
se tiene que H(B,, B) < §.

Sea N = max{Ny, Na}. Luego, para cada n > N, se tiene
que H(A,, A) < §y H(B,,B) < §. Luego para cada n > N
por el Teorema 1.27, se tiene que A C N(5, A,), A, C N(5,A),
B, C N(5,B)y BC N(%,B,).

Ahora, fijese m € N tal que m > N.Como A C N(§,A),
existe y € Ay, tal que d(z,y) < §. Por hipdtesis, A,, C B, asf,
y € By,. Como B,, C N(§,B), existe z € B tal que d(y, z) < §.
Por la desigualdad del triangulo, se tiene que d(x, z) < d(z,y)+
d(y,z) < §+ § = €. De manera que z € B(e,r) N B. En conse-
cuencia, B(e,z) N B # (). Asi, x € B = B. Por lo tanto, A C B.

2. Sea € > 0. Se quiere probar que existe N € N tal que, para
cada n > N, se tiene que H(A, U B,, AUB) < e.

Como lim A, = A, existe N; € N tal que, para cada n >
Ny, se tiene que H(A,, A) < e. Similarmente, como lim B, =
B, existe Ny € N tal que, para cada n > N, se tiene que
H(B,,B) <e.

Sea N = max{Ny, No}. En consecuencia, para cada n > N,
se tiene que H(A,,A) < ¢ y H(B,,B) < €. Luego, por el
Teorema 1.27, para cada n > N, se tiene que A C N(e, Ay),
B C N(¢,By), A, C N(e,A) y B, C N(¢, B). De manera que,
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para cada n > N, se tiene que AU B C N(¢, A,) U N(e, By)
v A, U B, C N(e,A) U N(e, B). Luego, por el Teorema 1.22,
para cada n > N se tiene que, AU B C N(¢, A, U B,) y
A,UB,, C N(e, AUB). Por tanto, para cadan > N, se tiene que
H(A,UB,, AUB) < €. Se concluye que lim (A,UB,) = AUB.

3. Supéngase que ANB = (), por el Teorema 1.23, existe € > 0
tal que N(e, A) N N (e, B) = (). Por otro lado, como lim A, = A
y lim B, = B, existen N1, No € N tales que, para cada n > Ny,
se tiene que H(A,, A) < €y, para cada n > N,, se tiene que
H(B,, B) < e.

Sea N = mdx{Ny, Na}. Luego, para cadan > N, se tiene que
H(A,,A) < ey H(B,,B) < €. Por el Teorema 1.27, para cada
n > N se tiene que A C N(e, A,), B C N(e,B,), A, C N(e, A)
y B, C N(e, B).

Fijese m € N tal que m > N. Por hipédtesis, se tiene que
AN By, # 0. Sea ¢, € A, N By, entonces ¢, € N(e,A) y ¢, €
N(e, B), asi, N(e, A)NN (e, B) # 0, lo cual es una contradiccién.
Por lo tanto, AN B # 0.

4. Considérese el continuo X = [0, 1]x[0, 1]. Para cadan € N,
sean A, = [%7 1] x {%}7 pn = (1, %)7 4n = (0, nLH)? Y Bn = Dnln,
donde P, ¢, es el segmento de linea que une a los puntos p, v ¢,.

Obsérvese que {A,}22, v {B,}>2 son sucesiones de elemen-
tos de 2% tales que lim A, = Ay lim B, = B, donde A =
3,1] x {0}, B =[0,1] x {0}. Luego, AN B = [1,1] x {0} = A.

Por otro lado, para cada n € N, se tiene que A, N B,, = {p,}.
Asi, lim (A, N B,) = {po}, donde py es el punto (1,0). Por lo
tanto, lim (A, N B,) # AN B. O

Como consecuencia del primer punto del teorema anterior se
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tiene:

Corolario 1.39. [1, Corolario 1.1] Sean {A,}22, C X tal que
A, — A para algin A € 2%, y {a,}*>, C X tal que a,, — a para
algin a € X y a, € A, para toda n € N. Entonces a € A.

1.5. Funciones de Whitney

Uno de los resultados fundamentales en la teoria de hiperes-
pacios garantiza la existencia de las funciones de Whitney para
el hiperespacio de subconjuntos cerrados no vacios de un con-
tinuo, este resultado se debe a Hassler Whitney, quien en 1933
fue el primero en construir este tipo de funciones especiales en
ciertos espacios topoldgicos.

Definicién 1.40. Sea X un continuo. Una funcion de Whait-

ney para 2% es una funcion continua i : 2% — R tal que
1. Para cada x € X, se tiene que u({z}) = 0.

2. Para cada A, B € 2% tales que A C B, se tiene que p(A) <
n(B).

Una funcion de Whitney para el hiperespacio C(X) es una fun-
cion continua de C'(X) en R que satisface las condiciones 1 y
2.

Las funciones de Whitney proporcionan una manera de medir
el tamafio de los elementos de 2X y constituyen una herramienta
muy importante para estudiar la estructura de los hiperespacios.

El siguiente resultado es un analogo del conocido criterio M.
de Weierstrass, el cual, muestra una manera de construir fun-
ciones continuas a partir de sucesiones de funciones continuas.
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Esto servirda para dar una expresion explicita de algunas fun-
ciones de Whitney.

Lema 1.41. [6, 10.5, pag. 85] Si {in}nen €s una sucesion de
funciones continuas de X en R y M > 0 tales que | pn(x) |<
M, para toda n € N y para toda x € X, entonces la funcion
i X — R definida por

_ y0o ﬂn<x)
M(x)_znzl on

es una funcion continua.

Teorema 1.42. Si X es un continuo, entonces existen funciones
de Whitney para el hiperespacio 2.

Demostracion. Como X es un espacio métrico compacto, se puede
elegir un conjunto denso y numerable, D = {z1, z,... }, de X.
Para cada n € N, se define

o = 2% = [0, 00),

como p,(A) = mdz{d(a,z,) : a € A} — min{d(a,z,) : a € A}.
Como X es compacto, entonces X esta acotado luego, tiene
supremo y ya que la funcion d es continua se garantiza que
alcanza su maximo y su minimo.
“Geométricamente, j1,,(A) se puede interpretar como el ancho
del anillo minimo centrado en z, que contiene a A”.
Finalmente se define

2% =0, 00),

como u(A) = 22021“"2(,?).
Se probara que p cumple las propiedades 1 y 2 de la Defini-
cion 1.40. Se verd primero que para cada n € N, se tiene que pu,

es continua.
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Sean € > 0, A, B € 2% y § = &, tales que H(A, B) < 4. Se
demostrara que p, es uniformemente continua. Como A y B son
compactos, existen elementos a1, ays € A y by, by € B, tales que

= mdz{d(z,,a) : a € A}

d(
d(zn, a2) = min{d(z,,a) : a € A}
(#ii) d(zp,b1) = mdz{d(z,,b) : b € B}
(v) d(zp,bs) = min{d(z,,b) : b € B}.
Como H(A, B) < 4, por el Teorema 1.27, se tiene que A C

N(0,B)y B C N(4,A), de manera que existen x, y € A tales
que d(x,b;) <y d(y,by) < 6. Por la desigualdad del triangulo
y como d(z,, ) < d(z,,a1) por (i), se tiene que

d(zn,b01) < d(zn, ) +d(z,b1) < d(2zp,a1) + 0.

Asi,
d(zp,b1) — d(zn,a1) < 0 (1.5.1)

Por otra parte y de manera analoga a lo anterior, se tiene que
d(zna a?) S d(Zn, y) S d(Zn, b2) + d(b27 y) < d(Zn, b2) + 67

de donde
d(zp,a2) — d(zn,by) < 0 (1.5.2)

De manera andloga existen x1, y; € B tales que d(x1,a1) < §
y d(y1,as) < 4. Luego,

d(zn,a1) < d(zn,z1) + d(z1,01) < d(2p,b1) + 0.
Por lo tanto,

d(zn,a1) — d(z,,b1) < 0. (1.5.3)
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Ademas,
d(zna b2) < d(Zn, yl) < d(zna a2) + d(a27 yl) < d(zna a2) + 0.

Asi,
d(zn, bo) — d(2p,a9) < 6. (1.54)

Por lo tanto, de (1.5.1) y (1.5.3), se sigue que
| d(zn,01) — d(zp,a1) |< 6
y de (1.5.2) y (1.5.4), se obtiene que
| d(z, a2) — d(zp, b9) |< 6.
De manera que | d(zy,b1) — d(z, bo) — (d(2, a1) — d(2p, a2)) |
<| d(zp,b1) — d(zn,a1) | + | d(zn, a2) — d(2zp,b2) |< 0+ 0 = €.

Es decir,
| pnl(B) = pa(A) |< e (1.5.5)

Ahora, si x € X, entonces
pn({z}) = mdz{d(z,,a) : a € {x}} — min{d(z,,a) : a € {z}}
= d(zp,x) — d(zy,z) = 0.

De aqui,
p({x}) = 0. (1.5.6)

Se probard que si A C B, entonces u,(A) < p,(B). Para
esto, sea A C B, asi{d(zn,a) : a € A} C {d(z,,b) : b € B}. De
aqui,

mdz{d(z,,a) :a € A} < mdx{d(z,,b) : b€ B}y
min{d(z,,b) : b € B} < min{d(z,,a):a € A},
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se sigue que
—min{d(zp,a) :a € A} < —min{d(z,,b) : b € B}.
Por tanto,
max{d(zp,a) :a € A} — min{d(z,,a) :a € A} <

mdz{d(z,,b) : b € B} — min{d(z,,b) : b € B}
es decir,
in(A) < (). (L5.7)
Ahora se vera que la sucesién {u,}°°; es uniformemente aco-

tada.
Para esto, si M = didm(X), entonces

mdz{d(z,,a):a € A} — min{d(z,,a) :a € A} <

mdzx{d(z,,a) :a € A} < M.

De donde, para toda n € N y para toda A € 2%, se tiene que
fin(A) < M.

Luego, la funcién p estd bien definida. Por (1.5.5) y por el
Teorema 1.41, se tiene que u es continua. Ahora se probard que
si A C B, entonces existe un n € N tal que

pin(A) < pin(B). (1.5.8)

Sean A, B € 2% tales que A C B. Elfjase by € B\ A. Como
A es un conjunto cerrado, existe € > 0 tal que Bx(e,by) N A = 0.
Como D es denso, existe 2, € D N Bx(5,by). Para esta n se
verd que fi,(A) < u,(B). Nétese que

max{d(zp,a) :a € A} < mdzx{d(z,,b):b€ B}y
min{d(z,,b) : b € B} < d(zy,bp).
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Ademas,

min{d(z,,a) :a € A} > g
Porque de lo contrario, si

min{d(z,,a) :a € A} < g,

entonces existe a € A tal que d(z,,a) < § y esto implica que
d(a,by) < d(a,z,) + d(z,,by) < e.

Asi, a € Bx(e,bp) N A, lo cual es una contradiccién. Por lo
tanto,

min{d(z,,a) :a € A} > % > d(zp, by) > min{d(z,,b) : b € B}.
Luego,
pn(A) = mdz{d(zn,a) : a € A} — min{d(z,,a) :a € A}

< max{d(z,,b) : b € B} — min{d(z,,b) : b € B} = u,(B).

Luego, se tiene que si A C B, entonces u(A) < u(B).
Por tanto, p es una funcion de Whitney. []

El siguiente resultado asegura la existencia de una funcion de
Whitney para C'(X).

Teorema 1.43. 57 X es un continuo, entonces existen funciones
de Whitney para C(X).

Demostracion. Por el Teorema 1.42, se sabe que si X es un con-
tinuo existen funciones de Whitney para el hiperespacio 2% por
lo que existe una funcién yu : 2% — [0, 1] que cumple con:

1. Para cada x € X, se tiene que u({z}) = 0.
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2. Para cada A, B € 2% tales que A C B se tiene que u(A) <
n(B).

Témese la funcién 1 : p |cx): C(X) — [0,1] se verd que es de
Whitney.

Sean A, B € C(X) con A C B, como C(X) C 2%, se tiene que
n(A) < n(B). Por ultimo como para todo p € X : u({p}) =0,
se tiene que 7 es funcién de Whitney. []

Teorema 1.44. 51 A y B son subcontinuos de X tales que
AC B, pu:C(X) — [0,1] es una funcion de Whitney y t €
(L(A), u(B)], entonces existe C € C(X) tal que AC C C By
u(C) =t.

Demostracion. Sea
A=p ' ([t1])( {D € C(X): ACDCB}.

Nétese que p1([t,1]) es un conjunto cerrado en C(X) ya que
1 es una funcion continua, luego, por el Teorema 1.36, se tiene
que {D € C(X): A C D C B} es un conjunto cerrado en
C(X). Asi, el conjunto A es cerrado en C'(X). Por tanto, A es
compacto, ademas es diferente del vacio ya que B pertenece a
él. De manera que p alcanza su minimo en A, es decir, existe
E € A tal que pu(F) < u(D) para toda D € A.
Ahora, sea

B=p ' (0,t)( {DeC(X):ACDcCE}.

De nuevo, el Teorema 1.36, nos garantiza que B es compacto
y como A pertence a B se tiene que B # (), asi, u alcanza su
maximo en 3. Es decir, existe un elemento F' € B tal que p(D) <
p(F) para toda D € B.
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Si ocurriera que p(FE) =t o u(F) = t, se podria proponer al
conjunto C' como C' = E o C' = F. Supdngase que u(F) <t <
pu(E). Como, F' C E, se tiene que F' C E. Por el Teorema 1.17,
existe G € C(X) talque A C F C G C E C B. Asi, u(F) <
w(G) < p(E). Sit < pu(G), entonces G € Ay u(G) < u(E),
lo cual es una contradicciéon. Si u(G) < t, entonces G € By
u(F) < u(G), esto contradice la eleccién de F. Con esta doble
contradiccién terminamos la prueba de que pu(E) =t o u(F) =1t
y también la demostracion del teorema. ]

1.6. Arcos Ordenados

La intencién de esta seccion es exponer la existencia de por
lo menos un arco ordenado en los Hiperespacios 2% y C(X), lo
que sera de utilidad para demostrar que C,,(X) es arco conexo.

Definicién 1.45. Sean X un continuo y A, B € 2% tales que
A C B. Una funcién continua « : [0,1] — 2% es un arco or-
denado de A a B en 2%, si cumple lo siquiente.

1. a(0)=Aya(l) =B.
2. sit, s €0,1] tales que t < s, entonces a(t) C a(s).

Por lo regular un arco ordenado «, de A a B, se identifica con
su imagen y se dice que I' = ([0, 1]) es el arco ordenado de A
a B. De manera que para cada C' € I', se tiene que A C C' C B.

Definicién 1.46. Un espacio topologico X es arco conexo, si
para cualesquiera x,y € X con x # vy, existe un arco en X de x
ay.

Recuérdese que un espacio topoldgico Y es arco conexo si para
cada dos elementos diferentes p y ¢ € Y existe un arco o en Y
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cuyos extremos son p y ¢q. También recuérdese que un arco es un
espacio homeomorfo al intervalo [0, 1]. Por otra parte, el espacio
topolégico Y es conexo por trayectorias si para cualesquiera dos
elementos p, ¢ € Y, existe una funcién continua v : [0, 1] — Y tal
que ¥(0) = py v(1) = ¢q. Claramente los espacios arco conexos
también son conexos por trayectorias, sin embargo la implicacién
inversa no es cierta. Véase el siguiente ejemplo.

Sea Y = [0,1) U{y, 2}, donde y y z son puntos diferentes
tales que y,z no pertenecen a [0,1). Los conjuntos abiertos
bésicos para los puntos en [0, 1) se toman como los béasicos de la
topologia que R le hereda a este espacio. Los conjuntos abiertos
basicos para y son los conjuntos de la forma {y} U (b, 1), donde
b€ (0,1) y los conjuntos abiertos basicos para z son los conjun-
tos de la forma {z} U (b, 1), donde b € (0,1). Nétese que Y es un
espacio topologico Ti que no es de Hausdorff. Observar que Y
es conexo por trayectorias pero que los puntos y y z no pueden
ser conectados por ningun arco en Y. Por tanto Y no es conexo
por arcos.

Una cosa sorprendente es que si le pedimos a un espacio
topologico que sea de Hausdorff, entonces la conexidad por trayec-
torias es equivalente a la conexidad por arcos y dado que los
continuos siempre son de Hausdorff se pueden usar los dos con-
ceptos de manera indistinta, cuando se hable de continuos.

Teorema 1.47. [16, Teorema 8.23] Cada continuo localmente
CONETO €S arco conexo.

El reciproco del Teorema 1.47 no es valido, como se muestra
en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.48. Sea A = ([0,1] x {0}) U ({= :n e N} x [0,1]) U
({0} x[0,1]). El conjunto A es un continuo y es conocido como el
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espacio peine, este continuo es arco conexo pero no es localmente
CONETO.

Teorema 1.49. [16, Teorema 8.26] Todo subconjunto conezo y
abierto de un continuo localmente conexo es arco conero.

Definicién 1.50. Dado un espacio topologico Y y un punto p €
Y, la casi componente QQ(p) dep enY es

Q(p) =(H{E CY : E es un conjunto abierto y cerrado en'Y y
p € E}.

Teorema 1.51. [9, Teorema 6.3] Sea Y un espacio topoldgico
compacto y de Hausdorff. Entonces para cada punto p € Y, la
componente C(p) de p en Y coincide con la casi componente

Q(p) dep enY.

Teorema 1.52. Sea X un espacio topologico compacto y Haus-
dorff. Si K es una componente de X y F' un conjunto cerrado
en X tales que F N K = (), entonces existe un conjunto abierto
y cerrado L en X tal que K C L y LNF = 0.

Demostracion. Sea p € K, por el Teorema 1.51, se tiene que
K = C(p) = Q(p). Para cada y € F, tenemos que y ¢ K, de
manera que existe un conjunto abierto y cerrado Vj, en X tal
quepeV,yy ¢V,

Sea X, = X'\ V. Luego, X, es un conjunto abierto y cerrado
en X tal que y € X, y p ¢ X,. Como K es un conexo y V,, X,
forman una separaciéon de X, se sigue que K C V, o K C X,
Como p € V, N K, se tiene que K C V,, asi, K N X, = (. Como
la familia { X, : y € F'} es una cubierta abierta del compacto F),
existen m € Ny yy,...,yn € F talesque I C X,, U---UX, .

Sea

L=X\(X,U---UX,)
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=X\X,Nn---NnX\X,,
= XANXAV) N NXN (XA,
:%lm...m\/ym.

Luego, L es un conjunto abierto y cerrado en X, ya que se
tiene que V), son conjuntos abiertos y cerrados en X para cada
i=A{1,...,m}.

Luego, X, U---U X, y X\ (X, U---UX, ) forman una
separaciéon de X y K conexo. Asi, K C Lo K C X, U---UX, .

Como KNL # (), se tiene que K C L, ademds, LN(X,,U---U
X,,) =0, como F C (X,,U---UX, )setieneque LNF =(. O

Teorema 1.53. [4, Teorema 3.11] Sean X,Y continuos y sea
f X = Y una funcion, f es continua si y solo si para cada
sucesion de puntos {p,}>2, en X que converge a un punto p en
X se tiene que si lim f(p,) = q, entonces ¢ = f(p).

Teorema 1.54. Sean X un continuo y A, B € 2% tales que
A C B. Eziste un arco ordenado de A a B en 2% si y sélo si
toda componente de B intersecta a A.

Demostracion. (Necesidad) Supdéngase que existe un arco orde-
nado a : [0,1] — 2% de A a B en 2%. Entonces a(0) = A4,
a(l)=By a(s) & at), cuando 0 < s <t < 1.

Supongase, por el contrario, que existe una componente K de
B tal que K N A = (). Por el Teorema 1.52, existe un conjunto
abierto y cerrado L en B tal que K C Ly LN A = (). Es claro
que LN(B\L) =0y L # 0. Yaque A C B\ L, se sigue
que B\ L # (). También se tiene L U (B \ L) = B. Asi, por
el Teorema 1.36, se tiene que I'(B \ L) y A(L) son conjuntos
cerrados en 2%. Nétese que B € A(L) y A € I'(B\ L) y que
I'(B\ L)NA(L) = (. Como « es un arco ordenado en 2% de A a
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B paracadat € [0, 1], se tiene que A = «(0) C a(t) C a(l) = B.
Se vera que «([0,1]) C I'(B\ L) UA(L). Para esto sea t € [0, 1].
Como, a(t) C B=[LU(B\L),si a(t)NL # 0 asf a(t) € A(L).
Si a(t) N L = 0, se tiene que «(t) C B\ L, es decir, a(t) €
I'(B\ L). Por lo tanto, «([0,1]) C I'(B\ L)UA(L) lo cual es una
contradiccién ya que [0, 1] es conexo y no puede estar contenido
en dos conjuntos cerrados, ajenos, no vacios intersectando a cada
uno de ellos.

(Suficiencia) Ahora supéngase que toda componente de B in-
tersecta a A. Por el Teorema 1.42 existe una funcién de Whitney
w25 —[0,1].

Sea C(B) = U{D € C(X): D C B}.

Noétese que C(B) = C(X) N I['(B). Por el Teorema 1.37, se
tiene que C'(X) es un conjunto cerrado en 2X. Por el Teorema
1.36, se tiene que I'(B) es un conjunto cerrado en 2%. Luego,
C(X)NT(B) es un conjunto cerrado en 2X. Asf, C(B) es un
conjunto cerrado en 2% y por [9, Teorema 4.2], se tiene que 2%
es compacto. Luego, C(B) es compacto.

Ahora sea F': A x [0,1] — C(B) definida para cada (a,t) €
A x [0,1] por F(a,t) =U{D €C(B):a€ D,u(D) <t}ypara
cada t € [0,1] témese a(t) = J,c4 F(a,t).  Se verd que «f(t)
es un conjunto cerrado en X.

Para esto se demostrard que a(t) = a(t).

Sea p € «(t). Existe una sucesion {p,}>2; C a(t) tal que

lim p, = p.
n—oo
Que p, € «(t) significa que p, € | J{F(a,t),a € A}. Luego,
existe a,, € A tal que p, € F(a,,t,), estoesquep, € D, € C(B).
Asia, € D,y u(D,,) < t,.
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Como A es compacto y C(B) también es compacto, se pueden
tomar subsucesiones convergentes

{ank}ioﬂ y {an}?:l de {an}?zozl y {Dn}%ozl

de puntos de A y subcontinuos de B respectivamente, que con-
vergen a un punto a € A y a un subcontinuo D de B, respecti-
vamente. Con lo que se tienen dos sucesiones {{a,, }} v {Dn,}
tales que {a,,} converge a {a} y D,, converge a D, y como
{an,} () Dy, # 0 por el Teorema 1.38, se tiene que {a} N D # ().
Asi, a € D.

Como se tenia que a € A y por lo anterior a € D se tiene que
a € DNA. Ademas como D,, converge a D, por continuidad de
p se tiene que (D, ) — (D). Asi u(D,,) <t, vy u(D) <t.

De manera que p € F'(a,t) C a(t). Por lo tanto, se tiene que
a(t) es un conjunto cerrado.

Ahora se mostrara que la funcién « : [0,1] — 2% es continua.

Por el Teorema 1.53 basta probar que si {t,,}>°; es una suce-
sién de puntos de [0, 1] tal que limt, =t y lim«a(t,) = F para
alguna E € 2%, entonces £ = a(t). Se mostrard que estos dos
conjuntos son iguales viendo las dos contenciones.

Primero témese un punto p € «(t). Luego, por definicién
existe un a € A tal que p € F(a,t), asi por la definicién de
F(a,t), existe D € C(B) conp e D tal quea € Dy u(D) < t.

Para cada n € N sea .S,, = min{t,, u(D)}, considérese los dos
casos posibles.

Suponiendo que S, = t, asi t,, < (D) por definicién de
minimo. Como u({a}) =0 < t, < p(D) por el Lema 1.44 existe
un subcontinuo D,, tal que {a} C D, C Dy u(D,) = S,.

Ahora supéngase que S, = u(D). Sea D,, = D. Como C(D)
es compacto existe { Dy, }72, de {D,}>2 | que converge a un ele-
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mento Dy de C (D). Notese que

lim S,, = lim min{¢,, u(D)} = min{lim¢,, u(D)} =
min{t, (D)} = u(D).

Luego, por la continuidad de p se tiene que
(Do) = lim pu(Dy, ) = Um Sy,. = p(D),
notese que {S,, }72, es una subsucesién de {S,}>° . Luego,
lim s, = u(D).

Ya que Dy C D, se concluye que Dy = D, como u es de Whitney,
se tiene que Dy D o D C Dy como D € C(D), se tiene que
Dy C D. Luego, no puede suceder que Dy € D. Asi D C D, por
lo que D = D,.

Obsérvese que D € C(B), con lo que D C B. Ahora como
D,, € C(D), se tiene que D,, C D. Luego, D,, C B.

Asi D,, € C(B) en particular D,, € C(B).

Se tiene que a € D, , ademds como s, < t, y u(D,) = sy, se
tiene que u(D,) < t, en particular u(D,,) < t,,. Luego, para
cada k € N D,, C F(a,t,,).

Por otro lado, nétese que F'(a,t,,) C a(t,,), asi, D,, C a(t,,)
por el Teorema 1.38, se tiene que Dy = lim D,,, C lima(t,,) =
E. Como D C Dy, se tiene que D C E y como p € D se tiene
que p € E. Por lo tanto, a(t) C E.

Ahora témese un punto p € E existe una sucesién {p, }>°; de
X tal que limp, = p y p, € a(t,) para toda n € N, existe un
a, € A tal que

pn € Flay,t,) = U{D €C(B),a, € D,u(D) <t,}
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de aqui, existe un D,, € C(B) tal que p, € D, ,u(Dy) < t,y
a, € D,. Con todo esto dadan € N existen a, € Ay D,, € C(B)
tales que pp,a, € D,y p(D,) < t,.

Como A y C(B) son compactos, existen subsucesiones

{a’nk}%il y {an}i‘;l de {a,}p2y v {Dn}ney

respectivamente tales que lima,, = o y limD,, = D para
algunos @ € Ay D € C(B). Por continuidad de u se tiene
u(D) < t. Por el Teorema 1.38 se tiene que p,a € D, esto
debido a que como para todo k € N pasa que p,, € D,, y
{pn.} C D,,, nuevamente por el Teorema 1.38, se tiene que
{p} =lim{p,, } Clim D,, = D es decir p € D.

Como también para todo £ € N a, € D,,, se tiene que
{a,,} C D,, conlo que a € D. Por lo tanto, « es continua.

Luego, dado a € A se sabe que

F(a,0)=U{D €C(B):a€ D,uD) <0} ={a}
por lo que
a(0) = {F(a,a) :a€ A} = J{a:a € A} = A.

Dadaa € Asi D € C(B) y a € D, entonces D esta contenida
en la componente Cp(a) de B que contiene a a.

Como F(a,1) = |J{D € C(B) : a € D,u(D) < 1} donde
cada D es conexo tal que a € D, F(a,1) es conexo con a €
F(a,1) C B. Luego, F(a,1) C Cg(a).

Por otra parte, Cg(a) € C(B). Ademads nétese que a € Cp(a)
y #(Cp(a)) < 1. Luego,

Cpla) e {D e€C(B):a€ D,uD) <1}

De manera que

Cpla) CU{DeC(B):ae D,u(D) <1} = F(a,l).
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Con lo anterior, se tiene que F'(a,1) = Cp(a) para todo a €
A, ya que A intersecta a toda componente de B donde B =
U{C5s(a) : a € A} = J{F(a,1) :a € A} = «a(1). Por lo tanto,
a(l) = B.

Por otro ladosi 0 < s <t <1lypé€ a(s) =J{F(a,s):a¢€
A}, entonces existen a € Ay D € C(B) tales que a,p € D'y
(D) < s < t. Deaqui, D C F(a,t). Como F(a,t) C a(t), es
decir p € D C a(t). Esto demuestra que «a(s) C a(t).

Resta probar que si 0 < s <t < 1, entonces a(s) C «a(t). Esto
no es necesariamente cierto pero se dara una parametrizacion de
a que si cumpla con la condicion.

Sean u = pu(A) y v = u(B). Dada

te0,1], A=a(0) C a(t) C a(l) = B.
Asi, que

u=p(A) = w((0)) < pla(t)) < pla(l)) = p(B) = v.

De modo que p(a(t)) € [u,v].

Si A = «([0, 1]), entonces A es un subconjunto compacto de
2% tal que u(A) = [u,v].

Dadas s < t tales que a(s) # «a(t), se tiene que a(s) C a(t).
De modo que p(a(s)) < pu(af(t)). Esto muestra que | A: A —
[u, v] es una biyeccion. Sea por ejemplo ¢ : [0, 1] — [u, v] tal que
¢(t) = u+ t(v —u) donde ¢ es una biyeccién creciente; « es un
arco ordenado ya que:

P a(0) = [(u [ A)" o 8)(0) = (1| A)7H(0)) = (| A) 7 (u) =

a(1) = [ ] A 0 8)(1) = (| A (1) = (] A~ (o) =
B [l
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Teorema 1.55. Si X es un continuo y A, B € C(X) tales que
A C B, entonces existe un arco ordenado de A a B en C(X).

Demostracion. Por el Teorema 1.43, existe una funcién de Whit-
ney u: C(X) — [0, 1]. Considérese el conjunto

E={u(A }U[ )ﬂ@}

Sean r1, 79, ... una enumeraciéon del conjunto E tal que r =
p(A) y r2 = pu(B).

Se verd que existe una sucesién {A;}22; en C'(X) tal que, para
cada n,m € N si r, < ry,,, entonces A, C A, v (An) = T

En efecto, sean A1 = Ay Ay = B (asi, u(A1) =r1y p(As) =
r9). Como r3 € (ry,r2), por el Teorema 1.44, existe A3 € C(X)
tal que Ay C A3 C Ay y u(As) = r3. Luego, como 14 € (11,73),
nuevamente por el Teorema 1.44, existe Ay € C(X) tal que
Ay C Ay C Az y ,LL(A4) =Ty4.

Supongase por inducciéon que ya se han construido subconti-
nuos Ay, ..., A, de X que satisfacen las propiedades senaladas.
Por la densidad de E, existe un 7,41 € (r1,7,), ahora, por el
Teorema 1.44, existe A,;1 € C(X) tal que Ay C A,p1 C Ay y
p(Any1) = T

Por lo tanto, de forma inductiva, se ha obtenido la sucesion
{A;}52, en C(X) deseada.

Sea A = {A4,... }C(X)
homeomorfismo.

Noétese que A es compacto y fA €s continua. Por la cons-
truccién de A, se tiene que p(A) C [r1,72]. Ademds, u(A) es
un compacto que contiene a todos los nimeros racionales del
intervalo no degenerado [rq,73]. De modo que p(A) = [ry,rql.
Por lo tanto, [l A €S suprayectiva.

. Se vera que 4 : A — [rq,72] es un



1.6 Arcos Ordenados 47

Ahora, se verd que 4 es inyectiva. Sean C, D € A tales que
C # D. Luego, existen subsucesiones {A,, }72; v {Am, }72, de
{A;}152, tales que {A,, }32, converge a C'y {A;, }72, converge
aD

Considérese las respectivas subsucesiones {7y, }7° ;| v {7m, } 72
Luego, para cada k € N, se tiene que 7, < 1, 0 Ty, < 7. Co-
mo el conjunto N es infinito, se infiere que 7, < 7y, 0 T, < T,
ocurre, para una infinidad de numeros k. Asi, se puede supo-
ner que para cada k € N, r,, < r,,. Por la construccién de
{41521, Ay, C Ay, para cada k € N. Luego, por el Teorema
1.38, C' C D. Dado que C # D, se sigue que pu(C) < u(D).
Por lo tanto, pu4 es inyectiva. Puesto que p4 es una biyeccion
continua, A compacto y [ry, ;] es Hausdorff, se tiene que p4 es
un homeomorfismo.

Considérese un homeomorfismo estrictamente creciente

¢I [0, 1] — [7“1,7“2]

tal que ¢(0) = r1 y (1) = ry. Definase a = (pu4) "o : [0,1] —
A C C(X). Nétese que « es continua, (0) = (1) *(¢(0)) =
(1114) "' (r1) = A, andlogamente (1) = B. Ademds, si s, t € [0,1]
tales que s < t, entonces ¢(s) < ¢(t). Asi, a(s) < a(t), ya que
{44 es una biyeccién. Por lo tanto, o : [0,1] — C(X) es un arco
ordenado de A a B en C(X). O
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Capitulo 2

Propiedades de Cy(X)

2.1. Modelos para el arco y el circulo

Concretamente, se describiran los modelos para los hiper-
espacios C([0,1]),C(S1) y C5([0,1]). Como se ha dicho ante-
riormente, los hiperespacios son familias cuyos elementos son
subconjuntos de un continuo X. A continuacion se presentaran
algunos modelos de dichos hiperespacios.

Ejemplo 2.1. El Modelo topoldgico de C([0,1]).

Para esto tomese en cuenta que:

C([0,1])={A C [0,1] : A es un subconjunto no vacio, conexo y
cerrado en [0,1]} = {[a,b] C [0,1] : 0<a < b < 1}.

Obsérvese que C([0,1]) es homeomorfo al conjunto T, donde
T={(a,b) eR*:0<a<b<1}.

Nétese que el conjunto T es el tridngulo en R? acotado por
el eje Y, la diagonal y la recta que esta formada por los puntos
cuya sequnda coordenada es iqual a 1.

49
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Se puede decir que un modelo para C([0,1]) es un tridngulo.
De hecho el mismisimo intervalo [0,1] queda representado por
el punto (vértice) (0,1). Un conjunto de la forma {p}, donde
p € [0,1], también pertenece a C([0,1]) y se puede representar
como {p} = [p,p|, por lo que el punto del tridngulo que lo repre-
senta es el punto (p,p). De modo que si se consideran todos los
puntos de esta forma, se obtiene uno de los lados del triangulo,
precisamente lo que tiene en la diagonal. Vea la Figura 2.1.

A

A 4

Figura 2.1: C([0, 1])

Ejemplo 2.2. El Modelo topoldgico de C(S*). Ahora considérese
la circunferencia unitaria S', y recuérdese que tiene como sub-
continuos a los conjuntos que constan de un solo punto, los sub-
arcos y a S mismo. Cada subarco A estd perfectamente deter-
minado por su punto medio, m(A), y su longitud, I[(A). Ast, al
conjunto A se le pude asignar el punto p(A) que se encuentra
afuera de St, que tiene distancia I[(A) de S' y que satisface que
la recta que une a m(A) y p(A) pasa por el origen. Esta repre-
sentacion puede ser extendida a los conjuntos que constan de un
sélo punto a uno de tales conjuntos {p} simplemente asigndndole
p. Vea la Figura 2.2.
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Figura 2.2: p(A) = m(A)(l +I(A))

Notese que a medida que se aleja de la circunferencia, hacia
afuera, los puntos respectivos representan a arcos que se parecen
cada vez mds a S*, por lo que al final de cada segmento, para
que la asociacion sea continua, se deberia poner a un punto que
represente a S'. Vea la Figura 2.5.

Figura 2.3: p(A) = m(A)(l + I(A))

Para mejorar la representacion, en lugar de ir hacia afuera de
la circunferencia, los segmentos van hacia adentro y terminan
en el origen. De esta manera no hay problema de continuidad si
a St se le asigna el origen. Esto es usando la asignacion

I(A)

F(A) = (1= 52 )m(4),

para cuando A es un subarco de S' o un conjunto de un sdlo
punto, y f(S?) = origen. Vea la Figura 2.4.
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Figura 2.4: f(A) = m(A)(44)

Asi, un modelo para C(S') es el disco unitario D (centrado
en el origen) del plano.

El concepto que sigue, muy 1util en la teoria de los hiperespa-
cios, nos sirve para encontrar otro modelo de un hiperespacio,
como se ve en el Teorema 2.7.

Definicién 2.3. Sea X un espacio topologico. El cono sobre
X, que se denota por Cono(X), es el espacio cociente que se
obtiene del producto, X x [0, 1], al considerar el subconjunto X x
{1} como un punto. Es decir, Cono(X) es el espacio topolégico

que se obtiene considerando la topologia cociente en la particion
de X x [0,1] dada por

{X x{1}}Uu{{(z,t)} 2 € X, 0 <t < 1}.

Al elemento X x {1} de este espacio cociente se le llama el
vértice del Cono(X) y se denota por v(X). Al subconjunto
{{(z,0)} : x € X} se le llama la base del Cono(X) y se
denota por B(X).
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De acuerdo al encabezado de la referencia [8, Lema 2.2], el
Teorema 2.7 fue probado originalmente por R. M. Shori. Se pro-
bara dicho resultado usando tres lemas previos.

Lema 2.4. $i D' = {A € Cy([0,1]) : 1 € A}, entonces el
Cono(D*') es homeomorfo a Cy([0,1]).

Demostracion. Considérese la funcién f : Cono(D') — C5([0,1])
dada por f(A,t) = (1 —t)A. Note que

(1-tA={(1—-t)a:ac A}
Obsérvese que
f(A,0)=Ay f(A 1) ={0}
Afirmacién. Si 0 <t < 1,y [s,1] C [0, 1], entonces
[(1—t)s, (1 — )] € ([0, 1)).

Demostracién de la afirmacién. Como 0 < s
tiene que 0 < (1 —t)s < (1 — &)l < (1 — 1)1
[(1—1t)s, (1 —¢t)l] C[0,1].

[ <1, se
1. Luego,

IA A

Ahora se probarda que f estd bien definida. Para esto sea
(A,t) € Cono (D'); se tienen dos casos:

1. Supdéngase que A es conexo, es decir, A = [s,1]. Por la
afirmacion, [(1 —t)s,1 —t] € C([0,1]). Luego, (1 —t)A =
[(1—1t)s,1—1t] € C([0,1]) C C5([0,1)]). Es decir, (1 —t)A €
02([07 1])

2. Sea A = [t1,s1] U [ta, 1] con s; < to. Entonces (1 —t)A =
(1 —t)t1, (1 —t)s1] U [(1 — t)ta, 1 — t] donde (1 —t)s; <
(1 — t)to. Por la afirmacién, [(1 —t)ty, (1 —t)sy] € C([0, 1])
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y [(1—t)ts, 1 —t] € C([0,1]). Asi (1 —t)A € Cy([0,1]). De
donde, si (A4,t) € Cono (D'), entonces (1—t)A € Co([0,1]).

Asi de acuerdo a los dos casos anteriores, la funcién f esté bi-
en definida.

Ahora se probara que la funcién f es biyectiva. Para esto
supongase que f(A,t) = f(B,s). Por como esta definida la fun-
cion f, se tiene que 1 € AN B. Por lo que 1 — ¢ = méx(1 —¢)A
y 1 —s = max(1l — s)B. Esto implica que ¢t = s. En el caso de
que t = s = 1, se tiene que (A,t) representa el mismo elemen-
to que (B,s) en el Cono D'. Ahora supéngase que t < 1. De
(1—t)A = (1—s)B, se sigue que A = B. Entonces f es una fun-
cion inyectiva. Ahora se vera que f es una funcién suprayectiva
esto es, sea A € C5([0,1])—{{0}}. Seat = 1—méx A. Nétese que
1 — ¢ =max A # 0. Entonces, méx(;=A) = 1. Asf, 75A € D!
y A = f(:5A,t). Esto completa la demostracién de que f es
una funcién biyectiva. Entonces, el Cono (D!) es homeomorfo a
([0, 1]). O

Lema 2.5. $i D' = {A € O5([0,1]) : 1 € A} y D} = {A €
C5([0,1]) : 0,1 € A}, entonces D' es homeomorfo al Cono(D}).

Demostracion. Sea la funcién g : Cono(D}) — D' dada por
g(A,t) =t+ (1 —t)A. Procediendo de la misma manera que en
la prueba del lema 2.4, puede verse que g es un homeomorfismo.
Luego, D' es homeomorfo al Cono (D}). O

Lema 2.6. Si D} = {A € C5([0,1]) : 0,1 € A}, entonces D} es
homeomorfo a [0,1]2.

Demostracion. Sea T = {(a,b) € E*: 0 <a <b< 1}y Sel
espacio obtenido de identificar la diagonal A = {(a,b) € T : a =
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b} de T' a un punto. Notar que St es homeomorfo a [0, 1]2. Sea la
funcién b : T'— D} dada por h(a,b) = [0,a] U b, 1]. Entonces la
funcién h es continua y h(a,b) = h(c, d) siy sélo si (a,b) = (¢, d)
oa=>byc=d. Esto implica que hay un homeomorfismo entre
Sy Dg. H

Teorema 2.7. El hiperespacio Cs([0,1]) es homeomorfo a [0, 1]*.

Demostracion. Por el Lema 2.4, se tiene que el hiperespacio
C5([0,1]) es homeomorfo al Cono(D?'). Por el Lema 2.5, se tiene
que Cono(D') es homeomorfo al Cono(Cono(D})). Por el Lema
2.6, se tiene que Cono(Cono(D})) es homeomorfo al Cono(Cono
([0,1]%)) que es homeomorfo a Conol0,1]?, y éste a su vez es
homeomorfo a [0, 1]*. O

Hasta donde se sabe no hay modelos para C5([0, 1]) ni Co(S?),
vea [8, Problema 5.5].

2.2. El hiperespacio C,(X) es un continuo

Téngase presente la funcién g definida en el Lema 2.8 que
no sélo ayuda a demostrar que C,(X) es un continuo sino que
también se ocupa en el Lema 2.10.

Lema 2.8. Sea X" el producto topologico de n copias del con-
tinuo X . Entonces la funcion g : X" — F,(X) definida por

g((x1, ... xn)) = {x1, ..., 20},

es uniformemente continua y suprayectiva.

Demostracion. Sean x = (z1,...,2,),y = (Y1,---,Yn) € X"
Considérese a X™ con la métrica

D(x,y) = max{d(z1,y1), ..., d(Tp,Yn)}
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Sean € > 0y x,y € X" tales que:
D(x,y) < e.
Asi, d(x;,y;) < e para cada i € {1,...,n}.

Por lo que:

{z1,...,2,} T N(e,{y1,...,yn}) ¥
{y1,...,ynt C N(e, {x1,...,2,}).

De manera que por el Teorema 1.27,

H(g(xla 7$n)7g(y17"'7yn>> < €.

Por lo tanto, ¢g es uniformemente continua. Para verificar que
g es suprayectiva es suficiente observar que todo elemento de
F,(X) se puede escribir de la forma {z1,...,x,}. O

Teorema 2.9. Sea X un continuo. Entonces el hiperespacio
Ch(X) es un continuo.

Demostracion. Se define la funcién

g:C(X)" — C,(X) dada por
g((Ay, ... AY) ={A1, ... Ay}

Puesto que se sabe que C'(X) [4, Teorema 3.23| es un conti-
nuo. Con una demostracion similar a la del Lema 2.8, se prueba
que la funcién g es continua y suprayectiva. Por lo tanto, C),(X)
es conexo y compacto. Luego, C,,(X) es un continuo. O
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2.3. Funcién union

El resultado principal de esta secciéon [Teorema 2.11] es sor-
prendente porque dice que a pesar de que unimos ciertos con-
juntos de a lo mas n componentes, su unién tiene a lo mas
n componentes, vea [14, Teorema 1.6.1]. Antes de probarlo se
veran algunos resultados necesarios para dicha demostracién.

Lema 2.10. Si X es un continuo, A € 22" Y
o :22° = 2% dada por o(A) = U{AC X : Ae A},

entonces:
1. 0(A) € 2%,
2. 51t A es conexo y AN C(X) # 0, entonces o(A) € C(X).

X ., .
3. 0:22 = 2% es una funcion continua.

Demostracidon. 1. Se probard que o(A) # 0 y que o(.A) es cerra-
do en X.

Como A # (), se puede elegir Ay € A. Como A C 2%, se tiene
que Ay € 2%. De aqui, Ay # 0y Ay CU{A: A € A} = o(A).
Por lo tanto, o(A) # (). Ademéds note que o(A) C X.

Se vera que el conjunto o(A) es cerrado en X. En efecto, si
a € o(A), existe {a,}, C 0(A) tal que a, — a. Por lo tanto,
para cada n € N, existe A, € A tal que a, € A,. Como A es
un conjunto cerrado en 2%, se tiene que A es compacto. Luego,
existe una subsucesién {4, }r de {A4,}, tal que A,, — A para
algin A € A. Por el Corolario 1.39 resulta que a € A por lo que
acU{ACX:Ae A} =0(A)y entonces o(A) es un conjunto
cerrado en X. Se concluye que o(A) € 2%.

2. Supéngase que A es conexo y que ANC(X) # (). Supéngase
también que o(A) no es conexo. Entonces existen H, K € 2%
tales que HUK =c(A) y HNK =0 ycon H#Qy K # 0.
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Sea B e ANC(X). Como B € A, se tiene que B C U{A C X :
Ae A} =0(A)} = HUK. Por lo tanto, B C HUK. Pero como
B € C(X), se puede suponer sin pérdida de generalidad que

BCH S H={AcA:ACH}yK={Aec A: ANK # 0},

entonces por el [2, Teorema 1.8], H, K son conjuntos cerrados en
2%, Ademas H # () ya que B € H.

Si KC = (), entonces todos los elementos de A se encuentran en
H, por lo que o(A) C Hy K =10, lo que es una contradiccién.
Por lo tanto, KC # (). Nétese que HNK =0, yaquesi A € HNK
entonces resultaria que ) # ANK C HNK = () lo cual es una
contradiccion.

Finalmente H U KC = A. En efecto, por definicion H, K C A.
Asi, HUK C A. Sea A € A. Si A € H, entonces A € H UK.
Supdngase que A no estd en H, entonces A Hy AC HUK.
Asi, ANK # (). De aqui, A € Ay por lo tanto A € H UK.

Con todo esto se ha probado que H y K constituyen una
disconexion de A. Dado que esto es una contradiccién, se tiene
que o(A) € C(X).

3. Se probara que o es una funcién continua.

Sean A € 22" v € > 0. Supéngase que B € B(e, A), entonces
H(B,A) <e Asi, AC N(e,B) y B C N(e, A). Se asegura que:
o(A) C N(e,a(B)).

En efecto, si a € o(A), entonces existe A € A tal que a €
A. Como A € N(e B), existe B € B tal que H(A,B) < e.
Dado que A C N(¢, B) existe b € B tal que d(a,b) < e. Se ha
encontrado b € o(B) tal que d(a,b) < e. Asi, a € N(¢,0(B)).
Por lo tanto, o(A) C N(¢,0(B)). Andlogamente se puede verifi-
car que o(B) C N(e,0(A)). Por el Teorema 1.27 se obtiene que
H(o(A),0(B)) < ey con esto o es continua en .A. O
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Teorema 2.11. Si X es un continuo, n € N y A es un subcon-
gunto conexo y cerrado de C,(X), entonces UA tiene a lo mds
n componentes.

Demostracion. Supdéngase, por el contrario, que UA tiene al
menos n + 1 componentes, considérese n + 1 componentes de
UA, denotadas como 17, ...,7,,T,+1. De modo que

— +1
UA = U T

Obsérvese, por el Teorema 2.10, que UA es un conjunto cer-
rado en X, se tiene que para todo k con k € {1,...,n+ 1}, el
conjunto T}, es cerrado en 2.

Para cada k € {1,...,n+ 1}, sean

Ce={AeA: ANT, # 0} C A,
Dy={Ac A: AnT, =0} C A

Por como se definieron, estos conjuntos son disjuntos, ademés
se tiene que Cp U D = A.

Afirmacion 1. Para k € {1,...,n+ 1}, los conjuntos Cy, Dj
son cerrados en A. Se demostrard que se cumple C;, C Ci, para
toda k € {1,...,n+ 1}.

Sea L € Cy, es decir, que existe una sucesion {L;}>°, C Cj, con
L; — L, por definicién se tiene que para todoi € N L, NT}, # 0.
Por el Teorema 1.38, se tiene que L N T}, # () por lo que L € Cy,
asi Cj, C Ci,. Entonces C;, es un conjunto cerrado en A.

Por otro lado, D, es un conjunto cerrado ya que cumple D, C
Dy, para toda k € {1,...,n + 1}. Esto es: Sea un L € Dy, es
decir, que existe una sucesién {L;}2°, C Dy con L; — L.

Por definicién, para cada ¢ € N, se tiene que L; C Ty U --- U
Tp 1 UTg 1 U---UT,.q. Por el Teorema 1.38, se tiene que

LCTiU---UT,qUTh  U---UTy,
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por lo que L € Dy, se sigue que Dj es un conjunto cerrado en

A.

Afirmacién 2. Para toda k € {1,...,n+ 1} C; # 0.
Supdngase lo contrario, es decir, que existe un k € {1,...,n+
1} tal que para todo A € A, ANT), = (. Se tiene que

UA:T1U"‘UTk_1UTk+1U"'UTn+1
pero por hipétesis se sabe
UA=T1U-- Ul UT, UTpq U+ UTpiq

por loque T NT; D coni#keiec{l,...,n+ 1} lo cual es
una contradiccion. Por lo tanto, existe en particular un A € A
tal que ANTy, # 0, asi Cp # 0.

Ahora sea k =1, si D; # (), como A= C,UD;, CiND; =0,
por las afirmaciones 1 y 2, Cy, Dy son conjuntos cerrados en A y
C1 # (), se tiene que A no es conexo, lo cual es una contradiccion.
Asi, D; = (). Por lo tanto, para todo A € A, ANT} # (). Si Dy #
0, ocurre como en el caso D; # ), de donde para todo A € A,
ANTy # (). Continuando con este procedimiento se llega a que
para toda A € A, ANT, # (), nétese que estas intersecciones
se hacen hasta T),, ya que A tiene n componentes. Es decir,
UA =T,U---UT,, pero se supuso que UA =T U---UT, 1 por
loque T, 1NT; # D parai #n+1coni€ {l,...,n} locual es
una contradiccion. Esta ultima contradiccion viene de suponer
que UA tiene n 4+ 1 componentes. Asi que UA tiene a lo mas n
componentes. [

2.4. Conexidad local del hiperespacio C,(X)

Teorema 2.12. Sea X un continuo. Las siguientes condiciones
son equivalentes.
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1. X es localmente conezxo,
2. 2% es localmente conexo,

3. C(X) es localmente conezxo.

Demostracion. Sea X localmente conexo. Se vera que 2% tam-
bién lo es. Por el Teorema 1.9, basta probar que 2%
en pequeno. Sea A € 2% y U un conjunto abierto en 2% tales

que A € U. Por el Teorema 1.33, se tiene que
B:{<U1,...,Un> :

Ui, ..., U, son conjuntosabiertos en X, n € N}

€s conexo

es una base para la topologia del hiperespacio 2¥. Asi, existen
Ui, ..., U, conjuntos abiertos en X tales que A € (Uy,...,U,) C
U.

Luego, por el Teorema 1.31, se tiene que existen conjuntos
abiertos Vi,...,Vyen X talesque A € (Vi,...,V,) C (Uy,...,U,)
y V; C U;, para cada i € {1,...,n}.

Sea a € A. Entonces para alguna j € {1,...,n}, se tiene que
a € Vjyaque A C |J_,Vi. Considérese la componente C, de
Vj tal que a € C,. Asi, A C U{C’a ca € A}. Dado que X es
localmente conexo, por el Teorema 1.7 se tiene que C, es un
conjunto abierto en X, para cada a € A.

Como X es compacto y A es un conjunto cerrado en X, se
tiene que A es compacto, luego, existen r € Ny a;,...,a, € A
tales que A C |J;_; C,,. Obsérvese que para cada i € {1,...,r},
se tiene que C,, C C,, C Uj, para alguna j € {1,...,n}.

Por otro lado, para cada i € {1,...,n}, se tiene que ANV, #
(). Asi, para cadai € {1,...,n}, seax; € ANV;. Luego, para cada
i€ {1,2,...,n}, sea C,, la componente de V; tal que x; € C,..
Como X es localmente conexo, por el Teorema 1.7, para cada
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i € {1,...,n}, se infiere que C,, es un conjunto abierto en X.
Nétese que C,. C C,. C U;, para cada i € {1,...,n}.
Ahora, para cada i € {1,...,n}, sea

Ji={ke{l,...,r}:Cy NC,, 0.

Noétese que J; # ), para cada i € {1,...,n}. Sea W; = C,, U
(Ukeji C’ak), para cada i € {1,...,n}. Ademds, para cada i €
{1,...,n}, se tiene que W; es un conjunto conexo y abierto en
X, ya que es uniéon de conjuntos conexos y abiertos en X. De
manera que (Wi, ..., W,) es un conjunto abierto en 2X v A€
(Wi, ..., Wn)_

Asi, W, c W, C Uy y ANW; # (), para cada ¢ € {1,...,n}.
Luego,

AE<W1,...,Wn>C(Wl,...,Wn>C<U1,...,Un>.

Notese que para cada i € {1,...,n}, la componente C,. tiene
ma&s de un punto. En efecto, si existe [ € {1,...,n} y x € X tal
que C,, = {z}, entonces C,, es un conjunto abierto y cerrado en
X. De manera que C,, = X, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, para cada i € {1,...,n}, se tiene que W; es
un subcontinuo no degenerado de X. Luego, por el [4, Teo-
rema 3.29], se infiere que (Wi,...,W,) es un conexo tal que
A € int((Wy,...,W,)) C U. Esto prueba que 2% es conexo en
pequeno. Luego, por el Teorema 1.9, se sigue que 2% es local-
mente conexo.

De manera analoga se prueba que si X es localmente conexo,
entonces C'(X) es localmente conexo.

Ahora, supéngase que 2% es localmente conexo, veamos que
X es localmente conexo. Sean p € X y U un conjunto abierto
en X tal que p € U. Se sigue que {p} € (U). Nétese que (U)
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es un conjunto abierto en 2%. Considérese un conjunto abierto
W en 2X tal que p € W C W C (U). Como 2% es localmente
conexo, existe un conjunto conexo y abierto V en 2X tal que
{p} € V C W. Por el Teorema 1.33, existen conjuntos abiertos
Ui, ..., U, en X tales que {p} € (Uy,...,U,) C V. Luego, por el
Teorema 1.31, existen conjuntos abiertos Vi,...,V, en X tales
que
{p} € (Uy,...,U,) D (V1i,...,Vp)

y V; C U;, para cada i € {1,...,n}.

Ast, Ui, Vi € (Uh,...,U,). Como (Uy,...,U,) CV CV C
(U), se sigue que | J;_, V; UV C U. Dado que {p} € VNC(X),
y VNC(X) # (. Como, V es un subcontinuo de 2%, por el Lema
2.10, se tiene que |JV es un conexo de X. Sea V = |JV, por
lo tanto, p € Ui, V; € V C U. Como, |J_, Vi es un conjunto
abierto en X, se concluye que p € int(V) C V C U. Asi, X es
conexo en pequeno. Luego, por el Teorema 1.9, se tiene que X
es localmente conexo.

De manera similar se demuestra que si C'(X) es localmente
conexo, entonces X es localmente conexo. [

El siguiente resultado ayuda a demostrar que el hiperespacio
Cr(X) es localmente conexo, vea el Teorema 2.15.

Teorema 2.13. 57 X es un continuo, entonces el hiperespacio
C(X) es arco conezo.

Demostracion. Dada A € C(X) — {X}, por el Teorema 1.55
existe un arco en C'(X) que conecta a A con X. Como todos los
elementos se pueden conectar por arcos con X, entonces C(X)
€s arco conexo. []

Lema 2.14. Si Z es arco conexo y n € N, entonces F,(Z) es
arco conexo.
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Demostracion. Sea Z un continuo arco conexo. La funcién
f:Z2"— Fn(Z )

definida por: f((z1,...,2,)) = {z1,...,2,} es suprayectiva y
continua, ver Lema 2.8 de esta tesis. Tomando en cuenta que Z
es un continuo arco conexo, entonces Z" también es arco conexo.
Se tiene que F,(Z) siendo imagen de un continuo arco conexo
bajo una funcién continua, es arco conexo. ]

Teorema 2.15. Si X es un continuo yn € N, entonces Cy,(X)
es arco conezo.

Demostracion. Como X es un continuo, por el Teorema 2.13, se
tiene que C'(X) es arco conexo. Asi, por el Lema 2.14, F,,(C(X))
es arco conexo.

Considérese la funcién 1 : 22° — 2% definida por:

W(A) = J{A: A A}

Por el Teorema, 2.10, la funcion v es continua. Tomese la funcion
restringida |, (c(x)) : Fu(C(X)) = 2*. Nétese que para A €
Fo(C(X)), ¥|p,cx)(A), tiene a lo méds n componentes, con lo
que

(F(C(X))) € Cu(X).
Observar que Cy,(X) C ¥(F,(C(X))). Por lo tanto

Nuevamente dado que F),(C(X)) es arco conexo, su imagen bajo
una funcién continua es también arco conexo, por lo que C),(X)
es arco conexo. ]
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Se puede observar que se ha probado que C,(X) es arco-
conexo sin pedirle a X que lo sea. Por este tipo de razones
algunos dicen que los hiperespacios tienen algunas propiedades
mejores que las del continuo de donde provienen. Otra propiedad
del hiperespacio C,(X) es la siguiente.

Teorema 2.16. [16, Corolario 8.17] Cualquier continuo de Haus-
dorff que sea imagen de un continuo localmente conexo, es un
continuo localmente conexo.

Teorema 2.17. Sean X un continuo y n € N. El continuo X
es localmente conexo si y solo si C,,(X) es localmente conexo.

Demostracion. Supéngase que X es localmente conexo y n € N
por el Teorema 2.12; se tiene que C(X) es localmente conexo.
Asi C(X)" es localmente conexo.

Sea la funcion f: C(X)" — F,(C(X)) definida por

f((Ar, ... AY)) ={A1, ... AL}

por el Lema 2.8, la funcion f es continua y suprayectiva. Por el
Teorema 2.16 se tiene que F,(C(X)) es un continuo localmente
CONexo.

Considérese la funcién o : 22° — 2X, definida por

o(A)=U{A: Aec A}

Por el Teorema 2.10, la funcién o es continua y suprayectiva.
Como en la demostracién del Teorema 2.15, se tiene que

Aplicando, nuevamente, el Teorema 2.16 se obtiene que C),(X)
es localmente conexo.
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Por otro lado, supéngase que C,(X) es localmente conexo.
Sean x un punto en X y U un subconjunto abierto de X que
contiene a x. Dado que C,(X) es localmente conexo, existe un
subconjunto abierto conexo V de C,,(X) tal que {z} € V CV C
(U)p. Sea (W1, ..., Vi), un conjunto bésico abierto de C,(X) tal
que {z} € (Vi,...,Vi)n C V.

Sea V = N_,V;. Ahora si y € V entonces y € o(V).

Como {z} € V, por el Teorema 2.10 inciso 2 se tiene que

o(V) € C(X), . Asf ambos, = y y pertenecen a o(V). Por

definicién de la funcién o, se tiene que o(V) C U. Por lo tanto
x €V Co(V)CU. Luego X es conexo en pequend en z. Dado
que x es un punto arbitrario de X, se tiene que X es localmente

conexo, véase el Teorema 1.9. ]

2.5. Otra propiedad del hiperespacio C,(X)

Teorema 2.18. Si X es un continuo y n € N, entonces Cy,(X)
contiene una n — celda.

Demostracion. Sean X un continuo, n € Ny A;,..., A, sub-
continuos no degenerados de X, disjuntos dos a dos. Para cada
i € {l,...,n}, sea a; € A;. Como, para cada i € {1,...,n},
se tiene que {a;}, A; € 2X_ por el Teorema 1.54 existe un arco
ordenado «; : [0,1] — 2% de {a;} a A;.

Sea 5 : [0,1]" — C,(X) definida, para cada (t1,...,t,) €
[0,1]", por B((t1,...,tn)) = ai(ty) U -+ U ay(t,). Se verd que
hay un homeomorfismo entre la imagen de 5y [0, 1]

Se demostrard que ( es inyectiva. Sean (ry,...,7,) = Ry
(s1,...,8,) =5 €0,1]"y B(R) = B(S) por demostrar que R =
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S. Se tiene: B((r1...7r,)) = a1(r)U- - -Uay(r,) vy B((s1. .. 8)) =
a1(s1) U -+ Uay(s,). Observar que:

1. Parai # jyt,s €[0,1], a;(s)Ne(t) = O (porque A;NA; =
0y i, a; son arcos ordenados).

2. Para cada i € {1...n} o; : [0,1] — C(X) cumple que
a;(r;) es conexo.

Como aq(r) U« Uay(r,) = ai(s1) U---Uay(s,). Luego,
a;(t) N (aq(r) U---Uay(ry)) = a;(r;) N (ai(s)) U---Uay(sy)).

Por 1. y distribuyendo, se tiene que «;(r;) = a;(r;) N ay(s;) esto
implica «;(r;) C a;(s;); de manera anéloga, «;(s;) C a;(r;). Asi,
a;(r;) = a;(s;). Por lo que r; = s;. Por lo tanto, R = S.

Ahora se vera que 3 es continua. Sea

Wi = (t1,...tn,),
donde

{(tlk - 'tnk)}zozl C [0? 1]71_

Supdéngase que Wy — (r1...7,), se demostrarda que S(Wy) —
B(ry...ry). Se tiene que

BWk) = ai(ty,) U~ Uan(ty,)
B(ry...ry) =aq(r1) U---Uay(ry,)

Ya que para cada ¢ € {l1...n} «; es continua, se tiene que
a;(t;,) — a;(r;) con i € {1...,n}, utilizando el Teorema [4,
Teorema 3.9] se tiene que

ag(ty,) U Uay(ty,) = ar(r) U- - Ua,(r,)
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por lo tanto, B(W}) — B(r1...7,) es decir, 8 es continua. Ahora
nétese que [ es cerrada. Sea C' C [0,1]" un conjunto cerrado,
como [0, 1]" es compacto se tiene que C' es compacto. Luego,
B(C) es compacto. Como B([0,1]") es de Hausdorff, se tiene
que B(C') es un conjunto cerrado, en B([0,1]") asi, 8 es cerrada.
Como [ es biyectiva, continua y cerrada se tiene que [ es un
homeomorfismo entre [0, 1]" y la imagen de S.

[]

Existen otros resultados alrededor de propiedades de C,(X)
por mencionar algunas, se tiene que:

Teorema 2.19. [12, Teorema 3.8/ Si un continuo X es heredi-
tartamente indescomponible y n € N, entonces X es el unico
punto en el que C,(X) es localmente conezo.

Teorema 2.20. [12, Teorema 6.1] St X es un continuo yn € N,
entonces cada funcién continua de Cy,(X) al circulo unitario S?,
es homotopica a una funcion constante. En particular, se tiene
que C,(X) es unicoherente.

Pero estos seran estudiados y probados, con lujo de detalle,
en una proxima ocasion.
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