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INTRODUCCION

La matematica financiera tuvo sus origenes con los anos y su objetivo principal es la
construcciéon e investigacién de modelos matematicos de los procesos que se presentan en
los mercados financieros. La matematica financiera se ha desarrollado de manera rapida
en los ultimos anos, ya que los mercados de valores requieren de los métodos de las
matematicas financieras.

El movimiento Browniano, llamado asi en honor a su precursor Robet Brown[4], estd
inmerso en casi el 99 % de la teorfa de valuacién de portafolios y productos derivados en
tiempo continuo [15].

Louis Bachelier [1] present6 el primer trabajo en finanzas, el cual modela la dindmica
de los precios de acciones de la bolsa de valores de Paris a través del movimiento
Browniano. Sin embargo, su trabajo tenfa limitaciones ya que los precios de los activos
podian tomar valores negativos. Este inconveniente es corregido anos més tarde por Paul
Samuelson [13], él introduce el concepto de movimiento Browniano econdémico, lo que
hoy se conoce como movimiento Browniano geométrico, este nuevo concepto corrige las
deficiencias en el modelo de Bachelier, pues este sélo considera precios positivos. En
1973, Black y Scholes [2] desarrollan su modelo de valuacién, mismo que es formalizado y
extendido en el mismo ano por Merton [9].

En este trabajo se lleva a cabo el estudio de opciones barreras dobles.

Las opciones barrera se han vuelto muy populares hoy en dia en los mercados
financieros, uno de los motivos por los cuales esto ha sucedido, es que este tipo de
opciones son mas baratas que las demas. Nuestro interés es analizar opciones barreras
dobles, las cuales tienen una barrera por abajo y una barrera por arriba del precio del bien
subyacente. De forma analitica, se deriva la funcién de transicién del proceso partiendo
de una ecuacién hacia adelante(ecuacién forward) también conocida como ecuacién hacia
adelante de Fokker Plank, posteriormente se representa a la funciéon de densidad del
proceso a través de una serie de Fourier, de manera similar se obtiene la funcién de
densidad de los primeros alcances de las barreras, mediante la transformada inversa de
Laplace utilizando integrales de contorno. Con estas densidades de barrera, se derivan
férmulas para la valuacion de nuevos tipos de opciones barreras tales como: opciones
barreras eliminacién directa, las cuales pagan una cantidad constante cuando una de las
barreras se alcanza. También discutimos tipos més complicados de opciones barreras, en
particular opciones doble knock-out, en su versién put.
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La estructura de la tesis es la siguiente:
En el capitulo dos, se analizan de manera muy general los conceptos que se deben tener
presentes en el desarrollo de este trabajo.
En el capitulo tres, se define qué es una opcidn, se citan algunos tipos de opciones, se da
la clasificacion de opciones barreras dobles, también se analiza el modelo de valuacion de
Black y Scholes, por tltimo se obtiene la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes.
En el capitulo cuatro, se obtiene tanto la funcién de densidad del proceso, partiendo de
una ecuacién forward, como las funciones de densidad de las barreras, finalmente se dan las
formulas de valuacién para opciones que pagan una cantidad constante en el vencimiento
y para opciones doble knock-out en su versiéon put.
El el capitulo cinco, se presentan las conclusiones obtenidas a través del desarrollo de esta
tesis.
Finalente se presenta la bibliografia analizada en este trabajo.




Capitulo 1

HERRAMIENTAS BASICAS

Los fenémenos o experimentos aleatorios que evolucionan con el tiempo son estudiados
a través de la teoria de procesos estocéasticos. El concepto de proceso estocéastico es fun-
damental en la teorfa financiera, las variables financieras (precios de los activos, tasas
de interés, tipos de cambio, etc.) son modelados adecuadamente mediante un proceso es-
tocastico, es por ello que se considera necesario en este trabajo introducir esta teoria, en
su desarrollo se consideran otros conceptos como son; filtraciones, martingalas, etc.

1.1. Procesos Estocasticos

Definiciéon 1.1.1. Un proceso estocdstico, X, es una coleccién de variables aleatorias

(v.a.)

{Xp,t e T} ={X(w),t € T,w € Q},

definido en algin espacio muestral ). Para un instante de tiempo ¢, fijo, el proceso es-
tocastico resulta ser una v.a.

Xt = Xt(w), w e Q,

para un w € € fijo, es una funcién del tiempo.

X = Xy(w), teT,
esta funcién es llamada una realizacién o una trayectoria del proceso X.

Definicién 1.1.2. Sea X = {X,t € T} un proceso estocastico y T' C R, un intervalo.

= Se dice que X tiene incrementos estacionarios si,

Xt—XsiXHh—XSJrh,paratodat,seT y h>0,donde t+h,t+seT.
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= Se dice que X tiene incrementos independientes si para cada eleccién de t; € T con
1 <to<..<tlp Yy nZl,

X, — X4y -y Xt,, — Xt,_, son v.a.independientes .

1.1.1. Filtraciones

Definiciéon 1.1.3. Una coleccién F de subconjuntos del espacio muestral €2 es una o-
algebra si cumple las siguientes condiciones:

1. Qe F,
2. Si A € F, entonces A° € F,
3. Si Ay, Ay, ...,€ F, entonces | Jo~ | A, € F.

Definicién 1.1.4. La coleccién {F;,t > 0} de o-algebras en  es llamada una filtracién,
sidado 0<s <t setiene que Fs C F;.

Por lo tanto, una filtraciéon es un flujo creciente de informacion.
Para nuestro trabajo, una filtracion usualmente es ligada a un proceso estocastico.

Definicién 1.1.5. Se dice que el proceso estocédstico Y = {Y;, ¢t > 0} es adaptado a la
filtracién {F¢, t > 0}, si o(Y;) C F para toda t > 0.

Observaciéon: El proceso estocastico Y siempre es adaptado a la filtracién natural
generada por Y, es decir, F; = o(Ys, s < t).

Si N es el conjunto de eventos B € F tales que P(B) = 0, se define la filtracién
aumentada de {F}V};>0 mediante la familia de o-algebras

Fi=o(FV cN)

Observacién: El hecho de que la filtracion esté aumentada significa que hay més infor-
macién conforme el tiempo transcurre y que la informacién pasada no es olvidada.

Definicién 1.1.6. El proceso estocastico X = {Xy,¢t > 0} es llamado una martingala a
tiempo continuo con respecto a la filtracién {F;, ¢ > 0}, denotando a ésta como {X, (F¢)},
si satisface las siguientes condiciones.

» F|X;| < oo, para toda ¢ > 0.
» X es adaptado a {F;}.

» B(X; | Fs) = X, para toda 0 < s < ¢, es decir, X, es la mejor prediccién de X,
dado F;.
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1.1.2. Movimiento Browniano

Definicién 1.1.7. Un proceso estocastico W = {W;,t € [0,00)} es llamado movimiento
Browniano estandar o un proceso de Wiener, si se satisfacen las siguientes condiciones.

1. El proceso inicia en 0, es decir, Wy = 0.

2. El proceso tiene incrementos estacionarios e incrementos independientes.
3. Para cada t > 0, W; ~ N(0,t).

4. El proceso tiene trayectorias continuas.

Observacién: El movimiento Browniano geométrico se obtiene mediante una transforma-
ci6én exponencial del movimiento Browniano estdndar. Sea {W;} un movimiento Browniano
estandar, ;4 una constante llamada tendencia, o una constante positiva llamada volatili-
dad, Sp un precio inicial conocido, entonces el proceso definido de la siguiente forma es un
movimiento Browniano geométrico

1
St:SO+6Xp{<H202> +0Wt},t20. (1.1)

Este proceso es frecuentemente utilizado para describir el cambio porcentual, conocido
también como rendimiento del precio de un activo.

1.2. Calculo Estocastico

Esta seccion la dedicaremos al estudio del calculo estocastico, ya que éste es una
herramienta muy util de las matematicas financieras, el cual tiene como objeto de estudio
la integral, aunque en los modelos financieros se acostumbra en la mayoria de los casos
hacerlo mediante una ecuacién diferencial, aunque en realidad se esta pensando en una
integral.

En el cdlculo de variables reales, si t es una variable independiente, se tiene que el
cuadrado de una cantidad infinitesimal (dt)?, es una cantidad despreciable, a diferencia
del céalculo estocastico, cuya regla central, la cual hace la distincién con el célculo de
variables reales es que el cuadrado de una cantidad infinitesimal normal es significativa.
Mids especificamente, se tiene que si {W;} es un movimiento Browniano estandarizado,
entonces (dW;)? = dt.

Formalmente, el calculo estocastico conduce a que

/Ot(th)Q = /Ot ds =t. (1.2)

En el cuadro 1.1 se representan las reglas basicas del calculo estocastico.
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I:H' lj 'II‘Illll t

dt | [ I
di, | 0 dt

Figura 1.1: Reglas basicas del calculo estocastico

1.2.1. Integral y Diferencial Estocastica

La integral estocastica se define como el proceso estocastico

t
Viim [ o)., (13)
0
el cul satisface que

2
=0, (1.4)

n

D) (Wey = Wiy y) = Vi

=1

lim EF
n—oo

donde {W;}¢>0, es un movimiento Browniano estandar, 0 = ¢y < tj... < t, = t una
particién del intervalo [0,¢], tal que t; — t;—1 = t/n, i = 1,2,...,n y P una medida de
probabilidad. Note que la convergencia es en media cuadrética (la cual sedenotara por
£%), defnamos AWy, = Wy, — W;,_,, ademds se puede probar que [15]

n

2
> (AW, )? - t] =0. (1.5)

i=1

lim EF
n—oo

En consecuencia, se tiene que el limite V; estd dado por

t n
/0 (@W,)* = lim S (AW,)? £ (1.6)
1=1

el cual es equivalente a
t
/ (dWy)? =t. (1.7)
0
De manera similar se puede probar que

2

) . 1
lim B* |3 Wi, (Wi, = We ) = 5 (W7 = 0)| =0, (1.8)
=1

n—oo

de ésto se sigue que
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E o wE o). (1.9)

DO | =

t n
/WM%:@Q]%AMiWM)
0 n o0 i—1

Como se puede observar, de lo anterior, la integral estocéstica es el limite en media
cuadratica de una suma de términos que comprenden incrementos independientes de un
movimiento Browniano. A veces es frecuente usar la notaciéon de una ecuacién diferencial
estocastica de la forma

dS; = M(St, t)dt + O'(St, t)th. (110)

1.2.2. Integral de It6

Definicion 1.2.1. Sea V; = fg(alVVS)2 un proceso estocastico que satisface lo siguiente,
n 2

lim B> f(tio)(We, = Wi,) = Vi| =0, (1.11)

n—»o00 £
=1

donde {W;};>¢ es un movimiento Browniano estdndar, ahora tomemos una particién del
intervalo [0,¢] talque 0 =ty < t; < ... <t, =t,donde t;—t,_; =t/n,para i =1,2,....,n.

En el limite anterior, la convergencia es en media cuadréatica. Es conveniente hacer énfasis
que el integrando f el cual puede ser determinista o estocastico se evalua en t;_1, en
los modelos financieros esta eleccién es adecuada, con esto se asegura que el futuro no
intervenga en las acciones presentes. Cuando f(s) = g(Ws), se hace la suposicién de que
el valor de f(s) depende unicamente de los valores pasados de W,,u < s. Cuando esto
ocurre se puede hacer una prediccién de f [15].

Para que la integral de Ito fot f(s)dWy esté bien definida se supone lo siguiente,

t
/ f%(s)ds < oo, casi en todas partes, (1.12)
0

t
/EW@W<W, (1.13)

0
la primera condicién nos asegura que la integral de Ito fot f(s)dWy esté bien definida y la

. . ¢ .
segunda condicién se hace para que la varianza de fo f(s)dWs, se mantenga finita.
También observe que si

Vn = Z f(tl—l)(Wtz - Wti71)i (1].4)
i=1
aplicando la desigualdad de Chebychev a V,,, se tiene que

P(Va=V|2d < sE[(Va-V)], (1.15)

DN |

3
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para toda ¢ > 0. Esto significa que convergencia en £7(media cuadratica) implica
convergencia en probabilidad [15].

Es facil verificar que la integral estocéstica o integral de 1t6 satisface las siguientes condi-
ciones.

1. Linealidad, si f y g son tales que su integral de It6 existe y a, 8 € R, entonces

[ et +saenaw. =a [ @awi+s [geaw. ()
0 0 0

2. Isometria, si f es tal que la integral de It6 existe, entonces

(/ t f(S)dWs>2

3. Propiedad de martingala, si f es tal que la integral de It6 existe, entonces

E =FE [/Ot f2(s)ds] = /OtE [f(s)?] ds. (1.17)

ayl f()aw, | B = [ s (118)

siempre que, 0 < u < s.

1.2.3. Lema de Ito

Sea
dSt = ,U,(St, t)dt + O'(St, t)th,

una ecuacién diferencial estocastica. Consideremos y = f(Sy,t) y (dW;)? = dt. Nos interesa
calcular la diferencial de y, para ésto hay que expandir en serie de Taylor hasta segundo
orden, esto es,

dS; + —2dt + = | == (dS;)* +2 il
! ! 85,0t

W= 35, at ™ T2\ 952

of OF 4 1 (agf (dS,) (dt) + gi{(dt)Q), (1.19)

aplicando a dy las reglas béasicas de diferenciacién se tiene que

_of,  of
dy = Edt—{—aist(M(St7t)dt+0'(5t7t)dwt)
10%f

2
+;gSJt; [NQ(Smt) (dt)Z] 595 [26(St, t)o (St t) (W) (dt)]

10%f 1, o], O°f
3052 (S0 ) (@] + 5o

0% f 10%f

05,0t [0(Ss, t) (dW3) (dt)] + S5 (dt)?

[1(S2.1) (@)

+
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_ (9, 9f 1f aof
dy = <3t + aStM(St,t) + 285?0 (Se,t) ) dt + 8StU(St’t)th’ (1.20)

en términos de integrales, la ecuacién anterior se puede expresar como sigue

trof  of 10%f
y—y0+/0 <&L+3Suu(su’u)+26530 (Su,u)) du

t af
Uy us 1.21
—i—/o 85“0(5 u)dW, (1.21)

los resultados anteriores son conocidos como el lema de It6, en su forma diferencial e
integral respectivamente.







Capitulo 2

OPCIONES

En el presente capitulo, se analiza un tipo especifico de contratos, estos son, las
opciones, las cuales se dividen en dos grupos, opciones de compra(opciones call) y op-
ciones de venta(opciones put). También se analiza el modelo de valuacién de Black-Scholes.

2.1. Tipos de Opciones

Definicion 2.1.1. Una opcién es un contrato entre dos entes financieros, un suscriptor y
un tenedor, sobre cierto activo a un precio especificado en una fecha establecida.

Se supone que la compra-venta sélo se puede llevar a cabo en la fecha de vencimiento.
Se acostumbra decir que el tenedor toma una posicién larga y el suscriptor una posicién
corta. Suponga que el contrato de la opcién se establece al tiempo ¢ (el presente) y que
la compra-venta del activo a un precio predeterminado, K , se lleva acabo en una fecha
futura T'.

Las opciones se dividen en dos grupos, las opciones call y las opciones put.

Opcién call: es un contrato que le da a su tenedor el derecho mas no la obligacién
de comprar un nimero fijo de acciones de una empresa especificada en un momento
permitido a un precio predeterminado y hasta una fecha establecida.

Opcién put: es un contrato que le da a su tenedor el derecho de vender un nimero
fijo de acciones de una empresa especificada en un momento permitido a un precio
predeterminado y hasta una fecha establecida.

Acontinuacién se citan algunos tipos de opciones, que son comercializadas en las bolsas
de valores.

Opcién europea: en una opcion europea la fecha de vencimiento T y el precio de
ejercicio K son dados desde el principio, el tenedor no puede ejercer la opcién antes de
la fecha de vencimiento.

11
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Opcién americana: una opcién americana se puede ejercer en cualquier momento antes
de la fecha de vencimiento, el precio de ejercicio es dado desde el principio.

Opcioén lookback: las opciones lookback le dan al tenedor el derecho de vender o de
comprar en un precio igual al maximo o minimo del precio de la accién hasta la fecha
pre-especificada T'.

Opcién compuesta: es una opcién cuyo subyacente es otra opcién, y por consiguiente
tiene dos fechas de vencimiento y dos precios de ejercicio.

Opcién potencia: es un contrato en el que una de las partes adquiere el derecho de
recibir, en una fecha futura, la diferencia entre el precio de un activo elevado a una potencia
y el precio de ejercicio; como contraposicion el tenedor entrega una prima a la contraparte.

2.2. Clasificacion de Opciones Barrera

Definicion 2.2.1. Las opciones barrera son las que se pueden ejercer si durante la vida
de la opcidn, el precio del activo subyacente es siempre mayor o siempre menor que cierto
valor B (la barrera), o de manera alternativa, si la barrera es alcanzada durante la vida
de la opcion.

Los 4 tipos de opciones barreras més negociadas son:
Opcién down-and-out: la opcion caduca sin valor si el precio de la acciéon cae hasta

la barrera B, esto significa que la barrera es alcanzada desde arriba antes de la fecha de
vencimiento.

Opcién down-and-in: la opciéon caduca sin valor a menos que la barrera B, sea
alcanzada desde arriba antes de la fecha de vencimiento.

Opcién up-and-out: la opcién caduca sin valor si el precio de la accién sube hasta la
barrera B, esto significa que la barrera es alcanzada desde abajo antes de la fecha de
vencimiento.

Opcién up-and-in: la opcién caduca sin valor a menos que la barrera B, sea alcanzada
desde abajo antes de la fecha de vencimiento.

2.2.1. Opciones Barreras Dobles

Las opciones barreras dobles se dividen en tres clases

12
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Ste

SDM
A

Figura 2.1: Opciones barreras dobles del tipo 1

Sta

Figura 2.2: Opciones barreras dobles del tipo 2

Ste
So

Figura 2.3: Opciones barreras dobles del tipo 3
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Opcién tipo 1: La opcion se ejerce, si y sélo si, durante el tiempo de vida de la opcién
L < S < U. Si para algin ty el precio de la acciéon alcanza a L o U entonces la
opcién pierde su valor. En la figura(2.1) se muestra una opcién de éste tipo, el color rojo
indica que la opcién pierde su valor, y el color azul o verde denota que la opcién tiene valor.

Opcién tipo 2: La opcion se ejerce, si y sélo si, durante el tiempo de vida de la opcién
St > Ly, S, alcanza antes a la barrera superior U. Se sugiere que L < Sy < U. En la
figura(2.2) se muestra una opcién de éste tipo, el color rojo indica que la opcién pierde
su valor, y el color azul denota que la opcién tiene valor.

Opcién tipo 3: La opcion se ejerce, si y sélo si, durante el tiempo de vida de la
opcion Sy > L y el precio de la accién, S, alcanza la barrera superior U por arriba.
Se sugiere que Sy > U. En la figura(2.3) se muestra una opcién de éste tipo, el co-
lor rojo indica que la opcién pierde su valor, y el color azul denota que la opcion tiene valor.

Definicion 2.2.2. Las opciones doble knock-out son las opciones que empiezan su vida
como una opcién call o put ordidaria, pero éstas dejan de tener valor y se vuelven no
vélidas, si el precio establecido al inicio del contrato(precio spot) toca alguna de las dos
barreras.

Definicion 2.2.3. Las opciones doble knock-in son las opciones que empiezan su vida
inactivas en el sentido de que empiezan nulas y no validas, y éstas llegan a tener valor sélo
si el precio establecido al inicio del contrato(precio spot) toca alguna de las dos barreras.

2.3. Modelo de Black-Scholes

El modelo de valuacién desarrollado por Black y Scholes [2] en 1973, formalizado y
extendido en el mismo anio por Merton [9] ain goza de gran popularidad.

El modelo se propuso de la siguiente manera: bajo el supuesto de equilibrio general,
se desarrollo un modelo para valuar una opcién europea sobre una accién que no paga
dividendos, cuyo precio es conducido por un movimiento Browniano geométrico.

Esta seccién la dedicaremos a obtener la ecuacion diferencial parcial de segundo orden
de Black-Scholes, cuando el precio del activo subyacente, digamos la accién, es conducido
por un movimiento Browniano geométrico. La solucion de la ecuacién determina el precio
de una opcién europea cuando la condicién final es el valor intrinseco del instrumento.

El modelo Black-Scholes toma como base los siguintes supuestos:

1. El activo subyacente es una accién que no paga dividendos durante la vida del
contrato.

2. El precio del activo subyacente es conducido por un movimiento Browniano geo-
métrico.

3. La volatilidad del precio del activo subyacente se mantiene constante.
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4. Las ventas en corto del activo subyacente en cuestion son permitidas.

5. El activo subyacente se puede vender y comprar en cualquier fraccién de unidad.
6. No hay costos por las transacciones realizadas.

7. El mercado opera de forma continua.

8. Existe un sistema bancario en el que los agentes pueden prestar y pedir prestado a
una tasa de interés constante a todos los plazos y libre de riesgo de incumplimiento.

9. El mercado estd en equilirio, es decir, no existe oportunidad de arbitraje.

2.3.1. Dinamica del Precio del Activo Subyacente y Riesgo de Mercado

Consideremos un movimiento Browniano geométrico (Wi).e(o,7) definido sobre un espa-
cio fijo de probabilidad con su filtracién aumentada (9, F, (F}V Jieo,1, P). Y supéngase
ademas, que el precio del activo subyacente S, al tiempo ¢, es conducido por un movimiento
Browniano geométrico de la forma

dSt = ,U,Stdt + O'Stth. (21)

El parametro de tendencia u , representa el rendimiento medio esperado y o la volatilidad
instantanea por unidad de tiempo. El proceso dW; modela las fluctuaciones propias del
mercado del subyacente, ademds, se sabe que dW; ~ N (0, dt).

El proceso {S; }+>0 es adaptado a la filtracion {F; }+>0. En efecto, una simple aplicacién
del lema de It6 [15], conduce a

1
dIn(S;) = (u — 502)dt + odW;, (2.2)

lo cual implica que
Sp = SpeWrHnmzt, (2.3)

2.3.2. Dinamica del Precio de la Opcion

El valor de una opcién europea es claramente funciéon de los distintos pardmetros que
intervienen en los términos del contrato, tales como, el precio de ejercicio K, la vida
del contrato T' — t. Ademas, es claro que el valor de la opcién también depende de las
propiedades del activo subyacente, es decir, de su precio, S, rendimiento, u, y volatilidad,
o, asi como de la tasa de interés, r, que prevalece en el mercado de crédito a fin de calcular
el valor del dinero en el tiempo. De esto podemos escribir el valor de una opciéon como

C=0C(S,t; K,T,0,u,r). (2.4)

Como podemos notar S; y t son las variables relevantes en el contrato. En lo que sigue
no haremos mencién explicita de los demdas paramétros, excepto cuando sea necesario, el
valor de la opcion lo denotaremos entonces como

C = C(S,1). (2.5)
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Durante el intervalo de tiempo [t,t 4 dt], el activo subyacente cambia de S; a Sy + dSy, lo
cual hace que el precio de la opcién cambie de C(S,t) a C + dC. Una aplicacién del lema
de It6 nos proporciona el cambio marginal en el precio de la opcién [15], el cual se expresa
como

_(oCc  aC 1 I 2ac e,

2.3.3. Dinamica de un Portafolio Combinado del Activo Subyacente y
su Opcién de Venta

Considere ahora un portafolio con w; unidades del activo subyacente con precio S; y wo
unidades de una opcién de venta sobre el subyacente con precio C(St,t). Denotemos con
II; el valor actual del portafolio, luego entonces
Ht = U)lSt + 'lUQC(St, t) (27)

Si consideramos el cambio en nuestro portafolio en el instante dt debido a fluctuaciones
propias del mercado, tenemos que

dHt == wldSt + U)QdC(St, t) (28)
Sustituyendo a dS; y a dC(S,t) en (2.8), obtenemos

oC
dll; = <w1 + wog—— a5, ) wSedt

oC oC  10%*C
+ <w1 + ’wQaSt> oS dWy 4+ wo ( ot + §W 25?) dt. (2.9)

El término aleatorio multiplicado por dW;, modela el riesgo de mercado del portafolio, el
cual se puede eliminar si se eligen adecuadamente las cantidades w; y ws en la construccién
del portafolio [15].

2.3.4. Administracién del Riesgo de Mercado

Debemos elegir de manera adecuada a wi y we, de tal manera que se anule el término
estocéstico de la ecuacién (2.9), esto es,

oC
=0. 2.10
w1+ W2 yg a5, ( )
Existen infinitas soluciones para la ecuacién anterior [15].
Ejemplo: Si tomamos a wy =1y a w; = —g—g := —A, se tiene
oCc 19%*C

dlg = ( —- o?S? ) dt. 2.11
¢ < ot T2a527 7 (211)

A la eleccion de wy y ws suele llamarse cobertura Delta. Debemos notar que la cobertura
Delta s6lo puede aplicarse en el instante dt. Si aplicamos esta cobertura a (2.7) obtenemos
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dlI® = C — AS,. (2.12)

Lo que significa que se estd cubriendo una venta en corto de A unidades del subyacente
con una opcién de venta.

2.4. Ecuacion Diferencial Parcial de Black-Scholes

Bajo el supuesto de equilibrio general y no arbitraje se tiene que

oC  10°C , oC
- = - 2.1
<8t +285’t20 St>dt < 8St5t—|—0>rdt, (2.13)
lo que equivale a
oc 10°C , 5, OC
- = S — = 0. 2.14
at +26St20— St +aStStT TC 0 ( )

La ecuacion anterior es conocida como la ecuacion diferencial parcial de Black-Scholes.
Las condiciones de frontera y final para determinar una tnica solucién son:

C0,t) =0 y C(S;, T) = méx (K — S4,0).

Si todos los activos de un portafolio satisfacen la ecuacién anterior, entonces el portafolio
también la satisface.

La ecuacion de Black-Scholes contiene todas las variables que determinan el valor del
contrato y los parametros, a saber, precio del activo subyacente, tiempo y volatilidad,
pero no se hace mencién del rendimiento medio esperado, u, a éste lo hemos eliminado al
anular el coeficiente de dW; en el cambio del valor del portafolio. En lugar del rendimiento
medio esperado aparece r la tasa de interés libre de riesgo. Lo que significa que si todos
los participantes en el mercado de opciones estan de acuerdo con el nivel de volatilidad
del activo, entonces estan igualmente de acuerdo con el valor de la opcién.

La solucién de la ecuacién anterior es dada por [15]

Si denotamos como 4
1 1
P(d) = — exp{——vy°}dy.
(d) \/ﬂ/oo pi=5¥ 7 dy

C (S, t) = S;®(d1) — Kexp{—r(T — t)}®(da),

se tiene que

donde
W)+ +300(T 1)
b ovT —1 ’
y
J In (%) +(r—303)(T —t)
1= :

ovVT —t
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Capitulo 3

FUNCION DE DENSIDAD Y
FORMULAS PARA VALUAR
OPCIONES

El presente capitulo se dedica a la obtencién de la ecuacion diferencial parcial hacia atras
(ecuacién backward), la ecuacion diferencial parcial hacia adelante (ecuacién forward), la
funcién de densidad del proceso y la funcién de densidad de barrera. Mediante la funcién
de densidad condicional del precio de un activo conducido por el movimiento Browniano
geométrico, obtenemos la ecuacién diferencial parcial hacia atrds de Kolmogorov y la
ecuacion diferencial parcial de Fokker-Planck. De forma analitica, se deriva la funcién
de transicién del proceso partiendo de una ecuacién forward también conocida como
ecuacion hacia adelante de Fokker-Plank, de manera similar se obtiene la funciéon de
densidad de los primeros alcances de las barreras, mediante la transformada inversa de
Laplace utilizando integrales de contorno.

Con las expresiones analiticas que se han obtenido de la funcién de densidad del pro-
ceso, p v de las funciones de densidad g™ y ¢~ podemos calcular el precio de varios tipos
de opciones barreras dobles.

3.1. Funcion de Densidad Condicional del Precio de un Ac-
tivo

Consideremos un movimiento Browniano geométrico (Wt)te[()’T] definido sobre un espa-

cio fijo de probabilidad con su filtracién aumentada (2, F, (F}V Jeelo,r]; P). Y supdéngase

ademads, que el precio del activo subyacente S, al tiempo ¢, es conducido por un movimiento
Browniano geométrico neutral al riesgo

dSt = Stdt + O'Stth s (31)

donde r es la tasa de interés libre de riesgo o equivalentemente el rendmiento medio
esperado el cual se habia denotado por pu.
Aplicando el lema de Ito al proceso (3.1) se obtiene
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d(In S;) = (r - 202) dt + ocdW; . (3.2)

Escribiendo la ecuacion anterior en forma discreta, y tomando a At = T — ¢, se puede
escribir

1
InS7y —InS; = <r - 202> (T —t)+o&EVT —t, (3.3)

donde € ~ N(0,1). Luego entonces

In (‘Z) Y ((r _ ;(;2) (T — 1), 0X(T — t)) . (3.4)

Si ahora definimos a

1
g(€) := St = S;Exp { <7“ - 20’2> (T —t)+oVT — tg} , (3.5)
se tiene que
S
gy M) e T .
g T VT —1 '
Asi, la funcién de densidad de St dado S; estd dada por la siguiente expresién
_ dg—1(s

sris(s19) = oelg™ ()| 212 (3.7

donde ¢g(.) es la funcién de densidad de una variable aleatoria normal estanar. Note
ademas que el Jacobiano de la transformacién satisface

dg—1(s) 1
ds so/T —t

En consecuencia, la funcién de densidad de Sp condicionada a Sy, es dada por la expresion
siguiente

In(g —(r—30%) (T —1)
f%@@wo=2ﬂ;_wwmm -5 () J¢T2t (3.8)

3.1.1. Ecuacién Diferencial Parcial Hacia Atras de Kolmogorov

Si definimos a x = S; y y = s, tenemos una forma alternativa de escribir la expresién
(3.8). (Las cantidades ¢ y = se denominan variables hacia atrés), la cual se expresa como

o 1 (L) - (r—Lto?) (T -1\’
p(t, T;z,y) = mexp D) < a\/TZi—t ) . (3.9)
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Noétese que el precio de una opcién europea de venta satisface la ecuacién

C=FE {e—“T—ﬂ méx (K — Sr, 0)|]-"t} , (3.10)
es decir,
O = 7T / méx (K — S7,0) fs, s, (5]S1)ds. (3.11)
0
En términos de la notacion definida anteriormente se tiene que
K
C(z,t) = eT(Tt)/ (K —y)p(t, T;z,y)dy, (3.12)
0
luego,
K
T0C () = [ (K~ y)plt, T, )dy. (313)
0
De lo anterior se sigue que
oC K Op
rT- == — K —y)—dy. 3.14
0%~ [T -y (3.14)
De forma analoga
0*C K 0?p
r(T—t)Y _ K — i 1
e L 1] (315)
también
00 el 0 = [ Ry (3.16)
e T z,t) = ; Y)W .
De las ecuaciones (3.14),(3.15) y (3.16) se sigue que
oC oCc 1 0%C
r(T—t) [ ¥~ e - 2 29 Y _
e <6t —i—ra:ax—l—Qaaz 92 rC)
K Op op 1 9%p
K — YV e - 2. 2Y V ) 1
/0 ( y)<8t+rfcax+2awax2)dy (3.17)

Observe que el paréntesis en el lado izquierdo de la expresién anterior es la ecuacién
diferencial parcial de Black-Scholes, en consecuencia se tiene que

p  dp 1 4,0

—+re—+ -o°z°— =0. 3.18

ot " or T30 e (3.18)
FEsta expresion es conocida con el nombre de ecuacién diferencial parcial hacia atrés de

Kolmogorov. Si ahora denotamos como 7 =T —ty p = p(7;x,y), obtenemos

2
— =rr—+ -o'rt— . (3.19)
T x
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VALUAR OPCIONES

3.2. OBTENCION DE LA FUNCION DE DENSIDAD DE TRANSICION DEL
PROCESO

3.1.2. Ecuacién Diferencial Parcial de Fokker-Planck

A las variables t y y en la funcién de densidad de Sp condicionada a S, se les denomina
variables hacia adelante.

Considere la siguiente funcién de densidad condicional

In(Z)—(r—30?) (T -1t ’
Q(t,T;yw):mexp —% <y> U\/% . (3.20)

La funcién anterior cumple que
@ _ 1021,2 & (y*q) _ Ta(?JQ)
or 2 Oy? oy

La cual se denomina ecuacién diferencial parcial de Fokker-Planck.

(3.21)

3.2. Obtencién de la Funcién de Densidad de Transicion del
Proceso

Si se considera que el bien subyacente de la opcién puede ser modelado como un movimien-
to Browniano geométrico, podemos modelar el logaritmo del precio del bien subyacente
mediante la siguiente ecuacién diferencial estocastica,

dz = pdt + odWy, (3.22)

donde i y o son constantes.

En este trabajo se pretende valuar opciones doble barrera. Esto puede ser modelado
suponiendo que el proceso z deja de tener valor tan pronto como éste alcanza una de las
dos barreras.

Supoéngase que se tienen dos barreras, la barrera inferior se localiza en 0, la ba-
rrera superior en el nivel [. Esta especificacién es general, puesto que siempre podemos
desplazar el proceso z mediante una constante tal que la barrera inferior sea colocada en 0.

Sea p(t,z;s,y) la funcién de densidad de transicién , la cual describe la densidad
de probabilidad de que el proceso z inicie en el tiempo ¢ en z(t) = x y sobreviva hasta
el tiempo s y termine en z(s) = y. Por supuesto, tenemos que t < sy 0 < z,y < [.
La funcién de densidad de transicién p(t, z;s,y) puede ser determinada por el método
de separacién de variables y representada en términos de una serie de Fourier, como se
muestra a continuacion.

Suponga que p(t, z; s, y) satisface las ecuaciones backward y forward (o ecuaciones de
Kolmogorov, la ultima también conocida como ecuacién de Fokker-Plank). Utilizando la
ecuacion forward sujeta a las condiciones de frontera y condicién inicial respectivamente
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3.2. OBTENCION DE LA FUNCION DE DENSIDAD DE TRANSICION DEL
PROCESO

P(esi5,0) = ploy58,0) =0y plt,zit,y) = 3(x — y), tenemos

1
—Ps — Upy + 502pyy =0, (3.23)

ahora para poder utilizar el método de separacién de variables supéngase también que
p(.,;,y) se puede escribir como p(.,.;s,y) = V(s)W (y). Sustituyendo en (3.23) se tiene
lo siguiente [5]

lo cual implica que

1 2 1" /
Vs | @)+ )]
Vis) W) =k, (3.24)

donde k es la constante de separacion, cuyo valor serd determinado de las condiciones
iniciales y de frontera. De (3.24) resulta el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias

/

-V (s)—kV(s) = 0, (3.25)
1 1" ’
—50 W () + W (y) = kW (y) = 0. (3.26)
Resolviendo (3.25) tenemos
—V'(s)
=k
V(s) ’
integrando se obtiene que
V(s) = Ae ks,

Por otro lado, para resolver (3.26) se tiene que hallar el polinomio caracteristico de la
ecuacion diferencial, esto es,

1
—§o2u2+uu—k:0,

resolviendo para u, se tiene

1 w2 — 202k
u=-_5=+ 2 ’
o o
con el fin de tener la solucién deseada, es decir, los casos no triviales se supone que
pu? — 20%k < 0, para que las raices sean complejas, luego entonces, la solucién para la

ecuacién diferencial (3.26) es dada por, [3]
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y+ C'sen

/ _22 /2 — 952k
W(y):ea‘éy{BCOS w20 MUQJ y},

luego, como p(.,.;s,y) = V(s)W (y), se sigue que

_ u — 202k 2 _ 9202k
ksn@y{DmSwUNEbenMy},
U

p(.s58,y) =€
donde AB=Dy AC = E.
Si aplicamos la condicién de frontera p(.,.;s,0) = 0, se tiene que

p(.,.;8,0) = De ® =0= D=0,

cuando aplicamos la condicién de frontera p(.,.;s,l) = 0, obtenemos

_ ] V2 — 202k
p(.,.;8,0) = Ee kst 5l ul—o,

sen
o2

busquemos las soluciones no triviales , es decir, E # 0, entonces debemos tener que

\/220

Y= =0, esto se da cuando

V2 — 202kl

= = nm,
paran =1,2,3,...... y tomando en cuenta que pu? — 202k < 0, tenemos que
1 2 n2n?0?
poo L[ ity
2 \ o2 12

Para obtener la soluciéon que se desea es conveniente tomar la costante de separacion k
como negativa.

Ahora sea [7]

donde

s6lo falta analizar la condicién inicial p(t,z;t,y) = 6(x — y), para esto consideremos la
funcién

Ans+ -4
= an(., 58,Y) = ZEne "5T52Y sen 7Y
n=1 n=1

ahora, la condicién p(t, x;t,y) = 6(x — y) es equivalente a [7]
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PROCESO
p(t, z;t,y) ZE et ozY gen nfy:é(x—y). (3.27)
Considérense las siguientes propiedades de la funcién delta
iz) = o(—x), (3.28)
_ B f(zo) , 81 a<xo<b,
/ F(@)o(w = zo)dr = { 0,8i zg<a o b< x. (3.29)

Como en la solucién (3.27) aparecen los coeficientes E,,, los cuales no han sido deter-
minados y, a demds se tiene de la propiedad (3.28) que la funcién delta de Dirac es
par esto significa que las condiciones iniciales en la ecuacién backward y forward son
equivalentes, por éste motivo es necesario resolver la ecuacién backwar, para poder
determinar completamente la solucion.

Pongamos la ecuacién backward sujeta a las condiciones de frontera p(t,0;.,.) =
p(t,l;.,.) = 0 y condicién inicial p(s,x;s,y) = 0(y — x),

1 2
Dt + Upg + 50- Pz = 0. (330)

Para resolver la ecuacién (3.30) se hace uso del método de separaciéon de variables.
Supéngase que p(t,x;.,.) se puede escribir como p(t,x;.,.) = V()W (x) . Sustituyendo
en (3.30) se tiene lo siguiente

lo cual implica que

Vi [ @ e @]
i = ) — k, (3.31)

donde k es la constante de separacién, cuyo valor serd determinado de las condiciones de
frontera. De (3.31) resulta el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

V() —kV() = 0, (3.32)

—%o’QW () — pW'(z) —kW(z) = 0. (3.33)

Resolviendo (3.32) tenemos
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V(1)
2k
v
integrando se obtiene
V(s) = AeM.

Por otro lado, para resolver (3.33) tenemos que hallar el polinomio caracteristico de la
ecuacién diferencial, esto es,

_122

57 pu—k =0,

resolviendo para u, se tiene

- V2 =202k
U= 75 * M72’
o o
con el fin de tener la solucién deseada, es decir, los casos no triviales se supone que
u? —20%k < 0, para que las raices sean complejas, y entonces la solucién para la ecuacién
diferencial (3.33) esta dada por

/ _22
W(y) =e o2 {Bcos a 7

x + Csen

Vp? =202k }
2 o
o
luego, como p(t,z;.,.) = V(s)W(y), tenemos

12 _22
ft= {Dcos H g

p(t,x;.,.)=e ~————x+ Esen

V2 — 202k }
2 Lo
o

donde AB=Dy AC = E.
Si aplicamos la condicién de frontera p(¢,0;.,.) = 0, se sigue que

p(t,0;.,.) = Def* = 0, locualimplicaqueD = 0,
cuando aplicamos la condicién de frontera p(t,[;.,.) = 0, obtenemos

_n Vit =202k
p(t,l;.,.) = B 77 sen ;1,7201 =0,
o

busquemos las soluciones no triviales, es decir, F # 0, entonces debemos tener que

\/W

[ =0, esto se da cuando

V2 - 202k:l

= nm
o2 ’

paran =1,2,3,... y tomando en cuenta que [LQ — 202k < 0, tenemos que

Eo— 1 /L2+n27r202 .
2 \ o2 2
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PROCESO

Para obtener la solucidon deseada es conviente tomar la costante de separacién k como
negativa.
Ahora sea [7]

—Ant

o nm
pu(t,x;.,.) = Epe 2% sen —ux,

donde,

1 2 n2r252
An =5 /iz T )
2 \o l

s6lo resta analizar la condicién inicial p(s,z;s,y) = d(y — ), para esto consideremos la
funcién

oo 00
p(t, T5 . ) = an(t, ;. ) = Z Ene_A"t_aLQJ: sen ?3;7
n=1 n=1

La condicién p(s,x;s,y) = 0(y — ), usando la propiedad (3.28) es equivalente a [7]

p(s,x;8,y) = Z Epe 7327 sen ?m =0y —z)=6d(z—y). (3.34)

n=1

De esto, tenemos que (3.27) es equivalente a (3.34), es decir,

p(s,z;8,y) =6(y —x) = p(t,z;t,y) = d(z — y),

luego

)
—Ans—tsx Ant+L5y

S B 27 gen _§ Bttt iV sen My — 5 .

n€ Sen .T e Sen l y (.T y)

De lo anterior se sigue que los F,, son los coeﬁmentes de la serie de Fourier de senos de
d(z —y) [7], es decir,

E, = / 5(y — 2)e 52V sen nl—wydx. (3.35)

Usando las propiedades (3.28) y (3.29) se tiene que

2 [ 2
E, = l/é(az—y)e/\"wr:?ysenn;ryd:z
0
= %ekntﬁ'a%ysen?y.

Finalmente, tenemos que la funciéon de densidad de transicién del proceso se escribe como

2 2 nm
t,x;s —€2y 2§ el gon M gon 28 3.36
p(t,:5,) Z Tsen "y, (3.36)
La anterior caracterizacién de la funcion de densidad de que el proceso sobreviva hasta
el tiempo s es usada para calcular los precios de opciones doble knock-out, en especifico
para las opciones que caducan tan pronto como una de las barreras es alcanzada.
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3.3. Obtencion de las Funciones de Densidad de las Barreras

Ahora nuestro interés es la funcién de densidad de alcanzar la barrera superior y la
barrera inferior.

Sea gT(t,x;s) la funcién de densidad de alcanzar primero la barrera superior hasta
el tiempo s, antes de alcanzar la barrera inferior, esta funciéon de densidad satisface la
ecuacion backward

1
9 + pgt + 50299} =0,

Debido a que i y o son constantes, entonces g* (¢, x; s) depende unicamente de s — t. Sea
T =s—1t,con 7 > 0, podemos escribir g7 (¢,x;s) = g7 (7, z), asi la ecuacién backward se
expresa como

1
_g:—r + ,U'g:j + 50-2.9;;:1: =0, (3.37)

sujeta a g*(7,1) = 0(1), g7 (0,2) =6(l —z) y g (r,0)=0.
Para hallar una expresién de g™ considere la transformada de Laplace

(o) = / ¢ gt (7, 2)dr,
0

para algin v > 0. Sustituyendo 7" en (3.37) y de las condiciones de frontera, (3.37) se
expresa ahora como [11, 12],

1
—oyt 4yt + 5027;;: =0, (3.38)

sujeta a las condiciones y*(0) = 0 y v7(I) = 1. Para hallar la solucién de la anterior
ecuacion diferencial, se determina el polinomio caracteristico, esto es,

1
502u2+,uu—v:0,

resolviendo para u se tiene que

—p 2+ 2020
u= 5 .
o

Para no tener soluciones triviales, suponemos como antes que u? + 20%v < 0, de esta
manera las raices son complejas y asi la solucién de la ecuacion diferencial es [3],

yH(z) = e_o%m(A senh(fx) + B cosh(0x)),
donde

1
0 = P\/,uz + 20%v.

los coeficientes son determinados de las condiciones de frontera, como se muestra a con-
tinuacion
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’7+(0) =B =0,

) = e_o%lAsenh(Hl):l,

luego

2N
ecr?l

~ senh(0l)’

ahora representemos con (v) = 45 +/u2 + 202w, por la dependencia que se tiene de v, de

g
lo anterior tenemos que la solucién particular de (3.38) se expresa como

2iv) = o2 (1-2) senh(0(v)z)
’ senh(0(v)l) ’

Para obtener g™ tenemos que invertir la transformada de Laplace y*. Para esto con-
sideremos que ¥+ es una funcién en la variable compleja z, que es analitica sobre el plano
z, salvo en un numero finito de singularidades. Sea Lr un segmento de recta vertical y
z =c+ir, (—R <7 < R), donde la constante ¢ es positiva y lo suficiente grande como
para que el segmento esté a la derecha de todas las singularidades, entonces g de variable
real 7 se define de la siguiente manera para valores positivos de 7 [14],

7 (

1
T(r,2) = =— lim eyt (x;2)dz, (3.39)

g .
271 R—o0 Lg

suponiendo que el limite existe.

Los residuos se utilizan con frecuencia para calcular el limite en la expresién (3.39).
Sean 21, 23, ..., 2z las singularidades de vt (z;2). Denotemos ahora como Ry el mayor de
sus moédulos, y consideremos un semicirculo C'r con representacién paramétrica

z=c+ Re”,

donde § <6 < 37” y ¢+ Rg < R. Nétese ahora, que para cada singularidad z

|z —c| < |zg| +c < e+ Ry < R.

Asi logramos que todas las singularidades esten en el interior de la regién semicircular
limitada por Cr v Lg, la cual denotaremos con ¢

La ventaja de agregar CR a la integral de linea para transformarla en integral de contorno
es que esta trayectoria no tiene contribucién en la integral, pues ésta se desvanece cuando
R tiende a infinito. Asi tenemos, por el Teorema de los Residuos de Cauchy [14] que

% eyt (z;2)dz = 27ri2reszzzk [e7 v (z;2)] . (3.40)
@ k=1

Ahora, de la teoria de funciones complejas, sabemos que el residuo de las singularidades
2k es igual al coeficiente a_1 de la expansion de Laurent,
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o0

Y@z = ) an(z— )", (3.41)

n=—oo

eTZ

alrededor de la singularidad zj.

La parte positiva de la serie (3.41) es la expansién de Taylor, la parte negativa involucra una
potencia negativa de z — 2, la cual da el comportamiento de la singularidad. La potencia
negativa mas grande en la expansién de Laurent nos da el orden de la singularidad. Para
una singularidad de orden n el residuo se calcula como sigue [14],

1 ) d(nfl)

T\ _ _ N TZ ot (.
(n—1)! zggk dzn—1 [(z zp)" ey (x z)]

res [e7 T (z;2)] =
Luego como nuestro caso se reduce a una singularidad de primer orden, se tiene que

res [e7y T (z;2)] = lim (2 — ) €7y (25 2). (3.42)

Z—r2f
La tarea ahora es encontrar las singularidades en la expresiéon e™*yT(z;z) y éstas sélo
pueden ser ocasionadas cuando el término en el denominador de v (z;z) se hace cero.
Usando la identidad senh(z) = —isen(iz), encontramos que senh(0(z)l) = —isen(if(z)l)
es cero si 10(z)l = km, k = 1,2,3, ... entonces, despejando a z tenemos que

Tomando a z; = z, por la dependencia que se tiene de k.
Ademas, observe que cuando

z—=zK, 0(z)=—.

Regresando a la ecuacién (3.42) se obtiene que

res [y (;2)] = lim (2 —z) em?e? (=) senh(6(z)2)

2z senh(6(2)l)

) e . 'Lkl 1 M
e e*kT sen < ] x zif?k senh(6(2)l)’

usando la regla de L "Hospital se obtiene
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res ey (25 2)] = 2 (=)= senh (Zkﬂ-x> lim ;86
z=z1 cosh(0(2)1) 521
1
> cosh(ikw)%
1 ikmo?
) cos(km) 12

—k;rm> cos (k)

2 _
= ez’“Tea%(l_x)U—lmr sen <k7r g ] $)> .

Una vez que se han encontrado los residuos podemos determinar a g* la cual resulta ser
la suma infinita de los residuos [11, 12],

2 & [ —
g (t,as) = ez x)%Zeszkwsen (lm( la:))
k=1

(1) O l—
= ez )?—2 Zezk(s_t)km sen <k7r< l m)) , (3.43)
k=1

donde 7 = s —t.
También se tiene que g~ satisface la ecuacién backward, es decir,

_ _ 1 5 -
9 + MG, + 5029:1::): =0,

observemos ademds que ¢~ (¢,z;s) depende unicamente de s — ¢, sea 7 = s — t, luego
entonces g~ (t,z;s) = g~ (7, ), asi (3.43) se convierte en

_ _ 1 _
—g- + ugy + 50299& =0, (3.44)

sujeta a las condiciones de frontera ¢~ (7,0) = (1), ¢~ (0,2) = d(z —0) y g~ (7,1) = 0.
Si ahora definimos a

o0
v (z;0) :/ e g (1,x)dz, para v>0.
0

Sustituyendo v~ en (3.44 ) se obtiene

_ _ 1 5
—vY v + 50" =0, (3.45)
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sujeta a las condiciones de frontera v~ (1) =0y v~ (0) = 1.
La ecuacién diferencial (3.45) es la misma que (3.38) por lo que la solucién general es [3],

v (z) = efo%x(A senh(fz) + B cosh(6z)),
donde,

1
_ 2 2
0= 02\/,u + 204w,
los coeficientes se determinan de las condiciones de frontera

7 (0)=B=1,

v () = e_o%l(A senh(01) + cosh(0l)) =0,

lo cual implica que

~ —cosh(l)
~ senh(0l) ’

ahora representemos con 6(v) = %\/ 12 + 202v, por la dependencia que se tiene de v, de
esta manera

~(z) = e — cosh(O(v)l)senh(f(v)x)  cosh(f(v)z)senh(O(v)l)
7 senh(0(v)l) senh(0(v)l)

_ b senh(0(v)(l — x))

senh(6(v)l) (3:46)
Note que
¥ (@) = e 2yl - 2).
Haciendo la respectiva sustitucién en (3.42) se tiene
—K 0'2 > x
g (t,z;s) = e?mﬁ Z ek sen (k‘W?) . (3.47)

k=1

3.4. Formulas de Valuacion

En los casos que se analizardn, se toma el bien subyacente como una razén F'/X. Sea S; el
spot de tasa cambiaria el dia de hoy, rg la tasa de interés doméstico, ry la tasa de interés
extranjero y o la volatilidad de la tasa cambiaria. Sea U que denota la barrera superior,
L la barrera inferior las cuales satisfacen que,
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L <SS <U.

Dividiendo entre L y tomando logaritmo, se tiene que,

0<—=<U
<L<

ot (%)
St

donde z es el proceso definido anteriormente, con x = z(t) = log(3*), de lo cual se tiene

que
U
=1 — ] .
(1)

El término flotante p del proceso z es igual (bajo la equivalente medida de martingala) a

asi tenemos que, para s > t,

L 5
p=Td—Tf—50

Denotemos con T la fecha de vencimiento en todas las opciones [11, 12].

3.4.1. Opciones que Pagan una Cantidad Constante al Vencimiento

Los opciones que pagan una cantidad constante en la fecha de vencimiento, son un tipo
de opciones barrera doble que se considera en este trabajo.

Supoéngase que se recibe una cantidad Ky si la barrera superior se alcanza primero,
una cantidad K7, si la barrera inferior se alcanza primero y una cantidad K si ninguna
barrera se alcanza durante la vida de la opcién. Cualquier cantidad que se pague serd en
la fecha de vencimiento.

Sea St el precio del bien subyacente al finalizar el contrato, si durante el tiempo de
vida de la opcion el precio del bien subyacente estd por arriba de St se ejerce la opcidén,
pero nos interesa conocer el precio del bien subyacente cuando éste estd por debajo de
ST, el cual es dado por la siguiente expresion.

Vepu(t) = e T =Dgy . (3.48)

Si PT(T) y P~(T) denotan la probabilidad de alcanzar primero la barrera superior y la
barrera inferior respectivamente antes del tiempo T'. Denotemos con P(S) la probabilidad
de que el proceso sobreviva hasta el tiempo T, la cual es dada por

PS)=1-PHT)- P (T) .

De esto se tiene que,

Sp = KyPT(T) + KL,P~(T) + K(1 — PY(T) — P~(T)).
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Finalmente,

Vepu(t) = e T (Ky PH(T) + KL P~(T) + K(1 — PY(T) — P(T))).  (3.49)

La tarea ahora es encontrar P y P, para esto, se tiene que integrar a las densidades
de barrera, obtenidas anteriormente. Es decir,

T
Pi(T) = /gi(t,:n;s)ds
t
= / gi(t,x;s)dg—/ gi(t,:c;s)ds
t

T

= ~v%(z;0) —/ g (t,;5)ds. (3.50)
T
Donde,
I
oy () senh (5 7) .
v (z;0) = e senn( 1) (3.51)
y
—psenh(5 (1 — 2))
0) =eo? g 3.52
7 (wi0)=e senh(£51) (3:52)
De las expresiones encontradas para g7 y para g~ se tiene que
/00 gt (t,x;8)ds = /oo eo%’(l_’”)a—2 i e+ ey sen(lmru)ds
T b Y T l2 l
. x)U kasen l—fﬁ))/oo o(s—1) g
T
B 2 I — 2k (s—t) o0
= el x)(;Zkﬂsen(lm( lm)) [e = .
k=1 T
Observe que
L Ryas k*m?o? A\
k 2 \ 52 12 k>
luego
% 2 - AR(T—1)
g ) O (—=) e
/T g (t,z;8)ds = eo? p;kwsen(k‘w i ) " . (3.53)
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De manera similar se tiene que

e ® u0? x
/ g (t,x;s)ds = / ea?t— Z e+ b sen(kr =) ds
T T 2 k=1 !

o 2 00
= ecréx(;z:kwsen(kw;lv)/ e+ (570 s
k=1 T

—pp 02 z [0
= 22X b
e B Z kmsen(km 7 ) [ = .
k=1 T

Observe que

de aqui,

% 9 > AR (T—t)
/T g (t,z;s)ds = ecrgx(;;kﬁrsen(kma;) [e)\k] . (3.54)
De (3.53) y (3.54) se obtienen las siguientes expresiones
h(Lx)
PHT) = edrton iz
(T) c senh(Z451)
2 _ A(T—1)
L (l-2)0 (l—x), [e
—eo? = Z km sen(km l "
k=1
s 2 o0 —)\k(T—t) l_
_ s-a) senh( ;) _a? e . . x
e (senh(a’él) B 2 v msen(km 7 )| (3.55)
—u senh(L (I — x)) 0?2 & 2z | e (Tt
P(T) = e-2" 2 —e?" =N k krs) | ————
(T) = e senh(%l) P ; msen(kry) | —

_ (1 2 0 (T—1)
—é‘m senh(oz, (l SU)) B i e "k i & E 356
( senh(%l) 2 ]; )\T ﬂsen( 7Tl) . ( . )

Con lo que queda determinada la expresion(3.49).
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3.4.2. Opciones Doble Knock-out en su Versién Put

Supéngase que tenemos una opcién put doble knock-out, con un pago igual al
max (K — Sp,0), si el precio del activo subyacente, Sy, nunca alcanza alguna de las ba-
rreras durante el tiempo de vida de la opcién [t,T], el valor de la opcién al tiempo ¢ esté
dado por la siguiente expresién

l
Vokop(t) = e~ / méx (K — Le¥, 0)p(t, 2 T, y)dy. (3.57)
0

Observe que los casos son triviales para LeY < K, luego entonces sélo consideremos el caso
en el que la opcién es en dinero, LeY > K, esto ocurre si y solo si, y > log(%) = d. Ahora,
si asumimos que 0 < d < [, se sigue que

!
Vbrop(t) = e_rd(T_t)/ (K — Le¥)p(t,z; T, y)dy,
d

l

!
Vpkop(t) = e T (K / p(t,a; T, y)dy — L / eVpt, T, y)dy> : (3.58)
d d
Note que en ambos integrandos aparece implicito el término primitivo de la forma
e sen(by). Ademas, de la teoria de cdlculo integral de variables reales se tiene que una
primitiva de este término es

asen(by) — bcos(by)
a? + b?

/eay sen(by)dy = e™

Definamos a,

Qla,y) = /6O‘yp(t7w;T, y)dy.

Usando la primitiva dada anteriorente, se tiene que

7) o (L + o) sen(krd)
Qlasy) = ZeH e S T s ( v e

P Lt o)+

k

% y—) ayz sen kﬂ_l) ((;r COS(lﬁr k)27r2> ' (3'59)

o2 + @) + 2

N\w

De esta manera el valor de la opcién put doble knock-out puede ser expresada como se
muestra a continuacién

Vprop(t) = e T~ (K[(Q(0,d) — Q(0,0))] — L(Q(l,d) — Q(1,0))]) - (3.60)

La dltima expresién, también es cierta para opciones en las que el pago depende de
S&. El pago de una opcién put normal se tiene cuando o = 1.
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CONCLUSIONES

En la presente tesis se analizé el modelo de valuacién desarrollado por Black y Scholes
[2] en 1973, formalizado y extendido en el mismo ano por Merton [9]. El modelo
de valuacion de Black y Scholes es en realidad un modelo de cobertura, ya que éste
estd constituido de tal forma que una parte se compone de acciones y la otra de bonos [10].

Una vez establecido el modelo de valuacién, se obtiene la ecuacion diferencial parcial
de Black-Scholes, posteriormente se llega a la funciéon de densidad condicional del precio
de un activo, esta funcion de densidad satisface la ecuacién diferencial parcial hacia atrds
(backward) de Kolmogorov y la ecuacién diferencial parcial hacia adelante (forward) de
Fokker-Planck.

Resolviendo la ecuacién diferencial parcial hacia adelante de Fokker-Planck (o
ecuacién forward) por el método de separacion de variables y asumiendo que el precio
del bien subyacente es conducido por un movimiento Browniano geométrico, se obtiene
la funcién de densidad del proceso, la cual se representa en términos de una serie de
Fourier. De forma andloga se obtienen las funciones de densidad de las barreras, mediante
la transformada inversa de Laplace utilizando integrales de contorno.

Con dichas expresiones para la funcién de densidad del proceso y para las funciones
de densidad de las barreras, ya se dispone de las herramientas necesarias, para poder
obtener las férmulas para valuar opciones barreras doble knock-out y doble knock-in en
sus versiones call y put. Sin embargo, en este trabajo sélo nos limitamos a valuar opciones
doble knock-out en su versién put.

Para trabajos posteriores se tiene lo siguiente:

1. Determinar expresiones para valuar opciones barreras doble knock-out y doble knock-
in, mediante la ecuacién diferencial parcial de Black-Scholes utilizando una aproxi-
macién a través de funciones de Green.

2. Determinar expresiones para valuar opciones doble knock-out y doble knock-in, me-
diante el método de reflexion utilizando una aproximacién normal.
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