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Introduccion

La Teoria de Matrices Aleatorias fue estudiada por primera vez en la
década de los 30’s por Wishart [26] y otros investigadores en matemaética
estadistica. Sin embargo, fue hasta los 50’s que Wigner [25] introdujo esta
teoria a la fisica matematica. Esto dio inicio a la Teoria de Matrices Aleatorias
moderna.

El Teorema de Wigner o Ley del semicirculo establece, bajo ciertas con-
diciones sobre una sucesion de matrices Ay con caracteristicas particulares,
que para cada x € R cuando N — oo

Fyy(z) = %#{z AN <2} &5 /_x ()1, o) (t)dt,

en donde f(t) = %\/4 —t2, =2 <t < 2 es la funcién de densidad del
semicirculo.

Afos después, en 1991, Voiculescu [22] estudié matrices aleatorias con
ciertas simetrias y mostrd que satisfacen la propiedad conocida como liber-
tad asintotica que relaciona estas matrices con operadores altamente no con-
mutativos esto transformoé la teoria draméaticamente pues permitié aplicar
herramientas de Analisis Funcional a la Teoria de Matrices Aleatorias.

Hoy en dia, las matrices aleatorias tienen aplicaciones en campos tan
diversos como la Teorfa de Numeros (hipétesis de Riemann), ecuaciones di-
ferenciales estocasticas, fisica de la materia condensada, fisica estadistica,
sistemas cadticos, algebra lineal numérica, redes neuronales, estadistica mul-
tivariada, teoria de la informacion, procesamiento de senales y redes de pe-
quenos mundos ([6], [9], [13]).

En esta tesis se estudia la distribucién asintotica de matrices markovianas
cuya dependencia en las entradas es fuerte, considerando que algunos de los
ensambles de matrices aleatorias de dimension grande se comportan como
variables aleatorias libres, lo que se conoce como libertad asintética y sirve
para calcular la distribucion espectral de matrices aleatorias. El objetivo es
demostrar de manera diferente usando la teoria de grafos que la distribu-
cion asintotica de matrices Markovianas es la convolucion de dos variables
aleatorias libres.

En el Capitulo 1 definimos formalmente qué es una matriz aleatoria y un
ensamble de matrices aleatorias. Mencionando algunos ensambles de matrices



aleatorias. Por otro lado, se definen los conceptos primordiales de teoria de
grafos y su conexién con los niimeros de Catalan y las trayectorias de Dyck;
que son base importante para poder realizar la demostracion del Teorema de
Wigner que presentamos al final del capitulo.

En el Capitulo 2 se introduce la Probabilidad Libre o Probabilidad no
Conmutativa, considerando sus propiedades bésicas y los criterios que se
deben de considerar para hablar de independencia libre. Ademas, se define
el concepto de variable aleatoria semicircular que es de gran importancia en
la teoria de matrices aleatorias. Para finalizar el capitulo se demuestra que
una sucesiéon de matrices aleatorias que cumplen con ciertas caracteristicas
convergen a variables con distribucién semicircular.

Finalmente, en el Capitulo 3, se estudian las matrices de Markov y su
comportamiento cuando el tamano tiende a infinito con ejemplos diversos. A
lo largo de todo el capitulo se observa que las matrices de Markov tendran
un comportamiento similar al de una diferencia de dos variables aleatorias
libres.
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Descripcién

el conjunto de aristas.

el conjunto de vértices.

un grafo.

el esqueleto de un grafo.

un arbol.

el conjunto de los ntimeros reales.

el conjunto de los niimeros complejos.

el conjunto de los niimeros enteros.

el conjunto de los niimeros enteros no negativos.
el k-ésimo nimero de Catalan.

la medida de probabilidad.

el valor esperado.

la traza normalizada.

la traza no normalizada.

el dlgebra del grupo G.

el conjunto de todas las particiones que no se cruzan del
conjunto {1,...,n}.

el complemento de Kreweras.

la parte real de a.

la parte imaginaria de a.

el conjunto de todas las particiones del conjunto {1,...,n}.






Capitulo 1

Teorema de Wigner

Wigner introdujo la teoria de matrices en fisica matematica alrededor
de los anos 50’s cuando realizaba una gran cantidad de experimentos con
nucleos pesados; los atomos pesados absorben y emiten miles de frecuencias.
Asi que un experimento de este estilo nos proporciona una gran cantidad
de diferencias en los niveles de energia y es dificil encontrar el conjunto de
niveles a partir de las diferencias dadas. De hecho, es imposible conocer la
energia de los niveles exactamente y etiquetarlos. Para abordar este problema
se requiere comprender el problema del valor propio

Hv; = By,

en donde H es el Hamiltoniano del sistema (ver Capitulo 3 de [7]), y E;
son los niveles de energia junto con las funciones propias ;. Pero escribir el
Hamiltoniano H ya era un problema debido a los cientos de nicleos involu-
crados.

La teoria con la que Wigner contaba en ese tiempo lo llevaba a realizar
una ecuacion de Schrodinger (ver Capitulo 4 de [27]) e intentar resolverla,
pero debido al tamano del Hamiltoniano no era posible. También considerd
tratar de resolver el problema del valor propio pero seria imposible debido a
que los sistemas grandes generalmente no son integrables. Finalmente decidio
usar métodos estadisticos. En lugar de buscar una solucién aproximada para
el sistema nuclear, se centré en la distribucién de los niveles de energia,
la teoria estadistica no predeciria la secuencia detallada de niveles en un
nucleo, pero describiria la apariciencia general y el grado de irregularidad de
los niveles. Wigner supuso que el conocimiento detallado del sistema no seria
importante para la descripcién estadistica del sistema. Asi, Wigner propuso



2 Teorema de Wigner

describir las propiedades de un ntcleo pesado a través de un conjunto de
matrices aleatorias, donde las entradas de la matriz fueran independientes y
con cierta distribucién.

Todo lo que Wigner y mas tarde Dyson requirieron fue que

= Las matrices fueran hermitianas o simétricas reales, de tal modo que
los valores propios fueran reales.

= Que el conjunto se comportara “naturalmente” bajo ciertos grupos de
simetria fisica (ensamble de matrices gaussianas unitarias (GUE); en-
samble de matrices gaussianas ortogonales (GOE); ensamble de matri-
ces gaussianas simpléctico (GSE), donde las entradas de las matrices
son reales o cuaterniénicas (ver Capitulo 2 de [13])).

Durante las décadas de los 50’s, 60’s, y principios de los 70’s, varios inves-
tigadores comenzaron a probar la hipotesis de Wigner con datos experimen-
tales reales en una gran variedad de situaciones fisicas obteniendo resultados
impresionantes. Por ejemplo, en [3] se encuentra que las fluctuaciones de ni-
vel del Billar cuantico de Sinai es consistente con las predicciones del GOE.
Lo que llevo a fortalecer la creencia de que las leyes de las fluctuaciones de
nivel son universales.

Gracias a las dificultades que tuvo Wigner al tratar de resolver su pro-
blema fue que descubri6 la ley del semicirculo en 1955.

Este capitulo esta organizado como sigue. En la Seccion 1 se introducen
las definiciones basicas de la teoria de matrices aleatorias. En la Seccion 2 se
presenta una introduccion a la teoria de grafos ademas de su relacién con los
numeros de Catalan, las trayectorias de Dyck y los momentos de la ley del
semicirculo. Finalmente, en la Secciéon 3 se presenta una demostracion del
Teorema de Wigner usando el método de momentos.

1.1. Matrices Aleatorias

La primera vez que aparecieron las matrices aleatorias en matematica
estadistica no fueron tan relevantes, Wigner fue el que impulsé su aplicacion
al resolver su problema de fisica nuclear. En la actualidad son utilizadas en
varias ramas de la Fisica y la Matematica. Si se requiere profundizar en la
teoria de matrices aleatorias se puede consultar: [13] y [19].
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Definicién 1.1. Una matriz aleatoria toma valores en el espacio My, x,(R)
0 Myx,(C), en donde n y p son enteros positivos (usualmente el estudio se
enfoca en el caso en que n = p). Sea A = (a;;)};_, una matriz aleatoria, la
entrada a;; es una variable aleatoria definida en

L (Q,F.P):= ()| L'(QF.P)

1<p<oo

en donde (2, F,P) es un espacio de probabilidad, esto es, ) es un conjunto
no vacio, F es un o-campo de subconjuntos medibles de Q@ y P : F — [0, 1]
una medida de probabilidad.

Recordemos que una matriz H es hermitiana si y s6lo si

H=H'

en donde 7 es la transpuesta conjugada, en términos de elementos de matrices
se lee

hij = h_jia

donde - representa la conjugacién compleja.
Un caso particular son las matrices simétricas. Una matriz H es simétrica
si y solo si todas sus entradas son reales y

H=HT,
en donde ” representa la transposicion.

Definicién 1.2. Sea X = (z;;) una matriz aleatoria en My(C). Si X es
hermitiana y {J;ij 11 <i < j < N} son variables aleatorias independientes,
diremos que X es una matriz de Wigner.

Observaciéon 1.3. Los wvalores propios de una matriz aleatoria hermitiana
en M, (C) son reales y aleatorios.

Definicién 1.4. Un ensamble de matrices aleatorias es una sucesion
{XN}n>1 de matrices aleatorias de tamario N x N con N € N.

A continuacién, se presenta la definicién de algunos ensambles importan-
tes dentro de la teoria de matrices aleatorias.
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Definicién 1.5. Un ensamble G = {G"} se dice gaussiano ortogonal
GOE(N) si para todo N € N, G = (Gg)i’jzlmN es tal que {G;5, 1 < i <
j < N} son variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
con
Gz];[ ~ N<07 1)7
1

Gy ~N(O,5) Y i

el GOE(N) estd definido sobre el espacio de matrices reales simétricas N x N
caracterizado por la siguiente propiedad:

s El ensamble es invariante bajo cada transformacion
G — OGO,
donde O es una matriz ortogonal, OTO = OOT = 1.

Definicién 1.6. Un ensamble G = {GV} se dice gaussiano unitario
GUE(N) si para todo N € N, G = (Gg)i,jzlﬁ,_’]v es tal que {Gy5, 1 < i <
j < N} son variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas
con

1

Gy ~N(0.5) ¥ i),

el GUE(N) estd definido sobre el espacio de matrices hermitianas N x N
que se caracteriza por la siguiente propiedad:

s El ensamble es invariante bajo transformaciones unitarias
G — U'GU,

en donde U es una matriz unitaria, UTU = UUT = 1.

1.2. Preliminares

En términos generales, el Teorema de Wigner nos describe la densidad
de los eigenvalores cuando N tiende a infinito. Para su demostracion, es
necesario definir algunos conceptos y proposiciones. Esta seccion se basada
en (8], [15] y [24].



1.2 Preliminares 5

Definicién 1.7. Sea V = {iy, ..., ix} un conjunto de vértices y E' = {(ip, i,) :
ip,iq € V'} un conjunto de aristas

s Una arista es un par ordenado de puntos llamados vértices, e; =
(15 0m)-

= Una arista dirigida es una arista en donde no es importante el orden
de los vértices, (i, im) = (im, ;).

= Una arista no dirigida es simplemente una arista; esto es, si importa
el orden de los vértices, (1y,im) # (im,11)-

» Una arista aislada (i),1,11) es aquella tal que para cualquier otra aris-
ta (im, imi1) se tiene que (ip,i41) 7 (ims Ims1) Y (G ima1) 7 (i, 9141)-

Definicién 1.8. Sea V' = {iy, ..., i} un conjunto de vértices y E = {(iy, i,) :
ip,iq € V'} un conjunto de aristas

= Un grafo es un par G = (V, E) con conjunto de vértices V' y conjunto
de aristas E.

= Un grafo conexo es un grafo (V, E) tal que cualquier par de vértices
v1,v9 en V' se pueden conectar por una trayectoria, esto es, existe una
subcoleccion de aristas (iy,12), (i2,13), . - ., (in_1,1n) de E tal que vy = i,
Y Vo = Gy

= Un grafo conexo tiene un ciclo si existe una subcoleccion de aristas
(11,12), (i9,13), . . ., (in—1,1n) de E tal que iy = iy

= El esqueleto de un grafo conezo se define por G = (‘N/, E) en donde
V' es el conjunto de los distintos vértices de V' y E es el conjunto de
aristas no dirigidas que se obtienen de quitar las repeticiones de E.

Para tener una mejor nocién de los grafos, en la Figura 1.1, se presentan
ejemplos de cada uno de ellos.
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a) grafo ) grafo conexo
con ciclo
[ ] [
3e e 2 3 e o 2
) )
V(i) ={1,2,3,1,2} v(i)={1.23}
E() ={(1.2),2.1)(2.3),3.1)(1.2)} E()={(1.2)(23).31}

(c) grafo y su esqueleto

Figura 1.1: Tipos de grafos.
Fuente: Elaboracion propia.

Definicién 1.9. Si G = (V, E) es un grafo, entonces G; = (V1,Ey) es
llamado un subgrafo de G si ) #V, CV y E; C E, en donde cada arista
de B incide con vértices de V.

Definicién 1.10. Sea G = (V, E) un grafo, se tiene que:

» Un darbol es un grafo conexo aciclico y lo denotaremos por T .

s Un darbol con raiz es un drbol con una arista dirigida fija que llama-
remos raiz.

En la Figura 1.2, se muestran algunos ejemplos de estructuras de arboles.
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() (d)

(a) (b)

Figura 1.2: (a), (b), (c) son drboles y (d) es un arbol con raiz.
Fuente: Discrete and Combinatorial Mathematics [8], El Teorema De Wigner
para Matrices Aleatorias [15].

Notacién 1.11. Consideremos G = (V, E) un grafo. El nimero de vértices
y aristas de G lo denotaremos por |V | y |E|, respectivamente.

Lema 1.12. Sea G = (V, E) un grafo conezo, entonces
VI <|E|+1.
La igualdad ocurre si y solo si G es un drbol.

Demostracion. Observemos que los grafos conexos se pueden clasificar en
aciclicos y ciclicos. Los grafos conexos aciclicos son por definicién arboles.
En primer lugar, demostraremos que si G es un arbol entonces |V | = |E|+ 1.
La prueba se hard por el principio de Induccién matematica en |E)|.

Si |E] = 0, entonces el drbol consiste de un sélo vértice. Asi, |V| =1 =
|E| + 1. Asumiendo que es cierto para cada arbol que tiene a lo sumo k
aristas, con k£ > 0.

Ahora, consideremos un arbol ' = (V, E) con |E| = k + 1. Si por un
instante se remueve una arista de tal manera que se obtienen dos subarboles
digamos 71 = (Vi, Ey) y Ty = (Va, Es) en donde |V| = |Vi| + |Va| v |Ey| +
|Es] +1=|E].

Dado que 0 > |Ey| > k,0 > |Es| > k se sigue por la hipétesis de induccién
que |E1| +1 = |Vi] y |Ea] + 1 = |V3]. En consecuencia, |v] = |Vi| + V5| =
(|E1| + 1)+ (| B2l + 1) = (|EL| + |Eo| + 1) + 1= |E| + 1.

Por lo tanto, |V| = |E| + 1 siempre que G sea un arbol.

Ahora, demostremos que si G es un grafo conexo ciclico, entonces |V| <
|E|+1. Como G es un grafo ciclico existen al menos dos trayectorias distintas
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que van de (k, 1) a (s,t), esto es, existe al menos una arista doble a lo largo de
la trayectoria, asi quitaremos aristas de tal manera que obtengamos un arbol
T = (V, E') debido a que el nimero de aristas se conserva y |E’| < |E|. Como
T es un arbol se cumple que |V| = |E'|+1, entonces |V | = |E'|+1 < |E|+1.

Por lo tanto, |V| < |E|+1 siempre que G sea un grafo conexo ciclico. [

Nuestro interés se centra en contar el nimero de arboles con raiz que se
pueden formar con k aristas, el conteo se hara de tal manera que se iden-
tificard con 2k-tuplas de entradas dicotémicas de la forma (&1, &, ..., &)
y construidas de la siguiente manera, si en el i-ésimo paso del recorrido la
arista en turno es recorrida por primera vez entonces & = 1 y si ya habia
pasado por ella entonces & = —1.

Esto nos da una biyeccion entre los arboles con raiz de k-aristas y el
subconjunto Ty, de {—1,1}%* que consta de los elementos (&1, &, ..., &)
tales que

S +&+. .+ = 0,
§1+§2—|—...—i—§j > 0, 1=1,2,...,2k,

estas tres condiciones garantizan que el recorrido inicia y termina en la raiz,
que al término del recorrido se recorra la misma cantidad de aristas de ida y
de vuelta.

Definicién 1.13. (1) Una trayectoria NE-SE, es una trayectoria en el
plano Z* que empieza en (0,0) y tiene pasos de la forma (1,1) (pasos
Norte-Este) o de la forma (1,—1) (pasos Sur-Este).

(2) Sea v una trayectoria NE-SE, diremos que es una trayectoria de
Dyck si todos los puntos wvisitados por «y son de la forma (i,j) con
j >0 y el dltimo de ellos es de la forma (k,0).

Observemos que dado un ntmero positivo k, el conjunto de trayectorias
NE-SE con k pasos es identificado naturalmente con {—1,1}*, identificando
una trayectoria vy con la sucesiéon 41 las cuales aparecen como segundos
componentes para los k pasos de 7. Se ve inmediatamente que una k-tupla
(A1, Ag, ..., \g) corresponde a una trayectoria de Dyck si y sélo si
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M+...4+XN >0, ¥V 1<j<k

/\1++)\k — 0,

a partir de la igualdad, es claro que las trayectorias de Dyck con £k pasos solo
pueden existir cuando k es par. Ademds, tenemos una biyeccion entre las
trayectorias de Dyck de 2k pasos y el conjunto T, de {—1,1}?*, y como ya
habiamos mencionado antes también existe una biyeccién entre los arboles
de rafz de k-aristas y el conjunto T, de {—1,1}?* en consecuencia existe
una biyeccion entre las trayectorias de Dyck de 2k pasos con los arboles de
raiz de k-aristas.

Notacién 1.14. Para cada entero n > 0 denotaremos por C,, al n-ésimo

numero de Catalan,
1 [2n (2n)!
C, =—— = —
n+1\n nl(n +1)!

con la convencion que Cy = 1.

Proposicion 1.15. El nimero de drboles con raiz que se pueden formar con
k aristas coinciden con el k-ésimo numero de Catalan

1 2k
Cp=—— k> 1.

Demostracion. Primero contaremos el numero de trayectorias NE-SE que
inician en (0,0) y terminan en (m,n) € Z*. Una trayectoria NE-SE con u
NE-pasos y v SE-pasos termina en (u+ v, u —v) para algunos u,v € NU{0};
ésto pasa si y sélo si m > 0, |n| < m y m,n tienen alguna paridad.

Si se satisfacen estas tultimas condiciones, entonces las trayectorias que

llegan hasta (m, n) son precisamente todas aquellas que tienen 24 NE-pasos

2
y #57 SE-pasos. Como las trayectorias se pueden identificar con m-tuplas en

{—=1,1}™ se concluye que " componentes son iguales a 1, y que se pueden

2
m
contar con | . ]

2
En particular, el nimero de trayectorias que van de (0,0) a (2k,0) es

2k
< h ), pero no todas son de Dyck. Nos interesa contar las trayectorias que
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no son de Dyck, es decir, aquellas que bajan del eje z, para ello utilizaremos
un “truco de reflexiéon”. Sea a una trayectoria que no es de Dyck que va
de (0,0) a (2k,0) y sea j el minimo de {1,...,2k — 1} tal que (j,—1) € a.
Entonces a se puede escribir como una yuxtaposicion de dos trayectorias,
a=a'Va’, donde o va desde (0,0) a (7, —1) y o va desde (j, —1) a (2k,0).
Sea o’ la reflexién o sobre la recta y = —1, asi o’ es una trayectoria que
va desde (0,0) a (2k, —2). Entonces, podemos definir F(a) := o V o/, una
trayectoria NE-SE desde (0,0) a (2k, —2), como se muestra en la Figura 1.3.

Figura 1.3: grafica y su reflexion.
Fuente: Lectures on the Combinatorics of Free Probability [16].

La transformaciéon F' es una biyeccién. En efecto, sea § una trayectoria
que va de (0,0) a (2k,—2) entonces existe un minimo j € {1,...,2k — 1}

tal que § esta por debajo de la recta y = —1 después de j pasos. Escribimos
g =06V con de (0,0)a (j,—1)y f” desde (5, —1) a (2k,0), y sea "
la reflexién de B” en la recta y = —1; entonces a := 'V 8 es la tnica

trayectoria en el dominio de F tal que F'(«) = p.

Se sigue que el numero de trayectorias que terminan en (2k,0) pero no
son de Dyck es igual al nimero de trayectorias que terminan en (2k, —2) que

2
son ( ) Finalmente, el niimero de trayectorias de Dyck con 2k pasos

k—1
2R\ (2N _ 1 (2R _
k k—1) k+1i\k) &

[S]
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1.3. Teorema de Wigner

E. P. Wigner obtuvo la Ley del Semicirculo también conocida como Teo-
rema de Wigner durante la década de los 50’s, logrando explicar el compor-
tamiento estadistico de los niveles de energia de un sistema fisico en términos
de los valores propios cuando la dimensién de las matrices es grande.

Definicién 1.16. Sea A una matriz aleatoria hermitiana de tamano N x N y
A1, Agy ..oy AN Sus valores propios. La funcion de distribucion espectral
empirica de A se define por

1
FA(x)::N#{lgiSN:)\igx}, z € R,

determina la proporcion de valores propios menores o iquales a x.

Consideremos matrices de Wigner que satisfacen las siguientes condicio-
nes

E[@ij] = O, (11)
1
Ela;]? = — 1.2
ot = . (12)
My, = sup méx E[VNay|* < cc. (1.3)

NeN ISi<j<N

Es necesario que nuestras matrices se normalicen, de lo contrario se dis-
persaria la masa y no habria convergencia; (1.3) es una condicién para acotar
los momentos que nos permite usar el método de momentos.

Notacion 1.17. Sean

B = \/NA Y bz’j = \/Naigﬁ
i::(il,...,ik)6{1,2,...,N}k, Tyl = 11,
Q1) := E[bii,bigig - - - biiy ],

N N N

i Bl yeeeylp=1 i1=1 =1
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A consecuencia de que Q(i) tiene una estructura ciclica, podemos identi-
ficar cada indice i con un grafo conexo G(i) = (V (i), E(i)) en donde V(i) =
{i1,... i} son los vértices y E = {(i1,12),..., (i, 11)} las aristas dirigidas
tal y como se definio en la seccion anterior. Ademds, podemos representar al
grafo conexo como se ilustra en la Figura 1.4.

1
. [ )
/ Z’““\

i ® ®iy

13

Figura 1.4: grafo de los indices de b;,,biyi, - - - bii, -
Fuente: El Teorema de Wigner para matrices aleatorias [15].

Recordemos que dadas A = (a;;) una matriz de tamaio mxn y B = (b;;)
una matriz de tamano n X s el producto de AB serd una matriz de tamano

m X s donde la kj-coordenada es cy; = 221:1 a;;brj. De manera que podemos
escribir la traza no normalizada de la k-ésima potencia de B como

N N
TT((B)k) = Z((B)k)nll = Z bi1i2<<B)k71)i2i1
i1 i1,i9=1
N
== ) biisbisiy bigan
ipin=1

Teorema 1.18 (Teorema de Wigner). Si {Ay, N > 1} es una sucesion
de matrices de Wigner que cumplen las condiciones (1.1)-(1.3), entonces la
distribucion espectral empirica de Ay converge casi sequramente a la distri-
bucion del semicirculo, es decir, para cada x € R, cuando N — 0o

Fayo) = gt A <0} = [ fO1 0
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en donde f(t) = %\/4 — 12, -2 <t < 2 es la funcion de densidad del se-

maicirculo.

La convergencia del Teorema de Wigner se demostrara a partir del método
de momentos (Ver Capitulo 2 de [19]). El método de momentos establece:

Sean F,, y F' funciones de distribucion para las cuales existen sus momen-
tos [a*F,(dx) y [ «*F(dz) para k = 1,2,... respectivamente. Si F estd ini-
camente determinada por sus momentos y [ a*F,(dz) — [2"F(dz), cuando
n — oo para k =1,2,..., entonces F,(z) — F(x) cuando n — oo para cada
punto de continuidad de F.

Notemos que, los momentos de la distribucién espectral empirica cumple
la relacién

Tr(Ak
/xkFAN(dw) = % c.S., k=1,2,...,

a consecuencia de que la funcion espectral empirica se puede interpretar
como una distribuciéon uniforme continua en los valores propios, en donde
cada valor propio tiene probabilidad % de ocurrir.

Proposicion 1.19. Los momentos pares de la distribucion del semicirculo
estan dados por los numeros de Catalan

2
/ x2k2i\/4 — 22dx = (4.
-9 T

Es claro que los momentos impares es cero por la simetria de la distribucion.

Demostracion. Sea

1 2
mop = — 22 \/4 — 22da, (simetria)

2 )
1 2

= 77/0 22\ 4 — 22da, (cambio = = 2/y)
92k-+1

1
= = / v E(1—y)idy,  (Beta(ar,az), a1 = k+1/2, az = 3/2)

22+ (K + L0(3)
s Ik+2)
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usando las propiedades I'(k +2) = (k+ 1) y I'(n + 1) = nI'(n) paran > 0,

se tiene que
1 (2k — 1) (2k — 3) 3 3
r 2y = R A
<k * 2) 2 2 2 2)

de donde

9MHL(2k —1)(2k — 3)(2k —5) -3 1T VT
Mok = 2k 2
K12k
= m@k—1)(2k—3)(2k—5)---3-1
(2k)!

Kk+1) "

Teorema 1.20. Bajo las mismas condiciones del Teorema 1.18 sobre matri-
ces aleatorias AN se cumple la convergencia en esperanza

E{Tr[(;\lfN)k]} . { Cy, sik es par,

0, stk esimpar,
cuando N — o0.

Para la demostracion del Teorema 1.20, introduciremos cierta notacién y
enunciaremos dos lemas.

Observemos que
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E{tr{(a™)]} = E{er(NZBY)"}

|

= = > Elbiisbisiy - by,

I I
|| = 5\5\“ —_
+
™
™ =
O
=

Nzl

k
PR

+ > Q). (1.4)
G(@)

=

V(@) [>[5]+2

esta tultima desigualdad se cumple al clasificar sus términos de acuerdo al
nimero de vértices que tienen los esqueletos de los grafos.

Lema 1.21. Si E(i) tiene una arista aislada entonces Q(i) = 0.

Demostracion. De la definiciéon de BY es claro que E[b;;] = 0 para cada i, j
y que b;; y by, son independientes cuando (4,7) # (I,m) 6 (I,m) # (i,]).
Luego si (i;,7;11) es una arista aislada de F(%)

Q(%) - E[bili2 e bilflilbilil+1b7:l+1il+2 U blkll}

U1 U—19 Vi 41042

]

Lema 1.22. Si |V (i)| > (5142 entonces E(i) tiene por lo menos una arista
aislada.

Demostracidn. Por el Lema 1.21, |E(§)|+1 > |V ()| de donde |E(3)| > [5]+1,
esto es, hay por lo menos [g] + 1 aristas no dirigidas distintas, entonces F(%)
debe de tener una arista dirigida, pues de lo contrario E(i) tendria por lo
menos 2([4]+1) = k+ 2 aristas, cuando k es par o por lo menos k + 1 aristas
cuando k es impar, lo cual en ambos casos es imposible pues |E(i)| = k
aristas. [
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A consecuencia de los Lemas 1.21 y 1.22, (1.4) se reduce a

1 .
E {tr[(AM)"]} = N > Qa)
’ G()
1<[VE)I<E]+1

Demostracion del Teorema 1.20. Dado que k € Z tenemos dos casos:
e Caso k impar. Por la desigualdad de Holder generalizada (Ver [1] pagina
85) y (1.3) se tiene que

QW = [Elbiinbisis -~ bin ]| < [Elbiyia] "] - - [Elbii [F]F
< MF---M}F =M,
Luego,
N k 1 N 1
[E{tr [(AM ]} < — RII<——= Y M,
Nz - Nz -
_G(i) _G@
1<V @E)<]5]+1 1<V (H)|<[5]+1
N k
1 NIzl+1
= NE+L Zle < NE+ M
(ST z[%]f
M,
= ]f —0 cuando N — 0.
N2
e Caso k par. Sea
E {tr [(AM)*]} = S1 + S,
en donde
g _ 1 ) 1 .
s X Q) Y o Y Q)
G() _ G@)
1<V (@)I<[5] V(@) |=[5]+1
Pero,
N k
1 Nz M,
151 < —; Z Q()| < 40 cuando N — oco.
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De manera que S; converge a cero cuando N — oo. Resta demostrar que
Sy converge a Clx. En este caso [V (i)| = £ +1 por el Lema 1.12, se tiene que
2

|E@)| < £.Si |E(@)] > & entonces E(4) tiene al menos una arista aislada y
por el Lema 1.22, Q(i) = 0.

Si |E(i)] = %, porel Lema 1.12, G(4) es un arbol, por lo tanto, cada arista
en F(i) tiene su arista opuesta en F(i). En este caso Q(%) es de la forma

Qi) = E [1be,[2bes 10, | = T Eloel = TT BIVNa*=1.
2

ecE(d) ecE(4)

Como G () es un arbol con raiz, de la Proposicién 1.15 hay C 5 formas de
enumerar las aristas

1 .
Sy = NEH Z Qi)

G() esZ arbol

1
- N%+l Z Z 1

A arbol & (5: A

“ N(N—l)...(N—E),

N3t 2

de donde

(R () -

cuando N — oo. Por lo que,

Sy —> Cg cuando N — oo.

U

En la Figura 1.5, se muestra la comparacion de la convergencia casi segura
y la convergencia en media de los eigenvalores de una matriz en GOE(200).
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Frecuencia

Frecuencia
20 w0 w0 50 60

100

H 4 o 1 2 - N o 1 2
Eigenvalores Eigenvalores

(a) Convergencia casi segura. (b) Convergencia en media con 100 realiza-
ciones.

Figura 1.5: Comparacion de Convergencias con una matriz Asg.
Fuente: Elaboracion propia.

Notemos que la convergencia en media converge mas rapido a la distri-
bucién del semicirculo en comparacion de la convergencia casi segura.



Capitulo 2

Independencia Libre Asintética

En 1983 Dan Virgil Voiculescu, tenia gran interés en comprender los ope-
radores de Von Neumann, gracias a esta motivacion fue creada la Proba-
bilidad no conmutativa. Fue hasta 1985 que Voiculescu introdujo la nocién
fundamental de los Espacios de Probabilidad No Conmutativos y la Indepen-
dencia Libre.

En 1991, Voiculescu estudié que las matrices aleatorias satisfacian la liber-
tad asintotica, esto transformo la teoria draméticamente. En la actualidad,
es facil obtener el comportamiento de una sucesién de variables aleatorias
considerando sé6lo sus momentos y bajo ciertas condiciones con la ayuda de
la independencia libre y la independencia libre asintética.

2.1. Espacios de Probabilidad No Conmuta-
tivos

Definiciéon 2.1. Una dlgebra consta de un espacio vectorial A sobre un
campo K, junto con una operacion binaria de multiplicacion en el conjunto

A, tal que para todas las f € K y a,b,c € A se satisfacen las condiciones
stquientes:

- (Ba)b = Blab) = a(Bb).
= (a+b)c=ac+ be.

» a(b+c) =ab+ac.

19
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También, A es una dlgebra asociativa sobre K si ademds de las tres condi-
ciones anteriores

» (ab)c=a(bc) YV a,bc€ A,

diremos que A es una dlgebra unitaria o una dlgebra con unidad si
contiene a su respectiva unidad que denotamos como 1 4.

Definicién 2.2. Un FEspacio de Probabilidad No Conmutativo es un par
(A, ) con A una dlgebra unitaria y ¢ un funcional lineal unitario

v: A—C, o(ly) =1

Los elementos a € A son variables aleatorias no conmutativas o solo variables
aleatorias en (A, p).

Se dice que ¢ es tracial si cumple con la propiedad
w(ab) = p(ba), vV a,be A

Definicién 2.3. Sea (A, @) un espacio de probabilidad no conmutativo, de-
cimos que ¢ es no degenerado si p(yx) =0 para todo y € A implica que
=0y ¢(xy) =0 para todo y € A implica que x = 0.

Definiciéon 2.4. Si A estd equipada con la operacion antilineal
x: A— Asi(a")" =ay(ab)” =b"a”, VvV oa,be A,
diremos que A es una x-dlgebra.
Definicién 2.5. Sea A una *-dlgebra.
s La variable aleatoria a € A es autoadjunta si a = a*.
» La variable aleatoria u € A es unitaria si w*u = uu* = 1.
» La variable aleatoria a € A es normal si a*a = aa*.
Definicién 2.6. Sea (A, p) un espacio de probabilidad y A una *-dlgebra
1) El estado ¢ es positivo si

pla*a) >0, V a€A,

en este caso llamamos a (A, p) un *x-espacio de probabilidad.
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2) Sea (A, ) un x-espacio de probabilidad no conmutativo, el estado ¢ se
dird fiel si
ac€ A plaa)=0=a=0.

3) Sea (A, ) un x-espacio de probabilidad, el estado ¢ es autoadjunto, si
tiene la propiedad

ola*) =p(a), ¥V ac A

Proposicién 2.7. Si (A, ¢) es un x-espacio de probabilidad, se cumple que
lo(b*a)]* < @(a*a)p(b*D), V o a,be A,

que comunmente es llamada la destigualdad de Cauchy-Schwarz para el
funcional .

La demostracién es exactamente igual que para el caso usual.

Ejemplo 2.8. A continuacion se presentan algunos espacios de probabilidad

no conmutativos.

(1) Sea A= L>=(Q, F,P) y sea ¢ definida por

ola) = / o()dP), acA,

entonces (A, @) es un x-espacio de probabilidad (la *-operacion sobre
A es la operacion compleja-conjugacion de una funcion compleja).

(2) Sea d un entero positivo, y My(C) la dlgebra de matrices complejas
de tamano d x d con la multiplicacion usual de matrices, y sea tr :
My(C) — C la traza normalizada,

tr(a) =

ISHN

d
Zozn- para o = (oz)zjzl € My(C),
i=1

entonces (M4(C), tr) es un x-espacio de probabilidad (donde la *-operacion
esta dada por la transpuesta de la matriz y la conjugacion compleja de
las entradas).
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(8) Sea G un grupo, se define CG como el dlgebra del grupo G. Esto es,
CG es un espacio vectorial complejo que tiene una base indexada por
los elementos de G, y sus operaciones de multiplicacion y x-operacion
se definen de manera natural:

CG = {Z ayg | ag € C con un nidmero finito de oy # O}

geG

con

(X aug) - (X h) = > eahlgh) =3 ( > agﬁh> k

keG \g,h:gh=k

(Z agg)* = Z agg "

Sea e la unidad de G. El funcional 7¢ : CG — C definido por

e (Z Oégg> = Qe

es llamada la traza candnica de CG y (CG,1¢) es un x-espacio de
probabilidad.

Es fundamental considerar el concepto de *-distribucién para un elemento
arbitario @ en un x-espacio de probabilidad (A, ). Consideremos a € A
normal, es decir, que a*a = aa* el caso més simple de las *-distribuciones.
En este caso la x-subalgebra unitaria de A generada por a es

A = span{a®(a*)'|k,1 > 0}.

La *-distribucién de a tiene como objetivo tener un seguimiento de los valores
¢(a*(a*)) en donde k,l corren en N U {0}, tratando siempre de tener una
medida de probabilidad compacta y con soporte en C.

Definicién 2.9 (Distribucién en sentido analitico). Sea (A, @) un x-espacio
de probabilidad y sea a un elemento normal de A. Si existe una medida de
probabilidad con soporte compacto u en C tal que

[ #dautz) = sta@)), ¥ kien,

entonces p estd unicamente determinada y es la medida de probabilidad de
la x-distribucion de a.
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Definicion 2.10. Sea p una medida de probabilidad sobre R con momentos

m, = /Rt”du(t)

decimos que | estd determinada por sus momentos, si i es la unica medida
de probabilidad v sobre R tal que:

/t”dv(t):mn, VneN = v=p
R

Definicion 2.11. Sean (Ay,pn) con N € N y (A, ) espacios de proba-
bilidad no conmuativos y considere ay € Ayx para cada N € N y a € A.
Decimos que ay converge en distribucion hacia a cuando N — oo y lo
denotaremos por

d
any — a,
s1 tenemos que
lim py(aly) = p(a"), VneN.
N—oo

Definicién 2.12. Un morfismo entre dos *-espacios de probabilidad (A, )
y (B,v) es un homomorfismo de la *-dlgebra unitaria ® : A — B con la
propiedad de que 1) o ® = .

Notacién 2.13. Sea s un entero positivo.

(1) Denotemos por C(Xy,...,Xs) el dlgebra unitaria libre generada por
s indeterminados no-conmutadores X,...,Xs. Los monomios de la
forma X, , X,y ..., X, en donden >0y 1 <ry....,r, <s dan una
base lineal para C(X1,...,Xs) y la multiplicacion de dos monomios
esta dado por la yuxtaposicion.

(2) Sea A una dlgebra unitaria, y sea aq, . .., as elementos de A. Para cada
P e C(Xy,...,X) denotemos por P(ay, ..., as) los elementos de A que
se obtienen de reemplazar Xi,...,Xs con ay,...,as, respectivamente,
en la escritura explicita de P. Equivalentemente,

PeC(Xy,...,X,) — play,...,as) € A,

es el homomorfismo de dlgebras unitarias unicamente determinada por
el hecho de mapear X, a a,, para 1 <r <s.
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Definicién 2.14. Sea (A, ) un espacio de probabilidad no conmutativo y
sean ai, ..., as elementos de A

» La familia
{sp(arl ’ HaTn)|n Z 171 S Ty Tn S 5}7
es llamada la familia de momentos conjunta de aq, ..., a;.

» FEl funcional lineal v : C(X7, ..., Xs) — C definido por

w(P) = p(P(a,...,as)), PeC{Xy,...,Xs),
es llamada la distribucion conjunta de ay, ..., a5 en (A, p).

Ejemplo 2.15. (1) Sea (2, F,P) un espacio de probabilidad y sean
fi,. - fs : @ —> R wariables aleatorias acotadas. Entonces fi,..., fs
son al mismo tiempo elementos del espacio de probabilidad no con-
mutativo L=~ (Q, F,P) que aparece en el ejemplo 2.8(1). La distribu-
cion conjunta p de fi,..., fs en L= (Q, F,P) estd determinada por la
formula

WX, X, /fh - fo(@W)AP(W),

para cadan>1y1<ry,...,r, <s.

(2) Sea d un entero positivo, y consideremos el x-espacio de probabilidad
no conmutativo (My(C),tr) del ejemplo 2.8(2). Sean Ay, As € M4(C)
matrices hermitianas. Su distribucion conjunta p @ C(Xy, Xy) — C
esta determinada por la formula

WX, - X)) =tr(Ay ---a.,), Yn>1, 1<r,....,m, <2,

)

a menos que Ay, Ay conmuten, el funcional i no puede ser reemplazado
por un objeto mds simple (como una medida de probabilidad en R?) que
registre la misma informacion.
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Definicién 2.16. Sea (A, p) un *-espacio de probabilidad, sea x un elemento
autoadjunto de A y sea r un entero postivo. Si x tiene distribucion igual a
#\/TQ — t2dt sobre el intervalo [—r,r], entonces decimos que x es un ele-
mento semicircular de radio r.

Observacién 2.17. (1) la grdfica de la funcidn t € [—r, 7] — 25/1? — 2
no es exactamente un semicirculo pero es una semielipse.

(2) Los elementos semicirculares de radio 2 son llamados semicirculares
estandar, son normalizados por la varianza. FEs inmediato que, un
elemento semicircular x de radio r tiene varianza

2
Var(zx) := go(x2> _ (p(;(;)2 dado por Var(x)= TZ

2.2. Independencia Libre

Definicién 2.18. Sea (A, ¢) un Espacio de Probabilidad no Conmutativo, y
sea I un conjunto de indices fijos.

» Las subdlgebras unitarias (A;)ic; son independientes tensorialmen-
te, si las subdlgebras A; conmutan (es decir, ab = ba para todo a € A;
y todoa € A; ytodosi,j el coni# j)y sip se factoriza la siguiente

@ (H aj) = [ #(a.

jeJ jeJ
para todos los subconjuntos finitos J C I y todo a; € A; (j € J).

= La independencia tensorial (o cldsica) de variables aleatorias se define
por la independencia tensorial de las dlgebras unitarias generadas; por
lo que si a y b conmutan y sus momentos mixtos se factorizan diremos
que a y b son tensorialmente independientes, es decir

ab = ba Y e(a™b™) = p(a™)e(d™), VY n,m>0.

Definicién 2.19. Sea (A, ) una dlgebra unitaria con un funcional lineal
unitario. Suponga que Ai, ..., As son subdlgebras unitarias. Decimos que
Ay, ..., A son libremente independientes (o solo libres) con respecto a
© sipara cadar > 2 yay,...,a. € A tal que
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o pla;))=0parai=1,...,r,
oa, €A, conl<j<sparai=1,...,r,

< jl 7éj27j2 7éj37"'7j7‘—1 #]T

Tenemos
o(ay,...,a.) =0.

Es decir, el producto alternante de los elementos centrados es centrado.

Definicién 2.20. 1) Sea (A, p) un espacio de probabilidad no conmutati-

vo. Los elementos ay,...,a, € A se dicen libres o libremente inde-
pendientes si las subdlgebras unitarias generadas A; = alg(1, a;) para
i=1,...,s son libres en A con respecto a .

2) Sea (A, ) un x-espacio de probabilidad, entonces decimos que
ai,...,as € A son x-libres si las x-subdlgebras unitarias generadas B; =
alg(1,a;,af) parai=1,... s son libres en A con respecto a .

Lema 2.21. Sea (B, ) un espacio de probabilidad no conmutativo. Conside-
remos subdlgebras unitarias Ay, ..., As C B libres. Sea A el dlgebra generada
por Ay, ..., As. Entonces p|4 estd determinado por |a,,...,¢|la. vy la con-
dicion de independencia libre.

Demostracion. Los elementos del algebra generada A son combinaciones li-
neales de palabras de la forma a; - - - a, con a; € A;; paraalgini; € {1,...,s}
que cumplen la condicién de que los elementos vecinos provienen de diferentes
subalgebras.

Demostraremos que ¢(a; - - - as) estd inicamente determinado por
90|A1a s PlA,-

La demostracion se hara por induccion sobre k. El caso & = 1 es claro
porque a; € A;;. Ahora supongamos que tenemos una palabra de la forma
ayay con a; € A;, v as € A;, con iy # iy. Por definicion de independencia
libre se tiene que

pl(ar — p(ar)1)(az — p(az)1)] =0,

pero

(a1 — p(ar)1)(az — ¢(az)l) = aras — @(az)ar — p(ar)as + ¢(ar1)p(az)l,
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entonces,

plaraz) = plp(az)ar + p(ar)az — plar)p(as)] = p(ar)p(az),

continuando de esta manera, sabemos que ¢(ag ---a?) = 0 por la definicién
de libertad, donde aj = a; — ¢(a;)1 es una variable aleatoria centrada.
Entonces

o(ad, -+ ,a3) = p(ay - - - ag) + términos de orden inferior en ¢,

en donde los términos de orden inferior son tratados por la hipdtesis de
induccion. O

Notacién 2.22. La operacion de pasar de una variable aleatoria a a
a’:=a—p(a)l,

es usualmente llamada el centrado de a, en donde 1 es la unidad de la
algebra.

Ejemplo 2.23. Consideremos (A, ) un espacio de probabilidad no conmu-
tativo, y A, B dos subdlgebras libres. Para a,ay,as € A yb,by, by € B calcula-
remos concretamente algunos momentos mixtos de tamano pequeno. El truco
principal es reducir un momento mixto general a los especiales considerados
en la definicion de independencia libre al central las variables involucradas.

(1) De acuerdo a la definicion de independencia libre, se tiene directamente
que p(ab) =0 si p(a) =0 y p(b) = 0. Para calcular ¢(ab) en general
se centran las variables como en la demostracion del lema anterior:

0 = ¢((a—p(a)l)(b—pd)1))
= p(ab) — p(al)p(b) — p(a)p(1b) + p(a)p(b)p(1)
= p(ab) — p(a)p(b),

implica que
w(ab) = p(a)p(b), sia yb son libres.
(2) Siguiendo el mismo camino podemos escribir

p((ar = p(a1)1)(b = p(b)1)(az — p(a2)1)) =0,
lo que tmplica que

¢(a1bay) = @(a1az)p(b) si {ay,az}, y {b} son libres.
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Proposicién 2.24. Sea (A, ) un espacio de probabilidad no conmutativo.
La subdlgebra de escalares C1 es libre de cualquier otra subdlgebra unitaria

BcC A

Demostracion. Consideremos aq, . . ., a, como en la definicién de independen-
cia libre, con k > 2 (el caso k = 1 es claro). Entonces tenemos al menos un
a; € C1 con p(a;) =0, por lo que a; = 0 en consecuencia a; - - -a; = 0 y asi
o(ay - -ax) = 0. O

Lema 2.25. Sea (A, ) un espacio de probabilidad no conmutativo, y sea
(A;)ier una familia de subdlgebras unitarias de A independientemente libres.
Sean ay, . .., ay elementos de las dlgebras A;y, . .., Ay, respectivamente, en
donde los indices i(1),...,i(k) € I son tales que

i(1) £i(2),... ik — 1) # i(k),

y en donde p(ay) = --- = p(ar) = 0. De la misma manera, sean by, ..., b
elementos en Aj(l), e ,.Aj(l) , respectivamente, tales que
plbr) =+ = plbr) = 0.

Entonces, tenemos que

{ plarby) - plagbr), stk =1i(1) = j(1),...,i(k) = j({)
olay - -agby -+ b)) =

0, en otro caso.

Demostracion. Si tenemos i(k) # j(l), entonces

@(al"'akbl"'bl):(L

por otro lado, si consideramos i(k) = j(I), obtenemos que

play---agb---b1) = @ (ar---ap-1- ((axb)® +p(arb)1) - by - - - by)
= 0+ (arb) - plar---ar_1bi_1---by).
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Proposicién 2.26. Sea (A, p) un espacio de probabilidad no conmutativo,
y sea (A;)ier una familia de subdlgebras unitarias de A independientemente
libres, y sea B una subdlgebra de A generada por \J,.; Ai. Si ¢la, es una
traza para cada it € I, entonces ¢|g es una traza.

Demostracion. Observemos que un elemento a en B puede escribirse como
una combinacién lineal de 1 y elementos de la forma a;---ax con k > 1,

ap € Ay tales que i(1) #i(2) # ... i(k) y p(ar) = -+ = p(ax) = 0.
Queremos demostrar que ¢(ab) = p(ba) para todo a,b € B, para ello
es suficiente tomar @ = ay---ar y b = b;...by con a, € Ay v by € Aj(g

en donde i(1) # i(2) # ... # i(k) y j(1) # j7(2) # ...j(l) y tales que
olay) = -+ = plar) =0y b)) = -+ = p(by) = 0. Aplicando el Lema
previo 2.25 obtenemos

90(&1 ceeagbyp - bl) = Oy - 5i(k)j(k) T 5i(1)j(i) : 90(0151) T @(akbkz)

(P(bl <-biag - 'ak) = O - 5]'(1)1’(1) s 5j(l)z’(l) : SO(blal) s 90(51G1)-

La afirmacion se sigue de suponer que ¢ es una traza en cada A;, esto es,
que @(ayb,) = ¢(bya,) para todo p. O

Definicién 2.27. Sea S un conjunto finito totalmente ordenado.

(1) Llamamos a m = {Vi,..., V,.} una particion del conjunto S si y sélo si
7w es una descomposicion de S en conjuntos no vacios y disjuntos V;,
es decir,

V40,  VinVi=0 (i#j) y WVU...UV,=85.

Llamamos a Vi, ...,V, los Bloques de 7. El niumero de bloques de w
es denotado por |w|. Dados dos elementos p,q € S, escribiremos p ~, q
st p y q pertenecen al mismo bloque de .

(2) El conjunto de todas las particiones de S las denotaremos por P(S).
En el caso especial en que S ={1,...,n}, lo denotaremos por P(n).
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(3) P(n) se convierte en una reticula si introducimos el siguiente orden
parcial (llamado orden de refinamiento inverso): m < o si cada
bloque de o es una union de bloques de w. Podemos denotar el elemento
mdas pequeno de P(n) por 0, que consiste de n bloques y el elemento
mas grande en P(n) por 1, que consiste de un sdlo bloque.

(4) Llamamos a m € P(n) una particion que se cruza si existen 1 < p; <
¢ < P2 < g2 < tales que py ~x P2 r 1~ o

(5) Si el inciso (4) no ocurre, decimos que ™ no se cruza. El conjunto de
todas las particiones que no se cruzan de S se denota por NC(S). En
el caso especial que S = {1,...,n}, lo denotamos por NC(n).

Un ejemplo para el orden de refinamiento inverso es el siguiente:

{13} {23 {41} < {{1,3},{2,4}}.

Una particion 7 se puede representar graficamente de forma lineal, escribien-
do todos los elementos del conjunto S de manera lineal y escribiendo una
linea vertical de cada elemento, ademas si los elementos estdn en un mismo
bloque se unen con una linea horizontal. Por ejemplo, considere la particion
7 ={{1,3}, {2}, {4,5}}, decir que “no se cruzan” se vuelve bastante evidente
en su representacion grafica

12345
L
Mientras = = {{1,3},{2,4,5}} se cruza

12345

1l

Consideremos ahora la coleccién de todas las particiones P(n) para todo
n?

P = U P(n),

neN
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y en un marco de un poset localmente finito en donde existe la nociéon com-
binatorial de una incidencia de algebra que es el conjunto de funciones es-
peciales de dos argumentos para esas particiones de reticula: la dlgebra de
incidencia consiste de todas las funciones

f-JPm) xPn) = C,

neN

sujeto a la siguiente condicion:
f(m o) =0, cuando 7 £ o.

En algunas ocasiones, también podemos considerar funciones de un sélo ele-
mento, estas son restricciones de las funciones de dos variables como en el
caso anterior donde el primer argumento es igual a algtin 0,,, es decir,

f(m) = f(0,,7), para 7 € P(n).

En esta incidencia tenemos una convolucion candnica x: Para f y ¢ funciones
como las anteriores , definimos f * g por

(f*g)(m o) := Z f(m,m)g(r,0), para 7 <o € NC(n).

TEP(n)
m<r<o

Las siguientes funciones especiales de la incidencia de la algebra son de gran
interés: el elemento neutral § para la convolucién combinatorial canénica esta

dado por
1, sim=o,
o, 0) = { 0, en otro caso.

La funcion Zeta esté definida por

)1, sim<o,
Zeta(m, o) = { 0, en otro caso.

Es facil verificar que la funcién Zeta poseé un inverso que es llamado la
funcion de Mdbius que denotaremos por Moeb y esté definida por
Moeb* Zeta = Zeta * Moeb = 6.

Consideremos ahora el conjunto NC'(n), este conjunto también es una reticu-
la con respecto al refinamiento inverso. Por supuesto, tiene un elemento mas
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pequeno y un elemento mas grande que denotaremos por 0,, y 1,, respectiva-
mente. Analogamente, podemos considerar la coleccién de todas las reticulas
de particiones que no se cruzan para todo n,

NC:=|J NC(n),

neN

y el dlgebra de incidencia como en el conjunto anterior de funciones especia-
les con dos argumentos para estas reticulas: el dlgebra de incidencia de las
particiones que no se cruzan consiste de todas las funciones

f: JWNC(n) x NC(n)) — C,

neN
sujeto a la condicién siguiente:
f(m o) =0, cuando 7 £ o.

Otra vez, tenemos la convolucion candnica x sobre esta algebra de incidencia:
Para las funciones f y ¢ como antes, definimos f % g por

(f*g)(m o) := Z f(m,m)g(r,0), para m <o € NC(n).

TEP(n)
<r<o

Como antes, tenemos las siguientes funciones especiales: el elemento neutral
0 para la convolucién canénica esta dado por

1, sim=o0
) = ’ ’
(7, 0) { 0, en otro caso.

La funcion zeta esté definida por

zeta(m, o) = L, sim<o,
"7/ 1 0, en otro caso.

Nuevamente la funcion zeta posee un inverso que llamaremos funcion de
Mobius: p esté definida por

[ zeta = zeta x p = 6.
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Definicién 2.28. La transformacion complemento K : NC(n) — NC(n) se

define considerando los niimeros adicionales 1, ..., 7 entrelazados entre ellos
1,...,n de la siguiente manera:

1122...nn
Sea m una particion de {1,...,n} que no se cruza. Entonces el comple-
mento de Kreweras K(m) € NC(1,...,7) & NC(n) es definido por el
elemento mds grande entre aquellos 0 € NC(1,...,7n) que tiene la propiedad
de que

TUo e NC(1,...,n).
Ejemplo 2.29. Considere la particion
= {{1,4,8},{2,3},{5,6},{7}} € NC(8).
Para el complemento K(m) obtenemos
K(m) = {{1,3},{2},{4,6,7}, {5}, {8}},

que lo podemos observar en la representacion grdfica:

1 556 8

-
(\]
(]}
w
N

34

pmmmm== O
-3
N

e

Definicién 2.30. Sea (A, @) un *-espacio de probabilidad. Una familia au-
toadjunta (s;)icr C A es llamada una familia semicircular de covarianza
C = (cij)ijer st C >0 y para algin n > 1 y alguna n-tupla iy, ..., € I se
tiene que

90(82'1“'87;7): Z gpﬂ[sin"'asin]?

TeNC2(n)

en donde

SOW[SiU ceey Sin] - H Cipiq~

(p,g)em

NCy(n) indica las particiones por pares que no se cruzan.
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Ejemplo 2.31. (1) Para los primeros tres momentos se tiene que:
QO(SGS(,) = Cab,
@(Sasbscsd) = CqpCed + CadCuc;
©(8a5b5c5d5eSf) = CabCedCef FCabCefCde T CadCocCef + CafCheCde+CafChetCed-

(2) Si I consiste solo de un elemento, entonces la definicion anterior se
reduce, por supuesto, a la definicion de un elemento semicircular. En
general, cada elemento s; de una familia semicircular es un elemento
semicircular. Sin embargo, en general sj no es libre.

Definicién 2.32. Sea (A, p) un x-espacio de probabilidad. Un sistema cir-

cular en (A, p) es una familia x4, ..., x de elementos autoadjuntos de A
tal que:

(1) cada x4, ...,z es un elemento semicircular estandar en (A, p).

(2) x1,...,xx son libres con respecto a .

Proposicién 2.33. Sea (s;)ie; una familia semicircular de covarianza (¢;j)i jer
. L, . d .

y considere una descomposicion disjunta I = Up:1 I,,. Entonces, se sigue que

los siguientes dos estados son equivalentes.

(1) Los conjuntos {s;|i € I1},...{si|i € I} son independientemente libres.
(2) ci; =0 cuando i € I, y jn € I, con p # q.

Corolario 2.34. Considere una familia semicircular (s;);e; de covarianza
(¢ij)ijer- Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) La matriz de covarianza (c;j); jer es diagonal.
(2) Las variables aleatorias (s;)icr son libres.

Ejemplo 2.35. Consideremos sy y sy dos elementos circulares libres. Asuma-
mos que ambos tienen varianza 1. Queremos calcular sus momentos miztos,
que estdn dados por el conteo de la union de dos elementos similares, esto es,
S1 con S1 Y So con So; los blogues conectados s1 con sy no estan permitidos y
ademds no deben de cruzarse. Asi, se tiene que

©(5151528251528981) = 2,

porque hay dos contribuciones de pares que no se cruzan, tales son
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515185282515252851 51518252518285251

Definicién 2.36. Sea (A, @) un espacio de probabilidad no conmutativo. Los
correspondientes cumulantes libres (Kx)renc son, para cadan € Nym € NC,
funciones multilineales

ke — A" — C,

(a1,...,a,) = Kgplag, ... a,),

que estan definidos como sigue:

Relai, ... an] = Z Yolay, ..., ap|u(o,m),

ceNC(n)
o<m

en donde p es la funcion de Mébius sobre NC(n).
Paran <1, escribimos k,, := k1

n*

El siguiente resultado nos da una descripcién del producto de variables alea-
torias libres.

Teorema 2.37. Sea (A, @) un espacio de probabilidad no conmutativo y con-
sideremos las variables aleatorias ay, ..., an, b1, ..., b, € A tales que {aq, ..., a,}
y {b1,...,b,} son independientemente libres. Entonces tenemos que

w(a1b1a2b2 to anbn) = Z K;ﬂ'[a17 az, . .. 7a’rl] T PK () [blu b2) cee 7bn] (21)

TeNC(n)

Kn(a1biagbs - - - anby,) = Z Krl@1,Qg, ... Qn] - Ki(my[b1, D2,y ... bp]. (2.2)
TeENC(n)

Ejemplo 2.38. (1) Escribiremos explicitamente las formulas (2.1) y (2.2)
para n pequeno.
Para n =1 tenemos que

p(ab) = ra(a)p(b) v ra(ab) = ra(a)s (D).
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(2)

Que son sdlo versiones de la regla de factorizacion p(ab) = p(a)e(b).
Para N = 2 tenemos

p(arbiazby) = k1(a1)r1(az)p(biba) + Ka(araz)p(by)p(bs)

/€2(alb1, a2b2) = /11(a1)/f1(a2)/f2(5152) + RQ(a1a2)/€1(b1)/€1(b2)7

que son reformulaciones de:

p(arbragbs) = p(a1)p(az)p(bibe)+e(araz)e(b1)p(be) —p(a1)p(az)e(b1)p(b2).

Veamos un caso especial de la formula (2.1) cuando ay, ..., a, son ele-
mentos escogidos de elementos semicirculares s; libres. Los unicos cu-
mulantes no triviales son ky(s;, ;) = d;; y tenemos

¢(sp(1)b1 e Sp(n)bn) = Z SOK(ﬂ') [bh s 7bn]7 (23)
reNCP) (n)

en donde NC’ép) (n) denota las parejas que no se cruzan de n elementos
cuyos bloques solo conectan los p-indices, es decir, solo los elementos
circulares.

Definicién 2.39. Sean p y v medidas de probabilidad en R con soporte
compacto. Sean x y y variables aleatorias autoadjuntas en algun C-espacio
de probabilidad tal que x tiene distribucion u, y tiene distribucion v, tales
que x yy son independientemente libres. Entonces la distribucion de la suma
z 4y es llamada la convolucion libre de  y v y se denota por pHv.

2.3.

Independencia Libre y Matrices Aleato-
rias

Definicién 2.40. (1) Una familia de variables aleatorias autoadjuntas

Z1,..., Tk que estdn en algun x-espacio de probabilidad (L~ (Q, F,P),E)



2.3 Independencia Libre y Matrices Aleatorias 37

es llamada una familia gaussiana (centrada), si su densidad con-
Junta es gaussiana, es decir, si existe una matriz C' positiva N X N tal
que para todo k € N y todo 1 <'i(1),...,i(k) <n que

Elziq) - i) = (QW)n/z(detC)l/z/ ti1) - "ti(k)e%l(t’cilwdh o dip,

(2.4)
en donde t = (t1,...,t,) € R" y (-,-) denota el producto interno
estandar en R™. Llamamos a C' la matriz de covarianza de la familia

gaussiana.

(2) Una familia cldsica de variables aleatorias complejas ay, ..., a, €s una
familia gaussiana compleja si la coleccion de sus partes reales e
imaginarias Rai, Saq, . .., Ra,, Sa, son una familia gaussiana.

Observacién 2.41. La ecuacion (2.4) es equivalente a decir que la funcién
caracteristica del vector aleatorio x = (x1,...,x,) es de la forma

E[eit9)] = exp {—%@, Ct>} |

Teorema 2.42 (Férmula de Wick). Sea xy,...,x, una familia gaussiana.
Entonces tenemos que para todo k € N y todo 1 < i(1),...,i(k) <N

Bz ziw) = Y, |1 Elwinis)]

weP2(k) (r,s)em
en donde Pa(k) denota el conjunto de todos los pares del bloque del conjunto
{1,...,k}. 8iC = (cij);— es la matriz de covarianza de la familia gaussiana
entonces

]E[a:lrzc]]:CU, Z,]:l, N.

?

Definicién 2.43. Una matriz aleatoria gaussiana autoadjunta es una matriz
aleatoria N x N con A = A* y tal que sus entradas forman una familia
gaussiana que estd determinada por la covarianza

1
E[aijan] = N(Sz‘léjka i,7,k,l=1,...,N.

Observaciéon 2.44. Sea B = B* una matriz aleatoria autoadjunta de N x N
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» Cada entrada se define como

bij = bji, V oi,j=1,...,N.

s Asumimos que las entradas son variables aleatorias gaussianas inde-
pendientes (reales en la diagonal y complejas arriba de la diagonal) con

; 1
varianza N

= La covarianza para las entradas complejas de define como

1

E[CLZ']'C_LM] =E [aijalk] = Néikéﬂ, i,j, k’,l = 1, C. ,N.

Nuestro interés es calcular la distribucién de una matriz aleatoria gaus-
siana autoadjunta, pero calcular sus valores propios no es muy factible; en
cambio calcular sus momentos es bastante accesible. Consideremos

p:=trek,
el m-ésimo momento de una matriz aleatoria gaussiana autoadjunta A estd
dado por
1 N
p(A™) = N Z Eaiqyi2) @i@)yi) - - - Gigmyi));
i(1),yi(m)=1

utilizando la férmula de Wick y la covarianza descrita anteriormente (consi-
derando médulo m, es decir, i(m + 1) := (1))

N
SO(Am) = % Z Z H E az (r)i(r+1 az(s)i(s—l—l)]

i(1),...,i(m)=1 w€P2(m) (r,s)ET
1

1 N
= N Z( Z H 6 r)i(s+1) z(szr+1)N

)=1 TrE'Pz(m) (r,s)em

= NH'm Z Z H 6 (r)i(s+1) zs)zr+1)-

w€P2(m) i(1),....i(m)=1 (r,s)em

vl3

Veamos a m como un 2-ciclo de permutaciones en S,,, es decir, 7(r) = sy
m(s) =r. Asi,
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i(r)i(m(r)+1)

p(A™) = NH* Z Z

N
i(r
wE€P2(m) i(1),....i(m)=1 (r,s)em
N

S SR S | [T
w€P2(m) i(1),...,i(m)=1 (r,s)em

con v € S, es la permutacién ciclica de un ciclo,

v=(1,2,...,m—1,m),

identifiquemos i = (i(1),...,i(m)) conla funciéni : {1,...,m} — {1,..., N},
entonces de la definicién de H(r,s) e Oi(r)i(yr(r)) €8 obvio, que la funcién ¢ debe
de ser constante sobre los ciclos de la permutacién y7 a fin de que contribuya
con un factor 1, en otro caso su contribucién sera cero. Para cada ciclo de
~vm podemos elegir uno de los niimeros 1,..., N para el valor constante de ¢
sobre estd orbita, y todas esas elecciones son independientes de otras, lo que
significa que

N
numero de ciclos de =
Z H i(r)i(ym(r)) =N R

(1)ye.i(m)=1 (r,s)ET

Notaciéon 2.45. Para una permutacion o € S, decimos que
#(0) := nudmero de ciclos de o.

Teorema 2.46. Para una matriz aleatoria gaussiana autoadjunta de N X N,
se tiene que para todo m € N

= ) NFOOTTE

TEP2(m)

Este tipo de expansién para momentos de matrices aleatorias es usualmen-
te llamada una expasiéon de género [5], debido a que las parejas en S,
también se pueden identificar con superficies orientables y el correspondien-
te exponente de N se puede expresar (a través de la formula de Euler) en
términos del género g de la superficie,

#(ym) —1—-m/2=—-2g.
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En el Cuadro 2.1 se muestra la informacion relevante para poder calcular

de una matriz son cero. Por lo tanto, solo consideraremos potencias de la
los primeros tres momentos pares de la matriz A.

forma m = 2k.

jamientos de un numero de elementos impares, todos los momentos impares

Ejemplo 2.47. Veamos algunos ejemplos. Claramente, no existen empare-

40

Cuadro 2.1: Momentos de A.
Fuente: Elaboracion propia.

Asi, tenemos que
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Notemos que las parejas que contribuyen en el orden principal de N° son
aquellas que no se cruzan.

Definicién 2.48. Sea para cada N € N, (An, pn) un espacio de probabilidad
no conmutativo. Sea I un conjunto de indices y considere para cada i € I
y cada N € N wvariables aleatorias agN) € Ay. Sea I = IL1J...UILn una
descomposicion de I en m subconjuntos disjuntos. Decimos que

{dMien},.. {d™Mie I},

son asintdticamente libres (para N — o0) si (agN))ig converge en distri-

bucion a (a;)ier para algunas variables aleatorias a; € A (i € I) en algin
espacio de probabilidad no conmutativo (A, @) y si los limites {a;|i € I}, ...,
{a;|i € I,} son libres en (A, p).

La independencia libre asintética es uno de los descubrimientos funda-
mentales de Voiculescu en la teoria de probabilidad libre. Para tener indepen-
diencia libre asintética debemos considerar al menos dos matrices aleatorias,
el caso mas simple es tomar dos matrices aleatorias gaussianas adjuntas.

Sean AW = (agjl-))f-yjzl y A?) = (az(-jg-))f?’jzl dos matrices aleatorias gaussia-

nas. Preescribiremos la distribucién conjunta de toda la familia

1 1 2 2
a\Y, . alin,ald, . al,

asumiendo que las entradas de la matriz A son independientes de la matriz
A@ | La coleccién de todas las entradas de nuestras matrices forman una
familia gaussiana compleja con covarianza

1
E |ofaf})] = 0020y

ij

El m-ésimo momento de A y A®) est4 dado por
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N
1
(p(1)) (p(m))y — _— (1) ®(2) . (p(m))
p(A - AR — N E E |:a’z( 1i(2)%(2)i(3) " %i(m i(l)]

I
|-
MZ -

Z H E|: z(r r+1 ((s()sz)()s+1)i|

i(1),...,i(m)=1 7€P2(m) (r,s)Em

1
Z H 5z(r )i( s+l)5 (s)i( r+l)5 (r )p(s)N

wEPa(m) (r,s)Em

~ NUE > Z [ dirsicrmtrnBprptnton-

Observemos que es el mismo Célculo de momentos para una sola matriz, el
factor extra que tenemos es [ 0p(p(r(r)), que condiciona los empareja-
mientos de 7, no esta permitido hacer emparejamientos de una A® con una
A®),

Notemos que la expresion H:”:l di(ryi(yr(r)) = 1 ocurrird siempre y cuando
la funcion ¢ sea constante por bloques. En consecuencia,

vl3

I
=l=
-

m

Z [T 6iyicinten Opeppinryy = N#FO™.

i(1)ye.i(m)=1r=1

Notacién 2.49. Para p = (p(1),...,p(m)) tenemos

Pg(p)(m) = {m € Po(m)|p(7(r)) = p(r) para todo r =1,...,m},

pensemos en p como coloraciones de los puntos 1,...,m. También aborda-
remos los elementos de PQ(p)(m) como parejas con respecto a la coloracion

D.

Proposicién 2.50. Sean AV y A® dos matrices aleatorias gaussianas auto-
adjuntas. Entonces tenemos para todas las opcionesm € N yp(1),...,p(m) €

{1,2} que

¢(A(p(1))- Ap(m)) Z N#Om-1-3

wepgm( )
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Ejemplo 2.51. Sean A y A® dos matrices aleatorias gaussianas autoad-
juntas. Consideremos m = 4, a continuacion se presentan algunos ejemplos.

P(AWAD AL ALY = 2. NO 4 1. N2
g0<A(1)14(1)14(2)14(2)) = 1-NY+0.N?2
P(ADWADAD ALY = 0. N4 1. N2,

Como antes, el término principal para N — oo viene dado por las con-
tribuciones de emparejamientos que no se cruzan, pero ahora los empareja-
mientos sin cruces deben de conectar una A" con una A® y una A® con
una A®. Esta es exactamente la regla para calcular momentos mixtos de un
sistema semicircular de dos elementos semicirculares libres (Ejemplo 2.35).
Asi que tenemos independencia libre asintética entre dos matrices aleatorias
gaussianas independientes. En general, si se consideran n matrices aleatorias
gaussianas independientes seran asintoticamente libres.

Teorema 2.52. Sean Ag\l,), e ,Ag\?), para cada N € N una familia de matri-
ces aleatorias gaussianas autoadjuntas independientes de N x N. Entonces
(A%), . ,Ag\?)) converge en distribucion a un sistema semicircular (s1, ..., Sp)
que consiste de n elementos semicirculares estandar libres. En particular,
AW A" son asintéticamente libres

N v N .

Podriamos pensar que encontrar independencia libre asintética esté res-
tringida a una clase de distribuciones, como por ejemplo a los elementos
semicirculares. Pero es posible encontrar apariencias mas generales de in-
dependencia libre asintética en el mundo de matrices aleatorias. En vez de
observar la relacién entre dos matrices gaussianas, reemplazaremos una de
ellas por una matriz “constante” o “no aleatoria” en My (C) sin ninguna
aleatoriedad, en dénde el estado es la traza tr ya que el valor esperado actia
trivialmente.

Definicién 2.53. Sea (My(L*~(Q, F,P)),tr xE) un espacio de probabilidad
no conmutativo de matrices aleatorias, diremos que las matrices en

]\/[N((C) >~ My (C- 1L007(Q7].‘7P)) C MN(LOO_(Q,]-", P))
son matrices constantes.

Esperamos una independencia libre asintoética, en consecuencia lo que es-
tamos viendo es una sucesioén de matrices constantes Dy, las cuales convergen
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en distribuciéon para N — oo. Por lo tanto, asumimos la existencia de todos
los limites

lim ¢r(Dy), meN.

N—oo

Denotemos este limite por un elemento d definido en algin espacio de pro-
babilidad no conmutativo (A, ¢), es decir, asumimos que Dy B q

Notar que, tenemos una gran independencia libre para preescribir los
momentos deseados en el limite.

Ahora trataremos de hacer cédlculos similares a los anteriores, esta vez
considerando una matriz aleatoria A y una matriz costante D, ambas de
tamano N x N para poder entender los momentos mixtos de Ay D. Podemos

escribirlos de la forma

©(ADIVADI?) ... ADIm)

en donde cada Dq(il) es alguna potencia de D. Denotemos los entradas de las
matriz DY por dl(-;).
©(ADIM ADI?) ... ADq(m))

N
1 (1) (2) (m)
= N Z ]E[@i(l)j(l)dj(m(z)“@'(2)3'(2)dj(2)¢(3)"'ai(m)j(m)dj(m)i(l)]
i(1),...,i(m),
7(1),e.,d(m)=1
1 N
_ 1) (2) (m)
- N Z Elai)j)@i2)j@) * ** @Gitm)jom)] 'dj(l)i@)dj(z)i(g)"'dj(m)iu)

N
_ 1 (1) (m)
=5 2 2 1 Elewmsmio) daea)  dimim

i(1),...,i(m), wE€P2(m) (r,s)€IL
j(1),..,j(m)=1

N
1 L (m)
=5 2 2 1 deedener g bonaay Gimiom:

i(1),...,i(m), wEP2(m) (r,s)€IL
j(1),....5(m)=1

Nuevamente, identificamos a m € Py(m) con una permutacion en S,,, y 7 la
permutaciéon de un solo ciclo en S, entonces para que quede comprendido,
para un w fijo, la expresién
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Lo (m)
Z I1 dimidicrsornsrg - Sy Gmyicom)
i(1),...,5(m), (r,s)€Il

j(1)7 7.7(m)_1

N m
B 1 (1) (m)
= > owiemdioimyr - Gaisay - Gimim)
i(1),.i(m), =1

(1) g (m)=1
N
) m)
= D) dima G-
j(l),.‘.,j(m)=1

Ejemplo 2.54. Para entenderlo mejor, consideremos m = (1,4)(2,3)(5,6) €
Pa(6) y v = (1,2,3,4,5,6) € Sg. Denotemos por o = 7y, al efectuar las
operaciones obtenemos que o = (1,3)(4,6)(2)(5) € Ss. Entonces se tiene

N

1) @) 3) @) (%) (©)
Y L g bdsee)Gniem Seiee Seiae)

(1),...,7(6)=1

N
_ W @ 4B @ 46 6
= Y diyedoiebeinbniedmiedem

§(1)d(6)=1

N
N O OO G
= D dayeden Guebeim Sese  Gee

3(1),03 (6)=1
- Tr[DQ(l)DQ(?’)] . TT[D‘Z(4)D‘1(6)] . TT[D!]@)] . TT[DQ(5)]
— N*%. tT[D‘Z(l)D‘Z@)] . tr[DII(4)D¢1(6)] . tr[ptz@)] . tr[D‘I(5)].

Vemos que la ultima expresion es un producto de trazas a lo largo de los
ciclos av. Asi que, denotaremos por tr, a este producto.

Anteriormente se introdujo la notacién ¢, para las particiones que no se
cruzan. Por lo que es ttil definir ¢, en le caso de que a sea una permutacion.

Notacion 2.55. Sea n un entero positivo fijo dado, para todo 1 < k < n,
sean los funcionales multilineales ¢y, : A¥ — C sobre un dlgebra A dada.
Asumiendo que cada @y es tracial en sus k elementos en el sentido que
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(,Ok(Al, cee 7Ak?> = Spk(AkuAla cee 7Ak:—1))

para todo Aq,..., A, € A. Entonces definimos para o € S,, la expresion
ValA1, ..., Ay para Ay, ... A, € A como un producto de acuerdo al ciclo
de descomposicion de «. Denotemos por cq,...,c, los ciclos de «, entonces
tenemos que

(pa[Alu"wAn] = ¢C1[A17"'7An] "'QDCT[AIW":AR]?

en donde, para un ciclo ¢ = (i1,12, ... ,1,) definimos

QDC[Al, Ce 7An] = gpp(Ail, . >Aip)'
Lema 2.56. Sean DY) = (d%))ﬁ’jzl, ..., DM = (dE;n))ijzl m matrices alea-
torias de tamano N x N y sea a € Sy, una permutacion de m elementos.
Entonces,

N

>ooody o d™ , = N#tr,[D',... D).

F(1)(e(1)) 3(m)j(a(m)
j(l),.A.,j(m):l

Por lo tanto, podemos escribir la conclusiéon de nuestro calculo de la si-
guiente manera:

(p(ADq(l)ADq@) . ADQ(m)) = Z trm[Dq(l), o ’DQ(m)] . N#E)-1-3

TEP2(m)

Podemos hacer lo mismo para varias matrices aleatorias gaussianas indepen-
dientes, restringiendo la suma sobre 7 a emparejamientos que respetan el
“color” de matrices.

Proposicién 2.57. Sean AW, ... A" n matrices aleatorias gaussianas au-
toadjuntas independientes de tamano N x N, y D una matriz constante de
tamano N x N. Entonces tenemos para todo m € N, todo q(1),...,q(m) € N
y todo 1 < p(1),...,p(m) <n que

P(APW) ) . Ap(m) patm)y — Z tre, [DIV, .. DI N#ENZI=F

nePy? (m)
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Ahora veremos la estructura asintotica de esta férmula. Por la suposicién
de que Dy sty g para algin d € (A, ) la cantidad

tre,[DV ... DI,

tiene un limite, es decir

wﬂ"}/ [dq(1)7 A 7dq(m)]7
dado que el factor N#(™)=1=% suprime todas las particiones que se cruzan
cuando N — oo, obtenemos el siguiente resultado.
Proposicion 2.58. Sea, para cada N € N, AE@, e ,Ag\’;); n matrices alea-
torias guassianas autoadjuntas independientes de tamano N X N, y Dy

una matriz constante de tamano N X N tal que Dy st g para algin
d € (A,¢). Entonces para todo m € N, para todo q(1),...,q(m) € N y
todo 1 < p(1),...,p(m < n) que

{ (1) pal) ... Al(m)) palm)y — q(1) q(m)
Aim o(AD AR patmy = N g [d L d1](2.5)
WENCép)(m)
en donde NCép) (m) denota todos los pares de Pép)(m) que no se cruzan.

Es similar a la formula de momentos alternos de dos familias libres de
variables aleatorias, considerando que una de ellas es un sistema semicircu-

lar. Recordando que si dy,...,d,,s1,...,s, son elementos en algin espacio
de probabilidad no conmutativo (B, ¢). Tales que sy, ..., s, son un sistema
semicircular, es decir, que cada s; es un elemento semicircular estandar y
S1, ..., 8, son libres, y tales que {s1,...,s,} vy {d1,...,d,} son libres, enton-
ces para momentos alternados (ver ecuacion(2.3))
¢(sp(1)d1 T Sp(m)dm) = Z ﬁw[sp(l)a cee asp(m)] ' ¢K(7r) [dla cee )dm]
TeENC(m)
= Z Pr(mldy, - -, dm)].
reNCP) (m)

Esto coincide con la férmula (2.5), la tnica diferencia es que tenemos K (7)
en lugar de 7. Sin embargo, para un emparejamiento que no se cruza es
lo mismo, debido a que el complemento de una particiéon que no se cruza es
71y pero m y m! coinciden, en consecuencia 7y es el complemento de 7.
Nos bastara con verificarlo con el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.59. Consideremos la particion que no se cruza
m={{1,6},{2,4}, {3}, {5}}.
Entonces, tenemos que
my = (1,4,5)(2,3)(6).
Que concuerda con el complemento K(m), que puede verse graficamente

1 44556

)
TR N

w
== Q0

- mmmmm —

L EN

e e === T

e = )

Para concluir, generalizaremos en el siguiente teorema considerando varias
sucesiones de matrices aleatorias. Los calculos son similares si reemplazamos
las potencias de D por productos de matrices constantes.

Teorema 2.60. Para todos p, q enteros. Sean, para cada N € N, Ag\l,), e ,AE\I;)

. . . . . 1 .
matrices aleatorias gaussianas independientes y sean Dz(v)> e ,D](\?) matrices

constantes tales que convergen en distribucion para N — oo , es decir,

D\, .. .D %% q . d,
para algunos dy, .. .,d, € (A, ). Entonces

AD. AW PO p@dig g
en donde cada s; es un elemento semicircular estandar y sy, .. ., sy, {di, ..., d;}

son libres. En particular, las matrices aleatorias gaussianas y las matrices
constantes son asintoticamente libres.

El Teorema 2.60 se puede ilustrar con la Figura 2.1, donde se tiene la
suma libre de una variable aleatoria semicircular con una Bernoulli en [—1, 1]
utilizando el método de subordinacién comparada con la suma de una matriz
con entradas gaussianas independientes con una determinista diagonal donde
la mitad son eigenvalores 1 y la otra mitad —1.
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Frecuencia

Eigenvalores

Figura 2.1: Comparaciéon de suma de matrices con una suma libre.
Fuente: Elaboracion propia.
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Capitulo 3

Matrices de Markov

Las matrices de Markov aparecen por primera vez en [2] debido a que no
se sabia nada sobre la existencia del limite de la distribucién espectral; pero
lo que si se sabia era que se consideraba como una matriz de distribucién
limitante de la forma \/n(A4, — A) utilizada para la derivada de una matriz
de transicién en un proceso de Markov.

En este capitulo hacemos un estudio sobre Matrices de Markov analogo
al de los capitulos anteriores. Antes de presentar el resultado definamos lo
que es una matriz de Markov.

Definicién 3.1. Sea {X;; : 7 > i > 1} un arreglo triangular superior infinito
de variables aleatorias independientes idénticamente distribuidas y definamos
Xij = Xji para j > i > 1. Diremos que M,, es una matriz de Markov si
es simétrica y estd dada por

en donde X,, = [Xjjli<ij<n Y Dy = diag(Z?zl Xij)i<i<n €s una matriz dia-
gonal, asi cada renglon de M,, suma cero, esto es

o1
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- Z Xl] X12 X13 Xln
j=2
X21 - Z X2j X23 e X2n
J#2
Xk:l ng - Z ij an
J#k
n—1
an Xn2 e - Z an
I =1

En el ejemplo de la Figura 3.1 se muestran: (a) La simulacién de la suma
de la matriz X,, con una matriz independiente diagonal D,, y (b) Una si-
mulacién del comportamiento de los eigenvalores de matrices de Markov, en
donde claramente se ve un comportamiento similar, considerando que cada
una de las matrices es de tamano 100 x 100 con 100 realizaciones para cada
simulacion.

Frecuencia

Eigenvalores Eigenvalores

(a) suma de una matriz X,, independiente de (b) Matriz de Markov.
una matriz diagonal D,,.

Figura 3.1: Comparaciéon de Matrices.
Fuente: Elaboracion propia.

Debido al comportamiento tan similar entre ambos casos, nos interesa
estudiar una alternativa para una matriz de Markov comparandola con suma
de matrices que son independientes entre si.

. , N

Sea X = (w;;)}—; una matrizen GOE(N) y sea D = diag(}_;_; Tij)i1<i<n

una matriz diagonal, queremos calcular sus momentos mixtos dados por
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E(tr(XyD™ -.. X™ D™ )) con ny,...,ng,my,...,my € N. Calcularemos en
primer lugar E(tr(X?D?)) para después tratar de generalizar.

E(tT(X2D2)) == Z E(xilizxizndlllld’blil)

~
Il
—~
<
=
S
™
<

E(xiligxigil E xiljlxiljé)

j:(jlan)

I
Z| == ==
g

=M

E(IiliZ‘ri2il Li1j1Lis o )

La ultima igualdad se puede separar de acuerdo a qué indices son iguales y
cuales no. Para evitar una notacion pesada sélo indicaremos en el subindice
de las sumas qué indices coinciden, obviando los que no. De esta forma,
podemos escribir la suma anterior como

1 1
E(tr(X*D?) = N D E(@iinigia Ty Ty ) + N D (@i i, Tiyjy T o)
J1=j2 11=1i2
1 1
+ N Z E(xllmxmhxlllthp N Z xiliQxiQilxililxilj2) +e

2=J1

en donde los puntos indican considerar todas las formas de identificar subindi-
ces. Dada una identificacion de indices %,5 podemos asociar un grafo que se
muestra en la Figura 3.2, realizando un procedimiento similar para la de-
mostracion del Teorema de Wigner. Recordemos que para las matrices de
Wigner iniciabamos con un grafo ciclico debido a que sdlo se consideraba un
multi-indice. En este caso, el grafo inicial tiene una estructura diferente a
consecuencia de que consideramos dos multi-indices.
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Matrices de Markov

Figura 3.2: Grafo del comportamiento de dos multi- indices.

Fuente: Elaboracién propia.

Notemos que, como en el caso del Teorema de Wigner, tener una arista
aislada implica que E(x;,i,%ipi, iy j1 Tirjo) = 0 y por otra parte el nimero de
formas de escoger el indice estd dado por N, N(N — 1), N(N — 1)(N — 2)
6 N(N — 1)(N — 2)(N — 3) de acuerdo al numero de vértices de la gréfica
identificada 1, 2, 3 6 4, respectivamente.

En el Cuadro 3.1 se muestran todas las posibles identificaciones y sus

respectivos grafos del momento mixto E(tr(X2D?)).

H Restricciones \[ Grafo [ Restricciones [ Grafo
J
. i = lg )
1 @
J2 ~ .
’ig b J2

(Continia en la pdgina siguiente)
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|| Restricciones || Gralo || Restricciones || Grafo ||

11 =7

11=71Y 2= J2 11 = Jo .
G,) "
11

7:1=j2y7:2=j1 i2=j1 il
@ %]‘2
l

(Continia en la pdgina siguiente)
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|| Restricciones || Grafo || Restricciones || Grafo ||
lg = Jo J1 lg = J2 y 11 = J1
A @
i3 2

11 =J2 =12

v
&)

J1

(Continia en la pdgina siguiente)



57

H Restricciones H Grafo [ Restricciones [ Grafo

Cuadro 3.1: Grafos de los momentos mixtos E(tr(X?D?)).
Fuente: Elaboracion propia.

Después de estudiar cada posible grafo, notemos que los tnicos grafos que
contribuyen son aquellos que estan resaltados por un color rosado, debido a
que representan la varianza de la variable, en términos de grafos que tene-
mos aristas dirigidas. En cambio, cuando tenemos aristas aisladas, el valor
esperado sera cero y en consecuencia no contribuye a la suma.

Asi, cuando N — oo se tiene que

E(tr(X2D?)) = NV _Nljzf(jv =2 NSJVVA;D + N]sz — 1. (31)

Del ejemplo anterior podemos hacer la observacion de que los indices i's no
se uniran con los j's siempre que haya un ntimero par de indices en ambos
casos.

A continuacién se presenta un ejemplo de momentos mixtos con las ca-
racteristicas de que cada matriz serd elevada a una potencia par ademas de
ver su comportamiento con la ayuda del Lema 1.12.

Consideremos el momento mixto E(tr(X°D?)) para X una matriz en
M, (R) y D una matriz diagonal en M, (R). Queremos ver que X es indepen-
diente de D, a partir del comportamiento de los multi-indices del grafo que
se construye a partir de los subindices de cada variable.

E(tT(XGDQ» - Z E(xhiz:Bizisxi:;iz;xmisxi5i6$i6i1xiljlmiljz)'

En la Figura 3.3 se muestra el grafo del momento mixto anterior.
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Ji 2

i5 ia
iy 13

Figura 3.3: Grafo inicial del momento mixto E(tr(X°%D?)).
Fuente: Elaboracion propia.

Para este ejemplo, todas las formas posibles de indices de ¢ para obtener
un arbol se presentan enseguida considerando siempre que j; = js.

iy = g, 15 = 11
15 = 11, 1y = 1o
15 = 13, 16 = 12

iy = i3 = is

iﬁ :7;2 :7;4.

Asi, cualquier eleccién de igualdad que se elija obtendremos un arbol de la
Figura 3.4.
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e

AR

Figura 3.4: Arboles posibles.
Fuente: Elaboracion propia.

Finalmente, para saber si la forma en que hemos reducido el grafo ha sido
la mejor eleccién, aplicamos el Lema 1.12, considerando su esqueleto. Asi, se
tiene que

V|- |E|=5-4=1,

y se verifica como en la Figura 3.5.
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NN S B

1 X

Figura 3.5: Esqueletos posibles.
Fuente: Elaboracion propia.

Como se observo en el ejemplo, la transformacion del ciclo de los indices
de i no depende de los indices de j. A continuaciéon enunciaremos y demos-
traremos algunos lemas que nos ayudaran a asegurar la independencia libre
asintotica entre la matriz X y la matriz diagonal D.

Para formalizar esto introducimos la siguiente notacion.

Notacién 3.2. Sean X = (x;)),_; matriz de Wigner de N x N definimos

. . N . -
la matriz D = diag(d_;_, Tij)1<i<n, consideremos de aqui en adelante la
notacion siguiente

A:=+VNX con a;j = \/N$ij7

N
B = diag(z Qi )1<i<N,

J=1

M, = sup méx E|\/Nxz-j|”+m < 0. (3.2)

NeN 1<i<G<N
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7 = (ilw--aik)6{1a27-~'7N}ka COnik+1:i1 <33)
j = (j17,,_7jl)E{l,z,...,N}l. (34)

Q(Z’J) = E[ahhahis © Gy Qi iy Qi * 'ailjl]'
Ademds, sea X = (iw)fvj 1 matriz de Wigner de N x N definimos la matriz

D= dzag(Z] | ZTijhi<i<n consideremos lo siguiente
A:=+vVNX con a;j = VNI;j,

B := diag(z Qi) 1<i<N

J=1

M, = sup{ méx E|[VNz;|"™, méx E[VNi "™} <oco. (3.5)

NEN 1<i<j<N 1<i<j<N
Siguiendo la notacion de (3.3) y (3.4), se define
Q(Z’J) = E[ahizaizia wr Qg diljl diljz o '&iljl]'
Como en el caso del Teorema de Wigner no podemos tener aristas aisladas.
Lema 3.3. Si E(i,7) tiene una arista aislada, entonces Q(i,5) = 0.

Demostracion. Como A = (aij)fyjzl es una matriz de Wigner es claro que
Elay] = 0 para cada k,l ademds by y bs son independientes cuando (k,1) #
(s,t) 6 (s,t) # (k,1). Luego si (i;,4,41) es una arista aislada de E(i, j) se tiene
que

Q(%J) = ]E[ahiz C gy Qg Qi gy Qg Qig gy Qi g * 'ailjl]

= E[aiziz+1]E[ai1i2 T Qi Qg iy " Qg Qi gy Qi gip T ai1jz] = 0.
Similarmente, si (i1, j,,) es una arista aislada de E(i,7) se tiene que

Q(i’ .7) - E[ai1i2 C Qi Qv gyt Qi Gy 1 Qi i Qi Gy " ailjl]

= E[ailij[ai1i2 T gy Qi gyt Qg Gy Qg ggr * " Qiqgy = 0.
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Lema 3.4. Si |V (i,5)| > (2] + 2, entonces E(i,j) tiene al menos una
arista aislada.

Demostracion. Por el Lema 1.12 |V (i,5)| < |E(3,7)| + 1, luego

n+m

5 [ +2<|E@Gj)|+1=]

[ |+ 1< |EG5)

2

De la tiltima desigualdad se tiene que E(4, j) tendria por lo menos 2([*5™]+1)
aristas dirigidas, esto es (n +m)+2 o0 (n+m)+ 1 si n+ m es par o impar
respectivamente, pero en ambos casos es imposible pues |E(i,7)| = n + m.
Por lo tanto F(Z,j) debe tener una arista aislada. O

Teorema 3.5. Para todo n,m enteros. Sean X, X matrices de Wigner de
tamano N x N independientes y sean D = Zjvzl x;; una matriz diagonal que

depende de X y D Zjvzl Z;; una matriz diagonal dependiente de X, entonces
E(tr(X"D™)) — E(tr(X"D™)) — 0
cuando N — o0.

Demostracion. El momento mixto de X™ y D™ es

[E(tr(X"D™))| = [E(tr(N~2A)"(N~:B)™))|

1 ..
Sm Z 1Q(3,7)]

V|=[n-+m]

1 ..
= N Z Q(,7)[+

V<[22 ]+1

1 ..
+W Z Q% 5)|-

IVI2[*5™]+2

Por los Lemas 3.3 y 3.4 el segundo sumando es igual a cero. En consecuencia
la expresién del momento mixto se reduce a

Bt (X D) < — S QG4 (3.6)

N'n+23m +1 )
VI<[*5™]+1
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Por otro lado, acotamos Q(i, j) por la desigualdad de Holder y (3.2) obtene-
mos que

Q7))

|E[ai1i2 e aikila’iljl U ailjl”

< [Elag ™" - [Elag,;, "]
_1 _1
S Mnn,;mm Tt M’r?,;rnm - Mn,m-

Si n 4+ m es impar, es decir, uno es par y el otro impar, entonces (3.6) se
reduce a

N

Er(x D) < — S Q)|

n+3m
ntsm 4
2 . . .
N Zl:--'77'k7]1""7.7l:1
k=[] 41
1 N
—_— E M
Nn+23m +1

Ul yeen ks 1500 J1=1

N

IN

k=[] 41
n+m
Nz t1 1
= vz M = g Mam — 0.

Cuando N — oo.

Si n 4+ m es par, consideramos dos casos, el primero donde son impares y
el segundo donde son pares. Si n y m son impares consideremos el subgrafo
G =V E)con V' ={iy,...,in} y E' = {(i, s + 1) : 4, € V'}, luego por
ser n impar, E’ tiene una arista aislada, en consecuencia no se puede reducir
a un arbol. Similarmente ocurre si tenemos el subgrafo G” = (V”, E”) con
V" ={in, 1y dmp y E" = {(i1,51) : L € {1,...,m}} por ser m impar. Se
sigue del Lema 3.3 que E(tr(X"D™)) = 0.

Si ny m son pares, partiendo de (3.6) tenemos

Bl D) < oy 3 QG+ D QG

|‘7|§n+Tm |\7|:THrTm+1
(3.7)
como ya tenemos una cota para Q(i,7), el primer sumando converge a cero
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cuando N — oo, esto es

1 1
Nn+23m+1 i |Q( ’J)| — Nn+23m+1 ‘ L ' n,m
|V|<ngm 15Tk J1 5 J1=1

Nngm

S n+3m Mn,m
N7z *1
M,

- Nm—H 0

Asi, (3.7) se reduce a

B0 < oy Y QG 339
[V]|=24m 41

Por otro lado, estudiemos el comportamiento del momento mixto de X"y
D™,

[E(tr(X"D™))| = [E(tr[(N"2A)" (N2 B)™])]

1 - ~
S VEBEA > B (@i iy gy - i,
[V|=[n+m]
1 ..
= W ) Z Q% 7)]
V=]
1 ..
= N Z Q7))+

1< V<[ 25 ] 4+1

1 ..

tymn 2 QG4
VI=[25"]+2

A consecuencia de los Lemas 3.3 y 3.4 el segundo sumando es igual a cero.

Asi, la expresion del momento mixto se reduce a

Etr(x" D) < —— S QG4 (3.9)

Nn+23'm+1 )
1<V [ +1

A continuacién, realizaremos un analisis andlogo al momento mixto
E(tr(X"D™)). Usando nuevamente la desigualdad de Hélder y (3.5), acote-
mos Q(i,7), esto es,
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QG4 = [E(tr(X"D™)
= |E<a’i1i2 © Qigdy diljl T diljm)|
< [Elag ™5 - [Elag,, "]
< MﬁMﬁ = M, - (3.10)

De manera que si n+m es impar, es decir uno de ellos es par y el otro impar,
el momento mixto E(tr(X™D™)) se puede acotar por M, ,, por lo que se
tendria que

N
n ym 1 ..
[E(tr(X"D™))| < N > 1RG,j)
° PRI T e |
k+H=[25m]+1
N

IN

1
e, 2 M

U1 5eenfsJ 150 J1=1

k=[] 41
n+m
N7z +1 _ 1 -
= N My m = NmMn,m > 0.

cuando N — 0. Luego, si n +m es par pero n y m son impares se concluye
que E(tr(X"D™)) — 0 haciendo un analisis semejante al que se hizo para
E(tr(X"D™)). Finalmente, considerando el caso cuando n y m son pares, y
separando (3.9) en dos sumas tenemos

Br(X"D") < —n— 3 Qi)+ e S 1064

n+3m n+3m
N3+l - N3z +L _
1<V ngm V=541
Acotando nuevamente el primer sumando, se tiene que tiende a cero, redu-
ciéndose el momento mixto a

B0 < oy Y QG (311)

V]=n4m 41

Debido a que ya se ha estudiado el comportamiento de los momentos mixtos
por separado, es momento de concluir su diferencia, entonces si n + m es
impar o n + m es par pero ambos impares

E(tr(X"D™)) — E(tr(X"D™)) — 0,
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a consecuencia que tienden a cero por separado. Luego, si n +m es par y
n,m son pares por (3.8) y (3.11) tenemos que

B(tr(X"D") - Bltr(X"D™) €~z > [QGd)I-

V=4 41

1 o
T ONEEE Z Q7))
[V]=2E5m 41

1 .. =
= | 2 (@65 - 1Q6.5))

V]=24m 41
Observemos que, Q(Z,5) v Q(z, j) tienen la misma estructura de arboles, lo
que implica que |Q(%,5)[ — |Q(,5)| — 0. O
Se puede generalizar el Teorema 3.5, como se enuncia a continuacion.

Teorema 3.6. Para todo ny,...,n,,my,...,m, enteros. Sean X, X matri-
ces de Wigner de N x N independientes y sean D = Z;V:1 Ty una matriz
diagonal que depende de X y D Zjvzl T;; una matriz diagonal dependiente de

X, entonces

E(tr(X™ D™ X"2D™2 ... X" D™Ma))—E(tr(X™ D™ X"2D™2 ... X" D™a)) — 0,
cuando N — o0.

No demostraremos el Teorema 3.6, porque es suficiente ver el comporta-
miento de los subindices, como se muestra en el grafo de la Figura 3.6, en
donde se puede observar que es parecido a la Figura 3.3 siempre que
Ni,...,Np, M1, ..., M, Sean pares como se presentd en la demostracion del
Teorema 3.5. Denotemos por ¢ = E®@try « = (X™ D™ ... X" D™a) enton-
ces

o(x) = E E(@iyiy * Tigyindiviy ** divis " T oy 4 mying omy o1
e dinl+m1+4.4+np+1in1+m1+..4+np+1 T din1+m1+...+np+1in1+m1+.4.+np+1)
= E E(@iiy * Tinyir iy Tinjny " Ty gy 4o tping tomy o brpid *

o xin1+m1+.4.+np+1t1 T xin1+m1+..4+np+1tmq)
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jl j2 jm1

v

1’7z1+m1+.4.+np+1 L Ol +mi+..4ng+m+1

Ing+m; +o4np_1+1

R

b .

q

Figura 3.6: Comportamiento de los indices de
E(tr(X™ D™ X" D™2 ... X" D™Ma)).
Fuente: Elaboracién propia.

Asi, como en el ejemplo de la Figura 3.3, se puede reducir el grafo de la
Figura 3.6 a un arbol semejante a los que se presentan en la Figura 3.4. Lo
mismo ocurrird con su esqueleto, que serd parecido a los de la Figura 3.5.
Andalogamente, tendremos lo mismo para

E(tr(X™ D™ X" D™2 ... X" D™a)),
con lo que se concluye que
E(tr(X™ D™ X" D™ ... X" D)) —E(tr(X™ D™ X" D™ ... X"? D™a)) — 0.

De las consideraciones anteriores se concluye que la distribuciéon conjunta
de (Xy,Dyn) y (Xy,D) es la misma cuando N — oo. Sin embargo, por
el Teorema 2.60 Xy v Dy son asintéticamente libres y por lo tanto X — D
converge en distribucion a la diferencia de dos variables aleatorias libres,
X ¥V Dy donde X es semicircular y D es gaussiana. Esto nos demuestra el

teorema principal de Bryc y Dembo [4].

Teorema 3.7. Sea {Xij :J > 1 > 1} una coleccion de variables aleatorias
independientes idénticamente distribuidas con E(X5) =0 y Var(X2) = 1.
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Con probabilidad 1, i(M,/\/n) converge débilmente cuando n — oo a la
convolucion libre vy de las medidas del semicirculo y la normal estandar.
Esta medida vy es una medida de probabilidad simétrica no aleatoria con
densidad suave acotada, no depende de la distribucion de X15 y tiene soporte
no acotado.
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Conclusion

Como hemos visto a lo largo de la tesis, utilizamos las herramientas nece-
sarias para demostrar el objetivo planteado: estudiar la distribucion asintéti-
ca de matrices Markovianas.

» Usando principalmente teoria de grafos se demostré de manera diferente
a la que presentan Bryc y Dembo en [4] que la distribucién asintética
de matrices Markovianas es la convolucién libre de las medidas del
semicirculo y la normal estandar.

= Al ser un trabajo mas tedrico que aplicado, se busco la forma de que
fuera mas entendible para los futuros lectores, considerando que el area
de Probabilidad no Conmutativa en México es muy pequena, esperando
que se fortalezca en los préximos anos.

= Las Simulaciones presentadas a los largo de la tesis fueron realizadas

en R.

= La tesis reune varias areas de Matematicas dentro de las que se inclu-
yen Combinatoria, Probabilidad no Conmutativa, Andlisis Funcional,
Teoria de Grafos, Teoria de Matrices Aleatorias. Algunas tiene mas im-
pacto que otras pero todas tienen un aporte importante dentro de este
trabajo.
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