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Introduccion

Una ecuaciéon de la forma F(t,z,z(" ... (™) = 0, donde la incognita = es
una funcién de una variable, se llama ecuacion diferencial ordinaria. Muchas leyes
generales de la Fisica, Biologia, Economia, Quimica, asi como en la modelaciéon y
resolucion de diversos problemas de Ingenieria encuentran su expresion natural en
esta clase de ecuaciones. Por otro lado muchas cuestiones en la propia matematica,
por ejemplo en Topologia y Geometria Diferencial y en el Calculo de Variaciones,

son formuladas por ecuaciones diferenciales ordinarias o se reducen a ellas.

El estudio de las ecuaciones diferenciales comenzé con métodos del Calculo Di-
ferencial e Integral, descubiertos por Newton y Leibniz, y elaborados para resolver
problemas motivados por consideraciones fisicas y geométricas. Estos métodos en
su evolucion, poco a poco llevaron a la consolidacion de las ecuaciones diferencia-
les como una nueva rama de la Matemaética, que a mediados del siglo XVIII se

transformo en una disciplina independiente.

En las primeras etapas del estudio de las ecuaciones diferenciales el interés
principal era la obtenciéon de soluciones de ellas expresadas en términos de lo
que llamamos funciones elementales. En esta época se descubrieron los métodos
elementales de resolucion (integracion) de varios tipos especiales de ecuaciones
diferenciales tales como las de variables separables, las lineales, las de Bernoulli,
las de Clairaut, las de Riccatti estudiados hasta nuestros dias en los cursos intro-

ductorios de ecuaciones diferenciales ordinarias.

Este enfoque tuvo un éxito completo en el caso de ecuaciones lineales con coefi-

cientes constantes, sin embargo dificultades mayores aparecieron en esta direcciéon

IX
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en el caso de ecuaciones diferenciales no lineales.

Para algunas aplicaciones las ecuaciones diferenciales no lineales resultan ser
mejores modelos para diversos problemas de interés cientifico por lo cual nos ve-

mos en la necesidad de estudiarlas.

Un marco de referencia fundamental en la evolucion de las ecuaciones diferen-
ciales es el trabajo de Poincaré “Memoire sur les courbes définiés par une équation
différentielle” (1881) en el que se sentaron las bases de la Teoria Cualitativa de las
ecuaciones diferenciales. Esta teorfa pretende la descripcion de la configuracion
general de las soluciones y el efecto de pequenas perturbaciones de condiciones
iniciales (estabilidad). El estudio de la estabilidad de un sistema es de gran impor-
tancia en la tecnologia contemporanea, tuvo su origen en problemas de Mecénica
Celeste estudiadas inicialmente por Newton, Lagrange y Laplace. Se pregunta si
una pequena perturbaciéon en la posicion y la velocidad de un cuerpo celeste lo
coloca en una Orbita que se aleja o que converge a la o6rbita original. El proble-
ma general de la estabilidad fue simultaneamente estudiado por Liapounov, que
juntamente con Poincaré, es considerado fundador de la Teoria Cualitativa de las
ecuaciones diferenciales. Otro aspecto de la Teoria Cualitativa, también estudiado
por Poincaré, pretende describir el comportamiento asintotico de las soluciones
y la estructura de sus conjuntos limite. El comportamiento asintético de una
solucion se obtiene cuando se hace la variable independiente (tiempo) tender a
infinito y se estudia su conjunto limite. Un conjunto limite puede ser un punto
de equilibrio, una solucién periddica u otro conjunto mas complicado. La teoria
de Poincaré-Bendixson, que estudiaremos en detalle en esta tesis, responde a este
tipo de preguntas en el plano y nos da elementos para hacer una generalizaciéon en

superficies bidimensionales como la esfera S? = {(z,y,2) € R? : 22 +y? + 2% = 1}.

La estructura del trabajo es la siguiente: en el capitulo 1 se estudiaran resul-
tados relacionados con la teoria fundamental sobre la existencia y unicidad de
soluciones para problemas de valor inicial de las ecuaciones diferenciales ordina-
rias, el teorema sobre la existencia de un intervalo de maximo de definicién de las

soluciones para estos problemas y algunos resultados basicos respecto a la depen-
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dencia continua de las soluciones en relaciéon a condiciones iniciales; en el capitulo
2 se introducen conceptos de la teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales
tales como el concepto de flujo local asociado a un campo vectorial, retrato de
fase, el teorema de rectificacion local, definicion, ejemplos y propiedades de los
conjuntos a y w limite de una orbita y en el capitulo 3 se presenta y demuestra
el teorema de Poincaré-Bendixson que nos dice que si tenemos un campo F' de
clase C* k > 1 en un abierto & C R?, una o6rbita del campo definida para todo
t > 0 contenida en un conjunto compacto K C U y F' posse a lo mas un nimero
finito de singularidades en el w limite de la 6rbita, entonces este w limite (que nos
describe topologicamente el comportamiento a largo plazo de la soluciéon) tiene
una de las siguientes formas alternativas: es un punto de equilibrio, una érbita
peridédica o un conjunto de érbitas, cada una de las cuales tiende a uno de esos
puntos singulares cuando ¢ — +o00. Finalmente demostramos una aplicacion del
teorema de Poincaré-Bendixson, el cual afirma que si tenemos un campo F de cla-
se C'! definido en un abierto de R?, una érbita cerrada de F' tal que el interior de
esta orbita esta contenida en este abierto, entonces existe un punto singular de F’
contenido en el interior de esta orbita, es decir, este resultado nos da condiciones

suficientes para la existencia y ubicacién de singularidades de F.
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Capitulo 1

Preliminares

El objetivo de este capitulo es exponer la teoria fundamental sobre la exis-
tencia y unicidad de soluciones para problemas de valor inicial de las ecuaciones
diferenciales ordinarias, asi como el teorema sobre la existencia de un intervalo
méximo de definicion de las soluciones para estos problemas. Presentamos también
resultados bésicos sobre la importante cuestion de la dependencia continua de las
soluciones respecto a las condiciones iniciales. Se utilizara un lenguaje riguroso en
la. definicion de conceptos (por ejemplo, la definicion precisa de solucidn de una
ecuacion diferencial) y en la demostracion de algunos de los resultados expuestos.

En esté capitulo seguimos las referencias [4], [6].

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias auténomo en un abierto U

de R™ es un conjunto de ecuaciones de la forma

= filzy,..., ),
IIZ :fQ(x17"'7xn)7 (1 1)
= falzr, .. xy)

donde cada f; : U — R,7=1,2,...,n, es una funcion la cual supondremos diferen-
ciable, digamos de clase C*, k > 1y cada x; es una funcién real de variable real.

Aqui z} denota la derivada con respecto a la variable real t : x} = dz;/dt.



2 Preliminares

Una familia {¢1,...,¢,}, donde cada ¢; : I — R,7 = 1,...n es una funcion
diferenciable en un intervalo I de R, se llama solucidn del sistema (1.1) en el

intervalo I, si:
i) Para todo t € I, ¢(t) = (¢1(t), ..., ¢n(t)) €U.
ii) Paratodoi=1,2,...,n.

dc;ii (t) = filwi(t), (), ..., onlt))

para todo t € I.
El sistema (1.1) denotado abreviadamente por:

x;:fi(xlaan"'7$n)7 7;:1""’” (12)

es equivalente a la ecuacion diferencial ordinaria auténoma vectorial
¥ = F(x) (1.3)

donde F' = (f1, fa, .., fu) : U — R™ es la funcion con coordenadas f;,i = 1,2,...,n

y denotamos a x = (1, Xa, ..., Tp).

Definicién 1.1. Supongamos que F € CY(U), donde U es un subconjunto abierto
de R™. Entonces p(t) es solucion de la ecuacion diferencial (1.3) en el intervalo

I, si @(t) es diferenciable en I y si para todat € I, o(t) €U y

y dado xo € U, ¢(t) es una solucion del problema de valor inicial

/
= F
p(t) = o
en el intervalo I sity € I,0(ty) = zo y @(t) es una solucion de la ecuacion

diferencial (1.3) en el intervalo I.



Una condicién inicial para la soluciéon ¢ : I — U es una condiciéon de la
forma o(tg) = o, donde ty € I, 29 € U. Por simplicidad, usualmente tomaremos
to =0.

Enunciaremos la condicién de Lipschitz la cual es una hipoétesis importante
para demostrar la existencia y unicidad de soluciones para las ecuaciones diferen-

ciales ordinarias.

Definicion 1.2. Sea U un subconjunto abierto de R™. Una funcion F : U — R”
se dice que satisface la condicion de Lipschitz en U si existe una constante K
tal que

|F(z) = Fy)| < K|z —y]

para todo x,y € U y K se llama constante de Lipschitz de F'.
Recordemos que una bola abierta de radio € > 0 y centro en xg en R™ se define

como:

B.(xg) = {z € R"||x — xo| < €}.

La funcion F se dice que es localmente Lipschitz en U si para cada punto
xo € U existe una bola abierta de radio € > 0 y centro xq tal que B.(xg) C U y

una constante Ky > 0 tal que para todo x,y € B.(xo)
|F(x) = F(y)| < Kolz — |

La condiciéon de Lipschitz es una condicién intermedia entre la condicién de
continuidad y la condicién de continuidad de las derivadas parciales, como lo

establece el siguiente lema.

Lema 1.1. Sea U un subconjunto abierto de R™ y sea ' : U — R™. Entonces, si
F e CYU), F es localmente Lipschitz en U.

Hasta el momento hemos hablado de ecuaciones diferenciales ordinarias y sus
soluciones sin preocuparnos sobre el problema de la existencia de dichas solu-
ciones. Es de esperarse que las ecuaciones diferenciales que consideraremos en la
mayoria de los casos tengan solucién, de otra forma el tiempo y esfuerzo que se

inviertan en buscar una solucién estarian irremediablemente perdidos.
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Por otra parte, el hecho de que para una ecuaciéon diferencial en particular
una persona no pueda encontrar su soluciéon no significa que la ecuaciéon no tenga
solucion. De aqui resulta muy deseable conocer algtn criterio que nos permita

decidir si una ecuaciéon o bien un problema de valor inicial tienen solucién.

A continuacién vamos a enunciar algunos resultados de gran importancia, uno
de ellos es conocido como el teorema fundamental de existencia y unicidad, que
proporciona algunas condiciones que garantizan que un problema de valor inicial
tenga solucion tnica, otro de ellos nos asegura la existencia de un intervalo méaximo

donde el problema de valor inicial tiene solucién tnica.

Teorema 1.1. (Teorema fundamental de existencia y unicidad local) Sea
U un subconjunto abierto de R™, que contiene a xqo y supongamos que F € CH(U),

entonces existe un 6 > 0 tal que el problema de valor inicial

¥ = F(z),
¢(to) = o

tiene una unica solucion ¢(t) definida en el intervalo
Q. (to-d,to-Fd) —U.

Demostracion. Sea xyg € U, entonces existe un ¢ > 0 tal que B.(xg) CU y F es
Lipschitz en esta bola por el lema 1.1. Supongamos que I es un intervalo abierto

que contiene al cero y ¢ : I — U que satisface
¢'(t) = Fe(t)) (1.5)
y ¢(0) = 2. Como ¢(t) es una funcion continua que satisface la ecuacion integral
t
o) =0+ [ Plols)ds (1.6
0

Reciprocamente si ¢ : I — U satisface (1.6), entonces ¢(0) = xg v ¢ satisface
(1.5) como puede verse derivando ambos lados de la ecuacion (1.6). Por tanto

(1.6) es equivalente a (1.5) como una ecuacion para ¢ : [ — U.



Por nuestra eleccion de B.(zg), tenemos una constante de Lipschitz K para F
en B.(xg). Ademas |F(x)| es acotada en B.(xg), digamos, por una constante M.
Sea 0 > 0 que satisface que 6 < min{e/M,1/K} y definimos I = [—4d, ]. Recor-
demos que ¢ es el radio de la B.(z(). Vamos a definir una sucesiéon de funciones
Uy, Usg, ... de I a . Vamos a demostrar que converge uniformemente a la funcion
que satisface (1.6), y posteriormente que no existen otras soluciones de (1.6).

El lema que usaremos para obtener la convergencia de uy : [ — B.(xg) es el
siguiente:
Lema 1.2. (Lema de andlisis) Supongamos que uy : I — U, k = 0,1,2,...
es una sucesion de funciones continuas de un intervalo cerrado I de un espacio
normado U que cumple: Dado € > 0, existe un N > 0 tal que para cada p,q > N

i [y (1) — 4y ()] < €

Entonces existe una funcion continua u : I — U tal que
max |ug(t) —u(t)] = 0 cuando k — oo

tel

Esto se llama convergencia uniforme de las funciones uy. La demostracion de

este lema se puede consultar en [1].
La sucesion de funciones uy : I — U esta definida como sigue:
Sea ug(t) = xg
t
y sea up(t) = zo + / F(up(s))ds
0
Suponemos que ug(t) esta bien definida y que

|u(t) — x| < e paratoda te€ I,

ademés sea

wpr (£) = 20 + /0 Flux(s))ds
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esto tiene sentido ya que ug(s) € B.(z) de modo que el integrando esta definido.
Mostramos que |ugi1(t) — zo| < €, es decir, uy,1(t) € B-(xo) para t € I; esto

implicaria que la sucesiéon puede ser continuada para uy s, ugss3, etc. Tenemos

i (t) — wo] < / (s (5)) | ds

t
/ Mds
0

< Mé<e

IN

A continuacién, probamos que existe una constante L > 0 tal que para todo k > 0:
w1 (t) — un(t)] < (K6)*L

Expresamos L = méax{|ui(t) — up(t)| : |t| < §}. Obtenemos

/ Flu(s) — Fluo(s))ds

us(t) = w(t)] =

0
t

Kluy(s) — uo(s)|ds
0
< 0KL

IN

Suponemos por induccién que, para algin k£ > 2, ya hemos probado que
Jur(t) — uk—a (1) < GK)* L, |t <,
entonces
¢
|t () — ur(t)] < / | F(uk(s) — Fup—1(s))|ds
0

< K/o lug(s) — ug_1(s)|ds
< (OK)(SK)"'L = (0K)*L.



Por lo tanto vemos que si denotamos 6K = a < 1, para algin r > s > N

o

[ur(t) —us()] < Y g () — wn(?))

k=N
oo
E afL
k=N

€

IN

IN

para cualquier € > 0 dado, N es suficientemente grande.

Usando el lema de analisis (1.2), tenemos que la sucesion de funciones ug, uy, . . .

converge uniformemente a la funcién continua ¢ : I — U. A partir de la identidad

() = 20+ / F(ug(s))ds,

y tomando limites de ambos lados se obtiene que

t

o(t) = zo+ lim [ F(ug(s))ds,

k—o0 0

I /0 (im F(ug(s))]ds

k—o0

(por la convergencia uniforme)

= :1:0+/OtF(g0(5))ds

(por la continuidad de F).

Por lo tanto, ¢ : I — B.(zy) satisface la ecuacion integral (1.6) y por tanto es
solucion de la ecuacion diferencial (1.5). En particular, ¢ : I — B.(xo) es de clase
C'*. Esto prueba la parte de existencia del Teorema 1.1, nos resta probar la parte

de la unicidad.

Sean ¢, ¢ : I — U dos soluciones de (1.3), que satisfacen ¢(0) = ¢(0) = xo,
donde suponemos que I es el intervalo cerrado [—d,0]. Vamos a demostrar que
o(t) = ¢(t) para todo t € I. Sea @@ = maxcs |p(t) — ¢(t)]. Este méximo se
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alcanza en algtin punto t; € I. Entonces

Q = lo(ts) — 6(t)] = / ") — (s)ds

/ F(p(s) — F(o(s))|ds

0
0 Klo(t) — o(t)|ds
< SKQ.

IN

Dado que 0K < 1, esto es imposible a menos que () = 0. Por tanto

]

Observacion 1.1. En la prueba del Teorema 1.1 se hizo lo siguiente: Dada cual-
quier bola de radio € y centro en xg y B:(x9) C U con MaXyep, (z0) |[F(2)] < M,
donde F' sobre B.(x) tiene una constante de Lipschitz K y0 < 6 < min{e/M,1/K},

entonces existe una unica solucion ¢ : (—6,0) — U de (1.5) tal que ¢(0) = xy.

Observacion 1.2. Considere la situacion en que las hipotesis del teorema 1.1
se wverifican, entonces dos curvas solucion de ' = F(x) nunca se cruzan. Es-
to es una consecuencia inmediata de la parte de unicidad del teorema. Supon-
gamos ¢ = I — U, ¢ : I — U son dos soluciones de ' = F(x) tales que
o(t1) = (tz). Entonces ¢(t1) no es un punto de interseccion porque si de-
finimos Y (t) = Y(ta — t1 + t), entonces 1y también es una solucion. Como
U1(t1) = Y(ta) = p(t1), se deduce que 1 y ¢ coinciden en un intervalo alre-

dedor de ti por la afirmacion sobre la unicidad incluida en el teorema 1.1.

Por lo tanto la situacion de la figura 1.1(a) donde las soluciones ¢ y ¢ coin-
ciden solo en un punto queda excluida, ya que el argumento anterior nos dice que
w y Y coinciden en mds de un punto. Similarmente, una curva solucion no puede

autointersectarse como en la figura 1.1(b).



y = (t1) = (t2)
(a) (b)
Figura 1.1:
En efecto, una curva solucion ¢ : I — U de ' = F(z) satisface o(t,) =

o(t1 + w) para algin t; y w > 0, entonces esa curva solucion deberd cerrarse
como en la figura 1.2.

et +w) = (1)

Figura 1.2:

Un complemento del teorema 1.1 es la propiedad de que las soluciones ()
dependen continuamente de la condicion inicial ¢(0). El siguiente teorema nos da

una indicacién precisa de esta propiedad.

Teorema 1.2. Sea Y C R™ un subconjunto abierto y supongamos que F' : U — R"
tiene una constante de Lipschitz K. Sean ¢(t),1(t) soluciones de ' = F(x) en

un intervalo cerrado [to,t1]. Entonces, para todo t € [tg, t1]:

|0(1) — ()] < [9(to) — ¢ (to)| exp(K(t — to))
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La prueba de este teorema depende de la desigualdad de Gronwall, enunciada

a continuacion:

Lema 1.3. (Lema de Gronwall) Sea u : [0,a] — R una funcion continua y no

negativa. Supongamos C' > 0, K > 0 son tales que
t
u(t) < C’+/ Ku(s)ds
0

para todo t € [0, a]. Entonces
u(t) < Ce™!

para todo t € [0, a.

Demostracion. Primero, supongamos C' > 0, sea

U(t) = C’—i—/tKu(s)ds > 0;

entonces

ut) < U(1).

Por la diferenciacion de U encontramos que

U'(t) = Ku(t);
de modo que
b U'(t) B Ku(t) <K
Uty U '

Por lo tanto

“logU(1) < K

asi

logU(t) <logU(0) + Kt

por integracion. Como U(0) = (', tenemos por exponenciacion

U(t) < Ceit
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y asi
u(t) < CeXt

Si C' = 0, entonces aplicamos el argumento anterior para la sucesion positiva

¢; que tiende a 0 cuando ¢ — oo. Esto prueba el lema. O
Ahora procedemos a la demostracion del teorema.

Demostracion. Definimos

Como

tenemos

v(t) < v(tp) —l—/t Kuv(s)ds.

Ahora aplicando el lema para la funcion u(t) = v(tg + t) tenemos
v(t) < o(ty) + exp(K(t —toy)),
que es justo la conclusion del teorema. O]

Veamos algunos resultados basicos sobre la extension de soluciones de ecua-

ciones diferenciales.

Teorema 1.3. Sea U un subconjunto abierto de R"™ y supongamos que F € CY(U).
Entonces para cada punto xo € U, existe un intervalo mdximo [ en el que
el problema de valor inicial (1.3) tiene una dnica solucion, ¢(t); es decir, si el
problema de valor inicial tiene solucion ¥(t) en el intervalo J entonces J C I y

©(t) = 1(t) para toda t € J. Ademds, el intervalo mdzimo I es abierto; es decir,

I =(a,p).

Lema 1.4. Sea F : U — R™ una aplicacion de clase C1. Supongamos que u(t),v(t)
son dos soluciones de ¥’ = F(z) definidas sobre el mismo intervalo abierto I que

contiene a to y satisfacen u(ty) = v(ty). Entonces u(t) = v(t) para toda t € I.
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Sabemos por el teorema 1.1 que u(t) = v(t) en algin intervalo abierto alrede-
dor de ty. La unién de todos estos intervalos abiertos es el mayor intervalo abierto
I* contenido en [ alrededor de ¢y sobre el cual las soluciones u y v son iguales.
Pero I* debe ser igual a I. Porque, de no ser asi, I* tendria un punto extremo t;
perteneciente a I; supongamos que t; es el punto extremo derecho, el otro caso
sera similar. Por continuidad, u(t;) = v(t). Por el teorema 1.1 u = v en algin
intervalo I’ alrededor de t;. Entonces u = v en I* U I’ que es mayor estrictamente

que I*. Esta contradiccion prueba el lema.

Esto no garantiza que una solucion () de una ecuacion diferencial esté defi-

nida para todo t (véase el ejemplo 1.1).

Ejemplo 1.1. Consideremos el problema de valor inicial ' = 1+ 22, ¢(to) = xo,
cuya solucion es

p(t) = tan(t — ¢), ¢ = constante.

Esta funcion no se puede extender sobre un intervalo mayor que

T T
c—=—<t<c+ —

2 2
pues ¢(t) — oo cuando t — £7.

3m
2
™
™
2

3m /T E T 31

— 5 5

Figura 1.3: ¢(t) = tan(t — ¢) para ¢ = 2
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Ahora consideremos una ecuacion general 2’ = F'(z), donde la funcion F' es de
clase C'! definida sobre un conjunto abierto & C R". Para cada xy € U existe un
intervalo abierto maximo («, 3) que contiene al 0 sobre el cual existe una soluciéon
©(t) con p(0) = xy. Existe un intervalo abierto que contiene al cero en el cual esta
definida una solucion de la ecuacion con ¢(0) = xq (por el teorema 1.1); sea (o, 5)
la unién de todos los intervalos abiertos que contienen a 0 sobre los cuales existe
una solucion con ¢(0) = z. (Posiblemente, & = —00 6 f = 400, 0 ambos.) Por el
lema 1.4 las soluciones sobre cualesquiera dos intervalos en esta unién coinciden

sobre la intersecciéon de los dos intervalos. Por lo tanto existe una solucién sobre

todo («, B).

Ahora veamos lo que le sucede a una soluciéon cuando nos aproximamos a los
extremos de su intervalo maximo. Establecemos el resultado solo para el limite

por la derecha; el otro caso es similar.

Teorema 1.4. Sea U un subconjunto abierto de R", sea F' : U — R" una
aplicacion de clase C'. Sea ¢(t) una solucion en un intervalo abierto mdximo
I =(a,8) CR con f < oo. Entonces dado cualquier conjunto compacto K C U,
existe un t € (a, B) con ¢(t) & K.

Este teorema afirma que una si una solucion ¢(¢) no puede ser extendida a un
intervalo mayor, entonces ¢ abandona cualquier conjunto compacto. Esto implica

que cuando t — 3, ¢(t) tiende a la frontera de U 6 |¢(t)] tiende a co (0 ambos).
Demostracion. Supongamos que ¢(t) € K para todo t € (a, ). Dado que F' es

continua, existe M > 0 tal que |F(z)] < M siz € K.

Sea v € (a, B). Ahora probaremos que ¢ se extiende a una aplicacion continua
[v, 8] — R™. Por el lema de analisis 1.2 es suficiente probar que ¢ : [ — R" es

uniformemente continua. Para ty < t; en I tenemos

¢(to) — @) =

I
\:‘-
=
-
«
=
Va)

A
=
|
s
<
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Ahora la curva extendida ¢ : [«, 8] — R™ es diferenciable en . Por

t—p3

Mm:¢wﬂm/WWs

= ¢(y) +1lm [ F(¢(s))ds

t—p N

:=Mw+/F@®M&

entonces

¢@==Mw+/FW®Ms

para todo t entre v y 5. De modo que ¢ es diferenciable en 3, en efecto ¢'(3) =
F(4(5)). Por lo que ¢ es una solucion en [, 5]. Puesto que existe una solucion
sobre el intervalo [5,0), 6 > (3, podemos extender ¢ para el intervalo («,d). Por
lo tanto («, 5) no puede ser el dominio maximo de una soluciéon. Esto completa

la prueba del teorema. O

La siguiente proposicion es importante y sigue inmediatamente del teorema
1.4.

Proposicion 1.1. Sea A un subconjunto compacto de un conjunto abiertod C R"
y sea F: U — R" de clase C*. Sea yy € A y supongamos que se conoce que cada

curva solucion de la forma

¢ : [Oaﬁ] — u> ¢(O) = Yo,

esta completamente contenida en A. Entonces existe una solucion

¢:[0,00) = U,  ¢0)=yo, y o) €A
para todo t > 0.

Mostramos a continuacién un teorema mas fuerte sobre la continuidad de
soluciones en términos de las condiciones iniciales. En el teorema 1.2 suponemos
que ambas soluciones se definen en el mismo intervalo. En el siguiente teorema no

es necesaria esta hipotesis. El teorema demuestra que soluciones que comienzan en
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puntos cercanos estaran definidas sobre el mismo intervalo cerrado y permaneceran

cercanas unas a otras sobre él.

Teorema 1.5. Sea F'(z) de clase C'. Sea ¢(t) una solucion de x' = F(x) definida
en el intervalo cerrado [tg,t1], con ¢(tg) = yo. Existe una vecindad V C U de y
y una constante K tal que si zg € V, entonces eziste una unica solucion )(t)

también definida en [to,t1] con (to) = zo; y ¢ satisface

|6(t) = ¥ (8)] < Klyo — 20| exp(K (£ —t0))

para todo t € [to,t].
Para la prueba del teorema usaremos el siguiente lema.

Lema 1.5. Si F' : U — R" es localmente Lipschitz y A C U es un conjunto

compacto (cerrado y acotado), entonces F| 4 es Lipschitz.

La prueba del teorema es la siguiente:

Demostracion. Por la compacidad de [ty,t], existe € > 0 tal que x € U si |z —
¢(t)| < e. El conjunto de todos esos puntos es un subconjunto compacto A de
U. La aplicacion F de clase C! es localmente Lipschitz. Por el lema 1.5, sigue
que F|4 tiene una constante de Lipschitz K. Sea 6 > 0 tan pequena que § < €
y 0exp(K|t; — to| < €). Afirmamos que si |zp — yo| < I, entonces existe una
tinica solucion a través de zg definida en todo [to,t;]. En primer lugar, zo € U
ya que |29 — ¢(ty)| < €, por lo que existe una solucion ¥ (t) a través de z en
un intervalo méaximo [to, 3). Probaremos que > t;. Para ello supongamos que
B < t;. Entonces por la estimacion exponencial dada por el teorema 1.2, para

todo t € [t1, 3), tenemos

¥ () = ¢(t)]

IN

‘Zo — tol eXp(K\t — to’)
< dexp(K[t — to|)

IA

€

Asi 1(t) esté en un conjunto compacto A; por el teorema 1.4, [tg, #) no puede ser
un intervalo méaximo para la solucion. Por lo tanto v (t) esta definida en [tg, t1]. La

estimacion exponencial sigue del teorema 1.2, y la unicidad por el lema 1.4. [
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Podemos interpretar el teorema también de esta manera. Dado F(x) como
en el teorema y una solucion ¢(t) definida en [ty, 1], notamos que para todo zg
suficientemente cerca de yo = ¢(tp), existe una tnica solucion en [tg, t1] iniciando
en zg en el tiempo tg. Si denotamos esta solucion por ¢ — wu(t, z9); entonces

u(to, 20) = 20, y u(t,y0) = ¢(t). Entonces el teorema implica:

lim wu(t, zo) = u(t, yo),

20—Y0

uniformemente en [to, t1]. En otras palabras, la solucion a través de zy depende

continuamente de zy.



Capitulo 2

Teoria cualitativa de las ecuaciones

diferenciales

En este capitulo se inicia el estudio de lo que se denomina teoria cualitativa
de las ecuaciones diferenciales ordinarias basandonos fundamentalmente en las

referencias [4], [6] v [8].

2.1. Campos vectoriales

Una ecuacion de la forma 2’ = F(x), tiene la siguiente interpretacion geomé-
trica: la parte derecha de esta ecuacion se puede pensar como un campo vectorial

o campo de direcciones en el abierto U, como se muestra en la figura 2.1.

x + Flx)

\/\E

/
// I
4 J (

N Py N\
)

N

Figura 2.1: Campo vectorial asociado a F'

17
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Sea U un subconjunto abierto de espacio euclidiano R™. Un campo vectorial
de clase C*, 1 < k < oco en U es una aplicacion F : U — R™ de clase C*. Un
campo vectorial asocia, a cada punto x € U, un vector que se inicia en x y termina
en  + F(x). Una curva integral o trayectoria u orbita del campo F' es una

solucién de la ecuacion diferencial
¥=F(x) (xel) (2.1)

donde como sabemos las soluciones de esta ecuacién son funciones diferenciables

¢ : I — U (I un intervalo de la recta) tales que

%2(t) = Fle(n) (22)

para todo t € [.

Observacion 2.1. La ecuacion (2.1) (o (2.2)) admite la siguiente interpretacion
geométrica, ¢ : I — U es una curva integral de F si y solo si el vector velocidad
¢'(t) para todo t € I coincide con el valor del campo F en ¢(t), es decir, si ¢ es

una solucion de la ecuacion diferencial x’ = F(x) (véase figura 2.2).

Figura 2.2: Curvas integrales asociadas a F
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Veamos algunos ejemplos de campos vectoriales:

e Sea F :R? — R? un campo C*° dado por:
F(I,y) = (—y,x)

entonces su representacion grafica esta dado por la figura 2.3.

Al PN NN
Jre T TTUNN
1////&\\\\
0,5/////»\\\& ,
0,/ o o b b
s Ki\\\a/////
4} R A
1| \\l\ﬁ////
2l ii\\%////

Figura 2.3: Representacion grafica del campo vectorial F(z,y) = (—y, x)

e Sea F : R? — R? un campo C*° dado por:
F(a,y) = (2, —y)

entonces su representacion gréafica esta dada por la figura 2.4.
A continuacién enunciaremos algunas definiciones y teoremas que nos ayuda-
ran a comprender el comportamiento de las soluciones de las ecuaciones diferen-

ciales auténomas.
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AL TV VNN
S/ VNN
TSV NN
Ay A an AN N NN
SNNX\ANN V77
o NNNANANV S
NN\
B0 I N NN W W T 0 Al

Figura 2.4: Representacion gréfica del campo vectorial F'(x,y) = (z, —y)

Definicion 2.1. Un punto x € U se llama punto singular de F si F(x) =0 y
punto reqular de F si F(x) # 0.

Observacion 2.2. Si xy es un punto singular, entonces p(t) = xg, para toda
—00 < t < oo es solucion de (1.3). Reciprocamente, si o(t) = xo, para toda
—00 < t < 00 es solucion de (1.3) entonces x es un punto singular de F. Pues

observemos:

e Sixy es punto singular y p(t) = x¢ para toda t € R, entonces para toda t,
¢'(t) = 0= F(xo) = F(p(t))

e Sip(t) = x¢ para todat € R y es solucion de la ecuacion diferencial entonces
para toda t € R:

0= ¢/(t) = Flplt) = Flao)

Sizg €Uy ¢: I — U es una solucion maxima de la ecuacion diferencial (1.3)
con ¢(tg) = xg, decimos que [ es el intervalo méximo de definicion de la soluciéon

que en ty pasa por xp, el cual denotamos como [,,. La imagen de una soluciéon
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maxima ¢ : I, — U se llama la trayectoria, curva integral u érbita que pasa por

el punto xg.

2.2. El flujo de una ecuacién diferencial

2.2.1. Sistemas lineales con coeficientes constantes

Estudiaremos a continuaciéon algunos resultados acerca de sistemas lineales de

ecuaciones diferenciales ordinarias:
= Ax (2.3)

donde x € R", A es una matriz de n X n. Se demuestra que la soluciéon del sistema

lineal (2.3) junto con la condicion inicial z(0) = x( estd dada por
x(t) = eMg

donde e#* es una funcién matricial de n x n definida por su serie de Taylor.

Teorema 2.1. Sea ty > 0, la serie de matrices

>tk Ak
k!

(2.4)

es uniformemente convergente en cada intervalo cerrado y acotado de R para todo
It] < to.

Demostracion. La serie (2.4) es una serie en el espacio vectorial M(n) de matrices

. . n2 . o n .
n X n, que identificamos con R™, con la norma: [A| = >/, |a;;|. Aplicando el
método de demostracion del teorema 1.1 vemos que las sucesivas aproximaciones

(funciones matriciales)

xo(t) =1, xp(t) =1+ /t Axg(s)ds
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son precisamente las sucesivas sumas parciales de la serie (2.4). En efecto:

t
xl(t)zf—l—/ Alds =1+tA
0

t 2 A2
xz(t)z[—l—/ Al +sA)ds =T +tA+ 51
0 .

t k1o pg kA

Ik(t)—I—F/A(ZS.')dS—ZT
0 k=0 =0

Teniendo presente que la convergencia de la sucesion de aproximaciones a la so-
lucion del problema de valor inicial (como vimos en la demostracion del teorema
1.1) es uniforme en cada intervalo cerrado y acotado. Con esto podemos concluir

la demostracion del teorema. O

En vista de la forma que tiene la serie (2.4) parece natural dar la siguiente

definicion:
Definicion 2.2. Se llama exponencial de la matriz A a la matriz

et = T (2.5)

k=0

Definicion 2.3. Sea A una matriz de n X n. Entonces para todo t € R,

. ARtk
At __ §
k=0

Veamos algunas propiedades que satisface la exponencial de una matriz:

a) 6A(t—&—s) — 6AteAs

b) (eAt)—l — oAt

Una proposicion importante que se usaremos en la demostraciéon de un resul-

tado mas adelante es la siguiente

Proposicion 2.1. St A y B son matrices de n X n que conmutan, es decir, que

A+B A_B

satisfacen AB = BA, entonces e = e“el.
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A continuacion establecemos el hecho fundamental de que para xo € R”™ el

problema de valor inicial

¥ = Az,
(2.7)
z(0) = x
tiene una tUnica soluciéon para todo t € R que esta dada por
z(t) = ety (2.8)

Con el fin de probar este teorema, primero calculamos la derivada de la funcién
exponencial e4* usando el hecho basico del analisis de que afirma que dos proce-
sos de limite convergentes pueden ser intercambiados si uno de ellos converge

uniformemente. (Véase 7] pag.149.)

Lema 2.1. Sea A una matriz cuadrada, entonces

ieAt — AeAt — eAtA
dt

En otras palabras, la derivada de la funcion que a ¢t € R le hace corresponder

At es otra funcién que al numero ¢ le hace corresponder el

el operador lineal e
operador lineal Ae”?. Esto significa la composicion de e con A, donde el orden de
la composicién no importa. Uno puede pensar también en A y e como matrices,

en cuyo caso Ae! es su producto.

Demostracion. Dado que A conmuta con ella misma, sigue de la proposicion 2.1

y por la definicién 2.3 que

A(t+h) _ At
doar _ g © €
dt h—0 h
Ah
o , At e - I
= fmet )
A?h Akpk-1
= eMlim lim A+ — + ...+
h—0 k—o00 2! ]{!
= eMA

ya que el altimo limite es igual a A esto sigue por el teorema 2.1 pues la serie que

define e converge uniformemente para |h| < 1 y podemos intercambiar los dos
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limites. Tenga en cuenta que A conmuta con cada término de la serie por e, por

tanto, con e*. Esto prueba el lema. ]

Teorema 2.2. (El teorema fundamental para sistemas lineales) Sea A una
matriz de n X n. Entonces para un xqg € R™ dado, la solucion del problema de valor
micial

¥ = Az,

z(0) = =z

tiene una unica solucion definida para todo t € R dada por

z(t) = eMag (2.9)

A

Demostracion. Por el lema 2.1, si z(t) = ez, entonces

d
Z'(t) = aemxg = Aelxy = Ax(t)

para todo t € R. Ademés, z(0) = Izy = xo. Por lo tanto x(t) = etz es una
solucién del problema de valor inicial. Para ver que esta solucién es tnica, sea

x(t) cualquier solucién del problema de valor inicial (2.2) y tomemos

y(t) = e (2)
A partir del lema 2.1 y del hecho de que z(t) es una solucion de (2.8)

y(t) = —Ae Ma(t) +e M2 (1)
= Ae Ma(t) + e Ax(2)
=0

para todo t € R pues e 4" y A conmutan. Por lo tanto, y(t) es una constante.
Tomando ¢ = 0 mostramos que y(t) = xo y por lo tanto cualquier soluciéon del
problema de valor inicial (2.2) esta dada por z(t) = ey(t) = exq. Esto completa

la prueba del teorema. O

Ahora con estos resultados podemos definir el concepto de flujo.
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Definicién 2.4. (Flujo 6 grupo a un pardmetro de difeomorfismos de R”
de clase C') Una aplicacion ¢ : R x R" — R™ de clase C' se dice que es un flujo

Si:
i) ¢(0,2) = x para toda v € R"
it) o(t+ s,x) = p(t,o(s,z)) para toda t,s € R

Un flujo se llama lineal si para cada t € R, ¢;(z) := ¢(¢, ) es una aplicacion
lineal de R™ en R".

Observacion 2.3. Denotaremos a ¢(t,x) como pi(x) esto para todo t € R y toda
x € R™ por tanto las propiedades de flujo las podemos reescribir de la siguiente

manera:
i) wo(x) = = para toda x € R™

i) oirs(r) = @i(ps(x)) para toda t,s € R

Observacion 2.4. A partir de la propiedad ii) de la definicion de 2.4 se tiene la

siguiente propiedad:

o-i(pe(r) = prre(2)
= o(z)
= pr(T)
= @i(p-4())

= X

para toda t € R

Veamos que la aplicacion e?* : R® — R” asociada a la ecuacién diferencial
lineal
¥ = Ax

dada de la siguiente manera para cada t € R y cada xz € R", o,(7) = etlw

satisface las propiedades que definen un flujo :

i) @o(z) = x para toda r € R, ya que @o(z) = e Prx =1 -2 =2
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ii) Sit,s € Ry x € R" entonces
o As
pir(ps(z) = wi(e™ )
— €At<€Asl‘)
€At+ASI

— BA(t+S)£L‘

= Pips()

Observamos que en una ecuacion diferencial lineal con coeficientes constantes,
las soluciones estén definidas para todo ¢t € R, sin embargo como ya vimos en
algunos ejemplos esto no sucede en la mayoria de las ecuaciones diferenciales no
lineales, por esta razon el flujo generado por un campo F' es llamado con frecuencia
flujo local o grupo local a un parametro generado por F por lo cual nos interesa
definir el flujo local ¢; asociado a la ecuacion diferencial ' = F'(x) y mostrar que
bajo ciertas condiciones se satisfacen propiedades similares a las que definen un

flujo.

2.2.2. El flujo local asociado a una ecuacion diferencial

Para cada € R" existe una tnica solucion ¢(t) con ¢(0) = z definida en un
intervalo abierto méaximo I, C R. Para indicar la dependencia de ¢(t) en z, se

denotara
o(t) = ¢(t, z)

asi p(0,2) = @o(x) = .

Definicion 2.5. Sea U un subconjunto abierto de R™ y sea F € CY(U). Para
o € U, sea o(t,xq) la solucion al problema de valor inicial (2.2) definida en un

intervalo mdximo de existencia I,,. Entonces para t € I,,, la aplicacion ¢, - U —
U definida como:

ei(z0) = (¢, o)
es llamado el flujo de la ecuacion diferencial (1.3) o el flujo definido por la

ecuacion diferencial (1.3); a p; también se le conoce como el flujo del campo

vectorial F(x).
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Si pensamos en el punto inicial xy variando a lo largo de &4 C R™ entonces
el flujo de la ecuacion diferencial o' = F(x), ¢ : U — R" puede verse como el

movimiento de todos los puntos en el conjunto U; véase la figura 2.5.

Figura 2.5: El flujo ¢, de la ecuacion 2’ = F(x)

Ahora mostraremos que las propiedades bésicas i) y ii) de los flujos lineales
también se cumplen por los flujos no lineales bajo ciertas condiciones. Usando la

notacion de la definicién 2.5, sea 2 C R x U el siguiente conjunto:
Q={(t,zo) e RxU|t € I,,}
La aplicacion (t,z¢) — ¢(t,xo) es entonces una funcion
w:Q—=U.

Llamaremos a ¢ el flujo de la ecuacion ' = F(x).

A menudo escribiremos:

p(t x) = ()

Teorema 2.3. Sea U un subconjunto abierto de R™ y sea F € CY(U). Entonces

Q es un subconjunto abierto de R x R™ y ¢ es una aplicacion continua.
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Demostracion. Para probar que €) es abierto, sea (tg, z9) € ). Supongamos que
tg > 0, el otro caso es similar. Entonces, de acuerdo con la definicién del conjunto
€2, la curva solucion ¢ — (¢, x¢) del problema de valor inicial (2.2) esta definida
sobre [0,to]. Asi, como en la prueba del teorema 1.4, la solucion (¢, ) se puede
extender a un intervalo [0, ¢y + €] para algin € > 0; es decir ¢(t, ) esta definida
sobre el intervalo cerrado [ty — €,y + €]. Se sigue entonces del teorema 1.5 que
existe una vecindad ¥V C U de x, tal que la solucién ¢(t, x) esta definida sobre
[to — &,to + €] para toda x € V. Entonces (ty — &,t+¢) x V C Q. Por lo tanto, €

es abierto en R x R™.

Para probar que ¢ : 0 — U es continua en (to, o), sean V y € como se
definieron anteriormente. Podemos suponer que V tiene clausura compacta V C U.
Como F es localmente Lipschitz y el conjunto A = ¢([tg — &,tp + €] x V) es
compacto, entonces existe K una constante de Lipschitz para F|4. Sea M =
max{|F(z)| : v € A}. Sea 0 > 0 que satisface § < ¢, y si |x; — x| < J, entonces
x1 € V. Supongamos

[ty —to] <6, |x1 —x0| < 0.

Entonces

lo(t1, z1) — @(to, wo)| < [p(tr, 21) — @(t1, To)| + |@(t1, 0) — ©(to, 7o)

El segundo término de la derecha tiende a 0 cuando 6 — 0 porque la solucion
a través de o es continua (incluso diferenciable) en ¢. El primer término de la
derecha, por la estimacioén del teorema 1.5 estd acotado por de’? que también

tiende a 0 cuando 6 — 0. Esto prueba el teorema. O

Teorema 2.4. Sea U un conjunto abierto de R" y sea F' € C'(U). Entonces
para toda xog € U, si s € I, yt € I(ps(xg)), resulta que t + s € I, es decir,
]%(x) Zfr—t:{’f‘—t;TEIm} Y

Prvs(T0) = i(ps(0))

Demostracion. Supongamos que t > 0, s € I, y t € I(ps(xp)). Sea el intervalo

méximo I, = («, 8). Entonces o« < s < f3; mostraremos que > ¢ + s. Definimos
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la funcion z : (e, t + s] — U por

o(r, xg) sioa<r<s
w(r) = .
o(r —s,ps(xg)) si s<r<t+s.

Entonces z(r) es una solucion y x(0) = xg en (o, t + s|. Por tanto ¢t + s € I, pues
t+s =17 entonces s =1 —t,t € I, es decir, I, ;) = [, —t ={r—t;r € I}y

por la unicidad de soluciones

Prys(T0) = 2(t + 5) = (t, ps(20)) = @i (ps(20))

Si t = 0 la afirmacion del teorema sigue inmediatamente, y si ¢ < 0, entonces

definimos la funcion z : [t + s, 8) — U por

o(r, zo) sios<r<p
w(r) = .
o(r —s,ps(xg)) si t+s<r<s.

Entonces z(r) es una solucion y x(0) = zg en [t + s, ) y la anterior afirmacion

del teorema sigue por la unicidad de soluciones como en el caso anterior. O

Teorema 2.5. SeaUd un subconjunto abierto de R™ y sea F' € C'(U). Supongamos
que (t, o) € ; entonces existe una vecindad ¥V C U de (xg) tal que {t} x V C Q.
La funcion © — ¢i(x) define una aplicacion ¢, -V — U tal que E = o (V) es un

conjunto abierto, p_, esta definida en E y se verifica que

w10 pi(r) = o_t(pi(x)) =2 para toda x €V

prop-i(y) =@ilp-i(y) =y paratoda y € E

Demostracion. Si (t,xo) € € entonces se sigue como en la demostracion del teo-
rema 2.3 que existe una vecindad V de xq, tal que (t —e,t +¢) x V C Q; asi,
{t} xV C Q. Para x € V, sea @(x) con t € I, entonces —t € I, ;) ya que
la funcion h(s) = ¢(s + t,¢i(z)) es una solucion de &' = F(z) en [—t,0] que
satisface h(—t) = (=t + t,:(z)) = ¢(0,p:(z)) = @i(x), es decir, p_; esta de-

finida en el conjunto E = ¢, (V). Se deduce entonces por el teorema 2.4 que
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p-1(pi(x)) = po(x) = x para toda x € V'y que pi(0—4(y)) = po(y) = y para toda
y € E. Resta demostrar que F es abierto. Sea ¥ C E* el subconjunto méaximo de
U en el que p_; es definida. £ es abierto porque € es abiertoy ¢o_; : E* — U es
continua, ya que por el teorema 2.3 ¢ es continua. Por lo tanto, la imagen inversa
de un conjunto abierto V bajo una aplicaciéon continua ¢_; es un abierto, es decir,
©¢(V) es abierto en U. Asi, E es abierto en U. O

En el siguiente teorema, el cual es consecuencia del Teorema de existencia y
unicidad de soluciones, agrupamos algunas de las propiedades de los campos vec-

toriales C* y sus soluciones en puntos regulares.

Teorema 2.6. (Diferenciabilidad respecto a las condiciones iniciales)
Sea F un campo vectorial de clase C*. El conjunto Q = {(t,x);x € U,t € I} es
abierto en R™™ y la aplicacion ¢ : Q — R™ dada por p(t,z) = ¢i(z) es de clase

Ck. Ademds, ¢ satisface la ecuacion

d

= (Dei(wo)) = DF(@i(w0)) - Dpa(wo)

para todo (t,zo) € Q.

Para una demostracion del teorema se puede consultar [1] capitulo 15, seccion

También puede recordarse que, dada una tnica ecuaciéon diferencial, podemos
visualizar el movimiento de todos los puntos iniciales posibles si pensamos en
un fluido imaginario que corre a lo largo de las trayectorias de la ecuaciéon. Si
escogemos un punto de partida, es decir, un conjunto de condiciones iniciales
para la ecuacion, entonces las coordenadas de su movimiento subsiguiente son las

soluciones de la ecuacion diferencial para dicha condicién inicial.

Corolario 2.1. Sea F un campo vectorial de clase C",r > 1, en U C R". Si
reU el, =(d_(x),04(x)) es tal que §,(x) < oo (respectivamente 6_(x) > —o0)
entonces @, (t) tiende a OU cuando t — §.(x) (respectivamente t — §_(x)), es
decir, para todo compacto K C U eziste ¢ = £(K) > 0 tal que sit € [04(x) —
£,04(x)) (respectivamente t € (0_(x),0_(x) — ¢€]) entonces @, (t) & K.
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Demostracion. Por contradiccién, supongamos que existe un compacto K C U
y una sucesion ¢, — di(x) < oo tal que ¢,(t,) € K para todo n. Tomado
una subsucesion si es necesario podemos suponer que ¢, (t,) converge a un punto
zg € K. Seab > 0y a > 0 de tales que B, x [, € D, donde B, = {y €
R |y — x| < b} CU e I, ={t € R,|t| < a}. Por el inciso ¢) del Teorema 2.6, D
es abierto. Por b) del Teorema 2.6, ¢, (t, + s) esta definido para s < a y coincide
con ¢,(s) para n suficientemente grande, donde y = ¢,(t,). Notemos que para
cualquier s < « y n suficientemente grande 0, (z) — ¢, < sy en consecuencia

tn +s > d;(x) pero esto contradice que 04 (x) es el extremo maximo donde esté
definida ¢, (). O

Corolario 2.2. Sid =R" y |F(z)| < ¢ para todo x € R™, entonces I, = R para
todo x € R™.

Demostracion. Supongamos que d;(x) < oo para algin x € R™. Como |z —
o) = |f(f F(pi(s))ds| < ct < ¢dy(x), resulta que para todo ¢t € [0,0.(x)),
¢i(x) esta en la bola cerrada de centro = y radio ¢dy(z), lo que contradice el
Corolario 2.1, luego () = oo para todo z € R™. Analogamente, se prueba que
d_(x) = —oo para todo z € R" O

Corolario 2.3. Si ¢ es una solucion de (2.1) definida en un intervalo mdzimo I
y p(t1) = o(tz) para ty # ty, entonces I = R p(t + ¢) = ¢(t) para todo t, donde

c =1ty —1y. Esto es, ¢ es periddica.

Demostracion. Definimos 1 : [ta, to + ] — R™, por ¥(t) = ¢(t — ¢), se tiene que
P(t) =@ (t—c) = Fle(t —c)) = F(¥(t) y d(t2) =tz —c) = p(ta =2 + 11) =
©(t1), por hipotesis p(t1) = @(t2) para t; # to entonces ¥(ta) = p(t1) = p(t2). En
virtud de la unicidad de las soluciones, se tiene [ta,to +¢c] C Iy p(t+c¢) = p(t) si
t € [ty, 5], prosiguiendo de esta manera, obtenemos que I =Ry ¢(t + ¢) = ¢(t)
para todo t € R O

2.3. Retrato de fase de un campo vectorial

Definicion 2.6. El conjunto v, = {¢(t,p),t € L,} se llama orbita del campo F

que pasa por p.
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Observacién 2.5. ¢ € v, < v, = 7. En efecto, si ¢ € 7v,, ¢ = ¢(t1,p) y
p(t,q) =t +t,p) y I, —t1 =1,

Dos orbitas de la ecuacion diferencial ' = F'(z) coinciden o son disjuntas, esto
tiene como consecuencia que U se descompone en una unioéon disjunta de curvas

diferenciables, las cuales pueden ser de una de las siguientes formas:
a) la imagen biunivoca de un intervalo de R (6rbita regular)
b) un punto (punto singular), o
c¢) la imagen difeomorfa de un circulo (6rbita periédica o cerrada)

correspondiendo cada caso a una de las alternativas del Teorema 2.7 que se pre-

senta a continuacion.

Teorema 2.7. Si ¢ es una solucion mdzima de (2.1) en I, se verifica una de las

siguientes alternativas:
a) ¢ es uno a uno.
b) I =R y p es constante.

c¢) I =R y @ es periddica, es decir, existe un 7 > 0 tal que o(t + 1) = p(t)
para todo t € R, y o(t1) # o(ta) si |t —ta| < 7.

Demostracion. Si ¢ no es biunivoca, ¢(t1) = ¢(t2) para algin t; # to. Luego, por
el Corolario 2.3, =Ry p(t +¢) = ¢(t) paratodat € Ry ¢ =ty —t; #0.

Probaremos que el conjunto

C={ceR;p(t+c)=p(t) paratodot € R}

es un subgrupo aditivo cerrado de R. En efecto, si ¢, d € C, entonces c+d, —c € C,
ya que o(t+c+d) =@(t+c) =p(t)y ot —c) = p(t —c+c) = p(t) y por tanto,
C es un subgrupo aditivo de R. Por otro lado, si ¢, € C' y ¢, — ¢ tenemos que

c € () yaque
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ot +c) = p(t +1im, o0 ¢) = @(lim, oo (t + ¢,)) =

= lim,, 00 @(t 4 ¢,) = im0 ©(t) = (1)
Como se muestra en el lema siguiente, todo subgrupo aditivo C' de R es descrito de
la forma 7Z, 7 > 0,7Z = {enteros}, 6 C es denso en R. Por ser C' # {0} y cerrado,
resultaque C =R o C =7Z,7 > 0. Si C = R, basta demostrar que ¢ es constante,
es decir p(ty) = @(t), Vto,t € R, para ello supongamos sin perdida de generalidad
que ty < t, si ¢ =t —ty, entonces t = c+1to, de modo que p(t) = p(c+1ty) = p(to),
por lo tanto ¢ es constante. Ahora si C' = 7Z,7 > 0, vamos a demostrar que ¢
es periodica, es decir, existe un 7 > 0 tal que p(t + 7) = p(t) para todo t € R, y
o(t1) # p(ta) si |t1 — ta] < 7. Supongamos que t; # to y [t; — to| < 7, entonces
supongamos sin pérdida de generalidad que t; < 7+ty y que ¢(t1) = p(t2), ahora,
por la manera en que se definié C' tenemos que ¢(t1) = ¢(7 +t2), luego aplicando
el Corolario 2.3 para t;, tenemos que existe un ¢; tal que p(t+c¢;) = p(t) Vt € R,

donde ¢; = 7+1ty —ty, como ¢; € C = 7Z entonces ¢; = Tn, con ny € Z, entonces

™ML =T+to—t1 = Th1 —T=1—1
- T(nl—l):tg—tl

= 7< |t = 1)|=lta —t4| <7

pero eso no puede pasar, por lo tanto p(t1) # @(t2) si [t} — ta| < 7, es decir, ¢
es periddica. Cada una de estas alternativas corresponde, respectivamente a los

casos b) y ¢) del enunciado del Teorema. O

Lema 2.2. Todo subgrupo aditivo C # {0} de R es de la forma C = 77Z, donde
7>0, o C es denso en R.

Demostracion. Supongamos que C' # {0}, entonces CNR, # (), donde R, denota
los reales positivos, de modo que existe ¢ € C, ¢ # 0, esto implica que ¢ 6 —c
esta en C NRy. Sea 7 =inf[CNR.]. SiT>0,C =7Z,yaquesiceC—1C,
existe un unico K € Z tal que K7 < ¢ < (K +1)7 y por tanto, 0 < c— K17 < Ty
c— K71 € CNR,, lo que contradice que 7 = inf[C' MR ]. Si 7 = 0, se verifica que
C' es denso en R. En efecto, dado e > 0y ¢t € R, existe ¢ € C' tal que |c —t| < e.
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Para ver esto, es suficiente tomar ¢g € C' N R, tal que 0 < ¢y < €. Todo ntimero
real ¢ dista menos que € de un punto ¢gZ C C, ya que este conjunto divide a R

en intervalos de longitud ¢y < € con extremos en el. O]

Definiciéon 2.7. Un conjunto abierto U, junto con su descomposicion como union
disjunta generada por las orbitas del campo F, se llama retrato de fase de F'.
Las orbitas son orientadas en sentido de las curvas integrales del campo F'; los

puntos singulares tienen la orientacion trivial.

2.4. Equivalencia y conjugaciéon de campos vecto-

riales

Definiciéon 2.8. Sean Fi, F5 campos vectoriales definidos en abiertos de R™, Uy, Us
respectivamente. Se dice que Fy es topoldgicamente equivalente (respectiva-
mente C"-equivalente) a Fy cuando existe un homeomorfismo (resp. un difeomor-
fismo de clase C") h : Uy — Uy que lleva a cada orbita de Fy en una drbita de
Fy preservando la orientacion. Mds precisamente, sean p € Uy y v (p) la drbita
orientada de Fy pasando por p; entonces h(y*(p)) es una drbita orientada v*(h(p))
de Fy pasando por h(p).

Observe que esta definicion establece una relaciéon de equivalencia entre cam-
pos definidos en abiertos de R™. Un homeomorfismo h se llama equivalencia

topologica (respectivamente diferenciable) entre Fy y Fy.

Definicion 2.9. Sean p; : Q1 — R™ y ¢y : Qs — R" los flujos generados por
los campos Fy : U; — R" y Fy : Uy — R" respectivamente. Se dice que Fy es
topoldgicamente conjugado (respectivamente C”-conjugado) a Fy cuando existe
un homeomorfismo (respectivamente un difeomorfismo de clase C”") h : Uy — Us
tal que h(p1(t,x)) = pa(t, h(x)) para todo (t,x) € Q.

En este caso, se tiene necesariamente I1(z) = Iy(h(z)). Un homeomorfismo h
se llama conjugacién topologica (respectivamente C"-conjugacion) entre F; y
.
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Observaciones:

Una relacion de conjugacion es también una relacion de equivalencia entre campos
definidos en abiertos de R™. Es claro que toda conjugacién es una equivalencia.
Una equivalencia h entre F} y F, manda puntos singulares en puntos singulares
y oOrbitas periddicas en orbitas periddicas. Si h es una conjugacion, el periodo de

las orbitas periddicas también se preserva.

Lema 2.3. Sean Fy : U; — R™ y Fy : Uy — R™ campos de clase C" y h : Uy — Us
un difeomorfismo de clase C". Entonces h es una conjugacion entre Fy y Fy si y
solo st

Dhy,Fi(p) = Fa(h(p)), Vp€lh (2.10)

Demostracion. Sean @1 @ 0 — R" y ¢ @ Qs — R” los flujos generados por
los campos F; y Fy respectivamente. Supongamos que h satisface (2.10). Dado
p € Uy, sea (t) = h(p1(t,p)),t € I;(p). Entonces v es una solucion de z' = Fy(z),
2(0) = h(p), porque

Y1) = Dh(pi(tp) o (e1(6p) = Dhiga(t,p)Filpalt. ) =

= Fy(h(pi(t,p)) = F2(¥(1)).

Por lo tanto, h(p1(t,p)) = @a(t, h(p)). Reciprocamente, supongamos que h es una
conjugacion. Dado p € U, se tiene h(p1(t,p)) = ¢a(t, h(p)), t € I1(p). Derivando

esta relacion con respecto t y evaluando en ¢ = 0, obtenemos lo deseado. O

Definicion 2.10. Sean F' : U — R™ un campo de clase C",r > 1,Ud C R"™ abierto
y A C R un abierto. Una aplicacion diferenciable f : A — U de clase C" se
llama seccion transversal local de F (de clase C") cuando, para todo a € A,
Df(a)(R™Y) y F(f(a)) generen a R™. Sea S = f(A) dotada con la topologia
inducida. St f : A — S es un homeomorfismo, se dice que S es una seccion

transversal de F'.

Observacion 2.6. Sean p € U un punto no singular y {vy,...v,—1, F(p)} una
base de R"™. Sea Bs(0) una bola de R"™' con centro en el origen y radio § > 0.
Para § suficientemente pequeno, f : Bs(0) — U dada por f(x1,...,2,1) = p+

-1 -
YL wiv; es una seccion transversal local de F'en p.
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Teorema 2.8. (Teorema de rectificacion local): Sea p un punto no singular
(reqular) de F : U — R™ de clase C* y f : A — S una seccion transversal local
de F de clase C* con f(0) = p, entonces existen una vecindad V de p en U y un
difeomorfismo h : V — (—¢,€) x B es de clase C*, donde ¢ > 0 y B una bola
abierta en R"™1 de centro 0 = f~Y(p) tal que:

a) (SNV)={0} x B

b) h es una C"-conjugacion en F|y y el campo constante Y : (—e,e) x B —
R™,Y = (1,0,0,...,0) € R

Figura 2.6: Caja de rectificacion en el plano

Demostracion. Sea ¢ : Q — U el flujo generado por F'. Sea G : Qyq = ((t,u); (¢, f(u)) € Q2 —
U definida por G(t,u) = ¢(t, f(u)). G manda rectas paralelas en curvas integrales
de F. Vamos a demostrar que G es un difeomorfismo local en 0 = (0,0) € RxR"1.
Por el Teorema de la Funcion Inversa, es suficiente probar que DG(0) es un iso-

morfismo.

Ahora
0G(0)

%0 _ %W, F0))], = Fle(0.9) = F(o)



2.4 Equivalencia y conjugacion de campos vectoriales 37

1 S Pt flu)) = G(t,u)

) P (tu) _——u, /

v

Figura 2.7:

0G(0) _ 9f(0)

al'j n an_l

para todo j = 2,...,n, porque ¢(0, f(u)) = f(u),Vu € A. Por

9G(0)
8xj ’

lo tanto, los vectores j=1,...,n, generan R" y DG(0) es un isomorfismo.

Por el Teorema de la Funcién Inversa, existen € > 0 y una bola B en R”"
con centro en el origen tales que G|(_..)xp es un difeomorfismo sobre un abierto
V = G((—¢e,e) x B). Sea h = (G|(—cc)x5)~'. Entonces h(SNV) = {0} x B, porque
G(0,u) = f(u) € §,Yu € B, esto prueba el inciso a). Por otro lado, h~! conjuga
YyF:

Dh™'(t,u) - Y(t,u) = DG(t,u) - (1,0,...,0) = %

= F((t, f(u)) = F(G(t,u)) = F(h™\(t,u)),

para todo (t,u) € (—¢,¢e) x B. Esto termina la demostracion.
[

Corolario 2.4. Sea S una seccion transversal al campo F'. Para todo puntop € S

existen € = e(p) > 0, una vecindad V de p en R™ y una funcion 7 :V — R de
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clase C* tales que T(WNS) =0y

a) Para todo q € V, la curva integral ¢(t,q) € F|y estd definida y es biunivoca
en J, = (—e+1(q), e+ 7(q)).

b) £(q) = ¢(7(q),q) € S es el tnico punto de ¢(-,q)|;, intersecta a S. En
particular, ¢ € SNV si y sdlo si T(q) = 0.

c) £:V — 8 es de clase C* y DE(q) es sobreyectiva para todo q € V.

n(q) (/6’6) P V
h(q) ’
=
. et ’/
o
r{g) °
Figura 2.8:

Demostracion. Sean h, )V y € como en el teorema 2.8 (Teorema de rectificacion
local). Pongamos h = (—7,n), donde 7 : V — R es la funcion 7 = —II;(—7,7)
tal que para ¢ € V, 7(q) = —II1(—7(q),n(q)) (recordemos que II; es la proyeccion
sobre la primera coordenada), de modo que la curva solucion (¢, q) esté definida
y es biunivoca en el intervalo J;, = (—¢ + 7(q),¢ + 7(q)). Luego sea ¢ € SNV
entonces £(q) = ¢(7(q),q) = ¢(0, q) por tanto 7(¢) = 0; por otro lado si 7(¢) =0
entonces ¢(0,q) = ¢(7,q) = £(q). Notemos ademés que la funcion € : V — S es
de clase C* ya que ¢ es de clase C* y como 7 es una proyeccion sobre la primera
coordenada entonces es de clase C*. Por tltimo como h(q) = (=7(q),n(q)) para
q € V entonces h es sobreyectiva y como £ es la h proyectada con la segunda

coordenada entonces DE(q) es sobreyectiva. O
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2.5. Conjuntos a-limite y w-limite de una 6rbita

Sea U C R? abierto, F : Y — R? un campo vectorial de clase C* (k > 1) y
©(t) = ¢(t,p) la curva integral de F' que pasa por el punto p (¢(0) = ¢(0,p) = p),

definida en su intervalo méaximo I, = (6_(p), d+(p)).

Si 04 (p) = o0, se define el conjunto w(p) ={q € U; I(tn)n>1 con t,, - 0y

@(t,) — q, cuando n — oo}, el conjunto w—limite de p.

Analogamente, si d_(p) = —oo, se define a(p) ={q € U; 3(t,,)n>1 con t,, — —o0
y ¢(t,) — ¢, cuando n — oo}, el conjunto av—limite de p.

2.5.1. Ejemplos de conjuntos w—limite y a-limite

Ejemplo 2.1.

a) Sea F : R* — R? un campo C* dado por:

F(ZE,y) = (l‘, _y)

Las curvas integrales de F son representadas por la silla de montar de la

figura 2.9, en R%, entonces:

1. Sip=0, a(p) = w(p) = {0}

2. Sipe By —{0},w(p) =0 y a(p) = {0}
3. Sip e By —{0},w(p) = {0} ya(p) =0
4. Sip ¢ EyU By w(p)=a(p) =10

b) Sip(t) = p(t,p) es periddica de periodo T, entonces

w(p) = = {e(t,p) tal que 0 <t <7} = a(p)
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E,

Figura 2.9: Curvas integrales de F(x,y) = (z, —y)

En efecto, siq € ~y, existet’ € [o, 7] tal que (t',p) = q. Definimos una suce-
sion t, = t'+nt. Se tiene que t, — oo y p(t,) = (t'+n71) = p(t') = q. Para
probar que a(p) = 7y, basta tomar una sucesion t,, =t —nt, pues si q € v,
existe t' € [0, 7] tal que o(t',p) = q. Definimos una sucesion t, = t' — nr.

Se tiene que t, = —oc0 y o(t,) = p(t' —n1) = (') = q.

Sea F : R? — R? definida como F(x,y) = (Xi(z,y), Xo(x,y)) un campo de
clase O cuyas orbitas son espirales exteriores e interiores del circulo C' de

centro en el origen y de radio 1, como se muestra en la figura 2.1.

Por ejemplo, si
Xi(z,y) =y +az(l—a®—y?)

Xo(z,y) = —z+y(1 —a® —y?)

entonces F' satisface la condicion de arriba.
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Figura 2.10: Curvas integrales de F(z,y) = (y+xz(1—2*—y?), —z+y(1 — 22 —y?))

Entonces
1. a(p) = {0} sip estd en el interior de C
2. a(p) =0 sip estd en el exterior de C
3. wp)=CsipelC
4. w(p) = C cualquiera que sea el punto p diferente del origen.

d) Considere el sistema
r' = senx(—0.1cosx — cosy)

y' = seny(cosz — 0.1 cosy)

Hay equilibrio en los puntos silla de las esquinas del cuadrado (0,0), (0, ), (7, 7)
y (m,0), asi como en muchos otros puntos. Hay soluciones heteroclinicas co-
nectando este equilibrio en el orden listado. Hay también una fuente de espi-
ral en (m/2,7/2). Todas las soluciones que manan de esta fuente se acumu-
lan en las 4 soluciones heteroclinicas que conectan los puntos de equilibrio.
De este modo el conjunto w-limite de cualquier punto con esta solucion es

el cuadrado cuyos vértices son los puntos de equilibrio antes mencionados.
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(0,7) (m,m)

f )

_ ')

(0,0) (m,0)

Figura 2.11: El conjunto w-limite es el cuadrado cuyos vértices son los puntos
de equilibrio (0,0), (0,7),(m,7) v (m,0) y sus lados son segmentos de recta que
conectan esos vértices.

Observaciones

a) Si p es cualquier punto singular del campo F, entonces a(p) = w(p) = p, ya

que ¢(t) = p, para todo t € R.

b) Si 4, es una orbita de F' en el punto p y ¢ € 7,, entonces w(p) = w(q). En
efecto, si ¢ € 7, existe ¢ € R tal que ¢(t,p) = ¢(t + ¢, q). Andlogamente,

a(p) = a(q). Como consecuencia de la observacion b), podemos definir:

Definicién 2.11. El conjunto w—limite de una orbita v es el conjunto w(p), para
cualquier p € . El conjunto a- limite de una orbita « es el conjunto a(p), para

cualquier p € vy

Observacion 2.7. Sea ¢(t) = ¢(t,p) la curva integral del campo F' en el punto p
y(t,p) la curva integral del campo —F' en el punto p, entonces (t,p) = p(—t,p).

De modo que el w-limite de p(t) es igual a a-limite de 1(t) y reciprocamente
el w-limite de (t) es igual a a-limite de o(t). Por esta razdn, para estudiar
las propiedades generales de los conjuntos a-limite y w-limite de las orbitas sera

suficiente restringirnos al estudio del conjunto w-limite.

Teorema 2.9. Sean F : U — R un campo de clase C*, (k > 1), definido en un
abierto U C R™ y vT(p) ={p(t,p); t > 0} (respectivamente v~ (p) ={p(t,p); t <
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0}) la semi-drbita positiva (respectivamente, la semi-drbita negativa) del campo F

en el punto p. Siy*(p) (respectivamente), v~ (p)) estd contenida en un subconjunto

compacto K C U, entonces:

a) w(p) # 0 (respectivamente, a(p))

b) w(p) es compacto (respectivamente, a(p))

c) w(p) es invariante por F (respectivamente, a(p)), esto es, si q € w(p), en-

tonces la curva integral de F' que pasa por q estd contenida en w(p)

d) w(p) es conexo (respectivamente, a(p))

Demostracion. Por la observacion anterior es suficiente demostrar el teorema para

un conjunto w(p).

a)

Por demostrar que w(p) # 0.

Sea t, = n € N. Tenemos por hipdtesis que {¢(t,)} C K es compacto,

entonces existe una subsucesion {¢(t,, )} que converge a un punto ¢ € K.

Tenemos entonces que:

tn, — 00, cuando ny — 00 y ¢(t,, ) — ¢, luego, por definicion ¢ € w(p).

Por demostrar w(p) es compacto.

Sabemos que w(p) C v*(p) C K, por tanto bastard demostrar que w(p) es

cerrado.

Sea ¢, — ¢, g, € w(p). Vamos a demostrar que ¢ € w(p). Como ¢, €

w(p), entonces existe para cada ¢,, una sucesion (tg,:f)) tal que 5 o y

gp(tﬁf),p) — ¢pn, cuando m — 0o.
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Elegimos para cada sucesion (tgﬁ)) un punto t, = tf::()n) > n y tal que

Tenemos entonces que:
1
ﬂﬂ%mhwédwﬁmMAw+M%ﬂ%<ﬁ+ﬂ%ﬂ)

Resulta entonces que d(p(t,,p), q) — 0o, cuando n — oo, es decir ¢(t,,p) —

q. Como t, — oo, cuando n — 0o, se sigue que g € w(p).

Por demostrar que w(p) es invariante por F'.

Sea ¢ € w(p) y ¥ : I(q) — U la curva integral de F' que pasa por el punto
q. Sea q1 = ¢(ty,q) = ¥(ty) y vamos a demostrar que ¢; € w(p). Como
q € w(p), existe una sucesion (t,) tal que ¢, — ooy ¢(t,,p) — ¢, cuando

n — oo. Ademas ¢ es continua, de modo que :

0 = p(to, q) = @(to, lim @(tn, p)) = p(to, 1 p(to, p)) = @(to +tn, p)

Tenemos entonces que la sucesion (s,) = (to + t,) tal que s, — ooy
©(Sn,p) — q1, cuando n — oo, es decir ¢; € w(p). Para una ilustracion

geométrica, véase la figura 2.5.1

Por demostrar que w(p) es conexo.

Supongamos que w(p) no es conexo, entonces w(p) = AU B, donde Ay B
son cerrados, no vacios y AN B = (). Siendo A # (), existe una sucesion
() tal que t;, — ooy p(t) — a € A, cuando n — oo. Anélogamente,
existe una sucesion (t”) tal que t”! — ooy p(t”) — b € B, cuando n — 0.
Luego podemos construir una sucesion (), t, — oo, cuando n — oo, tal
que d(p(t,), A) < d/2y d(o(tpsr), A) > d/2, (donde d = d(A, B) > 0) para

todo n impar.
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Figura 2.12:

Como la funcion ¢(t) = d(p(t),A),t, < t < t,.1 para todo n impar es
continua y ¢(t,) < d/2 y g(t,+1) > d/2, sigue por el teorema del valor

intermedio que existe ¢, ¢, < t’ < t,41, tal que

g(tn) = d(e(t,), A) = d/2

Dado que la sucesion (p(t))) esta contenida en un conjunto compacto ¢ =
{r e U;d(xz,A) = d/2}, (p(t})) tiene un subsucesion convergente, que de-

notaremos también por (p(tF)). Sea p* = lim,,_, @(t%).

Entonces p* € w(p). Pero p* ¢ A, porque d(p*, A) = d/2 > 0; también
p* € B, porque d(p*,B) > d(A,B) — d(p*,A) = d/2 > 0. Llegamos por

tanto a una contradiccion.
O]

Corolario 2.5. Bajo las condiciones del teorema anterior, si ¢ € w(p), entonces

la curva integral de F', en el punto q, estd definida para todo t € R.

Demostracion. Como w(p) es compacto e invariante, resulta que la érbita de F
que pasa por ¢ esta contenida en un compacto w(p). El resultado sigue del corolario
2.1. O
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Los ejemplos a) y b) de abajo, muestran que la hipotesis de existencia de un

compacto K C U que contiene a 41 (p) no puede ser retirada del Teorema 2.9.

a) Notemos que la Orbita se va indefinidamente hacia la izquierda y derecha
acumulandose en las rectas {1, {5, y observamos que en este caso el w(p) es

disconexo pues w(p) = 1 U ls.

Figura 2.13:

b) Consideremos F' el campo del ejemplo 2.1c) restringido al abierto U = R? —
{p1,p2}, donde p; y ps son puntos distintos sobre el circulo unitario. Si
p#0yp¢&C—{p1,p2}, w(p) es el circulo unitario menos los puntos p; y

pa, mostrando que w(p) es disconexo.

Figura 2.14: Curvas integrales de F(z,y) = (y+z(1—2%—3?), —z+y(1 —2? —y?))



Capitulo 3
El Teorema de Poincaré-Bendixson

Sea U un subconjunto abierto de R? y ' un campo vectorial de clase C*, k > 1
de U. Supongamos que p(t,p) es una o6rbita del campo F' que esta definida para

todo t > 0, denotamos como ’y;“ a la semi-orbita positiva de p definida como:

v, = {»(t,p);t > 0}

Antes de enunciar y demostrar el Teorema de Poincaré-Bendixson, probaremos
algunos lemas en los que se basa la demostracion. En este capitulo seguimos la

presentacion de este tema de la referencia [3].

3.1. Resultados previos

Lema 3.1. Si p € Snw(y), siendo S una seccion transversal al campo F vy
v ={p(t)} una orbita de F, entonces p puede expresarse como limite de una

sucesion de puntos ¢(t,) € S, donde t, — oco.

Demostracion. Supongamos que v = {¢(t)} = {o(t,q¢)} y p € S Nw(y), como se
muestra en la figura 3.1. Consideremos una vecindad V y una funcién 7 : YV — R
dadas por el Corolario 2.4.

Como p € w(v) existe una sucesion (¢,) tal que ¢, — 0o y ¢(t,) — p cuando
n — oo, entonces existe ny € N tal que ¢(t,) € V,Vn > ng. Si t, := t, +7(0(t,)),

para n > ng. Tenemos

47
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Figura 3.1:

P(tn) = @ty + 7(¢(tn)), q)

= o((p(tn)), ¢(tn))

y por definicion de 7 resulta que p(t,) € S.

Como 7 es continua sigue que

limy, o0 9(tn) = limy o0 9(7(0(tn)))

=p(0,p) =p

pues o(t,) = py 7(p(t,)) = 7(p) = 0 cuando n — oco. Esto prueba el lema.
[

Observacion 3.1. Una seccion transversal S del campo F', tiene dimension uno,
ya que estamos considerando el campo F en R%, de modo que localmente S es la
imagen difeomorfa de un intervalo de R. Consideremos de aqui en adelante que
toda seccion transversal S tiene una ordenacion total (<) inducida por la ordena-

cion total del intervalo, podemos por tanto hablar de sucesiones mondtonas en S.
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Lema 3.2. Sea § una seccion transversal a F' contenida en U. Si vy es una orbita
de F' yp € SNy, entonces, 7,7 ={p(t,p); t > 0} intersecta a S en una sucesion

monotona p1, Pa,---, Pny---

Demostracion. Sea D = {t € Rt;p(t,p) € S}. Veamos que D es un conjunto
discreto; para ello necesitamos probar que para todo t* € D existe un intervalo
alrededor de t* tal que para ningun ¢ en ese intervalo ¢(t,p) € S. Sea t* en D,
esto es p(t*,p) € S, luego por el corolario 2.4, existe un € > 0, una vecindad V
de o(t*,p) en R? y una funcion 7 : V — R de clase C* tal que 7(WNS) = 0
y para ¢(t*,p) € V, la curva integral o(t*,p) de F|y esta definida en Jyx ) =
(e +7(p(t,p)), e + 7(0(t",p) ¥ £(p(t",p)) = @(T(p(t", p)), 0(t",p)) € S es el
tinico punto donde ¢ (-, ¢(t*,p))|s, ., intersecta a S por lo tanto se tiene que D

es discreto. Podemos por tanto ordenar a D = {0 <t; <ty <...<t, <...}.

Sea p; = p. Definamos, en caso de que exista, py = ¢(t1,p). Por induccion,

definiremos p, = ¢(t,—1,p)-

Si p; = po, entonces 7 es una trayectoria cerrada de perfodo 7 =t1, y p = pn

para todo n.
Si p1 # po, digamos p; < py v si existiera p3 vamos a demostrar que ps > ps.

Orientemos la seccion S, de acuerdo a la figura 3.2(a) y observamos que debido
al hecho de que § es conexo y la continuidad de F, las 6rbitas de I’ cruzan la
seccion siempre en el mismo sentido, digamos, de izquierda a derecha, como se

muestra en la figura 3.2(b).

Recordemos también que en R? se vale el Teorema de la Curva de Jordan, el

cual se enuncia como sigue:

Teorema 3.1. (Teorema de la Curva de Jordan) Si J es una curva cerrada,
continua y simple (J es la imagen homeomorfa de una circunferencia) entonces
R? — J tiene dos componentes conexas: S; acotada y S. no acotada las cuales

tienen a J como frontera comun.
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Figura 3.2:

En nuestro caso no demostraremos este teorema, pero se puede consultar la

demostracion en 3] y [5].

Por el Teorema 3.1(Teorema de la Curva de Jordan), consideramos enton-
ces la curva de Jordan formada por la unién del segmento p;ps C S junto con el
arco p1ps de la orbita pips = {@(t,p) : 0 < ¢ < t;}, como se muestra en la figura
3.3.

Figura 3.3:
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En particular, la orbita v, a partir de po, esto es, para valores t > t;, queda
contenida en S;. De hecho, ella no puede intersectar al arco p;p, debido a la uni-
cidad de las orbitas (ver figura 3.4(a)) y ademés no puede intersectar al segmento

P1P2 porque seria contraria al sentido del flujo (véase figura 3.4(b)).

Figura 3.4:

Por lo dicho antes, en caso de que p3 exista, debemos tener p; < py < ps3,
continuando de esta manera obtendremos una sucesion monétona p; < py <
p3 < ... < p, < ....Por tanto {p,} es una sucesion monotona. Si p» < p; la

demostracion es anédloga.

]

Lema 3.3. 5i S es una seccion transversal al campo F y p € U, entonces S

intersecta a w(p) como mdximo en un punto.

Demostracion. En virtud del lema anterior, el conjunto de puntos de 7; en S tiene
como méximo un punto limite pues, el mismo forma una sucesién monétona, de
esto y del lema 3.1 el cual nos dice que cualquier punto en S N w(fy; ) debe ser

limite de esta sucesion mondtona, sigue que puede haber a lo més un punto. [

Lema 3.4. Sea p € U, con ~," contenida en un compacto, y v una orbita del
campo F con v C w(p). Si w(y) contiene puntos requlares, entonces v es una

orbita cerrada y w(p) = 7.
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J41

Figura 3.5:

Demostracion. Sea g € w(y) un punto regular y sea V una vecindad de ¢ dada
por el Corolario 2.4 y S, una seccién transversal correspondiente. Por el Lema 3.1,
existe una sucesion t, — oo tal que y(t,) € S;. Como 7(t,) € w(p) la sucesion

{7(t,)} se reduce a un punto, esto por el Lema 3.3, esto prueba que 7 es periddica.

Probemos ahora que v = w(p). Como w(p) es conexo y 7 es cerrado y no vacio,

basta probar que 7y es abierto en w(p).

Sea p € 7, Vp una vecindad de p dada por Corolario 2.4 y S la seccién
transversal correspondiente. Mostraremos que V; Ny = V; Nw(p).

Sabemos que V; Ny C VyNw(p). Luego probaremos por contradiccion la otra
contencion. Supongamos que existe § € V5 Nw(p) tal que g € ~, por el Teorema
2.8 (Teorema de rectificacion local) y por la invariancia de w(p), existe t € R
tal que p(t,7) € w(p) NS5 v ¢(t,q) # D. De esto existen dos puntos distintos de
w(p) en Sy lo cual es imposible por el lema 3.3, luego V; Ny =V Nw(p).

Sea U = e,
es una interseccion de un abierto de R? con w(p), entonces v es abierto en w(p).
[l

Vs un abierto en U, vy C U y U Nw(p) = U N~y =, es decir, v
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3.2. Enunciado y demostraciéon del teorema de Poin-

caré - Bendixson

Teorema 3.2. (Teorema de Poincaré-Bendirson) Sea o(t) = p(t,p) una
curva integral de F, definida para todo t > 0, tal que v,* estd contenida en un
compacto K C U. Suponga que el campo F posee a lo mds un nimero finito de
singularidades en el conjunto w—Ilimite de p, w(p).

Se tienen las siguientes alternativas:

a) Si w(p) contiene solamente puntos requlares, entonces w(p) es una orbita

pertodica.

b) Si w(p) contiene puntos regulares y singulares, entonces w(p) consiste de
un conjunto de orbitas cada una de las cuales tiende a uno de esos puntos

singulares cuando t — 400.

c) Si w(p) no contiene puntos regulares, entonces w(p) es un punto singular.

Demostracion.

i) Supongamos que w(p) contiene solamente puntos regulares y ¢ € w(p), en-
tonces la orbita vy, C w(p). Siendo w(p) compacto resulta que w(y,) # 0. Se

sigue del lema 3.4 que w(p) = v, y es una orbita cerrada (véase figura 3.6).

wlp)=vq

Figura 3.6: El conjunto w(p) es una orbita periodica
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ii) Supongamos que w(p) contiene puntos regulares y singulares y v es una
orbita contenida en w(p), 7 no reducida a un punto singular, entonces por
el lema 3.4 si el w(y) contiene puntos regulares entonces « seria una orbita
cerrada y w(p) = 7 lo cual contradiria nuestra hipotesis de que w(p) contiene
tanto puntos regulares como singulares, por tanto w(y) contiene s6lo puntos
singulares, ademas I’ tiene solamente un ntmero finito de singularidades y
w(7y) es conexo entonces w(+y) se reduce a un punto singular del campo F, si-

milarmente a(7) se reduce a un punto singular de F'. Ver figuras 3.7, 3.8, 3.9.

Figura 3.7: El conjunto w(p) consiste de 6rbitas cada una de las cuales tiende a
uno de esos puntos singulares cuando t — 00

P P
P2
L %) )

N

: o

Figura 3.8: El conjunto w(p) consiste de orbitas cada una de las cuales tiende a
uno de esos puntos singulares cuando t — 400
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w(p) =71 U U{p}

Figura 3.9: El conjunto w(p) consiste de orbitas cada una de las cuales tiende a
uno de esos puntos singulares cuando ¢t — +o00

iii) El caso c) sigue directamente del hecho de ser w(p) conexo y del hecho de
tener F' solamente un ntimero finito de singularidades en w(p). Ver figura
3.10.

Figura 3.10: El conjunto w(p) es un punto singular
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3.3. Una aplicaciéon del teorema de Poincaré - Ben-

dixson

Una consecuencia importante del teorema de Poincaré-Bendixson es el siguien-

te resultado sobre la existencia de singularidades.

Teorema 3.3. Sea F un campo vectorial de clase C*, un conjunto abiertold C R?.
St v es una orbita cerrada de F tal que Inty C U, entonces existe un punto

singular de F' contenido en Intry.

Demostracion. Supongamos que no existen puntos singulares en Inty. Conside-
remos el conjunto I' de drbitas cerradas de F' contenidas en Intvy, ordenadas de

acuerdo al siguiente orden parcial

11 < e & Inty; 2 Intys

Mostraremos que todo subconjunto S totalmente ordenado de I" (es decir, 1 # 72
en S implica que ;1 < 72 6 72 < 71), admite una cota superior; esto es un elemen-
to mayor o igual que cualquier elemento de S. Un conjunto ordenado con estas

condiciones se llama inductivo.

En efecto, sea 0 = {NInty;,y; € S}. Notemos que o # (), ya que para cada
Inty; es compacto y la familia {Inty;,v; € S} tiene la Propiedad de Interseccion
Finita. Esto es, cualquier interseccion finita de elementos de la familia es no va-
cia. Sea g € 0. Por el teorema 3.2 (Teorema de Poincaré-Bendixson) w(q) es
una 6rbita cerrada contenida en o, ya que este conjunto es invariante por F'y no

contiene puntos singulares. Esta érbita es una cota superior de S.

Por el Lema de Zorn (véase Apéndice B), I" tiene un elemento maximal, p,
porque I' es inductivo. Por lo tanto no existe ninguna 6rbita cerrada de I' conteni-
da en Intp. Pero si p € Intu, a(p) y w(p) son oérbitas cerradas por el teorema 3.2
(Teorema de Poincaré-Bendixson) (pues no existen puntos singulares). Como

a(p) y w(p) no pueden ser ambas iguales a p para verificar esto supongamos que
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w(p) = py sea p’ € p entonces p' € w(p). Construimos una seccion transversal S
al campo F' que pasa por p’, de modo que p’ € S Nw(p), aplicando el lema 3.1 a
w(p), p’ puede ser expresado como limite de una sucesion de puntos, ¢(t,) de S,

donde t,, — oo.

Notemos que el lema 3.2 se puede extender para toda la érbita v, = {¢(¢,p) :
t € R}, por lo tanto si p’ € SN ~, entonces 7, intersecta a S en una sucesién
monoétona Py, P2, ..., Pn, -, por lo cual no podemos construir otra sucesion de
puntos ¢(t,) pertenecientes a S N a(p) tal que t,, - —oo y ¢(t,) — p' (contradi-
ciendo el lema 3.1 aplicado a a(p)), por tanto p’ € a(p). En consecuencia alguna
de ellas a(p) u w(p) es una orbita cerrada contenida en Intu, contradiciendo la
maximalidad de p. Esta contradiccion prueba que deben existir puntos singulares

en Inty. O
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Apéndice A

Teoremas de las funciones inversa e

implicita

El teorema de la funcién implicita es un resultado fundamental que establece
condiciones suficientes bajo las cuales una funciéon o funciones de varias variables
permite definir a una de ellas o varias de ellas como funciéon de las demés.

Una funcion y(z) estd dada de forma implicita cuando esta definida de la
forma F(x,y) = 0 en lugar de la habitual. Dada la ecuacion F(x,y) = 0 (lo que
se conoce como funcion implicita), bajo ciertas exigencias sobre la derivada de F
podriamos, al menos localmente, despejar y = f(x).

El enunciado siguiente es la generalizacion del teorema de la funciéon implicita

para funciones de dos o més variables:

Teorema A.l. (Teorema de la funcion tmplicita): Sea F(xy,x,,y) una fun-

cion con derivadas parciales continuas en un conjunto abierto D C R™! y sea

(5’507y0) = (37(1)7---79527%) €D tal que F(:C(l)v"'axgny()) =0 ngxx(l)?ax(r)uyO) 7£
0. Entonces existen 6 > 0,e > 0 y una funcion f: Bs(xo) — (yo — €, yo0 + €) tales

que:
i) f((ad, ... 20) = yo
it) F(x1,...,2,, f(x1,2,)) = 0 para todo © = (1, ...,x,) € Bs(xo)

iii) Para cada v € Bgs(xo),y = f(x1,2,) es la unica solucion de la ecuacion

F(z1,...,2,,y) = 0 que pertenece a (yo — €, yo + €)

29
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iv) La funcion y = f(x1,x,) tiene derivadas parciales continuas en Bs(xqg) que

estdan dadas por

of Fl (z1,...,2,,Y)

(X1, .y Tp) = ——2 , i=1,...,n (A.1)

or; Fl(x1,...,20,y)
(En otras palabras, la ecuacion F(xq,...,x,,y) = 0 define implicitamente a
y como funcion de las variables xy,...,x, en un entorno (2%,...,2°%) y ello de

modo 1inico.)

El Teorema de la funcion inversa se deriva inmediatamente del de la funcion

implicita aplicando la ecuacion f(x) —y =0

Teorema A.2. (Teorema de la funcion inversa) Sea f : U — R™ una funcion

de clase CY(U), U un abierto de R"™. Supongamos que D f(xq) es invertible, o sea,

of \ ..
det(@xj(xo))’ ,7=1,....,n

es distinto de cero. Entonces existe un 6 > 0 tal que la funcion inversa f~' estd
definida y es de clase C* en Bs(f(z0)). La diferencial de g(y) = f~'(f(x)) en
y = f(z) € B5(f(x0)) es Dy(y) = [Df(x)]™!

que el jacobiano




Apéndice B
Lema de Zorn

Definicion B.1. Sea P un conjunto y R una relacion de P en P. Decimos que

(P, R) es un orden parcial si se cumplen las siguientes condiciones:
i) tRx,Yx € P (reflexividad).
it) Ry y yRx = x =y (simetria).
iti) xRy y yRz = xRz (transitividad).

Se denota “ <" en vez de R y también se dice que P es un conjunto parcial-

mente ordenado con el orden <.

Definicion B.2. Si (P, <) es un orden parcial, entonces decimos que éste es un

orden total si se cumple la siguiente condicion:
Vae,y € P, setieneque x<y o0 y<zx

También se dice que (P, <) es una cadena.

En palabras, un conjunto parcialmente ordenado es totalmente ordenado, si

sus elementos son todos comparables entre si.

Definicion B.3. Sea P un conjunto parcialmente ordenado y sea m € P. Decimos

que m es un elemento maximal en P si se cumple que:
Ve e Plx >m =z =m)
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En palabras, un elemento m € P es maximal, si “arriba de el no hay nadie”,
aun cuando haya elementos en P que no sean comparables con m. De hecho, esto
ultimo es lo que hace la diferencia entre un elemento maximal y un elemento
méaximo. Claramente si m € P es un elemento méximo entonces m es el tnico

elemento maximal de P.

Definicion B.4. Un conjunto parcialmente ordenado se llama inductivo, si cada
cadena en P, tiene una cota superior en P, es decir, VC C P, si C es totalmente

ordenado, entonces Jy € P tal que y > x,Vx € C.
Estamos en condiciones de enunciar el Lema de Zorn.

Lema B.1. (Lema de Zorn) Todo conjunto no vacio, parcialmente ordenado e

inductivo, tiene elementos maximales.

En Teorfa de Conjuntos se prueba que el Axioma de Eleccion y el Lema de

Zorn son equivalentes.
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