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Resumen

En los modelos epidemiolégicos compartimentales basados en ecuaciones diferenciales ordina-
rias, el ntimero reproductivo bésico % indica si habra epidemia o no, cuando %y > 1 se presentara
una epidemia, mientras que cuando %y < 1 la epidemia se extinguird. Debido a que el %y se
encuentra en términos de los parametros del modelo y no del estado del sistema, es una propiedad
del modelo y no cambia independientemente de la condicién inicial del sistema. Por otro lado,
los modelos deterministas nos indican la evolucién promedio de una epidemia para poblaciones
grandes. En caso de poblaciones pequenas, es necesario emplear modelos estocasticos ya que las
fluctuaciones alrededor del promedio toman relevancia. Es en este punto donde cabe preguntarse
el significado del Zy cuando solo se ha presentado el caso cero de la enfermedad (1 sélo caso). Es
decir, si Zo > 1 indica que en el promedio de muchas de estas situaciones se presentaré un brote.
Sin embargo, debido al naumero pequerio de infectados las fluctuaciones juegan un papel importante
y pueden llevar a extinguir la enfermedad incluso si Zg > 1. Lo contrario también podria pasar y
en algunos casos debido a las fluctuaciones haber un brote incluso si Zy < 1. En este trabajo se
plantea un modelo SIR estocéstico para calcular la probabilidad epidemia a partir del primer caso
de la enfermedad en funcién de Ro.
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Introduccion

A lo largo de la historia de la humanidad se pueden encontrar ejemplos sobre la forma en que las
epidemias han influido en el curso de grandes eventos. En nuestro pais se tiene registro de epidemias
que han sido de gran importancia, la conquista se explica en gran parte por la enfermedad de la
viruela traida por los espafioles y sus esclavos africanos, enfermedad para la que los indigenas no
tenfan defensas biologicas|6].

Se entiende como epidemia cuando existe un aumento inusual del ntimero de casos de una
determinada enfermedad en una poblacion especifica, en un periodo de tiempo determinado [3].

Esta area de estudio es de gran interés para la salud publica. Hay muchas preguntas de interés
a las que se busca respuesta, tales como: ;Qué tan severa sera la epidemia?, ; Cuantas personas se
veran afectadas?, ; Cuéntas requeriran tratamiento? y ; Cuanto durara la epidemia?

Los experimentos controlados en epidemiologia son dificiles o imposibles de llevar a cabo. Si
bien después de una epidemia es posible recabar informaciéon por medio de formularios, es muy
dificil estimar parametros debido a que los datos suelen tener irregularidades tales como: miltiples
respuestas a una unica pregunta, valores inconsistentes y respuestas faltantes las cuales llevan a
problemas de interpretacion.[9]

La fisica se encarga de estudiar fenémenos que surgen de la interaccion de entidades individuales,
por lo general se necesitan pocas variables para describir el comportamiento de un sistema. Sin
embargo en modelos de gran escala hay interacciones que se pueden eliminar como la viscosidad,
la resistencia eléctrica, entre otras. Los modelos macroscopicos dejan estas interacciones de lado
cuando se quita el gran ntimero de grados de libertad del problema original para dejarnos un simple
modelo determinista. Los cuales se han aplicado satisfactoriamente a una infinidad de fen6menos
fisicos.

Sin embargo existen situaciones donde los modelos deterministas son inadecuados particular-
mente cuando el numero de especies que interactian es pequeno y el comportamiento a nivel
microscépico tiene consecuencias observables. Por ejemplo, en la solucién que dio Einstein en 1905
del movimiento browniano uno de los puntos en los que se basd es que el movimiento de estas
moléculas es muy complicado y solo puede ser descrito probabilisticamente en términos de los
impactos que ocurren entre las moléculas. Para propoésitos practicos la explicacion de Einstein de
la naturaleza del movimiento browniano debe ser reconocido como el comienzo de la modelacion
estocastica de fend6menos naturales.

Los modelos epidemiolégicos deterministas son adecuados para ser utilizados cuando las pobla-
ciones a estudiar son lo suficientemente grandes y el objeto de estudio es la tendencia con la que se
comporta la enfermedad a lo largo del proceso. Por otro lado cuando se estudia una poblaciéon con
un ntmero pequeno de pobladores en donde la probabilidad y el azar toman un papel importante
es conveniente recurrir a los modelos epidemiologicos estocasticos.[5]

La modelacion matemética en epidemiologia nos ayuda a entender los mecanismos que influyen
en la propagacion de la enfermedad lo que nos permite proponer estrategias de control. Uno de
los primeros triunfos de la epidemiologia matematica fue la formulaciéon del modelo de Kermack
y McKendrick (1927) o también conocido como el modelo determinista SIR que es un modelo de
compartimentos basado en suposiciones simples sobre las tasas del flujo entre las diferentes clases
de los miembros de la poblacion, dichas clases son: Susceptibles, Infectados y Removidos, cuyas
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predicciones son muy similares al comportamiento observado en incontables epidemias.

A lo largo del estudio del modelo determinista SIR se ha logrado desarrollar herramientas
que nos ayudan a determinar cuando habré o no una epidemia, como lo es el ntimero basico de
reproduccion que depende de las tasas de contagio e infeccién y no del tamano de la poblacién de
ninguna de las clases.

Se observé un caso especial que llamo la atencion es posible que ocurra una epidemia al tomar
como condicion inicial un niamero de infectados menor a uno, esto contrasta con la realidad ya que
un individuo esté infectado o no lo esta. Debido a que el niimero de infectados con los que comienza
la poblacion es pequeno, al inicio de la epidemia toma gran importancia la probabilidad de que
los pocos pobladores infectados se extingan al comienzo de la enfermedad, resulta conveniente
estudiar el modelo SIR mediante un modelo estocéstico para compararlo con el estudio del modelo
SIR determinista. Como resultado se pudo calcular la probabilidad de infeccién como funcion del
nimero de reproducciéon basico.
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Capitulo 1

Modelo SIR Determinista

En el interés de modelar una epidemia se suele dividir a la poblacién en clases, denotamos
por S(t) al numero de pobladores que son susceptibles a enfermarse al tiempo t, andlogamente se
denota por I(t) al numero de pobladores infectados que pueden contagiar la enfermedad al estar
en contacto con los pobladores susceptibles y R(t) denota al numero de pobladores que fueron
infectados y después removidos, estos ultimos quedan fuera de la interaccion con los otros miembros
de la poblacién, ya que no tienen la posibilidad de infectarse ni de contagiar la enfermedad.

Presentamos el proceso epidemiolégico determinista, en el cual el comportamiento de la pobla-
cion esta completamente determinado por su historia y por las reglas que describen el modelo. Al
formular el modelo en términos de las derivadas del tamano de cada compartimiento, asumimos
que el numero de miembros de cada clase es una funcion diferenciable con respecto al tiempo t,
esto es plausible una vez que se ha establecido una epidemia, pero no es valido al inicio de la
enfermedad cuando hay pocos miembros infectados.

El modelo propuesto por Kermack y McKendrick en 1927, el cual marco el comienzo del estudio
de los modelos epidemioldgicos es el siguiente:

0 Sl
S = N
0 |

y (1.1)

0

st
N
R'= I

A continuacién se muestra el diagrama de flujo del modelo SIR.

] T

El cual esta basado en las siguientes suposiciones:

1. Por el contacto entre los miembros de la poblacion la enfermedad se transmite a N =

individuos por unidad de tiempo, donde N es el tamaifio de la poblacion y  es la tasa de
contagio, con > 0.

2. Los infectados pasan a la clase de removidos con una tasa | por unidad de tiempo, donde
~ tasa de recuperados por unidad de tiempo con > 0.

3. No hay entrada ni salida de la poblacién, no se tienen muertes debido a la enfermedad y
no se toman en cuenta nacimientos, muertes y migraciones. La poblacion es cerrada, para
cualquier tiempo t se satisface que N =S + 1 + R.

Tenemos las siguientes observaciones sobre el modelo SIR determinista:
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= Conforme a la primer suposicién, la probabilidad de un contacto aleatorio entre un poblador
infectado y algiin miembro de la poblacion susceptible es:

S

N
Por lo que el naumero de nuevas infecciones por unidad de tiempo es:
S,
N
Dando la siguiente tasa de nuevas infecciones por unidad de tiempo:

Sl

N

s Ahora calculemos cual es la media del periodo de infeccion para ello tomemos a u(s) como el

namero de infectados que lo siguen estando S unidades de tiempo después de haberlo sido y

como la fracciéon de infectados que dejan la clase por unidad de tiempo. Podemos describir
este cambio por la siguiente ecuacion diferencial:

u@s) = u(s):

Cuya solucién es:
us)=e =:
La fraccion de infectados que permanecen en la misma clase S unidades de tiempo después
de haber sido contagiados es:
e =

Por lo tanto el tiempo del periodo de infecciéon se distribuye exponencialmente, la media del

periodo de infeccion es: 7
1

1
e Sds=—:
0

= Para cualquier tiempo el namero total de individuos permanece constante, dado que:

Sl Sl
4+

0 0 0 0
N =S +1 +R =
N N

I +(1)=0: (1.2)

Para resolver el sistema (1.1), notemos que las primeras dos ecuaciones son independientes de
la tercera. En consecuencia podemos considerar solo las ecuaciones para | y S. A la variable
R la podemos obtener a partir de la siguiente relaciéon relacion:

R=N S I (1.3)

La tercera observaciéon es importante ya que basandonos en ella a lo largo del presente trabajo
consideraremos solamente el siguiente sistema de dos ecuaciones:
0 Sl
14
0 Sl (1.4)

I = l:
N

Que tiene por condiciones iniciales S(0) = Sg; 1(0) = lg; Sg + lIp = N.
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1.1. MATRIZ DE LA PROXIMA GENERACION

Una pregunta que es de nuestro interés es el cuando se dard una epidemia al introducir
un numero pequeno de infectados en una poblacién de susceptibles. Tomando en cuenta que
el modelo toma sentido cuando I(t) y S(t) son no negativos, si alguno de los dos alcanza
a cero ya no hay interacciéon entre las clases del sistema, si S(t) = 0 los infectados ya no tie-
nen a quien infectar y lo tnico que resta es que se extingan, si I (t) = 0 la infeccién se ha extinguido.

N
Observemos que s'<o0 para toda ty I'>0si y solo si S > — esto es | crece mientras
N
se cumpla que S > —— pero como S decrece para toda t, al final de cuenta | decrecera y se

. . . N
aproximara a cero. Si desde el comienzo tenemos que Sg < —, entonces | decrece a cero lo que

quiere decir que no hay epidemia, mientras que si Sop > —N, en primera instancia | crece a un ma-

. N . .
ximo alcanzado cuando S = — y luego decrece a cero, con lo que en este caso ocurre una epidemia.

El nimero basico de reproduccion, denotado por %y, es el numero de infecciones secundarias
causadas por un tnico infectado introducido en una poblacién de tamano N totalmente compuesta
por susceptibles. El cual indica cuando habra epidemia. Si %y < 1 la infeccién se extinguiré,
mientras que si %o > 1 habra epidemia.

. S .
Para el modelo SIR determinista tenemos que %y = —NO, como la poblacion esta compuesta

totalmente por susceptibles, esto es N Sp, de modo que %y = —

Otra manera de entender al numero bésico de reproduccién es observando que un infectado
genera infecciones por unidad de tiempo en una poblacién totalmente susceptible. Si multiplica-

mos por el tiempo que dura infectado ( ) — obtenemos el total de infecciones que genera un

individuo en el inicio de la enfermedad.

1.1. Matriz de la proxima generacién

Para modelos de compartimentos se puede definir una matriz relacionada con el nimero de
nuevos individuos infectados en las diferentes categorias en generaciones consecutivas, esta matriz
recibe el nombre de la matriz de la proxima generacion.

Veremos la aproximacién de Van den Driessche y Watmough, este es un método para obtener
una expresion del %y que consiste en hallar la matriz de la préoxima generacion de modelos de
compartimentos de ecuaciones diferenciales ordinarias de transicion de enfermedad.

Se dividiran los compartimentos en dos categorias, en compartimentos infectados y no infecta-
dos. Supongamos que tenemos un modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias de m + n variables
dependientes, con N compartimentos infecciosos y M no infecciosos. Sea X un vector de variables
en los compartimentos infectados y sea y vector de variables en los compartimentos no infectados
X 2 R™;y 2 R™M, procedemos con los siguientes pasos:

1. Primero ordenamos las ecuaciones tal que las primeras n componentes del sistema de ecuacio-
nes diferenciales corresponden a los compartimentos infecciosos, podemos escribir el sistema
de ecuaciones diferenciales ordinarias como sigue:

X =Fi(y) i=1;:5n

Yi =gi(x;y) J=1:15m (15)

2. Del sistema de ecuaciones (1.5), tomamos Xi = Fi(X;y) i = 1;::;n las ecuaciones que
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1.1. MATRIZ DE LA PROXIMA GENERACION

corresponden a los compartimentos infecciosos y separamos el lado derecho de cada una de
la siguiente manera:

xi =Fi(x;y) Vi(x;y) i=1:5n

yi=gixy) j=1Lum 0

donde

= Fi(X;y) es la taza que corresponde a las nuevas infecciones en el compartimento i

= Vi(X;y) incorpora los términos restantes de transicién como de nacimiento, muerte o
recuperacion.

Notemos que la descomposicion de los compartimentos infectados y no infectados como la
que hicimos con F y V puede no ser tinica, la descomposiciéon puede depender de las dife-
rentes interpretaciones del proceso de la enfermedad. La descomposicién debe satisfacer las
siguientes propiedades:

= Fi(0;y) =0, Vi(0;y) = 0 paray 0;i = 1;::;n lo primero nos dice que todas las
nuevas infecciones provienen de individuos infectados y la segunda nos dice que no se
da inmigracién de individuos susceptibles a compartimentos de enfermedad

= Fi(X;y) 0 paratodo x;y 0.

= Vi(x;y) 0 siempre que Xj = 0, para i = 1;:::;n, cada componente Vi representa la
salida total de un compartimento y debe ser negativo solo si el compartimento esta
vacio.

] ?:1 Vi(x;y) 0 para todo X;y 0 la salida total de todos los compartimentos infec-
tados es positivo.

3. Asumimos que el sistema libre de enfermedad
0
y =9(0y)

tiene un tnico punto de equilibrio libre de enfermedad ¢ = (0;Yp) tal que todas las soluciones
con condiciones iniciales (0;y) se aproximan a (0;Yp) cuandot ¥ 1L

4. Linealizando el modelo alrededor del estado libre de enfermedad, donde toda la poblacion es
susceptible obtenemos

x; =(F V)X
donde
F = OFi0yo)
0x; '
v = Qi)
0x;j

5. La matriz de la proxima generacion se define como
K=Fv %
y el nimero bésico de reproduccion esta dado por

Ro =p(FV 1):

Donde p(A) denota el radio espectral de la matriz A,
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1.2. MODELO SIR CON DEMOGRAFIA

Definicién 1.1.1. El radio espectral de una matriz A, denotado por (A) se define como el maximo
de los valores absolutos de los eigenvalores de la matriz, es decir:

(A) =SupfRej j: 2 (A)
donde (A) es el conjunto de valores propios de A

El namero bésico de reproduccion Rg se puede calcular como el eigenvalor positivo méas grande
de la matriz de la préxima generacion.

1.2. Modelo SIR con demografia

Asumimos que todos los individuos que nacen son susceptibles y los individuos mueren con
una taza , asi la taza total de muertes en la clase de susceptibles es S, en la clase de infectados
I y el de removidos R. El modelo SIR con demografia es el siguiente:

s = sl s
"= st 1 1 (1.7)
R=1 R

Las primeras dos ecuaciones de | y S son independientes de la tercera, asi que consideramos el
sistema de dos ecuaciones:

0

S = Sl S (18)
I'= st 1 1 '
Donde R=N S I.Podemos escribir el modelo SIR en forma general de la siguiente manera:
0
S =f(S;1)
0 (1.9)
I'=g(S: 1)

El sistema de ecuaciones (1.9) es no lineal dado que el termino de incidencia S| hace que
f y g sean funciones no lineales. Aun méas es un sistema auténomo dado que f y g no dependen
explicitamente de la variable de tiempo t, esto es los

Veamos cuales son las unidades de las cantidades del modelo. Dado que S se mide en niimero de
personas, entonces S’ se mide en nimero de personas por unidad de tiempo. La taza de nacimiento

se mide en ntimero de personas por unidad de tiempo. La taza per capita de muerte se mide

en [unidades de tiempo] ! por lo que S se mide en nimero de personas por unidad de tiempo.
Para el termino 1S dado que la fuerza de infeccién | es una taza per capita con lo que tiene
unidades [unidades de tiempo] 1 en consecuencia  debe tener unidades de [nimero de personas
x unidades de tiempo] *

Una transformacion que ayuda a simplificar el sistema de ecuaciones (1.8) consiste en cambiar
a la variable dependiente y a la independiente en cantidades no dimensionales.

Los parametros y se miden en [unidades de tiempo] 1. Dado que t es la [unidad de tiempo]
debemos multiplicar t por una de las tasas para obtener cantidades no dimensionales, es conveniente
tomar a de la siguiente manera = ( + )t, observemos que es una cantidad no dimensional.
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Sea N(t) = N(——) = N/(\)7 similarmente tomamos | (t) = I?j); S(t) = Q) por la regla de
la cadena tenemos:

dseh) _ 1 ds
d + dt (1.10)
daeh _ 1 d
d ~ + dt
Tomemos a X( ) y y( ) variables dependientes no dimensionales de la siguiente manera:
S(t
()= _ 50
(1.11)
I I(t
y() =" _ 10
En términos de estas variables el sistema queda de la siguiente manera:
dx() _ _d9
d d (1.12)
dy() _ _dP
d d
Sustituyendo las expresiones que tenemos para Gt ¥ gp Que tenemos en la ecuacion (1.10) en
la ecuacion (1.12) obtenemos:
ax(t) _ ds
dt =~ ( + )dt
( ) (1.13)
dy(t) _ di
dt  ( + )dt
. : d iy
Sustituyendo las expresiones que tenemos para a0 ¥ g due tenemos en la ecuacion (1.10) en
la ecuacion (1.8) obtenemos:
dx(t) _ ( S| s)
dt ( +)
(1.14)
veO (st 1 )
dt ( +)
Desarrollando la ecuacion 1.14 obtenemos:
dx( )
= -S — =S -1
d (+) (+) ( +)
(1.15)
dy() _ s -1
d ( +)
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Sustituyendo las expresiones que tenemos para X( ) y Y( ) que tenemos en la ecuacion (1.11)
en la ecuacion (1.15) obtenemos:

dx( ) _ , xy
d (+) (+) ( +)
(1.16)
dy() _ oy
d ( +)
Tomando = — Y o = ﬁ, los cuales son no dimensionales, podemos obtener el

sistema de la siguiente manera:

X = 1 xX) Zoxy
y = (%x 1y

Teorema 1.2.1. Asumimos que %, < 1. Entonces el punto de equilibrio es globalmente estable.

(1.17)

Demostracion. Tomamos el modelo SIR no dimensional (1.17) y notemos que si X(0) > 1, entonces
1 x0)<0)> (1 x(@0)<o
y por lo tanto XO( ) <0, de esta forma X( ) es una funcién decreciente si X > 1
Sea o >0 tal que X( ¢) = 1, entonces
1 x(o)=1 1=0> (I x(1)=0
entonces XO( 0)<1lyx() 1paratodo 0.91 X(0) < 1 debemos tomar ¢ = 0.

Ahora consideramos la ecuacion para y( ):

Y ()= Zox 1y()

Para o se cumple la siguiente desigualdad:

y() @ Ly()

Integrando obtenemos:
y( ) =y( o)e®e

De donde podemos observar que si Zy < 1, entonces Im x4 (y( )) =0.
Para observar que X tiende a 1 primero veamos que I m sup (x) 1.
11

De la ecuacién correspondiente a x podemos obtener:
X = (1 xX) Zoxy 1 x)

La cual puede resolverse de la misma forma en la que haria con la igualdad correspondiente.
z
x() e x(@)+ e € 9ds
0

dDx() e x(O+ 1 e O]
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Tomando el limite ¥ 1
Imx) e Ix)+ [1 e 1]

Entonces

I!ml(x) =— 1

Por lo tanto
Imsup(X) 1
(el

Por otro lado tenemos que como Im x4 (y( )) = 0, para cada > 0, existe ¢ > 0 tal que:
y() para = o.

Sea > ( entonces se cumple que:
X() (I X)) Zoxy (@ X) Zox

Integrando obtenemos:
Z
0

Desarrollando obtenemos:

x() e Ry + 1 e ¢ Roj

+ %

Tomando limite ¥ L

Imx()) 0+ 1 0=

+ Y% + 920:

Dado que la desigualdad se debe cumplir para cada valor de , si tomamos = 0 tenemos que:

Im nf (x()) 1

Por lo tanto como el limite superior e inferior son el mismo, el limite cuando ¥ 1 existe y
Im (x()) =1

Esto completa la prueba de la estabilidad global del punto de equilibrio libre de enfermedad. [

1.3. Simulacion SIR Determinista

Realizamos simulaciones el modelo SIR determinista, para ello estudiamos el sistema 1.4 de dos
ecuaciones.

SO = i,
N (1.18)
1 = ﬂ |:
N :
Con condiciones iniciales S(0) = Sp; 1(0) = lg; N = Sp + lg, recordando que posteriormente
podemos analizar al compartimento de los recuperados R a partir de la ecuacion (1.3).
Una forma en la que podemos ver la evolucion de la enfermedad en la poblacién mediante el
uso de simulaciones computacionales es al graficar la relacién entre susceptibles e infectados.




CAPITULO 1. MODELO SIR DETERMINISTA
1.3. SIMULACION SIR DETERMINISTA

Para la primera simulacién que presentamos en la figura (1.1) se tomaron por condiciones
iniciales N = 99;Sp = 98; Ig = 1, con parametros = 0:50; = 0:10, teniendo por nimero basico

. 0:50 . . .
de reproduccion Zy = — = —— = 5. Como podemos observar que ocurre una epidemia en la casi

la mitad de la poblacion ha sido infectada. Mientras que la figura (1.2) muestra el comportamiento
de cada poblacion a lo largo del tiempo.

50
—— Infectados

w
o
L

[
o
L

Infectados

0 20 40 60 80 100
Suceptibles

Figura 1.1: Susceptibles vs Infectados
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Figura 1.2: Poblacion de Susceptible e Infectados vs tiempo

Para la simulacién de la figura 1.3, en la que la enfermedad se extingue antes de generar una

epidemia, se tomaron se tomaron por condiciones iniciales N = 99; Sg = 98; Iy = 1, con parametros
0:30
=0:30; = 0:60 y numero basico de reproduccion Zp = — = 060 = 0:50.
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1.3. SIMULACION SIR DETERMINISTA
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Figura 1.3: Susceptibles vs Infectados

Durante el estudio del modelo SIR desde un enfoque determinista, llama la atencion la siguiente
situacién, es posible que ocurra una epidemia teniendo por condicién inicial un nimero de infectados
menor a uno estoes lg 1.

Para ejemplificar este caso se muestra el resultado de la siguiente simulaciéon donde hemos

tomado por condiciones iniciales lg = 0:50; S = 99 y los siguientes parametros = 0:10; = 0:50
0:50
y nimero béasico de reproduccion Zy = — = 010 = 5. En la figura 1.4 se muestra la evolucion del

proceso donde podemos ver que ha ocurrido una epidemia y en la figura 1.5 remarcamos que se
tiene por condicién inicial g = 0:50 < 1

—— Infectados 3.5 —— Infectados
401 3.0/
230 g 251
B g 2.0
o (v}
@ i
£20 £15
101 1.0
0.5
01 : : : : : 0.0+ : : . ‘
0 20 40 60 80 100 92 94 96 98 100
Suceptibles Sucentibles

Figura 1.4: SIR Determinista donde ha ocurrido Figura 1.5: SIR Determinista donde ha ocurrido
una epidemia una epidemia
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Capitulo 2

Procesos Estocasticos

Con el objetivo de realizar un estudio del modelo SIR desde un punto estocastico, en este
capitulo presentamos los procesos de Markov, la ecuacién de Chapman-Kolmogorov y la Cinética
Quimica dado que los contagios en epidemiologia pueden ser comparados con las reacciones que
ocurren en procesos quimicos. Presentamos la ecuacién maestra y dos formas en las que se puede
hallar su solucién mediante la Funcion Generadora de Momentos y el Algoritmo de Gillespie’s.
Como la ecuaciones maestra del modelo SIR es multidimensional es de gran ayuda estudiar el
operador de paso y la matriz de estequiometria.

Considere un sistema que puede caracterizarse por estar en cualquiera de un conjunto de estados
previamente especificado. Suponga que el sistema evoluciona o cambia de un estado a otro a lo
largo del tiempo de acuerdo a una cierta ley de movimiento y sea X; el estado del sistema al tiempo
t. Si se considera que la forma en la que el sistema evoluciona no es determinista, sino provocada
por algiin mecanismo azaroso, entonces puede considerarse que X¢ es una variable aleatoria para
cada valor del indice t.

Esta colecciéon de variables aleatorias es la definicion de proceso estocéstico, y sirve como modelo
para representar la evolucion aleatoria de un sistema a lo largo del tiempo. En general, las variables
aleatorias que conforman un proceso no son independientes entre si, sino que estan relacionadas
unas con otras de alguna manera particular.

Definicién 2.0.1. Un proceso estocastico es una coleccion de variables aleatorias fX¢ 1t 2 Tg
parametrizada por un conjunto T , llamado espacio parametral, y con valores en un conjunto S
llamado espacio de estados [7].

Generalmente se toma como espacio parametral el conjunto discreto T = f0;1;2;:::9, en este
caso se dice que el proceso es a tiempo discreto, y en general este tipo de procesos se denotan por
fXn :n=0;1;::9 o bien el conjunto continuo T = [0; 1), donde el proceso es a tiempo continuo
y se denota por FX¢:t 0g.

2.1. Procesos de Markov

Al variar el espacio parametral, el espacio de estados o la relaciéon de dependencia entre las
variables aleatorias que conforman el proceso obtenemos diferentes tipos de procesos estocasticos.
Nosotros estaremos interesados en los procesos de Markov pero antes de ver la propiedad de Markov,
veamos la defeccion de a funcién de probabilidad o densidad condicional de X dado que Y =y .

11



CAPITULO 2. PROCESOS ESTOCASTICOS
2.1. PROCESOS DE MARKOV

Definicidén 2.1.1. Sea (X;Y) un vector aleatorio discreto o continuo con funcién de probabilidad
o de densidad fx.y (X;¥). Sea y un valor de la variable Y tal que fy (y) & 0. La funcién de
probabilidad o densidad condicional de X dado que Y =y, se define de la siguiente manera [8]:

Los procesos de Markov son modelos en los que suponiendo conocido el estado presente
del sistema, los estados anteriores no tienen influencia en los estados futuros del sistema. Esta
condicion se llama propiedad de Markov y puede expresarse de la siguiente forma:

Para cualesquiera estados Xo; X1; :::; Xn1 pasado, X presente, Xp+1 futuro, se cumple la igualdad:

P (Xn+1 = Xn+1jX0 = Xg; ::5; Xn = Xn) = P (Xn+1 = Xn+1JXn = Xn) (2.1)

Consideramos procesos estocasticos a tiempo discreto Xp y a la probabilidad P (X, = Xp)
la escribiremos como p(Xp), el subindice indica también la variable a la que se hace referencia,
analogamente tomamos la probabilidad condicional p(Xp+1jXn)

Definicién 2.1.2. Una cadena de Markov es un proceso estocastico a tiempo discreto FXp :
n = 0;1;:::g, con espacio de estados discreto que satisface la propiedad de Markov, esto es, para

cualquier entero N 0 y para cualesquiera estados Xg; :::; Xn+1, se cumple:
P(Xn+1jX0; 23 Xn) = P(Xn+1jXn): (22)

Cuando el espacio de estado de una cadena de Markov es un conjunto finito se dice que la
cadena es finita.

Es posible demostrar que la condicion en la ecuacion (2.2) es equivalente a poder calcular la

distribucion conjunta de las variables Xg; X1;::!; Xp de la siguiente forma:

P(Xo; X1; 1113 Xn) = P(Xo)P(X1jX0)  P(XnjXn 1): (2.3)

Veamos que se cumple para n=1. Por definicién de la funcién de densidad condicional se satis-

face:
p(X1; Xo) |

p(Xo)

Despejando p(X1;Xg) de la ecuaciéon 2.4 vemos que se cumple la ecuacion 2.3 para n=1.

P(X1j%o) = (2.4)

P(X1; Xo0) = P(X1jXo) P(Xo):

Tenemos por hipétesis de induccién lo siguiente:

P(Xo; X151 13 Xn) = P(X0)P(X1jX0)  P(XnjXn 1):

Resta ver que se cumple para n+1. Por definicién de la funcién de densidad condicional se
satisface que:

. P(Xn+1X0; 1115 Xn)
Xn+1jX0; 1113 Xn) =
P(Xn+1jXo n) P(Xo: 1 1 Xn)
Despejando p(Xn+1Xo;:::; Xn)
P(Xn+1X0; 5 Xn) = P(Xn+1jX0; 5 1:Xn)  P(Xo;::%;Xn)

Por hipétesis de induccion se cumple que:

12



CAPITULO 2. PROCESOS ESTOCASTICOS
2.2. ECUACION DE CHAPMAN-KOLMOGOROV

2.3:

2.2. Ecuacion de Chapman-Kolmogorov

La ecuacién de Chapman-Kolmogorov permite descomponer la probabilidad de pasar del estado
i al estado j en N pasos, en la suma de la probabilidad de pasar del estado I a un estado K cualquiera
en un tiempo intermedio r més la probabilidad de pasar del estado Kk al estado J en N r pasos.
La probabilidad de transicion P (Xn+1 = jjXn = i) la denotaremos por pjj(n; n+1) y representa
la probabilidad de transicion del estado i en el tiempo n, al estado J en el tiempo n + 1.
Ecuacion de Chapman-Kolmogorov.

Para cualesquiera ntimeros enteros r y n tales que 0 r ny para cualesquiera estados iy j
se cumple:

- >
pij(n) = pik(Npkj(n  r): (2.5)
k
Demostracion.
pij(nN) =P (Xn =jjXo =)
=PXn=]J;, Xr=KkjXp=1)

X k. - -
= P(Xn=J; Xy =KkjXp =1)
k
X PXn =i X =k Xo =)
o P (Xo = i)
X PXn =X =k Xo = )P (Xr = k; Xo = i)
. P(Xo =1i)

Aplicando la propiedad de Markov a P (X = jjX; = K; Xo = i) obtenemos:
<P (Xn = JiXr = )P (Xr = kiXo = )P (Xo = i)

) = |
(=" =D
X - - -
= P(Xn = JjXr = K)P (X = kjXo = 1)
>
= p( Npik(r)
k
O
Introducimos la siguiente notacion f(Xo;t2jX1;t1) = p(X2jX1; ) donde =1, ti, en términos
de esta notaciéon tendriamos que la ecuacion de Chapman-Kolmogorv seria de la siguiente manera:
Z 4
. 0 . 0 .
p(Xaixy; + )= P(Xajxz; )p(Xajx1; )dx2 (2.6)
1

donde ' = t3
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CAPITULO 2. PROCESOS ESTOCASTICOS
2.3. ECUACION MAESTRA

2.3. Ecuacion Maestra

La importancia de la ecuacion de Chapman-Kolmogorov es que nos permite construir la funcion
de densidad de probabilidad condicional sobre el intervalo “largo” de tiempo (t;;t3) a partir de los
intervalos de tiempo cortos"(t1;t2) v (t2; t3). .

Deseamos hallar una expresion para p(Xjz; ), para ello tenemos que su desarrollo en serie de
Taylor es:

LN i 0 @p(xjz; 0) 0
POz ) =p(xjz:0) +  —g=— +0( ) (2.7)

Tomamos a W(Xjz) como la probabilidad de transicién por unidad de tiempo y ap como el

momento cero de esto es: Z 4

ao(2) = w(Xxjz)dx: (2.8)
1

Tenemos los siguientes dos casos:

1. Caso I:'Si x & z

0@p(xjz; 0)
@ 0

Notemos que p(xjz;0) es la probabilidad de pasar del estado zZ a Xg en un tiempo 0, es decir

sin que transcurra tiempo alguno, lo cual no puede ocurrir, por lo tanto

p(xiz; ) = p(xjz;0) + (2.9)

p(xjz;0) =0
Por otro lado .
Op(xjz; ). .
%J =g = W(Xj2)
Sustituyendo p(xjz;0) y M;@qzu—)j o_q en la ecuacion (2.9) obtenemos:

p(xjz; 0): 0W(sz) (2.10)

2. Caso II: Six=Z

p(xiz; ') = p(zjz; 0) + 0% (2.11)
Notemos que: ,
@p((Z@JzO; ); g = WO X) = 0
Por otro lado p(zjz;0) es la probabilidad de que el estado se mantenga en z por lo que:

z -
p(zjz;0) =1 p(xjz; )dx
u

Sustituyendo la expresion que tenemos para p(Xjz; ) en la ecuaciéon (2.10) obtenemos lo

siguiente:
Z 4
p(zjz;0) =1 0W(sz)dx
0 1
=1 w(Xxjz)dx
a1
0
=1 dp
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0
Sustituyendo Mgfzugj 1_o ¥ P(zjz;0) en la ecuacién (2.11) obtenemos:
0 0 0
Xjz; )=1 a+ (0
p(xiz; ) 2 ) (2.12)
=1 ag
Podemos ocupar la delta de Dirac, denotada por (X z), la cual satisface:
_ 0 six=z
D= §xeq (2.13)
Z 4
x z2)f(X)dx = f(2) (2.14)

Haciendo uso de la propiedad (2.13) de la delta de Dirac podemos unir las ecuaciones (2.10) y
(2.12) en la siguiente ecuacion:

. 0 0 0 . 0
p(xjz; )=(1 a ) (x 2)+ w(xjz)+o( ) (2.15)
La ecuacion (2.15) se lee de la siguiente manera:
La probabilidad de transicion de moverse de z a x durante un tiempo " es igual a la

probabilidad de que ocurra una transicion (z ¥ X) més la probabilidad de que no ocurra ninguna
transicién durante ese tiempo (z = X).

Sustituyendo la probabilidad de transicion (2.15) en la ecuacion de Chapman-Kolmogorov (2.6)
obtenemos:

Z a1
pixsjxi; + )= [ a0(x2) ) (X2 Xa)+ W(Xsjxa)lp(Xzjx1; )dxa
z 4 0 Z,
= (1 a0(x2) ) (X2 X3z)p(Xz2jx1; )dxz + W(XzjX2)p(X2 j X1; )dx2
a1 a1

(2.16)

Utilizando la propiedad (2.14) de la delta de Dirac tenemos:
Zq

Pxsjxi; + )=( a0(xs) Ip(xzjxi; )+ | WOPPO xai ) (217)

Dividiendo ambos lados de la ecuacion (2.17) sobre ’ y sustituyendo la expresiéon de ag que
tenemos en la ecuacion (2.8) obtenemos:

PXs ) X ) PsIX ) W(jXa)p(Xa j X1; )Xo+ W(XajX2)p(Xz j X1; )dxz
a1 u B
0 (2.18)
Tomando limite ~ ¥ 0 en ambos lados de la ecuacion (2.18) tenemos:
) Z4
X X1, . . . .
%= (W(XajX2)p(X2 j X1; ) W(X2jX3)p(X3 J X1; ))dxz (2.19)
a1

A la ecuaciéon (2.19) generalmente se le conoce como la Ecuacién Maestra, notemos que es
una ecuacion de conservacion del tipo ganar-perder, la Ecuacién Maestra en un espacio de estados
discreto es de la siguiente forma:

X
PO = 7 Wombm(®  Wrnnpn(0): (2.20)

Donde n se refiere a todos los posibles estados del proceso estocéstico, la probabilidad de
transicion Wnm denota la probabilidad de una pasar del estado m a n en un incremento pequeno
del tiempo dt.
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2.3.1. Ejemplos de la Ecuacién Maestra
Procesos de un paso

Muchos procesos estocasticos son de un tipo especial llamados procesos de un paso, de
nacimiento-muerte, son procesos de Markov de tiempo continuo, cuyo rango de valores consiste
de n enteros y su probabilidad de transicién por unidad de tiempo Wnm salta solo entre valores
adyacentes, esto es solo tiene la siguiente probabilidad de transicion:

8 .
< I'y sim=n 1

Wnm = _ On sim=n+1 (2.21)
=1 (rm+gn) Sim=n

Donde rp es la probabilidad por unidad de tiempo de estando en el estado n ocurra un salto al
estado N 1y gn es la probabilidad de estando en el estado N ocurra un salto al estado n + 1.
Tomando las probabilidades de salto de la siguiente manera gn = % = Iy. Definiendo la pro-
babilidad de densidad ppjm;s como la probabilidad de que un caminante estando en el estado n
al tiempo t = 0 este en el estado M después de S pasos, la ecuaciéon maestra para esta caminata

aleatoria es: 1
pnjm;s+1 = épnjm 1;s + Epnjm+1;s: (2'22)

Urnas de Bernoulli

Un proceso que nos ayuda a ejemplificar como hallar la ecuaciéon maestra es el problema que
plante6 Bernoulli :

Se tienen dos urnas A y B cada una contiene n bolas, donde n de las 2n bolas son blancas y
las N restantes son negras. Se elige una bola de manera aleatoria de cada una de las urnas. La que
fue tomada de la urna A es colocada en la urna B y viceversa.

Estamos concentrados en hallar la ecuacién maestra para este problema con lo no nos es rele-
vante las condiciones iniciales del problema. Deseamos dar respuesta a la siguiente pregunta:;Cual
es la probabilidad, misma que denotaremos por Zy.r+1, que después de r + 1 ciclos, la urna A
contenga X bolas blancas?. Para dar respuesta notemos que se tienen las siguientes cuatro posibles
formas en las que puede ocurrir esta situacion.

1. Después de r ciclos tener X + 1 bolas blancas en la urna A y en Ultimo ciclo sacar una bola
blanca de la urna A y una bola negra de la urna B

2. Después de r ciclos tener X 1 bolas blancas en la urna A y en Ultimo ciclo sacar una bola
negra de la urna A Y una bola blanca de la urna B

3. Después de r ciclos tener X bolas blancas en la urna A y en Ultimo ciclo sacar una bola
blanca de la urna A y una bola blanca de la urna B

4. Después de r ciclos tener X bolas blancas en la urna A y en Ultimo ciclo sacar una bola negra
de la urna A una bola negra de la urna B

Donde el primer sumando del lado derecho de la ecuacién representa la perdida de una bola
blanca de la urna A, la segunda el ganar una bola blanca de la urna A y los tltimos dos contribuyen
con el que no se tengan cambios del nimero de bolas blancas en la urna A.

La ecuacién maestra que representa al proceso de manera mas concisa es la siguiente.

2 1 2

X+1 X X X
ZX+1;r + Zﬁ 1 ﬁ Zx;r + 1 T ZX 1;r (223)

n

Zy:r+1 =
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2.4. Cinética Quimica

Muy seguido la cinética de la quimica se describe en términos de ecuaciones deterministas con
tasas quimicas (mismas que se pueden tomar ver se comportan son equivalentes se asimilan en el
estudio del modelos epidemidlogos a las tasas de contagio y de recuperacion), las cuales toman la
forma de un sistema acoplado de ecuaciones diferenciales no lineales.

La evolucion de la poblacion de un pais entero puede describirse usando ecuaciones diferenciales,
pero la evolucién de la poblacién de una comunidad pequena ocurre en un proceso estocastico.
Tlustrando la dicotomia de la evolucion discreta de los individuos en una mano y la casi evolucion
continua de la densidad de una poblacion.

Podemos hacer explicita esta relacién, tomando a N como el niimero de individuos proporcional
a la densidad X, con la constante de proporcionalidad , siendo una medida del tamano del sistema
n = X en el ejemplo de las urnas es el ntmero total de bolas en una urna.

La dindmica de las reacciones quimicas pueden describirse por una ecuaciéon maestra gobernada
por la densidad de probabilidad del niimero de moléculas n.

: >
%: WentP (0% 1) WronP (N: 1)

n

Donde Wnno denota la transicion de probabilidad de n’ al estado N, en contraste a los ejemplos
estudiados P (n;t) es usualmente una distribuciéon de probabilidad multivariada.

2.5. Operador de paso E y Matriz de estequiometria S

Para ecuaciones maestras multidimensionales sobre un espacio de estado discreto, es conveniente
introducir los siguientes objetos.

El operador de paso E el cual sirve para escribir de manera més corta la evoluciéon sobre un
espacio discreto, lo definimos de la siguiente manera.

Sea T una funcion cualquiera que dependa de varias variable, Eik, es el incremento de la i ésima
variable por un entero K, esto es:

Eikf(nl; ny; N ) = F(ng;ny; o ng + K ) (2.24)

También usaremos la matriz de estequiometria S la cual describe que tanto cambia cada especie
cuando se completa alguna reacciéon especifica, mientras que el vector de propension describe la
tasa en la cual una reaccién particular procede. Veremos dos ejemplos que nos ayudarédn a tener
una mejor comprension de los objetos que acabamos de mencionar.

1. Brusselator El modelo es un proceso quimico de dos especies descrito por las siguientes
reacciones:

; ———IX

1
22X, + X, — 13X,
Xy — X%,

Xy ——-;
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CAPITULO 2. PROCESOS ESTOCASTICOS
2.5. OPERADOR DE PASO E Y MATRIZ DE ESTEQUIOMETRIA S

Tomando = 1= , nos da las ecuaciones deterministas.
dXx
TIZH X2X, ( +1)X
t (2.25)
T - Xl X2 + X]_.

Se tiene que el vector de propensiéon y la matriz estequiometrica S estan dadas por
3

(nl)(nl 1)(”2)
V=

P Iz

Consecuentemente la ecuacion maestra que gobierna la densidad de probabilidad P (ny; nz; t)
es:

@P (nq; n2; 1)

ot = (E;' DP(npngt)+ —(E; "B Dna(ny DnaP (ngingit)

(2.26)
+(EX 1niP(ny;nyt)+ (EIE, Y 1)niP(ng;ny;t):

2. Proceso de Poisson acoplado.
Consideremos el siguiente modelo de dos estados lineales:

V
np —llnl +1 Vi = 1.

V2 )
n—=/n; 1 Vo = 1(N1= ):

V3 .
n, —=In, +1 vz = 2(N1= ):

n,—=/n, 1 Va= 2(N2= ):

. . . 1 . .
Las reacciones tienen unidades 1 y generalmente se guardan las reacciones de propensiéon

en un vector V.= [v1;Vz;V3; V4] v las estequiometrias en una matriz S. Para este ejemplo
tenemos que:
Vi V2 V3 Vyu

1 10 0 m
0 0 1 1n
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Donde cada columna de la matriz de estequiometria corresponde a una reaccién en particular
y cada fila a un reactante en particular. Usando esta notacion, en el limite cuando ¥ 1

1 ., . . , .
con — = Xj permanece constante, la ecuaciéon determinista puede escribirse en términos de

matriz de estequiometria y el vector de propension de la siguiente forma [4]:

dx

qt = I!ml(S V) (2.27)
O explicitamente como un sistema de ecuaciones diferenciales

Xm

ot = 1 1X1

dxo (2.28)

ot = 2Xz 2X2

= Nota sobre las propensiones de reacciones microscopicas.

Para tasas de transiciéon no lineales, la propension que aparece en la ecuacién maestra no
es idéntica a la propension de la ecuacion determinista (2.27), consideremos la siguiente
reaccion

X+X —1Ix,

En un sistema determinista donde el nimero de moléculas es muy grande, la taza de
acumulacion del producto Xz se escribe por

Sor= 7 (2:29)

Desde un punto microscopico a lo que nos referimos por evento de reaccion es que dos
moléculas de X se encuentran una a la otra con suficiente energia para formar a X,. La
probabilidad de que ocurra la reaccién es proporcional al nimero de formas en las que
dos moléculas puedan chocar.

%(XZ) / %(nx)(nx 1): (230)

Donde nx es el nimero de moléculas de X en un recipiente de reacciéon de volumen

El dltimo termino del lado derecho de la ecuacion 2.30 es (nx 1) dado que se necesitan
al menos dos moléculas para tener una reacciéon y el termino % ayuda a que no se cuente
doble las posibilidades de que una molécula choque con otra, asi tenemos la tasa de

reaccién microscopica

0
n Nx N 1
V(=) = ?l X (2.31)
tomando Nx ¥ 1 la tasa de reaccién macroscopica es:
0
VGX D)= i XTX: (2:32)

Solucion de la Ecuacion Maestra

Ya hemos hemos visto como hallar la ecuacion maestra, esta ecuacion es de importancia ya que
es la base para la mayoria de las aplicaciones de los procesos estocasticos y es més facil trabajar
con ella que con la ecuaciéon de Chapman-Kolmogorov, aunque es dificil hallar su solucién veremos
una forma de hallar su solucion exacta y un método numeérico de aproximacion.
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2.6. SOLUCION DE LA ECUACION MAESTRA

2.6.1. Funcion Generadora de Momentos

Existen pocos métodos generales para resolver la ecuacién maestra, veremos el método que
usa a la funcién generadora de momentos para transformar la ecuaciéon maestra en una ecuacion
diferencial parcial lineal, este método solo funciona si las probabilidades de transicién son lineales
en las variables de estado.

La funcién generadora de momentos Q(z;t), asociada con la probabilidad P (n;t) esta dada por

1|:
(1] =
Q(z;t) = Z"P (n;1): (2.33)
n=0

La funcion (2.33) es llamada asi ya que los momentos de P (n;t) son generados por las derivadas

de Q(z;1)

QL =1
. X
M jz=1= nz" P (n;t) j,=1=<n(t) >
@Z n=0
. X
@2(@?2(;0 == n(n D" P(NY) j==<n’()> <n()>:

n=0

El método consiste en multiplicar ambos lados de la ecuacion maestra por z" y sumar sobre
todos los valores de N, esto nos permite transformar la ecuaciéon maestra diferencial discreta de
P (n;t) en una ecuaciéon diferencial parcial para Q(z;t).

Ejemplifiquemos el método de la funcién generadora de momentos aplicindolo al proceso de
Poisson. Para ello consideremos un proceso de un paso con taza de nacimiento constante g, =
y taza de muerte lineal r, = N y sea P (Nn;t) la probabilidad de que el sistema se encuentre en el
estado n al tiempo t, condicionado como siempre por una distribucién inicial. La ecuacién maestra
correspondiente a este proceso es la siguiente:

w: P(n 1) PO+ [("n+DP(+1t) nP(nt): (2.34)

Podemos hacer uso del operador de paso Eik para reescribir la ecuacion (2.34) de la siguiente
forma:

dP(n;t
% = [E P(mt+ [EF 1(nP(m;D): (2.35)
Multiplicando por z" ambos lados de la ecuacion (2.35) obtenemos:
dz"P(n;t
Zdiin) = [E,}z U"P(nit)+ [E} Z)" nP(n;b): (2.36)
Sumando sobre todos los posibles valores de n obtenemos:
P " # #
d amoz’Pit) o <, X X o X
it = z2"P(n 1;t) z2"P(n;t) + 2"(n+1DP(n+1;t) z"nP(n;t) :
n=0 n=0 n=0 n=0
, N (2.37)
Tomandon =n 1yn =n-+1 tenemos:
P 2 3 2 3
d r:1L=o Z"P(n;t) a X nla1 0 X n X g 00 X n
= 2" P (n;t) Z"P(n;t)5+ 4 z (MP(n";t) z"nP (n;t)S:
dt . _ -
n’= 1 n=0 nY=1 n=0
(2.38)

20



CAPITULO 2. PROCESOS ESTOCASTICOS
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00
Notemos que P(nU;t) =0sin <0 y que si n° = 0 entonces z" 1(I’IOO)P(nm;t) =
z Y(0)P(0;t) = 0, tomando en cuenta estas dos observaciones la ecuacién 2.38 queda de la si-
guiente manera:

P 2 3 2 3
d 1_ z"P (n' t) X 0 X X 0 0 0 X
B A S G ) Z"P(ni)S+ 4 " Hn)P(n ;1) z"nP (n; 1))>:
n’=0 n=0 n®=0 n=0
o (2.39)
Renombrando n" y n° por N tenemos:
" # " #
gt Z2"P(n;t) X X X X
”—Od = 2"1P (n;t) zZ"P(n;t) + z" ()P (n;t) z"nP (n; t)
t n=0 n=0 n=0 n=0
(2.40)
Finalmente sustituyendo la funciéon generadora de momentos (2.33) obtenemos:
LQ@(;;O = (z 1Q(z;v) (z 1)7@(2@5;;0: (2.41)

De esta manera se ha transformado la ecuacién maestra del proceso de Poisson (2.34) a una
ecuacion diferencial parcial lineal de primer orden (2.41), la solucion de Q(z; t) no se va a desarrollar
pero se puede determinar usando el método de las caracteristicas [4].

2.6.2. Meétodo numérico- Algoritmo de Gillespie’s

Para ecuaciones maestras con probabilidades de transiciéon no lineales, toda la distribucion
P (n; t) raramente se puede resolver de forma exacta. El algoritmo de Gillespie’s es un método en
el cual una trayectoria de muestra que comienza en un punto inicial, se puede simular en el tiempo
tal que se ajusta a la distribucién que buscamos, para una poblacién lo suficientemente grande de
trayectorias de muestra la distribuciéon de probabilidad inferida se acerca a la solucion exacta que
deseamos [4].

El algoritmo consiste en los siguientes pasos:

1. Sea Vv el vector de propensiones del modelo, usamos las propensiones Vj para generar una
distribucion de probabilidad para el siguiente tiempo de reacciéon ,y es una realizacion de
esta distribucion.

2. Las propensiones Vj se usan para generar la distribucion de probabilidad para la siguiente
reaccion que ocurrird en el sistema, es decir cual de los v;s ocurrié en el tiempo t+
denotaremos por como el indice de la reaccién.

3. Sea S la matriz estequiometrica del modelo, el tiempo avanzo det ¥ t+ y el estado del
proceso se actualiza usando la matriz estequiometrica para cada reaccién nj ¥ n; + Sj,

4. Si el proceso va a continuar, repetir para obtener el siguiente tiempo de reacciéon  junto con
la reaccion V;s que ocurrié y actualizar el sistema con el vector de propensiones y la matriz
estequiometrica.

Para avanzar de estado con cada una de las reacciones, necesitamos dos variables aleatorias,
una para el tiempo en el que se da la siguiente reacciéon y otra para el indice de la reaccién que
ocurre . El algoritmo de Gillespie’s nos permite determinar la distribucién de probabilidad para
cada una y en consecuencia obtener el par ( ; ) mediante el uso de un ntimero aleatorio generado
de una distribuciéon uniforme.
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El Algoritmo de Gillespie’s para la simulacion estocéstica de la ecuacion maestra es el siguiente:

1. Inicializar

=
~+

L)

ng In

[\

. Escoger acorde a la funcion de densidad
p1( Jnit) = a(n)exp[ a(n) ]

3. Escoger acorde a la funciéon de densidad

v (n)
a(n)

p2( N jnit) =

4. Avanzar el proceso

5. Guardar .
n S sit <t <t

0
n() =
() n sit =t

6. Si el proceso va a continuar regresar al paso 2, en otro caso parar.

Veamos como se obtienen p1( jn;t) y p2( n jn;t) de los pasos 2 y 3 respectivamente, para
ello tomemos las siguientes probabilidades:

= Sea p(n+ n;t+ jn;t)d la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado n
al tiempo t, que el siguiente salto ocurra entre t+ yt+ +d y que lleve del estado n a
n+ n.

s Sea q(n;t: ) la probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado n y salte en un
instante entre el tiempo ty t+ |

Para q(n;t: ) sobre un intervalo infinitesimal dt, es la probabilidad de que cualquier reaccion
ocurra, por lo tanto:

X
q(n; t; dt) = [vo(n)dt + vo(nN)dt + :::] = vj(n)dt a(n)dt (2.42)
j=1

Sobre un intervalo infinitesimal, a lo més un salto puede ocurrir, asi que la probabilidad de
que ningun salto ocurra es:

g (ntd)=1 a(mt ) (2.43)
Para g (n;t; ) sobre un intervalo no infinitesimal notemos que si glsistema se encuentra en
el estado n la probabilidad de que no ocurra ningun salto es 1 J!\I=1 vj(n)d , con lo que
tenemos:
o 1
X
q(nt, +d)=q (n;t; )@1 vj(n)d A: (2.44)
j=1
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Desarrollando la ecuacion (2.44) obtenemos:

b &
gt +d) gt )=q @Mt ) vj(n)d: (2.45)
j=1

Dividiendo ambos lados de la ecuacion (2.45) sobre d

gt +d) q(@mt )

»*x
5 =q (it ) vji(n) (2.46)

j=1

Tomando el limite d ¥ 0 en ambos lados de la ecuacion (2.46):

Ce X
W =q (n;t; ) vj(n) (2.47)

i=t

Integrando ambos lados de la ecuacion (2.47) obtenemos:

g (n;t; )=e M : (2.48)
Tenemos que la probabilidad p(n + n;t+ jn;t) esta dada de la siguiente manera:
p(n+ nmt+ jnt)=(q (n;t; ))(amd )(w( njn;t+ )): (2.49)
Donde:
1. g (n;t; ) es la probabilidad de que el estado no salte durante el intervalo [t;t+ ].
2. a(n)d es la probabilidad de que el estado salte en [t+ ;t+ +d ].
3. w( njn;t+ )eslaprobabilidad de que dado que el estado salte en t+ lo hagaenn+ n

Los primeros dos términos del lado derecho de la igualdad determina el préximo tiempo de
reaccion y el dltimo termino determina el indice de la siguiente reaccion. Podemos reescribir la
ecuacion (2.49) como sigue:

p(n+ n;t+ jn;t)=(an)e ™ d )Yw( njn;t+ )): (2.50)

De la ecuacion (2.50) podemos tomar a p1( jn;t) y p2( n jn;t) de la siguiente manera:

p1( jn;t)=a(ne *™ d

i _ (2.51)
p2( n jnit)y=w(njn;t+ )

Para p; y p2 tenemos las siguientes observaciones:

= La probabilidad p; se distribuye exponencialmente, en consecuencia se puede usar r; un
namero aleatorio para simular via inversion (ver Apéndice 1).

— 1 1 .
—mln o (2.52)
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= Para el indice de la siguiente reaccién, recordemos la ecuaciéon

X
q(n;t;dt) = (. vj(n))dt  a(n)dt:
j=1

Y notemos que la probabilidad de la reaccién  es proporcional a la tasa de reaccién Vv .
La condicién de normalizacion asegura que la probabilidad de que la reaccion  que haya
causado el salto de estado es:

v v
p2( n )= Pm a(n) (2.53)

donde n es la columna correspondiente a  de la matriz estequiometrica S.

El indice de la siguiente reaccién  se simula utilizando un ntimero aleatorio r, via el método
de inversion de enteros (ver Apéndice 2). Esto es el siguiente indice  que se obtiene por py,
es el primer entero para el cual se cumple que :

1 X

Con la pareja (; ) actualizamos el sistema de la siguiente forma:

Y el algoritmo se repite cuantas veces sea deseado. La ventaja de los algoritmos de simulaciones
estocasticas es que son simples de programar y proveen trayectorias que se ajustan exactamente
a la solucion de la ecuacion maestra, la desventaja es que tienen un alto costo computacional
y el método no se puede escalar bien cuando el nimero de moléculas es grande. El algoritmo de
Gillespie’s es el punto de referencia de los otros métodos que buscan solucionar la ecuacién maestra.
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Capitulo 3

Modelo SIR estocastico

Recordemos que el modelo SIR determinista esta planteado de la siguiente manera:

o Sl
N -

|0= Sl I (3.1)
N

R = 1:

Como se vio en el capitulo anterior, para estudiar un proceso estocastico es de gran ayuda
hallar la ecuacion maestra. Nos basamos en las siguientes hipotesis para hallar la ecuaciéon maestra
del modelo SIR estocéstico, no se tomaran en cuenta el nacimiento y muerte de la poblacién y el
cambio en el niamero de infectados lo tomaremos como en un proceso de un paso su probabilidad
de transicion por unidad de tiempo salta solo entre valores adyacentes.

Sean X; el numero individuos susceptibles y X, el de individuos infectados, tomando a J como
el cambio por unidad de tiempo en la poblacion de infectados, j toma el valor de 1 cuando ocurre
una infeccion y de 1 si un infectado paso a la clase de los removidos, del mismo modo K representa
el cambio por unidad de tiempo en la poblacion de susceptibles cuando ocurre una infecciéon toma
el valor de 1 y 0 si no ocurrié una infeccion. Tomando de esta forma a j y K tenemos que la
probabilidad de transiciéon es la siguiente:

Tt (kj)=(-11)

POk i) (1) = %t (kP—(0.1) (3.2)

El proceso tiene dos posibles reacciones, que un individuo susceptible pase al compartimento
de los infectados que se lleva a cabo con una taza o que un individuo infectado sea removido del

sistema que se lleva a cabo con una taza y las podemos representar de la siguiente manera:

X1 T X

(3.3)

X2 1
Con esta notacion podemos escribir el modelo SIR de la siguiente manera:
b _ s
d¢ N
4

o | xaxe o)
dt N 2

25



CAPITULO 3. MODELO SIR ESTOCASTICO
3.1. FUNCION GENERADORA DE MOMENTOS DE LA ECUACION MAESTRA DEL
MODELO SIR ESTOCASTICO.

Deseamos hallar la ecuacion maestra que gobierna la probabilidad de densidad P (ny; nz;t), que
es la probabilidad que al tiempo t se tengan N1 susceptibles y Ny infectados.

Para hallar la probabilidad debemos sumar sobre los casos en los que ocurre el caso que desea-
mos, que son los siguientes:

1. Si al tiempo t se tienen N; + 1 susceptibles, N 1 infectados y en la siguiente reacciéon un
susceptible sea infectado.

N(nl +1)(n; DP(Mi+1;ny; 1;0): (3.5)

2. Si al tiempo t se tienen Np susceptibles, Ny + 1 infectados y en la reacciéon un infectado sea

removido del sistema.
(nz + )P (ng;ny + 1;1): (3.6)

Debemos de restar a la probabilidad los casos en los que no se cumple lo que deseamos, que
son los siguientes:

1. Si al tiempo t se tienen Ny susceptibles, Ny infectados y en la siguiente reacciéon un susceptible

sea infectado.
ning

N

P (n1;n;t): (3.7)

2. Si al tiempo t se tienen N susceptibles, Ny infectados y en la siguiente reaccién un infectado
sea removido del sistema

nzP(nl;nz;t): (38)

Por lo tanto tenemos que la ecuaciéon maestra que gobierna la probabilidad de densidad
P (n1;ny;t) es:

et + )P (i)
(3.9)

Haciendo uso del operador de paso E presentado en el capitulo anterior podemos reescribir la
ecuacion maestra de la siguiente manera:

NniNy

N(n1+1)(nz DP(ni+1nz L)+ (n2+1)P(ng;na+15t) (

@P (ng;np;t)

ot = N(E11E2l D(N)(N2)P(ng;nz;t) + (EX  1)(n2)P (ng;nz;t): (3.10)

Una vez que ya hemos obtenido la ecuacién maestra vamos a calcular la funcién generadora de
momentos y desarrollaremos simulaciones computacionales del modelo SIR por medio del método
numérico de Gillespie’s.

3.1. Funcion generadora de momentos de la ecuacion maestra
del modelo SIR estocastico.

Recordemos que la funcion generadora esta dada de la siguiente forma:

XK
Q(z1;22;t) = 21 z32P (ng; ny; t): (3.11)

n1=0n>=0
Y la ecuacién maestra del modelo SIR estocastico esta dada por:

W:—(E%Ezl D)M)P (M nz )+ (EX  D(n)P(ninat):  (3.12)
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Multiplicando ambos lados de la ecuacion 3.12 por z7'*z5?
1725%P (ny;ny;t
BTN o (el 7 2z 2P (it O+ (B 2202025 H()P (ninai )
(3.13)

ot

Sumando en ambos lados de la ecuacion (3.13) sobre todos los valores de (ng;Nnz) obtenemos

1
0 X X T X X .
21*232P(ningit) = 23%(N1)(N2)P (15 n2; 1)

—(ElE, 'z, z1)z"

n1=0 n2=0

@t n1=0 Nno= =0
X X 1 n, 1 . .
+ (Ez  22)z1"z7% “(n2)P(n1;ny;t)

n1=O n2:0

(3.14)

Sustituyendo en el lado izquierdo de la ecuacion (3.14) la expresion que tenemos de la funcion
generadora de momentos en la ecuacion (3.11) y desarrollando el lado derecho obtenemos:

122, X X
W = — 1222(n1 +1)(n, 1P +1n, 1;t)
n1=0n>=0
XK
21252 (n1)(N2)P (N1; N2; t)

n1=0n>=0
oo (3.15)
+ z[‘lzgz(n2+1)P(n1;n2+1§t)
n1=0 n2=0
X X
21272(n2)P (n1; n2; t)
n1=0 n2=0
Tomando los siguientes cambios de variable Ny =n; +1, N, =n,+1n, =n, 1
Z1;25;t X X
Q@i _ 2% 1202 () ) ()P (nis g ©
@t 0 00
n=1ln,= 1
X X
_ 21252 (n1)(n2)P (ng; n2; t)
(3.16)

n1=0n,=0
XK n 1

2"2,° (nz)P(nl, n2,t)
N1=0pnl=1
XX

27232 (N2)P (N1; n2; 1)

n1=0n>=0
Tenemos las siguientes dos observaciones con respecto a la ecuacion (3.16)

1. En el lado derecho de la ecuaciéon en la primera doble suma se tiene lo siguiente

= Sing =0 P(ng; Ny;t), para cualquier valor de n, se cumple que
20 1 ”2 *10)(nw)P (0; ny; t) = O:

0
Z?l ! n2 +1(n1)(n2)P(nl,n2,t) Z;

Con lo que la primer suma puede comenzar desde nl =0
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= Si n;o = 1, para cualquier valor de nl se cumple que P( 1; n2 t) = 0, con lo que la
segunda suma puede comenzar en n2 =0

2. En el lado derecho de la ecuacién en la primera tercera doble suma se tiene lo siguiente:
Si n2 = 0, para cualquier valor de n; se cumple :

227 AP (nainyit) = 223 Y0P (n1:0;t) = 0:
Con lo que la segunda suma puede comenzar en n°2 =0

Tomando en cuenta las dos observaciones anteriores la ecuacion (3.16) queda de la siguiente manera

0Q(zizait) . , X X
T e izz
nS=0n%=0
XK
—217 27t 1257 Y(ny)(N)P (ny;n2; t)
n1=0n>=0
XX n 1
+ 21" 7,° (nz)P(nl,nz,t)
n1=0nl=0
XX L
Z3 21"z5% *(nz)P (n1;nz;t)
n1=0 n>=0

00
2 120 (n) (5P (n; s )

(3.17)

Notemos que ahora todas las sumas del lado derecho de la ecuacién van de 0 a A, podemos
por comodidad regresar a la notacién en términos de Ng; Ny:

0Q@;z2i) _ XX, 1,

ot T2 21" 277(n1)(N2)P (n1; njt)

n1=0n>=0
XK - 0 L
—271Z> Z; (N)(n2)P (ng; ng;t)
n1=0n>=0
XK o 1
+ 2;%2,% “(n2)P(ng;nz;t)
n1=0n>=0
X X n 1
Z3 21232 *(n2)P(N1;ng;t)
n1=0 n>=0

(3.18)

Notemos que del lado derecho de la ecuacién podemos sustituir las parciales de la funcién
generadora de momentos (3.11) obteniendo lo siguiente:

0Q(z1;22; 1) @ 0Q(z1;22:1)
7@,[ —*[Zz lez]@ 7@21 i 10
0Q(z1;22; 1) (8:19)
ML PR

Asi hemos transformado la ecuacion diferencial discreta en una ecuacion diferencial parcial. La
solucion para Q1(z;1; Z2) esta fuera del alcance de esta teis se puede solucionar mediante simulaciones
computacionales pero de igual forma en este texto no se desarrollara.
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3.2. Momentos de la Ecuaciéon Maestra del modelo SIR

Deseamos hallar la esperanza de la poblacion de Susceptibles y de Infectados, haremos uso de
las siguientes ecuaciones:

XX

E[I(] = NnzP (ng; n2; t): (3.20)
n1=0n>=0
X

E[S®)] = n1P (ng; ng; t): (3.21)

n1=O n2=0

Nos sera de utilidad hallar la esperanza para del producto de la poblacién de Susceptibles e Infec-
tados, que se puede obtener de la siguiente ecuacion:

XX
E[S@®I®)] = N1naP (Ng; Na; t): (3.22)

n1=0n>=0

Aplicando la parcial con respecto a t a ambos lados de la ecuacion (3.20) obtenemos:

QEN(] _ @ < X X Py,

et 6t N2P (N1;nz;t) = (3.23)
@t @t n1=O n2=0 n1:O n2:0 @t
Recordemos que la ecuacion maestra del modelo SIR estocéstico esta dada por:
@P (ny;ny;t
% = *(EllEz 1 1(n1)(n2)P (ng;ng;t) + (E% 1)(n2)P (ng; ny; t): (3.24)

Sustituyendo la ecuacion maestra (3.24) en el lado derecho de la ecuacion (3.23) obtenemos:

eEN () _ < X

ot nz—(ny+1)(n2 1)P(nz+1nx  1;t)

n1=0n,=1
NN
Nz —(N1)(N2)P (n1; N2 t)
n;=0n,=0
Nt
+ no (n2+1)P(n1;n2+1;t)
n1=0n>=0

XX

(3.25)

N2 (N2)P (ng;nz;t):

n1=0n>=0

.. . . 0 0 00 L.
. Togrolamos los siguientes cambios de \Ozarlables n, =ni+1,n,=ny+1lyn, =ny 1. Sustituimos
Nn; v N, en la primer doble suma y a N, en la tercer doble suma de la ecuacion (3.25).
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E I X M 00 0 00 0 00
% = (N5 + 1)~ (N)(N)P (N g )
nizl n020=0
b @D, ¢
ng—(nl)(nz)P(nl;nz;t)

n1=0n>=0

(3.26)
X X 0 0 0
+ (n; 1) (N)P(n1;nyt)
n1=0n°2=1
N X
Nz (N2)P (ng;nz;t):
n1=0n>=0

Tenemos dos observaciones con respecto al lado derecho de la ecuacion (3.26):
= Para la primera doble suma tenemos lo siguiente:

1. Si nol = 0, para cualquier valor de nozo se tiene que:
00 0 00 0 00 00 00 00
(nz +1)—(ny)(N2)P (ny;ny; 1) = (ny +1)—(0)(nz)P (0;ny; 1) =0

. 0
Con lo que la primer doble suma puede comenzar en n; =0

. . 00
2. Agregaremos el N-esimo termino a la suma de n,, sumando cero representado de la
siguiente manera:

3
(N +1)—n;NP(ny;N;t) (N +1)—n;NP(n;;N;t) =0

ni:l ni:l
= Para la tercera doble suma si n02 = 0, para cualquier valor de n; se cumple que:
(N2 1) (PN =(0 1) (OP(n3;0;1) = 0:
Con lo que la tercer doble suma puede comenzar en noz =0.

Tomando en cuenta las observaciones anteriores podemos reescribir a la ecuacion (3.26) de la
siguiente manera:.

E I t X X 00 0 00 0 00
W = (N, +1)—(ny)(n;)P (ny; Ny 1)
n3=0n020=0
X . .
(N +1)—n;NP(n;;N;t)
n01=1
N X
nz—(N1)(N2)P (n1; n2; t) (3.27)
n1=0n2=0
> b G , ,
+ (n; 1) (n)P(ng;nyt)
n1:0n°2=0
N X

Nz (n2)P (Ng;nz;t):
Nn1=0n>=0
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Notemos que todas las sumas en la ecuacion (3.27) van de 0 a N podemos agrupar y regresar
a la notacion de Ny y Nny.

eEn()] _ X< X

X
T [(n2+1)—n1n2 ng—nlng]P(nl;nz;t) (N +1)—n1NP(n1;N;t)

n1=0n>=0 n1=0

XX
+ [(nz 1) nz nz ny]P(ng;ny;t)
n1=0n2>=0

(3.28)

Notemos que el tnico valor de Ny para el que P(ni;N;t) & 0 es cuando n; = 0, pero como
(N +1)—(0)NP(0;N; t) =0 con lo que:

X
(N +1)—niNP(n;;N;t) =0

n1=0

De esta forma la ecuacion (3.28) queda de la siguiente manera:

eEn(] _ X< X

ot [=ninzP(n1;nz;t) NP (ng;nz;t)] (3.29)

n;=0n,=0
Utilizando las ecuaciones (3.20) y (3.22) correspondientes a E[I (t) y E[S(t)] ()] respectivamente
obtenemos:

QEN(t)] _

ot = EBOI®O  ENO] (3.30)
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s De la misma forma podemos hallar la ecuaciéon que corresponde a E[S(Y)1 ()],
Aplicando la parcial con respecto a t a ambos lados de la ecuacion (3.22) obtenemos:
eEISMIM] _ X X gP(nginyit)

ot nlnzT (3.31)

Nn;=0n,=0

Sustituyendo la ecuacion maestra (3.24) en el lado derecho de la ecuacion (3.31) obtenemos:

B X
w = nlnz—(nl + 1)(n2 1)P (nl + 11 N2 11 t)

@t n1=0nx=1
N X
ninz—(N1)(N2)P (N1; nz; t)
n1=0n2=0 (3.32)
<t
+ ninz (N2 +1)P(ng;nz +1;1)
Nn;=0n>=0
XX
ninz (N2)P (ng;ng;t):
n1=0n>=0
Tomamos los s1gulentes cambios de variables ”1 =ng+ 1, n2 =ny+1ly n2 =n; L

Sustituimos nl y n2 en la primer doble suma y a N, en la tercer doble suma de la ecuacién
(3.32).

eE[SMI@)] _ X

it (N1 D +D—()(M)P (N1 ny: 1)

n}=1nY=0
N X
ninz—(n1)(n2)P (ng; n2; t)
Nn;=0n=0
X X 0 0 0
+ (n)(n; 1) (nx)P(n1;ny;t)

n;=0 ng=1

XX

(3.33)

ninz (N2)P (ng;nz;t):
n1=0n2>=0

Tenemos dos observaciones con respecto al lado derecho de la ecuacion (3.33)

e Para la primera doble suma tenemos lo siguiente:

1. Si nol = 0, para cualquier valor de n°2° se tiene que:
0 00 0 00 0 00 00 00 00
(ny DNy +1)—(n))(Nz)P(Nginy;t) = (0 1)(n; +1)—(0)(n;)P (O;ny;t) =0

. 0
Con lo que la primer doble suma puede comenzar en n; =0
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. . 00
2. Agregaremos el N-esimo termino a la suma de n,, sumando cero representado de
la siguiente manera:

0 0 0 X 0 0 0
(N1 DIN+1)—(n)(N)P (ny; N 1) (N1 DIN+)—(n)(N)P(ny;N; 1) =0

nS=1 nj=1
.0 .
e Para la tercera doble suma si N, = 0, para cualquier valor de Ny se cumple que:

(M), 1) (P (i) = ()@ 1) (P (N1;0;8) =0:
Con lo que la tercer doble suma puede comenzar en noz =0.

Tomando en cuenta las observaciones anteriores podemos reescribir a la ecuacién 3.33.

eE[S@I)] _ X< X

ot (N D +D)—(1)(02)P (N1 N 1)

0__ 00 __
n;=0n, =0

(ny (N +1)—(ny)(N)P(n;;N; 1)
ngzl
N X
NNz —(N1)(N2)P (N1; n2; t) (3.34)
n1=0n2=0
N X , , ,
+ (n)(n; 1) (nx)P(n1;ny;t)
n1=0n)=0
N X
ninz (N2)P (Ng;nz;t):
Nn1=0n>=0

Todas las sumas en la ecuacion (3.34) van de 0 a N, podemos agrupar y regresar a la notacion
de ng y N2

eEISMI®] _ X

X X
ot (1 D(n2+1)—ninz  ninp—ning]P (Ng;na;t) (N 1)(N +1)—niNP(n;

n1=0n>=0 n;=0

N X
+ [(n)(n2 1) nz niny ny]P(ng; N;t)
Nn;=0n=0

(3.35)

Notemos que el tnico valor de Ny para el que P(ny;N;t) & 0 es cuando h; = 0, pero como
—(0)NP (0; N;t) = 0 entonces:
X
(N +1)—n;NP(ny;N;t) =0

n1=0

De esta forma la ecuacion (3.35) queda de la siguiente manera:
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eE[S(HI()] _ XX X
ot B

Nn;=0n,=0

Por lo tanto

QE[I()S(V)] _
ot B

= Por ultimo hallamos la ecuacion para E[S(1)]

Aplicando la parcial con respecto a t a ambos lados de la ecuacion (3.21) obtenemos:

GE[S®) _ > X P(niinait)
ot et

n1=0n>=0

[(N1 nz 1)—ninP(ng;n2;t) N naP(ng;ng;t)]

—E[S?O1(0] —E[SOI®] (—+ )ESOIOD]

(3.36)

(3.37)

(3.38)

Sustituyendo la ecuacion maestra (3.24) en el lado derecho de la ecuacion (3.38) obtenemos:

B 3
GE[SM] _ n—(+1)(nz DP(n+1iny 1Lt

@t n1=0ny=1
XX
n1—(N1)(N2)P (n1; n2; 1)
mEonz=o (3.39)
D
+ N1 (nz +1)P(n1;nz +1;t)
n;=0n,=0
DX
nq (nz)P (nl; Ny; t)
n1=0n>=0
Tomamos los s1gulentes cambios de variables n 1 =n; +1, n2 =ny+1ly n2 =n; L
Sustituimos nl y n2 en la primer doble suma y a n2 en la tercer doble suma de la ecuacion
(3.39).
@E[S(D)] D G S 0 0 0 oo
ot = (N D—(ny)(nx)P(ny;ny;t)
ny=1n%=0
D4 X
N1 —(N1)(N2)P (N1; n2; t)
moonz=o (3.40)
DX . o
+ Ny (N2)P (n1;ny;t)
N1=0pnf=1
X

Ny (N2)P(ng;n2;t)

Nn;=0n,=0

Tenemos dos observaciones con respecto al lado derecho de la ecuacion (3.40).
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e Para la primera doble suma tenemos lo siguiente:

1. Si nol = 0, para cualquier valor de n(; se tiene que:
0 0 00 0 00 00 00
(ny  1)—(n)(nx)P(ny;ny;t) =(0  1)—(0)(nx)P(O;n,;t) =0

. 0
Con lo que la primer doble suma puede comenzar en n; =0

. . 00
2. Agregaremos el N-esimo termino a la suma de n,, sumando cero representado de
la siguiente manera:

0 0 0 X 0 0 0
(N1 D—()(N)P(ny; N 1) (N D—=)(N)P(n;N; ) =0

n(i:l ni=1
e Para la tercera doble suma si n°2 = 0, para cualquier valor de n; se cumple que:
Ny (N2)P(ni;nz;t) =ng (0)P(ny;0;t) =0
Con lo que la tercer doble suma puede comenzar en n02 =0.

Tomando en cuenta las dos observaciones anteriores la ecuacion (3.40) quedarfa de la siguiente
manera;

eE[S(R) _ X< X

= (N1 D—()()P (N1 ny: 1)

0 _n 00 _
n;=0n; =0

(N, D—M)DMN)P(n;N; D)
n,=1
XK
n1—(N1)(N2)P (ng; na; t) (3.41)
Nn;=0n>=0
I K 0 0
+ ny (Ny)P(ng;ny;t)
n1:0n%=1
I K
Ny (N2)P(ny; Ny t)
n1=0n2=0

Todas las sumas en la ecuacion (3.41) van de 0 a N, podemos agrupar y regresar a la notacion
de nq y N2

E[S(t DX X
CESMI Ea)t( )l = [(ny 1)—nin; nyp—nin2]P (Ng;ny;t) (nz  1)—niNP(n1;N;t)
n1=0n2=0 n1=0
X
+ [(n1) Nz ni n]P(ny;N;t)
Nn1=0n>=0

(3.42)
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Notemos que el tnico valor de Ny para el que P(ng;N;t) & 0 es cuando n; = 0, pero como
(0 1)-(0)NP(0;N;t) con lo que:
X
(N1 1)—niNP(ny;N;t) =0

n1=0

De esta forma la ecuacion (3.42) queda de la siguiente manera:

eE[S(R)] _ X< X

T o nz:o[ —nanP (n]_; Ny, t)] (343)
Por lo tanto
W = —E[S{t)I®)] (3.44)

Tomando las ecuaciones (3.44) ,(3.38) y (3.30) obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones
para los momentos de la ecuaciéon del modelo SIR estocastico:

@Egt(t)] = —E[N®S®]  E[®]

W = —E[S?2()I(t)] —E[SM®I%()] (—+ )E[I()S(L)] (3.45)
QE[S(D)] _
S = —EBOI]

Notemos que la ecuaciéon que corresponde a E[I(£)S(t)] depende de E[S2(t)1(t)] y E[S(Y)1%(t)],
con el objetivo de poder realizar simulaciones proponemos la siguiente cerradura de modelos que
es cominmente utilizada en este tipo de modelos [2].

E[S?()1(D)] = E[SOIMIEIS®];  E[S®I*(H)] = E[S®IM®IE[ (V)]

Aplicando la cerradura de momentos el sistema queda de la siguiente forma:

@E(E;t(t)] = —E[I()S(t)] E[I()]
W = ~EISOIOESO] —ESOIOEN®] (—+ JENOSO]  (3:46)
W = —E[S®IO)]
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Tomando las mismas condiciones iniciales que cuando realizamos la simulacion del modelo SIR
determinista, es decir Sp = 99; lg = 1 y los mismos parametros = :1; = :5, podemos graficar
la esperanza de la poblacion de infectados contra la esperanza de la poblaciéon de susceptibles. En
la figura (3.1) podemos ver que ha ocurrido una epidemia, notemos que evolucion del sistema la
cual es muy semejante a la simulaciéon presentada del modelo SIR determinista.

w
o
|

N
o
|

Infectados

=
o
L

0 20 40 60 80 100
Sucenptibles

Figura 3.1: Esperanza Susceptibles vs Esperanza Infectados

37






Capitulo 4

Simulacion SIR estocastico

En el capitulo anterior hallamos la ecuacion maestra del modelo SIR (3.9). Se implemento
el algoritmo de Gillespie’s a la ecuacién maestra del modelo SIR estocastico, en este capitulo
estudiamos las simulaciones obtenidas, calculamos de manera analitica la probabilidad de extincion
y la comparamos con la obtenida a partir de las simulaciones.

En las siguientes imagenes se muestra el resultado de una simulaciéon del modelo SIR estocastico
en la que se tomaron por condiciones iniciales: Sg = 99, I = 1 con los pardmetros: =:1; =:5,
en ellas podemos observar que ha ocurrido una epidemia. En la figura (4.1) se muestra la relacion
entre susceptibles e infectados y en la figura (4.2) la poblacion de infectados y susceptibles contra

el tiempo.

504 100 - —— Susceptibles
Infectados

40 80
8304 5 7
i (%}
- [*
9 ]
E 20 | £ 40+

10 + 20

04 0
0 20 40 60 80 100 0 10 20 30 40 50
Suceptibles Tiempo

Figura 4.1: Simulacién SIR estocéstico en el que Figura 4.2: Susceptibles e Infectados a lo largo del
ocurri6é una epidemia tiempo

En la siguientes figuras se muestran las simulaciones del modelo SIR determinista y del esto-
céstico en las que ha ocurrido una epidemia
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50
50 4

40

w
o
L
w
=]
L

N
=]
L
N
=]
L

Infectados
Infectados

104 10
04 0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
Suceptibles Suceptibles
Figura 4.3: Simulacion SIR determinista en el cual Figura 4.4: Simulacion SIR estocastico en el cual
ha ocurrido una epidemia ha ocurrido una epidemia

Las simulaciones en las figuras (4.3) y (4.4) muestran un comportamiento similar a lo largo
del proceso de la enfermedad, la poblacion de susceptibles va disminuyendo mientras que la de
susceptibles va aumentando. En la simulaciéon del modelo SIR estocastico se dieron méas infecciones
que en el determinista. Una diferencia es que la figura (4.4) muestra saltos discontinuo, dado que
por hipotesis del modelo estocéstico en cada reaccién ocurre una infeccién o bien se remueve a
un infectado, mientras que la (4.3) es una curva continua porque esta descrita por un modelo
determinista.

Realizamos N = 100 simulaciones, todas ellas con las mismas condiciones iniciales: So = 99,
lo = 1 con los parametros: = :1; = :5, como podemos observar en la figura (4.5) en la
mayoria de las simulaciones ha ocurrido una epidemia y no todas tienen el mismo comportamien-
to a lo largo del proceso de la enfermedad en unas se infectaron a mas pobladores y en otras menos.

Figura 4.5: Multiples simulaciones del modelo SIR estocastico

En la figura (4.6) tomamos el promedio de las multiples simulaciones del modelo SIR que
obtuvimos en la figura (4.5) la cual muestra un proceso en el que ha ocurrido una epidemia.
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Infectados

= [} ) [ w

w o w o w
! ! ! ! !

=
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o

30 40 50 60 70 80 90 100
Suceptibles

Figura 4.6: Promedio de las multiples simulaciones del modelo SIR estocéstico

Lo realizamos ahora es comparar todas las simulaciones que hemos desarrollado hasta este

momento. En cada una se tomaron por condiciones iniciales S = 99;1 = 1, con los parametros
=1 =5

La primer simulacién que obtuvimos fue la del modelo SIR determinista figura (1.1), posterior-
mente al estudiar la ecuacién maestra calculamos el sistema para los momentos y con el logramos
simular la evolucion del sistema figura (3.1).

Al comparar estas dos simulaciones podemos ver que el resultado de ambas simulaciones la
cantidad de pobladores que fueron infectados es muy parecido.

50 4

—— SIR Determinista
5IR Momentos

40
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40 60 80 100
Suceptibles

o
N
[=]

Figura 4.7: Comparacion SIR-Momentos SIR
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Al estudiar el modelo SIR desde un enfoque estocastico se realizaron simulaciones mediante el
uso del algoritmo de Gillespie’s, Tomamos el promedio de n = 100 simulaciones y la comparamos
con las simulaciones anteriores

50 4 —
—— SIR Determinista
SIR Momentos
—— SIR Prom. Estocastico
40 -
w 30
<
e N\
5 \\
£ 20 4
10
04
0 20 40 60 80 100

Suceptibles
Figura 4.8: Comparaciéon SIR-Determinista-Momentos-Estocastico

En el promedio de las simulaciones estocéasticas también nos encontramos que ha ocurrido una
epidemia. La diferencia es que en las primeras simulaciones el resultado es una epidemia que infecta
casi a la mitad de la poblacién, mientras que en esta ultima simulaciéon la epidemia infecta a mas
de un tercio de la poblacién.

Ahora bien si al tomar el promedio dejamos de lado las simulaciones en las que la enfermedad
se extingue y solo nos quedamos con las que ha ocurrido una epidemia, obtenemos que el resultado
es parecido a las simulaciones anteriores.

50 4 —— SIR Determinista
SIR Momentos
—— SIR Prom. Estocéstico

40 —— SIR Prom. Estocéstico epidemias
w 30
Qo
T°
S
3
E 20

104

0 4
0 20 40 60 80 100
Suceptibles

Figura 4.9: SIR-Determinista-Momentos-Estocastico
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Capitulo 5

Probabilidad de extincion y de
epidemia como funcidon de %

Con el modelo SIR podemos estudiar una enfermedad en un poblaciéon y ver si se la enfermedad
es tan grave como para generar una epidemia. En el estudio del modelo SIR determinista vimos
que el numero béasico de reproduccién Zp nos ayuda a determinar cuando habra una epidemia.

Lo que realizamos en este capitulo es ocupando lo que hemos estudiado del SIR estocastico hallar
la probabilidad de que la enfermedad se extinga o se de una epidemia. En la primera seccion la
hallamos via las simulaciones desarrolladas en el capitulo anterior, en la segunda seccién estudiamos
de manera analitica la probabilidad de que la enfermedad se extinga al comienzo de la enfermedad.

5.1. Calculo probabilidad de extincién por medio de simula-
ciones

La figura (5.1) presentada en el capitulo anterior, en ella se muestra el resultado de realizar
multiples simulaciones todas ellas con mismas condiciones iniciales y mismos parametros,

Figura 5.1: Multiples simulaciones del modelo SIR estocéstico
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FUNCION DE %,
5.1. CALCULO PROBABILIDAD DE EXTINCION POR MEDIO DE SIMULACIONES

Retomemos su estudio enfocandonos en los primeros pasos de las simulaciones. En la figura
(5.2) podemos observar que existen simulaciones en las que no ha ocurrido una epidemia dado
que todos los infectados son removidos del sistema en los primeros pasos del proceso, aun cuando
5
%O = _ = -

1

ocurrido una epidemia.

=5 > 1y como vimos en el estudio del modelo SIR determinista si debi6 haber

/"’/'/;

\
N
ANAN

Infectados
B

92 93 94 95 96 97 98 99
Suceptibles

Figura 5.2: Miltiples simulaciones del modelo SIR estocastico primeros pasos.

Esto nos llevo a buscar la probabilidad en cada tiempo t que la simulaciéon tenga una o mas
infectados, misma que denominamos probabilidad de estar infectados y la podemos ver en la (5.3).

1.0

o
o

o o
IS o
L

Probabilidad de estar infectado
=}
=]

0.0 A

0 10 20 30 40 50
Tiempo

Figura 5.3: Probabilidad de estar infectado vs Tiempo

Tenemos las siguientes observaciones de la figura 5.3

s Al tiempo t = 0 la probabilidad de que la poblacion este infectada es uno, dado que todas
las simulaciones tienen como condicién inicial lg = 1.
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5.1. CALCULO PROBABILIDAD DE EXTINCION POR MEDIO DE SIMULACIONES

» Al inicio del proceso la probabilidad baja, la figura (5.4) lo muestra claro exhibiendo las
simulaciones en las que los infectados se extinguieron antes de generar una epidemia.

= Al continuar el proceso la probabilidad se mantiene constante representando a las simulacio-
nes en las que esta ocurriendo una epidemia

= En los dltimos tiempos del proceso la probabilidad de estar infectado va disminuyendo,
la figura (5.5) lo muestra claro reflejando como se va extinguiendo la enfermedad en las

simulaciones.

0.7 1.001
o o
T 0.6 B 095
5 8
E05 £
ol = 0.90 1
= 8
& 0.4 &
v ¢ 0.85
© =
2 0.3 -
© o
= -]
302 S 0.80 4
@ (]
2 o
201 <}
a = 8 0.75

0.0

10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 2 a 6 8 10
Tiempo Tiempo

Figura 5.4: Probabilidad de estar infectado vs PT, Figura 5.5: Probabilidad de estar infectado vs PT,
Inicio final

Esto dio sentido al interés de buscar la Probabilidad de que la infeccion se extinga antes de que
pueda ocurrir una epidemia, la denotaremos como probabilidad de extincion.

Primero buscamos el niimero de pasos para el cual las simulaciones dejan de extinguirse antes
de causar una epidemia, la figura (5.6) muestra de las n = 100 simulaciones realizadas el namero
de simulaciones que se extinguieron antes de generar una epidemia, en este caso particular fueron
a los 7 pasos que se dejaron de extinguir las simulaciones, teniendo este numero de pasos nos es
posible calcular la probabilidad deseada.
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Figura 5.6: Primeros pasos de las simulaciones
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En la figura (5.7) logramos obtener la probabilidad de extincién como funcién del ntumero
basico de reproduccién %, mientras va incrementando el valor del %y probabilidad de extincion
va, disminuyendo.

1.0+ —— Probabilidad extincién simulaciones

o o
o ©

Probabilidad extincion
=]
~

0.6 4

000 025 050 075 1.00 125 150 1.75 2.00
RO

Figura 5.7: P(extincion) vs Rg

Si una simulacién no se extinguié en los primeros pasos de la enfermedad entonces ocurrid
una epidemia. Ya hemos hallado la probabilidad de extincion y a partir de ella podemos hallar la
probabilidad de que una epidemia ocurra de la siguiente manera:

Probabilidad(epidemia) =1 Probabilidad(extincion)

En la figura (5.8) se muestra la probabilidad de epidemia en funcién del ntimero basico de
reproduccion Zy y en ella podemos ver que mientras va creciendo el valor del %y la probabilidad
de que ocurra una epidemia va incrementando.

—— Probabilidad epidemia simulaciones
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Figura 5.8: P(epidemia) vs Rg
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5.2. Calculo analitico de la probabilidad de extincién

Para hallar una expresion analitica para la probabilidad de extinciéon tomamos las mismas
condiciones que en las simulaciones comenzando con un solo infectado y el resto de la poblacion
susceptibles. Sean N1 y Ny el numero de pobladores susceptibles e infectados respectivamente, al
inicio de la enfermedad se cumple que N1 =M y n, =1, donde M =N 1y N es el tamafio total
de la poblacion.

En cada reaccion la probabilidad de de que un susceptible sea infectado y que infectado sea
removido estan dadas de la siguiente manera:

» El flujo con el que la poblacién se va infectando es (n1)(N2), la probabilidad de infeccion
es:

v (n1)(n2)

P (Infeccion) =
mg(h)(n2) + n

(5.1)

= El flujo con el que la poblacion infectada es removida es (nz), la probabilidad de remover
es:

nz
g (M)(nz) + n

P (Remover) = (5.2)

Comenzamos en el punto (M;1), lo que puede ocurrir en la proxima reaccion es lo siguiente:
1. Un susceptible sea infectado, es decir pasar de (M;1) a (M 1;2).
2. Un infectado sea removido, es decir pasar de (M;1) a (M;0).

Por lo tanto en el primer paso la probabilidad de extincién es:

©)
tM@) + (D)

P (Extincion) = (5.3)

Si en la primera reaccion se paso al punto (M 1;2), lo que puede ocurrir en las siguientes dos
reacciones es lo siguiente:

1. Un susceptible es infectado en las siguientes dos reacciones, es decir pasar de (M 1;2) a
M 2,3 yde(M 2;3)a(M 3;4).

2. Un susceptible es infectado en la primer reaccion y un infectado es removido en la segunda
reaccion, es decir pasar de (M 1;2) a(M 2;3) yde (M 2;3) a (M 2;2).

3. Un infectado es removido en la primer reacciéon y un susceptible es infectado en la segunda
reaccion, es decir pasar de (M 1;2) a(M 1;1)yde (M 1;1) a (M  2;2).

4. Un infectado es removido en las siguientes dos reacciones, es decir pasar de (M 1;2) a
(M;1) y de (M;1) a (M;0).

De las cuatro posibilidades solo en la ultima se extingue la enfermedad en la siguiente figura se
muestran las formas posibles en las que se puede extinguir la enfermedad en a lo mas tres pasos.
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o)
M 12
W@n
Remover
M 1;1) (M; 1)
Remover Remover
M 1;0) —— (M;0) —n,

De modo que la probabilidad de que la enfermedad se extinga en los primeros tres pasos es la
siguiente:

(1) . ~(M)(1) @) 1)

sMO+ @O MO+ O M DO+ 2 M DO+ (D)
(5.4)

P (Extincién) =

Tenemos las siguientes dos observaciones

= En cada uno de los términos del lado derecho de la ecuacion (5.2) podemos factorizar el
término que corresponde a Ny en el denominador y reducir términos.

= Si tomamos a N lo suficientemente grande podemos tomar la siguiente aproximacion:

M

N e
i
z 2Z Z
=
N

M
M

Tomando en cuenta las observaciones la ecuaciéon queda de la siguiente manera:

1 ' '
<N 2
P (Extincion) = + n (2) (5.6)
a(N) + g (N) + @ORMN)+ ) N+
Desarrollando la ecuacion (5.6) obtenemos:
2
P (Extincion) = (5.7)

++(+)2

A continuacién mostramos los dos casos en los que se puede extinguir en 5 pasos y los 5 casos
en los que se puede extinguir en 7 pasos.
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1. En las dos primeras reacciones un susceptible es infectado y en las siguientes tres reacciones
un infectado es removido. Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.

o)
M 2
Infeccion
Remover
M 22 M 12
W@n
Remover
(M 2:1) (M; 1)
Remover
(M 2;0) /nl

La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:

2 3

+ + + + + C( + )P

2. En la primer reacciéon un susceptible es infectado, en la segunda un infectado es removido,
en la tercera un susceptible es infectado y en las siguientes dos reacciones un infectado es
removido Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.

o)
M2 M 12
Infeccion Wﬁn
Remover Remove
M 2;1) M 1) (M; 1)
Remover
(M 2; 0) /nl

La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
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3. En las dos primeras reacciones un susceptible es infectado y en las siguientes cuatro reacciones
un infectado es removido. Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.

n© (M 3;
Infeccion
Remover
M 33) M 2
Infeccion
Remover
M 32 M 12
Wﬁn
Remover
M 31) (M;1)
Remover
(M 3;0) In,

La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:

+ + + + + + + =(+)7

4. En las dos primeras reacciones un susceptible es infectado, en la tercera un infectado es
removido, en la cuarta un susceptible es infectado y en las siguientes tres reacciones un
infectado es removido.

Mo
™M 3 M 2
nfeccién nfeccién
Remover Remover
M 32) M 22 M 12
Wﬁn
Remover
(M 31) (M;1)
Remover
(M 310) /n]_

La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
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5. En las dos primeras reacciones un susceptible es infectado, en la tercera y cuarta reaccion un
infectado es removido y en las siguientes dos reacciones un infectado es removido.

N
M 2
nfeccion
Remover
M 3 M 2;2) M 12
nfeccion Wﬁn

Remover emover

M 31) M 2;1) (M;1)
Remover

M 3;0) Ing

La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
3 4
+ + + + + + + S+ )

6. En la primer reacciéon un susceptible es infectado, en la segunda reaccién un infectado es
removido, en la tercera y cuarta reacciéon un susceptible es infectado y en las siguientes dos
reacciones un infectado es removido. vamos aca

No

™M 3

Remover >
Infeccion

M 32 M 2 M 12

Remover ~Remover \
Infeccion Infeccion

M 31) M 1;1) M;1)
Remover

M 3,0) Iny

La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
3 4
+ + + + + + + S+ )

o1



CAPITULO 5. PROBABILIDAD DE EXTINCION Y DE EPIDEMIA COMO
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7. En la primer reacciéon un susceptible es infectado, en la segunda reacciéon un infectado es
removido, en la tercera un susceptible es infectado, en la cuarta reacciéon un infectado es re-
movido, en la quinta un susceptible es infectado,y en las siguientes dos reacciones un infectado
es removido.

No

M 3 M 2 M 12
Remover “~Remover “~Remover \
Infeccion Infeccion Infeccion
M 31) M 21) M 11) (M;1)
Remover
(M 3; O) /n]_

La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:

+ + + + + + + :(+)7

Tomando en cuenta todos los casos que hemos presentado, hallamos la probabilidad de que la
enfermedad se extinga a lo mas en 7 pasos, misma que llamaremos probabilidad de extincién.

2 2 3 3 4 3 4
P (Extincién) = + + + +

G E R G L G U G U s
2 3 3 4 3 4 3 4 (5.8)

R R G LR G LR G |

Simplificando la ecuacién queda de la siguiente manera:

2 2 2 3 5 3 4

P (Extincion) = (5.9)

RO A G AR G |
Notemos que el lado derecho de la ecuacion (5.9) solo depende de los parametros del modelo,

Podemos fijar alguno de los dos parametros y obtener la probabilidad de extincién en funcion del
otro parametro

Tenemos que %p = —, sustituyendo = %y en la ecuacion (5.9) obtenemos.

4 (%o ) 2 4 2o )23_'_5(%0 )2 4
Fo + (%o + )P (% + )P (% + )

P (Extincion) = (5.10)
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En cada uno de los términos del lado derecho de la ecuacion (5.10) podemos factorizar a  en
el denominador y reducir términos.

1, %, 2A%)? | 5(%)
FHo+1 (Fo+1)P (Zo+1)P° (F+1)
En la ecuacion (5.11) hallamos la probabilidad de que una simulacion se extinga en a lo mas

siete pasos, de manera analoga realizamos el estudio para 9 pasos y hallamos que la probabilidad
de extincion es la siguiente:

P (Extincion) = (5.11)

2 223 5 3 4 14 4 5
P (Extincién) = Tt + ) + T + C+ ) + C+ ) (5.12)
En términos de %y queda de la siguiente manera:
1 2 2 s 14 4
P (Extincion) = Ao, 2% S | 14(%0) (5.13)

To+1 G+ 1P G+ 1P (G+1)  (o+1)

La probabilidad de extinciéon en exactamente 9 pasos esta dada por el ultimo término que
agregamos a la ecuacion (5.13), que es el siguiente:

14(%0)*
(%o +1)°

La figura (5.9) muestra la probabilidad de extincion en exactamente 9 pasos en funciéon del
nimero basico de reproduccion %y, Como podemos ver son valores cercanos a cero y para pasos
superiores el denominador cada vez va a ir aumentando mas, con lo que estariamos agregando
valores que cada vez mas cercanos a cero y no afectarian mucho la probabilidad, es por ello que el
estudio analitico de la probabilidad de extincién lo hacemos hasta los 9 pasos.

0.030 A

—— Probabilidad extincién en nueve pasos

0.025 A

4
o
~
o

0.015 A

0.010 A

Probabilidad extincién

0.005 +

0.000 A

0.00 025 050 075 1.00 125 1.50 175 2.00
RO

Figura 5.9: P(extincion analitica nueve pasos) vs %o
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En la ecuaciéon (5.13) hallamos una expresion para la probabilidad de extinciéon en términos
del ntimero basico de reproduccién Zp mismo que ya vimos en el estudio del modelo SIR deter-
minista nos ayuda a saber cuando ocurrird una epidemia o no. Como podemos ver en la figura
(5.10) mientras el valor del %y va aumentando la probabilidad de que la enfermedad se extinga va
disminuyendo.

1.04 —— Probabilidad extincion analitica

o o o
~ @ ©

Probabilidad extincién

o4
o

0.00 025 050 075 100 125 150 1.75 2.00
RO

Figura 5.10: P(extincion analitica) vs %o

Como ya vimos podemos hallar la probabilidad de epidemia a partir de la probabilidad de
extincién de la siguiente manera:

Probabilidad(epidemia) =1 Probabilidad(extincion)

En la figura (5.11) se muestra la probabilidad de epidemia como funciéon del ntimero basico de
reproduccion Zo

—— Probabilidad epidemia analitica

=] =] b=
N w IS
L

Probabilidad epidemia

=4
N

0.0 |

0.00 025 050 075 100 125 150 1.75 2.00
RO

Figura 5.11: P(epidemia analitica) vs %o
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En este capitulo logramos hallar la probabilidad de extinciéon mediante simulaciones compu-
tacionales y de manera analitica y a partir de ella la probabilidad de epidemia
En la figura (5.12) se muestra la probabilidad de extinciéon en funcion del %o

1.0 —— Probabilidad extincién analitica
Probabilidad extincién simulaciones

b= o o
~ o ©

Probabilidad extincion

o
o

0.5 A

0.00 025 050 075 100 125 150 1.75 2.00
RO

Figura 5.12: Comparacion de las probabilidades de extincién obtenidas analitica y numéricamente

En la figura (5.13) comparamos la probabilidad de epidemia en funcion del %o

—— Probabilidad epidemia analitica
0.5 4 Probabilidad epidemia simulaciones

o (=} (=
[N} w =
L

Probabilidad epidemia

=4
-

0.0 A

0.00 025 050 075 100 125 150 1.75 2.00
RO

Figura 5.13: Comparacion de las probabilidades de epidemia obtenidas analitica y numéricamente
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5.3. INTERPRETACION PROBABILISTICA DE EPIDEMIA CON CONDICION INICIAL
o<1

5.3. Interpretacion probabilistica de epidemia con condicion
inicial Iy <1

Hemos desarrollado el estudio del modelo SIR desde un enfoque estocéstico con la motivacion
de tener un punto comparacién con el determinista. Con las expresiones de la probabilidad de
epidemia y de extincién que hallamos y por medio de las simulaciones retomamos el anélisis de la
figura (1.4) presentada en el primer capitulo donde se muestra una simulacion en la que ha ocurrido
una epidemia aun cuando se han tomado por condicién inicial lg = 0:5; S = 99 y los siguientes
parametros =:1;, =:5.

En un principio se podria pensar que el estudio desde un enfoque estocastico no seria de
utilidad para el estudio este caso, dado que no podemos tener como condicién inicial un ntimero
de infectados entre cero y uno.

Al tomar < | > como el promedio, en cada tiempo t, de la poblacion de infectados de N
simulaciones, se cuenta con un cierto grado de control sobre las condiciones iniciales, en especial
< lp > que es la cantidad de infectados con las que comienza el promedio de las N simulaciones.

Lo que deseamos que < lg > sea menor que uno, para ello tomamos una porciéon de las N
simulaciones con condicién inicial lg = 1 y en las simulaciones restantes lg = 0, en las que no
puede ocurrir epidemia alguna.

Para ejemplificarlo tomemos n de las N simulaciones, con n 2 f1;::;;N  1g, tales que tienen
como condicién inicial lg = 1 y las restantes N n simulaciones comiencen con lg = 0, el promedio
de infectados iniciales es:

n)+(MN n)@0) _n
N N

n
Como n 2 1;::;; N 1g, entonces < lg >= N <1

Tomando estas condiciones e implementandolas en las simulaciones se calcul6 el promedio de
los individuos susceptibles e infectados en cada tiempo y obtuvimos que en el promedio ocurro una
epidemia como lo podemos ver en la figura (5.14), en la (5.15) podemos corroborar que (< lg >
) <1

—— promedio —— promedio
2.25 4
30 4
2.00
251
1.75 4
» 201 -
S S 1.50
] ]
g g
g 15 ke
£ £ 1.25 49
10 4
1.00 A
51 0.75 -
0 0.50 1
3‘0 4‘0 50 6‘0 7‘0 BID 9‘0 160 97.5 98.0 98.5 99.0 99.5
Susceptibles Susceptibles
Figura 5.14: SIR estocastico: promedio infectados vs pro- Figura 5.15: Remarcamos que en el promedio de infectados
medio susceptibles comienza con (< lp >) <1
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Como una porcion de las simulaciones estocasticas se tomaron con condicién inicial g = 0
esto hace que la epidemia que ha ocurrida en el promedio infectara a menos pobladores que en la
simulacion determinista, tal como lo podemos ver en las figura (5.16).

—— Promedio simulaciones
SIR Determinista

40

w
]

Infectados

N
o

104

0 20 40 60 80 100
Suceptibles

Figura 5.16: Comparacion SIR-Determinista-Estocastico

Proponemos que la probabilidad de ocurra una epidemia en el promedio de los infectados
esta dada por la probabilidad de tomar una simulaciéon que haya comenzado con lp = 1 por la
probabilidad de que la enfermedad persista y genere una epidemia.

La probabilidad de que al tomar una simulacién de las N realizadas sea una de las n en las que
se comenzaron con lg = 1es < lg >= % y tomamos como la probabilidad de que la epidemia
persista y esta dada de la siguiente manera

=1 Pextincién

De esta forma la probabilidad de ocurra una epidemia en el promedio es la siguiente:
Pepidemia(< 1 =) =< 1o > (5.14)

Sustituyendo en la ecuacion (5.15) obtenemos

Pepidemia(< 1 =) =< lo > (1  Pextincion) (5.15)

Sustituyendo la probabilidad de extincion, ecuacion (5.13), en la ecuacion (5.15) obtenemos:

o _ 1 Ro 2(%0)* 5(%o)* 14(%0)*
Pepidemia(< 1 >) =<1o> 1 Do + 1 + (%o + 1)3 + (%o + 1)5 + (%o + 1)7 + (%o + 1)°
(5.16)
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Capitulo 6

Conclusién

En el estudio del modelo SIR estocéstico el comportamiento de la enfermedad al tomar el
promedio de las simulaciones estocésticas concuerda al comportamiento del modelo determinista,
indicando que los modelos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias son una buena herra-
mienta para aproximar la evoluciéon de una epidemia.

Sin embargo también se vio la importancia de la probabilidad de extincién en los primeros
pasos de la enfermedad, evidenciando casos en los que la enfermedad se extingue sin generar
una epidemia incluso cuando ntmero bésico de reproducciéon es mayor a uno. Auxiliados de
las simulaciones computacionales y mediante un estudié analitico del proceso de la enfermedad
hallamos esta dependencia mediante la probabilidad de que ocurra una epidemia en funcién del
numero béasico de reproduccion Zp.

Estos resultados ayudan a tener un mejor entendimiento de las implicaciones que %y > 1, pero

también ayudaran a plantear modelos metapoblaciones mas realistas donde los contagios en zonas
extranjeras son pocos y por lo tanto las fluctuaciones toman relevancia.
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Apéndice A
Generando Numero Aleatorios

La funcion de distribucion F(X) por definicion siempre cae entre 0 y 1, entonces es posible
obtener una muestra X de cualquier distribucion, generando una variable aleatoria uniforme r 2
U(0;1) y resolviendo para F(X) =r

x=F (r)
Poniendo en el eje vertical una muestra aleatoria distribuida uniformemente, la funcién de dis-
tribucién refleja la muestra en el eje horizontal, de la siguiente manera transformando r en una
variable aleatoria X con las estadisticas deseadas.

ComoOFO(X) = f(X), y se tiene que F(X) 0, la funcion F(X) es estrictamente creciente y su
inversa F  esta definida de forma tnica para cada distribucién.

Por ejemplo sea E(a) una variable aleatoria distribuida exponencialmente, luego

F(x)=1 exp[ ax]

Si tomamos F(X) = 1 r, donde r es una unidad de una variable distribuida uniformemente,
entonces
1 r=1 exp[ ax]

D r=exp[ ax])

> explax)) = ¢
_ 1

Y ax=In ;

de donde
1 1
X==In =
a r

es una variable aleatoria, exponencialmente distribuida con constante de decaimiento a. Esta
relacion sera de particular importancia cuando se considere la simulacion de procesos aleatorios.
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Apéndice B
Método de inversidon de enteros

Dado una distribucién de probabilidad P, muestra que para r tomado de una distribuciéon
uniforme U (0;1), el entero n que satisface

> X

PG r P (i)
i= 1 i= 1

es una realizacion de P (n).

Solucion:

Tomemos a P como una distribucién de probabilidad y a r tomado de una distribucién uniforme
U(0; 1) y supongamos que N es tal que satisface lo siguiente:

X
P r< P (i)
i= 1 i= 1

Como P (Nn) es una distribuciéon de probabilidad cumple que

P(iH=1
i= 1
en especial
P(i)<1
i= 1
y
P(i<l1
i= 1
es mas tenemos que
> X
0 P(i) < Pih<l1
i= 1 i= 1
Atn mas
| | |
> X X <
P P r< P(i) =F P (i) Fr P (i)
i= 1 i= 1 i= 1 i= 1

63



APENDICE B. METODO DE INVERSION DE ENTEROS

Donde Fy es la funcion de distribucion acumulada de r la cual se tomo de una variable uniforme
U (0;1), que tiene la siguiente funcion de distribucién acumulada

8 .
<0 six<0
Fr)= _ 23=x si0 x<1 (B.1)
-1 sil X
Asi ]
> X X >
P PG r< PGl = P (i) P (i)
i= 1 i= 1 i= 1 i= 1
simplificando ¥
>l X )
P PGl r< P@{i) =P()
i= 1 i= 1

Por lo tanto n es una realizacién de la distribuciéon P.
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Apéndice C

Estudio extincion de la enfermedad
en nueve pasos

A continuaciéon mostramos los casos restantes en los que la epidemia se extingue en a lo mas

nueve pasos.

1. En las cuatro primeras reacciones un susceptible es infectado y en las siguientes cinco reac-
ciones un infectado es removido. Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.

ne) (M

Remover
M
Remover
M
Remover
M
Remover
M

Remover

(M

Infeccion

4;4) M 3

Infeccion

4,3) M 2

Infeccion

4,2) M
4;1)

4;0)

L2

Infeccion

(M;1)

La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
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2. En las tres primeras reacciones un susceptible es infectado en la cuarta un infectado es
removido, en la quinta un susceptible es infectado y en las siguientes cuatro reacciones un
infectado es removido. Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.

Ng (M 4 (M
Infeccion
Remover
(M 43) (M 3;3) M 2
Infeccion
Remover
M 42) M 12
W{)n
Remover
M 41) (M; 1)
Remover
(M 4,0) / Ny
La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
4 5
+ + + + + + + + + T+ )0
3. En las tres primeras reacciones un susceptible es infectado en la cuarta y quinta un infectado
es removido, en la sexta un susceptible es infectado y en las siguientes tres reacciones un
infectado es removido. Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.
ne (M 3;
Infeccion
Remover
(M 4 (M 3;3) M 2
Infeccion Infeccion
Remover Remover
M 4:2) M 32 M 12
W@n
Remover
M 41) (M;1)
Remover
(M 40) / Ny
La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
4 5
+ + + + + + + + + T+ )0
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4. En las tres primeras reacciones un susceptible es infectado en la cuarta, quinta y sexta un
infectado es removido, en la séptima un susceptible es infectado y en las siguientes dos
reacciones un infectado es removido. Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.

ne M 3
Infeccion
Remover
M 3:3) ™M 2
Infeccion
Remover
M4 M 3;2) M 12
Infeccién W{)n
Remover Remover
M 41) M 31) (M; 1)
Remover
(M 4,0) / Ny
La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
4 5
+ + + + + + + + + T+ )0
5. En las dos primeras reacciones un susceptible es infectado en la tercera un infectado es remo-
vido, en la cuarta y quinta un susceptible es infectado y en las siguientes cuatro reacciones
un infectado es removido. Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.
ne (M 4
Infeccion
Remover
(M 4:3) ™M 3 M
Infeccion
Remover
M 4:2) M 22 M 12
W@n
Remover
(M 41) (M;1)
Remover
(M 40) / Ny
La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
4 5
+ + + + + + + + + T+ )0
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6. En las dos primeras reacciones un susceptible es infectado en la tercera un infectado es
removido, en la cuarta un susceptible es infectado, en la quinta un infectado es removido,
en la sexta un susceptible es infectado y en las siguientes tres reacciones un infectado es
removido. Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.

N
M 4 (M 2;
nfeccion nfeccion
Remover Remover
M 42) M 32) M 22 M 12
W@n
Remover
M 41) (M; 1)
Remover
(M 40 / Ny
La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
4 5
+ + + + + + + + + ( + )
7. En las dos primeras reacciones un susceptible es infectado en la tercera un infectado es
removido, en la cuarta un susceptible es infectado, en la quinta y sexta un infectado es
removido, en la séptima un susceptible es infectado y en las siguientes dos reacciones un
infectado es removido. Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.
o)
M4 M 32 M L2
Infeccion W{)n
Remover Remover
M 41 M 31) M; 1)
Remover
(M 4,0) / Ny
La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
4 5
+ + + + + + + + + ( + )
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8. En las dos primeras reacciones un susceptible es infectado en la tercera y cuarta un infectado
es removido, en la quinta y sexta un susceptible es infectado y en las siguientes tres reacciones
un infectado es removido. Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.

"o
M 4 ™M 2
Infeccion Infeccion
Remover Remover
M 42) M3 M 22 M 12
Infeccion Wﬁn
Remover Remover
M 41) M 21) (M:1)
Remover
(M 40 / M
La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
4 5
+ + + + + + + + + T+ )°
9. En las dos primeras reacciones un susceptible es infectado, en la tercera y cuarta un infectado
es removido, en la quinta un susceptible es infectado, en la sexta un infectado es removido,
en la séptima un susceptible es infectado y en las siguientes dos reacciones un infectado es
removido. Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.
g
™M 2
nfeccion
Remover
(M 4;2 (M 2;2) (M 1;%)
Infeccion Wﬁn
Remover Remover
M 41) M 2;1) (M; 1)
Remover
(M 40) / N
La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
4 5
+ + + + + + + + + ( + )
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10. En las primer reacciones un susceptible es infectado, en la segunda un infectado es removido,
en la tercera, cuarta y quinta un susceptible es infectado y en las siguientes tres reacciones

un infectado es removido. Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.

ne (M 4
Infeccion
Remover
(M 43) M 3
Infecciéon
Remover
M 42) M 2z M 19
Infeccion \@én
Remover Remove
M 41) (M 1;1) (M;1)
Remover
(M 4,0) / Ny
La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
4 5
+ + + + + + + + T+ )0
11. En las primer reacciones un susceptible es infectado, en la segunda un infectado es removido,
en la tercera y cuarta un susceptible es infectado, en la quinta un infectado es removido, en la
sexta un susceptible es infectado y en las siguientes tres reacciones un infectado es removido.
Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.
gl
M 4 (M
Infeccion
Remover
M 42 M 2; M 12
Infeccion Wﬁn
Remover Remove
M 41 M 11 M; 1)
Remover
(M 40 / N
La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
4 5
+ + + + + + + + T+ )°
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12. En las primer reacciones un susceptible es infectado, en la segunda un infectado es removido,
en la tercera y cuarta un susceptible es infectado, en la quinta y sexta un infectado es
removido, en la séptima un susceptible es infectado y en las siguientes dos reacciones un
infectado es removido. Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.

o)

M 4 M 3:2) M 2 M 12
Infeccion Infeccion \@én
Remover Remover Remove
M 41) M 31 M 11 (M; 1)
Remover
(M 40) / N

La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:

4 5
+ + + + + + + + + ( + )
13. En las primer reacciones un susceptible es infectado, en la segunda un infectado es removido,
en la tercera un susceptible es infectado, en la cuarta un infectado es removido, en la quinta y
sexta un susceptible es infectado y en las siguientes tres reacciones un infectado es removido.
Este caso lo podemos ver en la siguiente figura.
o)
M4
Infeccion
Remover
M 42 M3 M 2 M 12
Infeccion Infeccion \@én
Remover Remover Remove
M 41) M 21) M 11) (M:1)
Remover
(M 4,0) / Ny
La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:
4 5
+ + + + + + + + + ( + )
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14. En las primer reacciones un susceptible es infectado, en la segunda un infectado es removido,
en la tercera un susceptible es infectado, en la cuarta un infectado es removido, en la quinta
un susceptible es infectado, en la sexta un infectado es removido, en la séptima un susceptible
es infectado y en las siguientes dos reacciones un infectado es removido. Este caso lo podemos
ver en la siguiente figura.

o)

M 4 M 12
Infeccion \@én
Remover Remove
M 41) M 31) M 21) (M 11) (M; 1)
Remover
(M 4,0) / Ny

La probabilidad de que este caso ocurra es la siguiente:

72



Bibliografia

1]

2]

3]

4]

15]

[6]
7]

18]

19]

Fred Brauer and Carlos Castillo-Chévez. Mathematical models in population biology and epi-
demiology. Number 40 in Texts in applied mathematics. Springer, New York, 2nd ed edition,
2012.

C. S. Gillespie. Moment-closure approximations for mass-action models. IET Systems Biology,
3(1):52-58, 2009.

Juan Pablo Horcajada and Belén Padilla. Endemia y epidemia. Investigacion de un brote
epidémico nosocomial. Enfermedades Infecciosas y Microbiologia Clinica, 31(3):181-186, March
2013.

M. Scott. Applied Stochastic Processes in science and engineering. University of Waterloo,
2013.

Maria José FresnadilloMartinez. Modelizacién matematica de la propagacion de enfermedades
infecciosas: de doénde venimos y hacia donde vamos. 26(2):81-91, 2013.

Rafael Valdez Aguilar. Pandemias de influenza en México. NUMERO 10, June 2009.

Luis Rineon. Introduccion a los procesos estocasticos. Departamento de Matematicas. Facultad
de Ciencias UNAM, México DF, 2012.

Luis Rincon. Introducciéon a la probabilidad. Departamento de Matematicas. Facultad de
Ciencias UNAM, Meéxico DF, 2014.

Victor J Victor J. Schoenbach. Gestion y analisis de datos. page 29, April 2000.

73



