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Caṕıtulo 1

Introducción

La ciencia de materiales es la encargada de investigar la estructura, pro-
piedades y la relación que guardan entre ellos, lo cual ha sido de gran im-
portancia desde los inicios de la humanidad, pues veamos que en cualquier
época en poca o gran medida, nos hemos servido de todo tipo de materiales
para satisfacer nuestras necesidades. [1]

Desde la edad de Piedra (3 000 A.C) hasta la edad de Hierro (1 000 A.C.-
1 950 D.C.) se han dado grandes contribuciones al estudio de los materia-
les. En la prehistoria se crearon herramientas en base a la durabilidad de
la piedra y a la dureza del hierro. [2] Posteriormente las necesidades crecie-
ron y al ser los metales puros demasiado suaves para ser empleados como
armas, se vieron en la necesidad de desarrollar aleaciones. Con esto inició la
mezcla, y alteración de muchos elementos originando aśı, un gran número de
materiales completamente artificiales con una enorme gama de propiedades
mecánicas, ya que, estas pueden ser ajustadas a un diseño dado. Posterior-
mente con los grandes avances cient́ıficos que se produjeron en los últimos
siglos, se pudieron manipular las propiedades eléctricas de los materiales, lo
cual ha revolucionado al mundo y a la tecnoloǵıa, pues sus aplicaciones son
muy vastas y ha abierto nuevas fronteras. En términos del desarrollo de los
materiales, lo que ha seguido, es el control de sus propiedades ópticas. [3]
Esto es, ha sido posible realizar materiales que impidan la propagación de
ondas electromagnéticas, para ciertas longitudes de onda, o que permitan
su transmisión pero solamente en unas determinadas direcciones del espacio.
También ha sido posible atrapar, localizar y prever el comportamiento de
dichas señales, lo que implica un gran avance en el desarrollo tecnológico. [4]

En este contexto los cristales fotónicos han tomado un papel principal
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2 Introducción

debido a que son estructuras ópticas en las que la variación periódica del
ı́ndice de refracción, determina la posibilidad o no de la propagación de los
fotones. La periodicidad de una estructura fotónica puede ser en una, dos
o tres dimensiones. Pueden construirse con diferentes tipos de materiales,
como dieléctricos, semiconductores y metales. [5] Un ejemplo de este tipo es
el grafeno, que ha sido objeto de muchos estudios en este ámbito, debido a
las diversas caracteristicas fisicas que presenta.

El grafeno es un cristal atómico bidimensional de carbono, el cual fue
obtenido en 2004 por Andréy Gueim y a Konstant́ın Novosiólov al exfoliar
carboncillo. [6] Inmediatamente después de haberlo podido sintetizar, este
material causó un avance en el desarrollo de los materiales por su bidimensio-
nalidad debido a que teóricamente estas estructuras eran inestables, además
a esto debe sumarse sus incréıbles y extraordinarias propiedades f́ısicas. Este
material tiene una alta conductividad térmica y eléctrica, es de gran dureza,
y sobre todo el más delgado y liviano, reacciona qúımicamente con otras sus-
tancias para producir compuestos de diferentes propiedades, presenta gran
ligereza, es flexible, tiene un bajo efecto Joule, esto es, se calienta menos al
conducir los electrones cuando se compara para esta misma tarea con el sili-
cio, por lo que genera un menos consumo de electricidad, en otrar palabras
tiene una mayor eficiencia. [7–9] Además de que recientemente se a demostra-
do que se autorregenera. [10] Y son todas estas propiedades las que lo hacen
muy prometedor para la industria, la ingenieŕıa y la investigación pura, por
esto no será dif́ıcil creer que rápidamente surgieron nuevas y variadas formas
de obtener este milagroso material. Entre ellas se encuentra el crecimiento
de grafeno sobre diferentes sustratos, lo cual a permitido la construcción de
superredes que pueden crecerse de manera periódica o cuasiperiodoca, siendo
la estructura resultante de menor tamaño que los cristales construidos con
materiales tales como dieléctricos, semiconductores o metales.

Dando paso al estudio de los cuasicristales, los cuales se definen como una
estructura determinista, perfectamente ordenada, y que a diferencia de los
cristales no presenta ninguna simetŕıa de traslación debido a la aperiodicidad
que presentan, esto es, siguen reglas de conformación complejas pero bien
definidas, es decir, son ordenadas pero no son periódicas. Estos cuasicristales
se construyen generalmente alternando dielectricos o metales, a través de
una relación de recurrencia [11]. Los casos más ampliamente estudiados en
la literatura y llevados a la construcción experimental son los que siguen
una relación de recurrencia de Fibonacci, ya que esta estructura nos permite
controlar sus propiedades al variar los anchos de las capas dependiendo del
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orden de generación de los números. Además de que esta sucesión presenta
una estrecha relación con la razón dorada o número aureo (también llamado
número de oro o razón de oro; el cual curiosamente aparece en diferentes áreas
como: la música, arquitectura, pintura y la naturaleza en śı misma), pues el
cociente de dos valores consecutivos pertenecientes a la sucesion tienden a
esta razón de oro. [12,13]

Considerando a las diversas aplicaciones de los cuasicristales y las pecu-
liares propiedades del grafeno en este trabajo estudiamos cuasicristales ela-
borados alternando capas de dieléctricos con grafeno, siguiendo la sucesión
de Fibonnaci, pretendiendo calcular los espectros de reflexión y transmisión
en estructuras cuasiperiódicas donde la celda unitaria es un bloque generado
por relación de recurrencia de esta sucesión donde se han combinado capas de
grafeno depositadas sobre un dieléctrico. Para ello se construyen dos bloques
donde el ancho del dieléctrico es diferente para cada uno de ellos, como se
mencionó anterioremente estos se ordenan siguiendo una secuencia de Fibo-
nacci. Ha sido mostrado en la literatura que la separación entre las capas de
grafeno es determinante en la forma en la que se propagan los campos.

Para hacer este estudio, esta tesis se desarrolla de la siguiente manera, en
el caṕıtulo 2 se presenta el formalismo de la matriz de transferencia conside-
rando la modificación que debe hacerse al método debido a las condiciones
de frontera que impone el grafeno, en el caṕıtulo 3, se discute con detalle
las propiedades del grafeno, en el siguiente caṕıtulo se hace un recuento de
los números de Fibonacci y de la forma en la que esta relación de recurren-
cia se aplica para en la construcción de las superredes cuasiperiódicas. En el
cáıtulo 5 se presentan los resultados de este trabajo y finalmente en el último
caṕıtulo se dan las conclusiones de este.
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Caṕıtulo 2

Desarrollo teórico

2.1. Ecuaciónes de Maxwell

En 1873 J.C. Maxwell publicó su famoso Tratado de electricidad y mag-
netismo en el cual demostraba que las explicaciones y predicciones de los
fenómenos electromagnéticos pod́ıan ser descritos por un grupo de cuatro
ecuaciones (originalmente veinte), la ley de Gauss para la electricidad y el
magnetismo, la ley de Ampere generalizada y la ley de Faraday para la in-
ducción electromagnética. [14]

∇ · ~D = 0 (2.1)

∇ · ~B = 0 (2.2)

∇× ~E = −1

c

∂ ~B

∂t
(2.3)

∇× ~H = ~J +
∂ ~D

∂t
(2.4)

Este es un conjunto de ecuaciones diferenciales, en las cuales aparecen
las condiciones f́ısicas siguientes: campo eléctrico ~E, campo magnético ~B,
densidad de flujo eléctrico ~D, intensidad de campo magnético ~H, densidad
de corriente eléctrica ~J y densidad de carga eléctrica ~ρ.
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6 Desarrollo teórico

Para las ecuaciones de Maxwell en presencia de materia es necesario in-
troducir los vectores siguientes, dado que debemos considerar la intervención
de la permitividad y permeabilidad del medio

~D = ε ~E Desplazamiento eléctrico

~H =
~B
µ

Campo magnético

2.2. MMT

Generalmente el obtener la transmisión y reflexión de una onda elec-
tromagnética propagándose en medios anisotrópicos compuesto por algunas
capas se resuelve fácilmente mediante la aplicación de las ecuaciones de Max-
well, no obstante, cuando el número de capas es muy grande; el análisis de
este problema se vuelve muy complicado debido a la cantidad de ecuaciones
que hay que resolver. En estos casos es conveniente optar por otro método,
como lo haremos en este trabajo. Se desarrollará un sistema compuesto por
interfaces, ordenadas mediante la sucesión de Fibonacci, de donde, obtendre-
mos las transmitancias y las reflexiones empleando el Método de Matriz de
Transferencia (MMT), ya que, este método nos permite asignar una matriz
a cada una de las capas que forman la superred y el producto de éstas nos
darán una matriz que contiene la información de todo el sistema; pues el
producto de ellas mantiene el orden en el cual las ondas atraviesan las capas
al propagarse por el arreglo. En este caṕıtulo desarrollaremos el MMT para
dos tipos de polarización, la polarización transversal eléctrica conocida como
polarización S y la polarización transversal magnética o polarización P . [15]

2.3. Polarización P

El hecho de que una onda electromagnética esté polarizada ı́ndica que
el campo eléctrico oscila en un plano determinado, llamado plano de polari-
zación. Este plano puede definirse por dos vectores, uno de ellos paralelo a
la dirección de propagación de la onda y el otro perpendicular a esa misma
dirección, el cual indica la dirección del campo eléctrico. Como las ondas
electromagnéticas son ondas transversales, el campo magnético es ortogonal
al campo eléctrico y al vector de propagación de la onda, para el caso de
polarización P, el plano de polarización de la onda es paralelo a la superficie



2.3 Polarización P 7

de esta hoja tal como me muestra en la imagen (2.1), de esto se tiene, que el
campo magnético queda perpendicular al plano de polarización. [16]

En la siguiente imagen mostramos la propagación de una onda electro-
magnética con las caracteŕısticas mencionadas anteriormente que se propaga
en un cristal fotónico formado por dos materiales con indices de refracción
n1 y n2 respectivamente.

Figura 2.1: Polarización P en un cristal fotónico

De la figura anterior podemos ver que el campo eléctrico, el campo magnéti-
co y el vector de propagación se puede representar por los siguientes vectores.

E = (−Ex, 0,−Ez) (2.5)

B = (0, By, 0) (2.6)

k = (kx, 0, kz) (2.7)

Definimos la magnitud del vector k como

|k| = k2 = k2x + k2z (2.8)

Donde el vector de onda está dado por:

k2 = εjµj
ω2

c2
(2.9)

En esta ecuación εj, µj representan la permitividad y la permeabilidad
respectivamente de la j-ésima capa. El sub́ındice j indica el medio al cual
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pertenecen estos valores, por lo tanto, puede variar de 1 a m , donde n en el
número de capas total y c es la velocidad de la luz, mientras que ω simboliza
la frecuencia angular de la onda incidente.

Debido a las condiciones de frontera, la componente tangencial del campo
eléctrico se conserva igual que kx, por lo cual, podemos expresarlo como:

k2x = ε0µ0
ω2

c2
(sin(θ))2 (2.10)

Aqúı ε0 y µ0 son la permitividad eléctrica y permeabilidad magnética del
medio incidente que es exterior a nuestra estructura, θ es el ángulo que se
forma con la normal y el vector de onda que se ilustra en la Figura (3.1).
Ahora veamos que si sustituimos la ecuación(2.10) y la definición del vector
de onda en la magnitud de k, y realizando algunas manipulaciones algebraicas
conseguimos el siguiente resultado.

k2zj = µj
εjω

2

c2
− ε0µ0

ω2

c2
(sin(θ))2 (2.11)

En este caso el sub́ındice j indica la capa de la estructura sobre la cual
se esta trabajando. Empleando las ecuaciones Maxwell y considerando una
densidad de carga nula, además de suponer que la permitividad de los medios
es homogénea, usamos ∇ ·D = 4πρ donde D = εE, por lo tanto

∇ · E = 0 (2.12)

También se considera que E y B se propagan como ondas de una sola longi-
tud, de esto podemos definir el campo magnético y eléctrico respectivamente,
como:

B = By ĵe
i(kzz+kxx−ωt) (2.13)

E = (Ex̂i− Ezk̂)ei(kzz+kxx−ωt) (2.14)

Ahora procedemos a aplicar la Ecuación (2.12) al campo eléctrico definido
anteriormente y conseguimos el siguinete resultado.

∇ · E = Exikxe
i(kzz+kxx−ωt) − Ezikzei(kzz+kxx−ωt) = 0 (2.15)

El cual podemos escribirlo como se expresa a continuación:
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Exkz = Ezkz (2.16)

Aplicando ∇ · E = − 1
C
∂B
∂t

a E y simplificando, resulta

Exkz − Ezkx =
ω

c
By (2.17)

Si de la expresión anterior despejamos Ez y lo sustituimos en la ecuación
(2.16), realizamos manipulaciones algebraicas y despejando By obtenemos

By = −εjµj
ω

ckz
Ex (2.18)

Definimos la impedancia.
como:

Yj = −εj
ω

ckz
(2.19)

Ahora realizando la sustitución de Hy =
Bj
µJ

y la impedancia en la Ecua-

ción(2.18) la relacion entre Hy y Ex, queda representada por

Hy = YjEx (2.20)

Figura 2.2: Propagación de la componente paralela del campo eléctrico

De acuerdo a la propagación del campo electromagnético, como podemos
verlo en la imagen anterior, tenemos las siguientes ondas.
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Exj = A1je
ikzj zj − A2je

−ikzj zj (2.21)

Hyj = YjA1je
ikzj zj + YjA2e

−ikzj zj (2.22)

La ecuación del campo eléctrico nos ı́ndica que hay dos ondas propagándose:
una hacia la derecha y una hacia la izquierda, que corresponde a la onda
reflejada y transmitida, respectivamente. El campo magnético tiene una re-
presentación análoga.
Veamos que las ecuaciones (2.21) y (2.22) podemos escribirlas en notación
matricial de la siguiente manera.(

Exj
Hyj

)
zj

=

(
1 −1
Yj Yj

)(
A1je

ikzj zj

A2je
−ikzjzj

)
zj

(2.23)

De donde obtenemos las matriz Bj, la cual tiene el objetivo de proporcionar
los campos electromagnetico y magnetico a partir de las amplitudes de la
onda.

Bj =

(
1 −1
Yj Yj

)
(2.24)

Conectando las ondas entre los puntos z a z
′
j como se muestra en la Figura

(2.1), conseguimos el siguiente resultado.

(
A1je

ikzj zj

A2je
−ikzj zj

)
zj

=

(
eikzj (zj−z

′
j) 0

0 e−ikzj (zj−z
′
j)

)(
A1je

ikzj z
′
j

A2je
−ikzj z

′
j

)
z′j

(2.25)

Donde

T(d) =

(
eikzj d 0

0 e−ikzj d

)
(2.26)

Con T(d) la matriz de traslación y d = zj − z′j. Esta matriz nos describe el
comportamiento de la onda dentro del medio.
Ahora si sustituimos la ecuación.(2.24) en la ecuación.(2.23) y evaluamos en
el punto z′, obtenemos el siguiente resultado:
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(
Exj
Hyj

)
z′j

= Bj
(

A1je
ikzj z

′
j

A2je
−ikzj z

′
j

)
z′j

(2.27)

Si de esta ecuación despejamos la matriz del lado derecho obtenemos lo si-
guiente: (

A1je
ikzj z

′
j

A2je
−ikzj z

′
j

)
z′j

= B−1j
(
Exj
Hyj

)
z′j

(2.28)

Donde B−1j es la matriz inversa de Bj, por lo cual tienen una función similar
aunque en sentido opuesto.

B−1j =
1

2Yj

(
Yj 1
−Yj 1

)
(2.29)

Veamos que con las ecuaciones obtenidas anteriormente, podemos reescribir
la representacion matricial de las ondas progagandose en el campo electro-
magnético, en términos de Bj,T(d) y B−1j y quedaŕıa expresadas como se
describe a continuación.(

Exj
Hyj

)
zj

= BjT(d)B−1j
(
Exj
Hyj

)
z′j

(2.30)

Renombraremos

BjT(d)B−1j = mj (2.31)

Realizando la multiplicación matricial anterior se obtiene:

mj =

(
cos dkzj

i
Yj

sin dkzj
iYj sin dkzj cos dkzj

)
(2.32)

Esta es la matriz de transferencia que nos proporciona los campos para la
j−ésima capa,la cual describe la propagación de ondas electromagnéticas en
la interfase de un medio n1 a un medio n2

2.4. Condiciones de Frontera

En vista de que la presencia de grafeno está caracterizado por una conductivi-
dad alta, en las interfaces entre los dieléctricos las componentes tangenciales
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de los campos magnéticos nos son continuas y la densidad de corriente su-
perficial se relaciona con la conductividad a través de la Ley de Ohm la cual
determina que para algunos materiales, la densidad de corriente J y el campo
eléctrico E se relacionan a través de una constante σ llamada conductividad,
caracteŕıstica de cada sustancia. Aplicamos las condiciones de frontera las
cuales son utilizadas para calcular los patrones de reflectancia y transmisón
de una onda incidiendo en los medios dieléctrico ó grafeno, por lo cual de-
bemos considerar al aplicarlas que tenemos una densidad de corriente en la
lamina de grafeno, como se menciono anteriormente, lo cual se ve reflejado
en la ecuación (2.36).

D2n −D1n = 0 (2.33)

Ex2 = Ex1 (2.34)

B2n = B1n (2.35)

Hy2 −Hy1 = j = σExj−1
(2.36)

Si estas condiciones de frontera se evalúan para el j-ésimo medio tenemos

Exj |z′j = Exj−1
|zj−1

= A1(j−1)e
ikzj−1zj−1 − A2(j−1)e

−ikzj−1zj−1 (2.37)

Hyj |z′j −Hyj−1
|zj−1

= σExJ−1
|zj−1

(2.38)

Requerimos Hyj , por lo que despejando de la ecuación (2.38), evaluando y
realizando manipulaciones algebraicas obtenemos

Hyj = (σ + yj−1)A1(j−1)e
ikzj−1zj−1 + (−σ + yj−1)A2(j−1)e

−ikzj−1zj−1 (2.39)

Escribiendo matricialmente las relaciones anteriores obtenemos

(
Exj
Hyj

)
z′j

=

(
1 −1

σ + yj−1 −σ + yj−1

)(
A1(j−1)e

ikzj−1zj−1

A2(j−1)e
−ikzj−1zj−1

)
(2.40)



2.5 Coeficientes de Reflexión y Transmisión 13

De donde surge una nueva matriz, la cual es análoga a la ecuación(2.24),
solo que esta nos proporciona los campos de la j-ésima capa a partir de las
amplitudes de la j-1 capa.

Sj−1 =

(
1 −1

σ + yj−1 −σ + yj−1

)
(2.41)

Escribiendo esta matriz en forma de campo eléctrico y magnético, se tiene.(
Exj
Hyj

)
z′j

= Sj−1B−1j−1
(
Exj−1

Hyj−1

)
zj−1

(2.42)

Sustituyendo estas expresión en la ecuación.(2.41) resulta(
Exj
Hyj

)
zj

= mjSj−1B−1j−1
(
Exj−1

Hyj−1

)
zj−1

(2.43)

Con fin de simplificar la notación llamamos: cj = mjSj−1B−1j−1, y al realizar
las operaciones requeridas se concluye el siguiente resultado:

cj =

(
1
2

cos dkzj
i
2

sin dkzj
−1
2
iYj sin dkzj(σ + Yj)

1
2

cos dkzjYj(−σ + Yj)

)
(2.44)

La cual es nuestra matriz de transferencia para la j−ésima capa, reestructura-
da, entonces para obtener la matriz de transferencia para el arreglo completo
debemos realizar la multiplicación de las matrices de cada una de las capas.

C =
n∏
j=1

cj = c1c2c3.........cn (2.45)

2.5. Coeficientes de Reflexión y Transmisión

Una vez obtenida la matriz de transferencia total evaluemos las ecuaciones
(2.21) y (2.22) en z=0 y z=L.
En z = 0, A2 = R y A1 = 1 pues la amplitud del campo incidente esta
normalizada, entonces

Ex(z = 0) = 1−R (2.46)
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Hy(z = 0) = Y0(1 +R) (2.47)

Para el caso de z = L, A2 = T y A1 = 0

Ex(z = L) = TeikzN+1
L (2.48)

Hy(z = L) = Yn+1e
ikzN+1

L (2.49)

Sustituimos las cuatro ecuaciones anteriores en las ecuaciones evaluadas en
las fronteras de la estructura y colocamos los elementos de la matriz c, obte-
nemos:

(
TeikzN+1

L

Yn+1e
ikzN+1

L

)
z=L

=

(
C11 C12

C21 C22

)(
1−R

Y0(1 +R)

)
z=0

(2.50)

Resolviendo el sistema de ecuaciones de 2×2 se obtiene el valor de la amplitud
de transmisión(T) y de reflexión(R)

T =
(C11 − C12Y0)(C21 + C22Y0)− (C11 + C12Y0)(C21 − C22Y0)

(C11 − C12Y0)YN+1e
iLkzN+1 − (C21 − C22Y0)YN+1e

iLkzN+1
(2.51)

R =
(C11 + C12Y0)YN+1e

iLkzN+1 − (C21 + C22Y0)YN+1e
iLkzN+1

(C11 − C12Y0)YN+1e
iLkzN+1 − (C21 − C22Y0)YN+1e

iLkzN+1
(2.52)

2.6. Polarización S

En esta sección se procederá a realizar los cálculos para los coeficientes de
reflexión y transmisión, considerando que el campo magnético es paralelo al
plano de incidencia y el vector de campo eléctrico es perpendicular al vector
de campo magnético.
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Figura 2.3: Polarización Transversal Eléctrica.

Si observamos las componentes del campo eléctrico, magnético y el vector
de propagación de acuerdo a la Figura (2.3) tenemos:

k = (−kx, 0, kz) (2.53)

E = (0, Ey, 0) (2.54)

B = (−Bx, 0,−Bz) (2.55)

A continuación debeŕıamos proceder de igual forma que para la polarización
P pero en vista de que se obtienen exactamente los mismos resultados, de la
Ecuación (2.8) a la Ecuación(2.11), los omitiremos, procediendo directamente
a hacer uso de las ecuaciones de Maxwell.

∇ ·B = 0 (2.56)

Supondremos que las ondas se propagan como si fueran monocromáticas, de
tal forma que E y B quedan definidos como:

E = Ey ĵe
i(kzz+kxx−ωt) (2.57)

B = (Bx̂i−Bzk̂)ei(kzz+kxx−ωt) (2.58)

Si aplicando la Ecuación (2.58) a la (2.58) obtenemos:

Bx = Ez
kz
kx

(2.59)
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Usando el rotacional de B y suponiendo que no hay densidad de corriente
tenemos lo siguiente

∇×B =
εµ

c

∂E

∂t
(2.60)

Haciendo uso de la ecuación (2.60) junto con las ecuaciones (2.57) y (2.58)
realizando el álgebra necesaria y utilizando la ecuación (2.59) para simplificar
términos, análogo a lo que se elaboró para la polarización P.

Bx = −kzEyc
ω

(2.61)

Ahora si se realiza la sustitución de Hx = Bx
µj

, podemos definir la impedancia,
como:

Yj =
kzc

ωµ
(2.62)

Por lo que la relación entre Hy y Ey queda expresada como:

Hy = YjEy (2.63)

De acuerdo a la propagación del campo electromagnético para la polarización
S tenemos lo siguiente:

Eyj = −A1je
ikzjz − A2je

−ikzjz (2.64)

Hxj = −Yj(A1je
ikzjz − A2je

−ikzjz) (2.65)

Veamos que estas ecuaciones las podemos escribir en forma matricial, y ob-
tenemos el siguiente resultado:(

Eyj
Hxj

)
zj

=

(
−1 −1
Yj −Yj

)(
A1je

ikzj zj

A2je
−ikzjzj

)
zj

(2.66)

De donde se define la matriz Bj

Bj =

(
−1 −1
Yj −Yj

)
(2.67)

Elaborando el álgebra de manera silimilar como se realizó para la polarización
P de las ecuaciones. (2.25) a (2.31), obtenemos
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mj =

(
cos dkzj

i
Yj

sin dkzj
−iYj sin dkzj cos dkzj

)
(2.68)

Esta es la matriz de transferencia que nos proporciona los campos para la
j−ésima capa.

2.7. Condiciones de Frontera

En este caso las condiciones de frontera corresponden a las indicadas en la
sección anterior para la polarización P, por lo cual pasaremos directamente
a las implicaciones.

Eyj |z′j = Eyj−1
|zj−1

= A1(j−1)e
ikzj−1zj−1 − A2(j−1)e

−ikzj−1zj−1 (2.69)

Hxj |z′j −Hxj−1
|zj−1

= σEyJ−1
|zj−1

(2.70)

Se requiere deHyj ,por lo cual despejando este término de la ecuación anterior,
evaluando y haciendo manipulaciones algebraicas obtenemos:

Hxj = (σ + yj−1)A1(j−1)e
ikzj−1zj−1 + (−σ + yj−1)A2(j−1)e

−ikzj−1 (2.71)

Escribiendo matricialmente las relaciones anteriores conseguimos:

(
Eyj
Hxj

)
z′j

=

(
−1 −1

−σ + yj−1 −σ − yj−1

)(
A1(j−1)e

ikzj−1zj−1

A2(j−1)e
−ikzj−1zj−1

)
(2.72)

Hemos obtenido una nueva matriz, la cual esta definida como:

Sj−1 =

(
−1 −1

−σ + yj−1 −σ − yj−1

)
(2.73)

Escribiendo esta matriz en forma de los campo tenemos:(
Eyj
Hxj

)
z′j

= Sj−1B−1j−1
(
Eyj−1

Hxj−1

)
zj−1

(2.74)
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Sustituyendo estas expresion en la ecuación. (2.73) resulta(
Eyj
Hxj

)
zj

= mjSj−1B−1j−1
(
Eyj−1

Hxj−1

)
zj−1

(2.75)

Con fin de simplificar la notación nombraremos Cj = mjSj−1B−1j−1

cj =

(
1
2

cos dkzj
i sin dkzjYj−1

2Yj

−1
2
iYj sin dkzj(σ + Yj) −1

2
cos dkzjYj−1(−σ − Yj)

)
(2.76)

La cual es nuestra matriz de transferencia para la j− esima capa pues note-
mos que sus componentes determinan r y t, entonces para obtener la matriz
total de transferencia para el arreglo completo debemos considerar lo siguien-
te

C =
n∏
j=1

cj = c1c2c3.........cn (2.77)

2.8. Coeficiente de Reflexión y Transmisión

Una vez obtenida la matriz de transferencia total evaluemos las ecuaciones
(2.61) y (2.62) en z=0 y z=L
En z = 0, A2 = R y A1 = 1 pues la amplitud del campo incidente esta
normalizada, entonces

Ey(z = 0) = −1−R (2.78)

Hx(z = 0) = Y0(1 +R) (2.79)

Para el caso de z = L, A2 = T Y A1 = 0

Ey(z = L) = TeikzN+1
L (2.80)

Hx(z = L) = Yn+1e
ikzN+1

L (2.81)

Sustituimos las cuatro ecuaciones anteriores en las ecuaciones evaluadas en
las condiciones de frontera, y si colocamos los elementos de la matriz c,
obtenemos:
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(
−TeikzN+1

L

Yn+1e
ikzN+1

L

)
z=L

=

(
C11 C12

C21 C22

)(
−1−R
Y0(1−R)

)
z=0

(2.82)

Haciendo el desarrollo y resolviendpo el sistema de ecuaciones de 2x2 se
obtiene el valor de la amplitud de transmisión(T) y de reflexión(R)

T =
(C11 + C12Y0)(−C21 + C22Y0)− (−C11 + C12Y0)(C21 + C22Y0)

(C11 + C12Y0)YN+1e
iLkzN+1 + (C21 + C22Y0)YN+1e

iLkzN+1
(2.83)

R =
(−C11 + C12Y0)YN+1e

iLkzN+1 + (−C21 + C22Y0)YN+1e
iLkzN+1

(C11 + C12Y0)YN+1e
iLkzN+1 + (C21 + C22Y0)YN+1e

iLkzN+1
(2.84)
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Caṕıtulo 3

Grafeno

3.1. Origenes e historia del Grafeno

El carbono (C) es un elemento qúımico de número atómico 6. Su ca-
racteŕıstica más distintiva y la que le proporciona gran importancia a este
elemento, es su capacidad de combinación, siendo el número de interacciones
entre átomos de carbono y otros diferentes casi infinito. Es por esto que es un
elemento ideal para elaborar los complejos sistemas orgánicos como nuestras
células o las hojas de las plantas[8].

3.1.1. Hibridaciones

La configuración electrónica del carbono en su estado base es C = 1s22s22p2.
Si excitamos el electrón para preparar su enlazamiento con otro átomo, ca-
da átomo de C mezcla su orbital 2s y 2p (esto es posible porque ambos se
encuentran muy cercanos en enerǵıa).

C = 1s22s22p2 −→ C = 1s22s2px2py2pz

De aqúı se pueden formar cuatro enlaces pues vemos que hay cuatro elec-
trones desapareados, estos se pueden mezclar de diferentes formas pero, al
mezclarse orbitales puros se da la producción de nuevos orbitales que llama-
remos degenerados. Dependiendo de la cantidad de orbitales que intervengan
en el proceso de mezcla, exitirán diferentes tipos de hibridación posibles, en

21
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particular los átomos de C sufren 3 tipos diferentes de geometŕıas.

Figura 3.1: hibridaciones

3.1.2. Formas Alotrópicas

Los alótropos son formas distintas de un mismo elemento que difieren en
la forma en que los átomos están unidos. En el caso particular del carbono,
tenemos una extensa alotroṕıa debido a la capacidad que tienen los átomos de
éste para formar redes enormemente complicadas y con diversas estructuras.
Algunos alótropos del carbono son:

Cero dimensionales: Fullerenos

Monodimensionales: Nanotubos

Bidimensionales: Grafeno

Tridimensionales: Grafito y Diamante
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3.1.3. Descripción del Grafeno

Como se mencionó anteriormente el grafeno es una manifestación diferente
de la estructura atómica del carbono. En este caso, para formar el grafeno
se lleva a cabo una hibridación del tipo sp2, pues se mezclan los orbitales
2s, 2px, 2py formando una estructura triangular en la que cada uno de los
nuevos orbitales contiene un electrón que formará enlaces covalentes muy
fuertes con otros átomos, creando aśı, una estructura teselada hexagonal con
sólo un átomo de grosor.

Aunque en esta última década el grafeno ha tomado mayor popularidad,
este ya se conoćıa desde 1930, pues fue en esta fecha cuando se describieron
sus enlaces qúımicos y estructura. Posteriormente en el año de 1949 el f́ısico
canadiense Russell Philip Wallance fue quien calculó por primera vez la es-
tructura electrónica de bandas, pero no se le prestó mucha atención pues se
supońıa era una estructura inestable y se pensaba que el orden del material
seŕıa destruido por las fluctuaciones térmicas pero a pesar de esto, en 1994,
esta estructura recibió oficialmente el nombre de grafeno, que quiere decir
monocapa de grafito. Aún aśı, tuvo que pasar mucho tiempo, para ser preci-
sos hasta el año 2003, para que el f́ısico ruso Andrey Gueim y su compañero
Novoselov se encontraran una tarde en la Universidad de Manchester, Ingla-
terra, para trabajar en sus propios y extravagantes proyectos, por mencionar
alguno, ellos hab́ıan logrado hacer levitar una rana gracias al uso del electro-
magnétismo. Pero ese d́ıa, estos f́ısicos buscaban una monocapa de carbono
pues la idea de nanotubos y buckyballs, les hab́ıa abierto las puertas de la
imaginación y estaban convencidos que esa sustancia estaba alĺı, esperando
a ser descubierta.

Entonces, como primera idea, molieron una simple mina de lápiz en trozos
muy pequeños y los esparcieron tratando de formar una capa con el menor
espesor posible, limpiaban los bordes del área de experimentación usando una
clásica cinta adhesiva, lo intentaron demasiadas veces, pero siempre llegaban
a un mismo punto, en el que era imposible hacer más delgada la capa de
grafito sobre la mesa. Esto parećıa solo generar basura y frustración, pero de
pronto, como muchos de los grandes descubrimientos cient́ıficos que suceden
por casualidad ¡eureka!, ah́ı en la basura: el residuo sobre la cinta adhesiva
que les haŕıa ganadores al premio nobel de f́ısica, el grafeno. Después de su
descubrimiento, este material ha sido objeto de muchos estudios, pues sus
caracteŕısticas lo hacen muy prometedor.



24 Grafeno

3.2. Propiedades F́ısicas del Grafeno

La dureza de un material se define como la cantidad de enerǵıa que es
capaz de absorber antes de romperse o deformarse. En el caso del grafeno, su
dureza es aproximadamente unas 200 a 300 veces la del acero, gracias a sus
enlaces covalentes, ya que, al compartir átomos en el último nivel energético
sus uniones son muy fuertes. [7]

Figura 3.2: Enlaces Covalentes

Al igual que pasa con la dureza, el grafeno presenta una elevada elas-
ticidad, pues soporta estiramientos de hasta el 20 % de su estado original
sin sufrir deformidades, tal vez, esta cantidad a primera instancia no parece
grande, pero si consideramos que la elasticidad de algunos sólidos es de ape-
nas el 1 % notamos que si es un valor considerable. Para la determinación de
estas caracteŕısticas se utilizó un microscopio de fuerza atómica que ”presio-
naba”perpendicularmente la hoja de grafeno para doblarla y obtener aśı su
ĺımite elástico, con lo cual se concluyó que la constante elástica es muy gran-
de, el motivo de esto es que el grafeno casi no presenta impurezas o defectos
en su red. El hecho de que el grafeno tenga una gran elasticidad permite
que pueda moldearse de diversas maneras, lo que aumenta enormemente los
campos en los que se puede utilizar.

Resulta curioso que el grafeno sea tan duro y resistente, puesto que este es
una monocapa de grafito (el cual se rompe con tanta facilidad). El motivo es
sencillo, en el grafito, las capas de grafeno se encuentran unidas por fuerzas
de Van der Waals, que son débiles comparadas con las uniones covalentes
entre los carbonos del grafeno, además por ser sólo una capa bidimensional
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de carbono es ligero (0, 77mg/m2). Estas caracteristicas le han dado gran
importancia a este material por las diversas aplicaciones para las que califica,
pero sus propiedades ópticas también le auguran un futuro prometedor, pues
su transmitancia es muy alta, ya que, oscila en un 97 % − 97,77 %. Pero
definitivamente, lo más impresionante de este material son sus propiedades
eléctricas que describiremos a continuación.

Como es conocido, una forma de clasificar los materiales es según lo bien
que conduzcan la electricidad: aislantes, conductores y semiconductores. Pues
bien, resulta que el grafeno no pertence a ninguna de las tres clasificaciones,
sino que comparte caracteŕısticas entre los conductores y los semiconductores.

Figura 3.3: Bandas de enerǵıa

La enerǵıa de Fermi (εF ) es el nivel de enerǵıa máximo hasta el que llegan
los electrones de un sólido. Las curvas parabólicas que se ven en las imágenes
se conocen como bandas de enerǵıa. La inferior es la banda de valencia y la
superior es la banda de conducción. Si el nivel de Fermi está en la banda
de conducción nos encontramos ante un metal ya que los electrones circulan
libremente por esta banda. En el caso de los semiconductores y los aislantes
el nivel de Fermi está entre ambas bandas de conducción, y únicamente se
diferencian en la anchura de la brecha, llamada gap o banda prohibida. En
los semiconductores tenemos un gap no demasiado grande, lo que permite
que si se les da la suficiente enerǵıa puedan conducir la corriente eléctrica;
mientras que en los aislantes, donde el gap es mucho mayor, es necesario un
aporte energético superior que dificulta la conducción.

En el caso del grafeno tenemos unas bandas con forma de cono, en lugar
de paraboloides, y lo que es más importante, el nivel de Fermi está justo en
la unión entre ambas capas. Esto implica que no hay gap y los electrones
pueden saltar sin problema de la capa de valencia a la capa de conducción y
facilitar en gran medida la conducción eléctrica. Se ha podido medir incluso
la velocidad a la que se mueven los electrones en el grafeno arrojando unos
resultados sorprendentes: se mueven a alrededor de 1000 km/s, tan sólo 300
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veces inferior a la velocidad de la luz en el vaćıo.

3.2.1. Deducción de la Conductividad del Grafeno

En la Figura (3.4)b se muestra lateralmente una lamina de grafeno finita
recostada sobre el plano x-z. donde juega el papel de interface entre dos
medios caracterizados por µ1 y ε1 para y ≥ 0 y µ2 y ε2 para y < 0, donde
cada uno de los parámetros de los materiales pueden ser valores complejos.
El grafeno es considerado como una superficie infinitesimalmente delgada,
de dos caras caracterizadas por una conductividad superficial σ(ω, µc,Γ, T ),
donde ω es la frecuencia en radianes, µ el potencial qúımico, Γ es una tasa de
dispersión fenomenológica donde se asume que es independiente de la enerǵıa
y T es el temperatura.

Figura 3.4: Lamina de grafeno en vista frontal y lateral

La conductividad del grafeno se ha considerado en varias obras recientes, y
aqúı usamos la expresión resultante de la fórmula de Kubo. [17–19]
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σ(ω, µc,Γ, T ) =
je2(ω − j2Γ)

π~2
[

1

(ω − j2Γ)2

∫ ∞
0

ε(
∂fd(ε)

∂ε
− ∂fd(−ε)

∂ε
)dε −(3.1)∫ ∞

0

∂fd(−ε)− ∂fd(ε)
(ω − j2Γ)2 − 4( ε~)2

dε]

Donde - es la carga de un electrón, ~ = h
2π

es la constante de Planck reducida,

fd(ε) = (e
ε−µc
kBT + 1)−1 es la distribución de Fermi-Dirac, y kB es la constante

de Boltzman. Asumimos que no hay un campo magnético externo presente,
y que la conductividad local es isotroṕıca. El primer término en la Ecuación
se debe a las contribuciones intrabanda, y el segundo término a la contribu-
ciones interbandas. Para una hoja de grafeno aislada el potencial qúımico µc
está determinado por las densidad de portadores ns.

ns =
2

π~2υ2F

∫ ∞
0

ε[fd(ε)− fd(ε+ 2µc)]dε (3.2)

Donde υF ' 9,5×105m/s es la velocidad de Fermi. La densidad de portadores
puede ser controlado por la aplicación de un voltaje y/o un dopaje qúımico.
Para los caso sin dopar T = 0k , ns = µc = 0.
El termino intrabandas en la Ecuación puede ser evaluado como

σ(ω, µc,Γ, T )intra = −j e2kBT

π~2(ω − J2Γ)

(
µc
kBT

+ 2 ln(e
µc
kBT

+1

)
(3.3)

Para el caso donde µc = 0, ecuación (3.3) la cual fue obtenida en la referencia
[20] para grafito (con la adición de un factor que se considera para la capa que
separa los planos de grafeno) y corresponde a la conductibidad intrabanda
de una simple pared de carbono. Con σ = σ′ + jσ′′, esto puede verse como
σ′intra ≥ 0 y σ′′intra < 0. Como se discutirá más tarde, la parte imaginaria
de conductividad juega un importante papel en la propagación de las ondas
de superficie guiada por la hoja de grafeno. La conductividad interbanda se
puede aproximar por kBT �| µc |, ~ω como

σ(ω, µc,Γ, T )intra ' j
e2kBT

4π~
ln(

2 | µc | −(ω − 2jΓ)~
2 | µc | −(2jΓ)~

) (3.4)

tal que para Γ = 0 y 2 | µc |> ~ω, σinter = jσ′′inter con σ′′inter > 0.
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Para Γ > 0 y 2 | µc |< ~ω, σinter es un valor complejo, con

σ′inter =
πe2

2h
= 6,085× 10−5(s) (3.5)

y σ′′inter > 0 para µc 6= 0

3.3. Posibles Aplicaciones del Grafeno

Con las incomparables caracteŕısticas f́ısicas del grafeno es lógico suponer
que tenga un sin fin de aplicaciones por lo cual mencionaremos sólo algunas
de ellas:

1. Electrónica: Podŕıa emplearse en la fabricación de microchips o de tran-
sistores, ambos elementos imprescindibles en prácticamente todos los
dispositivos electrónicos. Existen diversas empresas que ya están desa-
rrollando tintas conductoras, que es un tipo de tinta que conduce la
electricidad y que se emplea para imprimir circuitos a partir de grafeno.
Además, por sus especiales caracteŕısticas los componentes electróni-
cos de este material permitirán el desarrollo de dispositivos flexibles
que podrán enrollarse o plegarse según las necesidades.

2. Informática: El uso del grafeno permitirá el desarrollo de ordenadores
mucho más rápidos y con un menor consumo eléctrico que los actuales
de silicio. Además, se estima que un disco duro de este compuesto, del
mismo tamaño que uno de los empleados actualmente, podŕıa almace-
nar hasta mil veces más información.

3. Sector energético: Es otro de los que cambiarán de manera visible,
por sus propiedades energéticas, el grafeno permitirá la creación de ba-
teŕıas de larga duración que apenas tardarán unos segundos en cargarse.
Además, las enerǵıas renovables pasarán a un plano más relevante, ya
que, entre otros, las placas solares recubiertas de este material serán
mucho más eficientes y permitirán una forma más ecológica de consumo
energético.

4. Industria del blindaje: La extrema dureza del grafeno unida a su capa-
cidad de moldearse y a su ligereza, lo hacen un compuesto ideal para
ser empleado en esta industria. Chalecos antibalas, cascos y multitud
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de elementos de protección que se emplean por diversos profesionales
pasarán a ser mucho más ligeros y seguros.

5. Medicina: Se está trabajando en condones de grafeno debido a la resis-
tividad y lo delgado del material, lo cual acabaŕıa con las quejas sobre
estos métodos anticonceptivos.

6. Tratamiento de aguas: Debido a su peculiar estructura de alta densidad
permeable al agua, se estudia su posible uso para la desalinización del
agua. Algunos datos obtenidos a partir de estos proyectos predicen que
se podrá realizar esta tarea en un tiempo muy inferior y con un coste
mucho más reducido.

7. Desarrollo de la ciencia: La alta reactividad del grafeno con otros ele-
mentos qúımicos distintos del carbono, es una de las caracteŕısticas que
más atrae la atención en el campo de la investigación, donde ya se han
descubierto algunos derivados del grafeno, como es el caso del grafano,
que mediante la adición de hidrógeno en su estructura molecular da
como resultado un nuevo material aislante.
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Caṕıtulo 4

Sucesión de Fibonacci

Figura 4.1: Leonardo de Pisa

Leonardo de Pisa, también llamado Fibonacci, fue un matemático italiano
que vivió entre 1170 y 1250. El incursionó en el mundo de las matemáticas
a temprana edad pues su padre Bonacci, quién diriǵıa la oficina de aduanas
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de Buǵıa en Argelia, le hizo tomar los mejores cursos sobre los métodos de
cálculos indo-árabes.

Como consecuencia de esto realizó muchos viajes comerciales en los cua-
les consiguió conocer a reconocidos matemáticos de Egipto, Siria, Provenza,
Grecia y Sicilia. Aceptó durante las famosas disputas, desaf́ıos matemáti-
cos, y estudio en profundidad los Elementos de Euclides, obra que siempre
consideró como un modelo de estilo y de rigor lógico.

Tratando de recopilar todas estas experiencias e información de matemáti-
cas medievales, que Fibonacci adquirió por estos viajes, fue que concibió su
obra ”Liber Abaci”(Libro del ábaco). Esta obra renovó por completo la cien-
cia de la aritmética, pues expone todas las reglas del cálculo basado en las
nueve cifras indoárabes: el cero y la numeración de posición. Esto hace que la
obra no sea algo fácil y para que el lector no perdiera el interés, Leornardo de
Piza motivaba a llevar el contenido del libro a aplicaciones prácticas como:
contabilidad comercial, conversión de medidas, cálculo de intereses, cambio
de moneda y otras numerosas aplicaciones[16]. Sin embargo, Fibonacci es
más conocido entre los matemáticos por una curiosa sucesión de números
que colocó en el margen de su libro.

4.1. Los Conejos de Fibonacci

Leonardo de Pisa fue un matemático muy importante, pues introdujo el
cero al occidente, pero Fibonacci ha sido quien ha ganado popularidad por
su sucesión la cual surgió como resultado de la siguiente problemática que
propone en su primer libro ”Liber Abaci” .

Consideremos dos conejos los cuales tardan dos meses en alcanzar su
edad madura y poder reproducirse. Al paso de este tiempo, esta pareja pro-
creará otra pareja de conejos que a su vez crecerán y se reproducirán, si estas
cantidades no cambian ¿cuántos conejos habrá cada mes?

Notemos que en el primer y segundo mes solo hay una pareja de conejos,
para el tercero hay cuatro conejos, ya que la primera pareja se reprodujo,
para el cuarto hay 3 parejas de conejos, pues la pareja más longeva ya ha
tenido cuatro cŕıas y la segunda aun no ha alcanzado la madurez, pero para
el próximo mes que es el quinto, ya lo harán y por lo tanto habra 5 parejas
de conejos. Si seguimos realizando el análisis obtendŕıamos que las parejas
de conejos crece de esta forma 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ... De lo cual podemos
observar que las parejas de conejos que habrá en un derminado mes, serán la
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suma de la cantidad de parejas que hab́ıa en los dos últimos meses precedentes
a este.

Figura 4.2: crecimiento de las parejas de conejos

4.2. Sucesión de Fibonacci

Esta sucesión numérica, que lleva el nombre de su creador, aparece por
primera vez en su libro Liber Abacci a lado del problema de los conejos.

Para hallar estos números podŕıamos recurrir a organigramas y demás
elementos, algo demasiado complicado si lo que queremos es encontrar un
simple número, por ello, Fibonacci halló la siguiente relación de recurrencia

un−1 + un = un+1 (4.1)

Donde los primeros términos son:

u0 = 0, u1 = 1, u2 = 1, u3 = 2..... (4.2)

La fórmula de recurrencia es la fórmula más conocida para hallar los
números de Fibonacci; sin embargo, para hallar un número de Fibonacci con
un sub́ındice muy grande usando la formula de recurrencia es un procedi-
miento muy tedioso. Algunos matemáticos buscaron otras formas para hallar
estos números en forma directa, uno de ellos fue Binet, quien demostró la
siguiente fórmula por primera vez, la cual lleva su nombre
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Figura 4.3: Página del Liber Abacci
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Ahora veamos que cuando hacemos tender n al infinito en la ecuación
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Esta razón 1+
√
5

2
es conocida de diferentes formas. Los griegos la llamaron

razón áurea o razón de oro, mientras que los artistas del renacimiento le
nombraron proporción divina.

Esta razón de oro que frecuentemente se representa por ϕ, y que, de acuer-
do con la expresión anterior, es aproximadamente igual a 1,618033988749895...,
es un número irracional tal como lo es el número π, y cuenta con caracteŕısti-
cas matemáticas inusuales, pues están definidas a través de una construcción
geométrica, ya que, ϕ es la proporción de los segmentos de una ĺınea que
resultan cuando ésta se divide de tal manera que, la proporción del segmento
de la ĺınea (A) respecto a la longitud del segmento de la ĺınea (B) sea igual
que la proporción de la longitud del segmento de la ĺınea (B) a la longitud
del segmento de la ĺınea (C), como se indica en la Figura (4.4)

Figura 4.4: Proporción de los segmentos que cumplen con A/B=B/C

Esto significa que A es 1.618.... veces B, y B es 1.618 veces C.

4.3. Números de Fibonacci en la Naturaleza

y las Artes

Hay muchos elementos relacionados con la sección áurea en la naturaleza
y las artes. A continuación damos una lista de ejemplos donde los números
de Fibonacci están presentes:

La relación entre la cantidad de abejas macho y abejas hembra en un
panal.

La relación entre la distancia entre las espiras del interior de cualquier
caracol.

La relación entre los lados de un pentáculo.
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Figura 4.5: Partenon Figura 4.6: Razón de oro en un brazo

La disposición de los pétalos de las flores (el papel del número áureo
en la botánica recibe el nombre de Ley de Ludwig).

La distribución de las hojas en un tallo.

La relación entre las nervaduras de las hojas de los árboles.

La relación entre el grosor de las ramas principales y el tronco, o entre
las ramas principales y las secundarias.

La distancia entre las espirales de una piña.

La anatomı́a de los humanos se basa en una relación f exacta, esto
corresponde a: a) la relación entre la altura del humano y la altura de
su ombligo; b) la distancia del hombro a los dedos y la distancia del codo
a los dedos; c) la distancia entre la altura de la cadera y la altura de la
rodilla; d) la distancia del primer hueso de los dedos (metacarpiano) y
la primera falange, o entre la primera y la segunda, o entre la segunda
y la tercera, en todos los casos el cociente es f; e) la relación entre el
diámetro de la boca y el de la nariz; f) el diámetro externo de los ojos y
la ĺınea interpupilar; g) cuando la tráquea se divide en sus bronquios, si
se mide el diámetro de los bronquios por el de la tráquea se obtiene ϕ.
Está comprobado que a mayor cantidad de estas relaciones en el rostro
y en el cuerpo hacen que la mayoŕıa de las personas reconozcan a este
individuo como lindo, bello y proporcionado.

La relación entre las partes, el techo y las columnas del Partenón, en
Atenas.
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En los violines, la ubicación de las efes (los óıdos u orificios en la tapa)
se relacionan con el número áureo.

El compositor mexicano Silvestre Revueltas (1899-1945) utilizó tam-
bién el número áureo en su obra Alcanćıas, para organizar las partes.

En las relaciones entre altura y ancho de los objetos y personas que
aparecen en las obras de Miguel Ángel, Alberto Durero y Leonardo Da
Vinci, entre otros.

Las relaciones entre articulaciones en el hombre de Vitruvio y en otras
obras de Leonardo da Vinci.

En las estructuras formales de las sonatas de Wolfgang Amadeus Mo-
zart, en la Quinta Sinfońıa de Beethoven, en obras de Franz Schubert
y Claude Debussy.

En el Arte Póvera, movimiento art́ıstico Italiano de los años 1960, mu-
chas de sus obras se basan en esta sucesión.[12]

Figura 4.7: Monalisa Figura 4.8: Caracol
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4.4. Superredes de Fibonacci

La sucesión de Fibonacci, ha resultado muy útil a lo largo de los tiem-
pos para darse cuenta de cosas asombrosas relacionadas con el campo de
la naturaleza, el arte, las matemáticas, junto con el número áureo, como
se mencionó en la sección anterior. A partir de la fabricación de superre-
des cuasiperiodicas de Fibonacci y cuasicristales, a surgido con gran interés
el estudio de superredes cuasiperiódicas. Este interés radica en el hecho de
que carecen de una simetŕıa translacional por un lado, y por otro lado, de
una aleatoriedad. Esto se encuentra en un punto intermedio entre sistemas
periódicos y los completamente desordenados.

Para elaborar una estructura cristalina tipo Fibonacci debemos alterar
la sucesión de la siguiente manera: los elementos de la sucesión no serán
números, sino objetos a los que denominamos u0 = A, u1 = B y la relación
de recurrencia se verá modificado gracias a la regla de concatenación:

un = un−1un−2 (4.7)

Quedando los primeros elementos como se muestran en la siguiente tabla:

N(A) N(B) N(B)/N(A)

S0 = [A] 1

S1 = [B] 1

S2 = [BA] 1 1 1/1

S3 = [BAB] 1 2 2/1

S4 = [BABBA] 2 3 3/2

.

SN = [BABBAB..] FN−2 FN−1 FN−1/FN−2

Cuadro 4.1: Elementos de la Sucesión de Fibonacci
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De aqúı podemos construir la superred para cualquier número de Fibonac-
ci escogiendo dos bloques de distintos espesores los cuales se irán alternando
de acuerdo a esta sucesión. Para ejemplificar a continuación se muestra la
estructura correspondiente a S5

Figura 4.9: Estructura correspondiente a S5
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Caṕıtulo 5

Resultados

En este caṕıtulo presentamos resultados sobre cálculos de reflexión de es-
tructuras construidas con capas alternadas de dieléctricos y grafeno, para ello
se han elegido dos celdas formadas por una capa de dieléctrico y una peĺıcula
de grafeno, la diferencia entre estas dos celdas es que las capas de dieléctrico
son de diferente ancho. Y la construcción de la estrucutra cuasiperiódica se
realiza siguiendo la sucesión de los números de Fibonacci de acuerdo a como
se describió en el caṕıtulo anterior.

Antes de mostrar resultados sobre estructuras cuasiperiódicas, se repro-
ducen resultados publicados en la literatura para comprobar que nuestros
cálculos son correctos, para ello se recurrió a los datos expuestos en el traba-
jo de Choon et al. que lleva por t́ıtulo “Analysis of surface plasmon excitation
at Terahertz frequencies with highly doped graphene sheets via attenuated
total reflection”. [20]

En este trabajo se estudian campos electromagnéticos asociados con su-
perficies plasmónicas (SP) los cuales son guiados por superficies metálicas
altamente conductivas en frecuencias infrarrojas y del orden de los terahertz
(THz), aunque estos resultan en un pobre confinamiento. Con la finalidad
de simplificar el cálculo se ha propuesto un sistema multicapa, puesto que
estudios recientes han mostrado que el grafeno puede apoyar a los modos con-
finado de SP, se pretende investigar la excitación de plasmones de superficie
en hojas de grafeno altamente dopadas a frecuencias de TeraHertz con refle-
xión total atenuada (ATR por sus siglas en inglés) a través de la geometŕıa
de Otto (la cual se muestra en la imagen 5.1). Esto se hace depositando gra-
feno sobre un sustrato de ı́ndice de refracción (n1), que es separado por un
espacio(n2) de longuitud d del prisma, como se muestra a continuación:
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Figura 5.1: Exitación de SP sobre monocapas de grafeno en una geometria
de Otto.

La exitación de los PS en monocapas de grafeno o en varias capas de
grafeno se puede obtener a través de la geometŕıa de Otto, con esta confi-
guración se calculan los espectros de reflexión mostrados en las figuras 5.2
y 5.3; donde la frecuencia incidente es de 5 THz. La figura 5.2 muestra los
resultados reportados por Choon y la figura 5.3 los obtenidos por nosotros.
Los cálculos fueron realizados usando el MMT, y suponiendo que cada una
de las capas de grafeno tienen un espesor efectivo de tg = 0,5nm y una
constante dieléctrica dada por, εg = 1 + iσ

ωε0tg
. Vamos a verificar que en el

rango de frecuencias de los TeraHertz, esta aproximación reproduce resulta-
dos equivalentes a considerar capas de dieléctricos donde la interface tiene
una conductividad producida por la peĺıcula monoatómica del grafeno, cuyo
valor fue discutido en el caṕıtulo 4. El objetivo de llevar a cabo esta compro-
bación es la de usar cualquiera de los dos métodos, y elegir aquel que requiera
de cálculos matemáticos más simples.

Inicialmente reproducimos los resultados publicados en la figura 3c por
Choon et al . Para ello se usa el Método de la Matriz de Tranferencia desa-
rrollado en el caṕıtulo 2, y la aproximacioń usada por Chon en el sentido de
considerar una permitividad efectiva a la capa de gafeno. La figuras 5.2 y 5.3
muestran la comparación de los resultados reportados por Choon y los obte-
nidos con nuestros cálculos, respectivamente en estas gráficas se ha variado el
número de capas de grafeno. Los datos usados en los cálculos son: frecuencia
incidente f=5 Thz, la curva de superior es para N=1, y se va incrementando



43

el número de capas de grafeno hasta a N=5 (abajo) y el potencial qúımico
tiene el valor de µ = 0,9eV .

Figura 5.2: Espectro de reflexión para
monocapas de grafeno con f = 5Thz
para N=1 a N=5 y µ = 0,9eV es la
figura publicada por Choon

Figura 5.3: Esta gráfica muestra los re-
sultados obtenidos por nosotros y don-
de se han usado los mismos parámetros
de la figura 5.2

Aqúı se puede observar el cambio en la posición del mı́nimo de reflexión
desde ϕ = 55,8◦ para N = 1 a ϕ = 24,7◦ para N=5. Tomando el ı́ndice de
refracción np ∼ 4 para el prisma como medio incidente que corresponde al
ı́ndice de refracción de germanio. La paulatina reducción de la posición de la
resonancia se estabiliza, para N = 5 cuando se observa que la diferencia es de
0,8◦ entre N=4 a N=5. Desde la monocapa de grafeno (N=1), hasta N = 5
hay una reducción de hasta un 50 % de la posición de la resonancia, en tanto
que la anchura de la resonancia va desde ∆ϕ = 4,52◦ hasta ∆ϕ = 0,31◦ .
Para N ≥ 2 la fuerza de los campos de los SP crecen mientras que los gaps
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decrecen, se hacen más estrechos y afilados con la reducción de la radiacion
del modo de SP. Tendencias similares en la fuerza y anchura de los huecos
de resonancia se observan en los espectros de reflexión de la figura 5.4, que
muestra los espectros de reflexión para monocapas de grafeno para diferentes
valores del potencial qúımico. En esta gráfica se muestran resultados para
potenciales que van desde µ=0.8eV a 1.6eV , para este caso hemos reprodu-
cido los resultados reportados por Choon, y se ha hecho usando dos formas
distintas de cálculo, estas se muestran en las figuras 5.5 y 5.6, ambos fueron
obtendios mediante el MMT, sólo que en el primer caso se consideran capas
de dieléctrico separadas por una interface con conductividad σ debido a la
presencia del grafeno, y en la otra figura se muestran los resultados usando
la aproximación propuesta por Choon en el sentido de considerar una per-
mitividad efectiva para el grafeno y darle un ancho espećıfico. Las gráficas
muestran una perfecta concordancia lo que significa que considerar la capa
de grafeno sin espesor atribuyendole una conductividad es equivalente a dar-
le un espesor a la capa de grafeno y considerar que tiene una permitividad
efectiva, estos resultados son equivalentes al menos para este rango de fre-
cuencias por lo que en los siguientes cálculos reportados en este trabajo se
usará la aproximación usada por Chon.

Figura 5.4: Espectro de reflexión para monocapas de grafeno donde el poten-
cial qúımico toma los valores µ = 0,8, 1,0, 1,2, 1,4, 1,6eV [20]
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Figura 5.5: Reproducción de los resul-
tados reportados por Choon mostra-
dos en la figura 5.4, considerando la
conductividad debida al grafeno en las
interfaces

Figura 5.6: Reproducción de los resul-
tados reportados por Choon y mostra-
dos en la figura 5.4, donde se ha su-
puesto que la capa de grafeno se puede
sustituir por una peĺıcula

5.1. Espectros de Reflexión en función de la

frecuencia

En esta sección estudiaremos los espectros de reflexión para estructuras
construidas siguiendo la secuencia de Fibonacci de acuerdo a el caṕıtulo 3,
para ello se analizarán los efectos que producen al variar ciertos parámetros
del cristal fotónico, tales como número de Fibonacci y el potencial qúımico.
En las gráficas siguientes se presentan los espectros de reflexión para estruc-
turas periodicas y cuasiperiódicas siguiedo la secuención de Fibonacci. Cabe
señalar que todas las comparaciones que se harán en lo que resta de este
caṕıtulo entre los casos periódico y cuasiperiódico, se consideran el mismo
número de capas de dieléctrico, en el caso periódico todas son del mismo an-
cho y en el caso cuasiperiódico se construye la red con dos capas de diferentes
espesores que son dAS y dAL = φdAS , donde φ = 1,618.... es la razón dorada
tal como se definió en el caṕıtulo 4.
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Iniciamos con el análisis de las gráficas de la Figura(5.7) y (5.8) donde se
compara el efecto que produce el potencial qúımico tanto en el caso periódico
como en el caso cuasiperiódico, los parámetros son los siguientes: número de
Fibonacci 4 , εd = 1,4,nv = 2,2, µ = 0,4, 0,7, 1eV ,el ancho del dieléctrico se
considera de 5µm y el ancho del grafeno de 5 nm.

Figura 5.7: Espectros de Reflexión pa-
ra el caso periódico a incidencia nor-
mal

Figura 5.8: Espectros de Reflexión pa-
ra el caso cuasiperiódico a incidencia
normal

Para este caso observamos que la ruptura de la periodicidad genera irre-
gularidad en las resonancias de Fabry Perot, sin embargo el incremento en el
potencial qúımico para ambos casos, produce un corrimiento hacia mayores
frecuencias y un incremento en la reflectividad, o sea el efecto es el mismo
para los dos casos.
A continuación se muestran en las Figuras (5.9) (5.10) los espectros de re-
flexión en función de la frecuencia para tres números de generación de Fi-
bonacci, que son: NF = 4, 5, 6, cabe señalar que el número de Fibonacci
NF = 4 corresponde a 5 capas de dieléctrico, NF = 5 corresponde a 8 capas
de dieléctrico, y NF = 6 corresponde a 13 capas de dieléctrico, para ambos
casos tanto el periódico como el cuasiperiódico, con la salvedad que en el
caso cuasiperiódico son dos anchos distintos los que se alternan siguiendo
la secuencia de Fibonacci. En la gráfica se eligió un rango de frecuencias de
f0 = 0,1Thz a ff = 35Thz obsérvese que en este rango de frecuencias las tres
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gráficas muestran un número de resonancias de Fabry Perot equivalentes al
número de capas, a esta regularidad que presentan las redes cuasiperiódicas
se les denomina patrones de autosimilaridad. En las gráficas mostradas el
ancho del dieléctrico dAS = 5µm, y el ancho del grafeno es de 5nm, el ı́ndice
de refracción del dieléctrico es nd = 1,4, el ı́ndice de refracción del medio
incidente es nv = 2, 2, µ = 1eV y un ángulo de incidencia de 0◦.

Figura 5.9: Espectro de reflexión en
función de la frecuencia para NF =
4, 5, 6.Caso periódico

Figura 5.10: Espectro de reflexión en
función de la frecuencia para NF =
4, 5, 6. Caso cuasiperiódico
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5.2. Espectros de reflexión en función del ángu-

lo de incidencia

Posteriormente se muestran espectros de reflexión en función del ángulo de
incidencia de la luz, estas gráficas son presentadas en las siguientes figuras,
en todos los casos se comparan los casos periódicos y cuasiperiódicos, la
figura 5.11 corresponde a una estructura formada para NF = 3, para una
frecuencia incidente f = 5THz, dado que el ı́ndice de refracción del medio
incidente es nv = 2, 2 y el ı́ndicie de refracción del dieléctrico es nv = 1,4,
el ángulo cŕıtico para la reflexión total interna es de 390 a partir de este
ángulo se esperaŕıa tener reflexión total, sin embargo el grafeno presenta
la posibilidad de acoplar modos de superficie, esta es la razón por la que
el espectro de reflexión muestra un mı́nimo al rededor de los 480, la curva
que corresponde al caso periódico tiene una profundidad un poco mayor
respecto al caso cuasiperiódico, esto consideramos que se debe a que en el
caso periódico es más viable el acoplamiento entre los modos de superfice de
las interfaces debido a que todas las capas de grafeno se encuentran separadas
la misma distancia.

Figura 5.11: Espectros de reflexión en función del ángulo para los casos pe-
riódico y cuasiperiódico para NF = 3, el ángulo cŕıtico se presenta en 390
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Acontinuación se muestran espectros de reflexión en función del ángulo de
incidencia para dos estructuras NF = 4 y NF = 5, y la frecuencia incidente
es de f = 5THz, se muestran en las gráficas los espectros obtenidos para el
caso periódico aśı como para el caso cuasiperiódico, los parámetros utilizados
son los mismos que en la figura 5.11. En estas gráficas podemos observar que
los espectros de reflexión presentan mı́nimos para ángulos mayores al ángulo
cŕıtico, para NF = 4 se tienen 5 capas, y se observa que existe acoplamiento
entre los modos de superficie entre las diferentes interfaces, nuevamente se
observa que el caso periódico presenta un mı́nimo más pronunciado que el
caso cuasiperiódico, este hecho debido a que el acoplamiento puede darse
mejor, por otra parte la figura 5.13 presenta dos mı́nimos en el espectro
de reflexión, esta estructura que coresponde a NF = 5 tienen 8 capas de
dieléctrico, y la existencia de estos dos mı́nimos debe ser ocasionada por
acoplamiento entre modos simétricos y modos antisimétricos, lo importate
de estos resultados es que los espectros de reflexión para los casos periódico
y cuasiperiódico, son similares salvo por contar con un mejor acoplamiento
en el caso periódico, y un ligero corrimiento hacia mayorea ángulos en el caso
periódico.

Figura 5.12: Espectros de reflexión en
función del ángulo de incidencia para
NF = 4

Figura 5.13: Espectros de reflexión en
función del ángulo de incidencia para
NF = 5
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En este trabajo hemos hecho una análisis de estructuras cuasiperiódicas
construidas de acuerdo a los números de generación de Fibonacci donde se
alternan capas de dieléctricos con peĺıculas de grafeno, para ello ha sido
necesario hacer una revisión de las propiedades del grafeno y describir a
detalle los números de Fibonacci, aśı como la forma en la que esta secuencia
se aplica para la construcción de superredes cuasiperiódicas, el objetivo fue
estudiar las caracteŕısticas de la reflexión y transmisión de la luz en estas
estructuras. Como es sabido, el estudio de la propagación de la luz se hace
a través de las ecuaciones de Maxwell, y se deben aplicar las condiciones de
frontera apropiadas en cada una de las interfaces, el método tradicionalmente
usado para describir la propagación de luz en estas estructuras ha sido el
Método de la Matriz de Transferencia, en este caso se ha debido tomar en
cuenta que la peĺıcula de grafeno en cada una de las interfaces implica que las
componentes del campo magnético no sean continuas en las interfaces debido
a la conductividad eléctrica del grafeno por lo que la presencia del campo
eléctrico produce corrientes superficiales. Por otro lado se ha encontrado en la
literatura que una forma de abordar el problema de las interfaces de grafeno
ha sido a través de considerar que el grafeno genera una permitividad efectiva,
tomando en cuenta que tiene un espesor que corresponde al ancho de la capa
de los átomos de carbono que lo forman, en este trabajo se han usado y
comparado las dos formas de abordar el estudio de la propagación de luz en
la estructura y se ha llegado a las siguientes conclusiones.

El cálculo de reflexión de superredes donde la celda unitaria se compone
de una capa de dieléctrico y un recubrimiento de grafeno se puede hacer y
resulta equivalente en el rango de frecuencias de los terahertz: 1) considerar
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capas de dieléctricos en donde las componentes tangenciales de los campos no
son continuas debido a la conductividad que implica la presencia del grafeno
en las interfaces y 2) considerar que el grafeno tiene un espesor del orden de la
separación entre sus átomos y tomar en cuenta una permitividad efectiva Las
estructuras cuasiperiódicas construidas con dieléctricos y grafeno muestran
estados localizados de la misma forma que ocurre en cualquier otro tipo de
cuasicristales

El efecto del potencial qúımico en las peĺıculas de grafeno afecta simi-
larmente cuando estas se encuentran formando una estructura periódica o
cuando forman una estructura cuasiperiódica.

En ambas estructuras periódica y cuasiperiódica el ángulo cŕıtico depende
de los ı́ndices de refracción del medio incidente y del ı́ndice de refracción del
dieléctrico que se intercala entre las peĺıculas de grafeno. Las resonancias de
Fabri Perot presentan una estructura de autosimilaridad en las superredes
construidas de acuerdo a los números de generación de Fibonacci.

La profundidad de los picos en las curvas de reflexión en función del
ángulo de incidencia es mayor para las estructuras periódicas respecto a las
cuasiperiódicas, este hecho es debido a que el acoplamiento en los modos de
propagación en las superficies es mejor cuando la separación entre estas se
repite periódicamente.
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[12] C. Gonzáles Zacaŕıas,G. H. Cocoletzi y M. Palomino Ovan-
do, Los Números de Fibonacci en la Naturaleza y los Sistemas Nanoes-
tructurados Artificiales. Interdiciplinaria en Nanociencia y Nanotecno-
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