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Capitulo 1

Introduccion

La ciencia de materiales es la encargada de investigar la estructura, pro-
piedades y la relacién que guardan entre ellos, lo cual ha sido de gran im-
portancia desde los inicios de la humanidad, pues veamos que en cualquier
época en poca o gran medida, nos hemos servido de todo tipo de materiales
para satisfacer nuestras necesidades. [1]

Desde la edad de Piedra (3 000 A.C) hasta la edad de Hierro (1 000 A.C.-
1 950 D.C.) se han dado grandes contribuciones al estudio de los materia-
les. En la prehistoria se crearon herramientas en base a la durabilidad de
la piedra y a la dureza del hierro. [2] Posteriormente las necesidades crecie-
ron y al ser los metales puros demasiado suaves para ser empleados como
armas, se vieron en la necesidad de desarrollar aleaciones. Con esto inici6 la
mezcla, y alteracién de muchos elementos originando asi, un gran nimero de
materiales completamente artificiales con una enorme gama de propiedades
mecanicas, ya que, estas pueden ser ajustadas a un diseno dado. Posterior-
mente con los grandes avances cientificos que se produjeron en los ultimos
siglos, se pudieron manipular las propiedades eléctricas de los materiales, lo
cual ha revolucionado al mundo y a la tecnologia, pues sus aplicaciones son
muy vastas y ha abierto nuevas fronteras. En términos del desarrollo de los
materiales, lo que ha seguido, es el control de sus propiedades 6pticas. [3]
Esto es, ha sido posible realizar materiales que impidan la propagacion de
ondas electromagnéticas, para ciertas longitudes de onda, o que permitan
su transmision pero solamente en unas determinadas direcciones del espacio.
También ha sido posible atrapar, localizar y prever el comportamiento de
dichas senales, lo que implica un gran avance en el desarrollo tecnolégico. [4]

En este contexto los cristales foténicos han tomado un papel principal



2 Introduccién

debido a que son estructuras opticas en las que la variacion periddica del
indice de refraccion, determina la posibilidad o no de la propagacién de los
fotones. La periodicidad de una estructura fotonica puede ser en una, dos
o tres dimensiones. Pueden construirse con diferentes tipos de materiales,
como dieléctricos, semiconductores y metales. [5] Un ejemplo de este tipo es
el grafeno, que ha sido objeto de muchos estudios en este ambito, debido a
las diversas caracteristicas fisicas que presenta.

El grafeno es un cristal atémico bidimensional de carbono, el cual fue
obtenido en 2004 por Andréy Gueim y a Konstantin Novosidlov al exfoliar
carboncillo. [6] Inmediatamente después de haberlo podido sintetizar, este
material causé un avance en el desarrollo de los materiales por su bidimensio-
nalidad debido a que tedricamente estas estructuras eran inestables, ademas
a esto debe sumarse sus increibles y extraordinarias propiedades fisicas. Este
material tiene una alta conductividad térmica y eléctrica, es de gran dureza,
y sobre todo el mas delgado y liviano, reacciona quimicamente con otras sus-
tancias para producir compuestos de diferentes propiedades, presenta gran
ligereza, es flexible, tiene un bajo efecto Joule, esto es, se calienta menos al
conducir los electrones cuando se compara para esta misma tarea con el sili-
cio, por lo que genera un menos consumo de electricidad, en otrar palabras
tiene una mayor eficiencia. [7-9] Ademés de que recientemente se a demostra-
do que se autorregenera. [10] Y son todas estas propiedades las que lo hacen
muy prometedor para la industria, la ingenierfa y la investigacion pura, por
esto no sera dificil creer que rapidamente surgieron nuevas y variadas formas
de obtener este milagroso material. Entre ellas se encuentra el crecimiento
de grafeno sobre diferentes sustratos, lo cual a permitido la construccion de
superredes que pueden crecerse de manera periddica o cuasiperiodoca, siendo
la estructura resultante de menor tamano que los cristales construidos con
materiales tales como dieléctricos, semiconductores o metales.

Dando paso al estudio de los cuasicristales, los cuales se definen como una
estructura determinista, perfectamente ordenada, y que a diferencia de los
cristales no presenta ninguna simetria de traslacion debido a la aperiodicidad
que presentan, esto es, siguen reglas de conformacion complejas pero bien
definidas, es decir, son ordenadas pero no son periddicas. Estos cuasicristales
se construyen generalmente alternando dielectricos o metales, a través de
una relacién de recurrencia [11]. Los casos méds ampliamente estudiados en
la literatura y llevados a la construccion experimental son los que siguen
una relacién de recurrencia de Fibonacci, ya que esta estructura nos permite
controlar sus propiedades al variar los anchos de las capas dependiendo del



orden de generacién de los nimeros. Ademas de que esta sucesién presenta
una estrecha relacién con la razén dorada o nimero aureo (también llamado
nimero de oro o razon de oro; el cual curiosamente aparece en diferentes areas
como: la musica, arquitectura, pintura y la naturaleza en si misma), pues el
cociente de dos valores consecutivos pertenecientes a la sucesion tienden a
esta razén de oro. [12,13]

Considerando a las diversas aplicaciones de los cuasicristales y las pecu-
liares propiedades del grafeno en este trabajo estudiamos cuasicristales ela-
borados alternando capas de dieléctricos con grafeno, siguiendo la sucesion
de Fibonnaci, pretendiendo calcular los espectros de reflexién y transmision
en estructuras cuasiperiddicas donde la celda unitaria es un bloque generado
por relacién de recurrencia de esta sucesién donde se han combinado capas de
grafeno depositadas sobre un dieléctrico. Para ello se construyen dos bloques
donde el ancho del dieléctrico es diferente para cada uno de ellos, como se
menciond anterioremente estos se ordenan siguiendo una secuencia de Fibo-
nacci. Ha sido mostrado en la literatura que la separacion entre las capas de
grafeno es determinante en la forma en la que se propagan los campos.

Para hacer este estudio, esta tesis se desarrolla de la siguiente manera, en
el capitulo 2 se presenta el formalismo de la matriz de transferencia conside-
rando la modificacion que debe hacerse al método debido a las condiciones
de frontera que impone el grafeno, en el capitulo 3, se discute con detalle
las propiedades del grafeno, en el siguiente capitulo se hace un recuento de
los nimeros de Fibonacci y de la forma en la que esta relacién de recurren-
cia se aplica para en la construccion de las superredes cuasiperiodicas. En el
caftulo 5 se presentan los resultados de este trabajo y finalmente en el dltimo
capitulo se dan las conclusiones de este.
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Capitulo

Desarrollo teorico

2.1. Ecuaciones de Maxwell

En 1873 J.C. Maxwell publicé su famoso Tratado de electricidad y mag-
netismo en el cual demostraba que las explicaciones y predicciones de los
fenémenos electromagnéticos podian ser descritos por un grupo de cuatro
ecuaciones (originalmente veinte), la ley de Gauss para la electricidad y el
magnetismo, la ley de Ampere generalizada y la ley de Faraday para la in-
duccién electromagnética. [14]

V-D=0 (2.1)
V-B=0 (2.2)
. 108
E=_--2" 9.
V x vy (2.3)
L . 9D

Este es un conjunto de ecuaciones diferenciales, en las cuales aparecen
las condiciones fisicas siguientes: campo eléctrico E campo magnético B,
densidad de flujo eléctrico D7 intensidad de campo magnético H , densidad
de corriente eléctrica .J y densidad de carga eléctrica p.

5



6 Desarrollo tedrico

Para las ecuaciones de Maxwell en presencia de materia es necesario in-
troducir los vectores siguientes, dado que debemos considerar la intervencion
de la permitividad y permeabilidad del medio

] ¢E Desplazamiento eléctrico

D=
- H= % Campo magnético

2.2. MMT

Generalmente el obtener la transmisiéon y reflexion de una onda elec-
tromagnética propagandose en medios anisotrépicos compuesto por algunas
capas se resuelve facilmente mediante la aplicacion de las ecuaciones de Max-
well, no obstante, cuando el niimero de capas es muy grande; el andlisis de
este problema se vuelve muy complicado debido a la cantidad de ecuaciones
que hay que resolver. En estos casos es conveniente optar por otro método,
como lo haremos en este trabajo. Se desarrollard un sistema compuesto por
interfaces, ordenadas mediante la sucesién de Fibonacci, de donde, obtendre-
mos las transmitancias y las reflexiones empleando el Método de Matriz de
Transferencia (MMT), ya que, este método nos permite asignar una matriz
a cada una de las capas que forman la superred y el producto de éstas nos
daran una matriz que contiene la informacion de todo el sistema; pues el
producto de ellas mantiene el orden en el cual las ondas atraviesan las capas
al propagarse por el arreglo. En este capitulo desarrollaremos el MMT para
dos tipos de polarizacién, la polarizacion transversal eléctrica conocida como
polarizacién Sy la polarizacién transversal magnética o polarizacién P. [15]

2.3. Polarizacion P

El hecho de que una onda electromagnética esté polarizada indica que
el campo eléctrico oscila en un plano determinado, llamado plano de polari-
zacion. Este plano puede definirse por dos vectores, uno de ellos paralelo a
la direccién de propagacion de la onda y el otro perpendicular a esa misma
direccién, el cual indica la direccion del campo eléctrico. Como las ondas
electromagnéticas son ondas transversales, el campo magnético es ortogonal
al campo eléctrico y al vector de propagacién de la onda, para el caso de
polarizacion P, el plano de polarizacion de la onda es paralelo a la superficie



2.3 Polarizacion P vé

de esta hoja tal como me muestra en la imagen (2.1), de esto se tiene, que el
campo magnético queda perpendicular al plano de polarizacién. [16]

En la siguiente imagen mostramos la propagacién de una onda electro-
magnética con las caracteristicas mencionadas anteriormente que se propaga
en un cristal foténico formado por dos materiales con indices de refraccién
ni y no respectivamente.

x Capa 1 Capa | Capa N

l% —
z Zz
L Cd

Figura 2.1: Polarizacién P en un cristal foténico

NN

De la figura anterior podemos ver que el campo eléctrico, el campo magnéti-
co y el vector de propagacion se puede representar por los siguientes vectores.

E=(-E,0, —E.) (2.5)
B = (0, B,,0) (2.6)
k = (ky,0,k.) (2.7)

Definimos la magnitud del vector k como

k| = k?* = k2 + k2 (2.8)
Donde el vector de onda estéa dado por:

w2

K = €iti g (2.9)

En esta ecuacién €, p; representan la permitividad y la permeabilidad
respectivamente de la j-ésima capa. El subindice j indica el medio al cual



8 Desarrollo tedrico

pertenecen estos valores, por lo tanto, puede variar de 1 a m , donde n en el
nimero de capas total y ¢ es la velocidad de la luz, mientras que w simboliza
la frecuencia angular de la onda incidente.

Debido a las condiciones de frontera, la componente tangencial del campo
eléctrico se conserva igual que k,, por lo cual, podemos expresarlo como:

UJ2

k2 = 80M0§<Sin(€))2 (2.10)
Aqui €y y po son la permitividad eléctrica y permeabilidad magnética del
medio incidente que es exterior a nuestra estructura, 6 es el angulo que se
forma con la normal y el vector de onda que se ilustra en la Figura (3.1).
Ahora veamos que si sustituimos la ecuacién(2.10) y la definicién del vector
de onda en la magnitud de k, y realizando algunas manipulaciones algebraicas
conseguimos el siguiente resultado.

2 2
) w? .
kzj = 1 302 — 801110?(8111(9))2 (2.11)
En este caso el subindice j indica la capa de la estructura sobre la cual
se esta trabajando. Empleando las ecuaciones Maxwell y considerando una
densidad de carga nula, ademés de suponer que la permitividad de los medios
es homogénea, usamos V - D = 47p donde D = ¢E, por lo tanto

V-E=0 (2.12)

También se considera que E y B se propagan como ondas de una sola longi-
tud, de esto podemos definir el campo magnético y eléctrico respectivamente,
como:

B= Byjei(kzz—i-kmx—wt) (213)

E = (E,i — E.k)e/h=#Fheo—wt) (2.14)

Ahora procedemos a aplicar la Ecuacién (2.12) al campo eléctrico definido
anteriormente y conseguimos el siguinete resultado.

V - E = Ejikyeik=zther—ot) _ pjf eilk=zthaz—wt) _ () (2.15)

El cual podemos escribirlo como se expresa a continuacion:
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E.k, = E.k, (2.16)
Aplicando V - E = —%%—If a E y simplificando, resulta
W
E.k, — E.k, = EBy (2.17)

Si de la expresion anterior despejamos E, y lo sustituimos en la ecuacion
(2.16), realizamos manipulaciones algebraicas y despejando B, obtenemos

w
B, =—eu—F, 2.18
y €ilj ok, ( )
Definimos la tmpedancia.
como:
w
Y, = —¢; 2.19
J € ok, (2.19)
Ahora realizando la sustitucion de H, = % y la impedancia en la Ecua-
cién(2.18) la relacion entre H, y E,, queda representada por
H,=Y,E, (2.20)

AN

Figura 2.2: Propagacion de la componente paralela del campo eléctrico

De acuerdo a la propagacién del campo electromagnético, como podemos
verlo en la imagen anterior, tenemos las siguientes ondas.
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Exj = Aljeikzjzj — Agje_ikzjzj (221)

Hy, = Y;Ae"5% + Y Aye M=% (2.22)

La ecuacion del campo eléctrico nos indica que hay dos ondas propagandose:
una hacia la derecha y una hacia la izquierda, que corresponde a la onda
reflejada y transmitida, respectivamente. El campo magnético tiene una re-
presentacion andaloga.

Veamos que las ecuaciones (2.21) y (2.22) podemos escribirlas en notacién
matricial de la siguiente manera.

By, _ (1 -1 Aljeikzjzj
< Hy, )Z B ( Y; Y ) ( Azjefikzjzﬂ' . (2.23)

J

De donde obtenemos las matriz B;, la cual tiene el objetivo de proporcionar
los campos electromagnetico y magnetico a partir de las amplitudes de la
onda.

B; = ( % ;,]1 > (2.24)

/ .
Conectando las ondas entre los puntos z a z; como se muestra en la Figura
(2.1), conseguimos el siguiente resultado.

Aljeikzj zj eikz]. (zj—z;) 0 Aljez’kzj z;
T | | 2.25
A, .6_7’ij zj 0 efzkzj (z5—2%) A '€7lkzj 2} ( )
J 2 2j 2

Donde

ik d
e 0
T(d) = ; 2.26
=" ) (2.26)
Con T(d) la matriz de traslacién y d = z; — z}. Esta matriz nos describe el
comportamiento de la onda dentro del medio.

Ahora si sustituimos la ecuacién.(2.24) en la ecuacién.(2.23) y evaluamos en
el punto z’, obtenemos el siguiente resultado:
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E. Al ‘€isz ZJ,
T =B, I 2.27
( Hyj )z/‘ J ( A2je—zkzj z; ) ) ( )
J %
Si de esta ecuacién despejamos la matriz del lado derecho obtenemos lo si-
guiente:
Aljeiijz; . Bfl Exj (2 28)
AQje—Zij Z; , S Hyj o '
Zj j

Donde ]B%j_l es la matriz inversa de B,, por lo cual tienen una funcién similar
aunque en sentido opuesto.

1 Y, 1
Bl=_" J 2.29
tew (1) 22
Veamos que con las ecuaciones obtenidas anteriormente, podemos reescribir
la representacion matricial de las ondas progagandose en el campo electro-

magnético, en términos de B;,T(d) y Bj_l y quedaria expresadas como se
describe a continuacion.

( f;j ) = B,T(d)B;" ( f; ) (2.30)

Renombraremos
B,T(d)B; ' = m; (2.31)
Realizando la multiplicaciéon matricial anterior se obtiene:
cos dk,. Yi sindk,.
;= ’ i ! 2.32
i ( iYjsindk,,  cosdk., ) (2:32)

Esta es la matriz de transferencia que nos proporciona los campos para la
Jj—ésima capa,la cual describe la propagacion de ondas electromagnéticas en
la interfase de un medio n; a un medio ne

2.4. Condiciones de Frontera

En vista de que la presencia de grafeno esta caracterizado por una conductivi-
dad alta, en las interfaces entre los dieléctricos las componentes tangenciales
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de los campos magnéticos nos son continuas y la densidad de corriente su-
perficial se relaciona con la conductividad a través de la Ley de Ohm la cual
determina que para algunos materiales, la densidad de corriente J y el campo
eléctrico E se relacionan a través de una constante ¢ llamada conductividad,
caracteristica de cada sustancia. Aplicamos las condiciones de frontera las
cuales son utilizadas para calcular los patrones de reflectancia y transmison
de una onda incidiendo en los medios dieléctrico 6 grafeno, por lo cual de-
bemos considerar al aplicarlas que tenemos una densidad de corriente en la
lamina de grafeno, como se menciono anteriormente, lo cual se ve reflejado
en la ecuacion (2.36).

Dy, — Dy, =0 (2.33)

E., = Ey, (2.34)

Bon = By (2.35)

Hy, —Hy =j=0E,_, (2.36)

Si estas condiciones de frontera se evalian para el j-ésimo medio tenemos

E, = A1) i1 — Ay pyem i1 (2.37)

j| i—1 |Zj71

r=F

H

Yj

=oF

| — H, A (2.38)

j—1 |Zj71

Requerimos H,;, por lo que despejando de la ecuacién (2.38), evaluando y
realizando manipulaciones algebraicas obtenemos

—iks,

H,, = (oc+ ’!/jfl)Al(j—l)eikzj_lzj_1 + (=0 + yj—1)Agj_pye” 1T (2.39)

Escribiendo matricialmente las relaciones anteriores obtenemos

Exj — 1 —1 Al(j—l)eikzj—lzi—l (2.40)
Hy, o C\o+4yi-1 —o+yia Ag(j_l)eﬂkﬁ'flzﬂ'*l :
J



2.5 Coeficientes de Reflexion y Transmision 13

De donde surge una nueva matriz, la cual es andloga a la ecuacién(2.24),
solo que esta nos proporciona los campos de la j-ésima capa a partir de las
amplitudes de la j-1 capa.

S;_1 = 1 -1 (2.41)
o+Yj-1 —0+Yj-1
Escribiendo esta matriz en forma de campo eléctrico y magnético, se tiene.
E,. E,.
Lj — S'ilB.ﬁ_l ( Tj-1 ) 242
( Hyj >z; ’ - Hyjfl Zj—1 ( )

Sustituyendo estas expresién en la ecuacién.(2.41) resulta

E,  { E..
(H] ) :ijj—lBjjl ( HJ ) (243)

Yj ; Yj—1 i1
Con fin de simplificar la notacién llamamos: ¢; = ijj_lBj_fl, y al realizar
las operaciones requeridas se concluye el siguiente resultado:

Lcosdk,. igindk.
- 2 z; 5 2
“ < %ZY} sindk., (o +Y}) % cosdk,,Y;(—o +Yj) (2.44)

La cual es nuestra matriz de transferencia para la j—ésima capa, reestructura-
da, entonces para obtener la matriz de transferencia para el arreglo completo
debemos realizar la multiplicacién de las matrices de cada una de las capas.

C= H Cj = C1C2Cq........ Cn (2.45)

2.5. Coeficientes de Reflexiéon y Transmision

Una vez obtenida la matriz de transferencia total evaluemos las ecuaciones
(2.21) y (2.22) en z=0 y z=L.

En z =0, Ay, = Ry A; = 1 pues la amplitud del campo incidente esta
normalizada, entonces

E,(2=0)=1-R (2.46)
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Hy(z=0) = Y,(1+R) (2.47)

Paraelcasode z=L, Ao =Ty A =0

E.(z = L) = Te*annk (2.48)
Hy(z=L) =Y, e nnk (2.49)

Sustituimos las cuatro ecuaciones anteriores en las ecuaciones evaluadas en
las fronteras de la estructura y colocamos los elementos de la matriz ¢, obte-
nemos:

T@ikzN"'lL 011 012 1—-R
ol ) =0y 0 J\ i1+ R (2:50)
Y€ . 21 Co22 o1+R) ) __,
Resolviendo el sistema de ecuaciones de 2x 2 se obtiene el valor de la amplitud

de transmision(T) y de reflexion(R)

T — (C11 — C12Y0)(Co1 + CYp) — (C11 + C12Y0)(Coy — CYp) (2.51)
(Chy — C1aYo) Y 1€ Fonit — (Cyy — CanYp) Yy e v

o (Ch1 + CraYo)YivgreEanet — (Cyy + CopYo)YypetHhonss
(Ch1 — Cl?YO)YNHe’L’“ZNH — (Cyy — C’ngO)YNHe’LkZNH

(2.52)

2.6. Polarizacion S

En esta seccién se procedera a realizar los calculos para los coeficientes de
reflexién y transmision, considerando que el campo magnético es paralelo al
plano de incidencia y el vector de campo eléctrico es perpendicular al vector
de campo magnético.
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X Capa 1 Capa j

Figura 2.3: Polarizaciéon Transversal Eléctrica.

Si observamos las componentes del campo eléctrico, magnético y el vector
de propagacién de acuerdo a la Figura (2.3) tenemos:

k = (—ks,0, k) (2.53)
E = (0,E,,0) (2.54)
B = (-B,,0,—B.) (2.55)

A continuacién deberiamos proceder de igual forma que para la polarizacion
P pero en vista de que se obtienen exactamente los mismos resultados, de la
Ecuacién (2.8) a la Ecuacién(2.11), los omitiremos, procediendo directamente
a hacer uso de las ecuaciones de Maxwell.

V-B=0 (2.56)

Supondremos que las ondas se propagan como si fueran monocromaticas, de
tal forma que E y B quedan definidos como:

E = Eyjei(k:zzukkzxfwt) (257)

B = (B,i — B.k)e!k=Fher—wt) (2.58)

Si aplicando la Ecuacién (2.58) a la (2.58) obtenemos:

~—

B, = E, (2.59)

&
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Usando el rotacional de B y suponiendo que no hay densidad de corriente
tenemos lo siguiente
ep OE

B:—— 2-
V x T (2.60)

Haciendo uso de la ecuacién (2.60) junto con las ecuaciones (2.57) y (2.58)
realizando el dlgebra necesaria y utilizando la ecuacién (2.59) para simplificar
términos, andlogo a lo que se elaboré para la polarizacién P.

k.E,c

B, = 2.61
- (2.61)

Ahora si se realiza la sustitucion de H, = %, podemos definir la impedancia,
J
como:

k
Y, = =5 (2.62)
wit
Por lo que la relacién entre H, y E, queda expresada como:
H,=Y;E, (2.63)

De acuerdo a la propagacion del campo electromagnético para la polarizacion
S tenemos lo siguiente:

Eyj = —Aljeikzjz — Agjeiikzjz (264)

ij = —Y;‘(Alj@ikzjz — Agje_ikzjz) (265)

Veamos que estas ecuaciones las podemos escribir en forma matricial, y ob-
tenemos el siguiente resultado:

E,, (-1 -1 Aljez‘kzjzj
( H,, )z, B ( Y, Y ) ( Azje—z‘kzjzj ) (2.66)

De donde se define la matriz B;

-1 -1
B; = ( Y, v, ) (2.67)
Elaborando el dlgebra de manera silimilar como se realiz6 para la polarizacion
P de las ecuaciones. (2.25) a (2.31), obtenemos
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cos dk; Yi sin dk; (2.68)
m., = J .
J —iYjsindk,,  cosdk.;

Esta es la matriz de transferencia que nos proporciona los campos para la
j—ésima capa.

2.7. Condiciones de Frontera

En este caso las condiciones de frontera corresponden a las indicadas en la
seccion anterior para la polarizacion P, por lo cual pasaremos directamente
a las implicaciones.

E, |, =E

Yj—1 |Zj—1

= Ay 15— Ag_yye e (2.69)

H-'Ej |Z; - H-'Ej—l‘zj—l = O-Equ ’Zj—l (270)

Se requiere de H,;,por lo cual despejando este término de la ecuacion anterior,
evaluando y haciendo manipulaciones algebraicas obtenemos:

H,, = (0 4 yj—1) Ayg—ne™-15-1 + (=0 4 yj1) Agpe ™1 (2.71)

Escribiendo matricialmente las relaciones anteriores conseguimos:

E,, -1 -1 A1(j—1)€isz*1Zj’1
= ; , 2.72
( Ha, )Z/. ( —0FYj-1 —0 = Y ) < Ag(joyye” s (272)
J

Hemos obtenido una nueva matriz, la cual esta definida como:

-1 —1
S, = 2.73

7 ( —0+Yj-1 —0 —Yj1 > (2.73)
Escribiendo esta matriz en forma de los campo tenemos:

i), =5t ()
I =S, 1B Yi—1 2.74
( ij Z;- e ij—l z ( )

j—1
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Sustituyendo estas expresion en la ecuacién. (2.73) resulta

E,. _ E,.
( HZJ. ) = ijj_lBj_ll < Hyrl > (275)
J z Zj—1

. Tj—1
j J

-1

Con fin de simplificar la notacién nombraremos C; = m;S; 1B,

2,

1 dk,’ isindkijj,l
¢j = < Ny 2 COS ANz, ) > (2.76)
—51Yjsindk, (o +Y;) —5cosdk.,Y; (=0 —Y))

La cual es nuestra matriz de transferencia para la j — esima capa pues note-
mos que sus componentes determinan r y t, entonces para obtener la matriz
total de transferencia para el arreglo completo debemos considerar lo siguien-
te

C= H Cj = C1C2C3. ... Cn (2.77)

j=1

2.8. Coeficiente de Reflexion y Transmision

Una vez obtenida la matriz de transferencia total evaluemos las ecuaciones
(2.61) y (2.62) en z=0 y z=L

En 2z =0, Ay, = Ry A; = 1 pues la amplitud del campo incidente esta
normalizada, entonces

E, (:=0)=-1—-R (2.78)

H.(z=0)=Y(1+ R) (2.79)
Paraelcasode z=L, Ay, =TY A1 =0

Ey(z = L) = Te*val (2.80)

H,(z = L) =Y, e*nnl (2.81)

Sustituimos las cuatro ecuaciones anteriores en las ecuaciones evaluadas en
las condiciones de frontera, y si colocamos los elementos de la matriz c,
obtenemos:
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—TGikzN"'lL 011 012 —-1—-R
ihan, L = (2.82)
Y, e N+ I Co Oy Yo(1 - R) =0
Haciendo el desarrollo y resolviendpo el sistema de ecuaciones de 2x2 se
obtiene el valor de la amplitud de transmisién(T) y de reflexién(R)

(C11 4 C12Yp)(—Ca1 + CnYy) — (—Ch1 + C12Y)(Car 4 CoaY)

, : 2.83
(Cy1 + C12Y0)YN+1€ZU€”\“rl + (Co1 + C22Y0)YN+1€ZU€”\“rl ( )

T =

R = (—Ci1 + CrYo) Y™ net + (=Cyy + CppYp) Yy yre™on s (284)
(Cn + CIQYO)YNﬂelLkzN“ + (Con + 022Y0)YN+1€ZLkzN+1 '
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Capitulo 3

Grafeno

3.1. Origenes e historia del Grafeno

El carbono (C) es un elemento quimico de nimero atémico 6. Su ca-
racteristica més distintiva y la que le proporciona gran importancia a este
elemento, es su capacidad de combinacion, siendo el nimero de interacciones
entre atomos de carbono y otros diferentes casi infinito. Es por esto que es un
elemento ideal para elaborar los complejos sistemas organicos como nuestras
células o las hojas de las plantas[8].

3.1.1. Hibridaciones

La configuracién electrénica del carbono en su estado base es C' = 1522522p?.
Si excitamos el electrén para preparar su enlazamiento con otro dtomo, ca-
da atomo de C' mezcla su orbital 2s y 2p (esto es posible porque ambos se
encuentran muy cercanos en energia).

C = 15*25*2p* — C = 15*252p,2p,2p,

De aqui se pueden formar cuatro enlaces pues vemos que hay cuatro elec-
trones desapareados, estos se pueden mezclar de diferentes formas pero, al
mezclarse orbitales puros se da la produccion de nuevos orbitales que llama-
remos degenerados. Dependiendo de la cantidad de orbitales que intervengan
en el proceso de mezcla, exitiran diferentes tipos de hibridacién posibles, en

21
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particular los dtomos de C' sufren 3 tipos diferentes de geometrias.

Las diferentes hibridaciones que presenta el

carbono
Hibridacion Formada Forma en el Angulo Tipos de Grupo

por espacio enlace C-C representativo
Un orbital *s” - Alcanos
Y tres 109 Sencillos
Un orbital “s” Alguenos
Y dos 120° Dobles
orbitales *p” Hﬂ
Un orbital *s” Algquinos
y tres e o 180° Triples
orbitales “p”

Figura 3.1: hibridaciones

3.1.2. Formas Alotrodpicas

Los alétropos son formas distintas de un mismo elemento que difieren en
la forma en que los &tomos estan unidos. En el caso particular del carbono,
tenemos una extensa alotropia debido a la capacidad que tienen los &tomos de
éste para formar redes enormemente complicadas y con diversas estructuras.
Algunos aldtropos del carbono son:

Cero dimensionales: Fullerenos

Monodimensionales: Nanotubos

Bidimensionales: Grafeno

Tridimensionales: Grafito y Diamante
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3.1.3. Descripcion del Grafeno

Como se mencioné anteriormente el grafeno es una manifestacion diferente
de la estructura atémica del carbono. En este caso, para formar el grafeno
se lleva a cabo una hibridacién del tipo sp?, pues se mezclan los orbitales
2s, 2p,, 2p, formando una estructura triangular en la que cada uno de los
nuevos orbitales contiene un electron que formara enlaces covalentes muy
fuertes con otros atomos, creando asi, una estructura teselada hexagonal con
solo un dtomo de grosor.

Aunque en esta ultima década el grafeno ha tomado mayor popularidad,
este ya se conocia desde 1930, pues fue en esta fecha cuando se describieron
sus enlaces quimicos y estructura. Posteriormente en el ano de 1949 el fisico
canadiense Russell Philip Wallance fue quien calculé por primera vez la es-
tructura electronica de bandas, pero no se le presté mucha atencién pues se
suponia era una estructura inestable y se pensaba que el orden del material
seria destruido por las fluctuaciones térmicas pero a pesar de esto, en 1994,
esta estructura recibié oficialmente el nombre de grafeno, que quiere decir
monocapa de grafito. Aun asi, tuvo que pasar mucho tiempo, para ser preci-
sos hasta el ano 2003, para que el fisico ruso Andrey Gueim y su compatero
Novoselov se encontraran una tarde en la Universidad de Manchester, Ingla-
terra, para trabajar en sus propios y extravagantes proyectos, por mencionar
alguno, ellos habian logrado hacer levitar una rana gracias al uso del electro-
magnétismo. Pero ese dia, estos fisicos buscaban una monocapa de carbono
pues la idea de nanotubos y buckyballs, les habia abierto las puertas de la
imaginacion y estaban convencidos que esa sustancia estaba alli, esperando
a ser descubierta.

Entonces, como primera idea, molieron una simple mina de lapiz en trozos
muy pequenos y los esparcieron tratando de formar una capa con el menor
espesor posible, limpiaban los bordes del drea de experimentacion usando una
clasica cinta adhesiva, lo intentaron demasiadas veces, pero siempre llegaban
a un mismo punto, en el que era imposible hacer mas delgada la capa de
grafito sobre la mesa. Esto parecia solo generar basura y frustracion, pero de
pronto, como muchos de los grandes descubrimientos cientificos que suceden
por casualidad jeureka!l, ahi en la basura: el residuo sobre la cinta adhesiva
que les haria ganadores al premio nobel de fisica, el grafeno. Después de su
descubrimiento, este material ha sido objeto de muchos estudios, pues sus
caracteristicas lo hacen muy prometedor.
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3.2. Propiedades Fisicas del Grafeno

La dureza de un material se define como la cantidad de energia que es
capaz de absorber antes de romperse o deformarse. En el caso del grafeno, su
dureza es aproximadamente unas 200 a 300 veces la del acero, gracias a sus
enlaces covalentes, ya que, al compartir atomos en el iltimo nivel energético
sus uniones son muy fuertes. [7]

Figura 3.2: Enlaces Covalentes

Al igual que pasa con la dureza, el grafeno presenta una elevada elas-
ticidad, pues soporta estiramientos de hasta el 20% de su estado original
sin sufrir deformidades, tal vez, esta cantidad a primera instancia no parece
grande, pero si consideramos que la elasticidad de algunos sélidos es de ape-
nas el 1% notamos que si es un valor considerable. Para la determinacion de
estas caracteristicas se utilizdé un microscopio de fuerza atémica que " presio-
naba”perpendicularmente la hoja de grafeno para doblarla y obtener asi su
limite elastico, con lo cual se concluy6 que la constante elastica es muy gran-
de, el motivo de esto es que el grafeno casi no presenta impurezas o defectos
en su red. El hecho de que el grafeno tenga una gran elasticidad permite
que pueda moldearse de diversas maneras, lo que aumenta enormemente los
campos en los que se puede utilizar.

Resulta curioso que el grafeno sea tan duro y resistente, puesto que este es
una monocapa de grafito (el cual se rompe con tanta facilidad). El motivo es
sencillo, en el grafito, las capas de grafeno se encuentran unidas por fuerzas
de Van der Waals, que son débiles comparadas con las uniones covalentes
entre los carbonos del grafeno, ademas por ser sélo una capa bidimensional
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de carbono es ligero (0, 77mg/m?). Estas caracteristicas le han dado gran
importancia a este material por las diversas aplicaciones para las que califica,
pero sus propiedades épticas también le auguran un futuro prometedor, pues
su transmitancia es muy alta, ya que, oscila en un 97 % — 97,77 %. Pero
definitivamente, lo mas impresionante de este material son sus propiedades
eléctricas que describiremos a continuacién.

Como es conocido, una forma de clasificar los materiales es segin lo bien
que conduzcan la electricidad: aislantes, conductores y semiconductores. Pues
bien, resulta que el grafeno no pertence a ninguna de las tres clasificaciones,
sino que comparte caracteristicas entre los conductores y los semiconductores.

GRAFENO SEMICONDUCTOR AISLANTE
METAL

 dEF REr R

Figura 3.3: Bandas de energia

ENERGIA

La energia de Fermi () es el nivel de energia maximo hasta el que llegan
los electrones de un sélido. Las curvas parabdlicas que se ven en las imagenes
se conocen como bandas de energia. La inferior es la banda de valencia y la
superior es la banda de conduccién. Si el nivel de Fermi esta en la banda
de conducciéon nos encontramos ante un metal ya que los electrones circulan
libremente por esta banda. En el caso de los semiconductores y los aislantes
el nivel de Fermi estd entre ambas bandas de conduccién, y tinicamente se
diferencian en la anchura de la brecha, llamada gap o banda prohibida. En
los semiconductores tenemos un gap no demasiado grande, lo que permite
que si se les da la suficiente energia puedan conducir la corriente eléctrica;
mientras que en los aislantes, donde el gap es mucho mayor, es necesario un
aporte energético superior que dificulta la conduccién.

En el caso del grafeno tenemos unas bandas con forma de cono, en lugar
de paraboloides, y lo que es mas importante, el nivel de Fermi esta justo en
la unién entre ambas capas. Esto implica que no hay gap y los electrones
pueden saltar sin problema de la capa de valencia a la capa de conduccién y
facilitar en gran medida la conduccion eléctrica. Se ha podido medir incluso
la velocidad a la que se mueven los electrones en el grafeno arrojando unos
resultados sorprendentes: se mueven a alrededor de 1000 km/s, tan sélo 300
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veces inferior a la velocidad de la luz en el vacio.

3.2.1. Deduccion de la Conductividad del Grafeno

En la Figura (3.4)b se muestra lateralmente una lamina de grafeno finita
recostada sobre el plano x-z. donde juega el papel de interface entre dos
medios caracterizados por py y €1 para y > 0y us v € para y < 0, donde
cada uno de los pardmetros de los materiales pueden ser valores complejos.
El grafeno es considerado como una superficie infinitesimalmente delgada,
de dos caras caracterizadas por una conductividad superficial o(w, p., I, T),
donde w es la frecuencia en radianes, u el potencial quimico, I' es una tasa de
dispersién fenomenoldgica donde se asume que es independiente de la energia
y T es el temperatura.

o
Ly By ¥

() M€

=Y

Figura 3.4: Lamina de grafeno en vista frontal y lateral

La conductividad del grafeno se ha considerado en varias obras recientes, y
aqui usamos la expresion resultante de la férmula de Kubo. [17-19]
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o(w, pe, I, T) =

e [ - e
[ Do)
o (w— 2P —d(3p

Donde - es la carga de un electréon, h = % es la constante de Planck reducida,

fale) = (62137#79 +1)7! es la distribucién de Fermi-Dirac, y kp es la constante
de Boltzman. Asumimos que no hay un campo magnético externo presente,
y que la conductividad local es isotropica. El primer término en la Ecuacion
se debe a las contribuciones intrabanda, y el segundo término a la contribu-
ciones interbandas. Para una hoja de grafeno aislada el potencial quimico g,
esta determinado por las densidad de portadores n.

2

ng = ——s
wh?v,

[ee]
| el - sate + 201 (32
0
Donde vp ~ 9,5% 10°m/s es la velocidad de Fermi. La densidad de portadores
puede ser controlado por la aplicacién de un voltaje y/o un dopaje quimico.
Para los caso sin dopar T'= 0k , ng = p. = 0.
El termino intrabandas en la Ecuacién puede ser evaluado como

€2kBT He #e 4 q
caraTinra:_‘ 21 kpT 3.3
0(w7 2 ) t ]th(w _ JQF) (kBT + n(e B ) ( )

Para el caso donde p. = 0, ecuacién (3.3) la cual fue obtenida en la referencia
[20] para grafito (con la adicién de un factor que se considera para la capa que
separa los planos de grafeno) y corresponde a la conductibidad intrabanda
de una simple pared de carbono. Con o = ¢’ + jo”, esto puede verse como
Otoira = 0y 0iiva < 0. Como se discutird més tarde, la parte imaginaria
de conductividad juega un importante papel en la propagacion de las ondas
de superficie guiada por la hoja de grafeno. La conductividad interbanda se

puede aproximar por kT <| i |, lw como
e?reT In(> | pe | =(w —24T)h
dmh 2 ’ He ’ _<2]F)h

tal que para ' =0y 2| pie |> hw, cinter = jor

inter

) (3.4)

> 0.

U(w, fe, I, T)mtm >~

"
con Ointer
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ParaT' > 0y 2| st |< fw, Ginger €8 un valor complejo, con

me?

Ohion = o = 6,085 x 1075(s) (3.5)

y Uz{;zter >0 para fic 7& 0

3.3. Posibles Aplicaciones del Grafeno

Con las incomparables caracteristicas fisicas del grafeno es l6gico suponer
que tenga un sin fin de aplicaciones por lo cual mencionaremos sélo algunas
de ellas:

1. FElectronica: Podria emplearse en la fabricacién de microchips o de tran-
sistores, ambos elementos imprescindibles en practicamente todos los
dispositivos electrénicos. Existen diversas empresas que ya estan desa-
rrollando tintas conductoras, que es un tipo de tinta que conduce la
electricidad y que se emplea para imprimir circuitos a partir de grafeno.
Ademas, por sus especiales caracteristicas los componentes electréni-
cos de este material permitirdn el desarrollo de dispositivos flexibles
que podran enrollarse o plegarse segun las necesidades.

2. Informadtica: El uso del grafeno permitira el desarrollo de ordenadores
mucho mas rapidos y con un menor consumo eléctrico que los actuales
de silicio. Ademas, se estima que un disco duro de este compuesto, del
mismo tamano que uno de los empleados actualmente, podria almace-
nar hasta mil veces mas informacion.

3. Sector energético: Es otro de los que cambiaran de manera visible,
por sus propiedades energéticas, el grafeno permitira la creacién de ba-
terias de larga duracion que apenas tardaran unos segundos en cargarse.
Ademas, las energias renovables pasaran a un plano mas relevante, ya
que, entre otros, las placas solares recubiertas de este material seran
mucho més eficientes y permitiran una forma mas ecoldgica de consumo
energético.

4. Industria del blindaje: La extrema dureza del grafeno unida a su capa-
cidad de moldearse y a su ligereza, lo hacen un compuesto ideal para
ser empleado en esta industria. Chalecos antibalas, cascos y multitud
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de elementos de protecciéon que se emplean por diversos profesionales
pasaran a ser mucho mas ligeros y seguros.

5. Medicina: Se esta trabajando en condones de grafeno debido a la resis-
tividad y lo delgado del material, lo cual acabaria con las quejas sobre
estos métodos anticonceptivos.

6. Tratamiento de aguas: Debido a su peculiar estructura de alta densidad
permeable al agua, se estudia su posible uso para la desalinizacion del
agua. Algunos datos obtenidos a partir de estos proyectos predicen que
se podra realizar esta tarea en un tiempo muy inferior y con un coste
mucho més reducido.

7. Desarrollo de la ciencia: La alta reactividad del grafeno con otros ele-
mentos quimicos distintos del carbono, es una de las caracteristicas que
mas atrae la atencion en el campo de la investigacién, donde ya se han
descubierto algunos derivados del grafeno, como es el caso del grafano,
que mediante la adicién de hidrégeno en su estructura molecular da
como resultado un nuevo material aislante.
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Capitulo 4

Sucesion de Fibonacci

Figura 4.1: Leonardo de Pisa

Leonardo de Pisa, también llamado Fibonacci, fue un matemaético italiano
que vivié entre 1170 y 1250. El incursion6 en el mundo de las matematicas
a temprana edad pues su padre Bonacci, quién dirigia la oficina de aduanas
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de Bugia en Argelia, le hizo tomar los mejores cursos sobre los métodos de
calculos indo-arabes.

Como consecuencia de esto realizé6 muchos viajes comerciales en los cua-
les consiguié conocer a reconocidos matematicos de Egipto, Siria, Provenza,
Grecia y Sicilia. Acepté durante las famosas disputas, desafios matemati-
cos, y estudio en profundidad los Elementos de Fuclides, obra que siempre
consideré como un modelo de estilo y de rigor logico.

Tratando de recopilar todas estas experiencias e informacién de matemati-
cas medievales, que Fibonacci adquirié por estos viajes, fue que concibié su
obra ”"Liber Abaci”(Libro del dbaco). Esta obra renové por completo la cien-
cia de la aritmética, pues expone todas las reglas del calculo basado en las
nueve cifras indoarabes: el cero y la numeracion de posicion. Esto hace que la
obra no sea algo facil y para que el lector no perdiera el interés, Leornardo de
Piza motivaba a llevar el contenido del libro a aplicaciones practicas como:
contabilidad comercial, conversion de medidas, calculo de intereses, cambio
de moneda y otras numerosas aplicaciones[16]. Sin embargo, Fibonacci es
mas conocido entre los matematicos por una curiosa sucesion de ntmeros
que colocd en el margen de su libro.

4.1. Los Conejos de Fibonacci

Leonardo de Pisa fue un matematico muy importante, pues introdujo el
cero al occidente, pero Fibonacci ha sido quien ha ganado popularidad por
su sucesiéon la cual surgio como resultado de la siguiente problematica que
propone en su primer libro ”Liber Abaci” .

Consideremos dos conejos los cuales tardan dos meses en alcanzar su
edad madura y poder reproducirse. Al paso de este tiempo, esta pareja pro-
creara otra pareja de conejos que a su vez creceran y se reproduciran, si estas
cantidades no cambian ;cuantos conejos habra cada mes?

Notemos que en el primer y segundo mes solo hay una pareja de conejos,
para el tercero hay cuatro conejos, ya que la primera pareja se reprodujo,
para el cuarto hay 3 parejas de conejos, pues la pareja mas longeva ya ha
tenido cuatro crias y la segunda aun no ha alcanzado la madurez, pero para
el proximo mes que es el quinto, ya lo haran y por lo tanto habra 5 parejas
de conejos. Si seguimos realizando el analisis obtendriamos que las parejas
de conejos crece de esta forma 1,1,2,3,5,8,13,21,34, ... De lo cual podemos
observar que las parejas de conejos que habra en un derminado mes, seran la
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suma de la cantidad de parejas que habia en los dos ultimos meses precedentes

a este.
Pares de

conejos
1

Figura 4.2: crecimiento de las parejas de conejos

4.2. Sucesion de Fibonacci

Esta sucesion numérica, que lleva el nombre de su creador, aparece por
primera vez en su libro Liber Abacci a lado del problema de los conejos.

Para hallar estos nimeros podriamos recurrir a organigramas y demas
elementos, algo demasiado complicado si lo que queremos es encontrar un
simple nimero, por ello, Fibonacci hallé la siguiente relacién de recurrencia

Up_1 + Up = Upi1 (4.1)

Donde los primeros términos son:

UQZO,U1:17U2:1,U3:2 ..... (42)

La férmula de recurrencia es la féormula mas conocida para hallar los
nimeros de Fibonacci; sin embargo, para hallar un niimero de Fibonacci con
un subindice muy grande usando la formula de recurrencia es un procedi-
miento muy tedioso. Algunos matemaéticos buscaron otras formas para hallar
estos numeros en forma directa, uno de ellos fue Binet, quien demostro la
siguiente formula por primera vez, la cual lleva su nombre
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En esta pagina
del Liber Abaci
comienza el
célebre problema
de los conejos
que lleva a la
serie denominada
de Fibonacci:
1.1.23.5

) ok cummseion Teiaiel boso
r el e fareT drcT o0 furi g Tuns Bnacl nast os 8. 13. 21.

-

L vw-_rriﬂ‘.lhu!;l:rjmmnv.-'lh e aboes s 34,55 .. enla

=5l pabbv ol gt o que cada terming
{exceptuando los
dos primeros) es
la suma da los
dos nimeros
anteriores.

Figura 4.3: Pagina del Liber Abacci

(1—1—2\/5)71 N (1—2\/5)71
V5

Ahora veamos que cuando hacemos tender n al infinito en la ecuacion
anterior un término se anula.

fﬁ = (4.3)

1—\/5|n

Jin == 0 -
entonces
(1-1—\/5)”
fn%—\“’/5 (4.5)

para n suficientemente grande. Esta aproximacién sugiere que si observa-

mos la razén uZ—:l obtendremos
(1t;%)n+1
U s 1+V5
~ = (4.6)
U (1+2\/g)n 2

S
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Esta razon %5 es conocida de diferentes formas. Los griegos la llamaron
razon durea o razon de oro, mientras que los artistas del renacimiento le
nombraron proporcion divina.

Esta razon de oro que frecuentemente se representa por ¢, y que, de acuer-
do con la expresiéon anterior, es aproximadamente igual a 1,618033988749895...
es un numero irracional tal como lo es el niimero 7, y cuenta con caracteristi-
cas matematicas inusuales, pues estan definidas a través de una construccién
geométrica, ya que, ¢ es la proporcién de los segmentos de una linea que
resultan cuando ésta se divide de tal manera que, la proporcion del segmento
de la linea (A) respecto a la longitud del segmento de la linea (B) sea igual
que la proporcién de la longitud del segmento de la linea (B) a la longitud

del segmento de la linea (C), como se indica en la Figura (4.4)

Figura 4.4: Proporcién de los segmentos que cumplen con A/B=B/C

Esto significa que A es 1.618.... veces B, y B es 1.618 veces C.

4.3. Numeros de Fibonacci en la Naturaleza
y las Artes

Hay muchos elementos relacionados con la seccién aurea en la naturaleza
y las artes. A continuacién damos una lista de ejemplos donde los niimeros
de Fibonacci estan presentes:

= La relacién entre la cantidad de abejas macho y abejas hembra en un
panal.

= La relacion entre la distancia entre las espiras del interior de cualquier
caracol.

= La relacién entre los lados de un pentaculo.
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Figura 4.5: Partenon Figura 4.6: Razon de oro en un brazo

» La disposicién de los pétalos de las flores (el papel del nimero dureo
en la botédnica recibe el nombre de Ley de Ludwig).

» La distribucién de las hojas en un tallo.
= La relacién entre las nervaduras de las hojas de los arboles.

= La relacion entre el grosor de las ramas principales y el tronco, o entre
las ramas principales y las secundarias.

= La distancia entre las espirales de una pina.

= La anatomia de los humanos se basa en una relacién f exacta, esto
corresponde a: a) la relacién entre la altura del humano y la altura de
su ombligo; b) la distancia del hombro a los dedos y la distancia del codo
a los dedos; ¢) la distancia entre la altura de la cadera y la altura de la
rodilla; d) la distancia del primer hueso de los dedos (metacarpiano) y
la primera falange, o entre la primera y la segunda, o entre la segunda
y la tercera, en todos los casos el cociente es f; e) la relacién entre el
didmetro de la boca y el de la nariz; f) el didmetro externo de los ojos y
la linea interpupilar; g) cuando la traquea se divide en sus bronquios, si
se mide el didmetro de los bronquios por el de la traquea se obtiene ¢.
Esta comprobado que a mayor cantidad de estas relaciones en el rostro
y en el cuerpo hacen que la mayoria de las personas reconozcan a este
individuo como lindo, bello y proporcionado.

= La relacion entre las partes, el techo y las columnas del Partenén, en
Atenas.
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= En los violines, la ubicacién de las efes (los oidos u orificios en la tapa)
se relacionan con el nimero aureo.

» El compositor mexicano Silvestre Revueltas (1899-1945) utilizé tam-
bién el niimero dureo en su obra Alcancias, para organizar las partes.

= En las relaciones entre altura y ancho de los objetos y personas que
aparecen en las obras de Miguel Angel, Alberto Durero y Leonardo Da
Vinci, entre otros.

= Las relaciones entre articulaciones en el hombre de Vitruvio y en otras
obras de Leonardo da Vinci.

= En las estructuras formales de las sonatas de Wolfgang Amadeus Mo-
zart, en la Quinta Sinfonia de Beethoven, en obras de Franz Schubert
y Claude Debussy.

= En el Arte Pdovera, movimiento artistico Italiano de los anos 1960, mu-
chas de sus obras se basan en esta sucesion.[12]

Figura 4.7: Monalisa Figura 4.8: Caracol
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4.4. Superredes de Fibonacci

La sucesiéon de Fibonacci, ha resultado muy 1til a lo largo de los tiem-
pos para darse cuenta de cosas asombrosas relacionadas con el campo de
la naturaleza, el arte, las matematicas, junto con el ntimero aureo, como
se menciond en la seccion anterior. A partir de la fabricacién de superre-
des cuasiperiodicas de Fibonacci y cuasicristales, a surgido con gran interés
el estudio de superredes cuasiperiodicas. Este interés radica en el hecho de
que carecen de una simetria translacional por un lado, y por otro lado, de
una aleatoriedad. Esto se encuentra en un punto intermedio entre sistemas
periédicos y los completamente desordenados.

Para elaborar una estructura cristalina tipo Fibonacci debemos alterar
la sucesién de la siguiente manera: los elementos de la sucesién no seran
numeros, sino objetos a los que denominamos ug = A, u; = B y la relacion
de recurrencia se vera modificado gracias a la regla de concatenacion:

Uy, = Uy 1Up—2 (4.7)

Quedando los primeros elementos como se muestran en la siguiente tabla:

N(A) [ N(B) | N(B)/N(A) |

So = 4 rl |
5= (5] [ 1] |
Sy = [BA] 1|1 | 11 ]
S; = [BAB] 1| 2 | 2/1 |
Sy = [BABBA| 2 | 3 | 32 ]

SN == [BABBAB] FN,Q ‘ FN,1 ‘ FNfl/FN,Q ‘

Cuadro 4.1: Elementos de la Sucesion de Fibonacci
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De aqui podemos construir la superred para cualquier nimero de Fibonac-
ci escogiendo dos bloques de distintos espesores los cuales se iran alternando
de acuerdo a esta sucesion. Para ejemplificar a continuaciéon se muestra la
estructura correspondiente a Sj

. Grafeno deespersor 5nm

Dielectrico de ancho A

Ss=

[ Dbielectrico de ancho

B=(A
(P = razon dorada

Estructura cuasiperiodica

Figura 4.9: Estructura correspondiente a S
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Capitulo 5

Resultados

En este capitulo presentamos resultados sobre cédlculos de reflexion de es-
tructuras construidas con capas alternadas de dieléctricos y grafeno, para ello
se han elegido dos celdas formadas por una capa de dieléctrico y una pelicula
de grafeno, la diferencia entre estas dos celdas es que las capas de dieléctrico
son de diferente ancho. Y la construccion de la estrucutra cuasiperiodica se
realiza siguiendo la sucesion de los numeros de Fibonacci de acuerdo a como
se describid en el capitulo anterior.

Antes de mostrar resultados sobre estructuras cuasiperiodicas, se repro-
ducen resultados publicados en la literatura para comprobar que nuestros
calculos son correctos, para ello se recurrié a los datos expuestos en el traba-
jo de Choon et al. que lleva por titulo “Analysis of surface plasmon excitation
at Terahertz frequencies with highly doped graphene sheets via attenuated
total reflection”. [20]

En este trabajo se estudian campos electromagnéticos asociados con su-
perficies plasménicas (SP) los cuales son guiados por superficies metdlicas
altamente conductivas en frecuencias infrarrojas y del orden de los terahertz
(THz), aunque estos resultan en un pobre confinamiento. Con la finalidad
de simplificar el cdlculo se ha propuesto un sistema multicapa, puesto que
estudios recientes han mostrado que el grafeno puede apoyar a los modos con-
finado de SP, se pretende investigar la excitaciéon de plasmones de superficie
en hojas de grafeno altamente dopadas a frecuencias de TeraHertz con refle-
xién total atenuada (ATR por sus siglas en inglés) a través de la geometria
de Otto (la cual se muestra en la imagen 5.1). Esto se hace depositando gra-
feno sobre un sustrato de indice de refraccién (n;), que es separado por un
espacio(ngy) de longuitud d del prisma, como se muestra a continuacion:

41
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THz
radiation

y .
d{ n NN\ /N => SP MLG/
FLG

m

Figura 5.1: Exitacién de SP sobre monocapas de grafeno en una geometria
de Otto.

La exitacion de los PS en monocapas de grafeno o en varias capas de
grafeno se puede obtener a través de la geometria de Otto, con esta confi-
guracion se calculan los espectros de reflexion mostrados en las figuras 5.2
y 5.3; donde la frecuencia incidente es de 5 THz. La figura 5.2 muestra los
resultados reportados por Choon y la figura 5.3 los obtenidos por nosotros.
Los calculos fueron realizados usando el MMT, y suponiendo que cada una
de las capas de grafeno tienen un espesor efectivo de ¢, = 0,5nm y una
constante dieléctrica dada por, ¢, = 1 + #(‘)’tg Vamos a verificar que en el
rango de frecuencias de los TeraHertz, esta aproximacién reproduce resulta-
dos equivalentes a considerar capas de dieléctricos donde la interface tiene
una conductividad producida por la pelicula monoatémica del grafeno, cuyo
valor fue discutido en el capitulo 4. El objetivo de llevar a cabo esta compro-
bacién es la de usar cualquiera de los dos métodos, y elegir aquel que requiera
de célculos mateméticos mas simples.

Inicialmente reproducimos los resultados publicados en la figura 3c por
Choon et al . Para ello se usa el Método de la Matriz de Tranferencia desa-
rrollado en el capitulo 2, y la aproximacion usada por Chon en el sentido de
considerar una permitividad efectiva a la capa de gafeno. La figuras 5.2 y 5.3
muestran la comparacion de los resultados reportados por Choon y los obte-
nidos con nuestros cdlculos, respectivamente en estas graficas se ha variado el
numero de capas de grafeno. Los datos usados en los cédlculos son: frecuencia
incidente f=5 Thz, la curva de superior es para N=1, y se va incrementando
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el nimero de capas de grafeno hasta a N=5 (abajo) y el potencial quimico
tiene el valor de p = 0,9eV.

! !
I
p | =558 W x
o A0 =452
i oe=327°
R1 k ap=200 *
| - ]
¥ =274
£ di Ae=107 x
" 13 o=255
( i Ap =058 x :
| b
p=247 ]
R{ Ap =031° 3
20 40 60 ]
0 (deg)

deg

Figura 5.2: Espectro de reflexion para  Figura 5.3: Esta grafica muestra los re-
monocapas de grafeno con f = 5Thz  sultados obtenidos por nosotros y don-
para N=1 a N=5 y u = 0,9eV es la  dese han usado los mismos pardmetros
figura publicada por Choon de la figura 5.2

Aqui se puede observar el cambio en la posiciéon del minimo de reflexién
desde ¢ = 55,8° para N =1 a ¢ = 24,7° para N=5. Tomando el indice de
refraccién n, ~ 4 para el prisma como medio incidente que corresponde al
indice de refraccion de germanio. La paulatina reduccion de la posicién de la
resonancia se estabiliza, para N = 5 cuando se observa que la diferencia es de
0,8° entre N=4 a N=5. Desde la monocapa de grafeno (N=1), hasta N =5
hay una reduccién de hasta un 50 % de la posicién de la resonancia, en tanto
que la anchura de la resonancia va desde Ay = 4,52° hasta Ap = 0,31° .
Para N > 2 la fuerza de los campos de los SP crecen mientras que los gaps

©
o
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decrecen, se hacen mas estrechos y afilados con la reducciéon de la radiacion
del modo de SP. Tendencias similares en la fuerza y anchura de los huecos
de resonancia se observan en los espectros de reflexién de la figura 5.4, que
muestra los espectros de reflexion para monocapas de grafeno para diferentes
valores del potencial quimico. En esta grafica se muestran resultados para
potenciales que van desde ©=0.8¢V a 1.6eV , para este caso hemos reprodu-
cido los resultados reportados por Choon, y se ha hecho usando dos formas
distintas de calculo, estas se muestran en las figuras 5.5 y 5.6, ambos fueron
obtendios mediante el MMT, sdlo que en el primer caso se consideran capas
de dieléctrico separadas por una interface con conductividad o debido a la
presencia del grafeno, y en la otra figura se muestran los resultados usando
la aproximacién propuesta por Choon en el sentido de considerar una per-
mitividad efectiva para el grafeno y darle un ancho especifico. Las graficas
muestran una perfecta concordancia lo que significa que considerar la capa
de grafeno sin espesor atribuyendole una conductividad es equivalente a dar-
le un espesor a la capa de grafeno y considerar que tiene una permitividad
efectiva, estos resultados son equivalentes al menos para este rango de fre-
cuencias por lo que en los siguientes cédlculos reportados en este trabajo se
usara la aproximacién usada por Chon.

@ — 64.6° =T
N R e T
ép = 49 _3°)
Mg — 3 .51
i = a1.5°
T Mg — 2.S(F
E%E— s — ST
Megp — 1 _ I
._\_5-_-:_!_
¥ o — 33.8° |
Mgp — 1 e 17
20 =Ty &0 =0
(e

Figura 5.4: Espectro de reflexiéon para monocapas de grafeno donde el poten-
cial quimico toma los valores p = 0,8,1,0,1,2,1,4,1,6eV [20]
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Figura 5.5: Reproduccion de los resul-
tados reportados por Choon mostra-
dos en la figura 5.4, considerando la
conductividad debida al grafeno en las

Figura 5.6: Reproduccion de los resul-
tados reportados por Choon y mostra-
dos en la figura 5.4, donde se ha su-
puesto que la capa de grafeno se puede

interfaces sustituir por una pelicula

5.1. Espectros de Reflexiéon en funcién de la
frecuencia

En esta seccion estudiaremos los espectros de reflexion para estructuras
construidas siguiendo la secuencia de Fibonacci de acuerdo a el capitulo 3,
para ello se analizaran los efectos que producen al variar ciertos parametros
del cristal fotonico, tales como niimero de Fibonacci y el potencial quimico.
En las graficas siguientes se presentan los espectros de reflexion para estruc-
turas periodicas y cuasiperiddicas siguiedo la secuencion de Fibonacci. Cabe
senalar que todas las comparaciones que se hardn en lo que resta de este
capitulo entre los casos periddico y cuasiperiddico, se consideran el mismo
nimero de capas de dieléctrico, en el caso peridédico todas son del mismo an-
cho y en el caso cuasiperidédico se construye la red con dos capas de diferentes
espesores que son dag v dar, = ¢das , donde ¢ = 1,618.... es la razén dorada
tal como se definié en el capitulo 4.
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Iniciamos con el andlisis de las graficas de la Figura(5.7) y (5.8) donde se
compara el efecto que produce el potencial quimico tanto en el caso periddico
como en el caso cuasiperiodico, los pardametros son los siguientes: niimero de
Fibonacci 4 , ¢4 = 1,4,n, = 2,2, u = 0,4,0,7,1eV el ancho del dieléctrico se
considera de 5um y el ancho del grafeno de 5 nm.

1.0 ! 1.0 !
1=0.4 eV 1=0.4 eV
08 u=0.7 eV 08 u=0.7 eV
7 n=1eV 7 u=1eV
NF=4 ] NE=4
periodico cuasiperiodico
0.6 0.6 4
c c
Ne] he]
x x
< <
& 04 & 04
0.2 0.2+
0.0 4 0.0 .
0 20 40 0 20
w(Thz) w(Thz)

Figura 5.7: Espectros de Reflexion pa-  Figura 5.8: Espectros de Reflexién pa-
ra el caso periddico a incidencia nor-  ra el caso cuasiperiddico a incidencia
mal normal

Para este caso observamos que la ruptura de la periodicidad genera irre-
gularidad en las resonancias de Fabry Perot, sin embargo el incremento en el
potencial quimico para ambos casos, produce un corrimiento hacia mayores
frecuencias y un incremento en la reflectividad, o sea el efecto es el mismo
para los dos casos.

A continuacién se muestran en las Figuras (5.9) (5.10) los espectros de re-
flexion en funcion de la frecuencia para tres nimeros de generacion de Fi-
bonacci, que son: Np = 4,5,6, cabe senalar que el nimero de Fibonacci
Np = 4 corresponde a 5 capas de dieléctrico, Np = 5 corresponde a 8 capas
de dieléctrico, y Nrp = 6 corresponde a 13 capas de dieléctrico, para ambos
casos tanto el periddico como el cuasiperiédico, con la salvedad que en el
caso cuasiperiédico son dos anchos distintos los que se alternan siguiendo
la secuencia de Fibonacci. En la gréfica se eligié un rango de frecuencias de
fo=0,1Thz a fy = 35T hz obsérvese que en este rango de frecuencias las tres
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graficas muestran un nimero de resonancias de Fabry Perot equivalentes al
nimero de capas, a esta regularidad que presentan las redes cuasiperiodicas
se les denomina patrones de autosimilaridad. En las graficas mostradas el
ancho del dieléctrico d4s = bum, y el ancho del grafeno es de 5nm, el indice
de refraccion del dieléctrico es ng = 1,4, el indice de refraccién del medio
incidente es n, = 2,2, up = 1leV y un angulo de incidencia de 0°.

0 20 40

0.0 |- 4

0.0 - -

Thz

Figura 5.9: Espectro de reflexién en
funcion de la frecuencia para NF =
4,5,6.Caso periddico

0 20 40

0.0 - -

0.0 - -

0.0 - -

Thz

Figura 5.10: Espectro de reflexién en
funciéon de la frecuencia para NF =
4,5,6. Caso cuasiperiodico
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5.2. Espectros de reflexion en funcién del angu-
lo de incidencia

Posteriormente se muestran espectros de reflexién en funcion del angulo de
incidencia de la luz, estas graficas son presentadas en las siguientes figuras,
en todos los casos se comparan los casos periddicos y cuasiperiodicos, la
figura 5.11 corresponde a una estructura formada para NF = 3, para una
frecuencia incidente f = 5T Hz, dado que el indice de refracciéon del medio
incidente es n, = 2,2 y el indicie de refracciéon del dieléctrico es n, = 1.4,
el d4ngulo critico para la reflexién total interna es de 39° a partir de este
angulo se esperaria tener reflexion total, sin embargo el grafeno presenta
la posibilidad de acoplar modos de superficie, esta es la razéon por la que
el espectro de reflexién muestra un minimo al rededor de los 48°, la curva
que corresponde al caso periédico tiene una profundidad un poco mayor
respecto al caso cuasiperiodico, esto consideramos que se debe a que en el
caso periodico es mas viable el acoplamiento entre los modos de superfice de
las interfaces debido a que todas las capas de grafeno se encuentran separadas
la misma distancia.

1 n 1 n 1
1.04 \’\r—

0.8

Reflexion

cuasiperiodico
periodico

NF=3

0.6

T T T T T v
20 40 60 80

o(grados)

Figura 5.11: Espectros de reflexion en funcion del angulo para los casos pe-
riédico y cuasiperiédico para Np = 3, el dngulo critico se presenta en 39°
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Acontinuacion se muestran espectros de reflexién en funcién del angulo de
incidencia para dos estructuras NF' =4y NF = 5, y la frecuencia incidente
es de f = 5T'Hz, se muestran en las gréaficas los espectros obtenidos para el
caso periodico asi como para el caso cuasiperiodico, los parametros utilizados
son los mismos que en la figura 5.11. En estas graficas podemos observar que
los espectros de reflexion presentan minimos para angulos mayores al angulo
critico, para N F' = 4 se tienen 5 capas, y se observa que existe acoplamiento
entre los modos de superficie entre las diferentes interfaces, nuevamente se
observa que el caso periédico presenta un minimo més pronunciado que el
caso cuasiperiodico, este hecho debido a que el acoplamiento puede darse
mejor, por otra parte la figura 5.13 presenta dos minimos en el espectro
de reflexion, esta estructura que coresponde a NF = 5 tienen 8 capas de
dieléctrico, y la existencia de estos dos minimos debe ser ocasionada por
acoplamiento entre modos simétricos y modos antisimétricos, lo importate
de estos resultados es que los espectros de reflexién para los casos periddico
y cuasiperiodico, son similares salvo por contar con un mejor acoplamiento
en el caso periddico, y un ligero corrimiento hacia mayorea angulos en el caso
periodico.

0.8 4

cuasiperiodico
periodico

=4
o
1

Reflexion
Reflexion

NF=5

cuasiperiodico
periodico

064 | NF=4
0.4

T T T T
40 60 80 40 60

6(grados) 6(grados)

Figura 5.12: Espectros de reflexién en  Figura 5.13: Espectros de reflexion en
funcion del angulo de incidencia para  funcién del angulo de incidencia para

Np =4 Np =5
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo hemos hecho una analisis de estructuras cuasiperiodicas
construidas de acuerdo a los nimeros de generacion de Fibonacci donde se
alternan capas de dieléctricos con peliculas de grafeno, para ello ha sido
necesario hacer una revision de las propiedades del grafeno y describir a
detalle los nimeros de Fibonacci, asi como la forma en la que esta secuencia
se aplica para la construccion de superredes cuasiperiddicas, el objetivo fue
estudiar las caracteristicas de la reflexion y transmision de la luz en estas
estructuras. Como es sabido, el estudio de la propagacién de la luz se hace
a través de las ecuaciones de Maxwell, y se deben aplicar las condiciones de
frontera apropiadas en cada una de las interfaces, el método tradicionalmente
usado para describir la propagacién de luz en estas estructuras ha sido el
Método de la Matriz de Transferencia, en este caso se ha debido tomar en
cuenta que la pelicula de grafeno en cada una de las interfaces implica que las
componentes del campo magnético no sean continuas en las interfaces debido
a la conductividad eléctrica del grafeno por lo que la presencia del campo
eléctrico produce corrientes superficiales. Por otro lado se ha encontrado en la
literatura que una forma de abordar el problema de las interfaces de grafeno
ha sido a través de considerar que el grafeno genera una permitividad efectiva,
tomando en cuenta que tiene un espesor que corresponde al ancho de la capa
de los atomos de carbono que lo forman, en este trabajo se han usado y
comparado las dos formas de abordar el estudio de la propagaciéon de luz en
la estructura y se ha llegado a las siguientes conclusiones.

El célculo de reflexién de superredes donde la celda unitaria se compone
de una capa de dieléctrico y un recubrimiento de grafeno se puede hacer y
resulta equivalente en el rango de frecuencias de los terahertz: 1) considerar

o1
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capas de dieléctricos en donde las componentes tangenciales de los campos no
son continuas debido a la conductividad que implica la presencia del grafeno
en las interfaces y 2) considerar que el grafeno tiene un espesor del orden de la
separacién entre sus atomos y tomar en cuenta una permitividad efectiva Las
estructuras cuasiperiédicas construidas con dieléctricos y grafeno muestran
estados localizados de la misma forma que ocurre en cualquier otro tipo de
cuasicristales

El efecto del potencial quimico en las peliculas de grafeno afecta simi-
larmente cuando estas se encuentran formando una estructura periddica o
cuando forman una estructura cuasiperiodica.

En ambas estructuras periddica y cuasiperiodica el angulo critico depende
de los indices de refraccion del medio incidente y del indice de refraccion del
dieléctrico que se intercala entre las peliculas de grafeno. Las resonancias de
Fabri Perot presentan una estructura de autosimilaridad en las superredes
construidas de acuerdo a los niimeros de generacion de Fibonacci.

La profundidad de los picos en las curvas de reflexién en funcién del
angulo de incidencia es mayor para las estructuras periddicas respecto a las
cuasiperiddicas, este hecho es debido a que el acoplamiento en los modos de
propagacién en las superficies es mejor cuando la separacién entre estas se
repite periddicamente.
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