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Resumen

En este trabajo se propone la utilizaciéon de los niimeros hiperbdlicos en teoria del campo como una
alternativa o, més bien, como una extension de los niimeros reales y complejos. Se estudia la estructura
del vacio de una teoria formulada sobre estos nimeros, y el respectivo rompimiento espontianeo de
simetria, el cual soluciona el problema de masas no reales y genera la aparicion de un bosén de
Goldstone, al igual que en el caso complejo usual.



Introduccion

Los niimeros hiperbélicos y, en general, los bicomplejos, aparecieron por primera vez en un articulo
de James Cockle en el afio de 1848 [1]. A pesar de haber aparecido hace tanto tiempo y haber sido
estudiados ampliamente por los matematicos desde entonces, las aplicaciones fisicas de estos nimeros
no han aparecido sino hasta décadas recientes, hecho extrano tomando en cuenta que dan una interpre-
tacién geométrica muy directa de, por ejemplo, las transformaciones de Lorentz en 1+1 dimensiones.
Esto se debe, probablemente, a que los niimeros hiperbdlicos no poseen la estructura usual de campo,
a la que los fisicos estamos acostumbrados por el uso de s6lo niimeros reales y complejos. Sin em-
bargo, trabajos recientes (ver [2]) han mostrado que muchas estructuras usadas en fisica, usualmente
construidas sobre el conjunto de los niimeros complejos, admiten expresiones en términos de niimeros
hiperbdlicos; véanse, ademés, [3], [4] y [5] para estudiar mecénica cudntica relativista, la construccién
de espinores, y una teoria de gravitoelectromagnetismo, respectivamente, todo sobre el algebra de los
ntmeros hiperbdlicos.

En este trabajo se estudia la utilizacion de los ntimeros bicomplejos en la teoria de campo mas sen-
cilla: la de un campo escalar. En particular, veremos los efectos que provoca una extensiéon hiperbdlica
sobre la forma del vacio del modelo A¢?, el cual es el modelo més sencillo que incorpora, la posibilidad
de tener escenarios con rompimiento espontdneo de simetria.

En el primer capitulo damos una introducciéon y una recopilacién de resultados y propiedades
generales de algunos sistemas de nimeros, conocidos como niimeros hipercomplejos, en particular
de los numeros hiperbdlicos. Las definiciones de esta parte son rigurosas, se construyen los sistemas
de ntumeros hipercomplejos como algebras reales de dimensién finita, en particular estudiamos las
bidimensionales, y demostramos que esencialmente solo hay tres de ellas. Damos luego un resumen
de aplicaciones de los ntimeros hipercomplejos bidimensionales que han aparecido recientemente en
articulos de fisica.

En el segundo, damos una introduccion a las teorias clasicas de campos. Iniciamos con la definicién
del concepto de campo; luego repasamos ciertas propiedades de la teoria especial de la relatividad, en
esta parte lo esencial es introducir la notacién tensorial usada en la mayoria de los textos de teoria de
campos y definir el grupo de Lorentz como el grupo de transformaciones ortogonales en el espacio de
Minkowski. Luego estudiamos las propiedades que debe tener una teoria fisica (cldsica) de campos,
en particular aquellos conocidos como campos escalares, de los cuales resumimos sus propiedades mas
importantes y sus respectivos rompimientos espontdneos de simetria (global).

En el tercero, empezamos con una motivacién en la cual la simetria hiperbdlica surge de una mane-
ra puramente algebraica mediante la manipulaciéon del potencial; después nos centramos en el estudio
de las transformaciones hiperbdlicas como un posible grupo de simetria de una teoria de campos. Se
dan las definiciones precisas de ntumeros hiperbdlicos, pero desde un punto de vista mas préactico (no
tan formal) y resumiendo sélo las propiedades que usaremos en el desarrollo del trabajo, tratando
siempre de resaltar el paralelismo que tienen con los nimeros complejos usuales (aunque también se
indican explicitamente sus diferencias cuando surgen). Asi como las fases complejas aparecen como
las transformaciones del grupo U(1), aparecerdn, en el caso hiperbdlico, un cierto tipo de “fases hi-
perbodlicas”, los cuales se expresaran, al igual que en el caso complejo, como la exponencial de alguna
unidad compleja por un pardmetro real. Se extenderd posteriormente este conjunto de ntmeros al

II



conjunto mas general de los ntimeros bicomplejos, el cual es, esencialmente, el producto directo del
conjunto de ntmeros hiperbélicos por el de nimeros complejos. A continuacion se estudia el modelo
Ao?* del campo escalar hiperbélico. La conclusién méas importante de esta seccién, que marca un punto
de quiebre entre el campo complejo y el hiperbdlico, es que éste no se puede interpretar como dos
campos reales interactuantes, a diferencia de aquel. Finalmente, en la Gltima seccién, trabajamos sobre
la deformacién bicompleja del modelo A¢?*; ésta es la seccién mas importante de todas. Veremos que
la “norma de un ntimero bicomplejo nos lleva a generalizar de los niimeros reales a cierto subconjunto
de los bicomplejos, cuyos elementos son siempre hermiticos. Asi, permitiremos que los parametros
de nuesta teoria, en particular el pardmetro de masa, sea un elemento de este conjunto de niimeros
hermiticos. Al final se estudian los rompimientos espontdneos de las dos simetrias (compleja usual y
compleja hiperbdlica) y se hacen comentarios sobre la geometria del vacio.
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Capitulo 1

Numeros complejos y sus
aplicaciones en fisica

1.1. Clasificacion de los sistemas de ntimeros complejos

Sea V un espacio vectorial real; V' es un élgebra [6] (real) si hay una operacién definida en V,
llamada multiplicacién, tal que a cada par de vectores u,v € V les asigna otro vector uwv € V, y
cumple las siguientes condiciones:

1. (av)w = a(vw) = v(aw)
2. (u+v)w=uw+vw

3. u(v+w) =uv+uw,
donde a es cualquier escalar real, y u, v, w son elementos cualesquiera de V. Si, ademds, se cumple que
4. (w)w = u(vw),

entonces V' es un algebra real asociativa. Note que las propiedades 2, 3 y 4 anteriores, junto con las de
la suma de vectores que posee V' por ser un espacio vectorial, le dan a V' estructura de anillo asociativo.
Asi, un algebra asociativa se puede definir, alternativamente (ver [7]), como un anillo asociativo que
también es un espacio vectorial y que cumple con la propiedad 1 de arriba.

Se define [10] un sistema de ndimeros hipercomplejos como un algebra (no necesariamente aso-
ciativa) real, de dimensién finita (vista como espacio vectorial), y con elemento unidad (vista como
anillo). Primeramente, nos fijamos en sistemas de ntmeros complejos, es decir, aquellos que tienen
dimensién dos como espacios vectoriales reales. Como bien sabemos, cualquier espacio vectorial real
bidimensional es isomorfo a R?, asi que podemos representar sus elementos por pares ordenados (a, b),
con a,b € R. Usualmente [8], el ntimero complejo eliptico ! (a, b) se identifica con a + ib, donde i es la

L Aqui, adelantando un poco la terminologfa, les llamamos niimeros complejos elipticos a los complejos usuales (los

que surgen de buscar una solucién a la ecuacién z? = —1). Posteriormente veremos que son un caso particular de los

numeros hipercomplejos bidimensionales.
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unidad imaginaria que cumple i2 = —1. Aqui hacemos algo similar y escribimos, por comodidad y fa-
miliaridad con la notacién, el nimero complejo (a,b) como a+ eb, donde € es cierta unidad imaginaria;
es decir, € no es un ntimero real. Ademés, {1,€} es una base de todo el sistema. Es fécil probar que,
salvo isomorfismos, existen solamente tres sistemas de nimeros complejos. Como la multiplicacién es
cerrada y {1, e} es una base, podemos escribir, sin pérdida de generalidad,

€ = a+ 28, (1.1)

donde a y 8 pueden ser cualesquiera nimeros reales. Reacomodando y “completando el cuadrado”,
tenemos

€ — 2 =
€2 —2eB+ P2 =a+p? (1.2)
(=B =a+p

Ahora, tenemos tres posibilidades: a + 82 = 0, a + 32 < 0y a + %2 > 0. Para la primera de ellas,
definimos h = € — 3, asi que h? = 0. A este sistema de nimeros complejos, cuya unidad imaginaria es
nilpotente, se le llama sistema de ntimeros complejos parabélicos, o duales?.

En el segundo caso, definimos i = 672, entonces 7>

o —
otro més que el de los niimeros complejos usuales, al cual, como ya se indicé en un pie de pagina, le
llamamos sistema de niimeros complejos elipticos.

e—p
Jor P
ntmeros hiperbdlicos, o dobles, el cual serd nuestro tema principal de estudio. De aqui en adelante,
usaremos el simbolo D para denotar al conjunto de los ntimeros hiperbélicos.

Asi que sélo existen tres sistemas de ntimeros complejos: parabdlicos, elipticos e hiperbdlicos,
obtenidos mediante la incorporacién de una unidad imaginaria que cumpla h? = 0, i2 = —1 6 j2 = +1,
respectivamente. La prueba anterior aparecié en textos de matematicas desde el siglo pasado, en
trabajos de Kantor y Solodovnikov [10], y de Yaglom [11]. La seccién siguiente es un resumen de las
primeras secciones del texto de Yaglom. Las dos posteriores estan basadas en los trabajos de Hucks
[2] vy Kocik [9].

= —1. El sistema asi obtenido no es

Finalmente, en el tercer caso definimos j = , de manera que j2 = 1. Este es el sistema de

1.2. Propiedades de los nimeros parabdlicos e hiperbdlicos

Las propiedades de los niimeros elipticos son bien conocidas, asi que aqui nos concentraremos en
los parabdlicos e hiperbdlicos.
Las operaciones aritméticas bésicas de los niimeros parabdlicos estan dadas por las siguientes
férmulas:
(a1 +hp1) + (a2 + hf2) = (a1 + az) + h(B1 + B2), (1.3)
(041 +hﬁ1)(a2+h,@2) = Q1Qo +h(0[1ﬂ2 +042,81). (1.4)
2 Algunos autores (ver [9]) les llaman niimeros duales a los que surgen de tomar la tercera posibilidad, o+ 32 > 0; para

evitar confusiones, trataremos de llamar a los distintos sistemas por los nombres alusivos a coénicas, es decir, elipticos,
parabdlicos e hiperbdlicos.
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El conjugado (parabdlico) de z = a + hf3 se define como z = a — h3. Su norma® cuadrada, usando la
férmula anterior, estd dada por
12| = 22 = o?, (1.5)

por lo tanto tenemos la siguiente propiedad

z+z
2

|z| = =a. (1.6)
Note que la norma de un ntmero parabdlico puede tener cualquier valor real (positivo, negativo o
cero). Ahora definimos la divisién entre ntiimeros parabdlicos de manera similar a como se hace con
los elipticos:

z 212 « —« + «
A 172 _ @ Th 152 L 251. (1.7)
22 Z2%Z2 Qg g

De ahi se ve que la division esta bien definida sélo si el denominador tiene parte real, la cual coincide
con su norma, distinta de cero, es decir, si |z| # 0.

Un ntmero parabdlico ha de norma nula se puede caracterizar por el hecho de que existe otro
namero, digamos hf, tal que su producto con ha es igual a cero:

(ha)(hB) = (aB)h* = 0. (1.8)

Tales nimeros se llaman divisores de cero. Por otro lado, los ntimeros con |z| # 0 se pueden escribir
en “forma polar” de la siguiente manera:

z=a+hf=a(l+hw), (1.9)

donde, de nuevo, « es la norma del ntimero parabdlico, y al cociente w = g se le llama argumento de
z. Al igual que con los niimeros elipticos, la forma polar resulta muy ttil cuando se quieren multiplicar
o dividir dos ntimeros. En efecto, tenemos que

a1 (1 + hwy)asg(1 + hws) = ajas(l 4+ h(wy + ws)), (1.10)

m - %(1 +h(wr — w2)). (1.11)

Es decir que la norma del producto (cociente) de dos nimeros parabélicos es igual al producto (co-
ciente) de las normas de los factores, y su argumento es igual a la suma (diferencia) de los argumentos
de los factores. Finalmente, de lo anterior se deduce el andlogo a la formula de De Moivre

[a(1+ hw)]™ = " (1 + hnw). (1.12)
Consideremos ahora los nimeros hiperbédlicos. Sea z = « + j3, su conjugado se define como

Z =« — jf y su norma cuadrada es
|2 = 22 = o® — 5% (1.13)

La norma se define como +/|z]? = /|a? — B2]; el signo de la raiz se toma como el signo de la
componente de mayor valor absoluto. La suma, resta, multiplicacién y divisién estdn dadas por las

3Veremos que esta “norma” no es definida positiva, asi que en realidad no es una norma en el sentido estricto. Un
término més adecuado serfa médulo (que es el que se usa en textos de matemdtica pura), pero aqui nos quedamos, por
comodidad, con el primer nombre. La misma situacién se nos presentard un poco més adelante cuando definamos la
“norma” de un ntmero hiperbdlico.
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siguiente férmulas:

(1 +jp1) + (a2 + jB2) = (1 £ ag) + j§(B1 £ P2), (1.14)

(o1 + jB1)(az + jB2) = (a1ag + f152) + j(a1 82 + aafh), (1.15)
(a1 +jB1)  aras—Pifa . —aifa+ azf

(2tifs) @-B T ad-m (10)

de donde se ve que la divisién estd definida sélo si |z| # 0. Los nimeros de norma nula siempre son
de la forma x + jx; a éstos se les llama divisores de cero.

Los nuimeros hiperbélicos de norma distinta de cero también se pueden expresar en “forma polar”
de la siguiente manera. Sea p = ++/|a? — 2|, donde, de nuevo, el signo se toma de aquella componente
con el mayor valor absoluto. Escribamos

. o .
za+jﬂp<+]6>. (1.17)
pop
o\ 2 3\2
Debido a la definicién de p, tenemos que () — () = =41, donde la fraccién de mayor valor
p P
absoluto es siempre positiva. Entonces, recordando la relacién cosh? z — senh? z = 1, podemos escribir
2 — coshd ) B _ senh 0 si|z| >0 (1.18)
p P
° 8
2 — senh o , — =coshd si|z] < 0. (1.19)
p p

Y por consecuencia,

_{ eosho bl >0 (120

p(senh @ + j cosh 6) si |z| <O.
El niimero 0 se llama el argumento del nimero hiperbdlico z. La forma anterior para los nimeros

hiperbdlicos resulta muy conveniente cuando se quieren multiplicar dos de ellos, al igual que sucede
con los elipticos y los parabdlicos. Tenemos que

2122 = p1(cosh 6y + jsenh 6 )pa(cosh by + j senh 65)

= p1p2 [cosh(01 + O2) + jsenh(6; + 62)] (1.21)
y
z1 pi(coshf; + jsenh ;)
29 - p2(cosh Bs + jsenh 6) (1.22)
= % [cosh(f; — 602) + jsenh(6; — 65)],

con expresiones similares para las otras posibilidades dadas por la ecuacién (1.20). En palabras,
tenemos que la norma del producto de dos ntimeros hiperbédlicos es igual al producto de las normas
de los factores, y su argumento es igual a la suma de los argumentos de los factores.

Introduzcamos la nueva base {m, 7} de los niimeros hiperbdlicos, cuyos elementos se definen como*
1 . __ 1 :
T= 5(1+]) , 71'55(1—]). (1.23)

4En [9], se define esta base como 7 = %(1 +HyT= %(1 — 7). El factor % da la apariencia de que estos nimeros

estan “normalizados”, pero esto es falso ya que la norma de w y 7 es igual a cero. Ademas, el factor % que aqui usamos
resulta en expresiones algebraicas mas simples, como se vera més adelante.
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Es directo verificar las siguientes propiedades:

=,
_92 _
T =

’ 1.24
=0, ( )
T+7m7=1,

las cuales nos dicen que los elementos de la base nula forman un conjunto completo de operadores de
proyeccion para los ntimeros hiperbdlicos.
Como {m, 7} es base de D, podemos escribir cualquier z € D como

z = arm + AT, (1.25)
con a, f € R. La base nula permite multiplicar niimeros hiperbdlicos de una manera muy sencilla:
2122 = (um + B17) (o + BoTf) = araom® + B1Bo7> + (a1 B2 + 2 f1)mT = anonm + 1827,  (1.26)

es decir que las componentes del producto son simplemente los productos de las componentes de los
factores. De la férmula anterior y la propiedad m + m = 1 se ve que el inverso de z € D, en términos

de la base nula, es
1

5"
de lo cual volvemos a ver que el inverso estd definido si y sélo si la parte real de z no es proporcional

a su parte hiperbélica. El conjugado de z € D se obtiene intercambiando sus componentes, es decir,
si z = am + 7, entonces

-1

1
rl=a"lr 7= 204 (1.27)
o

z = pBm + am, (1.28)

por lo tanto, la norma de z esta dada por
|2 = 22 = (ar + B7)(Br + aft) = aB(T + T) = af. (1.29)

Para los nimeros complejos elipticos, es usual escribir una funcién f : R — C como f(t) =
u(t) + iv(t), separando partes reales e imaginarias; o bien, una funcién g : C — C como g(z,y) =
u(z,y) + iv(x,y). En lo que sigue serd ttil hacer algo similar para una funcién con valores en D,
pero no separando en partes real e hiperbdlica, sino en sus componentes respecto a la base nula. Esta
separacion resulta muy 1til cuando se quiere extender el dominio de una funcién de los ntimeros reales
a los hiperbdlicos, tal y como veremos a continuacién.

Sea f una funcién f: R — D, la cual podemos escribir como

f@t) =ul)m +v(t)w, (1.30)

y supongamos que tiene el desarrollo en serie siguiente:

o~ [700) 0 _ o~ w(O)7 + 0 (0)7
fity=) =t => — . (1.31)
n=0
Podemos extender el dominio de f a D mediante este desarrollo simplemente permitiendo que el

argumento de f sea ahora un ntmero hiperbélico:

2 u™(0)7 4+ o™ (0)7
fe) =" O + 0O (1.32)

n!
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Expresando z en términos de {m, 7} y usando (1.26), tenemos que
2" =a"w+ [T, (1.33)

por lo tanto

_ (i u(rzl(o) a") . ( o0 v(r;;(()) 6”) _ (134)

es decir que tenemos la siguiente propiedad de “linealidad”:
flar +p7) = f(a)r + f(B), (1.35)

con «, B € R.
Sea z = t+ jx, es facil verificar que, con respecto a la base nula, z se representa por el par ordenado
(r4,2_), donde x4 =t + z. Usando esto, definimos los siguientes operadores diferenciales:

0 g .0 3] o 0 0\ _

= .0 0 .0 g o 0 0\ _
Una condicién necesaria para que una funcién ¢ : D — D sea holomorfa (en el sentido hiperbélico) es

que dependa sélo de la variable hiperbdlica z y no de su conjugada hiperbdlica. Esto se puede escribir
como

(1.36)

oY =0, (1.37)
lo cual, haciendo 1(z) = u(z) + jv(z) y usando (1.36), implica
ou  Ov (O0v  Ou
(at - &E) +7 (m + (?I) =0; (138)
igualando partes reales e hiperbédlicas de ambos lados de la ecuacién anterior obtenemos
ou Ov ov OJu
E —_— % ) E —_— %’ (1.39)

lo cual es el andlogo de las condiciones de Cauchy-Riemann para una funcién de variable compleja
usual. Las dos ecuaciones anteriores pueden combinarse y escribirse como

u  O%u
o2 o (1.40)
v 0%

Vemos que una condicion necesaria para que 1 sea analitica es que sus componentes satisfagan la
ecuacién de onda (unidimensional). En variable compleja usual, lo andlogo es que si una funcién es
analitica en cierto dominio D del plano complejo entonces sus componentes son arménicas en D.
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1.3. Forma exponencial, grupos de Lorentz y de Galileo

Sea € alguna de las unidades imaginarias definidas arriba. Podemos definir el ntimero e, con

0 € R, mediante el desarrollo en serie de potencias siguiente:

. o~ (e)™ 207 63
BOEZ;) n') =14+ed+e— 5 43 §+ (1.42)

Con € = i recuperamos la conocida férmula de Euler:

‘ 2 -93 94
*1+29—5 ngrIJr
6> o . 0> 0° (1.43)
(1+4,+ )+ (03!+5!+...)

= cosf + isenf.

Si ahora tomamos € = h y recordamos que h? = 0, tenemos simplemente

ho =14 he. (1.44)
Mientras que, para € = j, obtenemos
2 93 94
_1+]9+7+33' +7_~_
6% 6t 3 6 (1.45)
LA A .
(—1-2—1-4'—1—) (9+3'+5'+>
= cosh 6 + jsenh 6,

lo cual es una buena justificacién para llamar “hiperbélico” a este sistema numérico.

A los elementos de la forma e“? les llamaremos fases (o versores) elipticos, parabélicos o hiperbdli-
cos, segiin corresponda, y probaremos que representan rotaciones en R?, transformaciones de Galileo
y transformaciones de Lorentz en 1 + 1 dimensiones, respectivamente. Para esto, combinemos las
coordenadas espacial y temporal en una sola coordenada compleja z = t + ex, es decir, hacemos la
identificacion

(t,x) > z =t +ex. (1.46)

(En cuanto a las dimensiones fisicas, tenemos dos opciones: podemos trabajar en unidades naturales, en
las cuales ¢t y x tienen las mismas dimensiones y, por lo tanto, la unidad compleja € es adimensional;
o podemos usar el Sistema Internacional y suponer que e tiene dimensiones de velocidad inversa;
elegiremos la primera.) Veamos el efecto que tiene el multiplicar una fase parabélica por la coordenada
z. Usando (1.44), tenemos

=2 = (1+h0)(t+ ha) =t + h(z + 60t). (1.47)

Con la identificacién (1.46) vemos que 2’ <+ (t,x + 0t), es decir,

=t
{ ot O (1.48)
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lo cual corresponde a una transformacion de Galileo con velocidad —6. Note que las fases son unitarias
en el sentido hiperbdlico:

eMe=h% — (1 4+ hO)(1 — ho) =1+ ho — hH — h?6% =1, (1.49)
de lo que se deduce que el inverso de e? siempre esté bien definido y es igual al conjugado parabélico
de e~ . Ademas tenemos la propiedad asociativa

ht1h(B2+03) — oh(01+62) hos (1.50)

asi que los versores parabdlicos forman un grupo, el cual es identificable con (isomorfo a) el grupo de
Galileo en 1 + 1 dimensiones.
Ahora fijémonos en las transformaciones hiperbdlicas. Usando (1.45),

2 = ez = (cosh @ + jsenh 0)(t + jx) = (tcoshf + xsenh @) + j(x cosh § + tsenh 6). (1.51)
Para hacer la férmula anterior més clara, definamos
1
coshf =y= —— (1.52)

Vi

Recordando la relacién cosh? @ — senh? 6 = 1,

senh? § = cosh?f = LI 1= LQ (1.53)
1— 32 1— 32’ ’
B
senh = ——— = (. 1.54
En términos de v y 8 tenemos z’ = (¢t + Sz) + jy(Bt + =) o, usando (1.46),
t'=~(t+ px)
1.
{f:7u+m), (1.55)
lo cual corresponde a una transformacién de Lorentz (propia y ortocrona) con velocidad v = —f.
También tenemos las propiedades
ele1% =1, (1.56)
e101¢1(02403) — i (01402) 05 (1.57)

que muestran que las fases hiperbdlicas forman un grupo, el cual identificamos con 501(1, 1), es
decir, el conjunto de todas las transformaciones de Lorentz en 1+ 1 dimensiones que no incluyen una
reflexién con respecto al eje espacial o temporal.

Finalmente, combinemos dos coordenadas espaciales en una sola coordenada eliptica, z = x + y.
Multiplicando por una fase,

€2 = (cosf +isen ) (x +iy) = (xcosf — ysen ) +i(xsen d + ycos h); (1.58)

obtenemos una rotacién por un angulo 6 en el espacio euclideo bidimensional. Es bien conocido el
hecho de que el conjunto de fases elipticas forma el grupo llamado U(1), el cual es el grupo de
simetria interna de la electrodinamica cuéntica, y que es identificable topologica y geométricamente
con S'. Este hecho y las similitudes que hay con las fases parabdlicas e hiperbélicas hacen pensar
en la posibilidad de que estas tltimas puedan ser consideradas como elementos del grupo de simetria
interna de alguna teoria de campos, y que seria interesante estudiar la geometria y topologia tanto
del grupo mismo como de la variedad del vacio de la teoria resultante. Esto se hara en detalle en el
capitulo 3 para el caso hiperbdlico.
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1.4. Ecuaciones de onda sobre D

Considere la ecuacién de Schrédinger (en unidades naturales, en particular i = 1, para una particu-
la de masa m = 1),

1, 0
VAUV =i, (1.59)

Si escribimos ¥ = 1% 1a ecuacién anterior es equivalente al sistema

1 1
—=V2R— Z(VR)? + L(VS)*+V = 95
2 2 OB ot (1.60)
~-V2S-VR-VS=—
2 ot

Ahora considere el andlogo de la ecuacion (1.59) sobre los niimeros hiperbélicos
1 7]
— VU VU =0 1.61
2y U ot (1.61)

Si ahora hacemos 4
U = 5 (1.62)
obtendremos ) ) Py
—~V2R — =(VR)? — %(VS)2 +V=—
1 2 9R ot (1.63)
——V2§ ~-VR-VS = —
2 ot
Las definiciones de la densidad y la corriente de probabilidad son similares al caso complejo usual®
(ver [12]):
p=|¥? =0T (1.64)

J= %(xpv\p* — VD). (1.65)

Usando (1.62) obtenemos p = e?R > 0, es decir que en el caso hiperbélico también tenemos una
probabilidad definida positiva. Ademas tenemos

J=—e*vg, (1.66)
entonces .
V- J=—-e*R(V2S+2VS - VR), (1.67)
por lo tanto
= Op _ 2r (12 IR\
V-J+ 9% 2e 2V S+VS.-VR o ) (1.68)

de ahi vemos que la segunda de las ecuaciones (1.63) es equivalente a la ecuacién de continuidad (ya
que si aquella ecuacién se cumple entonces el miembro derecho de la ecuacién anterior es igual a cero),
es decir que la ecuacion hiperbdlica de Schrodinger implica la conservacion local de probabilidad (tal
y como sucede en el caso eliptico).

. . . .7 . . .7 / 7 !
Si escribimos la ecuacién de Schrodinger para la funcién de onda ¥/ = efF+15

, con un potencial

5S6lo en esta seccién, usaremos el asterisco para denotar conjugacién en el sentido hiperbélico. También, usamos una,
flecha sobre una variable, contrariamente a las mas populares negritas, para indicar que se trata de un vector.
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U, y su analogo hiperbélico para ¥ = eft+75

son equivalente si

con un potencial W, se ve que los sistemas (1.60) y (1.63)

!

W=U+ 2% + (V82 (1.69)

es decir que las dos versiones difieren s6lo en la interpretaciéon del potencial. Ahora supongamos que
la funcién de onda hiperbdlica es separable:

(7, t) = (F)p(t)- (1.70)
Sustituyendo en (1.61) obtenemos, para ¢,

Jjop
L2 — _E, 1.71
¢ Ot ( )
donde —F es una constante de separacién. La solucién a la ecuacién anterior es, salvo una constante
multiplicativa,

o =e Pt (1.72)

(Note que para obtener un signo negativo en el exponente tuvimos que poner “a mano” el signo menos
en la constante de separacion.) Por otro lado, para 9 se llega al andlogo de la ecuacién de Schrodinger
independiente del tiempo:

SV Vi =~y (1.73)

comparando con la version eliptica
1
fiv%// + Uy = B/, (1.74)

vemos que coinciden si V = U — 2E, es decir que difieren s6lo en la interpretacién de la energia.

De todo lo anterior se ve que la ecuacén de Schrodinger se puede proponer y resolver sobre D
de una manera similar a como se hace en C, ademéas de que la interpretacién de la funcién de onda
como una amplitud de densidad de probabilidad es igualmente consistente. Sin embargo, como se
hace notar en [9], las dos formulaciones no son completamente equivalentes. Considere, por ejemplo,
el experimento de Young de la doble rendija. La intensidad I que incide sobre la pantalla detectora
es (ver, por ejemplo, el capitulo 9 de [13] para revisar el andlogo 6ptico del cdlculo que lleva a esta
férmula)

I o cos? (g) (1.75)

donde 6 = 7, a es la distancia entre las rendijas, L es la distancia a la pantalla, con a < L, y z es
la distancia desde el centro de la pantalla. Un calculo similar sobre ID muestra que

)
I o cosh? <2) , (1.76)

lo cual tiene un minimo (al contrario de lo expresado en [9]) en = 0 y se incrementa sin limite
cuando se incrementa el valor absoluto de z. Es claro de la grafica de (1.75) que el resultado serd el
cldsico patrén de interferencia, mientras que para (1.76) se obtendrd una intensidad pequernia en el
centro del detector, la cual se ird aumentando mientras nos alejamos del centro y se hard muy grande
en los extremos del mismo. De hecho, si hacemos la pantalla lo suficientemente larga obtendremos una
intensidad tan grande como queramos; esta prediccion es claramente errénea. La mecanica cuantica
sobre D es, por lo tanto, no equivalente a su contraparte original sobre C, y dard resultados incorrectos
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para sistemas cuyo espacio de configuracién tenga un grupo fundamental no trivial, como es el caso
del experimento de Young.
Ahora pasemos a la ecuacién de Dirac,

(iv*0p — m)yp = 0. (1.77)

Trabajaremos en 1+ 1 dimensiones, es decir que en la ecuaciéon anterior p = 0, 1. Ademaés utilizaremos
la representacién quiral (ver [14]), en la cual

v=(Ve) - =(% o) 1s)

y, por definicién,

5 o1 (01
El espinor 1) que aparece en (1.77) es de la forma
(s )
- ) 1.80
(8 < oL (1.80)

y depende de una sola coordenada espacio-temporal hiperbdlica. Hagamos la identificacion
UR ) o (msr) = o (1.81)
VL

del espinor de Dirac con el objeto hiperbdlico 1’ expresado con respecto a la base nula, es decir,
' = r7m + 7. Denotemos por * el operador de conjugacién. Note que

= ( (1) (1) ) ( 52 ) - ( Zf ) & (YR, ¥1) = *(Yr, ¥r) =+, (1.82)
y, como es de esperarse debido a que y' = —4%4°,

1 0 1 ) ( Y1 ) ( YR )
= = <> ,—
0 w ( -1 0 wR *1/}L (wR wL) (184)
= (1a _1)(wRawL) = (17 _1) * (wL7’(/}R) = .7 * W = - *],(/)/
Es decir que, bajo la identificacién (1.81), la accién de 49, v1 y 4® sobre 1) corresponde a la accién de
%, — % j y j, respectivamente, sobre 1)’
Regresando a la ecuacién de Dirac, si tomamos m = 0 obtenemos

P =0, (1.85)

o bien, desarrollando la suma sobre p y usando (1.81),

o=(ala "0 ) ()= (0 0)("0” wia ) (3)
“\ O — & 0 Y )\ 1 0 0 9o + O (473 (1.86)
=780 =P 00)Y > #(Dp — jOL)Y = %0 = By
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Tomando conjugado hiperbdlico y quitando la prima,
o =0, (1.87)

lo cual nos dice que 3’ cumple con la ecuacién de Dirac sin masa en 1 + 1 dimensiones siempre que
sea holomorfa (y que sea lo suficientemente bien comportada), es decir, siempre que dependa sélo de
la coordenada z y no de su conjugada Zz, lo cual es una simplificacién muy grande con respecto al
caso complejo usual, en donde la expresion v*0,,1) = 0 nos impone ciertas condiciones extra sobre las
componentes de 1.



Capitulo 2

Teoria del campo escalar

En este capitulo damos una introduccién a la teoria clasica de campos escalares reales y complejos
y resumiremos sus propiedades esenciales.

2.1. Caracteristicas generales de los campos clasicos

Un campo se define como una funcién que le asigna cierta magnitud a cada punto del espacio fisico.
Algunos ejemplos, de los mas conocidos en mecédnica clésica, son el potencial electrostético (escalar)
y los campos eléctrico y gravitacional (vectoriales). Debemos también especificar a qué nos referimos
cuando decimos “espacio fisico”; en particular nos interesan los campos relativistas, es decir, aquellos
que se transforman de una manera bien definida bajo transformaciones de Lorentz y rotaciones en el
espacio tridimensional. Al trabajar en un escenario relativista (nos referimos sélo a la relatividad es-
pecial), nuestro espacio fisico serd el espacio-tiempo plano tetradimensional, llamado también espacio
de Minkowski y denotado por M?*. A continuacién repasaremos algunas propiedades de la teoria de
la relatividad especial.

A cada elemento x de M* le llamaremos punto del espacio-tiempo, o evento, o suceso, y le asig-
naremos el cuadrivector (2%, 2!, 22, 2%)7, donde 2° = ct, c es la velocidad de la luz y ¥ = (2!, 22, 2%)T
es el vector de posicién del evento en un sistema de ejes rectangulares cartesianos. (La T en las ex-
presiones anteriores denota transposicién matricial, entonces estamos pensando en los cuadrivectores
de posicién como vectores columna.) Sabemos [15] que las coordenadas 2’ de un suceso medidas en
un sistemal S’, el cual se mueve con una rapidez constante v en direccién x positiva con respecto a
otro sistema S, estan dadas por

ey )

x/l = ’Y(xl - ﬂxo)a

e (2.1)
23— P

IEn este contexto, cuando decimos “sistema” nos referimos a un sistema inercial de referencia. La definicién de
sistema inercial (la cual no daremos aqui) se puede dar de varias maneras, con distintos grados de rigor, pero en general
se entiende que un sistema inercial es aquel en que una particula libre se mueve con velocidad constante.

13
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donde vy =1/4/1 - 32, B = %, y hemos supuesto que los ejes primados y no primados correspondientes
son paralelos y que los origenes de ambos sistemas coinciden en z° = 2'® = 0, es decir, t = ¢/ = 0. Las
ecuaciones anteriores son llamadas usualmente transformaciones de Lorentz. Note que, definiendo la

matriz (A*,) mediante

¥y By 00

_| By ~ 00
A= 0 0 1 0 |’ (2.2)

0 0 0 1

la transformacién de Lorentz (2.1) anterior se puede escribir en notacién matricial como 2’ = Az, o,
en componentes y usando el convenio de suma sobre indices repetidos (el cual usaremos de aqui en
adelante sin mencién explicita), z'# = A*,z"”. Los subindices y superindices griegos (p,v, p, etc.)
siempre correran de 0 a 3, mientras que los indices latinos lo haran sélo de 1 a 3, es decir, sélo sobre
las componentes espaciales.

Se define el cuadrado de un cuadrivector como

2= (@) - 2 = (%) — (21 - (2P - (a)2, (23

La expresién anterior se puede escribir de una manera distinta, a veces més 1til. Primero se define el

tensor métrico (de Minkowski) g como?
1 0 0 0
1 0 -1 0 0
0 O 0 -1

Las componentes del inverso de g se escriben usualmente con superindices, g"*”; evidentemente el
inverso de g es él mismo, por lo tanto se tiene

1 0 0 O

0O -1 0 O
HYN

0 O 0 -1

Y, como uno es el inverso del otro, g"”g,, = d4. Ahora, sea z* un cuadrivector?®; definimos z,, = g,,,2".
En general, el tensor métrico g, se usa para bajar indices y su inverso g"”, para subirlos. Con esta
nueva notacién, el cuadrado de un cuadrivector se puede escribir simplemente como z? = xhay,.
Note que las transformaciones (2.1) dejan invariante el cuadrado de un cuadrivector: z'? = 2.
Esta es de hecho la propiedad fundamental de las transformaciones de Lorentz, la cual usaremos para
definir transformaciones més generales. Definimos (ver [18]) el grupo de Lorentz como el conjunto de
todas las transformaciones lineales, las cuales representamos mediante cierta matriz A*,, que actian

sobre el espacio de los cuadrivectores mediante
zh — 2 = A e (2.6)

tales que
', = ata,. (2.7)

2Usamos la convencién adoptada en la mayoria de los textos de fisica de particulas y teoria cudntica de campos
(ver, por ejemplo, [14] o [16]) de tomar el tensor métrico con signatura —2, contraria a la de la mayorfa de los libros de
relatividad (ver, por ejemplo, [17]), en los cuales se define g, = diag(—1,1,1,1).

3Aquif hay un poco de abuso de notacién; estrictamente, z* representa la componente u-ésima del cuadrivector z,
pero es costumbre usar x* para denotar al cuadrivector completo. Las ambigiiedades rara vez surgen y el lector debe
estar atento a qué significado se le da a cada simbolo en cada contexto.
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La expresion anterior se puede escribir como

T AW V) v _ AR P v o __ ,.p o
ztx, =aVgua” =N palg N 1% = 2P gpea”. (2.8)

De la ultima igualdad, usando que el cuadrivector x es arbitrario, se obtiene que se debe cumplir
A g o = Gpo- (2.9)

De hecho, A¥, representa una transformacion de Lorentz si y sélo si se cumple (2.9). Es importante
escribir esta condicién ya que muchas propiedades surgirdn de ella, como veremos a continuacién.

Es facil comprobar que el grupo de Lorentz efectivamente es un grupo, con la multiplicacién dada
por la composicién de transformaciones. En efecto, sean A*, y A", y sea A"*, = A*,A'P,; tenemos
que

A//”pg,wA””o — (A“HA/RP)Q,W(AV,\A/AU) — Amp(A”ngWA",\)A/’\a

(2.10)
= Ampgm\A/)\o = Y9po

o sea que se cumple (2.9) para A” y por lo tanto ésta representa una transformacién de Lorentz,
por lo tanto la operacién es cerrada. La asociatividad se cumple porque la composicién de mapeos es
asociativa. El elemento neutro estd dado por la transformacién identidad, la cual esta representada por
la matriz cuyas entradas son 6%; ésta es en efecto una transformacion de Lorentz ya que 64 9,0, = gpo-
Finalmente, notemos que (2.9) se puede escribir como A, ,A", = g,,; contrayendo con g” obtenemos
AN, = 52, por lo tanto tenemos que la inversa de cualquier transformaciéon de Lorentz existe y
estd dada por

(A~Hr =AM (2.11)

v

Se cumplen asi todas las propiedades de grupo.

En forma matricial, (2.9) se escribe como AT gA = g. Tomando determinante a ambos lados, usando
que el determinante de la transpuesta de una matriz es igual al determinante de la matriz original y
que el determinante de g es igual a —1, tenemos det’A = 1, por lo tanto

detA = +1. (2.12)

A las transformaciones que cumplen detA = +1 se les llama transformaciones (de Lorentz) propias, y
a las que cumplen detA = —1 se les dice impropias.

En (2.9), hay dos indices libres: p y o. Escogiendo ambos iguales a cero, y recordando que goo = 1
y gi = —1 (sin suma sobre %), tenemos

(A%)% — AfpATy =1 (suma sobre 1) (2.13)
= (A%)? =1+ (A10)® + (M%) + (A%))*. (2.14)

Como (A%)? es mayor o igual que cero para cada i, tenemos que (A%)? > 1, lo cual implica que
|A%]| > 1, que a su vez nos deja dos opciones:

A% >1 6 A% < -1 (2.15)

A las que cumplen con la primera condicién se les llama transformaciones ortocronas.

Debido a las propiedades anteriores, el grupo de Lorentz estd formado por (al menos) cuatro com-
ponentes disconexas entre si. De ahora en adelante, cuando digamos grupo de Lorentz nos referiremos
al subgrupo de las transformaciones propias y ortocronas. Las otras componentes, claramente, no son
subgrupos, ya que no contienen a la transformacién identidad. Al grupo completo usualmente se le
llama grupo de Lorentz extendido con paridad y reversiéon temporal.
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Como mencionamos anteriormente, nos interesan campos que se transformen de una manera bien
definida bajo la accién del grupo de Lorentz. El caso mas simple es el de un campo escalar. En este
contexto, el calificativo “escalar” quiere decir que el campo se transforma de manera trivial, es decir,
que el valor del campo en cada punto del espacio-tiempo es el mismo para todos los observadores.
Considere dos observadores O y O'; O, el primero de ellos denota el campo por ¢ y el segundo por ¢'.
Ademis, a cada punto del espacio-tiempo, O le asigna las coordenadas x y O’ le asigna las coordenadas
2, donde, como ya sabemos, los cuadrivectores primados y no primados estén relacionados mediante
la féormula® 2’ = A~1z. Que el campo sea escalar quiere decir simplemente que

¢'(2') = ¢(2), (2.16)

es decir que las funciones ¢ y ¢’ se encargan de asignarle el mismo valor del campo a cada punto del
espacio-tiempo.

La formulacién de una teoria clasica de campos se inicia, como es frecuente en la mecéanica clésica,
definiendo la accién (o simplemente la lagrangiana) de nuestro sistema fisico (véanse, por ejemplo, las
secciones (9.3) y (9.4) de [20] para ver la construccién de la electrodindmica cudntica y cromodindmi-
ca cudntica, respectivamente, a partir de las lagrangianas correspondientes). En teoria de campos
(formulada sobre el espacio de Minkowski de 4 dimensiones), la accién se escribe como

s = [ da2(6(0),8,0(0)). (2.17)

0
donde 0, = — y Z es llamada densidad lagrangiana, o simplemente lagrangiana, la cual depende

Oxh

usualmente sélo de los campos y de sus primeras derivadas®, y ¢ denota, en general, un conjunto de
campos de algin tipo.

La accién (o la lagrangiana) es la cantidad fisica fundamental, a partir de la cual se pueden obtener
todas las otras variables mecéanicas, por lo tanto el primer problema que hay que resolver en teoria de
campos es postular una acciéon apropiada. Hay algunos criterios que nos dicen qué propiedades debe
tener una accién para describir una teoria fisica real, los cuales se traducen en algunas caracteristicas
que debe tener la lagrangiana correspondiente. Algunos de estos criterios son los siguientes®:

1. La accién S debe ser invariante de Lorentz. Esto va de acuerdo con la ley de la relatividad
especial que nos dice que las leyes de la fisica deben lucir igual en todos los marcos inerciales de
referencia. La accién serd invariante (de Lorentz) si la lagrangiana en si es invariante, ya que el
“elemento de volumen” d*z se transforma con el jacobiano de la transformacién, que en este caso
es igual al determinante de la matriz que representa a la transformacién de Lorentz, el cual, como
ya vimos, es igual a +1 (para transformaciones propias). Asi que cada uno de los términos de la
lagrangiana debe ser un escalar de Lorentz.

2. La accion debe ser local. Este es en realidad un principio fisico muy importante y general; lo
que nos quiere decir es que el comportamiento de una particula debe depender sélo de sus alrededores
cercanos, y no de las condiciones de porciones del espacio-tiempo muy lejanos a ella. En teoria de
campos, la localidad se asegura proponiendo que la accién sea de la forma (2.17); un ejemplo de una

4 Aqui seguimos la convencién usada en la mayoria de los libros de texto de teoria de campo que consiste en considerar
las transformaciones de Lorentz como transformaciones activas.

5En principio, £ también podria depender de las coordenadas z* e incluso de derivadas de mds alto orden de los
campos, sin embargo, esto no es comun y las teorias fisicas fundamentales tienen lagrangianas con una dependencia sélo
de los campos y sus primeras derivadas, como en la ecuacién (2.17).

6Cabe mencionar que estos no son los criterios mas generales posibles (por ejemplo, en [22] se construye un modelo
que viola invariancia de Lorentz), sin embargo han sido muy tutiles para la formulacién de teorias sencillas de campos
escalares y son los que usaremos nosotros.
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teoria no local seria la dada por una acciéon de la forma

5= / / dhxd'y 2($(x), (1), 0u0(x), ub(y). (2.18)

en donde la lagrangiana tendria términos que dependen de puntos lejanos del espacio-tiempo, los cua-
les contribuirian a la accién.

3. La lagrangiana debe cumplir con el criterio de renormalizabilidad”. Esto requiere un poco més
de explicacién. Normalmente se utilizan unidades naturales (que nosotros mismos usaremos a partir
de ahora), en las cuales se define ¢ = i = 1, es decir que las velocidades y los momentos angulares son
adimensionales. Esto a su vez implica que |d| = |t| = |E|~! = |m| ™!, donde |d| representa una cantidad
con unidades de longitud, |¢t| de tiempo, |E| de energia y |m| de masa. Asi, por ejemplo, el operador
diferencial 0, = ag% tiene unidades de energia (o de masa). Recuerde que la accién tiene unidades de
momento angular (esto se puede ver de la definicién S = [ Ldt que se da en mecénica clésica para
sistemas discretos) y es, por lo tanto, adimensional, asi que el producto .Zd*x es adimensional. Pero
d*z tiene unidades de masa a la menos cuatro, por lo tanto la lagrangiana debe tener unidades de
masa a la cuarta potencia. Ahora, el criterio de renormalizabilidad de Dyson [19] nos dice que una
teoria es renormalizable si los coeficientes de la lagrangiana tienen unidades de masa a una potencia
no negativa. Veremos ejemplos de esto en las siguientes secciones.

4. La lagrangiana, y por consecuencia la accién, debe respetar ciertas simetrias. El punto 1 en
realidad es un caso especial, s6lo que ahi nos referimos sélo a simetrias espacio-temporales. En gene-
ral, los campos que aparecen en una lagrangiana lo hacen de tal forma que ésta es invariante ante
ciertas transformaciones de los campos. A tales transformaciones, que modifican la configuracion de los
campos ¢ pero no la de las coordenadas espacio-temporales z*, se les conoce como transformaciones
internas, y a las correspondientes simetrias se les llama simetrias internas. Este es uno de los criterios
mas usados al proponer una lagrangiana para una teoria. En particular, para los campos escalares, nos
interesaran las simetrias de reflexién y la simetria bajo el grupo U(1). Las simetrias, por lo general, se
eligen de manera que la fenomenologia de la teoria resultante concuerde con los datos experimentales.

Supongamos que tenemos una accién que es invariante ante las transformaciones de algiin grupo
continuo. La versién infinitesimal de una de esas transformaciones se puede escribir como

¢(x) = ¢'(x) = ¢(x) + 6¢(), (2.19)

donde d¢(x) es una deformacién infinitesimal del campo. La accién es invariante siempre y cuando la
correspondiente variacién de la lagrangiana sea una cuadridivergencia:

0% = 0,I"(x). (2.20)
En general, tomando en cuenta que £ depende sélo de ¢ y sus primeras parciales, tenemos
oL oL oL oL oL
0L =—9 ——6(0,¢) = —90 Oyl =60 ) — (0= 196
96°0 T 59,6° 010 = 5500+ O (fmﬁ ¢) ( “aauas) ’

2.21
= %—a—‘% 0p+0 oL | )
\9¢ "00.¢ "\ooue) "
Usando las ecuaciones de movimiento, el primer término se anula y tenemos que, igualando (2.20) y
(2.21),

oL
0, (Waqf)) = 0,T". (2.22)

"Este es realmente un criterio cudntico y no tiene andlogo clasico. No daremos una definicién precisa de renormali-
zacién aqui, lo inico que nos interesa es introducir el criterio de conteo de potencias. Ver en [14] o [18] las definiciones
precisas y generales.



2.1 Caracteristicas generales de los campos clasicos 18

O bien, definiendo

oL
e — _TH
= 88H¢6¢ I+, (2.23)
tenemos
auj" =0. (2.24)

Si tenemos méas de un campo (es decir, mas de un grado de libertad), en el primer término del miembro
derecho de (2.23) debe haber una sumatoria sobre cada uno de ellos.

Al cuadrivector j* se le llama corriente de Noether, o corriente conservada, o simplemente corriente.
A partir de la ecuacién anterior podemos encontrar una cantidad conservada. En efecto, definimos la
carga () como

Q= / §%(x)d, (2.25)

donde la integral se extiende sobre todo el espacio. Note que, al haber integrado sobre las tres coorde-
nadas espaciales, ) dependerd sélo de la coordenada temporal. Esta es una constante de movimiento
ya que su derivada se anula:
w_d /jo(:n)d?’:c = /Bojo(x)d?’x = —/V j(x)dPz =0, (2.26)
dt  dt
suponiendo que jtiende a 0 en el infinito.

El argumento anterior es llamado teorema de NoetherS (ver [20]), y nos permite obtener cantidades
conservadas a partir de las simetrias de una lagrangiana. Es importante recalcar que, para eliminar
el primer término de (2.21) fue necesario usar las ecuaciones de movimiento, asi que la carga @Q es
constante sélo a lo largo de la “trayectoria” seguida por el sistema.

Como un ejemplo, supongamos que tenemos una accién invariante ante traslaciones infinitesimales:

ot — o' =t + e, (2.27)

con e” un cuadrivector constante infinitesimal arbitrario. Haciendo una expansién en serie de Taylor
y quedandonos con los primeros dos términos obtenemos la variacién del campo

dp(z) = ¢(a') — ¢(x) = ¢(x + €) — ¢(x) = ¢(x) + € Iuo(x) — ¢(x)
= '0,0(z) = €,0"¢(x).
Es decir que la variacién de un campo escalar, bajo una traslacion infinitesimal de las coordenadas,

estd dada por d¢(z) = €'d,¢(z). La lagrangiana es también un escalar, asi que esperamos que se
transforme de la misma forma. Escribimos entonces

(2.28)

0L = e'0,L = 0,("ZL). (2.29)

Comparando la expresién anterior con (2.20), tenemos IV = e = €,g"" L. Asi, sustituyendo en la
definicién de corriente conservada,

0L

it = 07 ) — e, 9" L. 2.30

"= 90,5¢ ¢ —evg (2.30)

Definimos el tensor de energia-momento (ver [20]), también llamado tensor de energfa-impulso,
como 5.5

™ = 0"p— gt L. 2.31

90,50 ¢ 9 (2.31)

8En honor a Emmy Noether, quien lo formul6 en 1915.
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Por lo tanto, j* = €, T*. Ahora, sabemos que la integral espacial de j° es constante en el tiempo, pero
30 = euTo”, asi que, como las €, son constantes arbitrarias, cada componente TO integrada sobre
todo el espacio debe ser constante. La primera de estas componentes se identifica con el hamiltoniano

H del sistema: .
H= /T00d3x = / (%é - z) d3x, (2.32)

donde ¢ = 9yp = 8°¢. Las otras tres componentes se identifican con las componentes del momento

lineal: 5.
pi= /TOid% = / (%aiqs) d3x. (2.33)

Definiendo la densidad de momento candénico

= (2.34)

y la densidad hamiltoniana (o simplemente hamiltoniana)
H=np— 2, (2.35)

las cargas asociadas a la invariancia bajo traslaciones temporales y espaciales se pueden escribir,
respectivamente, como

H = / H Pz (2.36)

Pl = / 70 pd>. (2.37)

2.2. El campo escalar real

Construyamos ahora una lagrangiana para un campo escalar real ¢. Queremos tener simetria bajo
la reflexién ¢ — —¢, asi que debemos usar sélo potencias pares de los campos. Una posibilidad es
tomar simplemente

L(¢,0,¢) = %8”(;58,,(;5 — %m%? . m?>0. (2.38)

Al término %8”¢8M¢ se le llama término cinético (ya que es el andlogo de %va para el caso discreto);
todos los otros términos se identifican con un potencial con el signo cambiado. Es decir que en este
caso el potencial, llamémoslo V, est4 dado por V(¢) = im?¢?. Es por eso que se pide que m? > 0; si
se tuviera m? < 0 el potencial no estarfa acotado por abajo. Podemos reescribir la lagrangiana como

L= 508006 - V(6) L V(9) = gt (239

Analizando el término cinético de (2.38), llegamos a la conclusién de que el campo ¢ tiene unidades

de masa. Por lo tanto, términos de la forma a(9,¢9"$)?* (o con potencias més altas) estan descartados

debido al criterio de renormalizabilidad, ya que el coeficiente a tendria unidades de masa a la menos
cuatro. Por la misma razén no tenemos términos de la forma b¢3d,, ¢p0* ¢.

Sustituyendo la lagrangiana en la ecuacién de Euler-Lagrange obtenemos la ecuacién de movimiento

(O+m?)¢ =0, (2.40)
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donde [0 = 9,,0" es el llamado operador d'Alembertiano. La ecuacién anterior es la llamda ecuacién
de Klein-Gordon (KG), en honor a Oskar Klein y Walter Gordon, quienes la propusieron en 1926,
aunque fue descubierta por primera vez por Schrodinger en 1925, sin embargo la descarté porque no
describia correctamente el espectro del atomo de hidrégeno.
Note que la ecuacién de movimiento que se obtiene a partir de (2.38) tiene soluciones de onda
plana:
¢ = Acos(—k - T+ wt) + Bsen(—k - T + wt), (2.41)

donde k es un tri-vector de onda arbitrario yw =V k2 +m2. Como la ecuacién KG es lineal, el
principio de superposiciéon es vélido y las ondas planas se suman linealmente, es decir que no se
dispersan. Por esta razén se dice que (2.38) es la lagrangiana de una teorfa libre. Cuando la ecuacién
de movimiento es no lineal, entonces si habra dispersion y se dice que la teoria es interactuante.

En particular, al término $m?¢? se le llama término de masa. La razén viene de que, cuando la
teoria se cuantiza, las particulas correspondientes al campo ¢ resultan tener masa m. Sin embargo,
se puede dar un argumento semiclasico para convenzerse de lo mismo. Para una particula relativista
de masa m, tenemos la relacién E? — 52 = m? (donde E es la energfa de la particula, y 7 es su tri-
momento); haciendo la sustitucién canénica p — —iV y E — i% y multiplicando por ¢, y actuando
sobre ¢ con el operador resultante, se obtiene precisamente la ecuacién KG. Entonces el término ma¢?
proviene de la masa invariante relativista, asi como del término %m2¢2 de la lagrangiana. Es por eso
que a este dltimo se le llama término de masa, y se dice también que m es el parametro de masa o,
simplemente, la masa. El término de masa tiene signo positivo en el potencial y, por lo tanto, signo
negativo en la lagrangiana. Si esto no sucede asi, es decir, si tenemos .Z = %8“(158”(/)—1— %m2¢2, entonces
el segundo término no se puede interpretar como un término de masa.

Ahora pasemos a un caso un poco mas interesante: el de una lagrangiana autointeractuante,

L = lawam - 1m“‘qs? - 1A¢4; (2.42)
2 2 41

en este caso, para que el potencial V(¢) = %mz(bz + %)\qﬁ‘l esté acotado inferiormente, necesitamos A >

0, mientras que m? puede tener cualquier valor real. De hecho, si m? < 0, tendremos el caso descrito

arriba, en el que el segundo término de la lagrangiana tendra el signo incorrecto y no correspondera a

un término de masa. Este escenario, ademas, nos permitira estudiar el fenémeno llamado rompimiento
espontaneo de simetria.

En general, se dice que una simetria estd rota cuando el vacio (es decir, el estado de energia

Figura 2.1: La linea continua muestra el potencial del campo escalar real cuando m? > 0 y la linea
punteada, cuando m? < 0.
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minima) de una teorfa no respeta las simetrias de la lagrangiana. En este caso, con m? < 0, la gréfica
del potencial es la linea punteada de la figura 2.1, de donde se ve que el vacio estd formado por
dos puntos simétricamente colocados con respecto al eje vertical. La lagrangiana tiene simetria de
reflexién, pero si escogemos uno de los dos puntos, el vacio ya no tendra esa simetria.

Reescribamos el potencial como V = f%u2¢>2 + %Ad)‘i, con p? = —m? > 0. Para encontrar una
expresion analitica para el vacio, minimicemos V' igualando a cero su primera derivada

0= _ (—u2¢ + émﬁ)

T BT
- = = Pumin(—p~ + 6/\¢mm). (2.43)

Pmin
El valor ¢,,,;, = 0 corresponde a un maximo local; los minimos entonces estan dados por

o

min = & )
10} v v 3

(2.44)

Elegimos el valor positivo ¢, = 4v y desarrollamos la lagrangiana alrededor de ese minimo, es
decir, hacemos el “corrimiento”
o=n-+v, (2.45)

donde ahora n es nuestro nuevo campo dindmico, definido de tal manera que cuando n = 0, V sea
minimo; y luego sustituimos en la lagrangiana, queddndonos (ignorando términos constantes)

M s L

1
L = 50" 0 — P =\ ==

Ahora el término de masa tiene el signo correcto. La lagrangiana ya no tiene una invariancia explicita
bajo la transformacién de reflexion, por lo tanto se dice que la simetria estd oculta. En la siguiente
seccién, generalizamos al caso de una simetria continua.

2.3. EIl campo complejo

Ahora consideramos la siguiente lagrangiana de un campo escalar complejo (eliptico):
L =0,0"0"p—mP¢*¢ , m*>0. (2.47)

De nuevo, a 0,¢"0"¢ y m2¢? se les llama término cinético y término de masa, respectivamente.
El potencial es ahora V(¢*,¢) = m2¢*¢. La lagrangiana anterior es, claramente, invariante ante

transformaciones de fase: ) )
6= ¢ =
{ ¢* — d)*/ — Giiagf)* ) (248)
donde « es cualquier ntimero real constante. Las fases complejas forman (o representan) un grupo
continuo de transformaciones, denotado por U(1), asi que podemos encontrar una corriente de Noether

y, de alli, una cantidad conservada. Si « es infinitesimal, podemos hacer un desarrollo en serie vy,
quedandonos s6lo con los primeros dos términos, escribir las variaciones de los campos como

{ dp=¢ —¢=(1+ia)p— ¢ =iag

5¢*Ed)*/*(ﬁ*:(l*ia)(ﬁ**gﬁ*:*ia(ﬁ (249)
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Como .Z es invariante, tenemos §.Z = 0. Sustituyendo esto en las férmulas de la primera seccién,
obtenemos la corriente (ignorando la «, que es una constante)

= i(gOH G — OV e). (2.50)

Podemos comprobar directamente que j* es una corriente conservada, es decir, que d,j* = 0. Para
esto, primero obtengamos las ecuaciones de movimiento, las cuales resultan ser idénticas a la ecuacién
KG de la seccién anterior:

(O+m?)¢ =0, (2.51)
(O+m?)¢* = 0. (2.52)
Multiplicando, por la izquierda, la primera ecuacion por ¢*, y la segunda por ¢, se obtiene
¢*0¢ +m*¢*p =0, (2.53)
oo™ +m?pg* = 0. (2.54)

Restando (2.54) de (2.53), y recordando que 00 = 9,,0",
0=9¢"0,0"¢ — $0,0" 9™ = 0,(6"0"§ — 0" ¢7) = 105", (2.55)

que es lo que se queria probar. Note que en la demostracién fue necesario usar las ecuaciones de
movimiento. La carga correspondiente es simplemente la integral espacial de la componente temporal
de j:
. 7k * 1\ 733
Q=1 [(¢p¢" — ¢*P)d’x, (2.56)
la cual puede se interpreta como la carga eléctrica. Por esa razon, a los campos complejos a veces
se les llama campos cargados, mientras que a los reales, que no poseen esta carga conservada, se les

llama campos neutros.
Ahora pasemos a una lagrangiana interactuante, con signo incorrecto en el parametro de masa,

A
L= 0,806 =V(6,6") , V(6.0") =~ 6+ 7(6"0)", (2.57)

la cual es invariante bajo transformaciones de fase, igual que antes. Ahora los minimos del potencial
estan dados por

2 2
|7 =0, v= %; (2.58)
por lo tanto ‘
bmin =€%v | OER. (2.59)

Note que el vacio retiene la simetria bajo las transformaciones del grupo U(1). Ahora tenemos una
infinidad de minimos posibles, uno distinto para cada valor de 6 en el intervalo [—7, 7). La eleccién
maés simple es § = 0; asi, escribiendo ¢ en términos de sus partes real e imaginaria,

1

6=

(f1 + ig2) (2.60)

hacemos el corrimiento®
{ ¢1EX1+\/§’U (261)
P2 = X2 ’ )

9Note el factor de v/2 en la primera definicién; en las referencias [20] y [21] no se pone, y los resultados a los que
llegan son falsos.
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donde x1 v x2 son, evidentemente, campos reales. Sustituyendo, obtenemos la lagrangiana

A A
7 = (aquaM)ﬁ U < 16><‘1‘) - <8H><26”><2 - mxé)
A 1

— gx?xg -5V’ (X7 +x3) x1-

(2.62)

Note que el campo x2 ha perdido su masa, mientras que x; sigue siendo masivo. Se recomienda ver
[20] para una interpretacién de este resultado.



Capitulo 3

Simetria hiperbdlica en la teoria del
campo escalar

3.1. Motivacion

La (densidad) lagrangiana de un campo escalar real autointeractuante se suele escribir como

2,
L = %aﬂqsaﬂqs V() , V(g)= %dﬂ + 59" (3.1)

donde el pardmetro de autointeracciéon A se supone positivo para que el potencial V' esté acotado por
debajo. Debido a que V(¢) contiene s6lo potencias pares de ¢, es invariante bajo la transformacion de
reflexion ¢ — —¢.

Podemos reescribir el potencial de la siguiente maneras:

m? . A )
V = 2 (i9)(~i¢) + T [(i9)(~ig)]”
2 4!
2 (3.2)
=™ s+ X pp)?
5 PP T PPl
donde hemos definido
p=1id (3.3)
y la barra denota conjugacién compleja. Note que ¢ = —p, ya que @ es puramente imaginario. Si

consideramos a ¢ y ¢ como grados de libertad independientes, tenemos ahora que V' = V(p, ¢) es una
funcién real que depende de dos variables puramente imaginarias. La grafica de V' se muestra' en la
figura 1, en la cual resaltamos los potenciales usuales del modelo A¢*. Se puede ver que los minimos
de V forman una hipérbola horizontal; de hecho, las curvas de nivel de esta superficie son siempre
hipérbolas.

1Por motivos de visualizacién, las graficas como esta se muestran rotadas por un angulo de 45°

24
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Figura 3.1: Potencial como funcién de la pareja (¢, @)

Resulta interesante que esta simetria hiperbélica (es decir, la invariancia del valor de @ a lo
largo de hipérbolas) surja de la “complejificacion” (3.3) del campo escalar; ésto es una de nuestras
motivaciones para estudiar las estructuras hiperbélicas.

3.2. Transformaciones hiperbdlicas como un grupo de simetria

En esta seccién repasamos las definiciones y propiedades de los niimeros hiperbdlicos que nos seran
utiles en nuestros desarrollos. Ademads introducimos el sistema extendido de los ntimeros bicomplejos.
Como ya mencionamos, un analisis mas extenso se puede encontrar en [10] y [11].

En analogia con el conjunto C de los niimeros complejos, se define D, el conjunto de los nimeros
hiperbdlicos (o “dobles”, de ahi la D), como [9]

D= {z + jy|lz,y € R}, (3.4)

donde la “unidad hiperbdlica” j se define como un ntéimero que tiene la propiedad j? = +1, pero
j # £1. Sea z € D, con z = = + jy, su conjugado (hiperbdlico) es z = z — jy, y su norma estd dada
por |z|? = 2z = 22 — 3%, De ahi se ve que la norma de un niimero hiperbélico no es definida positiva;
ésto es una diferencia importante con respecto a los niimeros complejos usuales. El inverso de z es

1 _ %

4 :W.

(3.5)
De ahi que z tiene inverso si y sélo si su parte real no es igual a su parte hiperbdlica ni al negativo de
ésta. Como no todos los elementos de D tienen inverso, este conjunto no es un campo, sino un anillo
conmutativo.

Resulta muy 1til definir la “forma polar” de z = x + jy € D como

z = pe?? = p(cosh @ + jsenh6), (3.6)
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conpeRsiz2>0ypej-Rsilz[? <0,y ademds tanh = £. Note que si z = x + jz (es decir,
|z| = 0) entonces tanh § = +1 < 6 = +o0, asi que los nimeros hiperbélicos de norma nula no admiten
una descomposicion polar.

Para dos elementos z1, zo de DD, no nulos (en el sentido de que su norma es distinta de cero), con

z1 = plejel V 29 = p2€j92, se cumple que su producto es z129 = plpgej(91+92). En particular, tenemos

101302 — i (01402) (3.7)

(e9) 7t =799, (3.8)

Los elementos de D de la forma e’? (con # € R) se denominan versores (hiperbolicos) y son el
andlogo de las fases unitarias complejas ¢, aunque tienen diferencias sustanciales (véase figura 3.2).

El conjugado de un versor es el = =19 = cosh § — jsenh.
Ahora definimos los nimeros bicomplejos, o complejos hiperbélicos, como [23]

[ENS s

Figura 3.2: Fases complejas (izquierda), las cuales forman una variedad compacta; y versores hiperboli-
cos (derecha), los cuales forman una no compacta.

H={{+ ¢, ¢eC={z+iy+j(v+iw)|z,y,v,w € R}, (3.9)

con i2 = —1y j2 = +1. La conjugacién bicompleja ahora afecta tanto a la i como a la j (es posible
definir otros tipos de conjugacién que sélo afecten a una de las unidades complejas, véase por ejemplo
[23], pero no serdn necesarios para nuestros fines). Asi, Z = z — iy — j(v — iw), de manera que

2

12> = 22 = 2% + y* — v — w? + 2ij (2w — yv). (3.10)

Note que, en general, |z|? no es un niimero real, pero es hermitico (es decir, invariante ante conjuga-
cién). Podemos ahora definir las “fases” bicomplejas ¢?**77 y sus conjugadas e~**~78. Explicitamente,
tenemos

e"tiB = ¢1%eiB — cosacosh B + isen acosh B + j cos asenh 8 + ij sen asenh A. (3.11)
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Al igual que D, H forma un anillo conmutativo. También tenemos que |z|? = 0 si y sélo si z =
x + iy + j(z + iy).

Sea z = x + jy, con 2% > y? (2?2 < y?); como vimos, |z|> = 2% — y?. Si definimos 2’ = €/%2, es claro
que |2'|? = 22. Asf que el conjunto de todos los ntimeros hiperbélicos de la forma €/®z, con z € D y «
corriendo sobre todos los reales, forma una rama de la hipérbola 22 — y? =const, la cual es equildtera,
horizontal (vertical) y centrada en el origen (véase figura 3.2). El hecho de que los versores transformen
z a otros puntos de solo una rama de la hipérbola es consecuencia de que el coseno hiperbdlico nunca
toma valores negativos. La transformaciéon mas general es de la forma 2z’ = ne’®z, donde n = 1y
a € R. Con esto ya se pueden cubrir las dos ramas de la hipérbola.

Es claro que el conjunto de todos los versores hiperbdlicos forma un grupo multiplicativo: la
operacién es cerrada debido a (3.7), la identidad es el ntimero €/ = 1, el inverso esta dado por (3.8),
y la asociatividad resulta de la asociatividad de los reales y de (3.7). La inclusién del factor n = £1,
introducido en el parrafo anterior, no afecta toda esta estructura. A este grupo (el que incluye el factor
1) lo denotaremos H(1) y le llamaremos grupo hiperbdélico. Si no incluimos 7, tenemos el grupo que
denotaremos por H*(1). Cuando también tomamos en cuenta las fases complejas, tenemos elementos
de la forma e*®e?#, que forman el grupo U(1) x H(1).

Ahora podemos escribir y estudiar la lagrangiana de un campo escalar ¢ € D:

_ _A,

L = 00" — m*o — S(90)%, (3.12)
donde la barra ahora indica conjugacién en el sentido de j. La lagrangiana anterior es invariante de
Lorentz, ademés de tener simetria interna bajo la accién del grupo H(1). Escribiendo ¢ = @1 + jpo,
donde 1, 2 € R, tenemos que el potencial estd dado por

A
Vi1, p2) = m* (01 — 93) + S (1 — 93)° (3.13)
Los puntos extremos de esta funcién son ¢; = s = 0y la regién m? £ A\(p3 — ¢3) = 0. Como la traza
de la matriz hessiana de V, evaluada en ¢; = @9 = 0, es igual a cero, éste es un punto silla (véase
[26]). Por lo tanto los minimos de V estdn en la segunda regién. Supongamos que m? < 0; tenemos

que el vacio esta dado por
2

m

el cual retiene la simetria bajo las transformaciones

= b

— Jjo
{ © = el (3.15)
p =Y =ne ¥

con 1 = +1y a € R. Para romper esta simetria, necesitamos escoger valores de ¢1 y 2 que satisfagan
(3.14) y expresar la lagrangiana alrededor de este punto. Elegimos, por sencillez, n = 1y a = 0,

obteniendo ¢1,,,, = K y @2, = 0. Definimos los campos reales x;1 y x2 por
=x kK (3.16)
P2 = X2

En términos de estas nuevas variables la lagrangiana queda como

A A
L = (0ux10"x1 — 2mx3 — §X‘%) + (=0 x20"x2 — §x§) + AN — 20 K (xi —x3). (3.17)

Obtenemos un término cinético negativo para xs, lo que podria dar, mas adelante, problemas con
su propagador (podrfa dar lugar a propagacién acausal). Este comportamiento es independiente del
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signo de m?.

De lo anterior vemos que el campo escalar hiperbdlico es distinto al campo complejo usual en
el sentido de que no se puede interpretar como dos campos reales interactuantes?. Por lo tanto,
si queremos evitar los términos cinéticos negativos, al romper la simetria hiperbélica no debemos
“partir” ¢ en sus partes real e hiperbdlica, como lo hacemos con el campo complejo, sino que nuestras
variables dindmicas deben ser el campo y su conjugado hiperbélico.

Sea 1) el valor esperado del vacio; tenemos las dos posibilidades 1o = K y ¥y = jK, dependiendo
de si m? < 0 6 m? > 0, respectivamente. En cualquier caso, definimos los campos (hiperbélicos) ¢ y
su conjugado 1) por

e =1+
{ 5= + 1o (3.18)
Sustituyendo en la lagrangiana obtenemos
_ S U o _
£ =090~ (' + Do)~ GO~ o) )

A - _ _ _
- 5(1/)(2)1/12 +P50%) = Mo (Yot + Poy)).
Note que los términos del dltimo renglén pueden ser hiperbélicos. También, en la expresion anterior,

al parecer han sobrevivido términos lineales en los campos, sin embargo esos términos también se
anulan debido a la restriccién del vacio.

3.3. [El modelo \¢* bicomplejo

Ahora estudiemos la lagrangiana

1 : m? A

L ==0;20"2 — —Zz — —
27 2 4!(
donde ahora z € H y el indice ¢ puede correr desde 0 hasta d — 1, donde d es la dimensién del espacio-
tiempo sobre el cual formulemos la teoria. Recordemos que, en general, la norma de un nimero

bicomplejo z = = + iy + jv + ijw estd dada por

zz)?, (3.20)

2> = 2% + y* — v® — w® + 2ij(zw — yv). (3.21)

Las partes imaginarias e hiperbdlicas puras ya no aparecen en la expresién, y las tinicas sobrevivientes
son reales e hibridas. En su totalidad, la expresion anterior es hermitica, es decir, es invariante bajo
conjugacion bicompleja. Esto nos sugiere que generalicemos del conjunto de los niimeros reales al
conjunto de los niimeros bicomplejos hermiticos, es decir, aquellos con partes tanto real como hibrida.
Asi, ademas de admitir que en la lagrangiana aparezcan términos no reales, supondremos que la masa
del campo bicomplejo puede ser a su vez hermitica en el sentido ya descrito.

Los minimos del potencial los tomaremos como aquellos puntos en que el gradiente del potencial
V(z, ) se hace igual a cero. Asi, obtenemos la restriccién usual

6m?

EOZ() = —T, (322)

2Los dos tltimos términos de (3.17) si representan interacciones entre x1 y X2, pero el término cinético negativo de
X2 no nos permite interpretarlo como un campo escalar real usual. Es en ese sentido en el que (3.17) no representa una
lagrangiana de dos campos reales interactuantes.
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donde zy y Zp representan los valores esperados en el vacio del campo bicomplejo z y su conjugado
bicomplejo z, respectivamente. Ahora hacemos el corrimiento

{ zZ—2zZ+ 2 (3.23)

ZoZ4 %

y desarrollamos la lagrangiana alrededor de este minimo. Usando la restriccién que define al vacio la
lagrangiana queda simplemente como

Z = %Ehéa"z - V(z,2), (3.24)

con
2

V(z,z2) = %22 + %[(202)2 + (202)?] + %EZ(EOZ + 20%) + %(22)2. (3.25)
Los dos primeros términos del potencial son cuadraticos en los campos, asi que los términos de masa
saldran de alli y sélo de alli. Por otro lado, los términos tercero y cuarto contiene potencias ctuibicas y
cuérticas, respectivamente, de los campos, asi que estos términos representan interacciones entre ellos.
En particular nos interesaran los términos de masa.

Por simplicidad, para no trabajar con las 4 componentes del campo bicomplejo, podemos eliminar
dos de ellas mediante las siguientes relaciones de proporcionalidad:

@ =hw, (3.26)
Yy = 6”7
de manera que
z = B(w+iv) + j(v +iw). (3.27)

La expresién més general de los campos se obtendrd haciendo una “doble rotacién” (eliptica e hi-
perbélica): z — e?e/Xz. Escribamos entonces

z = ePeIX[B(w + iv) + j(v + iw)],

o , . , (3.28)
20 = e"°e!X0[B(wo + tvg) + j(vo + iwo)].
La norma cuadrada de zp es entonces
|20* = Zo20 = (8 — 1) (0§ + w)) — 2i5B(vh — w3)- (3.29)
Ahora la expresiéon que define al vacio,
_ 6m?
Z020 — —T, (330)

debido a que tenemos contribuciones tanto reales como hibridas, es equivalente a las dos condiciones
siguientes:

6m?

v 4 wi = ()Y ﬂlQ)/\’ (3.31)
3 2

vg —wh = %, (3.32)

donde hemos escrito m? = m? +ijm3, es decir que permitimos que el pardmetro de masa sea ahora un
namero bicomplejo hermitico. Por el contrario, seguiremos tomando el parametro de autointeraccion
A real y positivo.
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Como dijimos, nos interesan en particular los términos de masa. Empecemos calculando el término
(Z020)%. Usando la expresién (3.28), tenemos que

(2020)* =v* { [vg ((B* —1)? — 48%) — wi (8% + 1)*] cos 2(6 — ) cosh 2(x — Xo)
—2(B* — 1)wwg sen 2(6 — 0) cosh 2(x — Xo)
+48(B8% + 1)wowg cos 2(A — 6y) senh 2(x — xo)
+4B(8* — 1)vg sen2(6 — 6p) senh 2(x — xo0) }
+w? { [wg ((B* = 1)? — 48%) — v3(B% + 1)*] cos 2(6 — 6p) cosh 2(x — xo)
+2(B* — 1)vowg sen 2(A — 6y) cosh 2(x — xo)
+46(B8* + 1)vow cos 2( — ) senh 2(x — xo)
—4B(8% — 1)wg sen2(f — ) senh 2(x — xo) }
+ow {4vowo(B* + 1) cos 2(8 — b) cosh 2(x — xo0)
+2(B* — 1)(vZ — wd)sen 2(6 — 6y) cosh 2(x — xo)
—4B(B% + 1) (v§ + wy) cos 2(6 — f) senh 2(x — x0) }
+ijv? {—4B(8* — 1)vg cos 2(6 — 6y) cosh 2(x — xo) (3.33)
+ 46(B8% + 1)wowg sen 2(6 — 6g) cosh 2(x — xo)
+2(B* — 1)vowp cos 2(8 — Hy) senh 2(x — x0)
[0 (5% — 1% — 46%) — w3(5% + 1] sen 2(60 — ) senh 2(x — xo)
+ijw? {48(B* — 1)wg cos 2(8 — ) cosh 2(x — x0)
+4B(B?% + 1)vowp sen 2(6 — 6y) cosh 2(x — xo)
—2(8* — 1)wowg cos 2(f — ) senh 2(x — xo)
+ [wg ((B* = 1)* — 48%) —v3(B% +1)*] sen2(6 — ) senh 2(x — x0) }
+ijow {—48(8% + 1) (v] + w) sen 2(6 — 6y) cosh 2(x — xo)
+2(8* — 1)(wd — v2) cos 2( — bp) senh 2(x — x0)
+4vowo(B° + 1)*sen2(6 — 0p) senh 2(x — xo0) }
+I+J,

donde I y J representan todos los términos puramente imaginarios y puramente hiperboélicos, los
cuales no nos interesan, ya que lo que queremos es la suma (202)? + (202)?, pero un sumando es el
bicomplejo conjugado del otro, asi que al sumarlos los términos en i y en j se anulardn. Debemos
elegir adecuadamente los pardmetros 6, x, 6o, X0, vo ¥ wo para eliminar el mizing (es decir, los
términos cuadriticos proporcionales a vw) en la expresién anterior. Se ve que para eliminar los términos
cruzados, podemos elegir 8 = 6 = 0, xo = x = 0 y vowy = 0. Esta tltima condicién es de interés
particular, ya que nos implica que alguno de los parametros vy 6 wg debe anularse. Esto a su vez
nos permitird calcular el valor que debe tener la constante de proporcionalidad original § en funcién
solamente de los parametros de masa real e hibrida de la lagrangiana original. En efecto, sumando y
restando (3.32) de (3.31) obtenemos, respectivamente,

6m? 3m?
208 = L 2 34
vh (1—ﬂ2)>\+ A (3.34)

Y 2 2
qup — oM 3 (3.35)

(1—pA A
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Multiplicando estas dos ecuaciones y sacando raiz cuadrada, obtenemos que, salvo un signo,

o= ) - ()

Y como este producto debe ser igual a cero, entonces el radicando se debe anular, es decir que debemos
tener

6m? 3m3
= . 3.37
- n B (337
Despejando 3, obtenemos finalmente
a2 + 4 4
p= MtV M (3.38)
ma
ademds, la ecuacién (3.37) implica que
6m? 3m3
=0 2= =2 3.39
w0 TR T (339
Usando estas condiciones obtenemos
[(F02)? + (202)%] = 208[(8% — 1) — 48202 — 20882 + V2w? + 8ijB(1 — f)ede?.  (3.40)
Asi, se puede ver que el tnico término de masa sobreviviente es el de masa real de w:
m* _ A o \2 2 2 21, 2
—Zzz 4+ —[(202)° + (202)°] = [(B° — 1)m] — 2m3]w”. (3.41)

2 4]

Entonces identificamos la masa del campo escalar real w como m,, = 2(8% —1)m? —48m3. Si elegimos
el signo positivo en la ecuacién (3.38), obtenemos que

2
My = 4 (m% —y/m$ +m‘21) <1 + Té) ) (3.42)

2

lo cual es negativo para cualquier valor real distinto de cero de msy. Por otro lado, eligiendo el signo
negativo en (3.38), obtenemos

2
My = 4 (m% +4/m} +m§) (1 + :é) , (3.43)

lo cual es positivo siempre que m? > 0.

En resumen, iniciando con una masa bicompleja hermitica para el campo z, hemos llegado a la
aparicion de un bosén de Goldstone, a saber, v, el cual pierde su masa después del rompimiento de
simetria y la eleccion apropiada del vacio; mientras que el campo w ha perdido la componente hibrida
de su masa y, con una eleccién adecuada del pardmetro [, ha quedado con masa real positiva.

Finalmente, podemos fijarnos en la geometria del vacio. Rotando el punto del vacio por fases
hiperbdlicas y elipticas obtenemos un nimero bicomplejo con todas sus partes (real, imaginaria, hi-
perbdlica y bicompleja). Sin embargo, la variedad vacio es bidimensional, ya que sélo tenemos dos
pardmetros para las rotaciones. Es decir que nuestro vacio es una superficie bidimensional encajada
en un espacio euclideo de cuatro dimensiones. Para graficarlo, hacemos, por ejemplo, la proyeccion
z =z +iy + ju+ ijw — (z,y,u), es decir, simplemente suprimimos una de las componentes. Tal
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proyeccién se muestra en la figura 3.3, donde se puede apreciar una autointerseccién, la cual debe ser
producto de la proyeccién y no una caracteristica intrinseca de la variedad. Otra vista “més lejana” del
vacio se muestra en la figura 3.4, en la cual se ve que es homemorfo a dos planos (que se intersectan)
con un disco removido en el centro de cada uno de ellos.

Figura 3.4: Una vista mas amplia del vacio. Se aprecia que, topolbégicamente, consiste en dos planos
“agujerados” que se intersectan.
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De las figuras se puede ver, a pesar de ser proyecciones, que la superficie generada es en cierto
sentido el producto directo de una hipérbola con un circulo. Las hipérbolas se aprecian en los “costados”
de la figura 3.3, mientras que los circulos se pueden observar més claramente en la forma de los planos
de la figura 3.4. El agujero que aparece en ambas figuras, al centro de la superficie, nos dice que
el grupo fundamental de esta es no trivial, es decir que en este sentido “hereda” la topologia de su
espacio factor U(1), cuyo primer grupo de homotopia es (isomorfo a) Z.

Por otro lado, el grupo H(1), visto como variedad, es una hipérbola (de dos hojas), que tiene la
propiedad 7wy = 2, sin embargo, cada parte conexa es isomorfa a la recta real, la cual es simplemente
conexa, es decir, tiene grupo fundamental trivial. Entonces, bajo la extensién bicompleja del modelo,
esta propiedad de la variedad vacio se complica y, como ya dijimos, da lugar a una variedad que no
es simplemente conexa.
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Conclusiones

Los ntmeros hiperbdlicos, al menos desde un punto de vista matemédtico, poseen interés propio,
al igual que los complejos. Ambos son casos especiales de dlgebras reales bidimensionales (ver [11]).
Los ntmeros hiperbdlicos, sin embargo, presentan varias estructuras diferentes a los elipticos. Por
un lado, estan las propiedades algebraicas: los nimeros hiperbdlicos no poseen una norma que sea
positiva definida y, de hecho, hay elementos de H no nulos que tienen “norma” nula, por lo tanto la
divisién no es posible en general para los ntimeros hiperbdlicos. Sin embargo, al ser la lagrangiana un
polinomio en las variables de campo, la falta de la operaciéon de divisién no afecta de ningin modo la
construccién de la teoria. Por lo tanto deberia considerarse seriamente, en general, la posibilidad de
construir densidades lagrangianas de campos cuyos valores estén en algin anillo, es decir, sobre un
conjunto de nimeros que admitan minimamente adicién y multiplicacién (una propuesta a lo largo
de las mismas lineas se encuentra en [9] para la mecédnica cudntica). Este trabajo es un pequeifio paso
en tal direccién.

Otro aspecto interesante de nuestro modelo es la no compacidad del grupo de simetria. Las dos
grandes teorias del siglo pasado son sin duda el modelo estandar y la relatividad general. El primero
de ellos, el cual describe con mucha precision el mundo microscépico, estd basado en el grupo de
norma SU(3)¢ x SU(2)r, x U(1)y (ver [14]), el cual es un grupo compacto. Este grupo da lugar a
una rica fenomenologia que se comprueba dia con dia en los grandes aceleradores. La segunda teoria,
por su lado, tiene como grupo de simetria el grupo de los difeomorfismos (ver [17]), el cual forma
por si mismo una variedad no compacta. Asi, si se quiere ver la relatividad general como una teoria
cuantica de campos, sera inevitable el tener que estudiar las propiedades de los grupos no compactos.
De nuevo, este trabajo es un paso en tal direccién.

Como un ultimo aspecto interesante, quisiera recalcar el proceso de elecciéon del minimo del poten-
cial de la tdltima seccién. En general, s6lo podemos hablar de minimos cuando tratamos con conjuntos
de numeros reales, ya que éstos poseen una estructura de orden bien definida. Al igual que con los
complejos, a los ntimeros hiperbdlicos no es posible darles una estructura de orden (tampoco a los
bicomplejos), es decir, una relacién entre sus elementos que sea reflexiva, antisimétrica y transitiva.
Asi que, estrictamente, la eleccién de un minimo para el potencial, el cual es una funcién no real,
no es posible en general. Sin embargo, como se comentd en el cuerpo de la tesis, trabajamos con
una generalizacién de los nimeros reales, a saber, los bicomplejos hermiticos, es decir, aquellos de la
forma a + ijb, con a,b € R. Los reales son un subconjunto de éstos y ambos sistemas comparten la
caracteristica de que sus elementos son invariantes ante conjugacion. Asi, pues, tratamos una funciéon
hermitica como lo harfamos con una real, y la manera mas natural de generalizar los minimos de tal
funcién es definiéndolos como aquellos en donde el gradiente de la funcién es igual a cero. Como se
vio, esto nos permitioé seguir con el calculo y llegar a los resultados finales.
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