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Introduccion

Las transiciones de fase entre los estados de la materia han sido un tema de gran interés
debido a que, en la mayoria de los casos, las propiedades del sistema termodindmico de estudio
(como conduccién, magnetizacién, absorcion,...) cambian drasticamente durante y después de la
transicion de fase. Para el estudio formal de este fenémeno se han introducido las ecuaciones de
estado, y entre ellas, la mas sobresaliente ha sido la ecuacién de van der Waals (1873). Esta es
una de las primeras ecuaciones de estado que introduce una correccion a la ecuacién de gas ideal,
tanto para el volumen como para la presién, de forma que ésta se convierte en una de las primeras
ecuaciones ciibicas de estado, describiendo ademaés una transiciéon de fase entre los estados liquido-
gas, tal como el experimento lo sugeria lo que la llevé a ser ampliamente aceptada. Sin embargo,
conforme se profundizo en el estudio de esta ecuacion, se observé que su prediccién no concordaba
completamente con lo obtenido experimentalmente y con el desarrollo de la teoria de exponentes
criticos se logré mostrar de manera més contundente que la ecuacién de van der Waals (vdW) no
predice correctamente el comportamiento del sistema cerca de la transicién de fase y del punto
critico; con ello nacen las ecuaciones ctbicas de estado, las cuales estdan basadas en la ecuacion de
vdW, y tienen como objetivo describir de manera mas precisa el comportamiento de los sistemas
termodinamicos reales tanto fuera como cerca de la regién de transicién de fase y del punto critico.

Una de las predicciones méas importantes de una ecuacién de estado es la curva de coexistencia
ya que, ademds de los exponentes criticos, ésta nos da informacién de cémo se comporta el sistema
alrededor de la transicién de fase. En la literatura no he logrado hallar un diagrama donde se
mostrara la curva de coexistencia predicha por la ecuacién de vdW en comparacién con la reportada
para los datos experimentales, por ésta razon en este trabajo se decidié buscar una forma de
construir la curva de coexistencia para dicha ecuacion, con el fin de tener una comparaciéon maés
tangible entre los resultados experimentales y las predicciones de la ecuacién de vdW.

Para ello, en esta tesis se realiza un estudio general de la ecuacion de vdW con el fin de
tener la mayor cantidad de informacion sobre dicha ecuacion reunida en un solo lugar; se abordan
los argumentos termodindmicos que dan un soporte fenomenolégico a dicha ecuacién, asi como
su justificacién en términos del tratamiento estadistico de los sistemas, con lo anterior podemos
observar la correspondencia entre ambas teorias microscépica y macroscopica para una misma
ecuacion de estado; se propondra un programa computacional para calcular la curva de coexistencia,
el cual se propone que esté basado en el criterio de areas iguales de Maxwell. Las herramientas
usadas con la ecuacién de vdW nos permiten estudiar una ecuaciéon cibica de estado general
reciente y ver que es posible obtener una mejor prediccién con esta ultima ecuacion respecto a los
valores experimentales.

XI






Capitulo 1

Repaso de elementos basicos

1.1. Termodinamica

La termodindmica es el estudio macroscopico de los sistemas en el que se busca caracterizar al
sistema con el minimo de variables macroscépicas, las cuales son propiedades de cada sistema. Estas
variables son llamadas variables termodindmicas y como ejemplo, para el sistema hidrostatico sim-
ple, son el volumen (V'), la temperatura (T) y la presién (p). El estudio formal de la termodindmica
se va consolidando conforme se proponen las cuatro leyes de la termodindmica [1, 2].

Como consecuencia directa de la ley cero de la termodinamica tenemos la existencia de la ecua-
cion de estado, la cual podemos expresar de forma genérica como una relacién entre la temperatura
y las otras variables termodinamicas mediante una funcién f, la cual se puede escribir como:

fp,V,T) =0, (1.1)

esto a su vez, matematicamente, quiere decir que cualesquiera dos variables se pueden escribir en
términos de la variable restante:

p = fHWVT) (1.2)
Vo = f2(p7T)

lo cual nos permite introducir los coeficientes fenomenolégicos: el coeficiente de expansiéon vo-
lumétrica (3) y el coeficiente de compresibilidad isotérmica (), donde:

5 - é(?;)p 7 (1.5)

- _% (?) . (1.6)
P/

La primera ley de la termodindmica (ley de la conservacién de la energia) nos dice que existe
un método de transferencia de energia por medios no mecanicos, el cual se denomina calor y se
denota por la letra Q:

dU = dQ — pdV. (1.7)

Esta ley nos permite introducir los conceptos de capacidades calorificas
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o - (%) -

Cp = <gg>p+p<g¥)p, (1.9)

que son la cantidad necesaria de calor que necesita un cuerpo para variar su temperatura, ya sea
a volumen o a presién constante.

La segunda ley de la termodinamica introduce una nueva variable de estado llamada entropfa,
dS = dQ,ey /T, la cual es una diferencial exacta, y se cumple que todo sistema cerrado tiende a
aumentar su entropia:

AS > 0. (1.10)

Con esta nueva variable de estado tenemos como consecuencia directa de la primera ley de la
termodinamica, que para sistemas que sufren procesos reversibles se cumple:

TdS = dU + pdV, (1.11)

esta expresién se denomina la ecuacion fundamental de la termodindmica ya que a partir de ella
se pueden obtener otras expresiones, mediante las transformadas de Legendre, que relacionan las
variables del sistema con los potenciales termodinamicos, como es el caso de la energia libre de
Gibbs [1]. Despejando dU de la ecuacién (1.11) y sumando d(pV —T'S) a ambos lados de la igualdad
obtenemos:

d(U + pV —TS) =dG = —SdT + Vdp, (1.12)

siendo G la energia libre de Gibbs. Ademds, ésta se relaciona con el potencial quimico de la siguiente
forma: p = G/n, siendo n el nimero de moles. Dividiendo la ecuacién anterior por n y sustituyendo
la relacién entre el potencial quimico y la energia libre de Gibbs se obtiene que:

dg = dp = —sdT + vdp, (1.13)

siendo g la energia libre de Gibbs por mol, s la entropia por mol y v el volumen por mol. Esta es
la relacién de Gibbs — Duhem.

1.1.1. Regla de fases de Gibbs

i Cuantas fases pueden coexistir en equilibrio termodinamico? Durante una transicién de fase
debe haber equilibrio térmico, ésto es, deben estar en quilibrio tanto la temperatura como el
potencial quimico [3]. Supongamos que tenemos un sistema hidrostético, cuya ecuacién de estado
se puede expresar de forma general como: f(p,V,T) = 0, en el que estdn presente dos fases distintas,
el potencial quimico debe ser el mismo en cada fase:

wh(p,T) = " (p,T), (1.14)

lo cual nos da una ecuacién con dos incégnitas p, T' (note que el potencial quimico solo depende de
las variables intensivas). Podemos despejar alguna variable en términos de la otra, ésto es, obtener
una curva que relaciona una variable con la otra, por ejemplo, p = p(T'), que es una curva de
coexistencia para este sistema en el plano p — T'.

Por otro lado, si este sistema presenta tres fases diferentes, la condiciéon de equilibrio en el
potencial quimico nos dice que:

w(p, T) = p" (p, T) = " (p,T), (1.15)
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este sistema de ecuaciones define un unico punto (p¢, T;) en el plano p — T, el cual es conocido
como el punto triple del sistema, pues las tres fases pueden coexistir simultaneamente.

1.2. Exponentes criticos

Es de gran interés en las transiciones de fase el estudio del comportamiento de las cantidades
termodindmicas que lo caracterizan cuando dicho sistema se acerca a su punto critico, ya que
conforme uno se acerca a este punto varias cantidades termodindamicas pueden presentar diversos
comportamientos: divergir, aproximarse a cero o permanecer finitas [3]. La teorfa de exponentes
criticos surge con el objetivo de predecir cémo cambian las variables termodindmicas cerca de
la transicién de fase, por ejemplo, de la ecuacién (1.6) podemos observar que la compresibilidad
isotérmica depende del inverso del cambio de la presion, nosotros sabemos que la transicion de
fase liquido-gas es un proceso isobdrico, es decir Ap = 0, por lo que, regresando nuevamente a la
ecuacién (1.6), se observa que la compresibilidad isotérmica debe tender a infinito durante este
proceso. Sin embargo, existen diversas formas de diverger a infinito, por ejemplo r~", siendo n una
cantidad positiva y 7 — 07, conforme n crece, cada expresién diverge més rapido que la anterior,
lo cual da un resultado diferente.

Para analizar el comportamiento de las variables termodindmicas cerca del punto critico se
definen tres pardmetros:

T-T. = —
-t =T-1, wzwzi—l, ™=
TC UC pC

£ —p—1, (1.16)
donde p., ve, T. v P, U, T son los valores de la presién, el volumen y la temperatura en el punto
critico y como variables reducidas, respectivamente. Estos sirven como pardmetros de expansion
que nos permiten un mejor andlisis conforme nos acercamos al valor critico. Naturalmente, el punto
de partida del comportamiento de las variables termodindmicas es lo que se observa experimental-
mente, y matemdaticamente, para los sistemas PV'T, se proponen cuatro exponentes criticos para
estudiar las variables termodindmicas [3].

Experimentalmente [19, 20], se ha observado que la capacidad calorifica a volumen constante
diverge mientras T'— T, lo que nos lleva al exponente de la capacidad calorifica a:

AL () T<T,
) Aa(4e) T>T,’

Guggenheim [18] noté que la desviacién de la temperatura de su valor critico varia con la tercera
potencia respecto a la desviacién del volumen de su valor critico, es decir: (T — T,.) ~ (V — V.)3
cuando T — T,. A partir de esto, se introduce el grado de la curva de coexistencia :

o= pe (1.17)

’”;7'”9 = Ag(—e)”, T—T. (1.18)

donde p; es la densidad del sistema en estado liquido (T' < T;) y pg es la densidad del sistema en
estado gaseoso (T > T).

Como se ha comentado anteriormente, la capacidad calorifica diverge en el punto critico, con
lo que se define el exponente de la compresibilidad isotérmica ~

’

Ko {A’V(—g)“* T <T,

) = Pec- 1.19
Ay (+e)7 T>T. P=r (1.19)

0
Finalmente, se halla que la desviacién en la presién de su valor critico varia con la cuarta

potencia respecto a la desviaciéon del volumen de su valor critico, es decir: (p — p.) ~ (V — V)4,
con esta idea se define el grado de la isotérma critica §:
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§
b p“A(;’p Pel sign(p — pe), T=T, (1.20)

C

donde p? es la presién de un gas ideal a p. y Te.
En la tabla (1.1) se muestran los valores experimentales de los exponentes criticos para algunos
sistemas [2]:

Exponente Ar Xe COq 3He 1He

o/ <025 <02 0.124 0.105 0.017
o <04 - 0.124 0.105 0.017
B 0.362 0.35 0.34 0.361 0.354
v 1.20 - 1.1 1.17 1.24
0 1.20 1.3 1.35 1.17 1.24
0 - 4.4 5.0 4.21 4.0

Tabla 1.1: Valores experimentales de los exponentes criticos para algunos sistemas hidrostaticos

También se ha encontrado que los exponentes criticos satisfacen un conjunto de desigualda-
des, de forma que estos exponentes no son totalmente independientes. Ellos deben satisfacer, por
ejemplo, la desigualdad de Rushbrook que relaciona los exponentes «, 3y v [3, 1]:

o +28++ >2 T<T,, (1.21)
a+268+7>2 T>T,. (1.22)

La desigualdad de Griffiths que relaciona los exponentes o', 3 y ¢:

o+ B(6+1)>2. (1.23)

Y la desigualdad de Widom que resulta de combinar las dos desigualdades anteriores:

B6—1) =+ (1.24)

Esto muestra que sélo dos de los cuatro exponentes criticos son independientes [1].

1.2.1. Factor de Compresibilidad Z

Otra herramienta que se utiliza para conocer la desviacién del comportamiento de los sistemas
respecto al sistema de gas ideal es el factor de compresibilidad, éste se define como el cociente entre
el volumen molar del sistema real y el volumen molar del sistema ideal [17]:

7 = Ureal (1.25)
Videal
que también puede expresarse como:
7=, (1.26)

Si el valor de Z corresponde a uno, significa que el sistema se comporta como ideal, mientras que si
el valor de Z es diferente de uno, se trata de un sistema no ideal. Entre més grande sea la desviacién
del valor de Z con respecto a uno, mayor es la desviacion del comportamiento del sistema respecto
al del gas ideal.

El factor de compresibilidad también puede ser expresado en término de los pardametros criticos
Te,pe, Ve, lo que nos lleva al factor de compresibilidad critico, el cual en un principio, es una
constante para cada sistema [16].
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_ DcVe

z, = Pele.
RT,

(1.27)

La tabla (1.2) muestra algunos valores experimentales reportados para el pardmetro Z. [1].

Fluido Ze

H>0 (Vapor) 0.230
SO, 0.269
COq 0.275
CyHg 0.286
Xe 0.288
CHy 0.290
Ar 0.291
02 0.292
CcO 0.294
H, 0.304
He* 0.308

Tabla 1.2: Valores experimentales del coeficiente de compresibilidad critica

1.3. Mecanica estadistica

La mecénica estadistica se enfoca en el estudio de sistemas formados por una gran cantidad de
particulas, por ejemplo gases, liquidos y sélidos. Debido a la imposibilidad de resolver un sistema
del orden de 10?3 ecuaciones diferenciales, resultado de la mecéanica clésica, se propone un estudio
en el cual las propiedades individuales de las particulas no son relevantes, sino su comportamiento
en conjunto, de forma que el comportamiento colectivo del sistema de particulas reproduce lo que
se observa macroscépicamente [9)].

Para el estudio estadistico se parte del principio fundamental de probabilidades iguales a priori,
dicho principio dice: todos los estados permitidos del sistema son igualmente probables de ocurrir
a priori, es decir, el sistema no tiene ningun estado preferente. Con ayuda de ésto, se construye un
concepto muy poderoso que es el de ensamble (ensemble). Un ensamble es un conjunto de réplicas
del mismo sistema donde cada réplica se encuentra en uno de los estados permitidos, de esta
forma podemos tener una sola coleccion de sistemas con todas las posibles configuraciones para su
analisis. Ademds se utiliza el postulado de Gibbs, el cual dice que el promedio en los ensambles
de las variables que lo caracterizan corresponde con las variables mecénicas macroscépicas, por
ejemplo, la energia y la presion:

E+— F, p +— P. (1.28)

Es decir, se obtienen las propiedades termodindmicas como el valor esperado de dichas cantidades,
los cuales se calculan usando las distribuciones de probabilidad que nos dan los ensambles corres-
pondientes. Es muy importante mencionar que los ensambles son solo una representacién mental y
el sistema fisico no depende de esa representacion, debido a ésto, cualquier ensamble que nosotros
construyamos sera totalmente equivalente a otros, si trabajamos bajo las mismas condiciones.

1.3.1. Funcién de particiéon canodnica

Sabemos que, para un sistema cudntico, la funcién de particién del ensamble canénico esta dada
por:
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QN V,T) =Y e, (1.29)

donde 8 = 1/kT, k es la constante de Boltzmann y E; es el eigen-valor de la energia correspondiente
al j-ésimo estado del sistema y en general, dicho eigen-valor es degenerado. Recordemos que cada
réplica puede estar en uno de los posibles estados accesibles del sistema, por lo que la probabilidad
de aparecer de algin estado j-ésimo con energia E; estd dada por [4]:

e PE;
T

A partir de esta ecuacién, se definen los promedios en el ensamble de cualquier propiedad mecanica
M como:

P, (1.30)

M=> M,P; (1.31)
J

De acuerdo a los postulados de Gibbs, los promedios en el ensamble corresponden con las variables
termodindmicas del sistema, de forma que

M =1, (1.32)

y ademas, se puede comprobar que cada una de estas cantidades se puede expresar en términos de
la funcién de particién candnica @, por ejemplo la energfa interna y la presion [4]:

B 5 (0lnQ

E = kT (8T >NV (1.33)
B lnQ

p = sz( T )NVT (1.34)

Se observa que la funcién f(T,V, N) = In() aparece en ambas expresiones, es por ello que a esta
funcién se le denomina funcién generatriz del ensamble canénico [4], ya que a partir de ésta se
puede expresar cualquier variable que caracteriza al sistema. Por ejemplo, la entropia (S) y la
energia libre de Helmholtz (A) también pueden expresarse a través de f:

B AlnQ
S = kinQ + kT ( o7 )N’V, (1.35)
A =—kTInQ. (1.36)

Lo méas importante de la funcién generatriz del ensamble es que a través de esta funciéon podemos
obtener y codificar la informacion del sistema, esto es, la funcién f nos sirve como un puente entre
la informacién microscopica y las variables macroscopicas.

1.3.2. Integrales de configuracion

Originalmente la funcién de particién candnica estd expresada en un contexto cuantico, sin
embargo en el limite cldsico ésta se puede escribir como [4]:

1 _ 5.5) 71— 71—
Qelas = T3 / S / e~ PP dgdp (1.37)

donde las p, g representan los momentos y las coordenadas generalizadas asociadas a las IV particu-
las que conforman el sistema. Las integrales de (1.37) se realizan sobre todo el espacio de configura-
cién: 3N coordenadas y 3N momentos, es decir, en un espacio 6/N-dimensional. Si se supone que los
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momentos de las particulas son independientes entre si, la integral sobre momentos se puede hacer
de manera inmediata, ya que la funciéon hamiltoniana depende explicitamente de los momentos,
que aparecen como variable de integracién. De forma explicita, tenemos que

N
Z me +pyz +pz1)

H(‘ja 7) = 2 = + U(le"'7q3N)7 (138)
— U
chas = F B3N / : / B(Zm + (q)) dqdp
1
e -B8L; -BU(q)
- ™ [h i dp}/ / H
1 1 3N
I et —Bgm -BU(q)
- il ”14 [ [
1 [ 2rmkT\*N?
chas ﬁ ( 12 ) ZN7 (139)

donde se define la integral de configuracion clasica como:

ZN:/ =AU a3N) o - dgan (1.40)
14

la cual se puede calcular una vez que se establece el potencial de interaccién U(r) = U(qy, ..., g3n)
que describe cémo interaccionan las moléculas entre si y/o en presencia de un campo externo.







Capitulo 2

Ecuaciones de estado

2.1. Gas ideal

La ecuacién de estado para el modelo del gas ideal es una de las primeras ecuaciones de estado
que se proponen para el estudio de los sistemas hidrostaticos. El modelo del gas ideal supone
que las moléculas del gas no interaccionan de alguna manera entre ellas, solo con las paredes del
recipiente con la cual chocan elasticamente, estas particulas son puntuales y no ocupan volumen del
recipiente. A partir de los trabajos experimentales de R. Boyle, Mariotte y J. L. Gay-Lussac en los
siglos XVII y XVIII se lograron observar tres relaciones entre las variables presién-volumen, presion-
temperatura y volumen-temperatura, que finalmente fueron consolidadas en una sola ecuacién por
Paul Emile Clapeyron, que fue llamada la ecuacion de gas ideal:

pV = nRT, (2.1)

donde n es el nimero de moles del gas, R es la constante universal de los gases, p es la presion que
experimentan las paredes del recipiente donde esta contenido el gas, V' es el volumen del recipiente
y T es la temperatura del sistema. Las predicciones de esta ecuacién han sido bastante estudiadas
dando como resultado las siguientes propiedades [1, 2]:

1
B = ? (22)
Kk = s (2.3)
U = W2nRr (2.4)

c, = HAuR, (2.5)
C, = C,+nR, (2.6)
S = 3nRInT +nRInV + S, (2.7)

donde la ¢ tiene que ver con los grados de libertad de la molécula. Estas cantidades se han compro-
bado experimentalmente, como es el caso de la capacidad calorifica por mol a volumen constante,
la cual tiene un valor experimental del orden de %R para gases monoatémicos, sin embargo para
temperaturas muy altas o muy bajas este valor ya no se mantiene constante, mostrando que si de-
pende de la temperatura. De esta forma, poco a poco se observa que los sistemas no se comportan
como predice esta ecuacion, salvo los gases nobles, que cumplen que no interaccionan practicamente
entre si; a pesar de ello, esta ecuacién sirve como referencia para todos los sistemas a muy bajas
densidades. Ya que los sistemas termodindmicos aparecen en la naturaleza esencialmente en los
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estados sdélido, liquido y gaseoso, es de gran interés entender cémo se pasa de una fase a otra para
un mismo sistema, algo a lo que la ecuaciéon de gas ideal no logré dar respuesta.

Por su parte, el fisico escocés T. Andrews ya se habia hecho esta pregunta, él fue el primero
en reportar de manera sistematica el comportamiento del C'Os en sus estados liquido y gaseoso en
1869 en la Real Sociedad de Londres [9]. Las isotermas que él obtuvo experimentalmente lograron
mostrar de manera grafica el comportamiento del COs durante la transicién de fase, hallando que
debajo de una cierta temperatura (la temperatura critica) existia una regién en la cual la presién
del sistema se mantenia constante conforme cambiaba el volumen del sistema, experimentalmente
se observaba que todo el liquido se convertia en vapor durante ese intervalo. Pero eso solo fue
obtenido graficamente, faltaba una ecuacion de estado que relacionara las variables p, V', T de tal
forma que se lograra reproducir la transicion de fase.

2.2. Ecuacion de van der Waals

Cuatro anos después del trabajo de Andrews, el fisico holandés Johannes D. van der Waals
propuso una ecuacién de estado como resultado de su tesis doctoral, la cual forma parte de los
primeros aportes al estudio de sistemas no ideales [21]. Lo primero que infirié van der Waals es
que las moléculas del fluido deben tener un volimen asociado. El asumié que las moléculas de un
gas no son puntuales y por lo tanto ellas ocupan un volumen propio, es decir, ellas presentan un
volumen que no se puede ocupar en el recipiente (volumen excluido), que para un mol se representa
por la letra b, de esta forma el volumen disponible para el movimiento de cada particula es V —nb.

Por otro lado, al ser las moléculas objetos con un volumen propio, cuando una molécula quiere
llegar a la pared del recipiente sufre choques con las otras moléculas, por lo que la presion efectiva
que experimentan las paredes del recipiente que contiene al fluido no es como si todas las moléculas
llegaran libremente, en lugar de ello aparece un término extra en la presion debido a las colisiones
intermoleculares, de forma que peyt = Protal — Pint- El término p;,; debe estar relacionado con la
densidad, ya que para altas densidades aumenta el niimero de colisiones y la presién en las paredes
disminuye notablemente, mientras que para densidades bajas las colisiones son menores y tenemos
practicamente la presion real sobre las paredes, ademéds de las colisiones tenemos que las fuerzas
inter-moleculares atractivas también son proporcionales a la densidad, por lo que se propone que
el término sea de la forma p;,; = an?/V?2.

) 4 N
: ST e
. v
o= 4

' - t

Boyle van der Waals

Figura 2.1: Interaccién entre moléculas

Sustituyendo estas correcciones en la ecuacién de gas ideal (2.1), podemos llegar a la ecuacién de
van der Waals:

1,2
(p + "V’Z) (V — nb') = nRT, (2.8)

o andlogamente

10
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2
<p+ aVJ\g) (V — Nb) = NKT, (2.9)
donde a = a’/N2,b=1V'/N,,y R = kN,. Ahora bien, si el volumen del recipiente es muy grande (lo
que significa que las particulas practicamente no interaccionan entre si) recuperamos la ecuacién de
gas ideal, como es de esperarse. Por conveniencia a lo largo del desarrollo en este trabajo, usaremos
la ecuacién (2.9) como punto de partida para nuestro andlisis.

Es importante notar que los pardmetros a y b son caracteristicos de cada sistema, y dependiendo
de su valor, se obtiene una ecuacién diferente para cada sistema. En la tabla (2.1) se muestran
algunos valores tipicos de estos pardmetros [8]:

Material @ (Pa m® mol=2) b (1073m3 mol~1)

Hy 0.01945 0.022
H>0 0.56539 0.031
No 0.13882 0.039
Os 0.13983 0.032
COq 0.37186 0.043

Tabla 2.1: Parametros a y b de la ecuaciéon de vdW

11






Capitulo 3

Analisis de la ecuacion de van der
Waals

3.1. Comprobacion

3.1.1. Experimento

A diferencia de la ecuacién de gas ideal, la cual nacié primero de la observacién y luego se
construyé matematicamente, la ecuaciéon de van der Waals se propuso como resultado de su tesis
doctoral, que sali6 de las ideas de van der Waals, de su intuicién, es por ello que el siguiente
paso natural es ponerla a prueba. Hay varias formas de comprobar esta ecuacién, la primera y mas
importante es via el experimento. Gréficamente, como se puede observar en la figura (3.1), la seccién
de la isoterma muestra estados inestables del sistema, que no pueden ser posibles fisicamente,
ya que tanto el volumen como la presién crecen simultdneamente a temperaturas constantes (se
estudiard con mayor profundidad en el siguiente capitulo), lo cual fue notado por J. C. Maxwell
tan solo un ano después, en 1874, y corregido inmediatamente con la construccion de areas iguales
de Maxwell, de esta forma la ecuacién de van der Waals lograba reproducir cualitativamente las
isotermas encontradas experimentalmente.

3.1.2. Ecuacién del virial

Una manera de obtener la ecuacién de vdW es a través de la ecuacion del virial, dicha ecuacién
se propuso en 1911 por Heike Karmerlingh Onnes [1], y expresa a la presién como una expansién
en serie de potencias en la densidad que toma como punto de referencia la ecuaciéon de gas ideal,
con lo que implicitamente, las fuerzas intermoleculares estan presentes:

% = p+ Bo(T)p? + B3(T)p* + ..., (3.1)

donde los B; se denominan los i-ésimos coeficientes del virial y dichos coeficientes, en el marco
termodindmico, se hallan experimentalmente. Ya que esta ecuacién se construye a partir del ex-
perimento, es una mejor aproximacion para describir los sistemas termodinamicos. Veamos que la
ecuacién de vdW se puede expresar como una serie de potencias en la densidad. Despejando p/kT
de la ecuacién (2.9), y sustituyendo v = V/N tenemos que:

13
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Isoterma vdW ———
Construccion de Maxwell ---------
09t Region Inestable - ]
€ osf
o
s | e
e}
o
§ o7}
[%]
g
a
0.6 |
05t
0.5 1 1.5 2 25 3

Volumen reducido

Figura 3.1: Predicciones de la ecuacién de vdW

P 1 a
KT~ v—b 02kT
1 1 a
T (1 - b/v) - 02kT
— 1 1+<b)+(b>2+ _L
v v v v2kT

(D . (1) (-2 (3.2)

el tercer paso se justifica haciendo uso de la serie geométrica, la cual es vélida ya que |b/v| < 1.
Con esto observamos que la ecuacién de vdW puede ser expresada en términos de potencias de la
densidad, es decir, cumple la ecuacién del virial con segundo coeficiente dado por:

a
Bo(T)uaw = b= 7. (3.3)

Similarmente, la ecuacién del virial también tiene una formulacién en el marco de la mecénica
estadistica, la cual tiene la misma forma que la ecuacién (3.1). Esta puede ser construida a partir
del ensamble gran candnico, con funcién de particién E (apéndice A), con la ventaja de que los
coeficientes del virial, B;(T"), se pueden conocer de manera explicita, es decir, se tiene una expresién
en la que aparece directamente el potencial de interacciéon entre las moléculas. Supongamos que

tenemos un sistema a bajas densidades, de tal forma que basta fijarnos solo en el segundo coeficiente
del virial, dado por [4]:

BoT) =~ (%~ 22) (34)

que en términos de las integrales de configuracion queda:

14
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Bo(T) = —o(Zo— 22)

2V
1 _ -
= _W <//€ BUszldT'Q - V2)

1

- _ —BU12 _ = A2

= 1 . .
Y //(e 1)dridrs; (3.5)

Supongamos que el potencial de interaccién U; 2 es un potencial de corto alcance, de forma que
la integral es cero a menos que la distancia entre las dos particulas |5 — 77| sea pequeiia, por ello
podemos cambiar 13 — |3 — 71| = 712, de esta forma, el vector de posicién 77 se puede interpretar
como la posicién del sistema formado por dos particulas, mientras que el vector 75 es la separacién
relativa entre dichas particulas. De aqui se ve que la integral sobre 77 es independiente de la integral
sobre 715 y al realizar la integral sobre la primera variable se obtiene el volumen del recipiente V.
Si ahora la variable restante la pasamos a coordenadas esféricas, la integral resultante queda

By(T) = —2m /Ooo(eﬁU — 1)r?dr. (3.6)

Para realizar esta integral necesitamos especificar un potencial adecuado que represente la inter-
accion entre las moléculas, para ello se usa un potencial atractivo efectivo que, de acuerdo a la
suposicion anterior, debe ser de corto alcance. En la literatura se han propuesto diversos modelos
de potencial de interaccién molecular, entre lo més conocidos estd el de Lennard — Jones (LJ) o
potencial 6 — 12 [8]:

7o\ 12 7o\ 6
UL (r) = u (7) 72(7) . 3.7
(r) = o | (% ! (37)
Este potencial posee un minimo en r = rg y —ug es la profundidad méxima del potencial. A pesar
de ser una aproximaciéon que da una mejor descripcion del sistema real, los cédlculos se vuelven
notoriamente mas complicados, debido a ello se utiliza el potencial de Sutherland definido por:

o0 r<Trg

US(r) = oy (LO)Z . (3.8)

r>n1g

El hecho de que U® — oo para r < 7 indica que la minima separacién posible entre las particulas
es 1g, es decir, tenemos un sistema formado por particulas de radio %ro. De la figura 3.2, se observa
que ambos potenciales de interaccién tiene un minimo en rq (el radio de la particula), por otro lado,
la parte repulsiva del potencial de Sutherland es infinitamente méas fuerte que para el potencial
de LJ, esto es particulas totalmente rigidas.

Esto es lo que hace significativamente mas faciles los calculos de los coeficientes del virial, como
veremos a continuacién, sustituyendo el potencial de Sutherland, Ec. (3.8), en la integral dada por

la ecuacién (3.6) tenemos:

T0 (oo}

By(T) = 27T/ r2dr — 27r/ (e PV —1)r2dr. (3.9)
0 T0

Para calcular esta integral podemos aprovechar que estamos en un régimen de altas temperaturas

y bajas densidades. Mediante el uso de la expansion en serie de Taylor de la funcién exponencial,

basta quedarnos con los primeros términos de la expansién, es decir:

e PV =1-BU +..., (3.10)

sustituyendo este resultado en la integral (3.9) obtenemos:
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Potencial de Sutherland

u()

Potencial de Lennard-Jones

Figura 3.2: Potenciales de interaccién molecular

2 o l
By(T) = ?FT(?))_%T»B/ ugr? (7;—0) dr
To
2 o0
= grg - 27r5u07’6/ 2y (1>3)

To

buo, (3.11)

By(T) =b— —. (3.12)

La ecuacién (3.12) corresponde con la ecuacién (3.3), es decir, a partir de la ecuacién del virial
podemos obtener la ecuacién de vdW en ambos casos, mediante el marco termodindmico y mediante
el marco mecénico estadistico.

3.1.3. Funcién de particién del ensamble canénico

De la teoria de la mecanica estadistica se sabe que todos los ensambles son equivalentes entre
si, dado que solo son una representacion mental, esta representacién no influye en el sistema de
estudio. Ademads, hemos vimos que la ecuacién del virial se obtiene a partir del ensamble gran
canénico con funcién de particién =, sin embargo, mediante el uso del ensamble canénico con
funcién de particion @), también podemos construir la ecuacién de vdW. Partamos de la expresién
para la funcién de particién canénica, Ec. (1.39):

1/ 2mmkT\*N/?
chas = ﬁ T ZN-

16



CAPITULO 3. ANALISIS DE LA ECUACION DE VAN DER WAALS
3.1. COMPROBACION

Como se ha mencionado previamente, la integral de configuracion tiene que ver con el potencial que
representa la interaccién entre las moléculas, que en un principio depende de las N coordenadas
de cada una de ellas, sin embargo, podemos replantear el problema a uno mas sencillo. En general
tendriamos que estudiar un sistema de N particulas que se mueven simultdneamente bajo la in-
fluencia de todas las demas, en su lugar, podemos pensar en una interaccién que sea de la siguiente
forma: una sola particula se mueve bajo la influencia de un campo efectivo U, que es producido
por las NV — 1 particulas fijas, las cuales se supone no son afectadas por la particula en movimiento.
Esto matematicamente significa cambiar N integrales ligadas por IV integrales independientes que
tienen la misma forma, es decir, una sola integral que se repite IV veces:

h2

3N/2 N
_ % (27TZ”;I€T> o~ BNU. [/ dq]

1 20mkT\*"? vy
n2 e

3N/2 N
In = L <27rka> {/ eﬁUedq} (Ue = conts.)

Vvefectivo)N
(3.13)

Note que la integral sobre las coordenadas ¢ se realiza sobre un cierto volumen efectivo que es
aproximadamente el volumen total menos el volumen ocupado por el total de particulas. Ahora
solo falta saber cual es el potencial efectivo de interacciéon. Sabemos que hay %N (N — 1) pares
diferentes de particulas, dado que el nimero de particulas por centimetro cibico es del orden
de 1023, podemos proponer que el nimero de pares es ~ %N 2. Si pensamos que el potencial de
interaccion es producto unicamente de la interaccion a pares, el potencial U puede expresarse en
términos del niimero de pares y el potencial de interaccién promedio por par de particulas U:

1 1
U== Uy = =N?U 3.14
2;; jk 2 ? ( )

también, para N moléculas se cumple que

U=NU,, (3.15)
por lo que, combinando ambas ecuaciones para U podemos despejar Ul:

1

U, = §NU. (3.16)
Como ya se mencioné, U es el potencial promedio por cada par de particulas, la probabilidad de
hallar una particula a una distancia r de otra es 4wr2dr/V, siempre que r > rgy, donde g es el
radio de la particula, si nuevamente utilizamos el potencial de interaccién dado por la ecuacién
(3.8) se tiene lo siguiente:

U

|
=
=
~—
g
3
=
[ V)
U
3

drug [T rroNt o
— /TO(T>TdT (1>3)

(3.17)
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en la ecuacién (3.17), cuando 7 es muy grande r~'*3 decae muy réapido (siempre que [ > 3), asf que
este término puede ser despreciado, y finalmente, sustituyendo en la ecuacién (3.16)

1 Admrug 3

=-N . 1
Ue 2 VvV 3-1 (3.18)
Recordando la definicién del pardmetro a dada por la Ec. (3.11) se halla que:
N
U.=—a—. 3.19
. = —ay; (3.19)

Por otro lado, el volumen efectivo puede ser visto como el volumen total (V') menos N veces el
volumen excluido por particula (b). Suponiendo que éstas son esferas rigidas de radio %rg, podemos
notar que con cada colisiéon entre dos particulas se crea una nueva esfera, de radio rg, que excluye
a las demads particulas, por lo que se tiene un volumen excluido total de N %777‘5’, ademas hay que
dividir este término entre dos, ya que proviene de la interaccién entre cada par de moléculas, a fin
de no tomar en cuenta el efecto dos veces [4, 10]. De forma que el volumen efectivo estd dado por:

1. 4
‘/efectivo =V - §N§7T7’87 (320)

y recordando la definicién del pardmetro b, Ec. (3.11), se halla que:
Vvefectivo =V — Nb. (321)
Finalmente la ecuacién (3.13) queda expresada de la siguiente forma

o_ L

2mmkT
N!

B2
Para ver que esta funcién de particién reproduce la ecuacién de estado de vdW calculemos p a
través de las relaciones para el ensamble canénico dada por la ecuacién (1.34), que para este caso

se reduce a:
BT olnQ
oV NT

3N/2 )
) (V — Nb)N eaN/VET, (3.22)

0 3N 2mmkT aN?
= T— |—=InN!4 — _— N - N
k 57 { nN!+ ) In < W2 > + Nin(V b) + VAT |y
NET aN?

Note que la tltima ecuacién es la misma que la ecuacién (2.9), es decir, nuevamente obtuvimos
la ecuacién de van der Waals. Este resultado nos dice que la ecuacién de vdW estd mas alla de
la parte macroscépica, ésta tiene un correcta interpretacion desde la parte microscopica que es la
interaccion molecular.

18
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3.2. Calculo de variables termodinamicas

De la teoria formulada en el marco de la termodindmica sabemos que existen los coeficientes
fenomenoldgicos (k, 8) y otras cantidades termodindmicas (Cy, C,, S, 4, ...) que conviene calcular
yva que ellos nos permitiran entender e interpretar el comportamiento observado de los sistemas.

3.2.1. Aproximacién termodinamica

Para calcular los coeficientes fenomenolégicos notemos primero que la ecuacién de van der
Waals (2.9) puede ser expresada como:

_ NKT  aN?
-~ V-Nb V2
Calculemos las derivadas parciales de p respecto a T a volumen constante y respecto a V' a tem-
peratura constante a partir de la ecuacién (3.24):

P (3.24)

dp B NEk

((aT)V = v (3.25)
ap B NkT 2aN2

<8V)T - 7(V—Nb)2+ V3 (3:26)

usando la relacién inversa para derivadas parciales [1], la ecuacién (3.26) puede escribirse como

(av> V3(V — Nb)? (527)

Op ), 2aN2(V — Nb)2 — NETV?’

y de acuerdo a la definicién del coeficiente de compresibilidad isotérmica x, Ec. (1.6), se tiene que:

B VZ(V — Nb)?
= NETV3 = 2aN2(V — Nb)2'

K (3.28)

Otra herramienta matematica que nos sera muy util es la relacién ciclica para derivadas par-
ciales, que estd dada de la siguiente forma:

()05, 9,

de donde, si usamos la relacién inversa para despejar una de las derivadas parciales tenemos, por

ejemplo:
oV ) ( Op ) ( ov )
— | =—1| == — (3.30)
<8T » or ), \op )

de acuerdo a la ecuacién (1.18), y sustituyendo las ecuaciones (3.25) y (3.27), el coeficiente de
expansion volumétrica [ estd dado por:

B kV2(V — Nb)

~ kTV3 —2aN(V — Nb)2’

B (3.31)

Ahora, fijémonos en la siguiente relacién termodindmica [2]:

<gg)T - (gg)v P (3.32)

de acuerdo a las ecuaciones (3.24) y (3.25) tenemos que
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AN,
ov ), I E
alN?

= —— 4+ F(T).

U v + F(T)

Como se mencioné al inicio de esta tesis, todos los sistemas tienden asintéticamente al comporta-
miento ideal de forma que en el limite de volumenes grandes, la energia del gas no ideal (represen-
tado por la ecuacién de vdW) debe tender a la energfa interna de un gas ideal, que es %N kT, es
decir [16]:

3
i = lim F(T)==-NEkT .
de forma que podemos escoger F(T') = %N kT, y de esta forma la energia interna de una gas de
van der Waals queda determinada por:
aN? 3

=L L ENET 34
U o 5k (3.34)

A partir de la energia interna, podemos obtener la capacidad calorifica a volumen constante.
Partiendo de la ecuacién (1.8), y sustituyendo el valor de la energia dado en (3.34) se tiene que:

C, = gNk, (3.35)

Para hallar la capacidad calorifica a presion constante podemos partir de la siguiente relacién
termodindmica [1]:
B2VT

Cp—Co =", (3.36)

sustituyendo los resultados obtenidos para 8 y k en las ecuaciones (3.31) y (3.28) respectivamente,
se tiene que:

2
)VT

c o - EV2(V — Nb) ® NETV3 = 2aN%(V — Nb
pomv o \kTV3 —2aN(V — Nb)? V2(V — Nb)2
2 2
_ 2NV T
ETV3 — 2aN(V — Nb)2

Para hallar la entropia partamos de la siguiente ecuacién:

TdS = C,dT + %Tdv, (3.37)

procediendo de la misma manera, podemos sustituir las expresiones para C,, 8 y k dadas en las
ecuaciones (3.35), (3.31) y (3.28) respectivamente:

dS = SNk— +
S = %Nk InT + Nk In(V — Nb) + So, (3.38)

donde Sy es una constante de integracién que no depende ni de 7" ni de V.
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3.2.2. Aproximacién Mecanica estadistica

Por otro lado, la mecanica estadistica también es capaz de dar expresiones para cada una de
estas cantidades termodindmicas. De las relaciones de Maxwell se obtiene que:

024 1
(3‘/2>T = (3.39)

Esta expresion es muy conveniente, ya que el coeficiente de compresibilidad isotérmica (k) queda
en términos de la energfa libre de Helmholtz (A), y sabemos que el potencial natural del ensam-
ble canénico es precisamente la energia libre de Helmholtz. De acuerdo a la ecuacién (1.36), y
sustituyendo en la ecuacién (3.39), se halla que:

9%A a (0InQ
(8V2) B _kTW( av)
T T
0 0 3N 2mmkT aN?
= k7= 2 N 2 _
kT@V@V[ InN! + 5 ln( 2 >+kTV+Nln(V Nb)T
0 aN? N
= My [_kTVQJFV—NbL

NKT  2aN’
(V-Nb? V3
NETV3 — 2aN*(V — Nb)?

V3(V — Nb)2
1 NETV®—2aN%(V — Nb)?
v VZ(V = Nb)? ’

que al comparar con la ecuacién (3.39) se halla:

V2(V — Nb)?2

T NETVE — 2aN2(V — Nb)2

(3.40)

lo cual coincide totalmente con la ecuacién (3.28). Para calcular la entropia calculemos primero la
parcial de InQ respecto a T'

alnQ 0 3N 2mmkT aN?
= — [ =InN!'+—1 Nl — Nb
( or )Nv or ( ner 2 n( h? ) " KTV + Ninly )>N,V
3N alN?
= 9 W (341)

Ahora sustituyendo en la ecuacién (1.35), aprovechando las propiedades del logaritmo, y usando la
aproximacién de Stirling: InN! = N(InN — 1) (lo cual es vélido, ya que en la mecénica estadistica
se trabaja con una gran nimero de particulas) obtenemos:

3N aN? 3N 2rmkT aN?
— - _ — | - —_
S kT<2T T2 >+k< InN!+ 3 ln( W2 )+kT‘,+Nln([/ Nb)>
3kN 2mmk

h2

1 [/ 2mmk 3/2
N h?

= Q—kN(lnN—l)—&—?’k;V{lnT—i—ln( >}+k‘Nln(V—Nb)

N

3 5
= NkInT + Nk In(V — Nb) + 3 Nk + kin
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Note que N, m, k y h son constantes, por lo que podemos definir una constante Sj tal que

N
1/ 2rmk\*"?
— | — , (3.42)
N h?
si sustituimos el valor de esta nueva constante, obtenemos la misma expresién que la ecuacién
(3.38), es decir:

Sl = gNk + kin

S = gNk; InT + Nk in(V — Nb) + S (3.43)

Para hallar el coeficiente de expansién volumétrica, 3, se puede recurrir a la siguiente ecuacién
obtenida mediante las relaciones de Maxwell [2]:

oS Op 8
el — (£ = 44
(ov),= (), == (40
despejando S, sustituyendo el valor de la entropia (3.43), y el valor de x (3.40) se obtiene:
oS
o= (av)T
A §Nle—l—Nk;l(V—Nb)-&-S’
- v\ttt " o).
B V2(V — Nb)? Nk
= NKTV3 —2aN2(V —Nb?2 V- Nb
EV2(V — Nb
5 - ( ) (3.45)

kTV3 —2aN(V — Nb)2’

Que concuerda con la ecuacién (3.31). La energfa interna de un gas de van der Waals la podemos
obtener a partir de la ecuacién (1.33):

0 3N 2mmkT alN?
E = kT?— |—InN!+ — N - N
k 5T [ InN! + 5 ln( % ) + TV + Nin(V b) .
3N aN?
= kT? | —
K {2T k:VTQ}
3 aN?
F = —-NET — ——. 4
5 % (3.46)

Notemos que esta expresion tiene dos cualidades interesantes: es la misma expresién que la obtenida
via la aproximacién termodindmica, y tiene la forma de la energia clasicamente: energia cinética
més energia potencial, donde el potencial al tener un signo negativo nos habla de una fuerza
atractiva sobre las moléculas, que es precisamente lo que van der Waals supuso al construir su
ecuacion. Finalmente, al tener la expresion para la energia interna, la capacidad calorifica a volumen
constante queda automaticamente definida por

Cy = gNk. (3.47)
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3.3. Transicion de fase

La ecuacién de van der Waals es una ecuacién ctibica para el volumen, como se puede mostrar
directamente de la ecuacién (2.9), si ademds definimos v = V/N, se obtiene que:

kT b
v3 — <b+> vty Lo (3.48)
p p P

Esto a su vez significa que la ecuacién admite, de manera general, tres raices reales diferentes, una
sola raiz real de multiplicidad tres o una raiz real y dos complejas. Como se puede observar de
la figura (3.3), una isoterma de vdW tiene tres formas esencialmente: si la temperatura esta por
arriba de la denominada temperatura critica (T' > T.) la isoterma es de la forma predicha por
un gas ideal como una hipérbola, para T' = T, la isoterma presenta un punto de inflexién y para
T < T, la isoterma tiene un minimo y un maximo locales, donde la primera derivada es igual a
cero. Cada una de estas isotermas se relaciona con los valores de las raices de la ecuacién (3.48).

Punto de inflexion B

14 } L N
T>Te Puntos minimo y maximo *

12 |

08

Presion reducida

0.6

04

1 2 3 4 5 6
Volumen reducido

Figura 3.3: Isotermas de vdW

La temperatura critica es la temperatura a la cual el sistema sufre la transicién de fase liquido-
gas o gas-liquido de manera inmediata, mientras que por debajo de esta temperatura la transicién
de fase se da poco a poco mediante un proceso isobarico. Por otro lado, por encima de este valor el
gas ya no puede cambiar de fase, no importa el valor de su presién y su volumen, la transiciéon de
fase no se dara. Los otros parametros criticos p. y V. son los valores correspondientes de la presién
y el volumen cuando T' = T,.

En la figura (3.3) se puede observar que en el punto critico la pendiente de la curva es cero, es

decir, la primera derivada es cero:
0
(p) = 0. (3.49)
ov ) p_p.

Esta derivada la podemos obtener de la relacién (3.26) de donde, si despejamos y evaluamos en el
punto critico, obtenemos que:

2 kT,
e e (3.50)

v (ve—b)?

23



CAPITULO 3. ANALISIS DE LA ECUACION DE VAN DER WAALS
3.3. TRANSICION DE FASE

Por otro lado, el punto critico se trata de un punto de inflexién (en este punto la derivada cambia
de signo), por lo que también se cumple que su segunda derivada es igual a cero:

(‘32p>
bl 4 =0. (3.51)
(3”2 T=T.

Esta derivada la podemos obtener derivando parcialmente la ecuacién (3.26) y evaluandoen T' = T,:

2kT, ba
—_— = —, 3.52
R (3.52)

Note ademaés que la ecuacién de van der Waals se puede evaluar en los puntos criticos, usando la
expresion (3.24)
kT, a

_ (3.53)

ve—b w2

Pec =
Si comparamos términos iguales en las ecuaciones (3.50) y (3.52) se obtiene la siguiente expresion:

Ve = 3b, (3.54)

que al sustituir el valor de v, en la ecuacién (3.50) se halla que:

8a
e = —, 3.55
© o 27bk ( )
y finalmente, sustituyendo ambos valores de v, y T, en la ecuacién (3.53) obtenemos que:
a
= —. 3.56
pC 27b2 ( )

Podemos observar a lo largo de las expresiones anteriores, que los parametros criticos quedan
expresados en términos de los parametros a y b, los cuales son caracteristicos de cada sistema, ésto
nos dice que de la misma forma, los pardmetros criticos van a depender del sistema de estudio. En
la tabla 3.1 se muestran los valores de los pardmetros para algunos sistemas [16]:

Material T.(K) p.(10°Pa)  V.(10~>m?/Kg)
Hidrégeno 33.2 13.29 33.26
Nitrégeno 126.0 33.93 3.22
Oxigeno 154.3 50.34 2.32
Cloro 417.1 77.08 1.75
Vapor de agua 647.25 220.53 2.50

Tabla 3.1: Valores experimentales de los pardametros criticos para algunos fluidos

3.3.1. Ecuacion de estados correspondientes

Como se mencion en el capitulo anterior, la ecuacién de vdW, Ec. (2.9), depende de los
parametros a y b que son caracteristicos del sistema; se puede construir una ecuaciéon de estado
equivalente que no contenga explicitamente las caracteristicas particulares del sistema, es decir, los
parametros a y b, si definimos un nuevo conjunto de variables:

_ D = T _
p=—, T=—, U= —, 3.57
pC TC UC ( )
sustituyendo estas nuevas variables en la ecuacién (2.9) y recordando los valores de los pardmetros

criticos (T, v., pe) se obtiene lo siguiente:
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(p+:—2)(v—b) — kT
(ppc + (M?)Q) (Toe—b) = KT,
<p+ ;) (B3o-1) = sT. (3.58)

Esta se llama la ecuacién reducida de vdW ya que es independiente de los parametros a y b. En
esta ecuacion se mide la temperatura, el volumen y la presién en términos de los valores relativos
respecto a los valores criticos. Los valores de T¢, v. y p. pueden variar para diferentes gases, sin
embargo, todos los gases obedecen la misma ecuacién si todos ellos se encuentran a la misma
distancia de sus respectivos puntos criticos [3].

3.3.2. Curva espinodal

En la figura (3.4), podemos observar que existen bédsicamente cinco puntos importantes para
isotermas de vdW por debajo de la temperatura critica, para la ecuacién reducida esta condicién
se escribe como T < 1.

0.8
D

0.7
g N C/\ .
o
=4
2
= 067F
c
L
7
<
o

05

0.4 B

0.5 1 15 2 25 3 3.5

Volumen reducido
Figura 3.4: Regiones para la isoterma a la temperatura reducida T = 0.9

La seccién BD se caracteriza en que a lo largo de ella la presion crece al aumentar el volumen, es
decir,

<35>T >0, (3.59)

esta claro que en ningiin punto de esta seccion el sistema puede estar en equilibrio estable, por lo
que esta regién se denomina region inestable. Por otro lado, las secciones AB y DE cumplen con

la condicién
dp
<3V>T <0, (3.60)
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que es necesaria para el equilibrio estable, y como consecuencia, no se prohibe su existencia [3].
Estas secciones corresponden a los estados de un vapor sub-enfriado y un liquido super-calentado.
El vapor sub-enfriado es un estado de la sustancia en el que sus parametros pertenecen a un
estado liquido pero sus propiedades describen a un estado gaseoso (no conserva su volumen, tiende
a dilatarse como un gas). Mientras que el liquido super-calentado es un estado de la sustancia
en el que sus pardametros pertenecen a un estado gaseoso, pero sus propiedades describen a un
estado liquido. Estos estados no son absolutamenta estables, cualquier fluctuacién externa sobre el
sistema, provocaria que éstos pasaran al estado estable mas cercano. Dichos estados se denominan
metaestables [16].

Como se estudiard en el capitulo siguiente, la curva de coexistencia encierra la regién de tran-
sicion de fase, incluyendo la region inestable y la metaestable. Existe una curva, llamada curva
espinodal, la cual divide a su vez los estados inestable y metaestable. Para construirla, vamos a
fijarnos en los puntos B y D de la isoterma, los cuales corresponden a sus puntos extremo (minimo
y méximo). Matemdticamente éstos pueden ser hallados por medio de la derivada de la ecuacién
reducida de vdW; despejando la presién reducida de la ecuacién (3.58) se tiene que:

8T 3
P=—-7— = 3.61
P=55 1 o (3.61)
y aplicando el criterio de la primera derivada igual a cero en el punto critico se obtiene que
ap 24T 6
et - 4 =0. 3.62
(8’U>T (30 —1)2 TF (3.62)

Podemos obtener un valor para la temperatura que nos dice como se comporta ésta en el minimo
y el mdximo de la isoterma, la cual llamaremos T*. Despejando T' de la ecuacién (3.62), se obtiene
que:

—  (3v—1)?
T ="~ 3.63
473 (3.63)
y finalmente, sustituyendo la dltima ecuacién dentro de la expresion de la presién reducida, Ec.
(3.61), se halla que:

., 3v-2
P (3.64)

Hemos llamado p* a la curva que nos dice como se comporta la presion en los puntos criticos, es
decir, es una curva que une los puntos criticos para diferentes valores de la isoterma, la cual es la
curva espinodal. Podemos observar ésto en la figura (3.5).

La linea sélida muestra la curva espinodal, mientras que las lineas punteadas son isotermas para
valores de T = 0.9,0.95,1, de abajo hacia arriba. Podemos ver como la curva espinodal precisa-
mente intersecta a las isotermas en sus puntos criticos, y se observa que esta curva encierra en su
interior la region inestable, donde crecen simultdneamente el volumen y la presiéon. Mas adelante
se regresara al estudio de esta curva.

3.3.3. Construcciéon de Maxwell

Tal como se revisé en la seccién anterior, un hecho importante de la ecuacién de vdW es la
prediccién de una regién de inestabilidad fisica. Como podemos observar en la figura (3.1), las
isotermas de vdW para T" < T, contienen una regién donde, tanto el volumen como la presién
aumenta. De resultados experimentales nosotros sabemos que la transicién de fase ocurre a presién
constante por lo que, intuitivamente, queremos construir una linea recta que conecte dos puntos
de la isoterma, de manera que ésta reemplace la region inestable, lo importante es saber donde
debemos poner esta linea que represente la presion a la que ocurre la transicion de fase.
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Figura 3.5: Curva espinodal para la ecuacién de vdW

Para solucionar ésto, J. C. Maxwell en el anio de 1874 propuso una forma de corregirlo basandose
en la regla de Gibbs. Un cambio infinitesimal en la energia libre de Gibbs por mol esta dado por
la ecuacién (1.13):

dg = —sdT + vdp.

Generalmente, al estudiar una transiciéon de fase, se busca trabajar con procesos isotérmicos de
forma que dT = 0, de esta forma podemos integrar entre cualesquiera dos extremos inicial y final
de la isoterma, y se tiene que:

Pf
9 — 9i = / v(p)dp. (3.65)
pi

Note que esta integral toma como variable independiente a p, es decir, debemos invertir nuestro dia-
grama de fase, en lugar de usar un diagrama P-V, usemos un diagrama V-P, para no confundirnos
al momento de usar el recurso grafico.

Se busca hallar los puntos donde poner los extremos inicial y final de la recta a presién constante,
los cuales denotaremos por A y E respectivamente de acuerdo a la figura (3.6).
Por un lado, de acuerdo a la regla de fases de Gibbs, Ec. (1.14), sabemos que el potencial quimico
no cambia durante la transiciéon de fase, por lo que sera el mismo a lo largo de la recta a presién
constante, de esta forma g = g4. De acuerdo a la ecuacién (3.65) se debe de cumplir que:

E
/A o(p)dp = g — g = 0. (3.66)

De conocimientos basicos de célculo integral en una variable, se sabe que un integral puede dividirse
en subintervalos contenidos dentro del intervalo original, de esta forma se tiene que:

/Ev(p)dp=/Bv(p)dp+/Cv(p)dp+/Dv(p)dp+/Ev(p)dp=0, (3.67)

A A B c D
si ahora reacomodamos las integrales se halla que:

/Cv(p)dp—/Av(p)dp=/Dv(p)dp—/Dv(p)dp (3.68)

B B E
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Figura 3.6: Regla de areas iguales de Maxwell

De acuerdo a la figura (3.6), podemos observar que el lado izquierdo de la ecuacién anterior es
precisamente el drea encerrada en la seccion ABC A, mientras que el lado derecho corresponde al
area encerrada por la seccién CDEC, esto es:
Area = Area (3.69)
Este resultado es conocido como la regla de dreas iguales de Mazwell. Es importante notar que,
una vez que sabemos que las areas encerradas entre la isoterma y la linea a presiéon constante
son iguales, no importa que diagrama usemos, ya sea p — V o V — p, el drea seguird siendo la
misma. Esto es muy importante, ya que como se verd méas adelante, cuando calculemos la curva
de coexistencia mediante el método numérico, seguiremos usando el diagrama usual, es decir, el
diagrama p — V.

ABCA CDEC

3.3.4. Exponentes criticos para la ecuacion de vdW

Ahora vamos a calcular los exponentes criticos de la ecuacién de vdW, para ello es conveniente
sustituir el conjunto de pardmetros €, w, 7 dados en la ecuacién (1.16) dentro de la ecuacién reducida
de vdW (3.58):

(r+1)+ Blw+1) — 1] = 8(c + 1), (3.70)

@+ 1)?
de donde, resolviendo para 7 se obtiene que:

8+ 16ew 4 8ew? — 3w?
24 Tw+ 8w? + 3w3
a) Si en la ecuacién (3.71) hacemos ¢ = 0, y ademds usamos la expansién del binomio de
Newton:

(3.71)

T = —3w3(2+ Tw+ 8w? +3w3)7?
= 327+
= %w‘* (3.72)
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si comparamos con la ecuacién (1.20), se halla que el grado de isotérma critica que predice la
ecuaciéon de vdW es § = 3.

b) Para hallar el exponente « recordemos que la compresibilidad isotérmica nos dice como
cambia el volumen del sistema respecto al cambio de la presién, a temperatura constante y por
unidad de volumen. Calculemos ahora este cambio, pero en término de los parametros de ¢, w, 7.
De la ecuacién (3.71) se observa que

Im\ _ 16e +16ew — 9w® (T + 16w 4 9w?)(8e + 16ew + 8ew? — 3w?) (3.73)
ow)_ 2+ Tw+ 8w? + 3w (2 + Tw + 8w? + 3w3)? '
evaluando ahora la derivada en w =0
(87T) = —6e. (3.74)
aw elw=0

Comparando con la equacién (1.19) podemos concluir que v = 1

c) Para obtener el exponente 5 vamos a estudiar el pardmetro 7 cerca del punto critico. Ex-
pandiendo la ecuacién (3.71) mediante la férmula del Binomio de Newton, y queddndonos hasta
términos ciibicos en w (ya que este es el grado méximo de w tanto en el nimerador como el
denominador de dicha ecuacién):

T = (84 16ew + 8ew® — 3w?) [2 + (Tw + 8w? + 3w?)] -
(82 + 16ew + 8ew® — 3w?®) [271 — 272 (Tw + 8w? + 3w?®) + 273 (Tw + 8w? + 3w®)® + ..

Q

3
de + 8cw + dew? — 5@;3 — ldew — 16ew? — 28zw? + 49ew?
3
~ 4e — 6ew + 9ew? — §w3, (3.75)

ademsds, durante la transicién de fase se requiere que se cumplan las siguientes condiciones:

P(v4) = P(u;) (3.76)

Uy
/ 5dP = 0. (3.77)

De la primera condicién (3.76) y de la ecuacién (3.75) podemos obtener que

2 2 3_,3
de(wy — wi) + be(w; —wy) +wy —w; =0. (3.78)
De acuerdo a la ecuacién (1.16), w; = %= < 0 mientras que w, = “—=¢ > 0. Resulta
conveniente definir nuevos pardmetros:
W = —wy, Wy = wy, (3.79)

de forma que estos tiltimos son positivos. Sustituyendo los & dentro de la ecuacién (3.78) obtenemos:

Ae(@y + @) + 6e(@] — ;) + @s + @} =0 (3.80)

De la segunda condicién (3.77), sustituyendo los parametros dados en la ecuacién (1.16) y la
expresion hallada para 7 en (3.75) tenemos:
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wy wi
/ (w+dr = / (w+1) [—65 + 18ew — goﬂ} dw

g g

wi

= |:—6€UJ + 9ew? — gwg’ — 3ew? + ]

Wy

(w3 —wd) =0. (3.81)

= —be(wg —wy) + 6€(w§ —w?) — p

oW

Nuevamente, tomando la definicién (3.79) y sustituyendo en la ecuacién (3.81) obtenemos:

de(@g + @) +4e(@] — @) + @ + @) =0 (3.82)

Restando las ecuaciones (3.80) y (3.82) tenemos:

2@ —@)) = 0
=o = W (3.83)
=W = W= (3.84)

Sustituyendo esto ultimo en la ecuacién (3.82):

W+ 2% = 0
O(20% +8) = 0
=% = —de

Note que para puntos por debajo del punto critico (es decir, puntos dentro de la regién de la
transicién de fase) se tiene que e < 0= —¢ >0

=0 = 22 (3.85)

SO, ~ 22 (3.86)

y de acuerdo con la ecuacién (1.18), obtenemos que 8 = 1/2.
d) Para hallar el exponente «, recurramos a la expresion para la capacidad calorifica a volumen

constante durante la transicién de fase [3].

9 Ay \ 2 9 v\

87}9 T or coex a’l)l T or coex
donde z;, 7y, Cy,, Cy, son las concentraciones y la capacidad calorifica a volumen constante de los
estados liquido y gaseoso durante la transicién de fase. Cuando nos acercamos al punto critico a

lo largo de una isocora v = v, resulta que cuando T' — Tt : vy ® 24 — 1/2 'y C,, = C,,, por lo
que el salto en la capacidad calorifica estd dado por:

e\ (v () (0w’
(8UQ>T <8T)coem - 81}1 T 8T coex (388)

De acuerdo a la ecuacién (3.86), se tiene que:

Cy =14 + x

Cou(T5) — Co(TE) = lm —2

¢ T—T, 2
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Ahora también, de la ecuacidn (3.75), y sustituyendo el valor de w de la ecuacién (3.86) podemos

obtener
o
<aﬁl> _(pg) = et 18w — 2w?
oy ) 0vg ) + 2

9
= 6|€|—18w|5|f§w2
9
- _ 1/2 _ 2
6le] — 18 (21e]/2) |e] - 5 (4lel)
- —12|a|+0(|a|3/2) (3.90)

Sustituyendo los resultados obtenidos en las ecuaciones (3.89) y (3.90) dentro de la ecuacién
(3.91) obtenemos:

_ , T U?Pc _
CulT) = CulTE) = Jim —57lel ™2 12 + 0 (|=°7) ]
© c
o . Tvcpe 1/2)
= iy |25 o

De la ecuacién (1.27) y los valores hallados para los pardmetros criticos, Ecs. (3.55), (3.56) y (3.54),
podemos ver que la ecuacién de vdW predice un factor de compresibilidad critico igual a:

Z.=". (3.91)

Utilizando este resultado y aplicando el limite obtenemos finalmente:

) T 3R 1o
i, |12 5+ 0 ()|

SR+ 0(72). (3.92)

Cvc (TC_*) - CU (Tg)

c

Ya que el término constante domina conforme T' — T, comparando con la ecuacién (1.17), podemos

concluir que o = 0.
A continuacién, la tabla 3.2 resume los valores reportados en la tabla 1.1 y otros resultados
experimentales acerca de los exponentes criticos [2, 18, 19, 20]:

Experimentales vdW
4<0<6 0=3
12<vy<14 y=1
03<p <04 B8=05
—-02<a<0.3 a=0

Tabla 3.2: Exponentes criticos de la ecuacién de vdW

Finalmente, al sustituir los valores de los exponentes criticos de la ecuacion de vdW dentro de
la desigualdad de Rushbrook, Ec. (1.21), se halla que:

a+28+y=2, (3.93)

es decir, apenas cumple con la desigualdad de Rushbrook, sin embargo al analizar cada uno de los
valores de los exponentes criticos podemos ver una clara desviaciéon de lo calculado experimental-
mente.
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Capitulo 4

Diagrama de fases

Una aplicacién directa de la construccién de Maxwell es la construccién de la curva de coexis-
tencia, esta curva encierra la regiéon donde ocurre la transicién de fase, es decir, donde coexisten las
fases liquido-gas. Para construirla, en este trabajo, se usé un método numérico que consiste en la
implementacion de un programa en el cual se trabaja con la ecuacién reducida de van der Waals,
a ésta se le calcula la region de coexistencia entre los estados liquido-gas para diferentes valores de
la temperatura, lo que nos da un conjunto de puntos {p;, v;, T;} que juntos dan lugar a la curva de
coexistencia.

Esencialmente, el programa consiste en hallar las raices de la ecuacién reducida de vdW para
diferentes isotermas, Ec. (3.61), las cuales tienen que ver con las intersecciones de la recta a presién
constante a la que ocurre la transicién de fase y la isoterma de vdW correspondiente. Para hallar
este valor de la presiéon primero se calcula el minimo y el maximo de la presiéon a partir de la
ecuacion (3.61), ésto se hace obteniendo su derivada parcial e igualdndola a cero, Ec. (3.62), que
para hallar sus raices, puede ser escrita como un polinomio ciibico en el volumen reducido:

P _r L s L=
V-0 =407 =0 (4.1)
De acuerdo a la ecuacién (3.61), se observa que p < 0 para 7 < %, lo cual corresponde a sistemas
no fisicos, por esta razén se comienza a buscar las raices de la ecuacién (4.1) para valores T > %

N

Pt

Presion reducida

Vi V3 V2
Volumen reducido

Figura 4.1: Primera aproximacion del valor de la presion reducida py, a la cual ocurre la transicién
de fase, para la temperatura reducida T"= 0.9
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Mediante el método de la bisecante [12] se hallan estas raices, que finalmente corresponden al
minimo (v1) y el maximo (vz) de la ecuacién reducida de vdW, después se halla el punto medio
entre ambos puntos: vz = % y se propone (como primera aproximacion) que la presion a la que
ocurre la transicién de fase sea p; = p(vs). Podemos observar ésto en la figura 4.1. Una vez que
se conoce el valor de la presién reducida a la que ocurre la transicién de fase (segin la ecuacién
reducida de vdW) se procede a hallar las raices de la ecuacién (3.61). De acuerdo a la figura (4.1),
el valor p; intersecta tres veces a la isoterma, por lo que ésta tiene tres raices dadas por la siguiente
relacién:

T
3@8—1_@%:” (4.2)

Tgualando a cero la ecuacion anterior se halla una ecuacién cibica en el volumen:

p—pe=0. (4.3)

Se pueden hallar las raices de esta tultima ecuacién si utilizamos nuevamente el método de la
bisecante, sean éstas as, bs, co, ordenadas de menor a mayor valor. Con ellas, se procede a verificar
el criterio de las areas iguales de Maxwell utilizando como limites de integracion las raices halladas,
es decir:

ba
[ o-paw . (4.4)

2

[ o

b2

En el algoritmo de nuestro programa se utilizé como método de integracion el método de sumas de
Riemman para calcular las dreas aproximadas A; y Ay, y se compararon bajo el siguiente criterio
[26]:

|A[—A[[| < €. (45)

Como primera aproximacién para p;, se halla que la diferencia en las dreas (en valor absoluto) es
mayor que el error escogido € = 107, es decir, no cumplen el criterio de dreas iguales de Maxwell,
que finalmente representa el equilibrio en el potencial quimico.

py+Aa

»

P-4

Presion reducida

Volumen reducido
Figura 4.2: Corrimiento de la recta constante p = p; para la temperatura reducida 7' = 0.9

Como segunda aproximacién se propone recorrer la linea de presién constante p; una cierta
cantidad definida positiva A. Si el drea de arriba es mayor que el area de abajo, se propone el
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nuevo valor p; = p; + A (note que ésta no es una ecuacién estrictamente matemadtica, sino que se
hace referencia al lenguaje de programacién), de lo contrario se propone p; = p; — A, de esta forma
se compensa al bloque que tenga menor area para lograr que cumplan con el criterio dado por la
ecuacién (4.5). Esto puede observarse en la figura (4.2).

Con este corrimiento de la recta a presiéon constante, se calculan nuevamente las raices por el
método de la bisecante, as, by, co, y con estos valores se calculan los nuevos valores para las dreas
Ar y Ajr, v asi sucesivamente hasta que las areas de los bloques difieran en menor cantidad
que €. Con este algoritmo, aplicado para diferentes isotermas, se pudieron obtener un conjunto
de datos {p;,v;,T;} que describen la presién, el volumen y la temperatura (reducidos) a la que
ocurre la transicion de fase, de forma que podemos fijar la temperatura constante y construir un
diagrama P-V, o bien fijar la presion constante y construir un diagrama 7T-V, dependiendo de
cual diagrama sea mds conveninente para nuestro estudio. Primeramente se escogieron los datos
para construir el diagrama de fases en el espacio P-V y estos datos se guardaron en el archivo de
nombre “curva_coexistencia_vdW.txt”

Ahora, a nosotros nos gustaria tener una curva o una funcién que relacione de la mejor manera
posible los puntos que obtuvimos para nuestra curva de coexistencia, para ello se uso el método del
aproximante de Padé, (Apéndice B). Tomando como centro del intervalo el valor 7 = 1, se puede
construir el aproximante de Padé P33(7):

1+ 1.881646(7 — 1) + 0.12778726(7 — 1)2 — 0.00020313(7 — 1)*

P33(7) = . 46
5(0) = 77 1.88142478(0 — 1) + 1.11941682(v — 1)2 + 0.1027844(v — 1)3 (4.6)

Los datos hallados mediante el programa numérico y su aproximante de Padé correspondiente
se muestran en la figura (4.3).

curva_coexistencia_vdW.txt .
1t Pade_vdwW

09

08

0.7

Presion reducida

0.6

05

04

0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4 4.5
Volumen reducido

Figura 4.3: Curva de coexistencia para la ecuacién reducida de vdW mediante el método numérico

Se puede observar que el método del aproximante de Padé es un método que converge muy rapido
en una vecindad de un punto dado, en este caso al rededor del centro del intervalo v = 1. Para
estimar el error asociado a este aproximante se opté por utilizar el error cuadratico medio (ECM),
el cual nos da una idea de los maximos errores a lo largo del intervalo. El error obtenido resulté ser
menor que el 0.01 % lo cual nos permite hacer uso del aproximante de Padé en lugar de los puntos
obtenidos en nuestro programa.

Se hizo la eleccién de trabajar el espacio P-V con el fin de comparar los resultados obtenidos
en este trabajo con una curva de coexistencia que fue construida y reportada por Blum [27], la
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cual tiene el siguiente aproximante de Padé asociado:

0.001379(v — 1) — 1.00741(v — 1)% — 0.0177423(v — 1)3

P o (D) =1 :
3(®) = 14 15 00364(0 — 1) + 1.25664(0 — 1) + 0.175087(0 — 1)°

(4.7)

En la figura (4.4) se comparan ambos Padés obtenidos para describir la curva de coexistencia
predicha por la ecuacién de vdW y de esta forma se puede apreciar el éxito del programa compu-
tacional que construimos. La curva de coexistencia puede ser construida de diferentes maneras, en
este trabajo se utilizé la forma mas “basica” que es la regla de areas iguales de Maxwell, lo cual
nos llevé a una aproximacién bastante precisa, y nos da certeza de que nuestro programa da un
buen resultado y puede ser usado posteriormente para otros sistemas.

0.9

0.8

0.7

Presion reducida

0.6

05

04

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
Volumen reducido

Figura 4.4: Comparacién entre el Padé obtenido en esta tesis (linea sélida) y el Padé reportado
por Blum (linea punteada)
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Capitulo 5

Ecuaciones cubicas

La ecuacion de estado de van der Waals es una de las ecuaciones de estado més sencillas que se
han propuesto para el estudio de los sistemas termodindmicos, ya que muestra las caracteristicas
principales de las sustancias en los estados liquido y gaseoso, también describe el comportamiento
de las sustancias cuando ellas estan pasando de un estado y otro. Por ello, en un sentido cualitativo,
ésta describe muy bien el sistema liquido-gas, sin embargo, en el sentido cuantitativo se desvian de
los datos experimentales. Algunos resultados a lo largo de esta tesis mestran los siguientes puntos:

= Se hallé por medio de la mecéanica estadistica y la termodindmica que los pardametros a y b
son independientes de la temperatura, cuando experimentalmente éstos dependen de ella.

= Kl factor de compresibilidad critico se halla con un valor Z, = 0.375, que es una constante
independiente del sistema, pero en realidad ella varia para diferentes sustancias.

= El valor para el volumen critico v. = 3b no se satisface, experimentalmente se sabe que
v &~ 2b.

» La capacidad calorifica a volumen constante se halla, experimentalmente, que depende de la
temperatura.

= Los exponentes criticos no se ajustan a lo reportado experimentalmente.
Estas son solo algunas de las desviaciones halladas para la ecuacion de vdW. Debido a ello se
han propuesto numerosas ecuaciones de estado, entre ellas, algunas que resultaron importantes

conforme a su capacidad para predecir y entender los fluidos son las siguientes [1, 5]:

La ecuacién de Berthelot:

a
(p+ 75 ) (V= b) = BT (5.1)
La ecuacion de Dieterici:
p(v —b) = RTexp <RI?V> , (5.2)
La ecuacién de Callendar:
ap
p(v—0b)=RT — Tr (5.3)

La ecuacién de Peng-Robbinson:
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La ecuacién de Schmidt-Wenzel:

<p+a(T))(vb)—RT7 utw=1 (5.5)

v2 4 ubv + wb?

Entre muchas otras ecuaciones de estado. Cada una de estas ecuaciones de estado fue propuesta con
la finalidad de dar respuesta a la necesidad de describir algin sistema en particular, sin embargo,
después de un tiempo se opté por trabajar con un tipo de ecuaciones estandar: las ecuaciones de
estado ctibicas. Nosotros ahora estudiaremos una ecuacién cibica, propuesta recientemente [5], la
cual contiene cuatro pardmetros, a saber a(T), b, ¢ y d, dicha ecuacién de estado se escribe como:

ao(T)

Pr e ow—d)

(v—1b) = RT, (5.6)

donde v = V/N, R es la constante universal de los gases y los pardmetros a(T), b, ¢ y d son
caracteristicos de cada sistema. Podemos notar en esta ecuacion que si los parametros ¢ y d son
iguales a cero (o para bajas densidades), se recupera la ecuacién de van der Waals, que a su vez se
reduce a la ecuacién de gas ideal, también esta ecuaciéon sigue siendo ciibica en el volumen por lo
que mateméaticamente también debe predecir una transicion de fase.

Claramente ésta es una extensién de la ecuacién de estado de vdW y hemos estudiado que la
ecuacion de vdW no da resultados cualitativos adecuados, por lo que es de nuestro interés saber si
al agregar un total de cuatro pardmetros nuevos en lugar de dos, se puede obtener una prediccién
mas adecuada para el comportamiento de los sistemas en fases liquida y gaseosa.

5.1. Parametros b, c, d

Como se puede observar en la ecuacién (5.6), la ecuacién de Guevara contiene tres pardmetros
constantes nuevos, veamos cémo éstos se pueden despejar de la ecuaciéon de Guevara. Note que la
ecuacion (5.6) se puede expresar como un polinomio cibico en el volumen:

0 = ov®—2? [b+c+d+ Jjﬂ +v Kb+ JZT) (c+d)+cd+?
+Kb+ T) cd+“(?b] (5.7)

En el punto critico (T' = T,, p = p.) se cumple que:

T, T T
(v—v)® = v®—2” [b-l—c—i—d-i—R } +v Kb+ E ) (c+d)+cd+a(pC)
— |:<b_|_ RTC) cd + G(Tc)b:|
c DPe
= 03—30206+3vvf—v§,d+ (5.8)

de donde, igualando término a término, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:
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RT,
v, = b+tc+d+ , (5.9)
RT., T,
32 = <b+ ‘)(c+d)+cd+a( <) (5.10)
Pe DPe
RT, T.)b
= (b+> ed + UL (5.11)
c DPec
Ahora, conviene definir un nuevo conjunto de parametros:
RT, a(T,
n= , E= Q (5.12)
Pe DPe

Si sustituimos estos pardmetros en el sistema de ecuaciones anterior, y reagrupamos los términos
obtenemos un sistema de ecuaciones mas manejable:

3v. = (b+n)+(c+d), (5.13)
302 = (b+n)(c+d) +ed+€ (5.14)
v2 = (b+mn)ed+ Eb. (5.15)

Despejando (¢ + d) de la ecuacién (5.13), ed de la ecuacién (5.15) y sustituyendo ambas en la
ecuacion (5.14) obtenemos:

32 = B brnl+ S
b+n
— 302(b+m) = 3ve(b+n)?— (b+n)®+vd—Eb+&(b+n)
= &n = (0+n)® =3(b+n)v +3(b+n)vl -0
= &n = [(b+n) —v]’
= Ems = b+n—v
— b = (&) =1+ e
Si definimos \ = (En)%, obtenemos el valor del primer parametro:

Sustituyendo el valor de b en el sistema de ecuaciones definido por (5.13), (5.14), (5.15) tenemos:

20 = A+ (c+4d), (5.17)
302 = (A\to)let+d) +ed+€ (5.18)
vi = (Atw)ed +E =+ ), (5.19)

ahora, despejando ¢ de la ecuacién (5.17) y sustituyendo en (5.19) se tiene lo siguiente:

w

v = A4v)2ue—A—d)d+EN—n+ve)

= [2vA =X = Ad+202 —v A —ved] d+EA—n+ )

= —d*( A +ve) + d(weA + 207 = A2 +EX =1+ v,)

= —d®(A+v) +2d (ve — 3) (ve + A) + €A —n+ve)

= (Ve+ ) [~d*+2d (ve— )] +EN—n+v.)

= (et N [d— (e = D]+ (ve—2) W+ N +EX—n+w0) (5.20)

[
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El dltimo paso se justifica completando el binomio cuadrado perfecto. De la ecuacién anterior
podemos despejar algunos términos, por ejemplo:

2 2
e+ A [d—(ve—3)] = =02+ (ve—3) (e +A)+EA—n+.)
= —v£’+(vg’+vf)\+’\f2vc+’\4—3fvf)\fvc)\2)+§()\fn+vc)
= 32U+ 2 +EA -+ ), (5.21)

recuerde que A = (£n)%, entonces:

2
Ave+ N [d=(ve=3)]" = &n =32 +4EN —n+v.)
= —3&n — 3u A2 +4EN + )
—3X\3 — 3u A% + 46N+ v.)

= =3\ +wv.) (N - 39), (5.22)
y finalmente, depejando el pardmetro d obtenemos:
_ A
d = v.—35=* f—%)@

Si sustituimos este resultado en la ecuacién (5.17) y despejando ¢ obtenemos:

c = v.—3FJE- 3N

Se puede observar que los pametros b, ¢ y d dependen tnicamente de las constantes caracteristicas
del sistema, lo que muestra que éstos son también caracteristicos de cada sistema.

5.2. Parametro a(7)

Un elemento importante a considerar en la ecuacién (5.6) es el pardmetro a(T'), el cual no
se puede determinar de manera formal, por lo que existen varias definiciones empiricas. Se puede
obtener a(T') de una forma simple que es a través de la ecuacién del virial. De acuerdo a la ecuacién
(5.6) se puede ver que:

P I a(T)
RT v—b RT(v—c)(v—d)

- vib_RJ:l((cT—)d) (vic_vid>
1 a(T) 1 1
<1g>vRT(c—d) (1—;1§>
1+(z)+<z>2+... UR;E?_d) Kcvd>+<02v2d2)+..} (5.23)

El tercer paso se justifica haciendo uso de la serie geométrica, la cual es valida ya que los pardametros
b, ¢, v d estan relacionados con las propiedades moléculares del sistema y son pequenas respecto
al volumen total del sistema y se cumple que b/v, ¢/v, d/v << 1. Comparando con la ecuacién
(3.1), podemos leer el segundo coeficiente del virial de la ecuacién de Guevara, como:

—_

<
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a(T)
RT’
que coincide con el segundo coeficiente del virial predicho por la ecuacién de vdW, Ec. (3.3),
teniendo en cuenta que ahora el parametro a depende de la temperatura. Dado que el segundo
coeficiente del virial se puede conocer experimentalmente, de forma inmediata podemos conocer
también el valor del pardmetro a(T"). Sin embargo, desde el punto de vista de la mecénica estadistica
el segundo coeficiente del virial depende del potencial de interaccién que se utilize, ya sea el caso
del pozo cuadrado, Lennard-Jones, entre otros, lo cual nos da diferentes expresiones para a(T).
Por ejemplo, para el pozo cuadrado se tiene que [5]:

Bo(T) = b— (5.24)

Bew (T) = gmﬁ [1— (0 — 1) —1)], (5.25)

de donde se puede conocer una expresién para el pardmetro a(7T'). Note, sin embargo, que depen-
diendo del potencial de interaccién molecular que se utilice vamos a obtener una expresion diferente
para B(T) y en consecuencia, una expresién diferente para a(7).

Siguiendo la misma metodologia utilizada para la ecuacién de vdW, el paso siguiente es construir
una ecuacién de estado reducida para la ecuacién de Guevara. Para ello notemos una diferencia
importante entre los pardmetros contantes b, ¢,d y el pardmetro a(T"). Por ejemplo, el pardmetro
b, a partir de las ecuaciénes (5.16) y (5.12) se expresa como:

1/3 BRI
DPc

b= [RTC + .. (5.26)

E a(Tc)]

No importa de que sistema se trate, aunque el valor de b cambie de un sistema a otro, la forma
en la que las variables p., v., T, y a(T,) se relacionan no cambia. Por otro lado para el pardmetro
a(T') tenemos, por ejemplo, para el pozo cuadrado (Ec. 5.25):

a(T) = RTb (\* — 1) (e”< —1). (5.27)

Para otro potencial de interaccién molecular tendremos otra relacién diferente que relacione los
parametros del sistema y las variables no se van a relacionar de la misma forma, a diferencia
de los pardmetros constantes (b, ¢,d). Es por ello que la posibilidad de construir una ecuacién
reducida para la ecuacion de Guevara se vuelve un tanto incierta, dependiendo Unicamente de
como escojamos la expresién para el pardmetro a(T'), ed decir, de la expresién para el segundo
coeficiente del virial.

5.3. Curva de coexistencia

A pesar de lo anterior, es posible escribir la ecuacién (5.6) en términos de pardmetros “reduci-
dos” [5]:

3
Ay R e T 2
en donde B = b/v., C = ¢/v., D = d/v. y &(T,) para un pozo cuadrado estd dada por:
(T, = T, {Mf}w_l] , (5.29)
donde
3 = ellope fo=e/eTe 1, (5.30)

G = Tpere

c
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Todos los pardmetros que aparecen en la ecuacién (5.28) pueden ser conocidos para sistemas
particulares, por ejemplo para el xenén, argén, nedén, entre otros, mediante tablas de valores expe-
rimentales [5]. Esta es una ecuacién reducida no en los términos usuales, donde no importa de que
sistema se trate, mas bien hace referencia a una ecuacién adimensional, donde tenemos los espa-
cios disponibles para llenarlos con la informacién experimental de cualquier sistema, una ecuacién
“moldeable” a las caracteristicas de cada sistema. En la figura (5.1) se muestran algunas isotermas
predichas por la ecuaciéon de Guevara para sistemas particulares.

| vdW reducida
Guevara neon
Guevara argon ---------
ol Guevara xenon -
g 09¢
(]
=}
k5
= 08¢}
c
kel
¢ “";’\L-.
(]
& 07}
0.6
05

0.5 1 1.5 2
Volumen reducido

Figura 5.1: Isotermas predichas por la ecuacion reducida de vdW y la ecuacion reducida de Guevara
para diferentes sistemas. Ambas a la misma temperatura reducida 7' = 0.95

Como era de esperar, la ecuaciéon de Guevara también predice una transicién de fase. A primera
instancia se observa que las isotermas predichas por la ecuacién de Guevara son mas profundas
que las de vdW, lo que tiene una consecuencia directa en la regién de coexistencia, la cual se nota
més larga comparada con la de vdW.

Mediante el método estudiado en el capitulo 4 podemos construir la curva de coexistencia
predicha por la ecuacién reducida de Guevara, por ejemplo para el argén, con el fin de compararlo
con las predicciones experimentales. Guggenheim en 1945 [18] recolecté una gran cantidad de datos
experimentales para diferentes sistemas, a partir de los cuales construyé una curva de coexistencia
en el diagrama T — p (temperatura-densidad reducidos) y mds recientemente Gilgen en 1994 [22]
report6 cuidadosamente los valores para construir el mismo diagrama para el caso del argén.

Ademas, la curva de coexistencia calculada en este trabajo para la ecuaciéon de vdW puede ser
llevada del diagrama P-V al diagrama T-p con algunas modificaciones sencillas en el programa. A
cada uno de estas curvas de coexistencia les podemos asociar un aproximante de Padé, los cuales
se reportan a continuacién. Para la ecuacién reducida de vdW, con un error menor al 0.01 %:

14 1.182667(T — 1) — 0.170465(7 — 1)? — 0.353132(7 — 1)3
Ps3(0) = — — — (5.31)
1+ 1.184343(7 — 1) + 0.0826288(7 — 1)2 — 0.112616(v — 1)3

Para la ecuacién de Guevara, con datos reportados para el argén y con un error menor al 0.01 %:

~1+1.240085(v — 1) — 0.180880(v — 1)? — 0.420966(v — 1)*
~ 14 1.238366(v — 1) — 0.058925(7 — 1)2 — 0.300552(v — 1)3

Ps3(9) (5.32)

Nuevamente el error fué estimado mediante el EMC dando un resultado muy preciso para el
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aproximante de Padé, lo cual nos garantiza trabajar directamente con el aproximante de Padé res-
pectivo para cada conjunto de valores de las curvas de coexistencia.

Juntando los tres diagramas de fases (vdW, Guevara, Gilgen), en este trabajo se pudo lograr
tener una comparacién més transparente entre las ecuaciones de estado, lo cual puede ser observado
en la figura (5.2).

~~~~~ n ' Guevara
vdW ---------
Gilgen

0.95
0.9
0.85
0.8 |

0.75

Temperatura reducida

07 H§
0.65 [ |

0.6

0.55

0 0.5 1 1.5 2 2.5
Densidad reducida

Figura 5.2: Curva de coexistencia para la ecuacién de vdW, Guevara y datos experimentales re-
portados por Gilgen para el argén [22]

En la literatura también pudimos hallar datos experimentales cerca de la transicién de fase para
el nitrégeno y el etano. Debido a ello, en este trabajo también se pudo costruir la curva de co-
existencia para éstos sistemas a partir de la ecuaciéon de Guevara. Se construyé su aproximante de
Padé correspondiente con base en el programa hecho en este trabajo. Tenemos para el nitrégeno:

1+ 1.287429( — 1) — 0.0872963(v — 1)2 — 0.374726(v — 1)3

Py3(0) = .
3(%) = 1 285797(0 = 1) + 0.030811(v — 1)2 — 0.257913(0 — 1)

(5.33)
Y para el etano:

. 1+41.255367(v — 1) — 0.196599(v — 1) — 0.451967(v — 1)?
P33(v) = — — — : (5.34)
1+ 1.253320(v — 1) — 0.099257(7 — 1)2 — 0.354616(7 — 1)3

Ambos Padés con un error asociado menor al 0.01 %. En las figuras (5.3) y (5.4) se pueden observar
la predicciones de la ecuacién de Guevara para la curva de coexistencia. La ecuacién de estado de
Guevara da una prediccién bastante cercana a la curva construida por los datos experimentales,
es decir, agregar dos parametros méas y un pardmetro dependiente de la temperatura si da mejores
resultados para la prediccion en la transicién de fase para sistemas a bajas densidades.
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0.95 } K /,""' \\\\ Nowak e
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0 0.5 1 1.5 2 25
Densidad reducida

Figura 5.3: Curva de coexistencia para la ecuacién de vdW, Guevara y datos experimentales re-
portados por Nowak para el nitrégeno [23]

,,,,, - ' G'uevara
d vdW  ----oe--
M. Funke
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Figura 5.4: Curva de coexistencia para la ecuacién de vdW, Guevara y datos experimentales re-
portados por Funke para el etano [24]
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Conclusiones

A lo largo del presente trabajo se ha discutido acerca de las predicciones de dos ecuaciones
cubicas de estado: la ecuacién de vdW y la ecuacién de Guevara. En la primera parte se hizo un
andlisis profundo de la ecuacién de vdW; se planteé su construcciéon desde el punto de vista de
la mecénica estadistica y desde el punto de vista de la termodindmica, observando que resulta la
misma ecuacién por ambos caminos, lo cual es realmente sorprendente pues reafirma la correspon-
dencia que existe entre la teoria microscopica y la teoria macroscopica, siempre que trabajemos
bajo las mismas condiciones, en este caso: altas temperaturas y bajas densidades; se calcularon los
exponentes criticos para la misma ecuacion lo que nos alerté sobre la ecuacion de vdW, ya que
sus predicciones para las cantidades termodindmicas (como la compresibilidad isotérmica) se aleja
del comportamiento reportado para los sistemas reales cerca del punto critico. Para confirmar esta
desviacion se implementé un programa computacional, que se basé en el criterio de areas iguales
de Maxwell, para calcular la curva de coexistencia de la ecuacién reducida de vdW. El programa
fue capaz de comprobar el criterio de Maxwell con una razén entre areas del orden de ¢ = 107 de
diferencia. Con este programa se pudo mostrar lo siguiente: la ecuaciéon de vdW predice desviacio-
nes en el comportamiento del sistema cerca de la transiciéon de fase, y ademas se pudo construir
una herramienta computacional que calcula la curva de coexistencia de manera correcta, al dar
ésta predicciones similares a otros trabajos reportados.

Posteriormente en un congreso de termodinamica nos enteramos que habia una ecuacién cubica
diferente, que fue propuesta recientemente por Guevara-Rodriguez, la cual era una extensién de
la ecuacién de vdW y decidimos analizar sus predicciones, ya que esta ultima contenia cuatro
parametros en lugar de dos, como es el caso de la ecuacién de vdW. Para ello intentamos construir
su ecuacién reducida, lo cual no fué posible, debido a la complejidad de las expresiones para los
pardmetros b, ¢, d y sobre todo a un aspecto muy importante: uno de los nuevos parametros
a(T) no tiene una forma funcional tinica, sino que su dependendia con las otras variables varia
en funcién del segundo coeficiente del virial, lo que no garantiza que se puedan agrupar todos los
parametros del sistema y escribir una ecuacién reducida, es decir, no se garantiza una ley de estados
correspondientes. A pesar de ello esta ecuacién puede escribirse en una forma muy particular donde
todos los parametros que aparecen pueden ser obtenidos experimentalmente.

Aplicamos el programa elaborado en este trabajo para construir la curva de coexistencia predi-
cha por la ecuacion de Guevara para diferentes sistemas y las comparamos con datos experimentales
que describen la curva de coexistencia para el argén, nitrégeno, etano. El resultado fue sorpren-
dente, la ecuacién de vdW definitivamente no concuerda con el experimento cerca de la transicién
de fase, incluso para un sistema de baja densidad como lo es el argén (como ya sospechabamos),
mientras que la ecuaciéon de Guevara describe correctamente gran parte de la curva de coexistencia.
Para bajas densidades la ecuacion de Guevara da una descripcién bastante aceptable, mientras que
para densidades mayores existe un corrimiento de los datos experimentales, como era de esperarse,
puesto que el pardmetro a(T') se tomé proporcional al segundo coeficiente del virial y para sistemas
més densos se necesitan coeficientes del virial de més alto orden y no es suficiente quedarse con el
segundo coeficiente del virial.
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Apéndice A

Ecuacion del virial a partir de la
gran funcion de particion

La expresién de la gran funcién de particién = estd dada por [4]:

E(‘/a T, ,LL) = Z QN(V7 T)ANa (Al)

N=0

donde A = € es una actividad absoluta. De las relaciones para el ensamble gran canénico se sabe
que:

g = PV, (A.2)
de donde

pV = kT InZ, (A.3)

mientras que el promedio del niimero de particulas esta dado por:

N = kT <81n:> _)\<Bln:> ' (A1)
o vV.,T oA vV,T

Ahora, se define una actividad z tal que z — p cuando A — 0. De la ecuacién (A.4), sustituyendo
la expresion para = y tomando el limite A\ — 0 se tiene que:

dln=
N =kT <) = \Q1, (A.5)
o )y
de forma que podemos escoger que cuando A — 0 se tenga que p — AQ1/V, es decir, escoger
z = MAQ1/V. Esto nos lleva a que A = pV/Q;. Sustituyendo este valor de A en la ecuacién (A.1):

_ = vy
EV,T,p) =1+ > Qn(V, T)CTNZN (A.6)
N=1 1
Tomando la definicién:
N
1

la ecuacién (A.6) se puede escribir como:
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- _ = ZN N
N=1 """

Ahora, suponemos que la presiéon puede expresarse en potencias de z de acuerdo a la siguiente
expresion:

j=1

Nos interesa hallar los coeficientes desconocidos b; en términos de las Zy. Para ello vamos a
sustituir la ecuacién (A.9) dentro de la exponencial dada por la ecuacién (A.2). Expandiendo en
serie de potencias la exponencial resultante se halla que:

= 2 3, V2 oo 3

E=14+Vbiz+Vboz® + Vbsz’ + 7 (blz + b1boz” + ) . (AlO)

Comparando término a término la expansién dada por (A.10) con la expansién dada por (A.8) se
obtienen las siguientes relaciones:

by = %Zl =1

by = %(% - 7Z3)

by = ﬁ(z3 — 32,7, +273)

by = ﬁ(z4 — 4737y — 373 +127-73 — 6Z1%)

(A.11)

Pero nosotros buscamos expresar p como un expansién en series en la densidad p, para ello de
la ecuacién (A.4) note que:

A
14
Ip
82) : (A.12)
de donde, usando la ecuacién (A.9), se obtiene que:
> .
p=>_Jjb (A.13)
j=1

Para relacionar p y p necesitamos eliminar z, con lo que se propone que z pueda expresarse
como una serie de potencias en la densidad:

z=aip+ap® +asp® + ... (A.14)

Sustituyendo esta expresién para z dentro de la ecuacién (A.13), e igualando potencias iguales de
p en ambos lados de la igualdad se halla:
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aq = 1
as = —262
ag = —3bs+ 8b2

(A.15)

Ahora, de acuerdo a la ecuacién (A.14), tenemos a z expresada en términos de la densidad. Susti-
tuyendo este valor dentro de la ecuacién (A.9) y expandiendo cada término se tiene:

p=bi(p—263+..) +ba(p—203 +..)" + .. (A.16)

de donde finalmente, reagrupando las potencias de densidad obtenemos una expansion de la forma:

L = p+ By(T)p* + Bo(T)p" + ... (A.17)
donde:
1 2
By(T) = —by= W(ZQ - Z7) (A.18)
1
B3(T) = 4b3—2by = ~33 (V(Z3 — 32521 +223) — 3(Z> — Z7)?]

Entre mas alto sea el orden del coeficiente del virial se vuelve més complicada su expresion. Ge-
neralmente basta con tomar los primeros coeficientes del virial para tener una aproximacion sufi-
cientemente buena.
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Apéndice B
Aproximantes de Padé

Generalmente en fisica, tenemos problemas en los cuales no conocemos la soluciéon analitica
de la ecuacion o de la funcién, salvo algunos puntos, y nos gustaria saber el comportamiento del
sistema no solo en ese intervalo de puntos, sino en una ragién diferente, es donde entra el andlisis
numérico. Muchas de las aproximaciones hechas para funciones consiste en aproximar dicha funcién
por alguna combinacién (comtinmente una combinacién lineal) de una clase particular de funciones,
el caso mas conocido es el uso de los términos dados por la expansion en serie de Taylor de la
funcién, también existen la aproximacién mediante las funciones de Fourier. Un caso més general
consiste en aproximar la funcién mediante el uso de funciones racionales, las cuales llevan a errores
méximos mas pequenos que el uso de polinomios [14].

Sea

_ P ()
Qr(z)’

una aproximacién racional de la funcién f(x), donde P, (x) y Qx(x) son polinomios de grados m
y k respectivamente. Nuestro primer paso para generar la aproximacién racional serd que para
un m y k dado, escojamos P, (z) y Qk(x) de forma que f(z) y Rmk(x) sean igualesen z =0y
tengan el mayor nimero de derivadas posibles en z = 0. Se escoge como referencia el punto x = 0
para simplificar los calculos matematicos, en caso de que este punto no sea el centro del intervalo
siempre podemos hacer una translacién del origen de la forma (x — z¢) donde ¢ es el centro del
intervalo. También se supone que P,,(x) y Qx(x) no tengan factores comunes. Sean:

m k
Pp(z) = Zajxj Qr(z) = ijxj by =1, (B.2)
i=0 =0

y suponiendo que la funcién f(z) admite una expansién en serie de Maclaurin:

oo

fl@) =" ca. (B.3)

j=0

Ahora consideremos la diferencia:
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de donde nosotros disponemos de m + k 4+ 1 = N + 1 constantes para ajustar nuestra serie. En
principio, podriamos tomar f(z) — Ry,k(z) y sus primeras N derivadas e igualarlas a cero para
hallar estas N + 1 constantes, sin embargo, es equivalente si hacemos que el numerador de la
ecuacion anterior sea tal que su primera potencia sea de grado N + 1, es decir:

oo k m 00
chzj ijxj - Zajxj = Z djxd (B.5)
=0 J=0 J=0

j=N+1

de forma que los coeficientes de las primeras N + 1 potencias de = en el lado izquierdo deben de
ser cero. Sea h; el j-ésimo coeficiente del producto de series que aparecen en la ecuacién anterior,
desarrollemos término por término para ver el comportamiento general de este coeficiente:

ho = C()bo
hl = Cobl + Clbo
hay = cabo + c1b1 + coba,

de donde claramente se observa que:

p
hp =Y cpjb; p=0,N. (B.6)
§=0
Es decir, la ecuacién (B.5) se convierte en:

P

N
Z Zcp_jbj P = zm:ajxj, (B.7)
p=0 j=0

Jj=0

que aprovechando las propiedades de la sumatoria, se obtiene:

m p N D m
Z Z cp—jbj | P + Z Z cp—jb; | 2P = Z a;xd, (B.8)
§=0

p=0 \ j=0 p=m+1 \ j=0

que es equivalente a:

P
ap = Y cp—jb; r=0,1..m b;=0sij>k
§=0
k
> es—jbj =0 s=m+1m+2,...,N (B.9)
i=o

Cuando estas N + 1 ecuaciones tienen solucién, podemos obtener una aproximacién de la forma
(B.1), ésta es llamada la entrada (m,k) del Padé en la funcién f(x). Una desventaja de esta
derivacién es que no nos proporciona una expresiéon para el error de forma concreta, sin embargo,
podemos estimar el maximo error en el intervalo. Para el caso de esta aproximacion, es cierto que
los coeficientes d;, i = N + 1,... decrecen muy rapido en magnitud [14], por lo que una buena
aproximacién puede estar dada por el primer término del lado derecho de la ecuacién (B.5), es
decir:

k
dN+1 = ZCN+1_jbj (B].O)

Jj=0
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El método del aproximante de Padé se puede aplicar atin cuando no se conoce el valor explicito
de la funcién f(z), es decir, cuando no tenemos acceso a su expansién en serie de Mclaurin que es
condicién necesaria para construir el sistema de ecuaciones. Si nosotros contamos con una tabla
de valores (resultado de un experimento) que relacionen el valor de la funcién y un punto del
espacio de trabajo, podemos construir un sistema de ecuaciones que nos lleven a construir una
aproximacion de la forma (B.1). Sean {xg,x1,...,xny+1} el conjunto de valores que toma la variable
independiente, y sean {fo, f1, ..., fn+1} los valores de la funcién asociada a cada punto x;.

Sabemos que una buena aproximacién de la forma R,,,(x) debe coincidir con el valor de la
funcién f(x) al ser ambas evaluadas en el mismo punto, es decir: f(z;) = Rmr(x;), por lo que, de
acuerdo a la ecuacién (B.2), se tiene que:

ap + a1z, + agxf + ...+ amx}"

)= f =
J;) = Js L+ byzj + boa? + ... 4 bk
fill+ bz +b2l‘? —|—...+bkx§] = ap+a1xj —l—agx? + oo Ay
fj = ap+a1x;+ agl‘? + ...+ ama:;" - fjblxj — fjbgﬂ?? — . — fjbkl‘?,

lo que nos lleva a una ecuacién matricial de la forma A - b = x:

1 o -z —hiz — fray o0 h
1 9 - xg“ —fgai‘z T _meIQC f2

am |

b | ’
1 angr - 2Ry —fvpsne o —fvsrh b I

donde basta invertir la matriz A, para hallar los valores de los pardmetros a;, b;.
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