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Resumen

En este trabajo se realiza el analisis canonico desarrollado por Dirac aplicado a una teoria
BF, al invariante de Euler, la segunda Clase de Chern y a una accién tipo BF generalizada
vistas como teorias de campo. Para realizar el andlisis hamiltoniano, romperemos la
covarianza explicita de Lorentz local definiendo un tipo de variables de Ashtekar, y
en términos de estas nuevas variables, se obtendran las restricciones, la Hamiltoniana
extendida y la estructura simpléctica.
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Introduccion

En el camino para obtener una descripcién cudntica del campo gravitacional, se ha en-
contrado un particular interés entre la relacion de relatividad general y las llamadas
teorfas topoldgicas [1, 2, 3, 4]. Las teorfas topoldgicas son caracterizadas debido a que
son independientes del espacio-tiempo de fondo y no tienen grados de libertad fisicos
locales, por lo que dichas teorias son susceptibles a grados de libertad globales asociados
con topologias no triviales de la variedad en la cual son definidas. Debido a lo anterior,
las teorias topoldgicas se han convertido en modelos atractivos para poder explorar la
relacion existente entre teorias fisicas y la covarianza bajo difeomorfismos que encontra-
mos en la relatividad general [5, 6, 7, 8.

Ejemplos de relaciones entre las teorias topoldgicas y una teoria fisica se hacen presentes
al estudiar gravedad en tres y cuatro dimensiones, con las llamadas acciones de Chern-
Simons, la segunda clase de Chern y el invariante de Euler respectivamente. Respecto
a este punto, es bien conocido que la acciéon de Einstein que describe gravedad en 3
dimensiones sin la presencia de una constante cosmoldgica y con un grupo de estructura
SO(2,1), la podemos escribir como una accién de Chern-Simons pero con un grupo de
estructura 150(2,1) [9, 10]. Por otra parte, en cuatro dimensiones, la segunda clase de
Chern es importante pues comparte simetrias similares a la acciéon que describe gravedad
real; simetrias tales como los difeomorfismos y las cargas de Noether asociadas a dicha
simetria [4]. De esta manera, el estudio de gravedad en tres dimensiones o en cuatro
dimensiones por medio de las teorias topoldgicas, es un topico muy interesante pues las
teorias topoldgicas son tratadas como modelos tentativos para poder generalizarlos y de
esta manera, contribuir al progreso de la bisqueda de una teoria cuantica de la gravedad
consistente, problema que ain no ha sido posible resolver [11, 12, 13].

En vista de lo anterior, en esta tesis vamos a analizar las simetrias de teorias topologicas
que tienen una relacién muy estrecha con gravedad real tal como la segunda clase de
Chern, la clase de Euler, una teoria BF y una teoria tipo BF generalizada. Especifi-
camente, nos vamos a enfocar a estudiar todas esas teorias usando variables tipo de
Ashtekar, es decir, las acciones que estudiaremos, sus variables dinamicas estdan dadas
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VIII Introduccion

por una conexién valuada en el grupo SO(3,1), sin embargo, rompiendo la covarianza
local de Lorentz vamos a construir las variables del tipo de Ashtekar para reescribir la
accion en términos de estas variables y asi poder comparar a nivel Hamiltoniano los
escenarios de las distintas acciones, para posteriormente trabajar con relatividad general
acoplando dichas teorias.
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Capitulo 1

Algoritmo de Dirac-Bergmann

1.1. Sistemas clasicos singulares

En este capitulo (reportado en [22]), y con la finalidad de comenzar el estudio de los
sistemas singulares en una manera lo mas simple posible, se desarrollara la teoria con-
siderando inicialmente sistemas puntuales con un nimero finito de variables dindamicas.
Y como se verd més adelante resulta un mero formalismo pasar a teorfa de campo (sin
olvidar las sutilezas que existen de pasar de un enfoque a otro).

El punto de partida para estudiar la dinamica de los sistemas singulares sera el principio
de Hamilton!, que en su forma lagrangiana establece que: De entre todas las trayectorias
en el espacio de configuracion, que a los tiempos t; y t pasan por dos configuraciones
dadas, aquella que realmente sigue el sistema es la que hace que la integral

/f L(g"(t), §" ()t (1.1.1)

1

tenga un valor minimo (un extremo o un valor estacionario)?, con ¢" las coordenadas,
§"™ = dq"/dt sus respectivas velocidades y n = 1,..., N. Ademds aqui ¢ es un parametro

1La idea de partir de un principio de accién tiene la gran ventaja de que se puede tener facilmente
teorias que estén de acuerdo con el principio de relatividad. A diferencia de lo que sucede con la funcién
hamiltoniana, donde no es nada sencillo formular las condiciones para que la teoria sea relativista, o al
menos no se conoce una manera sisteméatica de hacerlo. Por ejemplo, en el caso de la electrodinamica,
cuando al proponer la accién

S[A]= [ Ldt = / Fu, PP dte,
M M

se tuvo en cuenta que F),,, F*” es un invariante de Lorentz, lo cual hace que de inicio sea compatible con
la relatividad espacial.

2Nétese que el principio de minima accién es un caso particular del principio de Hamilton cuando la
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de evolucidn, el cual, como es usual en la mecédnica elemental, se identifica con el tiempo,
pero en los capitulos siguientes se considerard como un pardmetro de evolucién (que se
denotara como zy), y sélo al final de la evolucién dindmica podra ser identificado con el
tiempo. Las condiciones bajo las cuales la integral anterior tiene un valor estacionario
son las ecuaciones de Euler-Lagrange,

d (0L oL
(=)= =0 1.1.2
@ (aqn) o " (1.1
desarrollando,
o (0L dq”'+ 0 (0L d¢" oL 0
ogn' \oq¢n) dt ~ 9¢v \o¢n) dt  Ogr
lo cual puede reescribirse como
. 0?L oL . 0?L
" = /. 1.1.3
T gioa = o T daragr (1.1.3)
. i ) . . 0*L
De la ecuacién anterior se ve que, si el determinante de la matriz dada por 207 an”
qroq"

es distinto de cero, la matriz es invertibe, lo cual significa que todas las ¢™’s quedan
determinadas de manera tnica en términos de ¢* y ¢*; de otra manera, si el determinante
es cero, la matriz no es invertible, sin embargo si tiene rango igual a R < N, implica que
se van a poder despejar ¢’s con j = 1, ..., R, tales que

i = (¢ q" " q"), (1.1.4)

donde ¢® son las aceleraciones que no se pudieron despejar de (1.1.3), por lo que en
general las ¢7’s con j = 1,..., N, quedan determinadas hasta ¢®*!, ..., ¢" funciones in-
dependientes arbitrarias y sus respectivas velocidades y aceleraciones. Por lo que el caso

2L
de interés para el estudio de las teorias de norma es cuando det | ——— | =
a¢™ Og™

hamiltoniana, H, no depende explicitamente del tiempo (i.e. es una constante, aunque no necesariamente
la energia total del sistema), que es equivalente a que la lagrangiana, L, no dependa explicitamente del
tiempo; lo cual puede verse recordando que la accién

to ta .
s= [ Laa®.iwyit= [ pdd' - Hat
t1 t1

ya que al ser H constante no tendré dependencia temporal explicita en la accion.

Pégina: 2
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Por lo tanto, una lagrangiana L se llama singular si el determinante de la matriz hessiana

es cero.® 4

1.2. Restricciones primarias

Para pasar del formalismo lagrangiano al hamiltoniano se definen los momentos canéni-

cos®

P = 6_L (1.2.1)

Por lo visto anteriormente, cuando det <

0q"™ Oq"
¢ (q,p) =

conm = 1,..., M, las cuales se llaman restricciones primarias.® Una caracteristica de estas
restricciones es que para su obtencion no se requirié de las ecuaciones de movimiento y
ademds cuando se sustituyen en las ecs. (1.2.1) en éstas, se obtiene una identidad.

) = 0, existen funciones
0,

(1.2.2)

3Esta afirmacién es independiente de las coordenadas que se elijan, lo cual puede verse de la siguiente

manera. Considérese una transformacién ¢* — §¢'(g), cuyo jacobiano J] = gg no es singular, i.e. la

transformacion es invertible, lo que implica que ¢* = Jig, y si L(G,4) = L(q(§),4(q, ),

m)
|
|
5
<
o
Sl

Por lo que, como det Jij # 0, si det Hg; = 0, entonces det ﬁij = 0.
4Nétese que la afirmacién también es cierta para L', si

9A(q) qi.

L'=1L
Jral

De los cursos de Mecédnica Clasica [18], se sabe que dos lagrangianas, L y L', llevan a las mismas
ecuaciones de movimiento si
N OA(q ) ON ., OA

L+ 5~d + 5,

r_
L=1r dt 8@ ot’

en el caso en que A no depende explicitamente del tiempo, el significado de la proposicién se ve de
manera inmediata.

SE inica el ls sid las ¢’s y p’s iables ind di b

n mecanica elemental se consideran a las ¢’s y p’s como variables independientes, sin embargo una

teoria mas general pudiera tomar en cuenta que no lo sean, i.e. que exista una relacion entre ellas de
la forma ¢™(q,p) = 0. Este es el caso del que se ocupa el algoritmo de Dirac-Bergmann para tratar
sistemas singulares.

6Esta terminologia se debe a Bergmann.

Pégina: 3
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Dicho de otra manera, el problema se convierte en encontrar la inversa de las ecs. (1.2.1),
i.e. encontrar las ¢’s en términos de las p’s. Y por el teorema de la funcién inversa, dicha
inversa existe si

op1 Opn 0*L 0*L
gt 0g" 04'0¢" T 9¢'9gN
det : : = det : : #£0. (1.2.3)
Ipy Opw 9L 9*L
8qN @q'N aq-Naq’l 8QN3QN

En el caso en que el determinante es cero, implica que no todas las ¢’s van a poder ser
expresadas en términos de las ¢’s y las p’s, por lo que existen relaciones de la forma
®™(q,p) = 0, que de inmediato se ve que satisfacen la condicién de que el determinante
sea cero.

En particular, si se tienen M’ ecuaciones independientes de la forma (1.2.2), implica que
M’ p’s no se pueden escribir en términos de las ¢’s, por lo que M’ renglones son cero.

2
Asi, el rango de la matriz det ( ) es (N — M’).” Se considera, por simplicidad,

oG g™
que este rango es constante en el espacio (q,¢), o sea que el nimero de restricciones
primarias independientes no varia, con lo cual la superficie de restricciones primarias es
una subvariedad de dimensién 2N — M’ del espacio fase®.”

No se supone que las restricciones (1.2.2) sean independientes entre si, por lo que en
general M' < M.

Una vez que encontramos las restricciones primarias, jqué nos garantiza que hemos

encontrado todas?. Una forma consiste en calcular el rango de la matriz hessiana, N — M’,

"La afirmacién reciproca también es cierta.

8En el caso del péndulo simple, éste define una superficie unidimensional, una circunferencia, y
fisicamente se espera que la dimensién de esta superficie no varie. Por lo que suena razonable desde el
punto de vista fisico y no sélo por simplicidad matematica que la dimensién de la superficie definida
por las restricciones sea constante.

9Recordando la definicién de subvariedad, sea M una variedad C* de dimensién n. Un subconjunto
N (N C M) es una subvariedad de M, de dimensién m (m < n), si existe un n-subatlas C* de M ,

(U;, ¢Y), tal que, ¢*(NNU;) = {(a',a?,...,a") € R* | g™t =a™"2 = ... =a" =0} y el Teorema 1.1:
Sean f1,f2,..., f™ unas funciones diferenciables definidas en M. El conjunto N = {p € M | f1(p) =
f2(p) = ... = f™(p) = 0} es una variedad de dimensién n —m de M si para cualquier carta (U, ) del

atlas de M tal que U intersecta N, la matriz de elementos D;(f7 0 ¢") |4 (1 <i<n,1 < j<m),esde
rango m para p € N. (D; representa la i-ésima derivada parcial). En lo que aquf se estudia, la variedad
M es el espacio fase que tiene dimensién 2N, y las restricciones primarias toman el papel de las f’s,
por lo que estas representan una variedad de dimensién 2N — M’, con M’ el nimero de restricciones
primarias independientes. Este hecho también permite ver que las restricciones primarias pueden verse
como las primeras M’ coordenadas para la subvariedad definida por estas.

Péagina: 4
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donde M’ es el nimero de restricciones primarias independientes que se esperan. Nétese
’ . . . . . , . .
que las ¢™’s, restricciones independientes, no tienen por qué venir dadas directamente
2. omo la; s, sino que pueden ser combinaciones lineale S ultimas
de (1.2.1) ¢ las ¢™’s, e den ser combina s lineales de estas ultimas,
por lo tanto conviene fijarse en los vectores nulos de la matriz hessiana, los cuales, por
definicién, forman una base de la nulidad de H,,. Asi, si V* son los vectores nulos (con
V# sus componentes), y ¢ son las restricciones primarias que se han encontrado. Las
restricciones primarias independientes que se esperan, se pueden obtener mediante la
contraccion,

O = VHig©. (1.2.4)

Recordando que una condiciéon necesaria y suficiente para que una transformacién F
tenga inversa, es que no existan dos puntos en el dominio que tengan la misma imagen
en el codominio bajo dicha transformacién, es facil notar que la condicién de no inverti-
bilidad de las velocidades como funcién de las coordenadas y los momentos, implica que
la inversa que va de las p’s a las ¢’s es, en general, multivaluada.

Con la finalidad de mantener la transformaciéon univaluada sera necesario introducir
parametros extra, los multiplicadores de Lagrange.

1.3. Ecuaciones débiles y fuertes

Aqui conviene introducir el concepto de igualdad débil, el cual sera representado por el
simbolo, “~”. De manera elemental, dos funciones F' y G, se dicen débilmente iguales,
si lo son en la subvariedad definida por las restricciones primarias, ¢™ = 0, lo cual se
escribe como,

F~Gd@G.

En particular, ¢™ =~ 0, i.e. el valor numérico de las restricciones es cero, aunque no
se anulan idénticamente en todo el espacio fase, por lo que su paréntesis de Poisson
no tiene por qué ser cero. Asi, una regla nemotécnica para utilizar estas expresiones es
primero realizar la operacion del paréntesis y al final ocupar las restricciones. También
puede verse que, en general, una funcién que es débilmente cero puede ser escrita como
combinacion lineal de restricciones, i.e. G ~0 < G = g,¢™, con g,, alguna funcién
del espacio fase.

Por otra parte, una ecuacién que se satisface en todo el espacio fase y no sélo en la
subvariedad ¢™ = 0 se le llama fuerte, y se utiliza el simbolo usual de igualdad para
representarla.

Pégina: 5
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Una manera mas formal de definir ecuaciones débiles y fuertes, es la siguiente: Defini-
cion: Una funcional F' del espacio fase, es débilmente igual cero si,

Fls,=0, (1.3.1)

donde ¥ es la subvariedad definida por las restricciones primarias (1.2.2). Por otra parte,
se dice fuertemente igual a cero si,

OF OF
Flg,=0 vy <(‘3_ql’ %> |2, =0, (1.3.2)

con (gf;, g—f) |s,= 0, el conjunto formado por todas las derivadas parciales de F' con

respecto a las variables candnicas, evaluadas en ;.

1.4. Condiciones sobre las funciones de
restriccion

Existen varias maneras de representar una superficie dada por (1.2.2). Sin embargo,
es necesario imponer condiciones en la elecciéon de las funciones ¢™, que representan
la superficie de restricciones primarias, para que sean consistentes con el formalismo
hamiltoniano. En lo que sigue se llamara a éstas, condiciones de reqularidad.

A manera de motivacién, uno esperaria que dada una restricciéon de la forma f,, =
®™(q,p) ~ 0, cualquier funcién de esta, por ejemplo, f2, v/f, etc. siga siendo cero en
la subvariedad definida por ¢™ y por lo tanto sigan siendo restricciones. Sin embargo,
para que estas funciones definan una subvariedad de dimensién M’ constante, como ya

se vi6 (9), es necesario que el rango de la matriz jacobiana, (<9(§j—¢;-)) = (8(5]-’0;)) sea,
g V)

constante e igual a M’. Por ejemplo, para el caso en que se tenga (f1)?, estos elementos

de matriz serén 2U° — 2 ook

~ 0, con lo que el rango de la matriz jacobiana ya

ad,p;) 9(a? p;) /

no serd M’'. Por lo que resulta natural imponer la condicién de que las restricciones, ¢,

al formar una subvariedad, el rango de ( a(gqup-)) sea constante e igual a M’, con M’ el
»Pj

nimero de restricciones primarias independientes. Ademds, también como consecuencia
del hecho de que sea una subvariedad se tienen las siguientes condiciones alternativas:

La superficie de restricciones primarias puede ser cubierta por conjuntos abiertos, en
cada uno de los cuales, las funciones ¢™ pueden “partirse” en dos grupos, el primero
consistente de las restricciones independientes, ¢™ = 0 con (m' =1,..., M), tales que

Péagina: 6
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o m’ _, _

<%) tiene rango M’, y las dependientes, ¢"™ = 0 con (m’ = M’ + 1, ..., M), que
q", Pn

se satisfacen como consecuencia de las primeras.

Dicho de otra manera, en la subvariedad 2N — M’ dimensional definida por las restric-
ciones primarias, localmente se pueden elegir restricciones de tal manera que haya M’
independientes y las deméas (M — M’) se satisfagan sélo como consecuencia de las pri-
meras, con lo que, localmente, éstas pueden tomarse como las primeras M’ coordenadas
de un sistema regular de coordenadas. Con lo que ademads, do' A d¢? A ... A dp™ # 0.

1.4.1. Analogia con el método de multiplicadores de Lagrange

Notese que esto es muy similar a lo que se hace en el método de los multiplicadores
de Lagrange tanto en el calculo en varias variables, como en mecanica elemental, en
este tltimo, por ejemplo, a la funcién lagrangiana se le suma una combinacién lineal
de restricciones, cuyos coeficientes son los multiplicadores de Lagrange. Una diferencia
importante es que en este tltimo caso, las restricciones son funciones de las coordenadas
del espacio de configuracién (o fase de velocidades (g, ), como también se le conoce).
Mientras que en el caso que ocupa al presente capitulo las restricciones son funciones
de las variables del espacio fase, por lo que ya no se puede sumar a la lagrangiana una
combinacion lineal de éstas, mas bien ahora es a la hamiltoniana a la que se le suman,
puesto que junto con las restricciones estan definidas en el mismo espacio.

1.5. Hamiltoniana Candnica

Como es sabido de la Mecénica Clasica [16], y como ya se menciond al principio del
capitulo, en un sistema regular se pasa de la formulacion lagrangiana a la hamiltoniana
mediante la transformada de Legendre. Sin embargo, cuando se tiene un sistema singular
para realizar dicho paso se requeriran maéas ingredientes, los cuales son el propdsito de
este capitulo. A pesar de que ahora, en un sistema singular ya no se podran despejar
todas las velocidades en términos de las coordenadas y los momentos, podemos definir la
hamiltoniana candnica en la misma manera en que usualmente se define la hamiltoniana,
ie,

He = ¢'p; — L, (1.5.1)

Pégina: 7
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cuya variacion es,

) ) oL . OL . .
dHe = ¢'0pi +904'pi — 5=0q¢" — ==0¢"
oq g
= {'0p; — —0q". 1.5.2
0'0pi = 5,500 (1.5.2)

Aqui, a diferencia de lo que sucede en mecanica elemental, donde H depende de las ¢’s
y p’s y estas son variables independientes entre si; en este caso y debido a las relaciones
(1.2.2), éstas ya no son coordenadas independientes (en el espacio fase). Por lo que (1.5.1)
solo esta bien definida en la subvariedad definida por las restricciones primarias. Debido
a lo anterior, si

He — He + um¢m, (153)

el formalismo debe mantenerse invariante (puesto que cualquier combinacién lineal de
restricciones es débilmente cero).

Como ya se mencioné en la seccién anterior, esto tiene también sentido si se le ve desde
el punto de vista que se estd estudiando un problema de extremos con restricciones.
Cuando estas son funciones del espacio de configuracién

/ Lt — / (L + o) dt, (1.5.4)

pero cuando lo son del espacio fase, es de esperarse que

/(dipi — He)dt — /(qi pi — He — up¢™)dt. (1.5.5)

Variando esta ltima accion,

A . OHc ., OH, oo™ ., O™
0 = 55:/[q'15pz‘+1%561'1— “oq' — Cépi—um<aqi 0q" + ¢‘5pz')

aq’ Ip; Ip;
ou . OJu
- " 5q" Top; ) ™| d
(06115(] * 8pi5p)¢ } !
. O0Hc¢ oo™ : ., OHe do™
= —Pi o U | 0 A (ol — U, ; L.5.
/ K Di o7 U o7 ) 0q" + (q ;s U o, ) 5p] dt  (1.5.6)

lo anterior tomando en cuenta que ¢’ E: 0 y haciendo uso de las restricciones. Se

obtienen las ecuaciones de movimiento,

. OHg o™
. OHc op™
7= 5 + U apr (1.5.8)
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Aqui hay que notar dos cosas, la primera es recordar que debido a que las u,, son funciones
arbitrarias de las coordenadas del espacio fase, en general las ecuaciones de movimiento
(1.5.7) y (1.5.8) no estan determinadas de manera tnica, para esto se necesitara encon-
trar las u’s (multiplicadores de Lagrange). Al final del proceso (después de encontradas
todas las restriciones de la teoria e introducido todos los multiplicadores de Lagrange
necesarios), si hubo multiplicadores que no se pudieron encontrar, significa que el sistema
estd indeterminado hasta funciones arbitrarias, pero recordando que la Mecéanica Clésica
es una teoria determinista se podria pensar que quiza esto tenga alguna relacién con la
libertad de norma de la teoria, y en efecto, se vera que las restricciones asociadas a estos
multiplicadores seran las generadoras de las transformaciones de norma de la teoria.

Si se define la transformada de Legendre del espacio de configuracién (g, ¢) a la superficie
®(q,p) = 0 del espacio (q, p,u) dada por

" = q",

oL
n = A ;., 1.5.
p aqn(q q) (1.5.9)

Um = Un(q,q),

se ve que la transformacién entre espacios de la misma dimensién 2N es invertible, puesto
que se tiene

¢ = q",

. OHc o™

no— 1.5.1

1 Ipn +um8pn’ (1.5.10)
¢(q,p) = 0.

De esta manera, las ecuaciones (1.5.9) implican (1.5.10) y viceversa. Asi la invertibilidad
de la transformacién de Legendre cuando el determinante de la matriz hessiana es cero,
se puede recuperar agregando variables extra, los multiplicadores de Lagrange wu.

1.6. Hamiltoniana primaria y restricciones
secundarias

A una hamiltoniana de la forma (1.5.3), por definicién, se le llamard Hamiltoniano pri-
mario,

Hy = Ho + umo™, (1.6.1)

el cual ya contiene, a diferencia de Hg, toda la informacién con la que hasta este momento
se cuenta del sistema.
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Noétese que las ecuaciones anteriores (1.5.8) y (1.5.7) se pueden reescribir de manera
compacta en la forma'®

9 =19, Ho} + um{g, o™}, (1.6.2)

Con g = ¢(q,p) siendo una funcién arbitraria del espacio fase. En particular puede ser
una de las coordenadas o los momentos, con lo que se recuperan las ecuaciones (1.5.8) y
(1.5.7). Ademas, esta expresién puede reescribirse como

g=A{g9 Ho +uno™} = {g, Hi}, (1.6.3)

cuya veracidad, se ve desarrollando

g = {9, He} + {9, umo™} (1.6.4)
{9, Ho} +umig, 0™} + {9, um}o™ (1.6.5)
= {9, Hc} +umig, 9™}, (1.6.6)

Lo anterior utilizando las propiedades del paréntesis de Poisson y ocupando las restric-
ciones ¢™ = 0.

Como ya se menciond previamente, en forma un tanto heuristica, se espera que las
restricciones no varien con el tiempo, i.e. ¢3n ~ (. Estas condiciones en lo siguiente se

Donde {, } representa el Paréntesis de Poisson, el cual nos da la estructura simpléctica de la teorfa.
Sean f y g dos funciones arbitrarias del espacio fase, el Paréntesis de Poisson entre ellas se define como

of dg  Of 9g

Y= g om~ omi g

Y cumple las siguientes propiedades: (f, g y h funciones arbitrarias del espacio fase)

1. Antisimetria: {f,¢9} = —{g, f}.

2. Linealidad: {c1f + cag, h} = c1{f, h} + c2{g, h}, con ¢; y ¢a constantes.
3. Existencia de elementos nulos: {c, f} =0, V¢ constante.
4. Identidad de Jacobi: {f,{g,h}} +{h,{f,9}} + {9, {h, f}} =0.
5. Regla del producto: {fg,h} = f{g,h} + {f, h}g.
6. Paréntesis de Poisson fundamentales
{¢"d"} = 0={pipi}
{¢",p} = 6.
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llamaran condiciones de consistencia, que pueden ser vistas como un caso particular de
(1.6.3) cuando g = ¢™(q, p), las cuales pueden escribirse de la siguiente manera,

o' ={¢', i} = {¢', Ho} + un{¢', ¢} ~ 0. (1.6.7)

La relacion anterior se puede considerar como un sistema de ecuaciones lineales no-
homogeneo para los multiplicadores de Lagrange u,,, y del comportamiento de este sis-
tema dependera si se pueden o no despejar todos o algunos multiplicadores. Definiendo,
ht ={¢', Hc} y W la matriz cuyas entradas son W = {¢', ¢™}, este comportamiendo
se puede resumir en los siguientes casos:

Caso I: i # 0 (no todas h' ~ 0) y det W # 0.

Escribiendo el sistema de ecuaciones (1.6.7) en forma matricial,

h+Wu 0, (1.6.8)

con h y u los vectores columna cuyas entradas son h' y u,, respectivamente. Debido a
que det W £ 0, W tiene inversa, por lo que todos los multiplicadores de Lagrange van a
poder ser encontrados y estaran dados por

u=-W7'h = wu,=-W_{¢' Hc} (1.6.9)

Asi, para este caso, sutituyendo (1.6.9) en (1.6.7), las ecuaciones de movimiento se podran
escribir como

g=Ag, He} —{g,0™W,,}{¢", Hc} :== {9, Hc}p, (1.6.10)

ésta es la definicion del paréntesis de Dirac, del cual se hablara mas en lo sucesivo.
Puesto que todos los multiplicadores de Lagrange pudieron ser encontrados, dadas las
condiciones iniciales para un sistema, las ecuaciones (1.6.10) determinan una evolucién
Unica, como usualmente se presenta en Mecanica Clasica. Nétese también que esta ex-
presién es analoga a la que aparece en Mecéanica Cléasica, sélo que aqui se sustituye al
paréntesis de Poisson por el de Dirac.'!

Caso II: h# 0y det W = 0.

Retomando (1.6.8), h + Wu ~ 0, puesto que detW = 0, s6lo K multiplicadores de
Lagrange van a poderse despejar, y M’ — K (nulidad de W) quedaran indeterminados'?,

HEn Mecénica Clésica elemental se tiene que la evolucién temporal de alguna funcién, o traslacién
en el tiempo, estd dada por el paréntesis de Poisson de esta funcién con el hamiltoniano (generador
infinitesimal de traslaciones en el tiempo), y en el caso de que la funcién dependa explicitamente del
tiempo se le agrega la derivada parcial con respecto a éste.

12Utilizando un razonamiento andlogo al de la subseccién 1.2.
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por lo que la teorfa seguird conteniendo funciones arbitrarias, lo cual es el caso de interés
en las teorias de norma.
Sean V" los vectores nulos de W (i = 1, ..., M’ — K) que, por definicién, satisfacen

) Y ) )

WV' =0, (1.6.11)

con esto y (1.6.8) se tiene

RV 0, (1.6.12)

que en general son funciones del espacio fase independientes de los multiplicadores. Estas ¢
relaciones implican que la teoria presenta ¢ restricciones adicionales, las cuales se llamaran
restricciones secundarias.

Este es quizd, el caso mas importante, pues es el que aparece en las teorias de norma,
por ejemplo!3, Electrodindmica Clésica, Chern-Simons, Pontrijagin, Teorfas tipo BF,
Gravedad en 3 dimensiones, etc.

Caso III: h =0y det W # 0.

De la relacién de (1.6.8) se tiene ahora el sistema homogéneo,

Wu = 0, (1.6.13)

y, de los teoremas de sistemas de ecuaciones lineales, se tiene que solo existe la solucion
trivial, es decir todos los multiplicadores de Lagrange son cero. Por lo que el sistema
se reduce a una igualdad, 0 ~ 0. Esta complicacion se puede minorar, imponiendo que
det W = 0 como restriccién secundaria.

Caso IV: h=0y detW = 0.

En este caso, de la relacién (1.6.8) se sigue teniendo, al igual que en III, que

Wu ~ 0, (1.6.14)

pero ahora, debido a que det W = 0, si el rango de W esigual a K, M’'— K multiplicadores
van a poder ser débilmente determinados.

Notese que el hecho de h sea cero puede venir de un hamiltoniano igual a cero, i.e.
He =0, con lo cual tendriamos problemas para definir la evolucién temporal del sistema
dado por (1.6.3). Sin embargo todas las teorias que se estudiardn en esta tesis caen en
el segundo caso, y éstos ultimos se incluyen sélo por completez.

Una vez agotada la informacién que proviene de las relaciones de consistencia sobre las
restricciones primarias, si la teoria presenta restricciones secundarias, se tiene un caso

13 Algunos de estos ejemplos se estudian en detalle en esta tesis.
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similar al que se tenia en un inicio, i.e. un problema de extremos con restricciones sélo
que estas restricciones viven en el espacio fase. Ahora se puede construir, de manera
analoga a como se hizo con la hamiltoniana primaria, el hamiltoniano secundario,

Hy := Ho + u;d', (1.6.15)

donde las ¢’ son todas las restricciones que se han encontrado hasta el momento (prima-
rias y secundarias), ahora es este hamiltoniano el que contiene toda la informacién con la
que hasta este momento se cuenta del sistema. Por lo que las ecuaciones de movimiento
toman la forma,

=19, He +u;¢'} == {g, Ha}, (1.6.16)
y de aqui se pueden calcular las relaciones de consistencia sobre las restricciones secunda-
rias. Si después de realizado este proceso aparecen nuevas restricciones, que se llamaran
terciarias, se repite otra vez todo el proceso, ahora se construye la hamiltoniana terciaria,
y se vuelven a calcular las relaciones de consistencia sobre estas restricciones, y asi se
repite la misma historia hasta que dejen de aparecer restricciones. A todo el conjunto
de restricciones secundarias, terciarias, ..., se les llamara simplemente secundarias en lo
sucesivo.

1.7. Reductibilidad

Si las restricciones ¢* no son todas independientes entre si, es decir, unas se pueden
obtener a partir de las otras mediante una transformacion lineal, se dice que la teoria
presenta reductibilidad, de otro modo se dice que se tiene el caso irreducible. Por ejemplo,
en las dos teorias tipo BF que son el objeto principal de esta tesis, se presenta reducti-
bilidad, en tal caso, se pueden omitir las restricciones que son dependientes, puesto que
siempre se puede considerar que localmente se estd trabajando con el caso irreducible.
Notese que la identificacién de las restricciones independientes no siempre es una tarea
facil, o incluso podria ser globalmente imposible debido a obstrucciones topoldgicas.

1.8. Condiciones sobre los multiplicadores
y hamiltoniana total

Una vez encontrado el conjunto completo de restricciones, se analizaran las condiciones
sobre los multiplicadores de Lagrange. De las condiciones de consistencia para todas las
restricciones de tiene,

or = {¢", Hr} = {¢", Ho} + w,{¢", 6"} = 0, (1.8.1)
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con u,v =1,....,J, siendo J el nimero total de restricciones encontradas, y se define al
hamiltoniano total, Hr, por la ecuacion dada arriba. En unos momentos se regresara a
este hamiltoniano.

Como ya se habia mencionado antes, las ecuaciones (1.8.1) pueden ser vistas como un
sistema de ecuaciones lineales para los multiplicadores, u,; y, como se sabe de dlgebra
lineal elemental, la solucion general se puede escribir de la siguiente manera

Uy, = UI/ + Vw (182)

con U, una solucién particular a las ecuaciones inhomogéneas y V), la solucién mas general
del sistema homogéneo,

Vi{e#, ¢"} = 0. (1.8.3)

Debido a que V,, es la solucion mas general, ésta a su vez puede ser escrita como combi-
nacién lineal de soluciones independientes al sistema homogéneo, por lo que V,, = v; V!,
cont=1,...,I, siendo I el niimero de soluciones independientes del sistema homogéneo.
Con lo anterior,

u, = U, +v; V.. (1.8.4)

Hay que considerar que las v* son totalmente arbitrarias, asi que las u, pueden separarse
en una parte que se fija mediante las condiciones de consistencia y otra que permanece
indeterminada. Lo cual se reflejado en la hamiltoniana total, y a su vez en las ecuaciones
de movimiento,

Hr = Hc¢+u,¢”
= He+ (U, +vV)e"
= Ho+U, " +vVi¢"
= He+U,¢” + v, (1.8.5)

con v; V9" := v;¢', que sustituido en las ecuaciones de movimiento,

fo= {fHr}={f Ho+ U +vie'}
= {f7H/+Ui¢z} :‘{va/}—i_{f‘avigbz} 4
= {f7 Hl}"’vi{f? ¢Z}+{f> /Ui}(# = {f7 Hl}+vi{f7 (bl}? (186)

con H' := H¢ + U,¢" y utilizando las restricciones ¢' ~ 0. Nétese que estas ecuaciones
contienen I funciones arbitrarias, y por construccién son equivalentes a las ecuaciones
de movimiento de Euler-Lagrange (1.1.2); y como se verd més adelante H' es de primera
clase, asf como también las ¢°.
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El hecho de que aparezcan funciones arbitrarias, marca una diferencia sustancial con
lo que se conocia de Mecénica Clasica elemental, donde para unas condiciones iniciales
dadas se tiene una evolucién tnica del sistema; aqui por el contrario dadas las condiciones
inicales ya no se tiene una evolucién tnica, sino que esta indeterminada hasta funciones
arbitrarias. Esto se va a relacionar con la libertad de norma de la teoria, como se vera mas
adelante.

1.9. Restricciones de primera y segunda clase

Como ya se mencioné anteriormente, la diferencia entre las restricciones primarias y
secundarias es mas bien un tanto irrelevante y se tratan al mismo nivel. Sin embargo,
resulta fundamental separar las restricciones entre de primera y segunda clase, puesto
que las primeras seran las generadoras de las transformaciones de norma (un elemento
fundamental en todo este andlisis) y las segundas permitiran construir el Paréntesis
de Dirac, que en las teorias que presentan este tipo restricciones vendra a sustituir al
paréntesis de Poisson a la hora de calcular la evolucién dindmica del sistema.

Definicién: Sea F' una funcional del espacio fase, se dice que es de primera clase si su
paréntesis de Poisson con todas las restricciones es débilmente cero,

{F,¢'} =0, (1.9.1)

en otro caso, se dice que F es de sequnda clase.'*

Si F' es de primera clase, entonces {F,¢"} tiene que ser fuertemente igual a alguna
combinacion lineal de ¢’s, debido a que cualquier funcional que es débilmente cero en
el presente analisis es fuertemente igual a una combinacién lineal de las ¢’s puesto que
estas son las tunicas cantidades independientes que son débilmente cero. Asi,

{F, 0"} = "0 (1.9.2)
Teorema: El paréntesis de Poisson de dos cantidades de primera clase, es también de

primera clase.
Prueba: Sean {F, ¢t} = f* 0" v {S,¢"} = s# ,¢”, con F' y S de primera clase. Con-

14Basta que F no sea débilmente cero con una restriccién para que sea de segunda clase.
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sidérese {{F, S}, ¢}, que utilizando la identidad de Jacobi,

{{F.S}o't = {{Fe"LSH—{{S ¢"}, F}
{1 pef, St —A{s" 0", F'}
fup{¢p,s} + {fﬂpv S’ — Sup{¢p>F} - {Sﬂmp}w)
= (ffps"a—58",f"0) ™+ ({f", Ste’ —{s" ,, F}) ¢’ =~ 0.(1.9.3)

Como primera aplicacion de este concepto, nétese que tanto H' como ¢* son de primera
clase, cuya veracidad puede verse de la siguiente manera. Para ver que ¢’ es de primera
clase, hay que recordar que v;V}¢" := v;¢", con lo que el paréntesis es

{0, 0"} = {Vy¢" "} =V {e" ¢} +{V}, 9"} 0"
— Vifenon, (19.0)

y debido a que V! es solucién al sistema homogéneo de ecuaciones para los multiplica-
dores, i.e. VH{¢", ¢*} ~ 0, se llega a la conclusion,

{¢", 0"} = 0; (1.9.5)

por lo tanto las ¢ son restricciones de primera clase.

Para ver que H' es de primera clase, se considera su paréntesis de Poisson con todas las
restricciones,

{#',¢"y ={Hc+U"¢",¢"} = {Hc, ¢"} + U{¢", ¢} + {U,, ¢"'}¢", (1.9.6)
suméndole un cero débil, ecuacién (1.9.5),
{H',¢"}y = {He, ¢} +U{d", ¢} +vi{g', ¢}

= {Hc+U,¢" +vi¢', ¢}
= {Hr,¢"} = —{¢" Hr} =~ 0. (1.9.7)

Esta ultima igualdad se satisface por condiciones de regularidad.

También puede verse que las ¢* forman un conjunto completo de restricciones de primera
clase, por lo que cualquier restriccién de primera clase es una combinacion lineal de las
¢" (con coeficientes que son funciones del espacio fase), médulo términos cuadraticos en
las restricciones de segunda clase. Si cualquier restricciéon primaria puede escribirse en
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esta forma, su paréntesis con todas las restricciones debe ser débilmente cero, lo cual se
verifica facilmente,

{vid" + w0wd"¢", 8"} = wy (¢"{¢", ¢} + {¢", 6"}¢") = 0, (1.9.8)

donde ¢" es de primera clase, ¢”, ¢* de segunda clase, w,, coeficientes del espacio fase,
y utilizando al final las restricciones.

Cabe mencionar que la descomposicién de Hy en H' y ¢' no es unica, puesto que U, es
cualquier solucién del sistema inhomogéneo. Esto significa que si renombramos las v;, se
puede admitir en H' cualquier combinacién lineal de las ¢° sin alterar la hamiltoniana
total.

1.9.1. Separacién de las restricciones de primera y segunda cla-
se

En esta seccién ya se di6 la definicién de restricciones de primera y segunda clase. Sin
embargo, similarmente a lo que sucedi6 con las restricciones primarias, las restricciones
de primera clase no tienen que ser directamente algunas de las restricciones primarias o
secundarias; en general seran combinaciones de éstas; y para encontrarlas serd necesario
encontrar los vectores nulos de la matriz cuyas entradas son todos los paréntesis de Pois-
son entre las restricciones, para finalmente contraerlos con las restriciones y asi obtener
las restricciones de primera clase correctas (i.e. todas las restricciones de primera clase
independientes entre si de la teoria).

Sea W' la matriz J x J cuyas entradas son,

WP = {¢* ¢°}, (1.9.9)

donde ¢* son todas las restricciones primarias y secundarias encontradas y J es el nimero
total de éstas.

Proposicién. Si det W’ a 0, entonces hay R’ restricciones de primera clase (con R’ el
rango de la matrix W').

Prueba. Sidet W' = 0 (en la subvariedad definida por las restricciones), entonces RangoW’ =
R' < J ylanulidad (J— R') # 0; con lo que se pueden encontrar (J — R’) vectores nulos,
wicon (1 =1,...,J — R'), tales que

wi{6”, 67} ~ 0, (1.9.10)
esto por la misma definicién de los vectores nulos, con lo que se tiene,

{wi9, 0"} = 0, Vo’ € @, (1.9.11)
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con ® = {¢? | ¢Pes una restricciéon primaria o secundaria}. De esta manera puede
verse que las restricciones w! ¢ forman un conjunto de (J — R’) restricciones de primera
clase (puesto que su paréntesis de Poisson es cero con todas las restricciones). Asi, las
restricciones de primera clase de la teoria son,

7= Wl ge. (1.9.12)
Con lo anterior no solo queda probada la proposicién, sino que se muestra una manera
sistematica de encontrar las restricciones de primera clase de la teoria, y de paso también
se prueba lo que se decia en un principio, i.e. que es necesario calcular los vectores nulos
de W’. Un ejemplo sencillo de esto se tiene en Chern-Simons Abeliano.
Debido a que la separacion relevante para las restricciones es aquella que las distingue
entre de primera y segunda clase, conviene introducir una notaciéon que tome en cuenta
este hecho. Asi, las restriciones de primera clase se denotaran por la letra griega v y las
de segunda clase por Y.

Cabe mencionar que el nimero de restricciones de segunda clase esperadas nos la da el
rango de la matriz W', la cual una vez hecha la separacion toma la forma,

) I () BT (7)

(x) [ {e" ¢} {8% '} -+ {¢% 07}
qbl (ZL‘) {¢1a ¢0} {qblv qbl} e {¢17 ¢J}
: : 5 o {07}
o’(x) \ {¢”,0°} {¢,0'} - {v,¢'}

W=

Y (y) x“(y)

INC) (8 Cﬂﬁ), (1.9.13)

con C*? una matriz R’ x R’ antisimétrica e invertible sobre la superficie de restricciones.!®
Nétese que el niimero de restricciones de segunda clase, que coincide con RangoW' = R/,
debe ser par.'¢

I5El que C*? sea una matriz invertible se ve directamente a partir del hecho de que tiene rango R/,
puesto que el rango de una matriz da el nimero de renglones independientes, o dicho de otra manera,
la matriz mas grande que se puede construir a partir de la primera y cuyo determinante es distinto de
cero. Esta ultma condicién da la invertibilidad de la matriz.

Dado que C' es una matriz R’ x R’, con R’ el niimero de restricciones de segunda clase, si R’ fuese
impar implicarfa que det C' = 0 (que contradice que R’ sea el rango de W').
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1.10. Transformaciones de norma

Con lo visto hasta el momento cabe hacerse la pregunta: ; Qué significado fisico tiene el
hecho de que las ecuaciones de movimiento contengan funciones arbitrarias?'’

Uno sabe de Mécanica Clasica elemental que dadas las condiciones iniciales para un
sistema dado, las ecuaciones de movimiento determinan de manera tnica el estado del
sistema para tiempos posteriores. Sin embargo, aqui se encuentra una situaciéon muy
diferente, pues ahora dadas las condiciones inciales del sistema!® (el estado fisico inicial)
la evolucién de éste, dada por las ecuaciones de movimiento, no estd determinada de
forma tnica debido a la presencia de estas funciones arbitrarias (los multiplicadores de
Lagrange). Pero la Mecéanica Clésica es una teorfa determinista, por lo que dos estados
que comparten las mismas condiciones iniciales no deben de ser fisicamente diferentes,
se dird que estos sistemas son equivalentes de norma.

Siguiendo esta idea, considérense dos estados con las mismas condiciones iniciales al
tiempo tg, y que su evolucién dindmica difiere en el valor de los multiplicadores de
Lagrange. Utilizando el desarrollo en serie de Taylor a primer orden para la variable
candnica F, en cada uno de los dos estados,

F(t) = F(to)+ Fot
= F(t) + ({F, H'} +v{F,¢'}) ot (1.10.1)
F'(t) = F(to)+ F'ot
= F(t)+ ({F, H'} +v[{F,¢'}) ot, (1.10.2)
(1.10.3)
y restando estas ecuaciones se tiene,
SF(t) = F(t) — F'(t) = (v; — v}) {F, ¢;}t := 6v;{ F, ¢'}, (1.10.4)

Prueba: Como C' es antisimétrica y utilizando las propiedades del determinante,
det C = det(C?) = det(—C) = (—1)% det C,

en el caso que R’ fuese impar,
det C' = —det C' = det C' = 0.

I"La definicién general de un sistema invariante de norma, y que resulta ser la més ttil para entender
los sistemas de norma se debe a Dirac.

18S6lo se necesita dar los valores iniciales de ¢’s y p’s, los valores de v se mantienen indeterminados,
una forma de verlo es que el estado fisico inicial estd determinado por las variables canénicas, no por v.
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con dv; := (v; — v}) 0t. Con esto se puede ver que el estado fisico del sistema se mantiene
inalterado, por hipétesis, bajo estas transformaciones aplicadas a las variables canodnicas.
Este cambio en las variables candnicas consiste en aplicar una transformacién de contacto
infinitesimal con una funcién generadora dv;¢'. Con esto se llega a la conclusién de que
las restricciones de primera clase son las funciones generadoras de transformaciones
infinitesimales de contacto, que corresponden a cambios en las q’s y p’s que no afectan
al estado fisico del sistema.'.

Se puede ir més lejos y probar lo siguiente,

1. El paréntesis de Poisson {¢%, ¢’} de cualesquiera dos restricciones de primera clase

genera una transformacién de norma?’.

2. El paréntesis de Poisson {¢, H'} de cualquier restricciéon primaria de primera clase
con la hamiltoninana de primera clase H' genera una transformacién de norma.?!

9Para abreviar, en lo siguiente se referird a las restricciones de primara clase como las generadoras
de transformaciones de norma.

20La veracidad de esta afirmacién puede verse aplicando cuatro veces de manera sucesiva una trans-
formacién de norma (1.10.4), de la siguiente manera

Fy = F 4 ¢{F,¢'},
F2 = Fl +77_]{F17¢j}7
F3 = F2 - €k{F27¢k}a
Fy = Fy —mq{F3,¢'},
y en efecto, puede verse que (despreciando términos cuadréticos en € y 1),
F4 =F + 77j6i{F7 {¢27 ¢]}}7

y al ser € y n pardmetros arbitrarios, se ve que en efecto se tiene una transformaciéon de norma de la
forma 1.10.4.
21Prueba:

Sea F' una variables candnicas. Si se le aplica una transformacién de norma (1.10.4) y posteriormente
se evoluciona con H', i.e.,

F':=F+n{F,¢'} — (F):={F,H'}.

Y a la misma variable F' se le aplican las transformaciones en orden contrario,
Fy={FH} - (F) :=F+n{F,¢}.

y se toma la diferencia, despreciendo términos cuadraticos en 7 y €, se tiene,

(F')1 — (F) = ni{F,{¢', H'}},
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Utilizando las dos afirmaciones anteriores se puede ver que, si a una variable candnica
F se le aplica una transformacion de la forma (1.10.4) y posteriormente se evoluciona en
el tiempo con Hr,

F':=F+n{F,¢'} — (F').:={F, Hr}, (1.10.5)
y luego se le aplican las mismas transformaciones en orden inverso,
Fl = {F>HT} - (Fl), = F1+771{F17¢1}7 (1106)

la diferencia A o
(F,)l - (Fl)/ = nZ{Fv {¢Z7 H/}} + nivj{Fa {¢17 ¢]}}7 (1107)

es también una transformacién de norma que deja inalterado el estado fisico del sistema.

1.11. Grados de libertad

Hasta este punto ya tenemos todos los ingredientes necesarios para proceder al conteo
de grados de libertad. Antes de proceder al cdlculo definamos este concepto.
Definicién: Los grados de libertad de un sistema, son el niimero de variables fisicas
independientes necesarias para describir al sistema.

Recordando la manera en como se calculan los grados de libertad en Mecanica Elemental,
el nimero de coordenadas generalizadas menos el niimero de ecuaciones independientes
de las restricciones. Aqui se puede hacer una extrapolacién de este hecho, y ver que suena
razonable que el nimero de grados de libertad sea

1 [( Nimero total de ) B ( Namero de restricciones de )

GL = - . , .
2 variables canonicas sequnda clase originales

9w ( Numero de restricciones )}

de primera clase (1.11.1)

Esto significa que el nimero de grados de libertad esta dado por todas las variables
candnicas independientes, ¢’s y p’s, menos todas las restricciones. Hay que considerar
dos cosas, una es que el 1/2 aparece para compensar el hecho de que usualmente los
grados de libertad se refieren a las coordeneadas generalizadas, ¢’s, y al considerar todas

la cual es una transformacién de la forma (1.10.4) con generador {¢*, H'}, con lo que queda probada la
afirmacion. Lo anterior significa que la diferencia en el orden en que se aplican las transformaciones nos
da una transformacién que no altera el estado fisico del sistema.
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las variables candnicas estamos considerando en realidad el doble. Y el dos que acompana
a las restricciones de primara clase, es debido a su doble caracter, tanto de restriccion,
como de generadores de transformaciones de norma. Dicho de otra manera la teoria
presenta restricciones y transformaciones de norma, que pueden verse como condiciones
adicionales que cumple la teoria.

1.12. La accién y la hamiltoniana extendidas

Ahora bien, la hamiltoniana total, tal como se definié anteriormente, ya toma en cuenta
todas las restricciones (primarias y secundarias), sin embargo, en ésta todavia no se hace
una distincién entre restricciones de primera y segunda clase, que como ya se dijo no
necesariamente vienen dadas directamente de las restricciones primarias y secundarias.
Se puede pensar en una hamiltoniana extendida que ya considere esta separacién entre
las restriciones y ademads pueda tomar en cuenta transformaciones de norma, la cual
esta dada por,

Hg = H' +v,9°, (1.12.1)

donde H’ se define de la misma manera que antes, sélo que ahora se hace evidente que,
H' = He + Upy?, (1.12.2)

lo cual se podia haber intuido por la forma en que se construyé originalmente H'.
Cabe mencionar que es esta Hg la que da la evolucién dindmica del sistema, mediante
las ecuaciones de movimiento,

F = {F Hg}; (1.12.3)

y para las variables dindmicas invariante de norma (i.e. variables tales que su paréntesis
de Poisson con los generadores de norma v es débilmente cero), la evolucién dindmica
dada por H', H; y Hg es la misma. Para cualesquiera otras variables es necesario usar
Hpg, que considera toda la libertad de norma del sistema.

Ademaés estas ecuaciones, (1.12.3), si bien son matematicamente distintas a (1.1.2), son
por construccién, fisicamente equivalentes.

Debe mencionarse que la necesidad de una hamiltoniana extendida no es algo que se
deduzca de la formulaciéon lagrangiana, pues es la hamiltoniana primaria la que genera
las ecuaciones de movimiento (1.5.7) y (1.5.8) que son equivalentes, por construccién a
las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.1.2); ademds de que Hg contiene més funciones ar-
bitrarias que las que contiene H;. La introduccién de esta Hp es una nueva caracteristica
del marco hamiltoniano para poder incluir de manera manifiesta la invarianza de norma.
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Noétese que las ecuaciones (1.12.3) se pueden obtener a partir de la accidn,

Splg, p,v] = / (png" — H' —v,") dt = / (png™ — Hg) dt, (1.12.4)

la cual se llamara accion extendida que, a diferencia de S dada por (1.5.5), ya contiene
toda la informacion del sistema, i.e. ya considera la separacién de restricciones entre de
primera y segunda clase, ya contiene la informacién de la libertad de norma, y da como
ecuaciones de movimiento

F={F Hg} (1.12.5)

¢% =~ ~ 0. (1.12.6)

1.13. Paréntesis de Dirac
Debido a que la matriz C? es invertible, existe su inversa Cy5 tal que
C*PCy, = 02 (1.13.1)
Asi, el Paréntesis de Dirac se define como,
{F.G}p = {F,G} = {F,x"}Cus{x", G}, (1.13.2)

con {, } el paréntesis de Poisson. Y satisface las siguientes propiedades:

{F,G}p = —{G,F}p (1.13.3)
(F,GRYp, = {F.G}pR+G{F,R}p (1.13.4)
{{F,G}p,R}p + {{R,F}p,G}p+{{G,R}p,F}p=0 (1.13.5)
(x*.F}p = 0, VF (1.13.6)
{F,G}p =~ {F,G}, G deprimera clasey F arbitraria. (1.13.7)
{R{F,G}p}p =~ {R{F,G}}. (1.13.8)

La demostracion de las propiedades anteriores es directa a partir de la definicién del
Paréntesis de Dirac, excepto en el caso de la identidad de Jacobi, pero su demostracion
no se tratara aqui.

Noétese que las ecuaciones de movimiento (1.12.5), debido a que Hg es de primera clase
y (1.13.7), se pueden reescribir como,

F ={F Hglp, (1.13.9)
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y por los mismos argumentos, el efecto de una transformacién de norma se puede escribir
como,

{F "t = {F 9" p, VE (1.13.10)

El panorama general hasta este momento es el siguiente. El paréntesis de Poisson, des-
pués de realizar la separacién de las restricciones entre de primera y segunda clase, se
generalizo al paréntesis de Dirac, en términos de la cual se pueden escribir las ecuaciones
maés relevantes del formalismo (como las ecuaciones (1.13.9) y (1.13.10)). Las restriciones
de segunda clase se convierten en identidades para algunas variables candnicas en térmi-
nos de otras. Ademads, es esta estructura del paréntesis de Dirac, la que, en analogia con
lo que se hace usualmente, se promovera a conmutador a la hora de intentar cuantizar
la teoria.

En general, no es una tarea facil construir este paréntesis, puesto que se necesita encon-
trar la inversa de la matriz C*¥.

1.14. Observables

Una observable (clésica) es, por definicién, una funcién que es invariante de norma en
la superficie de restricciones, o dicho de otra forma, una observable es una funcién, O,
cuyo paréntesis de Dirac es débilmente cero con las restricciones de primera clase

{0,7}p ~ 0. (1.14.1)

Si bien a estas funciones O se les llamo6 observables, el dar un significado experimental
de éstas va mas alld de los alcances de la presente tesis. Finalmente, cabe mencionar que
las observables clasicas no necesariamente lo seran en el caso cuantico.
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Capitulo 2

Teoria BF

Una teoria BF', es una teoria topologica en el sentido de que carece de grados de liber-
tad fisicos. Las teorfas BF' tienen una relacién estrecha con relatividad general puesto
que es covariante bajo difeomorfismos e independiente del espacio-tiempo de fondo. El
estudio de una teoria BF', es importante puesto que existen diversas formulaciones co-
mo la formulacién de Plebanski o la de Macdowell-Mansouri donde existe una relacién
estrecha entre una teoria BF y la relatividad general. A grandes rasgos, la formulacién
de Plebanski consiste en obtener a relatividad general a partir de una teoria BF' con
restricciones extras, en este caso el grupo de simetria puede ser SO(3,1) para describir
gravedad Lorentziana o SO(4) para describir gravedad Riemanniana, por su puesto, el
caso Lorentziano es el caso real y SO(4) es un modelo no fisico pero interesante.

Por otra parte, en el caso de la formulacion de Macdowell-Mansouri uno parte de una
accion BF' con el grupo de simetria SO(5), uno rompe el grupo de simetria de SO(5) a
SO(4) obteniendo asi a relatividad general mas la suma de invariantes topolégicos como
la segunda clase de Chern y el invariante de Euler. Debido a que esos invariantes se
pueden escribir como una derivada total, su contribucién a las ecuaciones de movimiento
es nula y asi en esencia se obtiene las ecuaciones de movimiento de Einstein.

De esta manera, el estudio de una teoria BF' es fundamental como un inicio para en-
tender las simetrias de relatividad general. En este capitulo, analizaremos la formulacién
Hamiltoniana de una teoria BF en términos de nuevas variables.

La accion estd dada de la siguiente manera

S[A, B] :/B”/\FU, (2.0.1)
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donde F!7 es la 2-forma de curvatura de la conexién A7 que estd dada por
FY = 2Rl dze A do?
= 5Fu :
donde FJ esté definida como

FI = 9,A — 9;A1 1 AL AKT 4 A7 ATK

«

y por consecuencia cumple las siguientes propiedades?
1J JI
FCMB - _FOLB y
1J 1J
Faﬁ - _F a?
aqui usamos la notacion o, 5... =0,1,2,3y I, J, K... = 0,1, 2,3, 2 son coordenadas que

etiquetan la variedad del espacio tiempo. Por otra parte, Br; es un campo auxiliar que
corresponde a una 2-forma valuada en el grupo SO(3, 1) que tiene la siguiente expresién

1
B[J = §B[Jagdl'a A d%ﬂ

De esta manera, obtenemos que

1 1 1
BYANF; = éBéédxa A dz? A §F1Jw,dx“ Adx? = ZBé‘éF]Jdea A dz? A dz* A da?
1
= B Fyjuda. (2.0.2)

De la accion anterior es posible obtener las ecuaciones de movimiento. Debido a que las
variables dindmicas de la accién corresponden a A’ y B!/ variaremos la accién (2.0.2)
con respecto a cada una de ellas para obtener las ecuaciones de movimiento. De esta
manera, si variamos con respecto a la variable ny‘é obtendremos la primera ecuacion de
movimiento

o
5B

o 11
1J _ 1J afuv| _ plJ __
|:B /\F](]i|——5 Ié[ZBQBFIJ“VG 6“]—}7&5—0,

que en forma compacta podemos escribir

1 B;; también cumple estas propiedades
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Fy;=0. (2.0.3)

Ahora si variamos la accién (2.0.1) con respecto a la variable AL/ obtendremos la segunda
ecuacion de movimiento

5l
s B 0 Fu] = g [3Ba3 e
1 5 -

= (Buassyry |OnAL = 0,AL + Al AL + A A e
1

= §DuBlJa5€a6W =0,

que en forma compacta podemos escribir como

DBy =0, (2.0.5)

donde D que tiene la forma 0 + A es la derivada covariante.

2.1. Cambios de Variable

Ahora, romperemos la covarianza de Lorentz local y deﬁnlmos las siguientes variables:

— jk _ = — — 07 _

Bz — __6 ]kBJ 5 Ha 77& szm Paz — *—*77 BOzbca 7_ - _707 Az _WO y Xi0a —
_ _ Jk _ ik _Oabc __ ,Oabc _ ,ab

_2B10a7 Sia = 23020(17 B be — __6 k;B be? ’7 _5 jkw] y € we = n we = 77a Ca donde

E es una constante [14, 15]. La Varlable F'7 esté dada en términos de las nuevas variables
de la siguiente manera

Fipe = [ab%c — OYip — €z‘jkwbjowc(]k + Eingvf } )
Foipe = [@;%m — Ocwioi + eijkwb’“o’yﬁ - ﬁijk%ko’Yﬂ )
donde i, 5,k =1,2,3y o, =0,a,b,c, con a,b,c=1,2,3.

De esta manera, tenemos que para la accién (2.0.1), si corremos los indices espacio-tiempo
y de grupo obtenemos
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BYAFy; = ~BYF e = g0 E, oty Lpit g o
1J g Dast I oy Paslosw oy Paslisw

= iBOJ FOJWEO‘ 4 iB’ FZOWEO‘W” + iBaﬁEJMVE By

- mewﬁw”+43wﬂwﬁww

_ % BY Fy et + % BY Fypee?® + % BY Fy 006 + % BY Fyj 0™

+i BY Fyjpec®be + 411 B F e + i B Fjoue + ;1 B Fjepe™®
= By Fojuen™ + By Fojoen™ + ;BU Fijnen™ + ;BZ,chﬁabc- (2.1.1)

Ahora introduciendo las variables definidas anteriormente, encontramos que (2.1.1) se
puede escribir como

c
k0. ,J

1 j . 0 i | i ; i ij abe
BY N Fpy = _§§jan?c]77abc + |w,” = 0wy + € jkwgﬁ —€ jkw Yol = — §€]lBl0an‘jbc77 b
1 ij abe
—§€JzBlabFz'j0c77 ’
L 1 Pic A c Ak c j c
Y gFOjbcna 2X OQFZch +w = :3 P — —ek] ’Ych : ik kaP

Ve — aC’)/(] — € jkwo Weo + € gk%%] —

1. 1 A ' T
= OB+ AT - 2 0P+ 6 P — e 0 T = T[OTT + e Fu B o+ kT
1 ] ac 1 (lC
+§§GF0jbc77 - §X OaFle77

De este modo, se puede observar que la acciéon BF en términos de las nuevas variables
tiene la forma [15]

i a 01 a 1 i 4 )
Shavﬂivwa vPivT>A avXOa]

1.y 1 A A i
:/%%W%FZW——pP+%%& € w T = T[0T + €, 5w Y Py + e, 4TI

—

1
X 0a Finen™. (2.1.2)

1 .
+ =2 Fojpen™ — 5

2
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Podemos observar que la accién (2.1.2) se ha llevado a la forma que encontramos en
(1.6.1) donde H. = 0. Este resultado es esperado puesto que la covarianza bajo difeo-
morfismos se mantiene. De (2.1.2) podemos identificar los paréntesis fundamentales de
Poisson o estructura simpléctica, dados por

2 (4(), T(0)) = 016%0°(x — ), (21.3)
= (0(2), P} = 81630%(x — ), (2.1.4

y si variamos la accién respecto a las variables 7¢, A*, ¢, , X', se obtiene que

0S ;
5 = Oally + € w,F P+ €, RIS = 0 = ¢, (2.1.5)
Tt
68 _ a l pa OktTa __ o )
Sh Ou P 4 € "y PP — €, w OFTIT = 0 = )y, (2.1.6)
§S
— = Fopen™ =0 =02, 2.1.7
5§Za 0ibeT] 7 ( )
5S
— = —Fuyn™ =0 =Y, 2.1.8
5X7,0a ( )

donde se pueden identificar las siguientes restricciones

¢ = OI1) + €, w P P! + elk Ty =0, (2.1.9)
V; = 0P} + ¢ 7l P —ejlw, 0"“1‘[“ =0, (2.1.10)
vl = (20bwc0i + 2€5w, o%) 0™ =0, (2.1.11)
O = — (207ic — ity Weg® + eingvf) 0™ =0. (21.12)

y las variables 7%, A%, <"y, X, son identificadas como multiplicadores de Lagrange.

2.2. Algebra de restricciones

En esta parte calcularemos los paréntesis de Poisson entre todas las restricciones encon-
tradas. Primero, a partir de las restricciones (2.1.9)-(2.1.12) tenemos que los paréntesis
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de Poisson triviales entre las restricciones estan dados por

{®f (), ®}(y)} = 0, (2.2.1)
{®f (), ¥j(y)} =0, (2.2.2)
(W (z), ¥i(y)} = 0. (2.2.3)

Los paréntesis no triviales los calculamos de la siguiente manera

{¢i(@). ()} = {Gll}(2) + €;;" P (2)w,” () + ;7] (2) T (), OpIT; (1)

+e," By ()w, (y) + 6, 7y )H"( )}

= {01} (), %10 (y) + €, " Py (y)w,*(y) + €," VZ(y)HZ(y)}
Hey P (@)w,” (2), 611 (y) + €," By (y)wn " (y) + &, i ()T ()}
ey (@) (2), BT (y) + €," By (y)w, (y) + e, I ()}

= {0017 (2), %I1 (y)} + {0alT} (2), €, Py (y)w, ()}
HOuIT} (), €, i ()T (y )}+{€U’“Pk( Jw, (@), 8sz( )}

Hei" P (@)w,” (), 6" Py (9)w, (1)} + {e" P (2)w,” (), €, i (9)IT () }

e i (@) (), 0T (y) } + {e;" i ()T (), €, " Py (y)w, " () }
Hey (@) (@), e, 7 (I ()}
= 00,0, [{11}(2), T (y)}] + €1,"0u, [Py (p){TT} (), w0, (3)}]
+6," 0, ({117 (x), B ()}, "] + €,"0u, [ () {11 (), 11
)
), 11

woq

)

(z )
ey 0oy ({3 (), 70 ()] + €70, [P (2){w,” (2), 1T
e "oy, [{Pf(a (y)}w 0J( )] + € elqu;?( z) ”(y>{w2
+ege," B (x){wy (), P,

x), P,

mﬁqu{Pk( (y)}woq( ) Oj( )+ ”qqp{Pk( ), (y) ng(fl?)ﬂﬁ(y)
+eje,” P ()74 (y){wa ( I ()} + ey, v (P (), 1T (y) wp ()

+eieg” P () {78 (), wa’ (@) HI5 (y) + €0, [{72(2), 07 (y) M ()]
+6w’“3by @I (2), I (1)} + €%, (v (@), B () HT(z)wy! (y)
eyt i Py (@) Py ({1 (), w "(y)}+6”'€€lqu£( ){a (@), wy? (y) HIi ()
+eyt i Pra(@){I (), By ()} (y) + € e, {0 (@), 7 () HI ()15 (y)
eyt i Py (@) AT (2), T ()} + € e, P () {7 (), T () T ()
+ei5" e e (@) {T; (@), 77 (y) T, ()
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= Equaaz [Py () {IL (), w, " (0)}] + €, 0, [{117 (2), 71 () I} ()]
;"0 [P (2){w," (@), Hb( 3+ e e Pl {w,” (), By () }w, ()
+ei" e Py (P (2), w0, () }w,™ (%) + €5 e, "L P (), 7 () b, ()T (1)
+ei e, " P ()7 () {w,” ( ), 11 ( )} + €3 0b, [{7a(2), T (y) T ()]
+e" e, {7 (@), By ()T ()w, (y) + €57, i (@) By () {7 (), w, " (1) }
+ei5" e v W) {7 (@), I () I () + €3 e, P () {T (@), v () M (), (22.4)

utilizando los paréntesis fundamentales (2.1.3) y (2.1.4) en (2.2.4) obtenemos
{¢i(2),u(y)} = E( — €,"0a, [00620°(x — I (y)] + €7 €,," P (2)0,636° (x — y)w, ()
b Po(y)6a01 0% (x — y)w,” (x) + e.lka,,y [67626% (2 — y)IIg(x)
ey e, AW @ — Y)TE) — 6, e, 0010 @ — )T ()

“y)

= E(—%%nwﬁ@—»ﬂw<ﬂ+a] S P8 (@ = o,
—eten P ()8 (@ — g, Cﬂ+qﬁ&ﬁﬁ@—-ﬂlwﬂ

v p

eyt AW (@ — PIEE) - 6 e, 0 (@ — Tay)).  (2:25)

Por otro lado el primer término de la dltima igualdad de (2.2.5) estd dado por

P00, [0°(x —I(y)] = €,704,6°(x — y)ILi(y) = —€;,7 00, 6° (x — y)ILE(y)
= —¢;,70,, [0*(x — y)II%(y)]
+e, 783 (2 — 1) 00, 1%(y). (2.2.6)

Qg ¥

Una identidad que usaremos de ahora en adelante es la identidad de Jacobi que esta dada
de la siguiente forma

C'Clgn = 0 (2.2.7)

donde C";; son las contantes de estructura. Sustituyendo la expresién (2.2.7) en (2.2.5)
obtenemos

{0i(x), ;(y)} = ey or8°(x — ). (2.2.8)
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Utilizando el mismo procedimiento para la obtencién del paréntesis (2.2.4), obtenemos
lo siguiente

{vi(2), hu(y)} = {0.P](2) + ;" P (2)7i(2) — € T (2)w,” (2), P (y) + €," Py ()i (y)
_Elqun( )Wnoq(y)}
= pﬁaz ([ AP (@), v W)} = € 0. [T (WP (2), w0, (y)}]
ké‘b [P¢(2){a (), B ()} + e e,” By (9P (2), 77 () }va ()

+eyt e, P (@) {a (@), By ()i (y) — e e, P () {7 (), T (y) w, " (y)
e e TP ), ) 1 ) — "0, [0 ), F))
_ffzjkequHZ(ﬁ){% (@), By (y)}vi(y) — €76, By (y I (2), 2 (y) Y, (2)
+€ijk€lquZ(x){wa (z), Z(y)}wn q(y)

eyt e T () {117 (2), w0, (y) Yw,” (), (2.2.9)

tomando en cuenta (2.1.3) y (2.1.4) en (2.2.9) encontramos que

{Vi(2), i(y)} = (Equazw [H (y)5a5q63( )] - EijkElqul?<x>5g6253(x - y)wnoq(y)
B ()05010° (& — y)7d () — €D, [TT7:(2)0,6]6° (x — y)]
L(0)0200° (0 = Y)A) + e e, P ()10 = ),V ()

p

pHn
pHa

tey; Gufﬂa(y 0*(z = y)va(@) — €y "Oa, [Ii(2)0° (x — y)]

)
)
= @h Ou, ()8 (x = y)] = €5, P (2)0* (@ — y)w,"(y)
)
—e;; e, T (2)0% (& — y)7d(y) + €7 " Py (1) (z — y)w,” (y)> .(2.2.10)

La ecuacién (2.2.10) es el negativo de (2.2.5) por lo que aplicando esto en (2.2.10)
podemos ver que

{Yi(@), ¥(y)} = —Zey; o8’ (x — y). (2.2.11)

Por otro lado, el paréntesis entre las restricciones ¢;(x) y ¥;(y) tiene la siguiente expresién
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{0s(x), 0i(y)} = {001} + €, " P (z)w,” (z) + €, ()i (), O FY (y)
+e " Prw)vi(y) — e, T (y)w, " (y) }

- p&h 12 ()AL (2), 9 ()} = €0, [T (1T (2), w0, (1) }]
(

"”01) [P (@) {w,” (), PP} + €5 e," Pidw,™ (), By ()} (y)
€ By (WF (), ( )}w,” (x) = 63 fe, P (@){w,” (), T (1) Y, (y)
e T PR (2), 0, (y) }wa () + €50y, [{72 (), P (y) M ()]
teis qu Pra(@) By (){I (=), iy )}+6w & {72 (@), Py (y) M (2) 7 (y)
€57 61" (@) ()T (), w, " () }
—e; 6" {7 (), L () T (), (y), (2.2.12)

nuevamente, sustituyendo (2.1.3) y (2.1.4) en (2.2.12) obtendremos que

{oi(@), i)} = —2(6, 0. [PEW)6015°x — y)] + e, "0y, [PE()8}015%(x — )]
eyt " Po@) 8010 (@ — m<y>+e-~ke ST )50 (@ =y, (y)
— e e, @) PR )01 (0 — y) = €7, 000% (0 — )T (@), M (y)

= (e, 0, [P @ — )] + e O, [PE)0*(w — )
+6ijk€lquk( )53( y)ve(y) + €ij €lkaZ(y)53<5U - ?/)Wan(y)
ey e P )8 e — y) — €6, 8% (@ — T (0w, (y) ). (2.2.13)

El paréntesis (2.2.13) tiene la misma forma que (2.2.5), si usamos ahora la identiedad de
Jacobi veremos que el paréntesis se transforma en

{i(x),1(y)} = e, b (x — y). (2.2.14)
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Ahora calculemos el siguiente paréntesis

= {0l (2) + ;" P (2)w," () + €32 ()T (), = 20" Octwant ()

{¢i(x), ¥/ (y)}

utilizando (2.1.3) y

{¢i(z),

—2n*49,, O, {11} (x

bed

y)}
s waor(Y)} — 20" e1gp0a, [ o (){IIF (), 75 (y) }]

Elqucpo<y)7§

~— —

21l . (T @), w50
—oppede, kacy [{P,f( )> waoi(y) Jw, Oj(x)]
—2nPe, F e { PR (), w () Y (2)74(y)
—277b0de] Elgpte 0 (Y ){Pk< ) i)}, (@)

bcd ka [ ( ){Ha del ]

—277b6d5ijk€lqp%( Jw.Fo (AT (%), v () }
—277b6d5ijk€lqp%( NG (), w o () 37 (y), (2.2.15)

Wi (y)}

(2.1.4) en (2.2.15) encontraremos la siguiente expresion

- s@ww%xh[co<5%%3 ~ )]
+2rtele, k0, [690u0° (2 (2)]
+%W%mqwﬁﬁf(—-ﬁ%”@Wﬂ@
2l ey () o (1) 0300 (2 — )

- E<2n”0“€zip<9az [wo(1)6° (z — y)]
+21"%€;;*0,,, [0°(x — y)w,” (z)]
+2nbad€ijk€lqk53(x - y)wa(]j (2)vq(x)
21, e (2)e0, o (9)0° (0 — )

= E<2nbca€lipaaz [Wc oy )53($ - ?/)} + € kp]g(gc)(gi%(x —y)
+211"€;; 0, [0%(x — y)w," ()]
28w = )P (@ 30) [ 6] 9). (2210

utilizando la identidad de Jacobi encontraremos que el paréntesis esta dado por

{6i(), Ui (y)} = Ze; V3o*(z — y). (2.2.17)
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Ahora calculemos el siguiente paréntesis entre las restricciones 1;(z) y W!(y), es decir

{vi(2), ¥ (y)} = {3a13¢a($)+€z'jk7§( )P () — €5 w, ()1} (), =20 Oewann (y)

=20 eigp. o ()74 ()}

= =20"0,,0c, [{ P (), wan(y)}] — 20" €1p0a, [{ P (), 0.5 () }75()]
_anCdelqpaaz[ w:ho (WP (), 73 (v) }]

n"e;; 0, [l (x){ P (x), wao(y) }]

—277”“%’“6@%( P (), wlo (v) }d ()
_277b6d€ijkelqp%(x)wcpo(y){Pl?(x)’ 74(W)}
+2nPede, ’“8@, [, () {17 (), waoi (y) }]
+21" e, i Fergpwy? (@) {I (), w5 () 37 ()
opbede. y P, (2)w Py () {8 (z), 7 (y)}, (2.2.18)

utilizando nuevamente (2.1.3) y (2.1.4) en (2.2.18) obtenemos

[il@) W)} = E(2000,0,, [05608° (@ — )] + 20" ety [52675%(x — Y1)
+277b0deijk80y [vg(x)égékl(SS(x — y)}
+211" e e1gpa (2)02610° (2 — y)i(y)
=21/ ey, (@) o (1) 0501 (@ — 1))

ij
_ E<2nb““8al.3w [0°(x = y)] + 20" e14i0a, [6°(x — y)73(y)]
+21" €10, [vi(2)8° (x — y)] + 20", Feqd (2)6% (x — y)7i(y)
—277bca€ijk€lk‘pwa0j(x)wc 0(y)8°(x — y)), (22.19)

utilizando la identidad de Jacobi en la siguiente expresion, encontraremos lo siguiente

1"y el (@) (x —y) = 0" [—€; e — e €ige] V(@) (y) 0 (x — y)
bad

=N [%‘kelqk - Eljkeiqk] ”Yg<$>7§(y)53(flf - )

= 2%, Fequl(2)8* (x — y). (2.2.20)

utilizando la ecuacién anterior (2.2.20) en (2.2.19) obtenemos finalmente que
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{i(2), U (y)} = —Ze; "Pho* (2w — ). (2.2.21)

De manera similar a lo desarrollado anteriomente, tenemos que los paréntesis de Poisson
entre las restricciones son

{di(x), @) (y)} = ey " @%@ — ), (2.2.22)
{ti(2), D)(y)} = Ze;y "V (@ — y). (2.2.23)

Por lo tanto, el algebra entre las restricciones esta dada por

{61(2), ¥ (y)} = Ze; b0 (x — y), (2.2.24)
{6i(2),¢;(y)} = Ee;; 010°(x — ), (2.2.25)
{0i(2), D} (y)} = Ze;;"2}0° (2w — ), (2.2.26)
{6i(2), U5(y)} = Ze;; " W36%(z — y), (2.2.27)
{vi(@),1(y)} = —Ze;;*or0*(x — y), (2.2.28)
{¥i(x), ®5(y)} = Ze;; " 070° (2 — y), (2.2.29)
{¥i(@), W5 (y)} = —Ee;; 076%(x — ), (2.2.30)
{@F, @}(y)} =0, (2.2.31)
{@f(2), ¥3(y)} =0, (2.2.32)
{5 (2), ¥3(y)} =0 (2.2.33)

Debido a que el algebra es cerrada, concluimos que las restricciones encontradas son de
primera clase y por lo tanto generan transformaciones de norma. Respecto a este punto,
definimos el siguiente generador

G = /{alqbl + By + VU + gl d§}da?, (2.2.34)
donde «, 3,1, g son parametros arbitrarios. De esta manera, las transformaciones de

norma estan dadas por

ol = 0’ + e 5 (229
500,,0h = _alxﬁh + Elkhalwu()k + ejlh6j7111' <2236)
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Por otra parte, podemos ver que las restricciones son reductibles dado que

9, ®% = 0, (2.2.37)
9, W = 0. (2.2.38)

Para hacer el conteo de grados de libertad, tomaremos como variables dindmicas a aque-
llas que aparecen con una derivada temporal en la accién, que resultan ser (w,,~%).
De esta manera, hay 36 variables candénicas y (24 — 6) restricciones de primera clase
independientes, por tanto, el conteo de grados de libertad esta dado por

GL = (36) — 2(24 — 6) = 36 — 2(18) = 0. (2.2.39)

lo cual nos dice que la teoria no tiene grados de libertad fisicos.

2.3. Conclusiones

Hasta aqui hemos encontrado que la teoria BF tiene un hamiltoniano candnico igual a
cero y restricciones de primera clase, de tal forma que son generadoras de transforma-
ciones de norma. Por otra parte, las restricciones encontradas presentan reductibilidad,
esto afecta directamente al conteo de grados de libertad fisicos, el cual obtenemos que es
igual a cero, por lo cual es una teoria topoldgica.

En el siguiente capitulo, aplicaremos el mismo procedimiento que usamos en la accion
anterior a la segunda clase de Chern, encontrando asi sus ecuaciones de movimiento, el
Hamiltoniano candnico, los paréntesis fundamentales de Poisson, el algebra de restric-
ciones y finalmente las transformaciones de norma asociadas a dicha accién.
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Capitulo 3

La Segunda Clase de Chern

La segunda clase de Chern es un invariante topoldgico y vista como una teoria de cam-
po es una teoria topoldgica, es decir, también no tiene grados de libertad locales. Sin
embargo, cuando este invariante es anadido a otra accién como por ejemplo a una teoria
BF, su contribuciéon puede ser relevante debido a que topologias no triviales asociadas
al haz de norma pueden ser “detectadas” o “vistas” mediante la segunda clase de Chern.
Por otro lado, debido a que dicho invariante se puede escribir como una diferencial total,
su contribucion a las ecuaciones de movimiento es nula, sin embargo, su contribucion
puede ser relevante a nivel cuantico debido a que modifica la estructura simpléctica [19],
en este trabajo de tesis analizaremos desde el punto de vista Hamiltoniano a la segunda
clase de Chern en términos de las variables definidas en el capitulo anterior.

La segunda clase de Chern esta definida de la siguiente manera

1
S[A] = 55/ [F” A Fu], (3.0.1)
donde = es una constante. Para realizar nuestro analisis, introduciremos un campo au-

xiliar B’ que como en el capitulo anterior, corresponde a una 2-forma valuada en el
grupo SO(3,1). Asi, la accién (3.0.1) toma la estructura de una teoria tipo BF dada por

1
S[B, A] = E/ [F” A By =3B A Bu|. (3.0.2)
De la accién anterior es posible obtener las ecuaciones de movimiento. Debido a que las
variables dindmicas de la accién corresponden a A’/ y By, variaremos la accién (3.0.2)

con respecto a cada una de ellas para obtener las ecuaciones de movimiento. De esta
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manera, si variamos con respecto a la variable By, obtendremos la primera ecuacion
de movimiento

) 1 0 1 1
% |FYABy —=BYAB } :—[—F”B Lo _ —BlIp cabuw ]
5B1smm [ g 1J 5B L1 ap DrIwe 3 1€
1 1 1
= ZF(){g(SBIJMVGQﬁMV - ngB%BIJWEa’BW - §B£é5BIJW€O‘ﬁ“
1 1 1
= 1Fag0Bryw e = S B30 By — gB[WCSBW €
1 1
= ZLFO{;!(SBIJ,quaﬁ“V — gBéééB]JMVEQ'B‘uV - gBlIw(SB[JQﬁf!“mﬂ
1 (0% 174 1 (0% 174
= ZFO{BJcSBUWe v _ ZBéJ(SBIJ;we Bu
1
_ afuv 1J 1J| _
— 16 ® |:FCYIB - Baﬂi| —_— 0,
que en forma compacta la podemos escribir
Flj = Bl (3.0.3)

Ahora si variamos la accién (3.0.2) con respecto a la variable AL/ obtendremos la segunda
ecuacion de movimiento

KN 1 Sl a1 e
1
- 157 [a A — 9 AL 4 AL AK 4 AgkAg } Bi e

1
= §€a18leaBIJ,uV =0,

que en forma compacta podemos escribir como

DB;; = 0. (3.0.4)

donde D se ha definido en el capitulo anterior.

Si uno sustituye las ecuaciones (3.0.3) y (3.0.4) en (3.0.2) se obtiene (3.0.1). La intencién
de haber introducido la dos-forma B!’ se debe a que en las nuevas variables definidas
anteriormente se encuentra presente dicho campo, y la forma de la segunda clase de
Chern dada en (3.0.1) el campo B no aparece, es por ello que para nuestros fines nos
conviene trabajar con la segunda clase de Chern expresada como en (3.0.2).
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3.1.

De igual
variables
Ccorremos

—_
—
—
—_—
P —
—
— —

|
(11

|
(1]

+

—_
— —
—

Cambios de Variable

manera, romperemos la covarianza de Lorentz local y usaremos las mismas
que definimos en el capitulo 2. Asi, tenemos que para la accién (3.0.2), si
los indices de espacio-tiempo y de grupo obtenemos

[ 1 = 1 aBuv 1 afuv
FIJ/\B[J— §BIJ/\B]Ji| ::[Z o{gBIJMVe Buv _ gBééB]JMVE Bu :|

| R 1 1.
FgﬂBojuyEaﬁuu —|— ZF&%BZ‘JW,E(I[}“U — ngéB()JW,EQ’B'uV — gB;JBBZ’J/’W€aﬁ‘uVi|
rl

A 1 . 1 .. 1 ..
— 0 v v v 0, v
2|~ F, Boju e + ZF;%BZ.OW&B“ - ZF;gBijuyeaﬁﬂ - gBa]ﬁBojWeaﬁ“

L4~ B

—BZ%BiouyfaﬁuV — gBZlJﬁBij,uy€a'Buyj|

81 ao' 1 . 1 o 1 .
[§Fag30jweaﬁw 7 F By — 2 B Bojp ™ — gB;BBZ-Wea/BW]

[% ng Bojie (Dabe % ng Bojpe calbe | % ng Bojoc caboe | % ng Bojeo cabed

i F Byjpeete + i F4 By jpee™e + ;1 F4 By joee™ + i F4 Byjoge™®

i BY Byjpeebe — }L BY By — i BY Byjoee™ — % BY Byjue™®

% Béf; Bijhe (Dabe _ % BZJO Bijhe ¢a0be _ % BZJb Bijoc gaboe _ % BZJb Bijeo 6abco]

[F o0 Bogsen™ + Fi Bojoen™ + %F 02 Bijpen™ + %F;gBijOcnabc - %B(O)ZBOjbcnabc
%BSZBOjOCT]abC - ;lB(i)ZLBijbcnabc - %lej;BijoCnabc .

Ahora introduciendo las variables definidas en el capitulo 2, encontramos que (3.0.2) se
puede escribir de la siguiente manera

= p1J 1J _=[(- 0j 0j , J . kO 1 _ 3 , kOl abe
=|F"YANB;y— =B /\BU] —u[(waj—ﬁawo + € 5W0" Vo — € 15Wa 70>B0jbc77

1 0j abc 1 i abc
_§Fag§jc77 b~ §6lelOaBijbc77 ’

1 i 1A abe 1 07 pa 1 05 abc 1 i l abe
5 F aBijocn™ — 5 Boaly + 7 Bapien™ + 1 €715 0a Bijee]

J
+1_16 ]lBlabBijOcnabc}
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4 : , =Ge (1
_ <d)a[)j _ aaw()oj + Ejlkwoko,ya P lkw kO,Y(l)> Pa 5 ( BO]T’abc Fggnabc>

2
S ave = ave 1 | pa = abc = abc
+ZF, Bipen™ + ZF", Bioen™ — §Bgszpj - §Bl0aBlbc77 - §BlaszOc77 ’
— <d)aUJ + 8aAj + GJ”CA/@V(ZI + 6]lku.)ako,rl)P]q 4+ % (éngnabc Fggnabc>

: j a E abc 1 | pa 1 a
+<7¢lz — 0ah — kao Yot + eljﬂ(]ﬁf)Hl - §Flalec77 be — §Bgin - §B10aHl
_i_iBlalecnabc

= QP4 AT = Q18 4 T - € O] — AT [0,Pp - € P

gJ C aoc lC C ) aoc
2| - P+ ERyan™] + X2 [11; — EFiu™|

— QP4 AT = QT 4 €T + € 0,2 Py — A0 + €L P

l k1Ta
TE€ j1Wa0 Hz}

a gC C - aoc C C - aoc
e T = 52 [ P — 2R + Xe 115 — ZFian™].

2 2

De este modo, se puede observar que la accién (3.0.2) en términos de las nuevas variables
tiene la forma

S[’y(iza ﬂ-ga w Oia P'a7 Ti7 Ai) giaa Xi(]a] =
- / P AT = 77 [0,T0 + € T 4 el PP = N[0, + €, "L

§i Xl
2¢ |:ch . EFOiabnabc] + 26 [ch . Eﬂabnabc], (311>

l, . OktTta
—€ Wq Hl] D)

podemos observar que la accién anterior (3.1.1) se ha llevado a la forma que encontramos

n (1.6.1), donde H, = 0. Este resultado es esperado puesto que la covarianza bajo
difeomorfismos se mantiene. De (3.1.1) podemos identificar los paréntesis fundamentales
de Poisson, dados por

i), T )} = 6086 — ), (3.12)
{0 (@), Py)} = 82516°(x — ), (3.13)

y al variar la accién respecto a las variables 7%, A® ¢* | x%,, se obtiene que
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5 0,11 + eiklwa%Pﬁ + €ik1751_1? =0= ¢,
T
5_5 _ a k.l pa l, . Oktrma __ o )
SA _aaf)i +€il ’}/aPk €ik Wq Hl —0—%7
oS
— =P - EFo«zbcﬁabc = 0=y,
06,
4S
T =11 — EFn™ =0 = @,
5X Oa

donde se pueden identificar las siguientes restricciones

¢ = Oull} + Elkjwa()kpf + Ezkj%]fH? =0, ( )
VY = 0, P} + ejlkyflP,f — ejklwa%ﬂf =0, ( )
e = PP — E (200we0i + 2655w, 5571 ) 1 = 0, (3.1.6)
(I)? = H? —= (28{,’7,’0 - Eijku}bjowcok + 62]1671{’75) nabc =0. ( )

y las variables 7%, A%, ¢%), x%,, son identificados como multiplicadores de Lagrange.

3.2. Algebra de restricciones

En esta parte calcularemos los paréntesis de Poisson entre todas las restricciones encon-
tradas. Como en el capitulo 2, los paréntesis triviales de Poisson estan dados por

{®f (), P}(y)} = 0, (3.2.1)
{®f(2), ¥(y)} =0, (3.2.2)
{W(z), ¥i(y)} = 0. (3.2.3)

Los paréntesis no triviales los calculamos de la siguiente manera

{0¢(z), o/ (y)} = {1} (x) — Zn™ [2007i(x) — €ijpw,” (2)we" (2) + iyl ()]  1f (2)
—EHdef [286750 (z) — 6lqp(*“)eqo (m)wfop(x) + Elqp”Yg”Y?(x)]}
= =200, {11} (x), s (1) }] + En™ et (y){TT} (z), w s (y)}
+E2n™ g {1 (), w0, (y) w1 (y) — En™ g2 (I (), 75 (y) }
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—En™ g {11 (), 72 () 15 (y) — 2200, [{7i(z), 1T} (y)}]
+En“b66ijsz?j0(x){wcok(l“) Ty )}+” e fwi (2), I (y) hwe " (z)
—En™ el (2){vE (@), I ()} — En"ein{ni (x), 1] (y) 1l (), (3.2.4)

utilizando los paréntesis fundamentales (3.1.2) y (3.1.3) en (3.2.4) obtenemos

{®f(x), ®f(y)} = 2577“’” Be, [670:10°(x — y)] + En™ €172 (y)05076° (x — y)
+En™e qp5“5q53(w — )V (y) — 2200, [6]046%(x — y)]
—577 €k (w)5l’“5?53( y) — EnabCEijk5i5g53($ - y)’yﬁ(x)
= ZEndeiﬁey [53($ - y)} + Hﬁdeaﬂqﬂg(ng(x —y)+ Endaf€z¢p53($ - y)v?(y)
—2=n™9, [53(x — y)} — :n“bdeijl’yg ()8 (z —7)
—En" e 03 (x — y)yE (x), (3.2.5)

redefiniendo y permutando indices encontraremos que

{®f (), ®{(y)} = 0. (3.2.6)

Ahora calculemos el siguiente paréntesis

{6:(2), U}(y)} = {81 () + €, P (2)w,” () + €, 33 ()1 (), P (y) — 220" Dewann (y)
2:77 €lgpwe oY) V1Y) }
- 2:le8d3aza {108 (x), waor ()} — 220" e1gp0a, (w50 (W) {11 (), 7(y)}]
=250 €100, ({11} (2), w5 (¥) 175 ()] + " P (x){w,” (x), B (y)}
—22n";;* ., [{ P (x), waoi (y) }w,” ()]
2"77de “agp{ PE (), w0 (y) Yo, ()74 (y)
2~77 6lquc oly ){P,?(x),’yg(y)}waoj(x)
%k{%( ), P (y)} T} ()
—25 77de " 0ey (72 ()T (2), waoi (y)}]
—220" e e (@) o (T (), 73 (y) }
=250 e; P ergpyd (o) {TT (), 0.5 () 37 (v), (3:2.7)
)

utilizando nuevamente los paréntesis fundamentales (3.1.2) y (3.1.3) en (3.2.7) la expre-
sién que se encuentra es la siguiente
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[6:(0), W)} = 220 ey, [0 o (0)05000% (& — )] + €, PE(2) 3L 8 — )

+25nde k(?cy [5“5k163 T —y)w, (x]
+2~77 €;j Elqpfsg(szég(x_ Y)W, 07 (33)7( )
+250" e, gyl (2)w o (1) 33646° ( — y)

= 2800, [w ()0 (x — y)} + e " P ()8 (x — y)
+220" %, 0, [6° (2 — y)w,” (2)] + 280" e, e d” (¢ — y)w,” (x)73 ()
+2E1" e, ey (1)w o (y) 0% ( — )

= 25" €ip0a, [0 o (¥)0%(x — y)] + € " P (2)0%(x — y)
—|—2Enbmeijk86y [(53(x —y)w, Oj(x)}
2205 @ = ),V (@))€ + € ey g (3.2.8)

si usamos ahora (2.2.7) obtendremos

{6i(2), Ui (y)} = € Vpo°(x — y). (3.2.9)

Calculemos el paréntesis entre las restricciones ®¢(z) y Wé(y), es decir

{0¢(2), Ul(y)} = {II¢(x) — 220" Oyyic(x) + En™eijuw,”” (2)wy" (2)
—Zn" e (2)78 (), P (y) — 2E0™ Oewpou(y) — 220" 1w Fo (y)7F () }
= —2En™ 0. {11} (x), wrou(y)} — 2E0" ergpw.s (W) {1T} (), YF (1)}
—22n" €1 {112 (), w P (y) 172 () — 250" 0y, {vie(2), P (y)}
+E’fzabc€ijkw¢j0($){wcok(fﬁ% Bl ()} + Eneif{w,” (), B (y) hw," (x)
—En" ey (2){VE (), P (y)} — Enee{mi (), Py) e (x), (3.2.10)

de igual manera, utilizando los paréntesis fundamentales (3.1.2) y (3.1.3) en (3.2.10),
veremos la siguiente expresién

{@7(2), 9 ()} = 220" eyl (1)55678° (@ — y) + Zneijuwy” (2)00678% (@ — y)
+E0e;1,0807 6% (1 — y)w.t (x)
= 2577“”%% b ()0 — ) + En e, (2)0% (@ — y)
HEN 03 (2 — y)w,o" (), (3.2.11)
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redefiniendo los indices y permutéandolos, encontraremos que el paréntesis esta dado por

{®f(x), ¥i(y)} = 0. (3.2.12)

El paréntesis de Poisson entre las restricciones U¢(z) y U¥(y) tiene una expresién similar
al paréntesis de Poisson (3.2.11), por lo que

{V(z), ¥i(y)} = 0. (3.2.13)

Encontremos la expresion para el siguiente paréntesis

{i(2), Wi ()} = {057 () + ;"7 (x) P (x) — €;%w,™ ()11} (x), B (y) — 220" Do (y)
— 220" e1gpw. o (¥) 75 (y) }
= —2E0"0,,0,, [{ F{(x), wao(y)}] — 220" e1qp0a, [{ P (2),w. (1) 175 (y)]
=250 €1 0a, [w o (W) {7 (@), Vi (W)} + €, {7a(x), P ()} P ()
—25n" e, kf?cy (93 (2){ P (), wao(y) }]
2~?7 i e Va (@) { P (), w b () 1va (y)
—28n" e, e (2)w o (WP (), Y5 ()} — €, {w,” (z), P (y) 1T (x)
+2~n’”d : ’“acy[ W, () {1 (), waor(y) }]
+2J7 Equw (@) {1 (), w5 (y) 3 (v)
+220" e Peggpw, (2)w, o<y){HZ(9€M§(y)}, (3.2.14)

utilizando de igual manera los paréntesis fundamentales (3.1.2) y (3.1.3) en (3.2.14)
obtendremos que

{wi(z), ¥)(y)} = 2E0"0,,0., [056ua0°(x — y)] + 220" “€14p0a, [62076° (x — y)¥i(y)]

+260" e 0, [72(2)07016° (2 — )} + 250" ey e1gpa ()¢ 070° (@ — y) Vg (y)

_Eijkégélja?)(x - y)Hi( ) 2~77 Elqu Oj(fﬂ)wcpo(y)éd@qﬁg(x - ?/)
= 2E"0,,0., [0°(x — y)] + 22" Ezqﬁaz [83(z — y)7i(y)]
+26n" €50, [vi(2)8° (x — y)] + 220" %€, a1y (2) 0% (x — y) i (y)

—e;"6° (z — y) i (x) — 280" €, erppw,”™ (z)w fo (9)8° (x — y), (3.2.15)

utilizando (2.2.6) y la identidad de Jacobi (2.2.7) en (3.2.15) encontraremos como en el
capitulo 2
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{i(2), ()} = —€, "PY* (2 — ). (3.2.16)

De manera similar a lo desarrollado anteriormente, tenemos que los paréntesis de Poisson
entre las restricciones tiene la siguiente forma

{0i(x), @) (y)} = € "L (x — ), (3.2.17)
{i(2), 21(y)} = €, "V (2 — ). (3.2.18)

Por lo tanto, el dlgebra entre las restricciones esta dada por

{0i(2),95(y)} = €0 (x — y), (3.2.19)
{01(2), 0;(y)} = €, 10> (x — ), (3.2.20)
{6i(2), ®5(y)} = ¢, 0}0%(z — y), (3.2.21)
{i(x), Wi(y)} = €; " Vid*(x —y), (3.2.22)
{vi(@),1(y)} = —€;;" or0°(x — y), (3.2.23)
(i), @5 (y)} = €ijk‘1’253(3¢ —Y), (3.2.24)
{¥i(@), W5 (y)} = —¢;; 78%(x — y), (3.2.25)
{®f, ®5(y)} =0, (3.2.26)
{®f(2), ¥(y)} =0, (3.2.27)
{08(2), ¥i(y)} = 0 (3.2.28)

Como en el capitulo 2, debido a que el algebra es cerrada, concluimos que las restricciones
encontradas son de primera clase y por lo tanto generan transformaciones de norma.
Respecto a este punto definimos el siguiente generador

G = [{a'or+ Bu, + vt + git)as’, (3.2.29)

donde «, 8,1v,g son parametros arbitrarios. De esta manera, las transformaciones de
norma estan dadas por

0y, = —0,0" + e alyy — ey Fw,™ + gy, (3.2.30)
5WV0h = _auﬁh + 6llchal("']l/Ok + Ejlhﬁj%l/ + :uzlz (3231)
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Por otra parte, las restricciones presentan reductibilidad, dado que

0, D% = ¢, (3.2.32)
0, Ut = 1Yy (3.2.33)

Se puede notar que, a diferencia de la teoria BF' tratada en el capitulo anterior, las res-
tricciones @Y, \I/? y la reductibilidad son diferentes, por lo que ambas teorias presentan
estructura diferente.

De igual manera, tenemos 36 variables candnicas que describen al sistema y 18 restric-
ciones de primera clase independientes, por lo que el conteo de grados de libertad es

GL =36 —2(18) =0, (3.2.34)

por tanto la teoria no tiene grados de libertad fisicos.

3.3. Conclusiones

En esta parte hemos encontrado que el analisis Hamiltoniano de la segunda clase de
Chern tiene similaridad con la de la teoria BF', sin embargo, las restricciones no son las
mismas, y tienen diferentes condiciones de reductibilidad, no obstante, cumple con ser
una teoria topoldgica ya que no tiene grados de libertad fisicos.

En el siguiente capitulo, aplicaremos el mismo procedimiento que usamos en la accion
anterior al invariante de Euler, encontrando asi sus ecuaciones de movimiento, el Hamil-
toniano candnico, los paréntesis fundamentales de Poisson, el algebra de restricciones y
finalmente las transformaciones de norma asociadas a dicha accion.
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Capitulo 4

El Invariante de Euler

Al igual que en los casos anteriores, el invariante de Euler visto como una teoria de
campo es una teoria topoldgica. Sin embargo, a diferencia de la segunda clase de Chern,
cuando el invariante de Euler es agregado a una accién ya sea topoldgica o no, su con-
tribucion puede ser relevante cuando uno trabaja con topologias no triviales asociadas
a la variedad base, debido a que dicho invariante “ve” o “detecta” la topologia de la
variedad. Por otro lado, debido a que el invariante de Euler puede escribirse como una
diferencial total, su contribucién a las ecuaciones de movimiento es nula, sin embargo,
su contribucién se ve reflejada en la estructura simpléctica de la teoria [14], [20].

El invariante de Euler estd definido de la siguiente forma

S[A] = %/*F” A Fry, (4.0.1)

donde 2 es una constante y F!7 est4 definida como en los capitulos anteriores. De igual
manera, introduciremos un campo auxiliar B;; que corresponde a una 2-forma valuada
en el grupo SO(3,1). Asi, la accién (4.0.1) en términos de B y F' se obtiene que

1
S[A, B] = Q/ xF' A Bry — 3% B A Byy. (4.0.2)

De la accién anterior es posible obtener las ecuaciones de movimiento. Debido a que las
variables dindmicas de la accién corresponden a A’/ y By, variaremos la accién (4.0.2)
con respecto a cada una de ellas para obtener las ecuaciones de movimiento. De esta
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manera si variamos con respecto a la variable By, obtendremos la primera ecuacion de
movimiento

)
5BIJ;W

5 1 1J KL afBuv 1 IJ KL «
B 5Bm,,[86 i Fa Brawe™™ ~ 166 K1 Bas Browe Bu]

1
[Q(*F[J/\BIJ_§*B[J/\BIJ>]

1 1 1

16 16
1 1 1
Q Q

en forma compacta podemos escribir

1 = xB17. (4.0.3)

Ahora si variamos la accién (4.0.2) con respecto a la variable AL/ obtendremos la segunda
ecuacién de movimiento

) 1
SAIT [Q(*FIJ/\B[J— é*BIJ/\B[J>]
o 11, 1
= Q(SA”[ el KLF B[JWeaﬁ“” 166 KLB BUWEO‘/BW}
Q 0
= sy | Oa AR — D AKE + AL AR + AL AK"| Buyet

_ 1J 1J n IJ n _
= € ’k0sBrju +e€ KnABLBIJW + € L Aak Brow =0,
en forma compacta podemos escribir como

D x BXE = . (4.0.4)

donde D lo hemos definido en el capitulo 3. Si utilizamos (4.0.3) en (4.0.2) obtenemos
(4.0.1).
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4.1. Cambios de Variable

De manera similar que en los capitulos 2 y 3, romperemos la covarianza de Lorentz local
y usaremos los mismos cambios de variable utilizados en el capitulo 3. De esta manera,
tenemos que para la accién (4.0.2), si corremos los indices de espacio-tiempo y de grupo
obtenemos

2

r 1 1 1
* FIJ VAN B[J — 5 * BIJ VAN B[J] = Q|:§€IJKLFKL VAN B]J — A—LEIJKLBKL VAN B[J]

rl 1 o Buv 1 1 o Buv
Lt (i Do) ~ ety ()

1, KL 1 KL
ge JKLFaE BIJWEQBW - 1_66 JKLBa BIJﬁweaﬂW]

Q
1 07 kl afuv 1 i0 kl afBuv 1 ij 0l afBuv
Q gﬁ lea,BBojHVE + gﬁ leagBi0uV€ + gﬁ OlFl)z,BBiJ'W6
I v 1 0j v I v
3¢ poFas Bigu ™™ — T€ Bl Bojue™™" — T2€ 1y Bls Biowe®™
L 4 ol L4 kO
_1_66” olBaf}Bijuz/Ga’BW — EEU koBa,BBijquaﬁW]

1 03 v L4 v 1 0j v
= Q [Ze wiF s Bojuwe™™™ + 7€ o Fos Bigpu €™ — <€ Bl Boju ™

1 ..
Bl B

I
2

1 . 1 .. 1 .
= Q [ZejkzFo’f,éBowaaﬂW - f”nglﬁBiwaaﬂw - gejleglﬁBOJ',uueaﬁwj

1 ..
€ Bl B |

= Q [ - %F@EBOW&BW + %F%B,We"‘/g“” + iBjaﬁBojWeaﬂ“" — }lBglﬁBlWeaﬂW
= 0 [ - %FgaBOjbceoabc - %FgoBojbcéaObc - %Fijoj()cﬁaboc - %ngBOjcoeabco

+% (?(iBlb&Oabc 4 %F(%Blbcea()bc + %FL% BZOCEabOC + %Fc% BZCOEabCO

%1 B, Bojnee™ + % BY, Bojnee®™ + i B, Bojoue®™ + i B, By

_i B(())i By, (Vabe 411 B% By, ca0be i B% Bio. cabe ;1 B(% Bieo (abco

— O - FgaBOjbcnabc - FibBOjOCT]abC 4 FOO(iBlbcnabc + FL%BZOCnabC + EB(J)GBOjbcT]abC
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1 J abe 1 0l abc 1 0l abc
+§BabB0j00n - §BOQBlbc77 - §BabBlOc77

Ahora introduciendo las variables ya definidas anteriormente, encontramos que (4.0.2)
se puede escribir de la siguiente manera

1 Q i ; "
Q[*FIJ/\BIJ_§*BIJ/\BIJ:|:E[_<%Jz_aa7(]) Eszo Wao +6lk707a>P:|
ngc
2
Q , Q
~° pa

J I —
“Eli e gl

+

ngnabc += [(waoz — B + Gljkwokoﬁ _ D ko%)H?} B ;(l FOlpabe

Q Q
Ha 0 CPcl
4_§ 4HX1

Qr o . .
= = [ — 4+ 078 + € 3o Wag” — Ejuﬂo%] P+

—

+¥ [wam — Dawe® + eyl — €y, ko,%}l—[? _ %;c [Hj =F o™
- Q;(S [ pe_z Fmabnabc]

— g [ - ;yg'qu + I + TjaaPJ? — A9, T1¢ — Ale, w OkP“ Akekj VI + 7 elk]fykpa
—rfejklwao’ﬂng] B Séc [Hc - jabnabc} B Q;é c [ proz FOlabnabc]

-2 (= 42Pr 0,7 ) = A (DT + e w, P+ e 51T )

7 a a.j TTC0 ngc c —_ c Q lc c - abc
+7 (C%Pi + e, Pl — eijkwaOJHk> - o= <Hj EFjan™ ) - ;(: (Pl — EFyan™ )

De este modo, se puede observar que la accién (4.0.2) en términos de las nuevas variables
tiene la forma

% a 0z a 1 i1 i
S[’yauﬂ-i7w 7P'JTaA7ga7XOa]

Q |
_ / = (=P + o, ) = A (012 + € P, P+ e ;)

, Qg7
47 <aaﬂa +e kPk ,ya € OJHa> _ 220 <Hj _= jabnabc)
%
2=

‘ (Pf - EFozabn“bc>- (4.1.1)
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Podemos observar que la accién anterior (4.1.1) se ha llevado a la forma que encontramos
n (1.6.1), donde H. = 0. Este resultado es esperado puesto que la covarianza bajo
difeomorfismos se mantiene. De (4.1.1) podemos identificar los paréntesis fundamentales
de Poisson, dados por

{na(@), —= P} (y}) = 6.0;0°(z — ), (4.1.2)

{w, " (z), =5(y)} = 5b5153( Y), (4.1.3)

m22m o

y la variacién de la accién respecto a (7%, A%, ¢, x%,,) se obtiene que

0S
_ a Ha 4 Ezk’ OkPa 4 Elkj,ykl—[a . O
ON?
oS
T — aaf)ia—i-gl ’YlPk. - Ezkw OkHCL — O
ot
0S
ra Pi— EFOz‘bcﬁabc =0,
6X Oa
oS
— =11} — SFyn™ =0,
o¢t

a

donde se pueden identificar las siguientes restricciones

¢ = OuI17 + €, w P P + €, 4E119 = 0, (
V; = 0, P} + ¢ ’yl P —e;lw, M =0, (
TP = P — 2 (200we0i + 25000 '072) 1 = 0, (4.1.6
¢ =TI — 2 (207ie — €inw,” weg" + eijwivf ) ™ =0, (

vy las variables 7%, A%, ¢%), X"y, son identificadas como multiplicadores de Lagrange.

Es importante comentar que las restricciones (4.1.4)-(4.1.7) son las mismas que las en-
contradas en (3.1.4)-(3.1.7), sin embargo, las estructuras simplécticas para la segunda
clase de Chern y del invariante de Euler son diferentes, esto lo podemos ver comparando
(4.1.2), (4.1.3) y (3.1.2), (3.1.3). Por otra parte, las condiciones de reductibilidad son las

mismas.
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4.2. Algebra de restricciones

En esta parte calcularemos los paréntesis de Poisson entre todas las restricciones encon-
tradas. Para esta accién tenemos las mismas restricciones que en la seccién 3, pero con
las variables canénicas expresadas en las ecuaciones (4.1.2) y (4.1.3), utilizando estas dos
ecuaciones anteriores en las ecuaciones (2.2.5), (2.2.13), (2.2.10), (3.2.5), (3.2.10), (3.2.7)
obtendremos el dlgebra de restricciones.!

Para calcular el siguiente paréntesis de Poisson tomaremos el paréntesis (2.2.5), y utili-
zando los paréntesis fundamentales (4.1.2) y (4.1.3) obtenemos

(6i0), )} = =] = 0,0 (B0 — 1) + €,*0n, (PO (o — ) +
Eijkelqp525253($ - y)wan(I)HZ(y) + Ez-jkequpﬁ(x)vﬁ(y)%(;%g’(ﬁ —y) —
_Ez‘jkequé;{‘sgdg(x -y (z)w 0q<y) - Eijkelqplyg(x)Pg(y)dzdzdg(x - y)} =

n

+ 2|

—_

= o[- @0 (B (@~ ) + e 0, (PE@)8 (@ — 1)) +
teyten 0w — ),V (Ta(y) + eyt PR ()6 (2 — y) -

_ﬁz‘jkeij(sg(x - y)HZ(l’)waoq(y) - Eijkelkp72<x)Pg(y)53($ - y)} ) (4.2.1)

si aplicamos la identidad de Jacobi (2.2.7) encontraremos que

—_

{0u(2),0i(9)} = —Gea (@ — ). (42.2)

Para calcular el siguiente paréntesis, tomaremos la expresiéon del paréntesis (2.2.10) y
utilizando nuevamente los paréntesis fundamentales (4.1.2) y (4.1.3) veremos lo siguiente

1Es valido usar las ecuaciones (2.2.5), (2.2.13), (2.2.10), (3.2.5), (3.2.10), (3.2.7) porque en el
desarrollo solo se utilizé el hecho de que {y{(z),75(y)} = {II¢(x),11%(y)} = {P(x), P}(y)} =
{w%(x),w;” (y)} = 0 que para las secciones 3,2 y 4 son las mismas.
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{io). )} = 2 [0, 00, (B w)03010% (0 = 1) — e,", (PE)O0L0°(w — ) +
e MO0 =) e, PN e~ +
+

e T (2)L030% (2 — y)eo, 2 (y) — €, e, T ()02010° (@ — ), ()] =

62] n
= a0 (Prw)s (@ — ) — e, (PE()F (@~ v) +
ey e Pa)8 (@ — 9 (@) — e e, @)oo — y)ily) +
+€ijk€lani($)53(95 —y)w,(y) — eijkelkpl'[g(y(S?’(as - y)wa()j(:v)} , (4.2.3)

aplicando la identidad de Jacobi (2.2.7) encontraremos que el paréntesis tiene la siguiente
forma

{Wi(@), i)} = Gea “vud* (@ — y). (4.2.4)
Para poder calcular el siguiente paréntesis de Poisson entre las restricciones ¢;(x) y ¥ (y),
tomaremos la expresion del paréntesis (2.2.13) y aplicando los paréntesis fundamentales

(4.1.2) y (4.1.3) obtendremos

i) )} = [, 0 (WIS — ) + 6, 6, Pr(y)5dte (= y)w,(x) -

b PRSI0 e — ), (y) — €3 h, (51656%(x — y)TIg(x))

2l

n

_€zjk€1qp555253<x - ?J)Hz<x>72(y) + Eijkelqp’)/a(x)np (9)525/353@ - y)] =
- 6 [Elipaaz (I ()0 (z — y)) + Gijk%ppﬁ( )0%(x — y)wan (z) —
€ kelqulg(x)és(‘r - ) Oq — € kally ( )) -

fei 0% (@ — y) ()i (y )+€zgk€lk Yo (@) (y )53($ - y)}v (4.2.5)

aplicando la identidad de Jacobi (2.2.7) el paréntesis estard dado por

—_

{#i(2), vi(y)} = Gea " and’ (@ — ). (4:26)

Para calcular el paréntesis de Poisson entre las restricciones ®%(x) y ®%(y), tomaremos la
expresion del paréntesis (3.2.5) y usando los paréntesis fundamentales (4.1.2) y (4.1.3),
el paréntesis de Poisson estara dado por
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—2
{®f (), @f(y)} = ﬁ( - ndef‘flqueqo(y)(;;(;%?)(x —y) = Elqp5 o7 8 (x — )Wfop(y) +

e, (2) 020763 (2 — )+nab%wk5d(sﬂa( Y (@) =

=2

= %( — 0" e14iw,” (y) 0% (x — y) — 1™ €ipd” (x — y)w, (y) +

e, (28 (@ = ) + 1" end® (2 — gl (2)), (4:27)
permutando y renombrando indices, encontramos que

{@f(x), 2 (y)} =0. (4.2.8)

Para obtener la expresion del siguiente paréntesis, utilizaremos la expresion (3.2.7), sus-
tituyendo los paréntesis fundamentales (4.1.2) y (4.1.3) encontraremos lo siguiente

=2 =2

(@), W)} = 250000, [P — )] + 2 aqn, [ — )i(w)] -

—

_2_nbca€ijqelqucp0(y)63(x - y)waoj(x) — ot k53($ - y)Hi('CE) +

1]
%)
1]

Q Q
=2 )
+2577bca6z’jlacy [va(2)8%(z — y)] +
=2
+27 " ey e (0)0°(x = y)7i(y), (4.2.9)
haciendo el algebra correspondiente obtenemos
{0i(2), W (1)} = S "948° (x — ). (4.2.10)

Qzl

La expresién del paréntesis de Poisson {®%(x), U¢(y)} estara dada usando la expresién
(3.2.10) y utilizando los paréntesis fundamentales de Poisson (4.1.2) y (4.1.3) encontra-
remos que
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EZ 52
{®7(2), (W)} = 250" 0, [070a0°(x — y)] + 20" e1gp0 070 (x = y)7f () +

=2 =2 )
+2%77ab03bw [64620% (x — )] + ﬁﬁ“bc%mf (2)0;6%6° (x — y) +
=2 .
+ﬁnabc€z‘jk555553(l‘ —y)E(z) =

=2 =2 )
= +25ndaf€lqi53(l’ —y)viy) + ﬁn“bdeing ()83 (z —y) +
EZ
+ﬁnadc€ilk53<x — )7k (), (4.2.11)

redefiniendo y permutando los indices, el paréntesis tendra la siguiente forma

{@f (), ¥{(y)} = 0. (4.2.12)

Por la similitud a la expresién (4.2.11), los siguientes paréntesis son

{®f (), D} (y)} = (4.2.13)
{W(x), ¥i(y)} = 0. (4.2.14)

Ny
S~—
—
|
=

Para obtener la forma del paréntesis entre las restricciones ¥;(z) y W!(y), utilizaremos
la expresion (3.2.14) y utilizando los paréntesis fundamentales de Poisson (4.1.2), (4.1.3)
en (3.2.14) veremos que
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Q@)W = 2, [l )00 @ — )] — e 0 ) P (e) —

22 et ey ()30 — ) —

_2;277 €0, [w, ¥ (2)036,0%(x — y)] —

22 ol e, @020 o — ) =

= _2%277bca€lipaaz [Wc o( )53(95 - y)] - %Ezl k53(x - )Plg(x) -

22 e e )y ()5 ) —

—Q%ch%z‘jlacy [w, ¥ ()0 (x — y)] -

9= e R Y (25 (x — ). (4.2.15)

K

utilizando laidentidad de Jacobi (2.2.7) en (4.2.15) la forma del paréntesis serd

—_

(@), W)} = e B0’ (w — ). (4.2.16)

De manera similar a lo desarrollado anteriomente, tenemos que los paréntesis de Poisson
entre las siguientes restricciones tienen la forma

(01(0), B)} = e UL — ). (4217
{ale), Bh(w)} = e B ). (1218)

Por lo tanto, el dlgebra entre las restricciones esta dada por
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() 0) = oot — ), (4219)
{8:(2),6,)} = e (@ — ), (4:2:20)
{01(a), B5(1)} = — 5o WS (@ — ), (4:221)
{0:(2), U5 (9)} = Gy 4o (x — ). (42:22)
{i(@), vy} = Ge s (e — ), (4.223)
{i(@). B} ()} = e 0i0(x — ), (4:224)
{i(@), B(9)} = 56" 130 (@ — ), (4.2.25)
{®f, ®5(y)} =0, (4.2.26)
{97(x), Wi(y)} =0, (4:227)
{U8(2), ¥i(y)} = 0 (4.2.28)

Podemos notar que el algebra de restricciones (4.2.26)-(4.2.28) comparada con (3.2.26)-
(3.2.28) son exactamente las mismas, sin embargo, comparando (4.2.19)-(4.2.25) con
(3.2.19)-(3.2.25) son diferentes, aunque el dlgebra sea cerrada, los paréntesis de Poisson
son diferentes en ambas teorias.

Como en los capitulos 2 y 3, debido a que el algebra es cerrada, concluimos que las
restricciones encontradas son de primera clase y por lo tanto generan transformaciones
de norma. Respecto a este punto definimos el siguiente generador

Gz/mw+w%+%w+¢wMﬂ (4.2.20)

donde «, 8,v,g son parametros arbitrarios. De esta manera, las transformaciones de
norma estan dadas por

oy = - [ —0,0" + ¢y lw,” + ejlhﬁj%l/ + Mﬁ] ) (4.2.30)

Oh _
ow, " =

| ol D

[ — 9,0 4 ¢, alyk — ejkhﬂjwVOk + glﬂ : (4.2.31)
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De igual manera que en los capitulos anteriores, tenemos 36 variables candnicas que
describen al sistema y 18 restricciones de primera clase independientes, por lo que el
conteo de grados de libertad es cero, es decir, la teoria no contiene grados de libertad
fisicos.

4.3. Conclusiones

En este capitulo encontramos algo muy similar a lo obtenido en el capitulo anterior, a
diferencia de la estructura simpléctica y el algebra de restricciones, que son diferentes
para ambas teorias.

En el siguiente capitulo, aplicaremos el mismo procedimiento que usamos en la accion
anterior a la accién generalizada, encontrando asi sus ecuaciones de movimiento, el Ha-
miltoniano candnico, los paréntesis fundamentales de Poisson, el dlgebra de restricciones
y finalmente las transformaciones de norma asociadas a dicha accién.
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Capitulo 5

La Accion Generalizada

En este capitulo trabajaremos con una accion que estd definida en términos de una teoria
BF, la segunda clase de Chern y un término que en gravedad a la BF se le asocia a la
constante cosmologica. La accion esta dada por

S[B, A] = / F'7 N Fry+2kB" N Fry+ K*B" A Byy. (5.0.1)

El andlisis hamiltoniano de la accién (5.0.1) ha sido reportado en [21], en ese articulo
se trabajo con el espacio de configuracion original, tomando por variables dinamicas a
la conexién A y el campo B. Dentro de los resultados importantes encontrados en [21],
podemos citar que la teoria (5.0.1) es topoldgica, la teoria tiene restricciones de pri-
mera clase reductibles y restricciones de segunda clase irreductibles y el Hamiltoniano
extendido es una combinacién lineal de restricciones de primera clase. En este capitulo,
realizaremos el andlisis Hamiltoniano de la accién (5.0.1) [21] en términos de las nue-
vas variables definidas anteriormente, encontraremos solo restricciones de primera clase
reductibles y concluiremos también que la teoria es topoldgica.

De la accién (5.0.1) es posible obtener las ecuaciones de movimiento. Debido a que las
variables dindmicas de la accién corresponden a A7 y By, variaremos la accién (5.0.1)
con respecto a cada una de ellas para obtener las ecuaciones de movimiento. De esta
manera si variamos con respecto a la variable Bii obtendremos la primera ecuacion de
movimiento
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o
5BY
0 11 k k?

_ 1J 3 1J 3 7 3
N @ [Z_l oc,BF[J/WEa Yt §Ba FIJIWEOC " ZBaﬁBIJMVea "

k k2 k2
— —6Bi‘éFIJW6a6W + Z(SB%BIJWEO‘B“V + ZBi‘é5BUW€aB“”

2

k 1J oafuv k k2 1J afuv
= §5Ba56 [F[JW, —+ §B1J“y:| + Z5BWJBL]Q5€

k

= 560‘5’“' [Flj,uu + kB]qu} =0,

[F” AFy, +2kBY A Fy, + K2BY A BU]

que en forma compacta podemos escribir

F]J = —]{iBIJ. (502)

Ahora si variamos la accién (5.0.1) con respecto a la variable AL/ obtendremos la segunda
ecuaciéon de movimiento

)
M—IJ[FIJ NFry+ 2]€BIJ/\F[J —+ ]{:2BI‘] A BIJ:|
0 1l wipr K ok .
T GAL [ZF%FUWG s EBCIMJFIJHVG v 4 ZB%BUWE P ]
1 6
~ AsAU [a“AéJ — O AL + Ay AY + AikAék] Fp e
E 6
+§ SAIT |:8/J'AI{J - ayAij + AikAl]fJ + AikAIIjk} Buaﬂeaﬂw
1 4
T ASALT [aaA,é’J - 85A£‘] + AikAIEJ + AikAék] [FIJ;W + QkB[JMV} Py

= 85 (F]]/W + 2kB[JMV>] Gaﬁuu + AEJ (F[Jm, + ZkB[Ju,j>:| Eaﬁuu
+AZI <F]J#1/ + QICB]JW,>:| B

= |:D5 <FIJ/“’ + QkBIJIU/)} Eaﬁp,y = 0,

que en forma compacta podemos escribir como
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D(FU v 2/<;BU> —0, (5.0.3)

donde D se ha definido en el capitulo 2.

5.1. Cambios de Variable

Como en los capitulos anteriores, romperemos la covarianza de Lorentz local y usaremos
las variables ya definidas en el capitulo 2. De esta manera, tenemos que para la accién
(5.0.1), si corremos los indices espacio-tiempo y de grupo obtenemos

1 k
F'"Y N Fry42kB" N Fry+ k*B" AN By = ~Fi3 Fryume®™ + Bl Fr ™

4 2
kQ
+ZB%BIJW€OCBW
_ lFOJF afuv + lFZJF affuy + EBOJF afuv + EB’LJ F afuv
- 4 aff 0Juv€ 4 aff iJuv€ 2 off 0Juv€ 2 af iJuv€
k2 k? .
+ZB%BOJW€WW + ZB%BZ‘JWGMW
o lFOjF ) aBuv + lFZO . aBuv + lF’L] F.. afuv + EBOj Fh aBuv + EBZO F. aBuv
= glaB 0juv€ 4t B i0pv € 4B i€ o9 0jpuv€ o Pap i0pv €
ki’ ocl/k20’ auk2i0 aqui‘ aBuv
+§BO;75E]MV€ P + ZBaJﬁBOjMVE P + ZBOCBBiOH’VE P + ZBOZBBUW/E &
- - ~ o .
= §F22F0jweaﬁ“” + ZFaJ,BEjWEa/BW + kBgJBFQjWEO‘W” + §BOZBE-J~WEO"B"
kQ . k2 ..
5 Bals Bojuwe ™™ + - Byly Bijuwe™™”
1 05 Oabe 1 05 a0be 1 05 ab0c 1 07 abc0
= §F0a FOjbc€ + §Fa0 FojbCE + §Fab FOjOCE + §Fab FOjaE
+ZL SiF’ijbceoabc 4 ZF(%F'jbceaObc + ZF’;{)F’,joceabﬂc + Zng ijaEabCO
+kBip Fojbee®™ + kB Fojuce™™ + kB Fojoec ™™ + kBg) Fojeoc™”
_'_gBé]C'LFvijbCEOabc + gB(il](')EjbceaObc + gB(iljl;FvijOCeabOc + gBijl;FijcoeabCO
K oj K oj K oj K oi
_'_EBOéBOjbCEOabc 4 EBQ(J)BOjbCEGObC + EBaiBOjOCEabOC 4 ?BaiBOjCOGabCO
k2 . ]{;2 .. ]{;2 .. ]{;2 ..
+ZB[I)]QBijb060abc + ZBZJOBijbceaObc 4 ZB;JbBijOCEabOC + ZBZJbBija‘EabCO
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j j 1 ij 1 ij abe j abe
= Fol Fojeen™ + Foj Fojoen™ + §F02Fz’jbc?7“bc + §Fain‘j0c77 b 4+ 2k BY) Fojoen™
+2kBSZFOjOC77abC + kBéiE’jbcnabc + /fBz)Fij()c??abc + k?2BgZBOjbc7]abc + k?ZBgZBOjoC??abC

2 b K2 \
+?BOJ,IBijbc77a “+ ?BQJsz’jOcna ‘.

Ahora introduciendo las variables definidas anteriormente, encontramos que (5.0.1) se
puede escribir de la siguiente manera

FIJ /\F[J+2]{3BIJ /\FIJ +I€2B1J /\BIJ _ |:wa 05 aaw() 0j +€J wWo k(],y(ll

J kO 1 abc
—€ xWe 70] FOjbcn

, o 1 ..
- 0j 07 J kO 1 J kO, 1 abc 1yl abc
+ [Wc — Owy € pwo T — € . %} Fojaon™ — 56 1Fr oo Fijoen

1, . ok : o ‘
J ol b 07, _ab -0 05 J kO 1 J kO 1
_5‘5 1 apFijoen™ — k<ojaFye n™™ + ?ch [Wc 7= Oy 7 € pwy e — €, 70]
ij Pl b ii 1l b k2 o k2 o b K l b
7 1.
—ke JIB ()aFijbcna ¢ — ke JZB abﬂjOcna ‘4 ?Boif)ja — EBag%ch]a ‘- ?6 JZB ()aBijbcna ‘
N k2
l b
—€7, B’ Bijoen” C(;)

. oi .
_ 2F0jbc77abc [Wa % — Doy ¥+ €y KO ¢ o ko%] + FL Fpep® + Pl Bt

4 ok . . . A
—kCOjaFffﬁ“bC + ?ch [Wc 7 — Dewy Yt k%o kO’Yi — € W, kO'Y(l)] + QkBlanzbcn“bc
k2 : k2 ,
+2kBlabE0cnabc _ 2—:P]q§] e 2_:ngij + k,QBloaBlbcnabc + k,ZBlabBlOCnabc
2k

— 20,9 | PP+ Fogpen™| — 2000, | o™ + 2 P2 | + 204 1L | Fonen™ + Z P |

. k . . , he
+2r'e 0w, [Fojbcnabc + EP;] +2 [73 — DaYo — Eljk‘*"ojowaok + €ljk’Yé’Y§] Fipen™
0j, abc l abc 2k clsl l l jo k l Jk k? a _j
—kSjalyen™ — kX 9o Fben™ + ?Hl [% — Oy — € jRWo Weg T € jk’Yo’Yc} - ?P] Sa
k2 "
—?XlOaHz
1 k a abc - 05 k a abc 7 k a abc
= 29, [Eﬂl + Fpen ] + 2w, [EP] + Fojnen } —2A [5a <5Pj + Fojben >

k k k
+€jl k")/(ll (EPIS + FOkbCT}abc> - €jk,lwa0k (EH? + F}bcnabc)} - 27’l |:8a (EH? + Ebcnabc>
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; k k k
e, (2P + Fopen™ ) + o275 (210 + Finen™ )| + kel | 2 P + Fogoen™
k
_kXZOa [EH? + Ebcnabc]7

definiendo los siguientes cambios de variable

k

WGZQEﬂf+EmWﬂ, (5.1.1)
k

H“=ﬂ;W+mem} (5.1.2)

se obtiene

—

_ ;)/CILHEa + wa()jf)]{a — A\ aan{a + € ,yClLPla — €1 waOkHEa —r a H/a + Elk OkP]/a
; k . k
+€lkJ75H;ai| + §§CJL [Pj{a o 2F0jbcnabc + Fojbcnabc] . 5Xloa [Hga . 2Ebc77a c 4 Ebcnabc

_ ,-y(llnga +wa0jpj{a — A\ aapj{a + € ’7l Pla — €1 waoknga _r 8 H/a + Elk OkPla

J

—

k
_ _Xl 0n |:H;a o Fvlbcnabc:| )

—I—elkj’yfl_[;“] + —¢/ [Pj(“ — Fojbcnabc:| 5

2

De este modo, se puede observar que la accién generalizada tipo BF' (5.0.1) en términos
de las nuevas variables tiene la siguiente forma

S[/}/{Z‘w 7'('?, wama -F)iaa Ti? Ai7 giaa Xi(]a]
_ /;Y(IZHEQ + wanF)J{a _ Aj |:aaP]{a + € ’Yl P/a — € waOkH/a] |:a Hl + €lk; OkP/a

J

k k
e VL] + S| P = Fognen™)| = 500 | T = Fuan™). (5.1.3)
Podemos observar que la accién anterior (5.1.3) se ha llevado a la forma que encontramos
n (1.6.1) donde H. = 0. Este resultado es esperado puesto que la covarianza bajo
difeomorfismos se mantiene. De (5.1.3) podemos identificar los paréntesis fundamentales
de Poisson, dados por

{7a(2), I} (y)} = 6;0,0%(x — y), (5.1.4)
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{w"(2), P ()} = 6,0;0°(x — ), (5.1.5)

y si variamos la accién respecto a variables 7, A", ¢, x",, se obtiene que

gf = 01 + € w,F P* + €, /A1 = 0 = ¢,
;fz = 0, P + ¢, "y Pl* — ¢, 'w FIT* = 0 = 4,
;j; = P/" — FOibcnabC =0=17,
5;5(8 e B — 0 — 00,

donde se pueden identificar las siguientes restricciones

¢ = 0,111 + € w,F P + €, 11" = 0, (5.1.6)
U = 0, P + €, YL P — €/ w M = 0, (5.1.7)
Ui =P - (2abwc0i + 2€ijkwbk07£) n™e =0, ( )
¢ =T — (207ie — €inw,” weo™ + €178 ) 1 =0, (5.1.9)

las variables 7%, A%, ¢%, X*,, son identificadas como multiplicadores de Lagrange.
y 0> X 0a P

5.2. Algebra de restricciones

Bajo los cambios de variable propuestos en (5.1.1) y (5.1.2), las restricciones y las va-
riables ¢’s y p’s tienen la misma forma que en el capitulo 3, por lo que su algebra de
restricciones es la misma bajo esas nuevas variables. Por tanto, el dlgebra entre las res-
tricciones esta dada por
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{0i1(2), 05 (y)} = €, 0’ (& — ), (5.2.1)
{0i(2), d;(y)} = ;"0 (x — y), (5.2.2)
{oi(2), ®5(y)} = €, 040%(x — y), (5.2.3)
{¢i(x), Wi(y)} = €, Wi ( — y), (5.2.4)
{0i(2), ()} = —€;"or6° (& — y), (5.2.5)
{¢i(2), ®§(y)} = €; V6% (x — ), (5.2.6)
{0i(x), Wi (y)} = —€;; 946° (x — ), (5.2.7)
{0, ®}(y)} =0, (5.2.8)
{®f(x), Wi(y)} =0, (5.2.9)
{w(x), ¥i(y)} = 0. (5.2.10)

Como en los capitulos anteriores, debido a que el algebra es cerrada, concluimos que las
restricciones encontradas son de primera clase y por lo tanto generan transformaciones
de norma. En este punto, la funcién generadora y las transformaciones de norma de esta
accion son las mismas que las encontradas en el capitulo 3 por el argumento usado al
principio de esta seccion bajo las nuevas variables, con esto podemos concluir que las
transformaciones de norma estan dadas por

o) = —0,0" + ¢l — Ejkh/ijlek + g5, (5.2.11)
Sw, M = =8,8" + e alw,® + €, " B, + pl. (5.2.12)

Las restricciones presentan la misma reductibilidad que en la segunda clase de Chern,
por tanto, el conteo de grados de libertad también es cero, es decir, la teoria no tiene
grados de libertad fisicos.

5.3. Conclusiones

Hemos encontrado para esta teoria que el andlisis Hamiltoniano tiene la misma estructu-
ra que la segunda clase de Chern bajo los cambios de variable propuestos en este capitulo.
Sin embargo, a pesar de tener la misma estructura, los resultados no son los mismos,
en efecto, las restricciones encontradas para la segunda clase de Chern (3.1.6) y (3.1.7)
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si dependen de la variable =, mientras que las restricciones (5.1.9) y (5.1.9) no dependen.
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Capitulo 6

Perspectivas

Como pudimos observar, en este trabajo se ha analizado desde el punto de vista Ha-
miltoniano la teoria BF', la segunda clase de Chern, el invariante de Euler y una accion
generalizada. Nuestro analisis ha sido desarrollado aplicando un esquema de Dirac redu-
cido. Es decir, inicamente se ha asociado el momento canoénico a las variables dindmicas
que aparecen en la accién con una derivada temporal. Por supuesto que no es el analisis
mas general, de hecho, se piensa que como trabajo a futuro, se va a desarrollar el andlisis
aplicando un formalismo de Dirac estricto, de esta manera, podremos conocer la estruc-
tura de las restricciones en el espacio fase completo y también podremos construir los
paréntesis de Dirac. Respecto a este punto, realizando el formalismo estricto, se tendran
restricciones de primera y segunda clase, asi tendremos dos caminos para construir los
paréntesis de Dirac; un camino es fijando el gauge y otro camino serda mediante la eli-
minacion de las restricciones de segunda clase, toda esta informacion nos servira para
trabajos posteriores.

Cabe mencionar que a diferencia de lo reportado en el articulo [21] donde se ha usado el
esquema de Dirac estricto aplicado a una teoria BF y a la accién generalizada, en este
trabajo, hemos definido nuevas variables para describir el formalismo Hamiltoniano bajo
el esquema de Dirac reducido. Otra diferencia que podemos notar es que en este trabajo
hemos roto la covarianza de Lorentz, esto nos ayudara para calcular con mayor facilidad
los paréntesis de Dirac, también podemos ver que el dlgebra de restricciones es cerrada,
cabe notar que el dlgebra de restricciones en esta tesis posee la estructura de un algebra
de Lie, lo cual no sucede en el articulo [21].

Otro punto importante a comentar, es que con el presente trabajo, tenemos las herra-
mientas necesarias para anadir los invariantes a relatividad general y analizar a la teoria
mediante el uso de las variables con las que se trabajo en la presente tesis, sin embargo,
todo ese trabajo se deja para el futuro.
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Como ejemplo, al sumar la teorfa BE' con la segunda clase de Chern S[A, B] = [ (B”/\

Frj+2 [BI TN Fry—$BY AB; J:| >, obtendremos que las ecuaciones de movimiento son

FY[1+ 2 - BY =0, (6.0.1)
[1+ZDBY =0.

Si sustituimos (6.0.1) en (6.0.2), obtenemos la identidad de Bianchi, por otro lado, si
sustituimos (6.0.1) en la accién, obtendremos una accién proporcional a la segunda clase
de Chern, es decir, la suma de la teoria BF con la segunda clase de Chern se reduce a la
segunda clase de Chern. También podemos encontrar que los paréntesis fundamentales
son

{w,", P} = = Ilﬁgﬁ( Y) (6.0.3)
(oI} = 50 @ ) (6.0.4)

y las restricciones obtenidas tienen la siguiente forma

o1 = 011} + Emj OkPa + € VkHa =0, ( )
Uy = 0uFj + ¢ VZPk—EjkWOkHa—O ( )
Uy = P — [1 4 2] (200we0i + 2455w 377) 1 = 0, (6.0.7)
O =TI — [1 + ] (2ab'7ic — Ez'jkwbjowcok + eijk'YZ'Vf) n™ = 0. ( )

Podemos notar que las ecuaciones de movimiento son las mismas que la segunda clase
de Chern, sin embargo, las restricciones y la estructura simpléctica no son las mismas.
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