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DE NUEVAS VARIABLES: LA SEGUNDA CLASE DE CHERN Y LA CLASE DE

EULER

TESIS

QUE PARA OBTENER EL TÍTULO DE
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académico, con largas jornadas de estudio, apoyándome y aconsejándome cada vez que
lo necesité.
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Resumen

En este trabajo se realiza el análisis canónico desarrollado por Dirac aplicado a una teoŕıa
BF, al invariante de Euler, la segunda Clase de Chern y a una acción tipo BF generalizada
vistas como teoŕıas de campo. Para realizar el análisis hamiltoniano, romperemos la
covarianza expĺıcita de Lorentz local definiendo un tipo de variables de Ashtekar, y
en términos de estas nuevas variables, se obtendrán las restricciones, la Hamiltoniana
extendida y la estructura simpléctica.
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Introducción

En el camino para obtener una descripción cuántica del campo gravitacional, se ha en-
contrado un particular interés entre la relación de relatividad general y las llamadas
teoŕıas topológicas [1, 2, 3, 4]. Las teoŕıas topológicas son caracterizadas debido a que
son independientes del espacio-tiempo de fondo y no tienen grados de libertad f́ısicos
locales, por lo que dichas teoŕıas son susceptibles a grados de libertad globales asociados
con topoloǵıas no triviales de la variedad en la cual son definidas. Debido a lo anterior,
las teoŕıas topológicas se han convertido en modelos atractivos para poder explorar la
relación existente entre teoŕıas f́ısicas y la covarianza bajo difeomorfismos que encontra-
mos en la relatividad general [5, 6, 7, 8].
Ejemplos de relaciones entre las teoŕıas topológicas y una teoŕıa f́ısica se hacen presentes
al estudiar gravedad en tres y cuatro dimensiones, con las llamadas acciones de Chern-
Simons, la segunda clase de Chern y el invariante de Euler respectivamente. Respecto
a este punto, es bien conocido que la acción de Einstein que describe gravedad en 3
dimensiones sin la presencia de una constante cosmológica y con un grupo de estructura
SO(2, 1), la podemos escribir como una acción de Chern-Simons pero con un grupo de
estructura ISO(2, 1) [9, 10]. Por otra parte, en cuatro dimensiones, la segunda clase de
Chern es importante pues comparte simetrias similares a la acción que describe gravedad
real; simetŕıas tales como los difeomorfismos y las cargas de Noether asociadas a dicha
simetŕıa [4]. De esta manera, el estudio de gravedad en tres dimensiones o en cuatro
dimensiones por medio de las teoŕıas topológicas, es un tópico muy interesante pues las
teoŕıas topológicas son tratadas como modelos tentativos para poder generalizarlos y de
esta manera, contribuir al progreso de la búsqueda de una teoŕıa cuántica de la gravedad
consistente, problema que aún no ha sido posible resolver [11, 12, 13].
En vista de lo anterior, en esta tesis vamos a analizar las simetŕıas de teoŕıas topológicas
que tienen una relación muy estrecha con gravedad real tal como la segunda clase de
Chern, la clase de Euler, una teoŕıa BF y una teoŕıa tipo BF generalizada. Espećıfi-
camente, nos vamos a enfocar a estudiar todas esas teoŕıas usando variables tipo de
Ashtekar, es decir, las acciones que estudiaremos, sus variables dinámicas están dadas
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VIII Introducción

por una conexión valuada en el grupo SO(3, 1), sin embargo, rompiendo la covarianza
local de Lorentz vamos a construir las variables del tipo de Ashtekar para reescribir la
acción en términos de estas variables y aśı poder comparar a nivel Hamiltoniano los
escenarios de las distintas acciones, para posteriormente trabajar con relatividad general
acoplando dichas teoŕıas.



Índice general

Agradecimientos III

Resumen V

Introducción VII

1. Algoritmo de Dirac-Bergmann 1

1.1. Sistemas clásicos singulares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2. Restricciones primarias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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1.4.1. Analoǵıa con el método de multiplicadores de Lagrange . . . . . . 7

1.5. Hamiltoniana Canónica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.6. Hamiltoniana primaria y restricciones
secundarias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.7. Reductibilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.8. Condiciones sobre los multiplicadores
y hamiltoniana total . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

1.9. Restricciones de primera y segunda clase . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.9.1. Separación de las restricciones de primera y segunda clase . . . . 17

1.10. Transformaciones de norma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.11. Grados de libertad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.12. La acción y la hamiltoniana extendidas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Caṕıtulo 1

Algoritmo de Dirac-Bergmann

1.1. Sistemas clásicos singulares

En este caṕıtulo (reportado en [22]), y con la finalidad de comenzar el estudio de los
sistemas singulares en una manera lo más simple posible, se desarrollará la teoŕıa con-
siderando inicialmente sistemas puntuales con un número finito de variables dinámicas.
Y como se verá más adelante resulta un mero formalismo pasar a teoŕıa de campo (sin
olvidar las sutilezas que existen de pasar de un enfoque a otro).
El punto de partida para estudiar la dinámica de los sistemas singulares será el principio
de Hamilton1, que en su forma lagrangiana establece que: De entre todas las trayectorias
en el espacio de configuración, que a los tiempos t1 y t2 pasan por dos configuraciones
dadas, aquella que realmente sigue el sistema es la que hace que la integral∫ t2

t1

L(qn(t), q̇n(t))dt (1.1.1)

tenga un valor mı́nimo (un extremo o un valor estacionario)2, con qn las coordenadas,
q̇n = dqn/dt sus respectivas velocidades y n = 1, ..., N . Además aqúı t es un parámetro

1La idea de partir de un principio de acción tiene la gran ventaja de que se puede tener fácilmente
teoŕıas que estén de acuerdo con el principio de relatividad. A diferencia de lo que sucede con la función
hamiltoniana, donde no es nada sencillo formular las condiciones para que la teoŕıa sea relativista, o al
menos no se conoce una manera sistemática de hacerlo. Por ejemplo, en el caso de la electrodinámica,
cuando al proponer la acción

S[A] =

∫
M

Ldt =

∫
M

FµνF
µνd4x,

se tuvo en cuenta que FµνF
µν es un invariante de Lorentz, lo cual hace que de inicio sea compatible con

la relatividad espacial.
2Nótese que el principio de mı́nima acción es un caso particular del principio de Hamilton cuando la

1
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de evolución, el cual, como es usual en la mecánica elemental, se identifica con el tiempo,
pero en los caṕıtulos siguientes se considerará como un parámetro de evolución (que se
denotará como x0), y sólo al final de la evolución dinámica podrá ser identificado con el
tiempo. Las condiciones bajo las cuales la integral anterior tiene un valor estacionario
son las ecuaciones de Euler-Lagrange,

d

dt

(
∂L

∂q̇n

)
− ∂L

∂qn
= 0, (1.1.2)

desarrollando,
∂

∂qn′

(
∂L

∂q̇n

)
dqn

′

dt
+

∂

∂q̇n′

(
∂L

∂q̇n

)
dq̇n

′

dt
− ∂L

∂qn
= 0,

lo cual puede reescribirse como

q̈n
′ ∂2L

∂q̇n′∂q̇n
=

∂L

∂qn
+ q̇n

′ ∂2L

∂q̇n∂qn′ . (1.1.3)

De la ecuación anterior se ve que, si el determinante de la matriz dada por
∂2L

∂q̇n′∂q̇n
,

es distinto de cero, la matriz es invertibe, lo cual significa que todas las q̈n’s quedan
determinadas de manera única en términos de qi y q̇i; de otra manera, si el determinante
es cero, la matriz no es invertible, sin embargo si tiene rango igual a R < N , implica que
se van a poder despejar q̈j’s con j = 1, ..., R, tales que

q̈j = q̈j(qj, q̇j, qa, q̇a, q̈a), (1.1.4)

donde q̈a son las aceleraciones que no se pudieron despejar de (1.1.3), por lo que en
general las q̈j ′s con j = 1, ..., N , quedan determinadas hasta qR+1, ..., qN funciones in-
dependientes arbitrarias y sus respectivas velocidades y aceleraciones. Por lo que el caso

de interés para el estudio de las teoŕıas de norma es cuando det

(
∂2L

∂q̇n′∂q̇n

)
= 0.

hamiltoniana, H, no depende expĺıcitamente del tiempo (i.e. es una constante, aunque no necesariamente
la enerǵıa total del sistema), que es equivalente a que la lagrangiana, L, no dependa expĺıcitamente del
tiempo; lo cual puede verse recordando que la acción

S =

∫ t2

t1

L(q(t), q̇(t))dt =

∫ t2

t1

pidq
i −Hdt,

ya que al ser H constante no tendrá dependencia temporal expĺıcita en la acción.

Página: 2
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Por lo tanto, una lagrangiana L se llama singular si el determinante de la matriz hessiana
es cero.3 4

1.2. Restricciones primarias

Para pasar del formalismo lagrangiano al hamiltoniano se definen los momentos canóni-
cos5

pn :=
∂L

∂q̇n
. (1.2.1)

Por lo visto anteriormente, cuando det

(
∂2L

∂q̇n′∂q̇n

)
= 0, existen funciones

φm(q, p) = 0, (1.2.2)

con m = 1, ...,M , las cuales se llaman restricciones primarias.6 Una caracteŕıstica de estas
restricciones es que para su obtención no se requirió de las ecuaciones de movimiento y
además cuando se sustituyen en las ecs. (1.2.1) en éstas, se obtiene una identidad.

3Esta afirmación es independiente de las coordenadas que se elijan, lo cual puede verse de la siguiente

manera. Considérese una transformación qi → q̂i(q), cuyo jacobiano Jji = ∂q̂j

∂qi no es singular, i.e. la

transformación es invertible, lo que implica que ˆ̇qi = J ij q̇
j , y si L̂(q̂, ˆ̇q) = L(q(q̂), q̇(q̂, ˆ̇q)),

Ĥij =
∂2L̂

∂ ˆ̇qi∂ ˆ̇qj
= HklJ

k
i J

l
j .

Por lo que, como detJji 6= 0, si detHkl = 0, entonces det Ĥij = 0.
4Nótese que la afirmación también es cierta para L′, si

L′ = L+
∂Λ(q)

∂qi
q̇i.

De los cursos de Mecánica Clásica [18], se sabe que dos lagrangianas, L y L′, llevan a las mismas
ecuaciones de movimiento si

L′ = L+
∂Λ(qi, t)

dt
= L+

∂Λ

∂qi
q̇i +

∂Λ

∂t
,

en el caso en que Λ no depende expĺıcitamente del tiempo, el significado de la proposición se ve de
manera inmediata.

5En mecánica elemental se consideran a las q’s y p’s como variables independientes, sin embargo una
teoŕıa más general pudiera tomar en cuenta que no lo sean, i.e. que exista una relación entre ellas de
la forma φm(q, p) = 0. Este es el caso del que se ocupa el algoritmo de Dirac-Bergmann para tratar
sistemas singulares.

6Esta terminoloǵıa se debe a Bergmann.

Página: 3
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Dicho de otra manera, el problema se convierte en encontrar la inversa de las ecs. (1.2.1),
i.e. encontrar las q̇’s en términos de las p’s. Y por el teorema de la función inversa, dicha
inversa existe si

det


∂p1

∂q̇1
...

∂pN
∂q̇1

...
. . .

...
∂p1

∂q̇N
...

∂pN
∂q̇N

 = det


∂2L

∂q̇1∂q̇1
...

∂2L

∂q̇1∂q̇N
...

. . .
...

∂2L

∂q̇N∂q̇1
...

∂2L

∂q̇N∂q̇N

 6= 0. (1.2.3)

En el caso en que el determinante es cero, implica que no todas las q̇’s van a poder ser
expresadas en términos de las q’s y las p’s, por lo que existen relaciones de la forma
φm(q, p) = 0, que de inmediato se ve que satisfacen la condición de que el determinante
sea cero.
En particular, si se tienen M ′ ecuaciones independientes de la forma (1.2.2), implica que
M ′ p’s no se pueden escribir en términos de las q̇’s, por lo que M ′ renglones son cero.

Aśı, el rango de la matriz det

(
∂2L

∂q̇n′∂q̇n

)
es (N −M ′).7 Se considera, por simplicidad,

que este rango es constante en el espacio (q, q̇), o sea que el número de restricciones
primarias independientes no vaŕıa, con lo cual la superficie de restricciones primarias es
una subvariedad de dimensión 2N −M ′ del espacio fase8.9

No se supone que las restricciones (1.2.2) sean independientes entre śı, por lo que en
general M ′ 6M .
Una vez que encontramos las restricciones primarias, ¿qué nos garantiza que hemos
encontrado todas?. Una forma consiste en calcular el rango de la matriz hessiana, N−M ′,

7La afirmación rećıproca también es cierta.
8En el caso del péndulo simple, éste define una superficie unidimensional, una circunferencia, y

f́ısicamente se espera que la dimensión de esta superficie no varie. Por lo que suena razonable desde el
punto de vista f́ısico y no sólo por simplicidad matemática que la dimensión de la superficie definida
por las restricciones sea constante.

9Recordando la definición de subvariedad, sea M una variedad Ck de dimensión n. Un subconjunto
N (N ⊂ M) es una subvariedad de M , de dimensión m (m 6 n), si existe un n-subatlas Ck de M ,
(Ui, φ

i), tal que, φi(N∩Ui) = {(a1, a2, . . . , an) ∈ Rn | am+1 = am+2 = . . . = an = 0} y el Teorema 1.1:
Sean f1, f2, . . . , fm unas funciones diferenciables definidas en M . El conjunto N ≡ {p ∈ M | f1(p) =
f2(p) = . . . = fm(p) = 0} es una variedad de dimensión n−m de M si para cualquier carta (U, φ) del
atlas de M tal que U intersecta N , la matriz de elementos Di(f

j ◦φi) |φ(p) (1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m), es de
rango m para p ∈ N . (Di representa la i-ésima derivada parcial). En lo que aqúı se estudia, la variedad
M es el espacio fase que tiene dimensión 2N , y las restricciones primarias toman el papel de las f ’s,
por lo que estas representan una variedad de dimensión 2N −M ′, con M ′ el número de restricciones
primarias independientes. Este hecho también permite ver que las restricciones primarias pueden verse
como las primeras M ′ coordenadas para la subvariedad definida por estas.

Página: 4
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donde M ′ es el número de restricciones primarias independientes que se esperan. Nótese
que las φm

′
’s, restricciones independientes, no tienen por qué venir dadas directamente

de (1.2.1) como las φm’s, sino que pueden ser combinaciones lineales de estas últimas,
por lo tanto conviene fijarse en los vectores nulos de la matriz hessiana, los cuales, por
definición, forman una base de la nulidad de Hµν . Aśı, si V µ son los vectores nulos (con
V µ
α sus componentes), y φα son las restricciones primarias que se han encontrado. Las

restricciones primarias independientes que se esperan, se pueden obtener mediante la
contracción,

Φµ = V µ
α φ

α. (1.2.4)

Recordando que una condición necesaria y suficiente para que una transformación F
tenga inversa, es que no existan dos puntos en el dominio que tengan la misma imagen
en el codominio bajo dicha transformación, es fácil notar que la condición de no inverti-
bilidad de las velocidades como función de las coordenadas y los momentos, implica que
la inversa que va de las p’s a las q̇’s es, en general, multivaluada.

Con la finalidad de mantener la transformación univaluada será necesario introducir
parámetros extra, los multiplicadores de Lagrange.

1.3. Ecuaciones débiles y fuertes

Aqúı conviene introducir el concepto de igualdad débil, el cual será representado por el
śımbolo, “≈”. De manera elemental, dos funciones F y G, se dicen débilmente iguales,
si lo son en la subvariedad definida por las restricciones primarias, φm = 0, lo cual se
escribe como,

F ≈ G.

En particular, φm ≈ 0, i.e. el valor numérico de las restricciones es cero, aunque no
se anulan idénticamente en todo el espacio fase, por lo que su paréntesis de Poisson
no tiene por qué ser cero. Aśı, una regla nemotécnica para utilizar estas expresiones es
primero realizar la operación del paréntesis y al final ocupar las restricciones. También
puede verse que, en general, una función que es débilmente cero puede ser escrita como
combinación lineal de restricciones, i.e. G ≈ 0 ⇔ G = gmφ

m, con gm alguna función
del espacio fase.

Por otra parte, una ecuación que se satisface en todo el espacio fase y no sólo en la
subvariedad φm ≈ 0 se le llama fuerte, y se utiliza el śımbolo usual de igualdad para
representarla.

Página: 5
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Una manera más formal de definir ecuaciones débiles y fuertes, es la siguiente: Defini-
ción: Una funcional F del espacio fase, es débilmente igual cero si,

F |Σ1= 0, (1.3.1)

donde Σ1 es la subvariedad definida por las restricciones primarias (1.2.2). Por otra parte,
se dice fuertemente igual a cero si,

F |Σ1= 0 y

(
∂F

∂qi
,
∂F

∂pi

)
|Σ1= 0, (1.3.2)

con
(
∂F
∂qi
, ∂F
∂pi

)
|Σ1= 0, el conjunto formado por todas las derivadas parciales de F con

respecto a las variables canónicas, evaluadas en Σ1.

1.4. Condiciones sobre las funciones de

restricción

Existen varias maneras de representar una superficie dada por (1.2.2). Sin embargo,
es necesario imponer condiciones en la elección de las funciones φm, que representan
la superficie de restricciones primarias, para que sean consistentes con el formalismo
hamiltoniano. En lo que sigue se llamará a éstas, condiciones de regularidad.

A manera de motivación, uno esperaŕıa que dada una restricción de la forma fm :=
φm(q, p) ≈ 0, cualquier función de esta, por ejemplo, f 2,

√
f , etc. siga siendo cero en

la subvariedad definida por φm y por lo tanto sigan siendo restricciones. Sin embargo,
para que estas funciones definan una subvariedad de dimensión M ′ constante, como ya

se vió (9), es necesario que el rango de la matriz jacobiana,
(

∂φi

∂(qj ,pj)

)
=
(

∂fi
∂(qj ,pj)

)
sea

constante e igual a M ′. Por ejemplo, para el caso en que se tenga (f i)2, estos elementos

de matriz serán ∂(f i)2

∂(qj ,pj)
= 2f i ∂φi

∂(qj ,pj)
≈ 0, con lo que el rango de la matriz jacobiana ya

no será M ′. Por lo que resulta natural imponer la condición de que las restricciones, φm
′
,

al formar una subvariedad, el rango de
(

∂φi

∂(qj ,pj)

)
sea constante e igual a M ′, con M ′ el

número de restricciones primarias independientes. Además, también como consecuencia
del hecho de que sea una subvariedad se tienen las siguientes condiciones alternativas:

La superficie de restricciones primarias puede ser cubierta por conjuntos abiertos, en
cada uno de los cuales, las funciones φm pueden “partirse” en dos grupos, el primero
consistente de las restricciones independientes, φm

′
= 0 con (m′ = 1, ...,M ′), tales que
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(
∂φm

′

∂(qn, pn)

)
tiene rango M ′, y las dependientes, φm̄

′
= 0 con (m̄′ = M ′ + 1, ...,M), que

se satisfacen como consecuencia de las primeras.

Dicho de otra manera, en la subvariedad 2N −M ′ dimensional definida por las restric-
ciones primarias, localmente se pueden elegir restricciones de tal manera que haya M ′

independientes y las demás (M −M ′) se satisfagan sólo como consecuencia de las pri-
meras, con lo que, localmente, éstas pueden tomarse como las primeras M ′ coordenadas
de un sistema regular de coordenadas. Con lo que además, dφ1 ∧ dφ2 ∧ ... ∧ dφm′ 6= 0.

1.4.1. Analoǵıa con el método de multiplicadores de Lagrange

Nótese que esto es muy similar a lo que se hace en el método de los multiplicadores
de Lagrange tanto en el cálculo en varias variables, como en mecánica elemental, en
este último, por ejemplo, a la función lagrangiana se le suma una combinación lineal
de restricciones, cuyos coeficientes son los multiplicadores de Lagrange. Una diferencia
importante es que en este último caso, las restricciones son funciones de las coordenadas
del espacio de configuración (o fase de velocidades (q, q̇), como también se le conoce).
Mientras que en el caso que ocupa al presente caṕıtulo las restricciones son funciones
de las variables del espacio fase, por lo que ya no se puede sumar a la lagrangiana una
combinación lineal de éstas, más bien ahora es a la hamiltoniana a la que se le suman,
puesto que junto con las restricciones están definidas en el mismo espacio.

1.5. Hamiltoniana Canónica

Como es sabido de la Mecánica Clásica [16], y como ya se mencionó al principio del
caṕıtulo, en un sistema regular se pasa de la formulación lagrangiana a la hamiltoniana
mediante la transformada de Legendre. Sin embargo, cuando se tiene un sistema singular
para realizar dicho paso se requerirán más ingredientes, los cuales son el propósito de
este caṕıtulo. A pesar de que ahora, en un sistema singular ya no se podrán despejar
todas las velocidades en términos de las coordenadas y los momentos, podemos definir la
hamiltoniana canónica en la misma manera en que usualmente se define la hamiltoniana,
i.e,

HC := q̇ipi − L, (1.5.1)
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cuya variación es,

δHC = q̇iδpi + δq̇ipi −
∂L

∂qi
δqi − ∂L

∂q̇i
δq̇i

= q̇iδpi −
∂L

∂qi
δqi. (1.5.2)

Aqúı, a diferencia de lo que sucede en mecánica elemental, donde H depende de las q’s
y p’s y estas son variables independientes entre śı; en este caso y debido a las relaciones
(1.2.2), éstas ya no son coordenadas independientes (en el espacio fase). Por lo que (1.5.1)
sólo está bien definida en la subvariedad definida por las restricciones primarias. Debido
a lo anterior, si

HC → HC + umφm, (1.5.3)

el formalismo debe mantenerse invariante (puesto que cualquier combinación lineal de
restricciones es débilmente cero).
Como ya se mencionó en la sección anterior, esto tiene también sentido si se le ve desde
el punto de vista que se está estudiando un problema de extremos con restricciones.
Cuando estas son funciones del espacio de configuración∫

Ldt→
∫

(L+ λaφ
a)dt, (1.5.4)

pero cuando lo son del espacio fase, es de esperarse que∫
(q̇i pi −HC)dt→

∫
(q̇i pi −HC − umφm)dt. (1.5.5)

Variando esta última acción,

0 = δS =

∫ [
q̇iδpi + piδq̇

i − ∂HC

∂qi
δqi − ∂HC

∂pi
δpi − um

(
∂φm

∂qi
δqi +

∂φm

∂pi
δpi

)
−
(
∂um
∂qi

δqi +
∂um
∂pi

δpi

)
φm
]
dt

=

∫ [(
−ṗi −

∂HC

∂qi
− um

∂φm

∂qi

)
δqi +

(
q̇i − ∂HC

∂pi
− um

∂φm

∂pi

)
δpi

]
dt (1.5.6)

lo anterior tomando en cuenta que δqi |t2t1= 0 y haciendo uso de las restricciones. Se
obtienen las ecuaciones de movimiento,

ṗi = −∂HC

∂qi
− um

∂φm

∂qi
(1.5.7)

q̇i =
∂HC

∂pi
+ um

∂φm

∂pi
. (1.5.8)
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Aqúı hay que notar dos cosas, la primera es recordar que debido a que las um son funciones
arbitrarias de las coordenadas del espacio fase, en general las ecuaciones de movimiento
(1.5.7) y (1.5.8) no están determinadas de manera única, para esto se necesitará encon-
trar las u’s (multiplicadores de Lagrange). Al final del proceso (después de encontradas
todas las restriciones de la teoŕıa e introducido todos los multiplicadores de Lagrange
necesarios), si hubo multiplicadores que no se pudieron encontrar, significa que el sistema
está indeterminado hasta funciones arbitrarias, pero recordando que la Mecánica Clásica
es una teoŕıa determinista se podŕıa pensar que quizá esto tenga alguna relación con la
libertad de norma de la teoŕıa, y en efecto, se verá que las restricciones asociadas a estos
multiplicadores serán las generadoras de las transformaciones de norma de la teoŕıa.
Si se define la transformada de Legendre del espacio de configuración (q, q̇) a la superficie
φ(q, p) = 0 del espacio (q, p, u) dada por

qn = qn,

pn =
∂L

∂q̇n
(q, q̇), (1.5.9)

um = um(q, q̇),

se ve que la transformación entre espacios de la misma dimensión 2N es invertible, puesto
que se tiene

qn = qn,

q̇n =
∂HC

∂pn
+ um

∂φm

∂pn
, (1.5.10)

φ(q, p) = 0.

De esta manera, las ecuaciones (1.5.9) implican (1.5.10) y viceversa. Aśı la invertibilidad
de la transformación de Legendre cuando el determinante de la matriz hessiana es cero,
se puede recuperar agregando variables extra, los multiplicadores de Lagrange u.

1.6. Hamiltoniana primaria y restricciones

secundarias

A una hamiltoniana de la forma (1.5.3), por definición, se le llamará Hamiltoniano pri-
mario,

H1 := HC + umφ
m, (1.6.1)

el cual ya contiene, a diferencia de HC , toda la información con la que hasta este momento
se cuenta del sistema.
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Nótese que las ecuaciones anteriores (1.5.8) y (1.5.7) se pueden reescribir de manera
compacta en la forma10

ġ = {g,HC}+ um{g, φm}, (1.6.2)

Con g = g(q, p) siendo una función arbitraria del espacio fase. En particular puede ser
una de las coordenadas o los momentos, con lo que se recuperan las ecuaciones (1.5.8) y
(1.5.7). Además, esta expresión puede reescribirse como

ġ = {g,HC + umφ
m} := {g,H1}, (1.6.3)

cuya veracidad, se ve desarrollando

ġ = {g,HC}+ {g, umφm} (1.6.4)

= {g,HC}+ um{g, φm}+ {g, um}φm (1.6.5)

= {g,HC}+ um{g, φm}, (1.6.6)

Lo anterior utilizando las propiedades del paréntesis de Poisson y ocupando las restric-
ciones φm = 0.
Como ya se mencionó previamente, en forma un tanto heuŕıstica, se espera que las
restricciones no vaŕıen con el tiempo, i.e. φ̇m ≈ 0. Estas condiciones en lo siguiente se

10Donde { , } representa el Paréntesis de Poisson, el cual nos da la estructura simpléctica de la teoŕıa.
Sean f y g dos funciones arbitrarias del espacio fase, el Paréntesis de Poisson entre ellas se define como

{f, g} =
∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
.

Y cumple las siguientes propiedades: (f , g y h funciones arbitrarias del espacio fase)

1. Antisimetŕıa: {f, g} = −{g, f}.

2. Linealidad: {c1f + c2g, h} = c1{f, h}+ c2{g, h}, con c1 y c2 constantes.

3. Existencia de elementos nulos: {c, f} = 0, ∀ c constante.

4. Identidad de Jacobi: {f, {g, h}}+ {h, {f, g}}+ {g, {h, f}} = 0.

5. Regla del producto: {fg, h} = f{g, h}+ {f, h}g.

6. Paréntesis de Poisson fundamentales

{qi, qk} = 0 = {pi, pk}
{qi, pk} = δik.
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llamarán condiciones de consistencia, que pueden ser vistas como un caso particular de
(1.6.3) cuando g = φm(q, p), las cuales pueden escribirse de la siguiente manera,

φ̇i = {φi, H1} = {φi, HC}+ um{φi, φm} ≈ 0. (1.6.7)

La relación anterior se puede considerar como un sistema de ecuaciones lineales no-
homogeneo para los multiplicadores de Lagrange um, y del comportamiento de este sis-
tema dependerá si se pueden o no despejar todos o algunos multiplicadores. Definiendo,
hi = {φi, HC} y W la matriz cuyas entradas son W im = {φi, φm}, este comportamiendo
se puede resumir en los siguientes casos:
Caso I: h 6= 0 (no todas hi ≈ 0) y detW 6= 0.
Escribiendo el sistema de ecuaciones (1.6.7) en forma matricial,

h+Wu ≈ 0, (1.6.8)

con h y u los vectores columna cuyas entradas son hi y um respectivamente. Debido a
que detW 6= 0, W tiene inversa, por lo que todos los multiplicadores de Lagrange van a
poder ser encontrados y estarán dados por

u = −W−1h ⇒ um = −W−1
mi {φi, HC}. (1.6.9)

Aśı, para este caso, sutituyendo (1.6.9) en (1.6.7), las ecuaciones de movimiento se podrán
escribir como

ġ = {g,HC} − {g, φm}W−1
mi {φi, HC} := {g,HC}D, (1.6.10)

ésta es la definición del paréntesis de Dirac, del cual se hablará más en lo sucesivo.
Puesto que todos los multiplicadores de Lagrange pudieron ser encontrados, dadas las
condiciones iniciales para un sistema, las ecuaciones (1.6.10) determinan una evolución
única, como usualmente se presenta en Mecánica Clásica. Nótese también que esta ex-
presión es análoga a la que aparece en Mecánica Clásica, sólo que aqúı se sustituye al
paréntesis de Poisson por el de Dirac.11

Caso II: h 6= 0 y detW = 0.
Retomando (1.6.8), h + Wu ≈ 0, puesto que detW = 0, sólo K multiplicadores de
Lagrange van a poderse despejar, y M ′−K (nulidad de W ) quedarán indeterminados12,

11En Mecánica Clásica elemental se tiene que la evolución temporal de alguna función, o traslación
en el tiempo, está dada por el paréntesis de Poisson de esta función con el hamiltoniano (generador
infinitesimal de traslaciones en el tiempo), y en el caso de que la función dependa expĺıcitamente del
tiempo se le agrega la derivada parcial con respecto a éste.

12Utilizando un razonamiento análogo al de la subsección 1.2.
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por lo que la teoŕıa seguirá conteniendo funciones arbitrarias, lo cual es el caso de interés
en las teoŕıas de norma.
Sean V i los vectores nulos de W (i = 1, ...,M ′ −K) que, por definición, satisfacen

WV i ≈ 0, (1.6.11)

con esto y (1.6.8) se tiene
hV i ≈ 0, (1.6.12)

que en general son funciones del espacio fase independientes de los multiplicadores. Estas i
relaciones implican que la teoŕıa presenta i restricciones adicionales, las cuales se llamarán
restricciones secundarias.
Este es quizá, el caso más importante, pues es el que aparece en las teoŕıas de norma,
por ejemplo13, Electrodinámica Clásica, Chern-Simons, Pontrijagin, Teoŕıas tipo BF,
Gravedad en 3 dimensiones, etc.
Caso III: h = 0 y detW 6= 0.
De la relación de (1.6.8) se tiene ahora el sistema homogéneo,

Wu ≈ 0, (1.6.13)

y, de los teoremas de sistemas de ecuaciones lineales, se tiene que sólo existe la solución
trivial, es decir todos los multiplicadores de Lagrange son cero. Por lo que el sistema
se reduce a una igualdad, 0 ≈ 0. Esta complicación se puede minorar, imponiendo que
detW ≈ 0 como restricción secundaria.
Caso IV: h = 0 y detW = 0.
En este caso, de la relación (1.6.8) se sigue teniendo, al igual que en III, que

Wu ≈ 0, (1.6.14)

pero ahora, debido a que detW = 0, si el rango deW es igual aK,M ′−K multiplicadores
van a poder ser débilmente determinados.
Nótese que el hecho de h sea cero puede venir de un hamiltoniano igual a cero, i.e.
HC = 0, con lo cual tendŕıamos problemas para definir la evolución temporal del sistema
dado por (1.6.3). Sin embargo todas las teoŕıas que se estudiarán en esta tesis caen en
el segundo caso, y éstos últimos se incluyen sólo por completez.

Una vez agotada la información que proviene de las relaciones de consistencia sobre las
restricciones primarias, si la teoŕıa presenta restricciones secundarias, se tiene un caso

13Algunos de estos ejemplos se estudian en detalle en esta tesis.
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similar al que se teńıa en un inicio, i.e. un problema de extremos con restricciones sólo
que estas restricciones viven en el espacio fase. Ahora se puede construir, de manera
análoga a como se hizo con la hamiltoniana primaria, el hamiltoniano secundario,

H2 := HC + uiφ
i, (1.6.15)

donde las φi son todas las restricciones que se han encontrado hasta el momento (prima-
rias y secundarias), ahora es este hamiltoniano el que contiene toda la información con la
que hasta este momento se cuenta del sistema. Por lo que las ecuaciones de movimiento
toman la forma,

ġ = {g,HC + uiφ
i} := {g,H2}, (1.6.16)

y de aqúı se pueden calcular las relaciones de consistencia sobre las restricciones secunda-
rias. Si después de realizado este proceso aparecen nuevas restricciones, que se llamarán
terciarias, se repite otra vez todo el proceso, ahora se construye la hamiltoniana terciaria,
y se vuelven a calcular las relaciones de consistencia sobre estas restricciones, y aśı se
repite la misma historia hasta que dejen de aparecer restricciones. A todo el conjunto
de restricciones secundarias, terciarias, ..., se les llamará simplemente secundarias en lo
sucesivo.

1.7. Reductibilidad

Si las restricciones φk no son todas independientes entre śı, es decir, unas se pueden
obtener a partir de las otras mediante una transformación lineal, se dice que la teoŕıa
presenta reductibilidad, de otro modo se dice que se tiene el caso irreducible. Por ejemplo,
en las dos teoŕıas tipo BF que son el objeto principal de esta tesis, se presenta reducti-
bilidad, en tal caso, se pueden omitir las restricciones que son dependientes, puesto que
siempre se puede considerar que localmente se está trabajando con el caso irreducible.
Nótese que la identificación de las restricciones independientes no siempre es una tarea
fácil, o incluso podŕıa ser globalmente imposible debido a obstrucciones topológicas.

1.8. Condiciones sobre los multiplicadores

y hamiltoniana total

Una vez encontrado el conjunto completo de restricciones, se analizarán las condiciones
sobre los multiplicadores de Lagrange. De las condiciones de consistencia para todas las
restricciones de tiene,

φ̇µ = {φµ, HT} = {φµ, HC}+ uν{φµ, φν} ≈ 0, (1.8.1)
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con µ, ν = 1, ..., J , siendo J el número total de restricciones encontradas, y se define al
hamiltoniano total, HT , por la ecuación dada arriba. En unos momentos se regresará a
este hamiltoniano.
Como ya se hab́ıa mencionado antes, las ecuaciones (1.8.1) pueden ser vistas como un
sistema de ecuaciones lineales para los multiplicadores, uν ; y, como se sabe de álgebra
lineal elemental, la solución general se puede escribir de la siguiente manera

uν = Uν + Vν , (1.8.2)

con Uµ una solución particular a las ecuaciones inhomogéneas y Vµ la solución más general
del sistema homogéneo,

Vν{φµ, φν} ≈ 0. (1.8.3)

Debido a que Vν es la solución más general, ésta a su vez puede ser escrita como combi-
nación lineal de soluciones independientes al sistema homogéneo, por lo que Vν = viV

i
ν ,

con i = 1, ..., I, siendo I el número de soluciones independientes del sistema homogéneo.
Con lo anterior,

uν = Uν + viV
i
ν . (1.8.4)

Hay que considerar que las vi son totalmente arbitrarias, aśı que las uν pueden separarse
en una parte que se fija mediante las condiciones de consistencia y otra que permanece
indeterminada. Lo cual se reflejado en la hamiltoniana total, y a su vez en las ecuaciones
de movimiento,

HT := HC + uνφ
ν

= HC + (Uν + viV
i
ν )φν

= HC + Uνφ
ν + viV

i
νφ

ν

:= HC + Uνφ
ν + viφ

i, (1.8.5)

con viV
i
νφ

ν := viφ
i, que sustitúıdo en las ecuaciones de movimiento,

ḟ = {f,HT} = {f,HC + Uνφ
ν + viφ

i}
:= {f,H ′ + viφ

i} = {f,H ′}+ {f, viφi}
= {f,H ′}+ vi{f, φi}+ {f, vi}φi = {f,H ′}+ vi{f, φi}, (1.8.6)

con H ′ := HC + Uνφ
ν y utilizando las restricciones φi ≈ 0. Nótese que estas ecuaciones

contienen I funciones arbitrarias, y por construcción son equivalentes a las ecuaciones
de movimiento de Euler-Lagrange (1.1.2); y como se verá más adelante H ′ es de primera
clase, aśı como también las φi.
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El hecho de que aparezcan funciones arbitrarias, marca una diferencia sustancial con
lo que se conoćıa de Mecánica Clásica elemental, donde para unas condiciones iniciales
dadas se tiene una evolución única del sistema; aqúı por el contrario dadas las condiciones
inicales ya no se tiene una evolución única, sino que está indeterminada hasta funciones
arbitrarias. Esto se va a relacionar con la libertad de norma de la teoŕıa, como se verá más
adelante.

1.9. Restricciones de primera y segunda clase

Como ya se mencionó anteriormente, la diferencia entre las restricciones primarias y
secundarias es más bien un tanto irrelevante y se tratan al mismo nivel. Sin embargo,
resulta fundamental separar las restricciones entre de primera y segunda clase, puesto
que las primeras serán las generadoras de las transformaciones de norma (un elemento
fundamental en todo este análisis) y las segundas permitirán construir el Paréntesis
de Dirac, que en las teoŕıas que presentan este tipo restricciones vendrá a sustituir al
paréntesis de Poisson a la hora de calcular la evolución dinámica del sistema.

Definición: Sea F una funcional del espacio fase, se dice que es de primera clase si su
paréntesis de Poisson con todas las restricciones es débilmente cero,

{F, φµ} ≈ 0, (1.9.1)

en otro caso, se dice que F es de segunda clase.14

Si F es de primera clase, entonces {F, φµ} tiene que ser fuertemente igual a alguna
combinación lineal de φ’s, debido a que cualquier funcional que es débilmente cero en
el presente análisis es fuertemente igual a una combinación lineal de las φ’s puesto que
estas son las únicas cantidades independientes que son débilmente cero. Aśı,

{F, φµ} = fµ ρφ
ρ. (1.9.2)

Teorema: El paréntesis de Poisson de dos cantidades de primera clase, es también de
primera clase.

Prueba: Sean {F, φµ} = fµ ρφ
ρ y {S, φµ} = sµ ρφ

ρ, con F y S de primera clase. Con-

14Basta que F no sea débilmente cero con una restricción para que sea de segunda clase.
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sidérese {{F, S}, φµ}, que utilizando la identidad de Jacobi,

{{F, S}, φµ} = {{F, φµ}, S} − {{S, φµ}, F}
= {fµ ρφρ, S} − {sµ ρφρ, F}
= fµ ρ{φρ, S}+ {fµ ρ, S}φρ − sµ ρ{φρ, F} − {sµ ρ, F}φρ

= (fµ ρs
ρ
α − sµ ρfρ α)φα + ({fµ ρ, S}φρ − {sµ ρ, F})φρ ≈ 0.(1.9.3)

Como primera aplicación de este concepto, nótese que tanto H ′ como φα son de primera
clase, cuya veracidad puede verse de la siguiente manera. Para ver que φi es de primera
clase, hay que recordar que viV

i
νφ

ν := viφ
i, con lo que el paréntesis es

{φi, φµ} = {V i
νφ

ν , φµ} = V i
ν {φν , φµ}+ {V i

ν , φ
µ}φν

= V i
ν {φν , φµ}, (1.9.4)

y debido a que V i
ν es solución al sistema homogéneo de ecuaciones para los multiplica-

dores, i.e. V i
ν {φν , φµ} ≈ 0, se llega a la conclusión,

{φi, φµ} ≈ 0; (1.9.5)

por lo tanto las φi son restricciones de primera clase.

Para ver que H ′ es de primera clase, se considera su paréntesis de Poisson con todas las
restricciones,

{H ′, φµ} = {HC + Uνφν , φµ} = {HC , φ
µ}+ Uν{φν , φµ}+ {Uν , φµ}φν , (1.9.6)

sumándole un cero débil, ecuación (1.9.5),

{H ′, φµ} = {HC , φ
µ}+ Uν{φν , φµ}+ vi{φi, φµ}

= {HC + Uνφ
ν + viφ

i, φµ}
= {HT , φ

µ} = −{φµ, HT} ≈ 0. (1.9.7)

Esta última igualdad se satisface por condiciones de regularidad.

También puede verse que las φi forman un conjunto completo de restricciones de primera
clase, por lo que cualquier restricción de primera clase es una combinación lineal de las
φi (con coeficientes que son funciones del espacio fase), módulo términos cuadráticos en
las restricciones de segunda clase. Si cualquier restricción primaria puede escribirse en
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esta forma, su paréntesis con todas las restricciones debe ser débilmente cero, lo cual se
verifica fácilmente,

{viφi + wµνφ
µφν , φρ} = wµν (φµ{φν , φρ}+ {φµ, φρ}φν) ≈ 0, (1.9.8)

donde φi es de primera clase, φν , φµ de segunda clase, wµν coeficientes del espacio fase,
y utilizando al final las restricciones.
Cabe mencionar que la descomposición de HT en H ′ y φi no es única, puesto que Uµ es
cualquier solución del sistema inhomogéneo. Esto significa que si renombramos las vi, se
puede admitir en H ′ cualquier combinación lineal de las φi sin alterar la hamiltoniana
total.

1.9.1. Separación de las restricciones de primera y segunda cla-
se

En esta sección ya se dió la definición de restricciones de primera y segunda clase. Sin
embargo, similarmente a lo que sucedió con las restricciones primarias, las restricciones
de primera clase no tienen que ser directamente algunas de las restricciones primarias o
secundarias; en general serán combinaciones de éstas; y para encontrarlas será necesario
encontrar los vectores nulos de la matriz cuyas entradas son todos los paréntesis de Pois-
son entre las restricciones, para finalmente contraerlos con las restriciones y aśı obtener
las restricciones de primera clase correctas (i.e. todas las restricciones de primera clase
independientes entre śı de la teoŕıa).
Sea W ′ la matriz J × J cuyas entradas son,

W ′αβ = {φα, φβ}, (1.9.9)

donde φα son todas las restricciones primarias y secundarias encontradas y J es el número
total de éstas.
Proposición. Si detW ′ ≈ 0, entonces hay R′ restricciones de primera clase (con R′ el
rango de la matrix W ′).
Prueba. Si detW ′ = 0 (en la subvariedad definida por las restricciones), entoncesRangoW ′ =
R′ < J y la nulidad (J−R′) 6= 0; con lo que se pueden encontrar (J−R′) vectores nulos,
ωi con (i = 1, ..., J −R′), tales que

ωiα{φα, φβ} ≈ 0, (1.9.10)

esto por la misma definición de los vectores nulos, con lo que se tiene,

{ωiαφα, φβ} ≈ 0, ∀φβ ∈ Φ, (1.9.11)
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con Φ = {φβ | φβes una restricción primaria o secundaria}. De esta manera puede
verse que las restricciones ωiαφ

α forman un conjunto de (J −R′) restricciones de primera
clase (puesto que su paréntesis de Poisson es cero con todas las restricciones). Aśı, las
restricciones de primera clase de la teoŕıa son,

γi := ωiαφ
α. (1.9.12)

Con lo anterior no sólo queda probada la proposición, sino que se muestra una manera
sistemática de encontrar las restricciones de primera clase de la teoŕıa, y de paso también
se prueba lo que se dećıa en un principio, i.e. que es necesario calcular los vectores nulos
de W ′. Un ejemplo sencillo de esto se tiene en Chern-Simons Abeliano.

Debido a que la separación relevante para las restricciones es aquella que las distingue
entre de primera y segunda clase, conviene introducir una notación que tome en cuenta
este hecho. Aśı, las restriciones de primera clase se denotarán por la letra griega γ y las
de segunda clase por χ.

Cabe mencionar que el número de restricciones de segunda clase esperadas nos la da el
rango de la matriz W ′, la cual una vez hecha la separacion toma la forma,

φ0(y) φ1(y) · · · φJ(y)

W ′ =

φ0(x)
φ1(x)

...
φJ(x)


{φ0, φ0} {φ0, φ1} · · · {φ0, φJ}
{φ1, φ0} {φ1, φ1} · · · {φ1, φJ}

...
...

. . . {φ2, φJ}
{φJ , φ0} {φJ , φ1} · · · {ψ, φJ}


γi(y) χα(y)

→ γj(x)
χβ(x)

(
0 0
0 Cαβ

)
, (1.9.13)

con Cαβ una matriz R′×R′ antisimétrica e invertible sobre la superficie de restricciones.15

Nótese que el número de restricciones de segunda clase, que coincide con RangoW ′ = R′,
debe ser par.16

15El que Cαβ sea una matriz invertible se ve directamente a partir del hecho de que tiene rango R′,
puesto que el rango de una matriz da el número de renglones independientes, o dicho de otra manera,
la matriz más grande que se puede construir a partir de la primera y cuyo determinante es distinto de
cero. Esta últma condición da la invertibilidad de la matriz.

16Dado que C es una matriz R′ ×R′, con R′ el número de restricciones de segunda clase, si R′ fuese
impar implicaŕıa que detC = 0 (que contradice que R′ sea el rango de W ′).
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1.10. Transformaciones de norma

Con lo visto hasta el momento cabe hacerse la pregunta: ¿Qué significado f́ısico tiene el
hecho de que las ecuaciones de movimiento contengan funciones arbitrarias?17

Uno sabe de Mécánica Clásica elemental que dadas las condiciones iniciales para un
sistema dado, las ecuaciones de movimiento determinan de manera única el estado del
sistema para tiempos posteriores. Sin embargo, aqúı se encuentra una situación muy
diferente, pues ahora dadas las condiciones inciales del sistema18 (el estado f́ısico inicial)
la evolución de éste, dada por las ecuaciones de movimiento, no está determinada de
forma única debido a la presencia de estas funciones arbitrarias (los multiplicadores de
Lagrange). Pero la Mecánica Clásica es una teoŕıa determinista, por lo que dos estados
que comparten las mismas condiciones iniciales no deben de ser f́ısicamente diferentes,
se dirá que estos sistemas son equivalentes de norma.
Siguiendo esta idea, considérense dos estados con las mismas condiciones iniciales al
tiempo t0, y que su evolución dinámica difiere en el valor de los multiplicadores de
Lagrange. Utilizando el desarrollo en serie de Taylor a primer orden para la variable
canónica F , en cada uno de los dos estados,

F (t) = F (t0) + Ḟ δt

= F (t0) +
(
{F,H ′}+ vi{F, φi}

)
δt (1.10.1)

F ′(t) = F (t0) + Ḟ ′δt

= F (t0) +
(
{F,H ′}+ v′i{F, φi}

)
δt, (1.10.2)

(1.10.3)

y restando estas ecuaciones se tiene,

δF (t) = F (t)− F ′(t) = (vi − v′i) {F, φi}δt := δvi{F, φi}, (1.10.4)

Prueba: Como C es antisimétrica y utilizando las propiedades del determinante,

detC = det(Ct) = det(−C) = (−1)R
′
detC,

en el caso que R′ fuese impar,
detC = −detC ⇒ detC = 0.

17La definición general de un sistema invariante de norma, y que resulta ser la más útil para entender
los sistemas de norma se debe a Dirac.

18Sólo se necesita dar los valores iniciales de q’s y p’s, los valores de v se mantienen indeterminados,
una forma de verlo es que el estado f́ısico inicial está determinado por las variables canónicas, no por v.
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con δvi := (vi − v′i) δt. Con esto se puede ver que el estado f́ısico del sistema se mantiene
inalterado, por hipótesis, bajo estas transformaciones aplicadas a las variables canónicas.
Este cambio en las variables canónicas consiste en aplicar una transformación de contacto
infinitesimal con una función generadora δviφ

i. Con esto se llega a la conclusión de que
las restricciones de primera clase son las funciones generadoras de transformaciones
infinitesimales de contacto, que corresponden a cambios en las q’s y p’s que no afectan
al estado f́ısico del sistema.19.
Se puede ir más lejos y probar lo siguiente,

1. El paréntesis de Poisson {φi, φj} de cualesquiera dos restricciones de primera clase
genera una transformación de norma20.

2. El paréntesis de Poisson {φi, H ′} de cualquier restricción primaria de primera clase
con la hamiltoninana de primera clase H ′ genera una transformación de norma.21

19Para abreviar, en lo siguiente se referirá a las restricciones de primara clase como las generadoras
de transformaciones de norma.

20La veracidad de esta afirmación puede verse aplicando cuatro veces de manera sucesiva una trans-
formación de norma (1.10.4), de la siguiente manera

F1 := F + εi{F, φi},

F2 := F1 + ηj{F1, φ
j},

F3 := F2 − εk{F2, φ
k},

F4 := F3 − ηl{F3, φ
l},

y en efecto, puede verse que (despreciando términos cuadráticos en ε y η),

F4 := F + ηjεi{F, {φi, φj}},

y al ser ε y η parámetros arbitrarios, se ve que en efecto se tiene una transformación de norma de la
forma 1.10.4.

21Prueba:
Sea F una variables canónicas. Si se le aplica una transformación de norma (1.10.4) y posteriormente
se evoluciona con H ′, i.e.,

F ′ := F + ηi{F, φi} → (F ′)1 := {F ′, H ′}.

Y a la misma variable F se le aplican las transformaciones en orden contrario,

F1 := {F,H ′} → (F1)′ := F1 + ηi{F1, φ
i}.

y se toma la diferencia, despreciendo términos cuadráticos en η y ε, se tiene,

(F ′)1 − (F1)′ = ηi{F, {φi, H ′}},
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Utilizando las dos afirmaciones anteriores se puede ver que, si a una variable canónica
F se le aplica una transformación de la forma (1.10.4) y posteriormente se evoluciona en
el tiempo con HT ,

F ′ := F + ηi{F, φi} → (F ′)1 := {F ′, HT}, (1.10.5)

y luego se le aplican las mismas transformaciones en orden inverso,

F1 := {F,HT} → (F1)′ := F1 + ηi{F1, φ
i}; (1.10.6)

la diferencia
(F ′)1 − (F1)′ = ηi{F, {φi, H ′}}+ ηivj{F, {φi, φj}}, (1.10.7)

es también una transformación de norma que deja inalterado el estado f́ısico del sistema.

1.11. Grados de libertad

Hasta este punto ya tenemos todos los ingredientes necesarios para proceder al conteo
de grados de libertad. Antes de proceder al cálculo definamos este concepto.
Definición: Los grados de libertad de un sistema, son el número de variables f́ısicas
independientes necesarias para describir al sistema.

Recordando la manera en como se calculan los grados de libertad en Mecánica Elemental,
el número de coordenadas generalizadas menos el número de ecuaciones independientes
de las restricciones. Aqúı se puede hacer una extrapolación de este hecho, y ver que suena
razonable que el número de grados de libertad sea

GL =
1

2

[(
Número total de

variables canónicas

)
−
(
Número de restricciones de
segunda clase originales

)
−2×

(
Número de restricciones

de primera clase

)]
(1.11.1)

Esto significa que el número de grados de libertad está dado por todas las variables
canónicas independientes, q’s y p’s, menos todas las restricciones. Hay que considerar
dos cosas, una es que el 1/2 aparece para compensar el hecho de que usualmente los
grados de libertad se refieren a las coordeneadas generalizadas, q’s, y al considerar todas

la cual es una transformación de la forma (1.10.4) con generador {φi, H ′}, con lo que queda probada la
afirmación. Lo anterior significa que la diferencia en el orden en que se aplican las transformaciones nos
da una transformación que no altera el estado f́ısico del sistema.
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las variables canónicas estamos considerando en realidad el doble. Y el dos que acompaña
a las restricciones de primara clase, es debido a su doble caracter, tanto de restricción,
como de generadores de transformaciones de norma. Dicho de otra manera la teoŕıa
presenta restricciones y transformaciones de norma, que pueden verse como condiciones
adicionales que cumple la teoŕıa.

1.12. La acción y la hamiltoniana extendidas

Ahora bien, la hamiltoniana total, tal como se definió anteriormente, ya toma en cuenta
todas las restricciones (primarias y secundarias), sin embargo, en ésta todav́ıa no se hace
una distinción entre restricciones de primera y segunda clase, que como ya se dijo no
necesariamente vienen dadas directamente de las restricciones primarias y secundarias.
Se puede pensar en una hamiltoniana extendida que ya considere esta separación entre
las restriciones y además pueda tomar en cuenta transformaciones de norma, la cual
está dada por,

HE = H ′ + vaγ
a, (1.12.1)

donde H ′ se define de la misma manera que antes, sólo que ahora se hace evidente que,

H ′ = HC + Ujχ
j, (1.12.2)

lo cual se pod́ıa haber intúıdo por la forma en que se construyó originalmente H ′.
Cabe mencionar que es esta HE la que da la evolución dinámica del sistema, mediante
las ecuaciones de movimiento,

Ḟ := {F,HE}; (1.12.3)

y para las variables dinámicas invariante de norma (i.e. variables tales que su paréntesis
de Poisson con los generadores de norma γa es débilmente cero), la evolución dinámica
dada por H ′, H1 y HE es la misma. Para cualesquiera otras variables es necesario usar
HE, que considera toda la libertad de norma del sistema.
Además estas ecuaciones, (1.12.3), si bien son matemáticamente distintas a (1.1.2), son
por construcción, f́ısicamente equivalentes.
Debe mencionarse que la necesidad de una hamiltoniana extendida no es algo que se
deduzca de la formulación lagrangiana, pues es la hamiltoniana primaria la que genera
las ecuaciones de movimiento (1.5.7) y (1.5.8) que son equivalentes, por construcción a
las ecuaciones de Euler-Lagrange (1.1.2); además de que HE contiene más funciones ar-
bitrarias que las que contiene H1. La introducción de esta HE es una nueva caracteŕıstica
del marco hamiltoniano para poder incluir de manera manifiesta la invarianza de norma.
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Nótese que las ecuaciones (1.12.3) se pueden obtener a partir de la acción,

SE[q, p, v] =

∫
(pnq̇

n −H ′ − vaγa) dt =

∫
(pnq̇

n −HE) dt, (1.12.4)

la cual se llamará acción extendida que, a diferencia de S dada por (1.5.5), ya contiene
toda la información del sistema, i.e. ya considera la separación de restricciones entre de
primera y segunda clase, ya contiene la información de la libertad de norma, y da como
ecuaciones de movimiento

Ḟ = {F,HE} (1.12.5)

y
φa = γa ≈ 0. (1.12.6)

1.13. Paréntesis de Dirac

Debido a que la matriz Cαβ es invertible, existe su inversa Cαβ tal que

CαβCβγ = δαγ . (1.13.1)

Aśı, el Paréntesis de Dirac se define como,

{F,G}D = {F,G} − {F, χα}Cαβ{χβ, G}, (1.13.2)

con {, } el paréntesis de Poisson. Y satisface las siguientes propiedades:

{F,G}D = −{G,F}D (1.13.3)

{F,GR}D = {F,G}DR +G{F,R}D (1.13.4)

{{F,G}D, R}D + {{R,F}D, G}D + {{G,R}D, F}D = 0 (1.13.5)

{χα, F}D = 0, ∀F (1.13.6)

{F,G}D ≈ {F,G}, G de primera clase y F arbitraria. (1.13.7)

{R{F,G}D}D ≈ {R{F,G}}. (1.13.8)

La demostración de las propiedades anteriores es directa a partir de la definición del
Paréntesis de Dirac, excepto en el caso de la identidad de Jacobi, pero su demostración
no se tratará aqúı.
Nótese que las ecuaciones de movimiento (1.12.5), debido a que HE es de primera clase
y (1.13.7), se pueden reescribir como,

Ḟ = {F,HE}D, (1.13.9)
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y por los mismos argumentos, el efecto de una transformación de norma se puede escribir
como,

{F, γa} ≈ {F, γa}D, ∀F. (1.13.10)

El panorama general hasta este momento es el siguiente. El paréntesis de Poisson, des-
pués de realizar la separación de las restricciones entre de primera y segunda clase, se
generalizó al paréntesis de Dirac, en términos de la cual se pueden escribir las ecuaciones
más relevantes del formalismo (como las ecuaciones (1.13.9) y (1.13.10)). Las restriciones
de segunda clase se convierten en identidades para algunas variables canónicas en térmi-
nos de otras. Además, es esta estructura del paréntesis de Dirac, la que, en analoǵıa con
lo que se hace usualmente, se promoverá a conmutador a la hora de intentar cuantizar
la teoŕıa.
En general, no es una tarea fácil construir este paréntesis, puesto que se necesita encon-
trar la inversa de la matriz Cαβ.

1.14. Observables

Una observable (clásica) es, por definición, una función que es invariante de norma en
la superficie de restricciones, o dicho de otra forma, una observable es una función, O,
cuyo paréntesis de Dirac es débilmente cero con las restricciones de primera clase

{O, γa}D ≈ 0. (1.14.1)

Si bien a estas funciones O se les llamó observables, el dar un significado experimental
de éstas va más allá de los alcances de la presente tesis. Finalmente, cabe mencionar que
las observables clásicas no necesariamente lo serán en el caso cuántico.

Página: 24



Caṕıtulo 2

Teoŕıa BF

Una teoŕıa BF , es una teoŕıa topológica en el sentido de que carece de grados de liber-
tad f́ısicos. Las teoŕıas BF tienen una relación estrecha con relatividad general puesto
que es covariante bajo difeomorfismos e independiente del espacio-tiempo de fondo. El
estudio de una teoŕıa BF , es importante puesto que existen diversas formulaciones co-
mo la formulación de Plebański o la de Macdowell-Mansouri donde existe una relación
estrecha entre una teoŕıa BF y la relatividad general. A grandes rasgos, la formulación
de Plebański consiste en obtener a relatividad general a partir de una teoŕıa BF con
restricciones extras, en este caso el grupo de simetŕıa puede ser SO(3, 1) para describir
gravedad Lorentziana o SO(4) para describir gravedad Riemanniana, por su puesto, el
caso Lorentziano es el caso real y SO(4) es un modelo no f́ısico pero interesante.
Por otra parte, en el caso de la formulación de Macdowell-Mansouri uno parte de una
acción BF con el grupo de simetŕıa SO(5), uno rompe el grupo de simetŕıa de SO(5) a
SO(4) obteniendo aśı a relatividad general más la suma de invariantes topológicos como
la segunda clase de Chern y el invariante de Euler. Debido a que esos invariantes se
pueden escribir como una derivada total, su contribución a las ecuaciones de movimiento
es nula y aśı en esencia se obtiene las ecuaciones de movimiento de Einstein.
De esta manera, el estudio de una teoŕıa BF es fundamental como un inicio para en-
tender las simetŕıas de relatividad general. En este caṕıtulo, analizaremos la formulación
Hamiltoniana de una teoŕıa BF en términos de nuevas variables.
La acción está dada de la siguiente manera

S[A,B] =

∫
BIJ ∧ FIJ , (2.0.1)
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donde F IJ es la 2-forma de curvatura de la conexión AIJ que está dada por

F IJ =
1

2
F IJ
αβdxα ∧ dxβ,

donde F IJ
αβ está definida como

F IJ
αβ = ∂αA

IJ
β − ∂βAIJα + AIαKA

KJ
β + AJαKA

IK
β ,

y por consecuencia cumple las siguientes propiedades1

F IJ
αβ = −F JI

αβ ,

F IJ
αβ = −F IJ

βα ,

aqúı usamos la notación α, β... = 0, 1, 2, 3 y I, J,K... = 0, 1, 2, 3, xα son coordenadas que
etiquetan la variedad del espacio tiempo. Por otra parte, BIJ es un campo auxiliar que
corresponde a una 2-forma valuada en el grupo SO(3, 1) que tiene la siguiente expresión

BIJ =
1

2
BIJαβdxα ∧ dxβ.

De esta manera, obtenemos que

BIJ ∧ FIJ =
1

2
BIJ
αβdxα ∧ dxβ ∧ 1

2
FIJµνdx

µ ∧ dxν =
1

4
BIJ
αβFIJµνdx

α ∧ dxβ ∧ dxµ ∧ dxν

=
1

4
BIJ
αβFIJµνdx

4. (2.0.2)

De la acción anterior es posible obtener las ecuaciones de movimiento. Debido a que las
variables dinámicas de la acción corresponden a AIJ y BIJ , variaremos la acción (2.0.2)
con respecto a cada una de ellas para obtener las ecuaciones de movimiento. De esta
manera, si variamos con respecto a la variable BIJ

αβ obtendremos la primera ecuación de
movimiento

δ

δBIJ
αβ

[
BIJ ∧ FIJ

]
=

δ

δBIJ
αβ

[1

4
BIJ
αβFIJµνε

αβµν
]

= F IJ
αβ = 0,

que en forma compacta podemos escribir

1BIJ también cumple estas propiedades
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FIJ = 0. (2.0.3)

Ahora si variamos la acción (2.0.1) con respecto a la variable AIJσ obtendremos la segunda
ecuación de movimiento

δ

δAIJσ

[
BIJ ∧ FIJ

]
=

δ

δAIJσ

[1

4
BIJ
αβFIJµνε

αβµν
]

=
1

4
BIJαβ

δ

δAIJσ

[
∂µA

IJ
ν − ∂νAIJµ + AIµkA

kJ
ν + AJµkA

Ik
ν

]
εαβµν

=
1

2
DνBIJαβε

αβµν = 0,

que en forma compacta podemos escribir como

DBIJ = 0, (2.0.5)

donde D que tiene la forma ∂ + A es la derivada covariante.

2.1. Cambios de Variable

Ahora, romperemos la covarianza de Lorentz local y definimos las siguientes variables:
Bi = −1

2
εi jkB

jk, Πa
i = ΞηabcBibc, P

a
i = ΞηabcB0ibc, τ

i = −γi0, Λi = −ω 0i
0 , χi0a =

−2Bi0a, ςia = −2B0i0a, B
i
bc = −1

2
εi jkB

jk
bc, γ

i = −1
2
εi jkω

jk, ε0abc = η0abc = ηabc, donde
Ξ es una constante [14, 15]. La variable F IJ está dada en términos de las nuevas variables
de la siguiente manera

Fibc =
[
∂bγic − ∂cγib − εijkω j0

b ω k
c0 + εijkγ

j
bγ

k
c

]
,

F0ibc =
[
∂bωc0i − ∂cωb0i + εijkω

k
b 0γ

j
c − εijkω k

c 0γ
j
b

]
,

donde i, j, k = 1, 2, 3 y α, β = 0, a, b, c, con a, b, c = 1, 2, 3.
De esta manera, tenemos que para la acción (2.0.1), si corremos los ı́ndices espacio-tiempo
y de grupo obtenemos
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BIJ ∧ FIJ =
1

4
BIJ
αβFIJµνε

αβµν =
1

4
B0J
αβF0Jµνε

αβµν +
1

4
BiJ
αβFiJµνε

αβµν

=
1

4
B0j
αβF0jµνε

αβµν +
1

4
Bi0
αβFi0µνε

αβµν +
1

4
Bij
αβFijµνε

αβµν

=
1

2
B0j
αβF0jµνε

αβµν +
1

4
Bij
αβFijµνε

αβµν

=
1

2
B0j

0aF0jbcε
0abc +

1

2
B0j
a0F0jbcε

a0bc +
1

2
B0j
abF0j0cε

ab0c +
1

2
B0j
abF0jc0ε

abc0

+
1

4
Bij

0aFijbcε
0abc +

1

4
Bij
a0Fijbcε

a0bc +
1

4
Bij
abFij0cε

ab0c +
1

4
Bij
abFijc0ε

abc0

= B0j
0aF0jbcη

abc +B0j
abF0j0cη

abc +
1

2
Bij

0aFijbcη
abc +

1

2
Bij
abFij0cη

abc. (2.1.1)

Ahora introduciendo las variables definidas anteriormente, encontramos que (2.1.1) se
puede escribir como

BIJ ∧ FIJ = −1

2
ςjaF

0j
bc η

abc +
[
ω̇ 0i
c − ∂cω 0i

0 + εi jkω
0
0γ

j
c − εi jkω k0

c γj0

]P c
i

Ξ
− 1

2
εij lB

l
0aFijbcη

abc

−1

2
εij lB

l
abFij0cη

abc

=
1

2
ςjaF0jbcη

abc − 1

2
χl 0aFlbcη

abc + ω̇ 0i
c

P c
i

Ξ
− Λi

Ξ
∂cP

c
i −

Λk

Ξ
ε i
kj γ

j
cP

c
i −

τ j

Ξ
ε i
jk ω

0k
c P

c
i

+
[
γ̇ic − ∂cγi0 − εi jkω

j0
0 ω k

c0 + εi jkγ
j
0γ

k
c

]Πc
i

Ξ

=
1

Ξ
ω̇ 0i
c P c

i +
1

Ξ
γ̇icΠ

c
i −

Λi

Ξ

[
∂cP

c
i + ε k

ij γ
j
cP

c
k − ε k

ij ω
0j
c Πc

k

]
− τ i

Ξ

[
∂cΠ

c
i + ε k

ij ω
0j
c P c

k + ε k
ij γ

j
cΠ

c
k

]
+

1

2
ςjaF0jbcη

abc − 1

2
χl 0aFlbcη

abc.

De este modo, se puede observar que la acción BF en términos de las nuevas variables
tiene la forma [15]

S[γia, π
a
i , ω

0i
a , P a

i , τ
i,Λi, ς ia, χ

i
0a]

=

∫
1

Ξ
ω̇ 0i
c P c

i +
1

Ξ
γ̇icΠ

c
i −

Λi

Ξ

[
∂cP

c
i + ε k

ij γ
j
cP

c
k − ε k

ij ω
0j
c Πc

k

]
− τ i

Ξ

[
∂cΠ

c
i + ε k

ij ω
0j
c P c

k + ε k
ij γ

j
cΠ

c
k

]
+

1

2
ςjaF0jbcη

abc − 1

2
χl 0aFlbcη

abc. (2.1.2)
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Podemos observar que la acción (2.1.2) se ha llevado a la forma que encontramos en
(1.6.1) donde Hc = 0. Este resultado es esperado puesto que la covarianza bajo difeo-
morfismos se mantiene. De (2.1.2) podemos identificar los paréntesis fundamentales de
Poisson o estructura simpléctica, dados por

1

Ξ
{γia(x),Πb

j(y)} = δijδ
b
aδ

3(x− y), (2.1.3)

1

Ξ
{ω 0i

a (x), P b
j (y)} = δbaδ

i
jδ

3(x− y), (2.1.4)

y si variamos la acción respecto a las variables τ i,Λi, ς ia, χ
i
0a se obtiene que

δS

δτ i
= ∂aΠ

a
i + ε j

ik ω
0k
a P a

j + ε j
ik γ

k
aΠa

j = 0 = φi, (2.1.5)

δS

δΛi
= ∂aP

a
i + ε k

il γ
l
aP

a
k − ε l

ik ω
0k
a Πa

l = 0 = ψi, (2.1.6)

δS

δς ia
= F0ibcη

abc = 0 = Ψa
i , (2.1.7)

δS

δχi0a
= −Fibcηabc = 0 = Φa

i , (2.1.8)

donde se pueden identificar las siguientes restricciones

φl = ∂aΠ
a
l + ε j

lk ω
0k
a P a

j + ε j
lk γ

k
aΠa

j = 0, (2.1.9)

ψj = ∂aP
a
j + ε k

jl γ
l
aP

a
k − ε l

jk ω
0k
a Πa

l = 0, (2.1.10)

Ψa
i =

(
2∂bωc0i + 2εijkω

k
b 0γ

j
c

)
ηabc = 0, (2.1.11)

Φa
i = −

(
2∂bγic − εijkω j0

b ω k
c0 + εijkγ

j
bγ

k
c

)
ηabc = 0. (2.1.12)

y las variables τ i,Λi, ς i0, χ
i
0a son identificadas como multiplicadores de Lagrange.

2.2. Álgebra de restricciones

En esta parte calcularemos los paréntesis de Poisson entre todas las restricciones encon-
tradas. Primero, a partir de las restricciones (2.1.9)-(2.1.12) tenemos que los paréntesis
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de Poisson triviales entre las restricciones están dados por

{Φa
i (x),Φb

j(y)} = 0, (2.2.1)

{Φa
i (x),Ψb

j(y)} = 0, (2.2.2)

{Ψa
i (x),Ψb

j(y)} = 0. (2.2.3)

Los paréntesis no triviales los calculamos de la siguiente manera

{φi(x), φl(y)} = {∂aΠa
i (x) + ε k

ij P
a
k (x)ω 0j

a (x) + ε k
ij γ

j
a(x)Πa

k(x), ∂bΠ
b
l (y)

+ε p
lq P

n
p (y)ω 0q

n (y) + ε p
lq γ

q
n(y)Πn

p (y)}
= {∂aΠa

i (x), ∂bΠ
b
l (y) + ε p

lq P
n
p (y)ω 0q

n (y) + ε p
lq γ

q
n(y)Πn

p (y)}
+{ε k

ij P
a
k (x)ω 0j

a (x), ∂bΠ
b
l (y) + ε p

lq P
n
p (y)ω 0q

n (y) + ε p
lq γ

q
n(y)Πn

p (y)}
+{ε k

ij γ
j
a(x)Πa

k(x), ∂bΠ
b
l (y) + ε p

lq P
n
p (y)ω 0q

n (y) + ε p
lq γ

q
n(y)Πn

p (y)}
= {∂aΠa

i (x), ∂bΠ
b
l (y)}+ {∂aΠa

i (x), ε p
lq P

n
p (y)ω 0q

n (y)}
+{∂aΠa

i (x), ε p
lq γ

q
n(y)Πn

p (y)}+ {ε k
ij P

a
k (x)ω 0j

a (x), ∂bΠ
b
l (y)}

+{ε k
ij P

a
k (x)ω 0j

a (x), ε p
lq P

n
p (y)ω 0q

n (y)}+ {ε k
ij P

a
k (x)ω 0j

a (x), ε p
lq γ

q
n(y)Πn

p (y)}
+{ε k

ij γ
j
a(x)Πa

k(x), ∂bΠ
b
l (y)}+ {ε k

ij γ
j
a(x)Πa

k(x), ε p
lq P

n
p (y)ω 0q

n (y)}
+{ε k

ij γ
j
a(x)Πa

k(x), ε p
lq γ

q
n(y)Πn

p (y)}
= ∂ax∂by

[
{Πa

i (x),Πb
l (y)}

]
+ ε p

lq ∂ax
[
P n
p (y){Πa

i (x), ω 0q
n (y)}

]
+ε p

lq ∂ax
[
{Πa

i (x), P n
p (y)}ω 0q

n

]
+ ε p

lq ∂ax [γqn(y){Πa
i (x),Πp

n(y)}]
+ε p

lq ∂ax
[
{Πa

i (x), γnq (y)}Πn
p

]
+ ε k

ij ∂by
[
P a
k (x){ω 0j

a (x),Πb
l (y)}

]
+ε k

ij ∂by
[
{P a

k (x),Πb
l (y)}ω 0j

a (x)
]

+ εkijε
p

lq P
a
k (x)P n

p (y){ω0j
a (x), ω0q

n (y)}
+εkijε

p
lq P

a
k (x){ω0j

a (x), P n
p (y)}ω0q

n (y) + εkijε
p

lq P
n
p (y){P a

k (x), ω0q
n (y)}ω0j

a (x)

+εkijε
p

lq {P
a
k (x), P n

p (y)}ω0q
n (y)ω0j

a (x) + εkijε
p

lq {P
a
k (x), γqn(y)}ω0j

a (x)Πn
p (y)

+εkijε
p

lq P
a
k (x)γqn(y){ω0j

a (x)Πn
p (y)}+ εkijε

p
lq γ

q
n(y){P a

k (x),Πn
p (y)}ω0j

a (x)

+εkijε
p

lq P
a
k (x){γqn(y), ω0j

a (x)}Πn
p (y) + ε k

ij ∂by
[
{γja(x),Πb

l (y)}Πa
k(x)

]
+ε k

ij ∂by
[
γja(x){Πa

k(x),Πb
l (y)}

]
+ ε k

ij ε
p

lq {γ
j
a(x), P n

p (y)}Πa
k(x)ω0q

n (y)

+ε k
ij ε

p
lq γ

j
a(x)P n

p (y){Πa
k(x), ω0q

n (y)}+ ε k
ij ε

p
lq P

n
p (y){γja(x), ω0q

n (y)}Πa
k(x)

+ε k
ij ε

p
lq γ

j
a(x){Πa

k(x), P n
p (y)}ω0q

n (y) + ε k
ij ε

p
lq {γ

j
a(x), γqn(y)}Πa

k(x)Πn
p (y)

+ε k
ij ε

p
lq γ

j
a(x)γqn(y){Πa

k(x),Πn
p (y)}+ ε k

ij ε
p

lq γ
q
n(y){γja(x),Πn

p (y)}Πa
k(x)

+ε k
ij ε

p
lq γ

j
a(x){Πa

k(x), γqn(y)}Πn
p (y)
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= ε p
lq ∂ax

[
P n
p (y){Πa

i (x), ω 0q
n (y)}

]
+ ε p

lq ∂ax
[
{Πa

i (x), γqn(y)}Πn
p (y)

]
+ε k

ij ∂by
[
P a
k (x){ω 0j

a (x),Πb
l (y)}

]
+ ε k

ij ε
p

lq P
a
k (x){ω 0j

a (x), P n
p (y)}ω 0q

n (y)

+ε k
ij ε

p
lq P

n
p (y){P a

k (x), ω 0q
n (y)}ω 0j

a (x) + ε k
ij ε

p
lq {P

a
k (x), γqn(y)}ω 0j

a (x)Πn
p (y)

+ε k
ij ε

p
lq P

a
k (x)γqn(y){ω 0j

a (x),Πn
p (y)}+ ε k

ij ∂by
[
{γja(x),Πb

l (y)}Πa
k(x)

]
+ε k

ij ε
p

lq {γ
j
a(x), P n

p (y)}Πa
k(x)ω 0q

n (y) + ε k
ij ε

p
lq γ

j
a(x)P n

p (y){Πa
k(x), ω 0q

n (y)}
+ε k

ij ε
p

lq γ
q
n(y){γja(x),Πn

p (y)}Πa
k(x) + ε k

ij ε
p

lq γ
j
a(x){Πa

k(x), γqn(y)}Πn
p (y), (2.2.4)

utilizando los paréntesis fundamentales (2.1.3) y (2.1.4) en (2.2.4) obtenemos

{φi(x), φl(y)} = Ξ
(
− ε p

lq ∂ax
[
δanδ

q
nδ

3(x− y)Πn
p (y)

]
+ ε k

ij ε
p

lq P
a
k (x)δna δ

j
pδ

3(x− y)ω 0q
n (y)

−ε k
ij ε

p
lq P

n
p (y)δanδ

q
kδ

3(x− y)ω 0j
a (x) + ε k

ij ∂by
[
δjl δ

b
aδ

3(x− y)Πa
k(x)

]
+ε k

ij ε
p

lq γ
q
n(y)δjpδ

n
a δ

3(x− y)Πa
k(x)− ε k

ij ε
p

lq γ
j
aδ
a
nδ

q
kδ

3(x− y)Πn
p (y)

)
= Ξ

(
− ε p

li ∂ax
[
δ3(x− y)Πa

p(y)
]

+ ε k
ij ε

j
lq P

a
k (x)δ3(x− y)ω 0q

a (y)

−ε k
ij ε

p
lk P

a
p (y)δ3(x− y)ω 0j

a (x) + ε k
il ∂ay

[
δ3(x− y)Πa

k(x)
]

+ε k
ij ε

j
lq γ

q
a(y)δ3(x− y)Πa

k(x)− ε k
ij ε

p
lk γ

j
aδ

3(x− y)Πa
p(y)

)
. (2.2.5)

Por otro lado el primer término de la última igualdad de (2.2.5) está dado por

−ε p
li ∂ax

[
δ3(x− y)Πa

p(y)
]

= ε p
il ∂axδ

3(x− y)Πa
p(y) = −ε p

il ∂ayδ
3(x− y)Πa

p(y)

= −ε p
il ∂ay

[
δ3(x− y)Πa

p(y)
]

+ε p
il δ

3(x− y)∂axΠa
p(y). (2.2.6)

Una identidad que usaremos de ahora en adelante es la identidad de Jacobi que está dada
de la siguiente forma

Ci
[jkC

l
m]n = 0 (2.2.7)

donde Ci
jk son las contantes de estructura. Sustituyendo la expresión (2.2.7) en (2.2.5)

obtenemos

{φi(x), φj(y)} = Ξε k
ij φkδ

3(x− y). (2.2.8)
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Utilizando el mismo procedimiento para la obtención del paréntesis (2.2.4), obtenemos
lo siguiente

{ψi(x), ψl(y)} = {∂aP a
i (x) + ε k

ij P
a
k (x)γja(x)− ε k

ij Πa
k(x)ω 0j

a (x), ∂bP
b
l (y) + ε p

lq P
n
p (y)γqn(y)

−ε p
lq Πn

p (y)ω 0q
n (y)}

= ε p
lq ∂ax

(
[P n
p (y){P a

i (x), γqn(y)}
]
− ε p

lq ∂ax
[
Πn
p (y){P a

i (x), ω 0q
n (y)}

]
+ε k

ij ∂by
[
P a
k (x){γja(x), P b

l (y)}
]

+ ε k
ij ε

p
lq P

n
p (y){P a

k (x), γqn(y)}γja(x)

+ε k
ij ε

p
lq P

a
k (x){γja(x), P n

p (y)}γqn(y)− ε k
ij ε

lq
pP

a
k (x){γja(x),Πn

p (y)}ω 0q
n (y)

−ε k
ij ε

p
lq Πn

p (y){P a
k (x), ω 0q

n (y)}γja(x)− ε k
ij ε

p
lq ∂by

[
Πa
k(x){ω 0j

a (x), P b
l (y)}

]
−ε k

ij ε
p

lq Πa
k(x){ω 0j

a (x), P n
p (y)}γqn(y)− ε k

ij ε
p

lq P
n
p (y){Πa

k(x), γqn(y)}ω 0j
a (x)

+ε k
ij ε

p
lq Πa

k(x){ω 0j
a (x),Πn

p (y)}ω 0q
n (y)

+ε k
ij ε

p
lq Πn

p (y){Πa
k(x), ω 0q

n (y)}ω 0j
a (x), (2.2.9)

tomando en cuenta (2.1.3) y (2.1.4) en (2.2.9) encontramos que

{ψi(x), ψl(y)} = Ξ
(
ε p
lq ∂ax

[
Πn
p (y)δanδ

q
i δ

3(x− y)
]
− ε k

ij ε
p

lq P
a
k (x)δjpδ

n
a δ

3(x− y)ω 0q
n (y)

+ε k
ij ε

p
lq Πn

p (y)δanδ
q
kδ

3(x− y)γja(x)− ε k
ij ∂by

[
Πa
k(x)δbaδ

j
l δ

3(x− y)
]

−ε k
ij ε

p
lq Πa

k(x)δna δ
j
pδ

3(x− y)γqn(y) + ε k
ij ε

p
lq P

n
p (y)δanδ

q
kδ

3(x− y)ω 0j
a (y)

)
= Ξ

(
ε p
li ∂ax

[
Πa
p(y)δ3(x− y)

]
− ε k

ij ε
j

lq P
a
k (x)δ3(x− y)ω 0q

a (y)

+ε k
ij ε

p
lk Πa

p(y)δ3(x− y)γja(x)− ε k
il ∂ay

[
Πa
k(x)δ3(x− y)

]
−ε k

ij ε
j

lq Πa
k(x)δ3(x− y)γqa(y) + ε k

ij ε
p

lk P
a
p (y)δ3(x− y)ω 0j

a (y)
)
. (2.2.10)

La ecuación (2.2.10) es el negativo de (2.2.5) por lo que aplicando esto en (2.2.10)
podemos ver que

{ψi(x), ψj(y)} = −Ξε k
ij φkδ

3(x− y). (2.2.11)

Por otro lado, el paréntesis entre las restricciones φi(x) y ψl(y) tiene la siguiente expresión
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{φi(x), ψl(y)} = {∂aΠa
i + ε k

ij P
a
k (x)ω 0j

a (x) + ε k
ij γ

j
a(x)Πa

k(x), ∂bP
p
l (y)

+ε p
lq P

n
p (y)γqn(y)− ε p

lq Πn
p (y)ω 0q

n (y)}
= ε p

lq ∂ax
[
P n
p (y){Πa

i (x), γqn(y)}
]
− ε p

lq ∂ax
[
Πn
p (y){Πa

i (x), ω 0q
n (y)}

]
+ε k

ij ∂by
[
P a
k (x){ω 0j

a (x), P b
l (y)}

]
+ ε k

ij ε
p

lq P
a
k {ω 0j

a (x), P n
p (y)}γqn(y)

+ε k
ij ε

p
lq P

n
p (y){P a

k (x), γqn(y)}ω 0j
a (x)− ε k

ij ε
p

lq P
a
k (x){ω 0j

a (x),Πn
p (y)}ω 0q

n (y)

−ε k
ij ε

p
lq Πn

p (y){P a
k (x), ω 0q

n (y)}ω 0j
a (x) + ε k

ij ∂by
[
{γja(x), P b

l (y)}Πa
k(x)

]
+ε k

ij ε
p

lq γ
j
a(x)P n

p (y){Πa
k(x), γqn(y)}+ ε k

ij ε
p

lq {γ
j
a(x), P n

p (y)}Πa
k(x)γqn(y)

−ε k
ij ε

p
lq γ

j
a(x)Πn

p (y){Πa
k(x), ω 0q

n (y)}
−ε k

ij ε
p

lq {γ
j
a(x),Πn

p (y)}Πa
k(x)ω 0q

n (y), (2.2.12)

nuevamente, sustituyendo (2.1.3) y (2.1.4) en (2.2.12) obtendremos que

{φi(x), ψl(y)} = −Ξ
(
ε p
lq ∂ax

[
P n
p (y)δanδ

q
i δ

3(x− y)
]

+ ε k
ij ∂by

[
P a
k (x)δjl δ

b
aδ

3(x− y)
]

+ε k
ij ε

p
lq P

a
k (x)δjpδ

n
a δ

3(x− y)γqn(y) + ε k
ij ε

p
lq Πn

p (y)δanδ
q
kδ

3(x− y)ω 0j
a (y)

−ε k
ij ε

p
lq γ

j
a(x)P n

p (y)δanδ
q
kδ

3(x− y)− ε k
ij ε

p
lq δ

j
pδ
n
a δ

3(x− y)Πa
k(x)ω 0q

n (y)
)

= −Ξ
(
ε p
li ∂ax

[
P a
p (y)δ3(x− y)

]
+ ε k

il ∂ay
[
P a
k (x)δ3(x− y)

]
+ε k

ij ε
j

lq P
a
k (x)δ3(x− y)γqa(y) + ε k

ij ε
p

lk Πa
p(y)δ3(x− y)ω 0j

a (y)

−ε k
ij ε

p
lk γ

j
a(x)P a

p (y)δ3(x− y)− ε k
ij ε

j
lq δ

3(x− y)Πa
k(x)ω 0q

a (y)
)
.(2.2.13)

El paréntesis (2.2.13) tiene la misma forma que (2.2.5), si usamos ahora la identiedad de
Jacobi veremos que el paréntesis se transforma en

{φi(x), ψl(y)} = Ξε k
ij ψkδ

3(x− y). (2.2.14)
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Ahora calculemos el siguiente paréntesis

{φi(x),Ψb
l (y)} = {∂aΠa

i (x) + ε k
ij P

a
k (x)ω 0j

a (x) + ε k
ij γ

j
a(x)Πa

k(x),−2ηbcd∂cωd0l(y)

−2ηbcdεlqpω
p
c 0(y)γqd(y)}

= −2ηbcd∂ax∂cy{Πa
i (x), ωd0l(y)} − 2ηbcdεlqp∂ax [ω p

c 0(y){Πa
i (x), γqd(y)}]

−2ηbcdεlqp∂ax [{Πa
i (x), ω p

c 0(y)}γqd(y)]

−2ηbcdε k
ij ∂cy

[
{P a

k (x), ωd0l(y)}ω 0j
a (x)

]
−2ηbcdε k

ij εlqp{P a
k (x), ω p

c 0(y)}ω 0j
a (x)γqd(y)

−2ηbcdε k
ij εlqpω

p
c 0(y){P a

k (x), γqd(y)}ω 0j
a (x)

−2ηbcdε k
ij ∂cy

[
γja(x){Πa

k(x), ωd0l(y)}
]

−2ηbcdε k
ij εlqpγ

j
a(x)ω p

c 0(y){Πa
k(x), γqd(y)}

−2ηbcdε k
ij εlqpγ

j
a(x){Πa

k(x), ω p
c 0(y)}γqd(y), (2.2.15)

utilizando (2.1.3) y (2.1.4) en (2.2.15) encontraremos la siguiente expresión

{φi(x),Ψb
l (y)} = Ξ

(
2ηbcdεlqp∂ax

[
ω p
c 0(y)δadδ

q
i δ

3(x− y)
]

+2ηbcdε k
ij ∂cy

[
δadδklδ

3(x− y)ω 0j
a (x)

]
+2ηbcdε k

ij εlqpδ
a
c δ

p
kδ

3(x− y)ω 0j
a (x)γqd(x)

+2ηbcdε k
ij εlqpγ

j
a(x)ω p

c 0(y)δadδ
q
kδ

3(x− y)
)

= Ξ
(

2ηbcaεlip∂ax
[
ω p
c 0(y)δ3(x− y)

]
+2ηbcaε k

ij ∂cy
[
δ3(x− y)ω 0j

a (x)
]

+2ηbadε k
ij εlqkδ

3(x− y)ω 0j
a (x)γqd(x)

+2ηbcaε k
ij εlkpγ

j
a(x)ω p

c 0(y)δ3(x− y)
)

= Ξ
(

2ηbcaεlip∂ax
[
ω p
c 0(y)δ3(x− y)

]
+ ε k

il P
a
k (x)δ3(x− y)

+2ηbcaε k
ij ∂cy

[
δ3(x− y)ω 0j

a (x)
]

+2ηbadδ3(x− y)ω 0j
a (x)γqd(y)

[
ε k
ij ε

f
qk + ε k

qi ε
f
jk

]
gfl

)
, (2.2.16)

utilizando la identidad de Jacobi encontraremos que el paréntesis está dado por

{φi(x),Ψa
l (y)} = Ξε kil Ψa

kδ
3(x− y). (2.2.17)
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Ahora calculemos el siguiente paréntesis entre las restricciones ψi(x) y Ψb
l (y), es decir

{ψi(x),Ψb
l (y)} = {∂aP a

i (x) + ε k
ij γ

j
a(x)P a

k (x)− ε k
ij ω

0j
a (x)Πa

k(x),−2ηbcd∂cωd0l(y)

−2ηbcdεlqpω
p
c 0(y)γqd(y)}

= −2ηbcd∂ax∂cy [{P a
i (x), ωd0l(y)}]− 2ηbcdεlqp∂ax [{P a

i (x), ω p
c 0(y)}γqd(y)]

−2ηbcdεlqp∂ax [ω p
c 0(y){P a

i (x), γqd(y)}]
−2ηbcdε k

ij ∂cy
[
γja(x){P a

k (x), ωd0l(y)}
]

−2ηbcdε k
ij εlqpγ

j
a(x){P a

k (x), ω p
c 0(y)}γqd(y)

−2ηbcdε k
ij εlqpγ

j
a(x)ω p

c 0(y){P a
k (x), γqd(y)}

+2ηbcdε k
ij ∂cy

[
ω 0j
a (x){Πa

k(x), ωd0l(y)}
]

+2ηbcdε k
ij εlqpω

0j
a (x){Πa

k(x), ω p
c 0(y)}γqd(y)

+2ηbcdε k
ij εlqpω

0j
a (x)ω p

c 0(y){Πa
k(x), γqd(y)}, (2.2.18)

utilizando nuevamente (2.1.3) y (2.1.4) en (2.2.18) obtenemos

{ψi(x),Ψb
l (y)} = Ξ

(
2ηbcd∂ax∂cy

[
δadδilδ

3(x− y)
]

+ 2ηbcdεlqp∂ax
[
δac δ

p
i δ

3(x− y)γqd(y)
]

+2ηbcdε k
ij ∂cy

[
γja(x)δadδklδ

3(x− y)
]

+2ηbcdε k
ij εlqpγ

j
a(x)δac δ

p
kδ

3(x− y)γqd(y)

−2ηbcdε k
ij εlqpω

0j
a (x)ω p

c 0(y)δadδ
q
kδ

3(x− y)
)

= Ξ
(

2ηbca∂ax∂cy
[
δ3(x− y)

]
+ 2ηbadεlqi∂ax

[
δ3(x− y)γqd(y)

]
+2ηbcaεijl∂cy

[
γja(x)δ3(x− y)

]
+ 2ηbadε k

ij εlqkγ
j
a(x)δ3(x− y)γqd(y)

−2ηbcaε k
ij εlkpω

0j
a (x)ω p

c 0(y)δ3(x− y)
)
, (2.2.19)

utilizando la identidad de Jacobi en la siguiente expresión, encontraremos lo siguiente

ηbadε k
il εjqkγ

j
a(x)γqd(y)δ3(x− y) = ηbad

[
−ε k

ji εlqk − ε k
lj εiqk

]
γja(x)γqd(y)δ3(x− y)

= ηbad
[
ε k
ij εlqk − ε k

lj εiqk
]
γja(x)γqd(y)δ3(x− y)

= 2ηbadε k
ij εlqkγ

j
a(x)δ3(x− y). (2.2.20)

utilizando la ecuación anterior (2.2.20) en (2.2.19) obtenemos finalmente que
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{ψi(x),Ψb
l (y)} = −Ξε k

il Φb
kδ

3(x− y). (2.2.21)

De manera similar a lo desarrollado anteriomente, tenemos que los paréntesis de Poisson
entre las restricciones son

{φi(x),Φb
l (y)} = Ξε k

il Φb
kδ

3(x− y), (2.2.22)

{ψi(x),Φb
l (y)} = Ξε k

il Ψb
kδ

3(x− y). (2.2.23)

Por lo tanto, el álgebra entre las restricciones está dada por

{φi(x), ψj(y)} = Ξε k
ij ψkδ

3(x− y), (2.2.24)

{φi(x), φj(y)} = Ξε k
ij φkδ

3(x− y), (2.2.25)

{φi(x),Φa
j (y)} = Ξε k

ij Φa
kδ

3(x− y), (2.2.26)

{φi(x),Ψa
j (y)} = Ξε k

ij Ψa
kδ

3(x− y), (2.2.27)

{ψi(x), ψj(y)} = −Ξε k
ij φkδ

3(x− y), (2.2.28)

{ψi(x),Φa
j (y)} = Ξε k

ij Ψa
kδ

3(x− y), (2.2.29)

{ψi(x),Ψa
j (y)} = −Ξε k

ij Φa
kδ

3(x− y), (2.2.30)

{Φa
i ,Φ

b
j(y)} = 0, (2.2.31)

{Φa
i (x),Ψb

j(y)} = 0, (2.2.32)

{Ψa
i (x),Ψb

j(y)} = 0. (2.2.33)

Debido a que el álgebra es cerrada, concluimos que las restricciones encontradas son de
primera clase y por lo tanto generan transformaciones de norma. Respecto a este punto,
definimos el siguiente generador

G =

∫
{αlφl + βjψj + νiaΨ

a
i + giaΦ

a
i }dx3, (2.2.34)

donde α, β, ν, g son parámetros arbitrarios. De esta manera, las transformaciones de
norma están dadas por

δγhν = −∂ναh + ε h
lk α

lγkν − ε h
jk β

jω 0k
ν , (2.2.35)

δω 0h
ν = −∂νβh + ε h

lk α
lω 0k
ν + ε h

jl β
jγlν . (2.2.36)
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Por otra parte, podemos ver que las restricciones son reductibles dado que

∂aΦ
a
i = 0, (2.2.37)

∂aΨ
a
i = 0. (2.2.38)

Para hacer el conteo de grados de libertad, tomaremos como variables dinámicas a aque-
llas que aparecen con una derivada temporal en la acción, que resultan ser (ω 0i

c , γic).
De esta manera, hay 36 variables canónicas y (24 − 6) restricciones de primera clase
independientes, por tanto, el conteo de grados de libertad está dado por

GL = (36)− 2(24− 6) = 36− 2(18) = 0. (2.2.39)

lo cual nos dice que la teoŕıa no tiene grados de libertad f́ısicos.

2.3. Conclusiones

Hasta aqúı hemos encontrado que la teoŕıa BF tiene un hamiltoniano canónico igual a
cero y restricciones de primera clase, de tal forma que son generadoras de transforma-
ciones de norma. Por otra parte, las restricciones encontradas presentan reductibilidad,
esto afecta directamente al conteo de grados de libertad f́ısicos, el cual obtenemos que es
igual a cero, por lo cual es una teoŕıa topológica.

En el siguiente caṕıtulo, aplicaremos el mismo procedimiento que usamos en la acción
anterior a la segunda clase de Chern, encontrando aśı sus ecuaciones de movimiento, el
Hamiltoniano canónico, los paréntesis fundamentales de Poisson, el álgebra de restric-
ciones y finalmente las transformaciones de norma asociadas a dicha acción.
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Caṕıtulo 3

La Segunda Clase de Chern

La segunda clase de Chern es un invariante topológico y vista como una teoŕıa de cam-
po es una teoŕıa topológica, es decir, también no tiene grados de libertad locales. Sin
embargo, cuando este invariante es añadido a otra acción como por ejemplo a una teoŕıa
BF , su contribución puede ser relevante debido a que topoloǵıas no triviales asociadas
al haz de norma pueden ser “detectadas” o “vistas” mediante la segunda clase de Chern.
Por otro lado, debido a que dicho invariante se puede escribir como una diferencial total,
su contribución a las ecuaciones de movimiento es nula, sin embargo, su contribución
puede ser relevante a nivel cuántico debido a que modifica la estructura simpléctica [19],
en este trabajo de tesis analizaremos desde el punto de vista Hamiltoniano a la segunda
clase de Chern en términos de las variables definidas en el caṕıtulo anterior.

La segunda clase de Chern está definida de la siguiente manera

S[A] = Ξ
1

2

∫ [
F IJ ∧ FIJ

]
, (3.0.1)

donde Ξ es una constante. Para realizar nuestro análisis, introduciremos un campo au-
xiliar BIJ que como en el caṕıtulo anterior, corresponde a una 2-forma valuada en el
grupo SO(3, 1). Aśı, la acción (3.0.1) toma la estructura de una teoŕıa tipo BF dada por

S[B,A] = Ξ

∫ [
F IJ ∧BIJ −

1

2
BIJ ∧BIJ

]
. (3.0.2)

De la acción anterior es posible obtener las ecuaciones de movimiento. Debido a que las
variables dinámicas de la acción corresponden a AIJ y BIJ , variaremos la acción (3.0.2)
con respecto a cada una de ellas para obtener las ecuaciones de movimiento. De esta
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manera, si variamos con respecto a la variable BIJµν obtendremos la primera ecuación
de movimiento

δ

δBIJµν

[
F IJ ∧BIJ −

1

2
BIJ ∧BIJ

]
=

δ

δBIJµν

[1

4
F IJ
αβBIJµνε

αβµν − 1

8
BIJ
αβBIJµνε

αβµν
]

=
1

4
F IJ
αβ δBIJµνε

αβµν − 1

8
δBIJ

αβBIJµνε
αβµν − 1

8
BIJ
αβδBIJµνε

αβµν

=
1

4
F IJ
αβ δBIJµνε

αβµν − 1

8
BIJ
αβδBIJµνε

αβµν − 1

8
BIJ
µνδBIJαβε

αβµν

=
1

4
F IJ
αβ δBIJµνε

αβµν − 1

8
BIJ
αβδBIJµνε

αβµν − 1

8
BIJ
µνδBIJαβε

µναβ

=
1

4
F IJ
αβ δBIJµνε

αβµν − 1

4
BIJ
αβδBIJµνε

αβµν

=
1

4
εαβµν

[
F IJ
αβ −BIJ

αβ

]
= 0,

que en forma compacta la podemos escribir

F IJ
αβ = BIJ

αβ. (3.0.3)

Ahora si variamos la acción (3.0.2) con respecto a la variable AIJσ obtendremos la segunda
ecuación de movimiento

δ

δAIJα

[
F IJ ∧BIJ −

1

2
BIJ ∧BIJ

]
=

δ

δAIJα

[1

4
F IJ
αβBIJµνε

αβµν − 1

8
BIJ
αβBIJµνε

αβµν
]

=
1

4

δ

δAIJα

[
∂αA

IJ
β − ∂βAIJα + AIαkA

kJ
β + AJαkA

Ik
β

]
BIJµνε

αβµν

=
1

2
εαβµνDαBIJµν = 0,

que en forma compacta podemos escribir como

DBIJ = 0. (3.0.4)

donde D se ha definido en el caṕıtulo anterior.

Si uno sustituye las ecuaciones (3.0.3) y (3.0.4) en (3.0.2) se obtiene (3.0.1). La intención
de haber introducido la dos-forma BIJ se debe a que en las nuevas variables definidas
anteriormente se encuentra presente dicho campo, y la forma de la segunda clase de
Chern dada en (3.0.1) el campo B no aparece, es por ello que para nuestros fines nos
conviene trabajar con la segunda clase de Chern expresada como en (3.0.2).
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3.1. Cambios de Variable

De igual manera, romperemos la covarianza de Lorentz local y usaremos las mismas
variables que definimos en el caṕıtulo 2. Aśı, tenemos que para la acción (3.0.2), si
corremos los ı́ndices de espacio-tiempo y de grupo obtenemos

Ξ
[
F IJ ∧BIJ −

1

2
BIJ ∧BIJ

]
= Ξ

[1

4
F IJ
αβBIJµνε

αβµν − 1

8
BIJ
αβBIJµνε

αβµν
]

= Ξ
[1

4
F 0J
αβB0Jµνε

αβµν +
1

4
F iJ
αβBiJµνε

αβµν − 1

8
B0J
αβB0Jµνε

αβµν − 1

8
BiJ
αβBiJµνε

αβµν
]

= Ξ
[1

4
F 0j
αβB0jµνε

αβµν +
1

4
F i0
αβBi0µνε

αβµν +
1

4
F ij
αβBijµνε

αβµν − 1

8
B0j
αβB0jµνε

αβµν

−1

8
Bi0
αβBi0µνε

αβµν − 1

8
Bij
αβBijµνε

αβµν
]

= Ξ
[1

2
F 0j
αβB0jµνε

αβµν +
1

4
F ij
αβBijµνε

αβµν − 1

4
B0j
αβB0jµνε

αβµν − 1

8
Bij
αβBijµνε

αβµν
]

= Ξ
[1

2
F 0j

0aB0jbcε
0abc +

1

2
F 0j
a0B0jbcε

a0bc +
1

2
F 0j
abB0j0cε

ab0c +
1

2
F 0j
abB0jc0ε

abc0

+
1

4
F ij

0aBijbcε
0abc +

1

4
F ij
a0Bijbcε

a0bc +
1

4
F ij
abBij0cε

ab0c +
1

4
F ij
abBijc0ε

abc0

−1

4
B0j

0aB0jbcε
0abc − 1

4
B0j
a0B0jbcε

a0bc − 1

4
B0j
abB0j0cε

ab0c − 1

4
B0j
abB0jc0ε

abc0

−1

8
Bij

0aBijbcε
0abc − 1

8
Bij
a0Bijbcε

a0bc − 1

8
Bij
abBij0cε

ab0c − 1

8
Bij
abBijc0ε

abc0
]

= Ξ
[
F 0j

0aB0jbcη
abc + F 0j

abB0j0cη
abc +

1

2
F ij

0aBijbcη
abc +

1

2
F ij
abBij0cη

abc − 1

2
B0j

0aB0jbcη
abc

−1

2
B0j
abB0j0cη

abc − 1

4
Bij

0aBijbcη
abc − 1

4
Bij
abBij0cη

abc
]
.

Ahora introduciendo las variables definidas en el caṕıtulo 2, encontramos que (3.0.2) se
puede escribir de la siguiente manera

Ξ
[
F IJ ∧BIJ −

1

2
BIJ ∧BIJ

]
= Ξ

[(
ω̇ 0j
a − ∂aω

0j
0 + εjlkω

k0
0 γla − ε

j
lkω

k0
a γl0

)
B0jbcη

abc

−1

2
F 0j
ab ςjcη

abc − 1

2
εij lF

l
0aBijbcη

abc

−1

2
εij lF

l
abBij0cη

abc − 1

2
B0j

0aP
a
j +

1

4
B0j
abςjcη

abc +
1

4
εij lB

l
0aBijbcη

abc

+
1

4
εij lB

l
abBij0cη

abc
]
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=
(
ω̇ 0j
a − ∂aω

0j
0 + εjlkω

k0
0 γla − ε

j
lkω

k0
a γl0

)
P a
j +

Ξςjc
2

(1

2
B0j
abη

abc − F 0j
ab η

abc
)

+ΞF l
0aBlbcη

abc + ΞF l
abBl0cη

abc − 1

2
B0j

0aP
a
j −

Ξ

2
Bl

0aBlbcη
abc − Ξ

2
Bl

abBl0cη
abc

=
(
ω̇ 0j
a + ∂aΛ

j + εjlkΛ
kγla + εjlkω

k0
a τ l

)
P a
j +

Ξςjc
2

(1

2
B0j
abη

abc − F 0j
ab η

abc
)

+
(
γ̇la − ∂aγl0 − εl jkω

j0
0 ω k

a0 + εl jkγ
j
0γ

k
a

)
Πa
l −

Ξ

2
F l

abχlcη
abc − 1

2
B0j

0aP
a
j −

1

2
Bl

0aΠ
a
l

+
Ξ

4
Bl

abχlcη
abc

= ω̇ 0j
a P a

j + γ̇laΠ
a
l − τ j

[
∂aΠ

a
j + εl jkγ

k
aΠa

l − εl jkω k0
a P a

l

]
− Λj

[
∂aP

a
j − εnljγlaP a

n

+εl jkω
k

a0 Πa
l

]
+
ςjc
2

[
− P c

j + ΞF0jabη
abc
]

+
χl c
2

[
Πc
l − ΞFlabη

abc
]

= ω̇ 0j
a P a

j + γ̇laΠ
a
l − τ j

[
∂aΠ

a
l + ε l

jk γ
k
aΠa

l + ε j
lk ω

0k
a P a

j

]
− Λj

[
∂aP

a
j + ε n

jl γ
l
aP

a
n

−ε l
jk ω

0k
a Πa

l

]
− ς ic

2

[
P c
i − ΞF0iabη

abc
]

+
χl c
2

[
Πc
l − ΞFlabη

abc
]
.

De este modo, se puede observar que la acción (3.0.2) en términos de las nuevas variables
tiene la forma

S[γia, π
a
i , ω

0i
a , P a

i , τ
i,Λi, ς ia, χ

i
0a] =

=

∫
ω̇ 0j
a P a

j + γ̇laΠ
a
l − τ j

[
∂aΠ

a
j + ε l

jk γ
k
aΠa

l + ε l
jk ω

0k
a P a

l

]
− Λj

[
∂aP

a
j + ε n

jl γ
l
aP

a
n

−ε l
jk ω

0k
a Πa

l

]
− ς ic

2

[
P c
i − ΞF0iabη

abc
]

+
χl c
2

[
Πc
l − ΞFlabη

abc
]
, (3.1.1)

podemos observar que la acción anterior (3.1.1) se ha llevado a la forma que encontramos
en (1.6.1), donde Hc = 0. Este resultado es esperado puesto que la covarianza bajo
difeomorfismos se mantiene. De (3.1.1) podemos identificar los paréntesis fundamentales
de Poisson, dados por

{γia(x),Πb
j(y)} = δijδ

b
aδ

3(x− y), (3.1.2)

{ω 0i
a (x), P b

j (y)} = δbaδ
i
jδ

3(x− y), (3.1.3)

y al variar la acción respecto a las variables τ i,Λi, ς ia, χ
i
0a se obtiene que
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δS

δτ i
= ∂aΠ

a
i + ε l

ik ω
0k
a P a

l + ε l
ik γ

k
aΠa

l = 0 = φi,

δS

δΛi
= ∂aP

a
i + ε k

il γ
l
aP

a
k − ε l

ik ω
0k
a Πa

l = 0 = ψi,

δS

δς ia
= P a

i − ΞF0ibcη
abc = 0 = Ψa

i ,

δS

δχi0a
= Πa

i − ΞFibcη
abc = 0 = Φa

i ,

donde se pueden identificar las siguientes restricciones

φl = ∂aΠ
a
l + ε j

lk ω
0k
a P a

j + ε j
lk γ

k
aΠa

j = 0, (3.1.4)

ψj = ∂aP
a
j + ε k

jl γ
l
aP

a
k − ε l

jk ω
0k
a Πa

l = 0, (3.1.5)

Ψa
i = P a

i − Ξ
(
2∂bωc0i + 2εijkω

k
b 0γ

j
c

)
ηabc = 0, (3.1.6)

Φa
i = Πa

i − Ξ
(
2∂bγic − εijkω j0

b ω k
c0 + εijkγ

j
bγ

k
c

)
ηabc = 0. (3.1.7)

y las variables τ i,Λi, ς i0, χ
i
0a son identificados como multiplicadores de Lagrange.

3.2. Álgebra de restricciones

En esta parte calcularemos los paréntesis de Poisson entre todas las restricciones encon-
tradas. Como en el caṕıtulo 2, los paréntesis triviales de Poisson estan dados por

{Φa
i (x),Φb

j(y)} = 0, (3.2.1)

{Φa
i (x),Ψb

j(y)} = 0, (3.2.2)

{Ψa
i (x),Ψb

j(y)} = 0. (3.2.3)

Los paréntesis no triviales los calculamos de la siguiente manera

{Φa
i (x),Φd

l (y)} = {Πa
i (x)− Ξηabc

[
2∂bγ

i
c(x)− εijkω j0

b (x)ω k
c0 (x) + εijkγ

j
bγ

k
c (x)

]
,Πd

l (x)

−Ξηdef
[
2∂eγ

l
f (x)− εlqpω q0

e (x)ω p
f0 (x) + εlqpγ

q
eγ

p
f (x)

]
}

= −2Ξηdef∂ey [{Πa
i (x), γlf (y)}] + Ξηdefεlqpω

q0
e (y){Πa

i (x), ω p
f0 (y)}

+Ξηdefεlqp{Πa
i (x), ω q0

e (y)}ω p
f0 (y)− Ξηdefεlqpγ

q
e(y){Πa

i (x), γpf (y)}
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−Ξηdefεlqp{Πa
i (x), γqe(y)}γpf (y)− 2Ξηabc∂cx

[
{γic(x),Πd

l (y)}
]

+Ξηabcεijkω
j0
b (x){ω k

c0 (x),Πd
l (y)}+ Ξηabcεijk{ωj0b (x),Πd

l (y)}ω k
c0 (x)

−Ξηabcεijkγ
j
b (x){γkc (x),Πd

l (y)} − Ξηabcεijk{γjb (x),Πd
l (y)}γkc (x), (3.2.4)

utilizando los paréntesis fundamentales (3.1.2) y (3.1.3) en (3.2.4) obtenemos

{Φa
i (x),Φd

l (y)} = 2Ξηdef∂ey
[
δal δifδ

3(x− y)
]

+ Ξηdefεlqpγ
q
e(y)δafδ

p
i δ

3(x− y)

+Ξηdefεlqpδ
a
eδ

q
i δ

3(x− y)γpf (y)− 2Ξηabc∂cx
[
δilδ

d
c δ

3(x− y)
]

−Ξηabcεijkγ
j
b (x)δkl δ

d
c δ

3(x− y)− Ξηabcεijkδ
j
l δ
d
b δ

3(x− y)γkc (x)

= 2Ξηdei∂ey
[
δ3(x− y)

]
+ Ξηdeaεlqiγ

q
e(y)δ3(x− y) + Ξηdafεlipδ

3(x− y)γpf (y)

−2Ξηabd∂dx
[
δ3(x− y)

]
− Ξηabdεijlγ

j
b (x)δ3(x− y)

−Ξηadcεilkδ
3(x− y)γkc (x), (3.2.5)

redefiniendo y permutando ı́ndices encontraremos que

{Φa
i (x),Φd

l (y)} = 0. (3.2.6)

Ahora calculemos el siguiente paréntesis

{φi(x),Ψb
l (y)} = {∂aΠa

i (x) + ε k
ij P

a
k (x)ω 0j

a (x) + ε k
ij γ

j
a(x)Πa

k(x), P b
l (y)− 2Ξηbcd∂cωd0l(y)

−2Ξηbcdεlqpω
p
c 0(y)γqd(y)}

= −2Ξηbcd∂ax∂cy{Πa
i (x), ωd0l(y)} − 2Ξηbcdεlqp∂ax [ω p

c 0(y){Πa
i (x), γqd(y)}]

−2Ξηbcdεlqp∂ax [{Πa
i (x), ω p

c 0(y)}γqd(y)] + ε k
ij P

a
k (x){ω 0j

a (x), P b
l (y)}

−2Ξηbcdε k
ij ∂cy

[
{P a

k (x), ωd0l(y)}ω 0j
a (x)

]
−2Ξηbcdε k

ij εlqp{P a
k (x), ω p

c 0(y)}ω 0j
a (x)γqd(y)

−2Ξηbcdε k
ij εlqpω

p
c 0(y){P a

k (x), γqd(y)}ω 0j
a (x)

+ε k
ij {γja(x), P b

l (y)}Πa
k(x)

−2Ξηbcdε k
ij ∂cy

[
γja(x){Πa

k(x), ωd0l(y)}
]

−2Ξηbcdε k
ij εlqpγ

j
a(x)ω p

c 0(y){Πa
k(x), γqd(y)}

−2Ξηbcdε k
ij εlqpγ

j
a(x){Πa

k(x), ω p
c 0(y)}γqd(y), (3.2.7)

utilizando nuevamente los paréntesis fundamentales (3.1.2) y (3.1.3) en (3.2.7) la expre-
sión que se encuentra es la siguiente
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{φi(x),Ψb
l (y)} = 2Ξηbcdεlqp∂ax

[
ω p
c 0(y)δadδ

q
i δ

3(x− y)
]

+ ε k
ij P

a
k (x)δbaδ

j
l δ

3(x− y)

+2Ξηbcdε k
ij ∂cy

[
δadδklδ

3(x− y)ω 0j
a (x)

]
+2Ξηbcdε k

ij εlqpδ
a
c δ

p
kδ

3(x− y)ω 0j
a (x)γqd(x)

+2Ξηbcdε k
ij εlqpγ

j
a(x)ω p

c 0(y)δadδ
q
kδ

3(x− y)

= 2Ξηbcaεlip∂ax
[
ω p
c 0(y)δ3(x− y)

]
+ ε k

il P
a
k (x)δ3(x− y)

+2Ξηbcaε k
ij ∂cy

[
δ3(x− y)ω 0j

a (x)
]

+ 2Ξηbadε k
ij εlqkδ

3(x− y)ω 0j
a (x)γqd(x)

+2Ξηbcaε k
ij εlkpγ

j
a(x)ω p

c 0(y)δ3(x− y)

= 2Ξηbcaεlip∂ax
[
ω p
c 0(y)δ3(x− y)

]
+ ε k

il P
a
k (x)δ3(x− y)

+2Ξηbcaε k
ij ∂cy

[
δ3(x− y)ω 0j

a (x)
]

+2Ξηbadδ3(x− y)ω 0j
a (x)γqd(y)

[
ε k
ij ε

f
qk + ε k

qi ε
f
jk

]
gfl, (3.2.8)

si usamos ahora (2.2.7) obtendremos

{φi(x),Ψa
l (y)} = ε kil Ψa

kδ
3(x− y). (3.2.9)

Calculemos el paréntesis entre las restricciones Φa
i (x) y Ψd

l (y), es decir

{Φa
i (x),Ψd

l (y)} = {Πa
i (x)− 2Ξηabc∂bγic(x) + Ξηabcεijkω

j0
b (x)ω k

c0 (x)

−Ξηabcεijkγ
j
b (x)γkc (x), P d

l (y)− 2Ξηdef∂eωf0l(y)− 2Ξηdefεlqpω
p
e 0(y)γqf (y)}

= −2Ξηdef∂ey{Πa
i (x), ωf0l(y)} − 2Ξηdefεlqpω

p
e 0(y){Πa

i (x), γqf (y)}
−2Ξηdefεlqp{Πa

i (x), ω p
e 0(y)}γqp(y)− 2Ξηabc∂bx{γic(x), P d

l (y)}
+Ξηabcεijkω

j0
b (x){ω k

c0 (x), P d
l (y)}+ Ξηabcεijk{ω j0

b (x), P d
l (y)}ω k

c0 (x)

−Ξηabcεijkγ
j
b (x){γkc (x), P d

l (y)} − Ξηabcεijk{γjb (x), P d
l (y)}γkc (x), (3.2.10)

de igual manera, utilizando los paréntesis fundamentales (3.1.2) y (3.1.3) en (3.2.10),
veremos la siguiente expresión

{Φa
i (x),Ψd

l (y)} = 2Ξηdefεlqpω
p
e 0(y)δafδ

q
i δ

3(x− y) + Ξηabcεijkω
j0
b (x)δdc δ

k
l δ

3(x− y)

+Ξηabcεijkδ
d
b δ
j
l δ

3(x− y)ω k
c0 (x)

= 2Ξηdeaεlipω
p
e 0(y)δ3(x− y) + Ξηabdεijlω

j0
b (x)δ3(x− y)

+Ξηadcεilkδ
3(x− y)ω k

c0 (x), (3.2.11)

Página: 45
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redefiniendo los ı́ndices y permutándolos, encontraremos que el paréntesis está dado por

{Φa
i (x),Ψd

l (y)} = 0. (3.2.12)

El paréntesis de Poisson entre las restricciones Ψa
i (x) y Ψd

l (y) tiene una expresión similar
al paréntesis de Poisson (3.2.11), por lo que

{Ψa
i (x),Ψd

l (y)} = 0. (3.2.13)

Encontremos la expresión para el siguiente paréntesis

{ψi(x),Ψb
l (y)} = {∂aP a

i (x) + ε k
ij γ

j
a(x)P a

k (x)− ε k
ij ω

0j
a (x)Πa

k(x), P b
l (y)− 2Ξηbcd∂cωd0l(y)

−2Ξηbcdεlqpω
p
c 0(y)γqd(y)}

= −2Ξηbcd∂ax∂cy [{P a
i (x), ωd0l(y)}]− 2Ξηbcdεlqp∂ax [{P a

i (x), ω p
c 0(y)}γqd(y)]

−2Ξηbcdεlqp∂ax [ω p
c 0(y){P a

i (x), γqd(y)}] + ε k
ij {γja(x), P b

l (y)}P a
k (x)

−2Ξηbcdε k
ij ∂cy

[
γja(x){P a

k (x), ωd0l(y)}
]

−2Ξηbcdε k
ij εlqpγ

j
a(x){P a

k (x), ω p
c 0(y)}γqd(y)

−2Ξηbcdε k
ij εlqpγ

j
a(x)ω p

c 0(y){P a
k (x), γqd(y)} − ε k

ij {ω 0j
a (x), P b

l (y)}Πa
k(x)

+2Ξηbcdε k
ij ∂cy

[
ω 0j
a (x){Πa

k(x), ωd0l(y)}
]

+2Ξηbcdε k
ij εlqpω

0j
a (x){Πa

k(x), ω p
c 0(y)}γqd(y)

+2Ξηbcdε k
ij εlqpω

0j
a (x)ω p

c 0(y){Πa
k(x), γqd(y)}, (3.2.14)

utilizando de igual manera los paréntesis fundamentales (3.1.2) y (3.1.3) en (3.2.14)
obtendremos que

{ψi(x),Ψb
l (y)} = 2Ξηbcd∂ax∂cy

[
δadδilδ

3(x− y)
]

+ 2Ξηbcdεlqp∂ax
[
δac δ

p
i δ

3(x− y)γqd(y)
]

+2ξηbcdε k
ij ∂cy

[
γja(x)δadδklδ

3(x− y)
]

+ 2Ξηbcdε k
ij εlqpγ

j
a(x)δac δ

p
kδ

3(x− y)γqd(y)

−ε k
ij δ

b
aδ
j
l δ

3(x− y)Πa
k(x)− 2Ξηbcdε k

ij εlqpω
0j
a (x)ω p

c 0(y)δadδ
q
kδ

3(x− y)

= 2Ξηbca∂ax∂cy
[
δ3(x− y)

]
+ 2Ξηbadεlqi∂ax

[
δ3(x− y)γqd(y)

]
+2ξηbcaεijl∂cy

[
γja(x)δ3(x− y)

]
+ 2Ξηbadε k

ij εlqkγ
j
a(x)δ3(x− y)γqd(y)

−ε k
il δ

3(x− y)Πa
k(x)− 2Ξηbcaε k

ij εlkpω
0j
a (x)ω p

c 0(y)δ3(x− y), (3.2.15)

utilizando (2.2.6) y la identidad de Jacobi (2.2.7) en (3.2.15) encontraremos como en el
caṕıtulo 2
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{ψi(x),Ψb
l (y)} = −ε k

il Φb
kδ

3(x− y). (3.2.16)

De manera similar a lo desarrollado anteriormente, tenemos que los paréntesis de Poisson
entre las restricciones tiene la siguiente forma

{φi(x),Φb
l (y)} = ε k

il Φb
kδ

3(x− y), (3.2.17)

{ψi(x),Φb
l (y)} = ε k

il Ψb
kδ

3(x− y). (3.2.18)

Por lo tanto, el álgebra entre las restricciones está dada por

{φi(x), ψj(y)} = ε k
ij ψkδ

3(x− y), (3.2.19)

{φi(x), φj(y)} = ε k
ij φkδ

3(x− y), (3.2.20)

{φi(x),Φa
j (y)} = ε k

ij Φa
kδ

3(x− y), (3.2.21)

{φi(x),Ψa
j (y)} = ε k

ij Ψa
kδ

3(x− y), (3.2.22)

{ψi(x), ψj(y)} = −ε k
ij φkδ

3(x− y), (3.2.23)

{ψi(x),Φa
j (y)} = ε k

ij Ψa
kδ

3(x− y), (3.2.24)

{ψi(x),Ψa
j (y)} = −ε k

ij Φa
kδ

3(x− y), (3.2.25)

{Φa
i ,Φ

b
j(y)} = 0, (3.2.26)

{Φa
i (x),Ψb

j(y)} = 0, (3.2.27)

{Ψa
i (x),Ψb

j(y)} = 0. (3.2.28)

Como en el caṕıtulo 2, debido a que el álgebra es cerrada, concluimos que las restricciones
encontradas son de primera clase y por lo tanto generan transformaciones de norma.
Respecto a este punto definimos el siguiente generador

G =

∫
{αlφl + βjψj + µiaΨ

a
i + giaΦ

a
i }dx3, (3.2.29)

donde α, β, ν, g son parámetros arbitrarios. De esta manera, las transformaciones de
norma están dadas por

δγhν = −∂ναh + ε h
lk α

lγkν − ε h
jk β

jω 0k
ν + ghν , (3.2.30)

δω 0h
ν = −∂νβh + ε h

lk α
lω 0k
ν + ε h

jl β
jγlν + µhν . (3.2.31)
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Por otra parte, las restricciones presentan reductibilidad, dado que

∂aΦ
a
i = φi, (3.2.32)

∂aΨ
a
i = ψi. (3.2.33)

Se puede notar que, a diferencia de la teoŕıa BF tratada en el caṕıtulo anterior, las res-
tricciones Φa

i , Ψb
j y la reductibilidad son diferentes, por lo que ambas teoŕıas presentan

estructura diferente.
De igual manera, tenemos 36 variables canónicas que describen al sistema y 18 restric-
ciones de primera clase independientes, por lo que el conteo de grados de libertad es

GL = 36− 2(18) = 0, (3.2.34)

por tanto la teoŕıa no tiene grados de libertad f́ısicos.

3.3. Conclusiones

En esta parte hemos encontrado que el análisis Hamiltoniano de la segunda clase de
Chern tiene similaridad con la de la teoŕıa BF , sin embargo, las restricciones no son las
mismas, y tienen diferentes condiciones de reductibilidad, no obstante, cumple con ser
una teoŕıa topológica ya que no tiene grados de libertad f́ısicos.

En el siguiente caṕıtulo, aplicaremos el mismo procedimiento que usamos en la acción
anterior al invariante de Euler, encontrando aśı sus ecuaciones de movimiento, el Hamil-
toniano canónico, los paréntesis fundamentales de Poisson, el álgebra de restricciones y
finalmente las transformaciones de norma asociadas a dicha acción.
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Caṕıtulo 4

El Invariante de Euler

Al igual que en los casos anteriores, el invariante de Euler visto como una teoŕıa de
campo es una teoŕıa topológica. Sin embargo, a diferencia de la segunda clase de Chern,
cuando el invariante de Euler es agregado a una acción ya sea topológica o no, su con-
tribución puede ser relevante cuando uno trabaja con topoloǵıas no triviales asociadas
a la variedad base, debido a que dicho invariante “ve” o “detecta” la topoloǵıa de la
variedad. Por otro lado, debido a que el invariante de Euler puede escribirse como una
diferencial total, su contribución a las ecuaciones de movimiento es nula, sin embargo,
su contribución se ve reflejada en la estructura simpléctica de la teoŕıa [14], [20].

El invariante de Euler está definido de la siguiente forma

S[A] =
Ω

2

∫
∗F IJ ∧ FIJ , (4.0.1)

donde Ω es una constante y F IJ está definida como en los caṕıtulos anteriores. De igual
manera, introduciremos un campo auxiliar BIJ que corresponde a una 2-forma valuada
en el grupo SO(3, 1). Aśı, la acción (4.0.1) en términos de B y F se obtiene que

S[A,B] = Ω

∫
∗F IJ ∧BIJ −

1

2
∗BIJ ∧BIJ . (4.0.2)

De la acción anterior es posible obtener las ecuaciones de movimiento. Debido a que las
variables dinámicas de la acción corresponden a AIJ y BIJ , variaremos la acción (4.0.2)
con respecto a cada una de ellas para obtener las ecuaciones de movimiento. De esta
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manera si variamos con respecto a la variable BIJµν obtendremos la primera ecuación de
movimiento

δ

δBIJµν

[
Ω
(
∗ F IJ ∧BIJ −

1

2
∗BIJ ∧BIJ

)]
= Ω

δ

δBIJµν

[1

8
εIJKLF

KL
αβ BIJµνε

αβµν − 1

16
εIJKLB

KL
αβ BIJµνε

αβµν
]

= Ω
[1

8
εIJKLF

KL
αβ δBIJµνε

αβµν − 1

16
εIJKLδB

KL
αβ BIJµνε

αβµν − 1

16
εIJKLB

KL
αβ δBIJµνε

αβµν
]

= Ω
[1

8
εIJKLF

KL
αβ δBIJµνε

αβµν − 1

16
εKLIJB

IJ
µνδBKLαβε

αβµν − 1

16
εIJKLB

KL
αβ δBIJµνε

αβµν
]

=
Ω

8
εαβµν

[
εIJKLF

KL
αβ − εIJKLBKL

αβ

]
=

Ω

8
εαβµν

[
∗ F IJ

αβ − ∗BIJ
αβ

]
= 0,

en forma compacta podemos escribir

∗F IJ = ∗BIJ . (4.0.3)

Ahora si variamos la acción (4.0.2) con respecto a la variable AIJσ obtendremos la segunda
ecuación de movimiento

δ

δAIJα

[
Ω
(
∗ F IJ ∧BIJ −

1

2
∗BIJ ∧BIJ

)]
= Ω

δ

δAIJα

[1

8
εIJKLF

KL
αβ BIJµνε

αβµν − 1

16
εIJKLB

KL
αβ BIJµνε

αβµν
]

=
Ω

8
εIJKL

δ

δAIJα

[
∂αA

KL
β − ∂βAKLα + AKαnA

nL
β + ALαnA

Kn
β

]
BIJµνε

αβµν

= εIJKL∂βBIJµν + εIJKnA
n
βLBIJµν + εIJnLA

n
αKBIJµν = 0,

en forma compacta podemos escribir como

D ∗BKL = 0. (4.0.4)

donde D lo hemos definido en el caṕıtulo 3. Si utilizamos (4.0.3) en (4.0.2) obtenemos
(4.0.1).
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4.1. Cambios de Variable

De manera similar que en los caṕıtulos 2 y 3, romperemos la covarianza de Lorentz local
y usaremos los mismos cambios de variable utilizados en el caṕıtulo 3. De esta manera,
tenemos que para la acción (4.0.2), si corremos los ı́ndices de espacio-tiempo y de grupo
obtenemos

Ω
[
∗ F IJ ∧BIJ −

1

2
∗BIJ ∧BIJ

]
= Ω

[1

2
εIJKLF

KL ∧BIJ −
1

4
εIJKLB

KL ∧BIJ

]
= Ω

[1

2
εIJKL

(1

4
FKL
αβ BIJµνε

αβµν
)
− 1

4
εIJKL

(1

4
BKL
αβ BIJµνε

αβµν
)]

= Ω
[1

8
εIJKLF

KL
αβ BIJµνε

αβµν − 1

16
εIJKLB

KL
αβ BIJµνε

αβµν
]

= Ω
[1

8
ε0jklF

kl
αβB0jµνε

αβµν +
1

8
εi0klF

kl
αβBi0µνε

αβµν +
1

8
εij 0lF

0l
αβBijµνε

αβµν

+
1

8
εij k0F

k0
αβBijµνε

αβµν − 1

16
ε0jklB

kl
αβB0jµνε

αβµν − 1

16
εi0klB

kl
αβBi0µνε

αβµν

− 1

16
εij 0lB

0l
αβBijµνε

αβµν − 1

16
εij k0B

k0
αβBijµνε

αβµν
]

= Ω
[1

4
ε0jklF

kl
αβB0jµνε

αβµν +
1

4
εij 0lF

0l
αβBijµνε

αβµν − 1

8
ε0jklB

kl
αβB0jµνε

αβµν

−1

8
εij 0lB

0l
αβBijµνε

αβµν
]

= Ω
[1

4
εjklF

kl
αβB0jµνε

αβµν − 1

4
εij lF

0l
αβBijµνε

αβµν − 1

8
εjklB

kl
αβB0jµνε

αβµν

+
1

8
εij lB

0l
αβBijµνε

αβµν
]

= Ω
[
− 1

2
F j

αβB0jµνε
αβµν +

1

2
F 0l
αβBlµνε

αβµν +
1

4
Bj

αβB0jµνε
αβµν − 1

4
B0l
αβBlµνε

αβµν
]

= Ω
[
− 1

2
F j

0aB0jbcε
0abc − 1

2
F j
a0B0jbcε

a0bc − 1

2
F j
abB0j0cε

ab0c − 1

2
F j
abB0jc0ε

abc0

+
1

2
F 0l

0aBlbcε
0abc +

1

2
F 0l
a0Blbcε

a0bc +
1

2
F 0l
abBl0cε

ab0c +
1

2
F 0l
abBlc0ε

abc0

+
1

4
Bj

0aB0jbcε
0abc +

1

4
Bj
a0B0jbcε

a0bc +
1

4
Bj
abB0j0cε

ab0c +
1

4
Bj
abB0jc0ε

abc0

−1

4
B0l

0aBlbcε
0abc − 1

4
B0l
a0Blbcε

a0bc − 1

4
B0l
abBl0cε

ab0c − 1

4
B0l
abBlc0ε

abc0
]

= Ω
[
− F j

0aB0jbcη
abc − F j

abB0j0cη
abc + F 0l

0aBlbcη
abc + F 0l

abBl0cη
abc +

1

2
Bj

0aB0jbcη
abc
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+
1

2
Bj
abB0j0cη

abc − 1

2
B0l

0aBlbcη
abc − 1

2
B0l
abBl0cη

abc
]
.

Ahora introduciendo las variables ya definidas anteriormente, encontramos que (4.0.2)
se puede escribir de la siguiente manera

Ω
[
∗ F IJ ∧BIJ −

1

2
∗BIJ ∧BIJ

]
=

Ω

Ξ

[
−
(
γ̇ja − ∂aγ

j
0 − ε

j
lkω

l0
0 ω k

a0 + εjlkγ
l
0γ

k
a

)
P a
j

]
+

Ωςjc
2
F j
abη

abc +
Ω

Ξ

[(
ω̇ 0l
a − ∂aω 0l

0 + εl jkω
k0

0 γja − εl jkω k0
a γj0

)
Πa
l

]
− Ωχlc

2
F 0l
abη

abc

− Ω

4Ξ
P a
j χ

j
a −

Ω

4Ξ
Πcjςjc −

Ω

4Ξ
ς laΠ

a
l −

Ω

4Ξ
χlcP

cl

=
Ω

Ξ

[
− γ̇ja + ∂aγ

j
0 + εjlkω

l0
0 ω k

a0 − ε
j
lkγ

l
0γ

k
a

]
P a
j +

+
Ω

Ξ

[
ω̇ 0l
a − ∂aω 0l

0 + εl jkω
k0

0 γja − εl jkω k0
a γj0

]
Πa
l −

Ωςjc
2Ξ

[
Πc
j − ΞFjabη

abc
]

−Ωχl0c
2Ξ

[
P c
l − ΞF0labη

abc
]

=
Ω

Ξ

[
− γ̇jaP a

j + ω̇ 0l
a Πa

l + τ j∂aP
a
j − Λl∂aΠ

a
l − Λlε j

lk ω
0k
a P a

j − Λkε l
kj γ

j
aΠ

a
l + τ lε j

lk γ
k
aP

a
j

−τ jε l
jk ω

0k
a Πa

l

]
− Ωςjc

2Ξ

[
Πc
j − ΞFjabη

abc
]
− Ωχl c

2Ξ

[
P c
l − ΞF0labη

abc
]

=
Ω

Ξ

[(
− γ̇jaP a

j + ω̇ 0l
a Πa

l

)
− Λi

(
∂aΠ

a
i + ε k

ij ω
0j
a P a

k + ε k
ij γ

j
aΠ

a
k

)
+τ i
(
∂aP

a
i + ε k

ij P
a
k γ

j
a − ε k

ij ω
0j
a Πa

k

)
− Ωςjc

2Ξ

(
Πc
j − ΞFjabη

abc
)
− Ωχl c

2Ξ

(
P c
l − ΞF0labη

abc
)
.

De este modo, se puede observar que la acción (4.0.2) en términos de las nuevas variables
tiene la forma

S[γia, π
a
i , ω

0i
a , P a

i , τ
i,Λi, ς ia, χ

i
0a]

=

∫
Ω

Ξ

[(
− γ̇jaP a

j + ω̇ 0l
a Πa

l

)
− Λi

(
∂aΠ

a
i + ε k

ij ω
0j
a P a

k + ε k
ij γ

j
aΠ

a
k

)
+τ i
(
∂aP

a
i + ε k

ij P
a
k γ

j
a − ε k

ij ω
0j
a Πa

k

)
− Ωςjc

2Ξ

(
Πc
j − ΞFjabη

abc
)

−Ωχl c
2Ξ

(
P c
l − ΞF0labη

abc
)
. (4.1.1)
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Podemos observar que la acción anterior (4.1.1) se ha llevado a la forma que encontramos
en (1.6.1), donde Hc = 0. Este resultado es esperado puesto que la covarianza bajo
difeomorfismos se mantiene. De (4.1.1) podemos identificar los paréntesis fundamentales
de Poisson, dados por

{γia(x),−Ω

Ξ
P b
j (y}) = δbaδ

i
jδ

3(x− y), (4.1.2)

{ω 0i
a (x),

Ω

Ξ
Πb
j(y)} = δbaδ

i
jδ

3(x− y), (4.1.3)

y la variación de la acción respecto a (τ i,Λi, ς ia, χ
i
0a) se obtiene que

δS

δΛi
= ∂aΠ

a
i + ε j

ik ω
0k
a P a

j + ε j
ik γ

k
aΠa

j = 0,

δS

δτ i
= ∂aP

a
i + ε k

il γ
l
aP

a
k − ε l

ik ω
0k
a Πa

l = 0,

δS

δχi0a
= P a

i − ΞF0ibcη
abc = 0,

δS

δς ia
= Πa

i − ΞFibcη
abc = 0,

donde se pueden identificar las siguientes restricciones

φl = ∂aΠ
a
l + ε j

lk ω
0k
a P a

j + ε j
lk γ

k
aΠa

j = 0, (4.1.4)

ψj = ∂aP
a
j + ε k

jl γ
l
aP

a
k − ε l

jk ω
0k
a Πa

l = 0, (4.1.5)

Ψa
i = P a

i − Ξ
(
2∂bωc0i + 2εijkω

k
b 0γ

j
c

)
ηabc = 0, (4.1.6)

Φa
i = Πa

i − Ξ
(
2∂bγic − εijkω j0

b ω k
c0 + εijkγ

j
bγ

k
c

)
ηabc = 0, (4.1.7)

y las variables τ i,Λi, ς i0, χ
i
0a son identificadas como multiplicadores de Lagrange.

Es importante comentar que las restricciones (4.1.4)-(4.1.7) son las mismas que las en-
contradas en (3.1.4)-(3.1.7), sin embargo, las estructuras simplécticas para la segunda
clase de Chern y del invariante de Euler son diferentes, esto lo podemos ver comparando
(4.1.2), (4.1.3) y (3.1.2), (3.1.3). Por otra parte, las condiciones de reductibilidad son las
mismas.
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4.2. Álgebra de restricciones

En esta parte calcularemos los paréntesis de Poisson entre todas las restricciones encon-
tradas. Para esta acción tenemos las mismas restricciones que en la sección 3, pero con
las variables canónicas expresadas en las ecuaciones (4.1.2) y (4.1.3), utilizando estas dos
ecuaciones anteriores en las ecuaciones (2.2.5), (2.2.13), (2.2.10), (3.2.5), (3.2.10), (3.2.7)
obtendremos el álgebra de restricciones.1

Para calcular el siguiente paréntesis de Poisson tomaremos el paréntesis (2.2.5), y utili-
zando los paréntesis fundamentales (4.1.2) y (4.1.3) obtenemos

{φi(x), φl(y)} =
Ξ

Ω

[
− ε p

lq ∂ax
(
P n
p (y)δanδ

q
i δ

3(x− y)
)

+ ε k
ij ∂by

(
P a
k (x)δjl δ

b
aδ

3(x− y)
)

+

+ε k
ij ε

p
lq δ

a
nδ

q
kδ

3(x− y)ω 0j
a (x)Πn

p (y) + ε k
ij ε

p
lq P

a
k (x)γqn(y)δjpδ

n
a δ

3(x− y)−

−ε k
ij ε

p
lq δ

j
pδ
n
a δ

3(x− y)Πa
k(x)ω 0q

n (y)− ε k
ij ε

p
lq γ

j
a(x)P n

p (y)δanδ
q
kδ

3(x− y)
]

=

=
Ξ

Ω

[
− ε p

li ∂ax
(
P a
p (y)δ3(x− y)

)
+ ε k

il ∂ay
(
P a
k (x)δ3(x− y)

)
+

+ε k
ij ε

p
lk δ

3(x− y)ω 0j
a (x)Πa

p(y) + ε k
ij ε

j
lq P

a
k (x)γqa(y)δ3(x− y)−

−ε k
ij ε

j
lq δ

3(x− y)Πa
k(x)ω 0q

a (y)− ε k
ij ε

p
lk γ

j
a(x)P a

p (y)δ3(x− y)
]
, (4.2.1)

si aplicamos la identidad de Jacobi (2.2.7) encontraremos que

{φi(x), φl(y)} = −Ξ

Ω
ε k
il ψkδ

3(x− y). (4.2.2)

Para calcular el siguiente paréntesis, tomaremos la expresión del paréntesis (2.2.10) y
utilizando nuevamente los paréntesis fundamentales (4.1.2) y (4.1.3) veremos lo siguiente

1Es válido usar las ecuaciones (2.2.5), (2.2.13), (2.2.10), (3.2.5), (3.2.10), (3.2.7) porque en el
desarrollo solo se utilizó el hecho de que {γai (x), γbj (y)} = {Πa

i (x),Πb
j(y)} = {P ai (x), P bj (y)} =

{ω 0i
a (x), ω0j

b (y)} = 0 que para las secciones 3,2 y 4 son las mismas.
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{ψi(x), ψl(y)} =
Ξ

Ω

[
ε p
lq ∂ax

(
P n
p (y)δanδ

q
i δ

3(x− y)
)
− ε k

ij ∂by
(
P a
k (y)δjl δ

b
aδ

3(x− y)
)

+

+ε k
ij ε

p
lq P

n
p (y)δanδ

q
kδ

3(x− y)γja(x)− ε k
ij ε

p
lq P

a
k (x)δjpδ

n
a δ

3(x− y)γqn(y) +

+ε k
ij ε

p
lq Πa

k(x)δna δ
j
pδ

3(x− y)ω 0q
n (y)− ε k

ij ε
p

lq Πn
p (y)δanδ

q
kδ

3(x− y)ω 0j
a (x)

]
=

=
Ξ

Ω

[
ε p
li ∂ax

(
P a
p (y)δ3(x− y)

)
− ε k

il ∂ay
(
P a
k (y)δ3(x− y)

)
+

+ε k
ij ε

p
lk P

a
p (y)δ3(x− y)γja(x)− ε k

ij ε
j

lq P
a
k (x)δ3(x− y)γqa(y) +

+ε k
ij ε

j
lq Πa

k(x)δ3(x− y)ω 0q
a (y)− ε k

ij ε
p

lk Πa
p(yδ

3(x− y)ω 0j
a (x)

]
, (4.2.3)

aplicando la identidad de Jacobi (2.2.7) encontraremos que el paréntesis tiene la siguiente
forma

{ψi(x), ψl(y)} =
Ξ

Ω
ε k
il ψkδ

3(x− y). (4.2.4)

Para poder calcular el siguiente paréntesis de Poisson entre las restricciones φi(x) y ψl(y),
tomaremos la expresión del paréntesis (2.2.13) y aplicando los paréntesis fundamentales
(4.1.2) y (4.1.3) obtendremos

{φi(x), ψl(y)} =
Ξ

Ω

[
ε p
lq ∂ax

(
Πn
p (y)δanδ

q
i δ

3(x− y)
)

+ ε k
ij ε

p
lq P

n
p (y)δanδ

q
kδ

3(x− y)ω 0j
a (x)−

−ε k
ij ε

p
lq P

a
k (x)δna δ

j
pδ

3(x− y)ω 0q
n (y)− ε k

ij ∂by
(
δjl δ

b
aδ

3(x− y)Πa
k(x)

)
−

−ε k
ij ε

p
lq δ

j
pδ
n
a δ

3(x− y)Πa
k(x)γqn(y) + ε k

ij ε
p

lq γ
j
a(x)Πn

p (y)δanδ
q
kδ

3(x− y)
]

=

=
Ξ

Ω

[
ε p
li ∂ax

(
Πa
p(y)δ3(x− y)

)
+ ε k

ij ε
p

lk P
a
p (y)δ3(x− y)ω 0j

a (x)−

−ε k
ij ε

j
lq P

a
k (x)δ3(x− y)ω 0q

a (y)− ε k
il ∂ay

(
δ3(x− y)Πa

k(x)
)
−

−ε k
ij ε

j
lq δ

3(x− y)Πa
k(x)γqa(y) + ε k

ij ε
p

lk γ
j
a(x)Πa

p(y)δ3(x− y)
]
, (4.2.5)

aplicando la identidad de Jacobi (2.2.7) el paréntesis estará dado por

{φi(x), ψl(y)} =
Ξ

Ω
ε k
il φkδ

3(x− y). (4.2.6)

Para calcular el paréntesis de Poisson entre las restricciones Φa
i (x) y Φd

l (y), tomaremos la
expresión del paréntesis (3.2.5) y usando los paréntesis fundamentales (4.1.2) y (4.1.3),
el paréntesis de Poisson estará dado por
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{Φa
i (x),Φd

l (y)} =
Ξ2

Ω

(
− ηdefεlqpω q0

e (y)δafδ
p
i δ

3(x− y)− ηdefεlqpδaeδ
q
i δ

3(x− y)ω p
f0 (y) +

+ηabcεijkω
j0
b (x)δdc δ

k
l δ

3(x− y) + ηabcεijkδ
d
b δ
j
l δ

3(x− y)ω k
c0 (x)

)
=

=
Ξ2

Ω

(
− ηdeaεlqiω q0

e (y)δ3(x− y)− ηdafεlipδ3(x− y)ω p
f0 (y) +

+ηabdεijlω
j0
b (x)δ3(x− y) + ηadcεilkδ

3(x− y)ω k
c0 (x)

)
, (4.2.7)

permutando y renombrando ı́ndices, encontramos que

{Φa
i (x),Φd

l (y)} = 0. (4.2.8)

Para obtener la expresión del siguiente paréntesis, utilizaremos la expresión (3.2.7), sus-
tituyendo los paréntesis fundamentales (4.1.2) y (4.1.3) encontraremos lo siguiente

{φi(x),Ψb
l (y)} = 2

Ξ2

Ω
ηbca∂ax∂cy

[
δ3(x− y)

]
+ 2

Ξ2

Ω
ηbadεlqi∂ax

[
δ3(x− y)γqd(y)

]
−

−2
Ξ2

Ω
ηbcaε q

ij εlqpω
p
c 0(y)δ3(x− y)ω 0j

a (x)− Ξ

Ω
ε k
il δ

3(x− y)Πa
k(x) +

+2
Ξ2

Ω
ηbcaεijl∂cy

[
γja(x)δ3(x− y)

]
+

+2
Ξ2

Ω
ηbadε k

ij εlqkγ
j
a(x)δ3(x− y)γqd(y), (4.2.9)

haciendo el álgebra correspondiente obtenemos

{φi(x),Ψb
l (y)} =

Ξ

Ω
ε k
il Φa

kδ
3(x− y). (4.2.10)

La expresión del paréntesis de Poisson {Φa
i (x),Ψd

l (y)} estará dada usando la expresión
(3.2.10) y utilizando los paréntesis fundamentales de Poisson (4.1.2) y (4.1.3) encontra-
remos que
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{Φa
i (x),Ψd

l (y)} = 2
Ξ2

Ω
ηdef∂ey

[
δafδilδ

3(x− y)
]

+ 2
Ξ2

Ω
ηdefεlqpδ

a
eδ

p
i δ

3(x− y)γqf (y) +

+2
Ξ2

Ω
ηabc∂bx

[
δilδ

d
c δ

3(x− y)
]

+
Ξ2

Ω
ηabcεijkγ

j
b (x)δkl δ

d
c δ

3(x− y) +

+
Ξ2

Ω
ηabcεijkδ

j
l δ
d
b δ

3(x− y)γkc (x) =

= +2
Ξ2

Ω
ηdafεlqiδ

3(x− y)γqf (y) +
Ξ2

Ω
ηabdεijlγ

j
b (x)δ3(x− y) +

+
Ξ2

Ω
ηadcεilkδ

3(x− y)γkc (x), (4.2.11)

redefiniendo y permutando los ı́ndices, el paréntesis tendrá la siguiente forma

{Φa
i (x),Ψd

l (y)} = 0. (4.2.12)

Por la similitud a la expresión (4.2.11), los siguientes paréntesis son

{Φa
i (x),Φd

l (y)} = 0, (4.2.13)

{Ψa
i (x),Ψd

l (y)} = 0. (4.2.14)

Para obtener la forma del paréntesis entre las restricciones ψi(x) y Ψb
l (y), utilizaremos

la expresión (3.2.14) y utilizando los paréntesis fundamentales de Poisson (4.1.2), (4.1.3)
en (3.2.14) veremos que
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{ψi(x),Ψb
l (y)} = −2

Ξ2

Ω
ηbcdεlqp∂ax

[
ω p
c 0(y)δadδ

q
i δ

3(x− y)
]
− Ξ

Ω
ε k
ij δ

j
l δ
b
aδ

3(x− y)P a
k (x)−

−2
Ξ2

Ω
ηbcdε k

ij εlqpγ
j
a(x)ω p

c 0(y)δadδ
q
kδ

3(x− y)−

−2
Ξ2

Ω
ηbcdε k

ij ∂cy
[
ω 0j
a (x)δadδklδ

3(x− y)
]
−

−2
Ξ2

Ω
ηbcdε k

ij εlqpω
0j
a (x)δac δ

p
kδ

3(x− y)γqd(y) =

= −2
Ξ2

Ω
ηbcaεlip∂ax

[
ω p
c 0(y)δ3(x− y)

]
− Ξ

Ω
ε k
il δ

3(x− y)P a
k (x)−

−2
Ξ2

Ω
ηbcaε k

ij εlkpγ
j
a(x)ω p

c 0(y)δ3(x− y)−

−2
Ξ2

Ω
ηbcaεijl∂cy

[
ω 0j
a (x)δ3(x− y)

]
−

−2
Ξ2

Ω
ηbadε k

ij εlqkω
0j
a (x)δ3(x− y)γqd(y), (4.2.15)

utilizando laidentidad de Jacobi (2.2.7) en (4.2.15) la forma del paréntesis será

{ψi(x),Ψb
l (y)} =

Ξ

Ω
ε k
il Ψb

kδ
3(x− y). (4.2.16)

De manera similar a lo desarrollado anteriomente, tenemos que los paréntesis de Poisson
entre las siguientes restricciones tienen la forma

{φi(x),Φb
l (y)} = −Ξ

Ω
ε k
il Ψb

kδ
3(x− y), (4.2.17)

{ψi(x),Φb
l (y)} =

Ξ

Ω
ε k
il Φb

kδ
3(x− y). (4.2.18)

Por lo tanto, el álgebra entre las restricciones está dada por
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{φi(x), ψj(y)} =
Ξ

Ω
ε k
ij φkδ

3(x− y), (4.2.19)

{φi(x), φj(y)} = −Ξ

Ω
ε k
ij ψkδ

3(x− y), (4.2.20)

{φi(x),Φa
j (y)} = −Ξ

Ω
ε k
ij Ψa

kδ
3(x− y), (4.2.21)

{φi(x),Ψa
j (y)} =

Ξ

Ω
ε k
ij Φa

kδ
3(x− y), (4.2.22)

{ψi(x), ψj(y)} =
Ξ

Ω
ε k
ij ψkδ

3(x− y), (4.2.23)

{ψi(x),Φa
j (y)} =

Ξ

Ω
ε k
ij Φa

kδ
3(x− y), (4.2.24)

{ψi(x),Ψa
j (y)} =

Ξ

Ω
ε k
ij Ψa

kδ
3(x− y), (4.2.25)

{Φa
i ,Φ

b
j(y)} = 0, (4.2.26)

{Φa
i (x),Ψb

j(y)} = 0, (4.2.27)

{Ψa
i (x),Ψb

j(y)} = 0. (4.2.28)

Podemos notar que el álgebra de restricciones (4.2.26)-(4.2.28) comparada con (3.2.26)-
(3.2.28) son exactamente las mismas, sin embargo, comparando (4.2.19)-(4.2.25) con
(3.2.19)-(3.2.25) son diferentes, aunque el álgebra sea cerrada, los paréntesis de Poisson
son diferentes en ambas teoŕıas.

Como en los caṕıtulos 2 y 3, debido a que el álgebra es cerrada, concluimos que las
restricciones encontradas son de primera clase y por lo tanto generan transformaciones
de norma. Respecto a este punto definimos el siguiente generador

G =

∫
{αlφl + βjψj + µiaΨ

a
i + giaΦ

a
i }dx3, (4.2.29)

donde α, β, ν, g son parámetros arbitrarios. De esta manera, las transformaciones de
norma están dadas por

δγhν = −Ω

Ξ

[
− ∂νβh + ε h

lk α
lω 0k
ν + ε h

jl β
jγlν + µhν

]
, (4.2.30)

δω 0h
ν =

Ω

Ξ

[
− ∂ναh + ε h

lk α
lγkν − ε h

jk β
jω 0k

ν + ghν

]
. (4.2.31)
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De igual manera que en los caṕıtulos anteriores, tenemos 36 variables canónicas que
describen al sistema y 18 restricciones de primera clase independientes, por lo que el
conteo de grados de libertad es cero, es decir, la teoŕıa no contiene grados de libertad
f́ısicos.

4.3. Conclusiones

En este caṕıtulo encontramos algo muy similar a lo obtenido en el caṕıtulo anterior, a
diferencia de la estructura simpléctica y el álgebra de restricciones, que son diferentes
para ambas teoŕıas.
En el siguiente caṕıtulo, aplicaremos el mismo procedimiento que usamos en la acción
anterior a la acción generalizada, encontrando aśı sus ecuaciones de movimiento, el Ha-
miltoniano canónico, los paréntesis fundamentales de Poisson, el álgebra de restricciones
y finalmente las transformaciones de norma asociadas a dicha acción.
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Caṕıtulo 5

La Acción Generalizada

En este caṕıtulo trabajaremos con una acción que está definida en términos de una teoŕıa
BF , la segunda clase de Chern y un término que en gravedad a la BF se le asocia a la
constante cosmológica. La acción está dada por

S[B,A] =

∫
F IJ ∧ FIJ + 2kBIJ ∧ FIJ + k2BIJ ∧BIJ . (5.0.1)

El análisis hamiltoniano de la acción (5.0.1) ha sido reportado en [21], en ese art́ıculo
se trabajó con el espacio de configuración original, tomando por variables dinámicas a
la conexión A y el campo B. Dentro de los resultados importantes encontrados en [21],
podemos citar que la teoŕıa (5.0.1) es topológica, la teoŕıa tiene restricciones de pri-
mera clase reductibles y restricciones de segunda clase irreductibles y el Hamiltoniano
extendido es una combinación lineal de restricciones de primera clase. En este caṕıtulo,
realizaremos el análisis Hamiltoniano de la acción (5.0.1) [21] en términos de las nue-
vas variables definidas anteriormente, encontraremos solo restricciones de primera clase
reductibles y concluiremos también que la teoŕıa es topológica.

De la acción (5.0.1) es posible obtener las ecuaciones de movimiento. Debido a que las
variables dinámicas de la acción corresponden a AIJ y BIJ , variaremos la acción (5.0.1)
con respecto a cada una de ellas para obtener las ecuaciones de movimiento. De esta
manera si variamos con respecto a la variable BIJ

µν obtendremos la primera ecuación de
movimiento
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δ

δBIJ
αβ

[
F IJ ∧ FIJ + 2kBIJ ∧ FIJ + k2BIJ ∧BIJ

]
=

δ

δBIJ
αβ

[1

4
F IJ
αβFIJµνε

αβµν +
k

2
BIJ
αβFIJµνε

αβµν +
k2

4
BIJ
αβBIJµνε

αβµν
]

=
k

2
δBIJ

αβFIJµνε
αβµν +

k2

4
δBIJ

αβBIJµνε
αβµν +

k2

4
BIJ
αβδBIJµνε

αβµν

=
k

2
δBIJ

αβε
αβµν

[
FIJµν +

k

2
BIJµν

]
+
k2

4
δBIJ

µνBIJαβε
αβµν

=
k

2
εαβµν

[
FIJµν + kBIJµν

]
= 0,

que en forma compacta podemos escribir

FIJ = −kBIJ . (5.0.2)

Ahora si variamos la acción (5.0.1) con respecto a la variable AIJσ obtendremos la segunda
ecuación de movimiento

δ

δAIJα

[
F IJ ∧ FIJ + 2kBIJ ∧ FIJ + k2BIJ ∧BIJ

]
=

δ

δAIJα

[1

4
F IJ
αβFIJµνε

αβµν +
k

2
BIJ
αβFIJµνε

αβµν +
k2

4
BIJ
αβBIJµνε

αβµν
]

=
1

4

δ

δAIJα

[
∂αA

IJ
β − ∂βAIJα + AIαkA

kJ
β + AJαkA

Ik
β

]
FIJµνε

αβµν

+
k

2

δ

δAIJα

[
∂µA

IJ
ν − ∂νAIJµ + AIµkA

kJ
ν + AJµkA

Ik
ν

]
BIJαβε

αβµν

=
1

4

δ

δAIJα

[
∂αA

IJ
β − ∂βAIJα + AIαkA

kJ
β + AJαkA

Ik
β

][
FIJµν + 2kBIJµν

]
εαβµν

= ∂β

(
FIJµν + 2kBIJµν

)]
εαβµν + AkβJ

(
FIJµν + 2kBIJµν

)]
εαβµν

+AkαI

(
FIJµν + 2kBIJµν

)]
εαβµν

=
[
Dβ

(
FIJµν + 2kBIJµν

)]
εαβµν = 0,

que en forma compacta podemos escribir como
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D
(
FIJ + 2kBIJ

)
= 0, (5.0.3)

donde D se ha definido en el caṕıtulo 2.

5.1. Cambios de Variable

Como en los caṕıtulos anteriores, romperemos la covarianza de Lorentz local y usaremos
las variables ya definidas en el caṕıtulo 2. De esta manera, tenemos que para la acción
(5.0.1), si corremos los ı́ndices espacio-tiempo y de grupo obtenemos

F IJ ∧ FIJ + 2kBIJ ∧ FIJ + k2BIJ ∧BIJ =
1

4
F IJ
αβFIJµνε

αβµν +
k

2
BIJ
αβFIJµνε

αβµν

+
k2

4
BIJ
αβBIJµνε

αβµν

=
1

4
F 0J
αβF0Jµνε

αβµν +
1

4
F iJ
αβFiJµνε

αβµν +
k

2
B0J
αβF0Jµνε

αβµν +
k

2
BiJ
αβFiJµνε

αβµν

+
k2

4
B0J
αβB0Jµνε

αβµν +
k2

4
BiJ
αβBiJµνε

αβµν

=
1

4
F 0j
αβF0jµνε

αβµν +
1

4
F i0
αβFi0µνε

αβµν +
1

4
F ij
αβFijµνε

αβµν +
k

2
B0j
αβF0jµνε

αβµν +
k

2
Bi0
αβFi0µνε

αβµν

+
k

2
Bij
αβFijµνε

αβµν +
k2

4
B0j
αβB0jµνε

αβµν +
k2

4
Bi0
αβBi0µνε

αβµν +
k2

4
Bij
αβBijµνε

αβµν

=
1

2
F 0j
αβF0jµνε

αβµν +
1

4
F ij
αβFijµνε

αβµν + kB0j
αβF0jµνε

αβµν +
k

2
Bij
αβFijµνε

αβµν

+
k2

2
B0j
αβB0jµνε

αβµν +
k2

4
Bij
αβBijµνε

αβµν

=
1

2
F 0j

0aF0jbcε
0abc +

1

2
F 0j
a0F0jbcε

a0bc +
1

2
F 0j
abF0j0cε

ab0c +
1

2
F 0j
abF0jc0ε

abc0

+
1

4
F ij

0aFijbcε
0abc +

1

4
F ij
a0Fijbcε

a0bc +
1

4
F ij
abFij0cε

ab0c +
1

4
F ij
abFijc0ε

abc0

+kB0j
0aF0jbcε

0abc + kB0j
a0F0jbcε

a0bc + kB0j
abF0j0cε

ab0c + kB0j
abF0jc0ε

abc0

+
k

2
Bij

0aFijbcε
0abc +

k

2
Bij
a0Fijbcε

a0bc +
k

2
Bij
abFij0cε

ab0c +
k

2
Bij
abFijc0ε

abc0

+
k2

2
B0j

0aB0jbcε
0abc +

k2

2
B0j
a0B0jbcε

a0bc +
k2

2
B0j
abB0j0cε

ab0c +
k2

2
B0j
abB0jc0ε

abc0

+
k2

4
Bij

0aBijbcε
0abc +

k2

4
Bij
a0Bijbcε

a0bc +
k2

4
Bij
abBij0cε

ab0c +
k2

4
Bij
abBijc0ε

abc0

Página: 63



5.1. CAMBIOS DE VARIABLE

Lic. en F́ısica
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= F 0j
0aF0jbcη

abc + F 0j
abF0j0cη

abc +
1

2
F ij

0aFijbcη
abc +

1

2
F ij
abFij0cη

abc + 2kB0j
0aF0jbcη

abc

+2kB0j
abF0j0cη

abc + kBij
0aFijbcη

abc + kBij
abFij0cη

abc + k2B0j
0aB0jbcη

abc + k2B0j
abB0j0cη

abc

+
k2

2
Bij

0aBijbcη
abc +

k2

2
Bij
abBij0cη

abc.

Ahora introduciendo las variables definidas anteriormente, encontramos que (5.0.1) se
puede escribir de la siguiente manera

F IJ ∧ FIJ + 2kBIJ ∧ FIJ + k2BIJ ∧BIJ =
[
ω̇ 0j
a − ∂aω 0j

0 + εj lkω
k0

0 γla

−εj lkω
k0

a γl0

]
F0jbcη

abc

+
[
ω̇ 0j
c − ∂cω 0j

0 + εj lkω
k0

0 γlc − ε
j
lkω

k0
c γl0

]
F0jabη

abc − 1

2
εij lF

l
0aFijbcη

abc

−1

2
εij lF

l
abFij0cη

abc − kς0jaF 0j
bc η

abc +
2k

Ξ
P c
j

[
ω̇ 0j
c − ∂cω 0j

0 + εj lkω
k0

0 γlc − ε
j
lkω

k0
c γl0

]
−kεij lB

l
0aFijbcη

abc − kεij lB
l
abFij0cη

abc +
k2

Ξ
B0j

0aP
a
j −

k2

2
B0j
abς0jcη

abc − k2

2
εij lB

l
0aBijbcη

abc

−εij lB
l
abBij0cη

abc
(k2

2

)
= 2F0jbcη

abc
[
ω̇ 0j
a − ∂aω 0j

0 + εj lkω
k0

0 γla − ε
j
lkω

k0
a γl0

]
+ F l

0aFlbcη
abc + F l

abFl0cη
abc

−kς0jaF 0j
bc η

abc +
2k

Ξ
P c
j

[
ω̇ 0j
c − ∂cω 0j

0 + εj lkω
k0

0 γlc − ε
j
lkω

k0
c γl0

]
+ 2kBl

0aFlbcη
abc

+2kBl
abFl0cη

abc − k2

2Ξ
P a
j ς

j
a −

k2

2Ξ
ςjcP

jc + k2Bl
0aBlbcη

abc + k2Bl
abBl0cη

abc

= 2ω̇ 0j
a

[ k
Ξ
P a
j + F0jbcη

abc
]
− 2Λj∂a

[
Fojbcη

abc +
2k

Ξ
P a
j

]
+ 2Λkεjlkγ

l
a

[
Fojbcη

abc +
k

Ξ
P a
j

]
+2τ lεjlkω

k0
a

[
F0jbcη

abc +
k

Ξ
P a
j

]
+ 2
[
γ̇la − ∂aγl0 − εl jkω

j0
0 ω k

a0 + εl jkγ
j
0γ

k
a

]
Flbcη

abc

−kςjaF 0j
bc η

abc − kχl 0aFlbcηabc +
2k

Ξ
Πc
l

[
γ̇lc − ∂cγl0 − εl jkω

j0
0 ω k

c0 + εl jkγ
j
0γ

k
c

]
− k2

Ξ
P a
j ς

j
a

−k
2

Ξ
χl 0aΠ

a
l

= 2γ̇la

[ k
Ξ

Πa
l + Flbcη

abc
]

+ 2ω̇ 0j
a

[ k
Ξ
P a
j + F0jbcη

abc
]
− 2Λj

[
∂a

( k
Ξ
P a
j + F0jbcη

abc
)

+ε k
jl γ

l
a

( k
Ξ
P a
k + F0kbcη

abc
)
− ε l

jk ω
k

a0

( k
Ξ

Πa
l + Flbcη

abc
)]
− 2τ l

[
∂a

( k
Ξ

Πa
l + Flbcη

abc
)
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Benemérita Universidad

Autónoma de Puebla

+ε j
lk ω

0k
a

( k
Ξ
P a
j + F0jbcη

abc
)

+ ε j
lk γ

k
a

( k
Ξ

Πa
j + Fjbcη

abc
)]

+ kςja

[ k
Ξ
P a
j + F0jbcη

abc
]

−kχl 0a
[ k

Ξ
Πa
l + Flbcη

abc
]
,

definiendo los siguientes cambios de variable

Π′l
a = 2

[ k
Ξ

Πa
l + Flbcη

abc
]
, (5.1.1)

P ′l
a = 2

[ k
Ξ
P a
l + F0lbcη

abc
]
, (5.1.2)

se obtiene

= γ̇laΠ
′
l
a + ω̇ 0j

a P ′j
a − Λj

[
∂aP

′a
j + ε k

jl γ
l
aP
′a
k − ε l

jk ω
k

a0 Π′al

]
− τ l

[
∂aΠ

′a
l + ε j

lk ω
0k
a P ′aj

+ε j
lk γ

k
aΠ′aj

]
+
k

2
ςja

[
P ′aj − 2F0jbcη

abc + F0jbcη
abc
]
− k

2
χl 0a

[
Π′al − 2Flbcη

abc + Flbcη
abc
]

= γ̇laΠ
′
l
a + ω̇ 0j

a P ′j
a − Λj

[
∂aP

′a
j + ε k

jl γ
l
aP
′a
k − ε l

jk ω
k

a0 Π′al

]
− τ l

[
∂aΠ

′a
l + ε j

lk ω
0k
a P ′aj

+ε j
lk γ

k
aΠ′aj

]
+
k

2
ςja

[
P ′aj − F0jbcη

abc
]
− k

2
χl 0a

[
Π′al − Flbcηabc

]
.

De este modo, se puede observar que la acción generalizada tipo BF (5.0.1) en términos
de las nuevas variables tiene la siguiente forma

S[γia, π
a
i , ω

0i
a , P a

i , τ
i,Λi, ς ia, χ

i
0a]

=

∫
γ̇laΠ

′
l
a + ω̇ 0j

a P ′j
a − Λj

[
∂aP

′a
j + ε k

jl γ
l
aP
′a
k − ε l

jk ω
k

a0 Π′al

]
− τ l

[
∂aΠ

′a
l + ε j

lk ω
0k
a P ′aj

+ε j
lk γ

k
aΠ′aj

]
+
k

2
ςja

[
P ′aj − F0jbcη

abc
]
− k

2
χl 0a

[
Π′al − Flbcηabc

]
. (5.1.3)

Podemos observar que la acción anterior (5.1.3) se ha llevado a la forma que encontramos
en (1.6.1) donde Hc = 0. Este resultado es esperado puesto que la covarianza bajo
difeomorfismos se mantiene. De (5.1.3) podemos identificar los paréntesis fundamentales
de Poisson, dados por

{γia(x),Π′bj (y)} = δijδ
b
aδ

3(x− y), (5.1.4)
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{ω 0i
a (x), P ′bj (y)} = δbaδ

i
jδ

3(x− y), (5.1.5)

y si variamos la acción respecto a variables τ i,Λi, ς ia, χ
i
0a se obtiene que

δS

δτ i
= ∂aΠ

′a
i + ε j

ik ω
0k
a P ′aj + ε j

ik γ
k
aΠ′aj = 0 = φi,

δS

δΛi
= ∂aP

′a
i + ε k

il γ
l
aP
′a
k − ε l

ik ω
0k
a Π′al = 0 = ψi,

δS

δς ia
= P ′ai − F0ibcη

abc = 0 = Ψa
i ,

δS

δχi0a
= Π′ai − Fibcηabc = 0 = Φa

i ,

donde se pueden identificar las siguientes restricciones

φl = ∂aΠ
′a
l + ε j

lk ω
0k
a P ′aj + ε j

lk γ
k
aΠ′aj = 0, (5.1.6)

ψj = ∂aP
′a
j + ε k

jl γ
l
aP
′a
k − ε l

jk ω
0k
a Π′al = 0, (5.1.7)

Ψa
i = P ′ai −

(
2∂bωc0i + 2εijkω

k
b 0γ

j
c

)
ηabc = 0, (5.1.8)

Φa
i = Π′ai −

(
2∂bγic − εijkω j0

b ω k
c0 + εijkγ

j
bγ

k
c

)
ηabc = 0, (5.1.9)

y las variables τ i,Λi, ς i0, χ
i
0a son identificadas como multiplicadores de Lagrange.

5.2. Álgebra de restricciones

Bajo los cambios de variable propuestos en (5.1.1) y (5.1.2), las restricciones y las va-
riables q′s y p′s tienen la misma forma que en el caṕıtulo 3, por lo que su álgebra de
restricciones es la misma bajo esas nuevas variables. Por tanto, el álgebra entre las res-
tricciones está dada por
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{φi(x), ψj(y)} = ε k
ij ψkδ

3(x− y), (5.2.1)

{φi(x), φj(y)} = ε k
ij φkδ

3(x− y), (5.2.2)

{φi(x),Φa
j (y)} = ε k

ij Φa
kδ

3(x− y), (5.2.3)

{φi(x),Ψa
j (y)} = ε k

ij Ψa
kδ

3(x− y), (5.2.4)

{ψi(x), ψj(y)} = −ε k
ij φkδ

3(x− y), (5.2.5)

{ψi(x),Φa
j (y)} = ε k

ij Ψa
kδ

3(x− y), (5.2.6)

{ψi(x),Ψa
j (y)} = −ε k

ij Φa
kδ

3(x− y), (5.2.7)

{Φa
i ,Φ

b
j(y)} = 0, (5.2.8)

{Φa
i (x),Ψb

j(y)} = 0, (5.2.9)

{Ψa
i (x),Ψb

j(y)} = 0. (5.2.10)

Como en los caṕıtulos anteriores, debido a que el álgebra es cerrada, concluimos que las
restricciones encontradas son de primera clase y por lo tanto generan transformaciones
de norma. En este punto, la función generadora y las transformaciones de norma de esta
acción son las mismas que las encontradas en el caṕıtulo 3 por el argumento usado al
principio de esta sección bajo las nuevas variables, con esto podemos concluir que las
transformaciones de norma están dadas por

δγhν = −∂ναh + ε h
lk α

lγkν − ε h
jk β

jω 0k
ν + ghν , (5.2.11)

δω 0h
ν = −∂νβh + ε h

lk α
lω 0k
ν + ε h

jl β
jγlν + µhν . (5.2.12)

Las restricciones presentan la misma reductibilidad que en la segunda clase de Chern,
por tanto, el conteo de grados de libertad también es cero, es decir, la teoŕıa no tiene
grados de libertad f́ısicos.

5.3. Conclusiones

Hemos encontrado para esta teoŕıa que el análisis Hamiltoniano tiene la misma estructu-
ra que la segunda clase de Chern bajo los cambios de variable propuestos en este caṕıtulo.
Sin embargo, a pesar de tener la misma estructura, los resultados no son los mismos,
en efecto, las restricciones encontradas para la segunda clase de Chern (3.1.6) y (3.1.7)
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śı dependen de la variable Ξ, mientras que las restricciones (5.1.9) y (5.1.9) no dependen.
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Caṕıtulo 6

Perspectivas

Como pudimos observar, en este trabajo se ha analizado desde el punto de vista Ha-
miltoniano la teoŕıa BF , la segunda clase de Chern, el invariante de Euler y una acción
generalizada. Nuestro análisis ha sido desarrollado aplicando un esquema de Dirac redu-
cido. Es decir, únicamente se ha asociado el momento canónico a las variables dinámicas
que aparecen en la acción con una derivada temporal. Por supuesto que no es el análisis
más general, de hecho, se piensa que como trabajo a futuro, se va a desarrollar el análisis
aplicando un formalismo de Dirac estricto, de esta manera, podremos conocer la estruc-
tura de las restricciones en el espacio fase completo y también podremos construir los
paréntesis de Dirac. Respecto a este punto, realizando el formalismo estricto, se tendrán
restricciones de primera y segunda clase, aśı tendremos dos caminos para construir los
paréntesis de Dirac; un camino es fijando el gauge y otro camino será mediante la eli-
minación de las restricciones de segunda clase, toda esta información nos servirá para
trabajos posteriores.
Cabe mencionar que a diferencia de lo reportado en el art́ıculo [21] donde se ha usado el
esquema de Dirac estricto aplicado a una teoŕıa BF y a la acción generalizada, en este
trabajo, hemos definido nuevas variables para describir el formalismo Hamiltoniano bajo
el esquema de Dirac reducido. Otra diferencia que podemos notar es que en este trabajo
hemos roto la covarianza de Lorentz, esto nos ayudará para calcular con mayor facilidad
los paréntesis de Dirac, también podemos ver que el álgebra de restricciones es cerrada,
cabe notar que el álgebra de restricciones en esta tesis posee la estructura de un álgebra
de Lie, lo cual no sucede en el art́ıculo [21].
Otro punto importante a comentar, es que con el presente trabajo, tenemos las herra-
mientas necesarias para añadir los invariantes a relatividad general y analizar a la teoŕıa
mediante el uso de las variables con las que se trabajó en la presente tesis, sin embargo,
todo ese trabajo se deja para el futuro.
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Como ejemplo, al sumar la teoŕıa BF con la segunda clase de Chern S[A,B] =
∫ (

BIJ ∧

FIJ + Ξ
[
BIJ ∧ FIJ − 1

2
BIJ ∧BIJ

])
, obtendremos que las ecuaciones de movimiento son

F IJ [1 + Ξ]−BIJ = 0, (6.0.1)

[1 + Ξ]DBIJ = 0. (6.0.2)

Si sustituimos (6.0.1) en (6.0.2), obtenemos la identidad de Bianchi, por otro lado, si
sustituimos (6.0.1) en la acción, obtendremos una acción proporcional a la segunda clase
de Chern, es decir, la suma de la teoŕıa BF con la segunda clase de Chern se reduce a la
segunda clase de Chern. También podemos encontrar que los paréntesis fundamentales
son

{ω 0i
a , P b

j } =
Ξ

Ξ + 1
δbaδ

i
jδ

3(x− y) (6.0.3)

{γia,Πb
j} =

Ξ

Ξ + 1
δbaδ

i
jδ

3(x− y) (6.0.4)

y las restricciones obtenidas tienen la siguiente forma

φl = ∂aΠ
a
l + ε j

lk ω
0k
a P a

j + ε j
lk γ

k
aΠa

j = 0, (6.0.5)

ψj = ∂aP
a
j + ε k

jl γ
l
aP

a
k − ε l

jk ω
0k
a Πa

l = 0, (6.0.6)

Ψa
i = P a

i − [1 + Ξ]
(
2∂bωc0i + 2εijkω

k
b 0γ

j
c

)
ηabc = 0, (6.0.7)

Φa
i = Πa

i − [1 + Ξ]
(
2∂bγic − εijkω j0

b ω k
c0 + εijkγ

j
bγ

k
c

)
ηabc = 0. (6.0.8)

Podemos notar que las ecuaciones de movimiento son las mismas que la segunda clase
de Chern, sin embargo, las restricciones y la estructura simpléctica no son las mismas.
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Lic. en F́ısica
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[17] M. G. Calkin, Lagrangian and Hamiltonian Mechanics, Ed. 1996, Singapore: World
Scientific Press (2005).

[18] M. Mondragón and M. Montesinos, J. Math. Phys. 47 (2006) 022301.

[19] M. Montesinos, Class. Quant. Grav. 23:2267-2278 (2006).

[20] M. Montesinos, , Class. Quant. Grav. 18 (2001) 1847-1852.

[21] A. Escalante and I. Ruvalcaba, Int. J. Geom. Methods Mod. Phys. 09, 1250053
(2012).

[22] I. Rubalcava, Analisis Hamiltoniano a Teoŕıas tipo BF. F.C.F.M., BUAP. Tesis de
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