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Introduccion

La forma més concisa y elegante de describir un sistema clasico se tiene cuando las ecuaciones
de movimiento se derivan de una lagrangiana a través del Principio de Hamilton [1]. Sin
embargo, en este método variacional no hay una manera directa de tratar interacciones no
conservativas [2], en contraste con las leyes de Newton, que no tienen problema en incluirlas
[3].

Los fenémenos disipativos también ocurren en diversos procesos de naturaleza cuantica
[2]. Para la cuantizacién es conveniente contar con la descripcién lagrangiana o hamiltoniana
del sistema disipativo clasico, por lo que surge la necesidad de una formulacion de la mecanica
en la que sea posible introducir interacciones no conservativas de manera sistematica.

Una caracteristica del Principio de Hamilton, que a primera vista parece no tener relacién
con los sistemas disipativos, es que esta formulado como un problema con valores en la
frontera (en el tiempo), no condiciones iniciales: se supone un conocimiento (parcial) del
estado final del sistema. Recientemente Galley present6 en [4, 5] un principio variacional en
el que solamente el estado inicial se supone (completamente) determinado, y dio una sencilla
prescripcién para construir lagrangianas de sistemas no conservativos. De acuerdo con [4],
este nuevo principio variacional resulta adecuado para los sistemas no conservativos porque
para ellos el estado final debe ser menos predecible y, en cambio, ser mas sensible a las
condiciones iniciales.

Por otra parte, la dindamica clasica estd contenida en el limite A — 0 de la mecéanica
cuantica. Sin embargo, la mecdnica cudntica lidia, ademas, con grados de libertad fermioni-
cos, que se describen con cantidades anticonmutativas. Al nivel clédsico, la llamada pseudo-
mecanica considera grados de libertad tanto bosénicos como fermiénicos [6]. La mecanica
supersimétrica anade a las traslaciones en el tiempo, traslaciones dictadas por parametros
anticonmutativos, relacionando grados de libertad bosénicos y fermidnicos [7].

El principio de accién estacionaria se aplica, por lo general, de manera indistinta a can-
tidades bosonicas y fermiénicas [6, 7], pero resulta que, para los fermiones, las condiciones
de frontera deben suplementarse de una forma fundamentalmente distinta [8]. Esta diferen-
cia puede conducir a un principio de acciéon supersimétrica estacionaria menos elegante, ya
que, debido a esta diferencia, las condiciones de frontera no se pueden expresar, en principio,
supersimétricamente.

Este trabajo consiste en la aplicacion del principio variacional de Galley a sistemas con
grados de libertad fermionicos y luego a sistemas supersimétricos. En el Capitulo 1 revisamos
las caracteristicas esenciales del principio de Hamilton y su relaciéon con los sistemas no con-
servativos. En el Capitulo 2 se describe en forma detallada el Principio variacional de Galley
y se presentan dos ejemplos, uno de ellos aparece en [4], pero aqui se hace una discusién més
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VI Introduccion

amplia de la solucién para senalar algunos detalles importantes en relacion al principio varia-
cional. En el Capitulo 3 discutimos el principio de Hamilton para sistemas con coordenadas
fermionicas y proponemos una versién de la accion de Galley para fermiones que ilustramos
con un sistema de osciladores fermiénicos amortiguados. En el Capitulo 4, revisamos algunas
ideas béasicas de la mecanica supersimétrica y el formalismo del superespacio. En el Capitulo
5 revisamos el principio de accién supersimétrica usual y presentamos algunos ejemplos para
familiarizarnos con los céalculos al nivel del superespacio. Finalmente, en el Capitulo 6, se
propone una formulacién del principio de accién estacionaria de Galley para sistemas super-
simétricos. Para hacer mas apreciables algunos resultados, en algunos ejemplos trabajamos
de forma paralela con la supersimetria en componentes.



Capitulo 1
El principio de Hamilton

Sea un sistema descrito por n coordenadas generalizadas, entonces su estado en un instante
dado t queda especificado por los valores de sus n coordenadas y velocidades generalizadas
L (t),d' ()], [ =1,...,n.

Se define la accién como .,

Slg'] = / dt L(q", 4", t), (1.1)
t;

donde L(q’,¢",t) se conoce como la lagrangiana del sistema (mds correctamente, una la-
grangiana, ya que, por ejemplo, siempre se puede anadir una derivada total %F (¢',t) sin
modificar las ecuaciones de movimiento resultantes [9]). El principio de Hamilton establece
que la trayectoria ¢ (¢) del espacio de configuracién por la que el sistema pasa del estado
{q"(t;), 4" (t;)}, al tiempo ¢;, a un estado {¢’(¢s), " (t;)}, al tiempo t;, es tal que, sobre ella,
S tiene un valor estacionario [10].

Sean ¢’(t) las coordenadas estacionarias, n’(t) desplazamientos virtuales y ¢ << 1 un
pardmetro constante, se definen las parametrizaciones [4]

q'(t,€) = ¢'(t) +en (t). (1.2)
Entonces el principio de Hamilton se expresa matematicamente como
ds
— =0. 1.3
7 (1.3)

Desarrollando (1.3) obtenemos

by OL d (0L OL
o I o= e I_
55_/& dt{" L}ql dt (aq'fﬂ e:o}” a4’

donde usamos la convencién de suma indicada por indices repetidos. Los términos fuera del
signo de integracion se llaman términos de frontera o de superficie, los cuales se eliminan
fijando los valores de las coordenadas en los tiempos inicial y final, es decir, se imponen las
condiciones 1’ (t;) = ' (t;) = 0. Como la variacién de la accién debe ser cero para cualquier

I
d (OL\ 0L
dt (aqf) T (15)

7', se obtiene
1

ty

(1.4)

)
t;



CAPITULO 1. EL PRINCIPIO DE HAMILTON
1.1. SISTEMAS NO CONSERVATIVOS

que es, en general, un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden conocido como
las ecuaciones de Euler-Lagrange. El nimero de constantes de integracion es igual al nimero
de condiciones de frontera necesarias para definir el principio variacional [5].

Se define la funcion energia como |9, 10]

h=¢ == — L, (1.6)

cuya razon de cambio estd dada por
dh 0L
G
Bajo ciertas condiciones h se identifica con la energia del sistema y es una cantidad conservada
si la lagrangiana no depende explicitamente del tiempo.

(1.7)

1.1. Sistemas no conservativos

El estudio de sistemas no conservativos se realiza generalmente fuera del método variacional.
Esto es asi porque estos sistemas no poseen lagrangianas naturales o estandar, es decir, que
se puedan expresar como la diferencia de términos de energia cinética y energia potencial [1].

Para ciertos sistemas disipativos, como el oscilador amortiguado, cuya ecuacién de movi-
miento es

G+vq+wiq=0 (1.8)
se conocen lagrangianas no estandar. Por ejemplo, la lagrangiana [11, 12],
1 w?
L=e"|=¢* - =¢ 1.9
e {261 54 (1.9)

conduce a la ecuacién (1.8) aunque no directamente, es necesario eliminar un factor e’
La dependencia explicita en el tiempo de esta lagrangiana suele complicar algunas tareas,
como el estudio de simetrias a través del Teorema de Noether [13] asi como, dificultar la
interpretacion fisica de la hamiltoniana y los momentos [2]. Otra lagrangiana bien conocida
para el oscilador amortiguado contiene un grado de libertad adicional [11, 12, 14]

.. Y . .
L=qd +5(ad —dd) - w’qq, (1.10)

En este caso, se obtiene la ecuacién adicional para ¢
§ —~q +wq =0 (1.11)

que se interpreta como un oscilador sometido a una fuerza “anti-friccion” que absorbe la
energia disipada por q.

Por otra parte, a nivel puramente lagrangiano, se pueden considerar interacciones no con-
servativas por medio de la llamada funcion disipativa F [9]. En este contexto, las ecuaciones
de movimiento son

d(aL) oL  OF 112)

dt\o¢")  o¢" 0"
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CAPITULO 1. EL PRINCIPIO DE HAMILTON
1.2. OTRO ESCENARIO DE NO CONSERVATIVIDAD

Mientras que la razén de cambio de la energia esta dada por
dh  Oh  ;OF

=t 1.13
at ot Lol (1.13)
Para el caso del oscilador amortiguado tenemos L = %(f + mT“Qq% yF = %Q'Q, de donde se

obtiene
dh

— = —mg? 1.14
- myq (1.14)

1.2. Otro escenario de no conservatividad

Un sistema no conservativo tiene grados de libertad adicionales que no son accesibles (a la
medicién o el cdlculo). Por ejemplo, las fuerzas de friccién tienen su origen en interacciones
moleculares que son despreciadas en una descripcion clasica (macroscopica) [3, 12]. Por otro
lado, puede presentarse la situacién en la que, aunque se disponga de la descripcion completa
del sistema, no se tenga interés en la dindmica de todos los grados de libertad [5]. Este
segundo caso se ejemplificara ahora con el problema de osciladores acoplados ¢ y @, que fue
tomado de [4]. En este problema solamente nos interesard la evolucién de ¢, el cual es parte
de un sistema que es, en su totalidad, conservativo. Para eliminar la modelacién explicita
de @) se obtendra su ecuacién de movimiento, se resolvera y la solucién serd sustituida de
nuevo en la accion. De esta manera, la accion resultante, que es llamada accién efectiva en
[4], corresponderd a la accién de g bajo la influencia de un agente externo. Este subsistema
serd entonces equivalente a un sistema abierto y debera exhibir una dindmica no conservativa.

Consideremos un sistema formado por dos osciladores unidimensionales acoplados ¢ y Q.
Estamos interesados en obtener la accion efectiva para el oscilador ¢, si la accién resulta
adecuada se hara una generalizacién a N osciladores (), de manera que en el limite N — oo,
se tenga un modelo para un oscilador interactuando con un medio continuo.

La accién inicial es

tr M .
s— [ |G -t -0+ T -0, (115

donde A es la constante de acoplamiento. La ecuacion de Euler-Lagrange para la coordenada

Q es

Q+ 02Q = %q. (1.16)

Suponiendo un estado inicial dado Q(t;) = Qo y Q(tz) = Vjp, entonces la solucion es
A
@) =@+ 57 [ Galt—t)at)i. (1.17)
t;

donde Q™(t) es la solucién de la ecuacién homogénea que satisface las condiciones iniciales
y Ggr(t —t') es la funcién de Green retardada [15].

Sustituimos la solucion Q° en la accion inicial, para hacer mas claro este proceso reescri-
bimos la lagrangiana de la siguiente manera

m

. M . M d .
L= 20 - ¢ + M@ - QUG+ 9°Q) + -+ (QQ). (1.18)
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CAPITULO 1. EL PRINCIPIO DE HAMILTON
1.2. OTRO ESCENARIO DE NO CONSERVATIVIDAD

Las derivadas totales que dependen de las velocidades no se pueden eliminar de la lagran-
giana porque de acuerdo con la formulacién del Principio de Hamilton, la variacién de las
velocidades no es cero. Sin embargo, al sustituir la solucién (1.17) en 1.18 y aplicar la de-
finicién de la accién se obtiene el término de frontera proporcional a QQ* cuya variacion
|€77QSQS + eanQsﬁf es cero porque las coordenadas y velocidades que son parte de la solucién
estdn ya determinadas en todo ¢, especialmente en ¢; y ty. Entonces la lagrangiana efectiva
es

m.. A
Lesr = S 0" = w*q] + 54Q" (1.19)
Entonces la accién correspondiente es, finalmente
L[y -2 2 2 h, A / /
Sesrlal = 5/ dt |m (¢* — w*¢*) + \Q +M/ dt' Gr(t —t)q(t)q()|.  (1.20)
t; t;

El dltimo término en la accién efectiva corresponde a la integral doble del término q(t)q(t'),
el cual es simétrico bajo t <> t', entonces, sélo la parte simétrica de la funcién de Green
retardada sobrevive, esto es $[Gg(t — t') + Gg(t' — t)]. La ecuacién de movimiento de ¢ es

A A2l
i+ w’q = %Qh + 7 ; dt' [Gr(t —t') + Ga(t — )] q(t'), (1.21)
donde se ha usado la relacion Ggr(t' —t) = Ga(t — t') [15]. Debido a la presencia de la
funcién avanzada de Green, la evolucién no es completamente causal ni esta completamente
determinada por las condiciones iniciales. La funcion de Green es simétrica en el tiempo, lo
cual implica una interaccién de naturaleza conservativa entre q y Q).

Ahora bien, esperamos que la interaccion con N — oo osciladores () sea un proceso no
simétrico en el tiempo. La interaccién de ¢ con el continuo de osciladores debe ser un proceso
disipativo (irreversible).

Si bien es cierto que si se hubiese trabajado sélo al nivel de las ecuaciones de movimiento,
no habria surgido ningin problema, el objetivo de haber analizado este problema a nivel de
la accién, de acuerdo con [4], era identificar el mecanismo por el que el principio de Hamilton
resulta adecuado solamente para sistemas conservativos.

La funcién avanzada de Green aparece por la simetria del término ¢(t)q(t'), si este
producto no fuera simétrico se acoplaria con la funcion retardada completa y obtendriamos
ecuaciones de movimiento que describirian una evolucién causal a partir de las condiciones
iniciales. En el capitulo siguiente se describe un principio variacional propuesto por Galley,
el cual estd motivado por esta observacion.




Capitulo 2

El principio de accién estacionaria de
Galley

A continuacién describiremos un nuevo principio de accion estacionaria que fue presentado
recientemente en [4] (y discutido mds ampliamente en [5]) al cual nos referiremos como
el principio de accion estacionaria de Galley. Este principio variacional es compatible, por
construccién, con condiciones iniciales y aplicable a una gama més amplia de sistemas no
conservativos, especificamente, sistemas sujetos a interacciones no potenciales.

Sea un sistema caracterizado por n coordenadas generalizadas ¢’ y la lagrangiana
L(q',¢*,t). Por cada ¢!, debemos introducir dos coordenadas ¢! y ¢! (dos historias en el
espacio de configuracién). Se define la accién como

N

ty t;
8l ql] = / dt L(q!, i\ 1) + / dt L(gh, db. ). (2.1)
t;

ty

Maés adelante definiremos una acciéon S mas general para incluir interacciones no conservati-
vas. De manera similar al principio de Hamilton, debemos hallar las trayectorias que hacen
estacionaria o extrema a la accién (2.1). Para realizar la variacién de la accién debemos
imponer 2n condiciones de frontera por cada trayectoria. Estas condiciones deben ser con-
sistentes con el hecho de que el estado final debe quedar determinado por las ecuaciones de
movimiento y el estado inicial.

Sean ¢l(t) (a = 1,2) las trayectorias sobre las que la accién (2.1) tiene un valor esta-
cionario, n(t) desplazamientos virtuales y € un pardmetro constante, entonces el principio
de accién estacionaria de Galley se expresa como % = 0. Se imponen las 4n condiciones de
frontera: para cualquier € << 1

7]£<t’i?€) :07 a = 172
qi(ts,€) = gty ), (2.2)

Las dos ecuaciones evaluadas en ¢y constituyen la condicion de igualdad y no determinan el
estado final. De las dos tltimas expresiones se sigue que ¢ (t7) = g5(t;) y ni(ty) = ni(ts) y
similarmente para sus derivadas. En cualquier otro instante las coordenadas ¢; » se suponen

5



CAPITULO 2. EL PRINCIPIO DE ACCION ESTACIONARIA DE GALLEY

diferentes. Realizando la variacién de la accion obtenemos

5 [ g [PL) L (21 L) "
de t; ' aQ{ dt aq{ e=0 ' aQ{ t; (2 3)
oo [0Llg)  d (0L(g) JOL(@) | '
W i o 1, "
tf qQ t q2 e=0 q2 tf

Los términos de frontera evaluados en ¢; se eliminan con la condicién de variacién cero en
(2.2). En el tiempo final tenemos

dL(q{)
dgl

OL(q3)
dgh

[aL(qg)

IaL(Q{> "
> 04l

I
pu— t

ty

] —0, (2.4)

ty ty

donde se ha utilizado que la variacién de las coordenadas en el tiempo final es la misma. Como
la variacién debe ser cero idénticamente y los desplazamientos 1! son arbitrarios, surgen
dos sistemas de ecuaciones de Euler-Lagrange que definen a las trayectorias estacionarias.
Necesitamos dar un paso mas para obtener las ecuaciones de movimiento: tomar el limite
fisico (PL) [4], que consiste en imponer ¢; = go = ¢, donde ¢ es la coordenada fisica.

Se ha construido un principio de accién estacionaria en el que no se supone un estado final
determinado. Hemos obtenido un sistema de ecuaciones diferenciales idéntico al que se obtiene
con el principio de Hamilton, aunque bajo otras condiciones de frontera. Ocasionalmente
tendremos que resolver las ecuaciones diferenciales antes de tomar el limite fisico, para ello,
la condicién de igualdad en las coordenadas ¢; » no resulta muy practica. Una transformacion
de las coordenadas puede resultar conveniente, aunque con su implementacion la accién
perderd la forma (2.1).

Podemos escribir la accién (2.1) como

. ty
5= [ arah) (2.5
t;
donde se ha introducido la lagrangiana A

Algi] = L(q1, ¢1) — L(g2, ¢2)- (2.6)

Ahora realizamos la transformacion a las coordenadas ¢4, las cuales estan dadas por

1
L =d —a
De (2.2), derivamos condiciones de frontera mas adecuadas para estas coordenadas
ﬁi (tl) =0,
I

ty) =0,

- (ts) (2.8)

oN| 0

aq‘lf‘ ty .
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CAPITULO 2. EL PRINCIPIO DE ACCION ESTACIONARIA DE GALLEY

La ultima expresién en (2.8) se verifica usando la regla de la cadena y la condicién de igualdad

ON
dg’.

_ OL(q1)
03

~ 0L(g3)
043

=0. (2.9)

ty

ty ty

Desarrollando el principio variacional obtenemos los términos de frontera B.T.

0N\

0N

t; -

— 0, (2.10)

los cuales se anulan en virtud de (2.8). Asi, quedan establecidas las ecuaciones de Euler-

Lagrange
d [ O\ O\
— =) == 2.11
i (o) =~ it 240

Esta transformacion de coordenadas es conveniente porque, al tomar el limite fisico, nos
deshacemos autométicamente de las coordenadas ¢ .

7. (1) -7 q'(t)
) (2.12)
g-(t) — 0

Las ecuaciones diferenciales de las coordenadas ¢4 se resuelven con los valores en la frontera

) =q ; d(t)=d

(t)=0; ¢ (t;)=0 (2.13)

donde ¢} y ¢l son las coordenadas y velocidades iniciales de la coordenadas fisicas ¢’. El
valor cero de las coordenadas ¢! y sus derivadas en el tiempo final se sigue de la condicién
de igualdad.

Las ecuaciones de movimiento que sobrevive al limite fisico son las que se obtienen va-
riando las coordenadas ¢’ .

2.0.1. Sistemas no conservativos

Una de las posibilidades que se abren al duplicar los grados de libertad de un sistema es la
de incluir en la lagrangiana A términos de la forma ¢_¢’} que permiten describir interacciones
no conservativas. La lagrangiana de un sistema no conservativo tendra la forma general

A [qzi?qu—7t] = L(qfa(J{at) - L(QéaQéut) + K(Qiaqi(i% (214>

donde K es un “potencial generalizado” de fuerzas no conservativas. En general, el potencial
K acopla las trayectorias ¢;.2 porque no se puede expresar como una diferencia de funciones
que dependan de un solo sistema de coordenadas.

La accién general de un sistema es, entonces

s= [ e [niah) ~ ) + K (6D 215

7



CAPITULO 2. EL PRINCIPIO DE ACCION ESTACIONARIA DE GALLEY
2.1. EJEMPLOS

donde K = 0 para un sistema conservativo. El potencial generalizado genera los términos de
frontera adicionales .
! I 8K (qg ) qg )

o

ty
, (2.16)

ti

n[ aK(qch Qa)l
boog!

t;
los cuales se pueden anular con las condiciones de frontera (2.8) si K es, ademads, antisimétrica
S I
bajo ¢; < ¢5.
En el limite fisico se obtiene la ecuacién de movimiento

d 1oL (0K _ 9L |9k (2.17)
dt 0" " \9g¢L)p, | O¢8  |0ql ], ‘
Usando la ecuacién (2.17) y la definicién de la funcién energia se obtiene
dh oL ,|0K d (0K
—=——+4q¢ |7 — = | == : 2.1
dt ar 1 [aqf dt (541)]m (2.18)

2.1. Ejemplos

2.1.1. Oscilador amortiguado

Una lagrangiana en las coordenadas + para este sistema es

A= E(Q% —wq;) — 5(61% — W) + 7(91612 — q1G2)
2 - (2.19)
=m(q-¢+ —w'q-q+) + T(Q—% — d4+q-)-

Es facil ver que esta lagrangiana conduce, en el limite fisico, a la ecuaciéon de movimiento
(1.8) del oscilador amortiguado y que conduce a la potencia disipada correcta

dh

— = —my 2.2
o moyq (2.20)

En la teoria estandar, los términos de frontera que surgen de derivadas totales no contribuyen
a las ecuaciones de movimiento porque, dado que las coordenadas estan fijas en los extremos,
su variacién es cero. En el principio de accion estacionaria de Galley las variaciones en el
tiempo final no son cero, asi que los términos de frontera deben provenir equitativamente de
las lagrangianas L(ql) y L(q}), es decir, el término de frontera debe ser antisimétrico.

Para ilustrar esto dltimo consideremos la lagrangiana (2.19), el potencial generalizado
K(q+) = “(¢-q+ — 4+q-) se puede simplificar, por medio de la regla de derivacién de
Leibniz, a K = —m~yq_q.. La derivada total que resulta es proporcional a %(q_qu), cuya
contribucién a la variacién de la accion seria [eq,n_ + eq_ny] \if = 0, usando (2.2), por lo que
se puede eliminar de la lagrangiana.

Por otra parte si se aplicara la regla de Leibniz a uno solo de los términos en K =
“H(q1g2 — q1G2), resultaria el término % (¢192), cuya variacién [eqan; + €q1m2] ]if no seria cero
dadas las condiciones de frontera (2.2), por lo que se debe aplicar la regla de Leibniz a los
dos términos del potencial K(q2).




CAPITULO 2. EL PRINCIPIO DE ACCION ESTACIONARIA DE GALLEY
2.1. EJEMPLOS

2.1.2. Osciladores acoplados

Se presenta ahora la solucién que se ofrece en [4] del problema de osciladores acoplados pero
en una manera extensa para observar algunos detalles importante que son omitidos en esa
referencia.

Como el sistema es conservativo, tenemos K = 0, asi, la lagrangiana en las coordenadas

g+ €s
A =m(gpd- — w’qrq) + M(Q+Q- — 2*Q1Q-) + Mg+ Q- + ¢-Q4). (2.21)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para las variables ()4 son

; A
Qx +2°Qx = s (2.22)

Los valores de frontera son

Qit)=Qv Qit;) =V,

(2.23)
Q(t)=0  Q_(ty) =0,
De esta manera, las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales son
h A
@0 =QO + 57 [ dtGalt ~ V)au(t)
b (2.24)

Q" (t) = % /t T WGat— ) (1)

donde Q™ = V;,/Qsin[Q(t—1;)]+ Qo cos[Q(t—1;)] es la solucién de la ecuacién homogénea que
satisface las condiciones iniciales de la coordenada fisica. El que las ecuaciones sean resueltas
con datos iniciales o finales solamente, determina el tipo de funciones de Green que deben
llevar sus soluciones. Por otra parte

A =m(Gsi- — W qeq-) + M(a+b)(QrQ- — Q1 Q) + Mg+ Q- + ¢-Q)
=m(4q- — w’qiq-) — CLMQ+(Q7 +Q?Q_) — bMQ*(Q‘F +Q%Q) (2.25)

FA@Q + Q) + M0 @ +0.Q)

donde a+b = 1. Estos coeficientes se introdujeron para integrar por partes ambas coordenadas
en el producto Q@ _. Al sustituir las soluciones, el ultimo término en (2.25) da lugar, al
nivel de la accion, al término de frontera

aQLQ" +bQ5Q" |

if = aQ} (t) Q% (1) + DR (1) Q (1), (2.26)

cuya variacion es cero porque tanto coordenadas como velocidades estan determinadas. Por
lo tanto, la derivada total en (2.25) no contribuye a las ecuaciones de Euler-Lagrange. Ahora,
sustituyendo las soluciones (2.24) en la lagrangiana se obtiene

A =m(ird — wPqrq) +OA-Q) +args Q. (2.27)
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CAPITULO 2. EL PRINCIPIO DE ACCION ESTACIONARIA DE GALLEY
2.1. EJEMPLOS

Dado que buscamos una evolucién causal, dependiente completamente del estado inicial,
imponemos a = 0. La lagrangiana efectiva es, por lo tanto,

Acpp =m(drq- —wqrq-) + A Q5. (2.28)

La accién efectiva es, explicitamente

' . N , ,
Sefp = /t dt {m(q+q—w2q+q)+AqQ(h)+M /t dt'Gr(t —t)q_ (g ()] (2.29)

El producto q_(t)q.(t') no es simétrico bajo ¢t <> ¢’ por lo que toda la funcién de Green
retardada sobrevive a la integracion.

Solucion en términos de las coordenadas originales

Ahora se resolvera el problema en términos de las coordenadas ¢ 2 para mostrar su equiva-
lencia con las coordenadas ¢.. La lagrangiana de Galley para el sistema de dos osciladores
acoplados es

m,o., . mw? M . : MQ?
A= 5(61% — ) - 5 (47— 43) + M1 Q1 — 2Q2) + 7(@% —-Q3) — 5 (QF —Q3). (2.30)
Las ecuaciones de Euler-Lagrange de las coordenadas () 2 son
O+ 02Qrs = g (2.31)
1,2 L2 = .
con las soluciones
s (h) A t / / /
12 =0Q" + M/ dt'Gr(t —t')qu2(t), (2.32)
t;

donde Q™ es la solucién de la ecuacién homogénea de la coordenada fisica Q.

Ahora reescribimos la lagrangiana en la forma adecuada para sustituir la solucién, sin
embargo, debemos recordar que en términos de las coordenadas =+, se podian introducir unos
coeficientes que luego servian para conseguir la accién con la funciéon de Green retardada
solamente. En este caso, si se aplicara la integracion por partes de manera separada a las
coordenadas ()1 2 se obtendrian la diferencia de dos acciones idénticas a las del Capitulo 1, es
decir, con los productos simétricos ¢ 2(t)q12(t'). Realizar la integracion de esta forma equi-
tativa, equivale a tomar a = b = % Para obtener el mismo resultado que con las coordenadas
+ consideremos lo siguiente (pasando a la solucién causal directamente)

Q@3 = (Q — Q)(Q1 + @) = % Q1= Q2)(@1 +Q2)| = (Qu = Q)(@1 + Go). (2:39)

Entonces
’ Md .
A :%(Qf —d3) - m;u (a7 = ) + Ma@Q — 0Q2) + 5 [(Ql — Q)01 + Os)

(2.34)
- %(Ql — Q) |(Q1+ Qo) + (Q1 + QZ)] ’

10



CAPITULO 2. EL PRINCIPIO DE ACCION ESTACIONARIA DE GALLEY
2.1. EJEMPLOS

sustituyendo las soluciones tenemos

2 A
Aeps =5 (6 = @) = o0} = ) + A@Qi — 0:Q5) — 5(Q1 - Q)1 + ) .
2 by :
=@ — ) — (e} — ) + S (0 — 0)(Q + @3,

que es precisamente la lagrangiana (2.28).

Interaccién con un continuo de osciladores Q

Primero calcularemos la lagrangiana efectiva para N osciladores y luego tomaremos el limite
N — oo.

N N
Ay =m(Grq- —w’qiqg) + > MMQTQ" — (0)°Q1Q") + > A\"(¢1Q" +¢-Q7). (2.36)
n=1 n=1

Las ecuaciones de Euler-Lagrange, para los osciladores ()" son

n

. A
QL+ (2")°QL = s (2.37)

con las soluciones

n(s n )\n tf IYai} / /
QW =@+ [ G- st
t;

(2.38)
Q" (t) = A / ! dt'G(t — t')q_(t)
_ - A{n " A Q— )
donde G(t — t') = o= sin[Q"(t — ')]O(t — t'). Ahora bien,
N ..
A =m(drq- —wiqrg) — Y M Q™(Q} + (2")°Q7)
=t (2.39)

N d ) N N
YoM (QRQL) + YN QR+ Y N-Ql
n=1 n=1 n=1

Eliminando las derivadas totales y sustituyendo las soluciones de las ecuaciones (2.37) tene-
mos

N
A =m(gig- — wiqg-) + Y N'q-Q1Y

n=1
N N (A")?2 ty
=m(ded- — W qeq-) - Y A"QM +> T / Gt — g (t)g(t)  (2:40)
n=1 n=1 ti

“mlii =) + 0 FO + [ dtat =)o)
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CAPITULO 2. EL PRINCIPIO DE ACCION ESTACIONARIA DE GALLEY
2.1. EJEMPLOS

donde
F(t)=>_\"Q"™(),
S ) (2.41)
Yt—t)=>" ]f;‘ng)z” sin[Q"(t — t)].

Eligiendo condiciones iniciales triviales Q"(t;), Q"(t;) = 0 obtenemos F(t) = 0. Luego, con-
sideramos que todos los osciladores Q)™ tienen la misma masa M"™ = M para cualquier n y
A" = A" con A constante, se obtiene

Yt —t) = —%a ( Z cos[Q" (¢ ) (2.42)

Por otro lado
1 Y 1 [
= cos[@(t —t)] — = [ dQcos[Qt — )] = 6(t — 1), (2.43)
T N—oco 77 0

entonces cuando N — 00, tenemos

. o T2 0
Aesrlas, qe] = m(gege — wqrq) — Y dt q—(t)qs ()at(S(t—t)

= mldrde —wPaeq.) — %q_u) Lft / a5t — 1), (¢) — 5(0)gs (1

2

= m(Grd- — wgrq-) = <q-(0) i (1) = 5(0)q: (1)

= mi G- —m w2 = TX00) 4-q —W—/\zqc}
+4- —~i ~G+ = 49+
)\/2

= myd- —mwl,q-qs = 3744

(2.44)

donde w?, = w? % y X = /m\. La lagrangiana efectiva tiene la forma de la lagrangiana

disipativa dada en (2.14) con la siguiente identificacién

. m, .
L(q7 q) = §(q2 - ernff)
)\/2 (245)
K(qs,qs) = —7 00+
De la ecuacién (2.18), la razén de cambio de la energia del oscilador ¢
dh N2,
= g 2.46

que tiene la forma de la energia disipada por un oscilador amortiguado.
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Capitulo 3

El principio de Hamilton para
fermiones

Las coordenadas fermiénicas ¢¥* se definen por medio de la relacién
WP P = 0, (3.1)

Se sigue inmediatamente que (1/)0‘)2 = 0. A diferencia de lo que ocurre con coordenadas
conmutativas, los términos de la forma 1)*1)® = —)* no son derivadas totales y contribuyen
a las ecuaciones de movimiento.

Utilizaremos las siguientes reglas de derivacién [6]

o™
— §B
oYPs ’
o) .
—gg =~V (32)
OF
SF(¢%) = &paaw.

3.1. El Principio de accién estacionaria
El principio de accion estacionaria para los sistemas con coordenadas fermidnicas funciona
de manera similar al principio de Hamilton para coordenadas bosénicas [16]. Consideremos

una lagrangiana que depende de las coordenadas 1 y sus derivadas z/}o‘(t), a=1,2...m.
Definamos una accién preliminar de la manera usual

s = [t L0, 33

Realizando la variacion de la accidén obtenemos

b oL d /oL L OL
”ZL dt{‘s‘” {awa‘a(a—w)]}”@” By

13
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CAPITULO 3. EL PRINCIPIO DE HAMILTON PARA FERMIONES
3.2. EJEMPLOS

Dado que las ecuaciones de movimiento de los fermiones son ecuaciones diferenciales de primer
orden y sélo necesitan una constante para determinar la solucién, no se pueden imponer las
dos condiciones de variacion cero por cada coordenada en los tiempos inicial y final. Para
resolver este problema, en [8] se propone usar expresiones de la forma

F1o9=(t:), 6%(t )] = 0, (3.5)

de manera que sélo m y no 2m valores en la frontera sean independientes. Luego, debemos
redefinir la accién con un término de frontera

S = Flu™(t), 0°(t;)] + / "t D", %), (3.6)

Estas adecuaciones al principio de accién estacionaria no pueden ser completamente arbi-
trarias, deben satisfacer los siguientes requerimientos: conducir a las ecuaciones de Euler-
Lagrange usuales y, dados los valores de frontera, las soluciones de las ecuaciones de movi-
miento deben ser tnicas (esta tltima condicién puede no cumplirse para ciertas elecciones
“desafortunadas” de los valores en la frontera).

Ahora se muestra cémo funciona este procedimiento para definir correctamente el princi-
pio variacional de los fermiones.

3.2. Ejemplos

3.2.1. Particula libre

Este ejemplo aparece en [8]. La accién correcta para una particula fermiénica libre es

5= / Y ] + Loty (3.7)

con la condicion de frontera
6(t;) 4 6(ty) = 0 (3.8)

Para comprobar esto realizamos la variacion de la accion

58 =—i tf dt |6y +3[5¢(t J(tg) — 00 (t:)(t;)]
/ti [ ] 2 DT (3.9)

n % (69 (E:) () + ()00 (t)]

Podemos ver que los términos de frontera se anulan idénticamente y obtenemos la ecuacion
de movimiento ¢ = 0. Suplementando el valor de frontera 1 (¢;) +1(t;) = 21y, obtenemos la
solucién tnica, 1(t) = .
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CAPITULO 3. EL PRINCIPIO DE HAMILTON PARA FERMIONES
3.2. EJEMPLOS

3.2.2. Osciladores fermionicos
Otro ejemplo sencillo que ofrecemos es el siguiente

L= L0+ 0) + wibe: (3.10)

Las ecuaciones de FEuler-Lagrange son

. - - — O
Wrer =0 (3.11)
y tienen como solucién general
b(t) = Ae™ay,
() o (3.12)

¢(t) = Be_mwm

Para que estas ecuaciones y soluciones sean aceptables se debieron eliminar los siguientes
términos de frontera

% (09 () (tr) + 0v(tr)y(ty)] — % (09 () (i) + 0w (t)v(t)] - (3.13)

Esto se puede lograr imponiendo las siguientes condiciones

39 (ty) £ 00(t;) =0,

S(ty) £ S1b(t;) = 0, (3.14)

y definiendo la accién como

S==

DN =

[Dle0t) + 0ie)] + [ dr L (3.15)

Para ser consistentes con el principio variacional, debemos determinar las soluciones suple-
mentando la informacién asociada a las condiciones (3.14), por ejemplo

Y(tr) £ (t:)
b(ty) £ (L)

con las que obtenemos el sistema de ecuaciones algebraicas para determinar las constantes A
y B.

C7
v (3.16)

iwt iwt;

A (e Fte ’) =c,

A - (3.17)
B (6—zwtf + e—zwtz) _ C,.
Podemos ver que con este procedimiento podemos definir correctamente el principio varia-
cional, al menos con estos ejemplos sencillos. Sin embargo, los términos de frontera que se
anaden dependen de la lagrangiana, lo cual plantea la pregunta de si es siempre posible en-
contrar tales términos de frontera. Por otro lado, no resultaria satisfactorio, para una teoria
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CAPITULO 3. EL PRINCIPIO DE HAMILTON PARA FERMIONES
3.3. ACCION DE GALLEY FERMIONICA

supersimétrica, definir términos de frontera para cada tipo de grados de libertad. Ademas,
anticipandonos al principio variacional de Galley para fermiones que deseamos establecer, los
términos de frontera de la forma F[i)*(t;),¥*(tf)] nos impedirian proponer el andlogo de la
condicién de igualdad.

Otro punto de vista en relacién a las condiciones de frontera es el siguiente: dado que
las ecuaciones diferenciales de la coordenadas fermiénicas son de primer orden, al fijar las
coordenadas en el tiempo inicial, las trayectorias que son solucion de las ecuaciones de Euler-
Lagrange quedan completamente determinadas, lo cual no nos impide realizar desplazamien-
tos virtuales. Luego, vistas como funciones de los valores iniciales fijos, las coordenadas en
el tiempo final estarian determinadas y su variacién seria nula autométicamente (esta forma
de realizar la variacion de la accién, también puede aplicarse a las coordenadas bosénicas si
se fijan ademas las velocidades iniciales).

3.3. Acciéon de Galley fermidénica

Ahora se propone una version del principio de accién estacionaria de Galley para coordenadas
fermionicas. En analogia con el caso bosénico, se introducen las coordenadas 1{,, las cuales
estdn sujetas a las condiciones de frontera

w?(tﬂe) = wg(tfve)’ (3.18)
( g

para cualquier ¢ << 1. Las ecuaciones evaluadas en el tiempo final constituyen la condicién
de igualdad. Ahora bien, como las trayectorias estacionarias quedan determinadas por un
solo punto y estan igualadas en el tiempo final, deben coincidir ademés en el tiempo inicial.
Entonces se debe cumplir ¢ (t;,€) = 1 (t;,€) (esta es una condicién que no es necesaria
tratandose de coordenadas bosénicas, aunque se puede imponer también sin modificar los
resultados ya presentados). Se define la accién como

tf .
st = [ Awe b, (3.19)
t;
donde
Alwf, v5] = L(vf, of) — L(vS, 95) + K (¢5,47). (3.20)

Los términos de frontera se eliminan con (3.18), con lo se obtienen las ecuaciones de Euler-
Lagrange

d [ OA OA

—(—) - =0 3.21

di (éwg) ovg 320

para las coordenadas 9{'s o 9.
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CAPITULO 3. EL PRINCIPIO DE HAMILTON PARA FERMIONES
3.3. ACCION DE GALLEY FERMIONICA

3.3.1. Osciladores fermiénicos amortiguados

Ahora ofrecemos un ejemplo de un sistema no conservativo, que se ha construido dentro del
contexto del Principio variacional de Galley para fermiones. Consideremos la lagrangiana

A=z" (“Z+¢— + W—@Jr) +z (“ZJM + W#E—) +c(V_ty +ihpp),

nde z = x + iy. uacion movimien n el limite fisi n
donde +1y. Las ecuaciones de mo ento, en el limite fisico, so
2tz — wip =0,
212" +wiy =0,
qur tienen por solucién

U(t) = Yoexp [wt} ,

2(22 + y?)
50 = duesp | 55 =2
En términos de las coordenadas v o tenemos
A=z (il/;fﬂh + Wﬂ[ﬁ) + Wiy — (“Zﬂ/& + i?/.}ﬂzz) — wihathy
+y [2221#1 - @Zl% - %% + 1&1&2} )

que tiene la forma (3.20), con las identificaciones

L=z (zzﬁw + zWZ) + win),

K=y [1/;121#1 — 1;1?/12 — ¢21/_11 + ¢11;2} .

El potencial generalizado K es antisimétrico bajo ¥y <> .

La frecuencia de oscilacion es o
/

W= 2(x% 4+ y?)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)
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Capitulo 4

Elementos de la mecanica
supersimétrica

En esta seccién consideraremos sistemas bosoénicos y fermionicos de manera simultdnea. La
derivacion con respecto a una variable conmutativa se realiza de la misma manera que con los
nimeros ordinarios. Para la derivacién con respecto a una variable anticonmutativa usamos

la regla [17]
orQ 0P oQ
e e o’
con + si P es conmutativo, por ejemplo P = ¢, o —, si P es anticonmutativo, por ejemplo

P =1,

(4.1)

Q+P

4.1. Accién de un sistema supersimétrico

Consideremos la accién para una particula bosénica y una fermidnica [18]

1. 7 -
Slavil = [ a |+ v (42)
Sea € un parametro impar de Grassmann, se definen las transformaciones
0q = e,
1= (4.3)
0 = —ieq.

Esta accién se dice invariante bajo (4.3) dado que su variacién resulta en un término de
frontera, el cual no contribuye a las ecuaciones de movimiento.

53 = / dts L = / dt%e% (60). (4.4)

Las transformaciones (4.3) mezclan variables bosonicas y fermidnicas y se llaman transforma-
ciones de supersimetria. En este caso el parametro € es constante, por lo que la supersimetria
es global.
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CAPITULO 4. ELEMENTOS DE LA MECANICA SUPERSIMETRICA
4.2. EL FORMALISMO DEL SUPERESPACIO

4.2. El formalismo del superespacio

Aunque es posible seguir hablando de supersimetria mediante lagrangianas donde se presen-
ten las coordenadas fermionicas y bosonicas de manera explicita, introduciremos ahora el
formalismo del superespacio. Una de las principales razones para usar este lenguaje es que
las lagrangianas o acciones son autométicamente invariantes supersimétricas [19].

4.2.1. Supersimetria N=1

El superespacio N = 1 para una teorfa unidimensional (D = 1) contiene la variable par ¢ y
la variable impar 6; [19]. A diferencia de ¢, que representa al tiempo, 6; no es una variable
fisica.

Una (super-)coordenada ®(¢,6;) tiene la siguiente expansién en componentes

O(t,0,) = qt) + i1y (1), (4.5)

Se definen las (super-)traslaciones en el superespacio parametrizadas por el nimero real impar
de Grassmann €

00 = e,. (4.6)
0t = —ied.
La variacion de ® bajo (4.6) es
00 = [6t0; + 500y) P = QP (4.7)
donde se ha definido @, el generador de las traslaciones en el superespacio,
Q = Oy — i00;. (4.8)
Las variaciones de las componentes son
i )

El generador de traslaciones en el tiempo de define como P = i0;. Los generadores @) y P
satisfacen el algebra

{Q.Q} = -2P,
[Q,P] =0.

Bajo las transformaciones (4.6) df es invariante pero no asi dt. En cambio, A, = dt — id60
es invariante. La derivada covariante D es

(4.10)

D = 0y +i00,. (4.11)
Esta expresién se obtiene, junto con V; = d;, de la condicion
[dt0y + dB0y| U (t,0) = [A/V 4+ dOD]| Y (t, ). (4.12)
La derivada covariante satisface el algebra
P 13
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4.2. EL FORMALISMO DEL SUPERESPACIO

4.2.2. Integracién de Grassmann
Una funcién de una sola variable § de Grassmann, tiene la forma general
f=a+0b, (4.14)

donde a y b son independientes de 6. La integracion de Grassmann queda determinada con
las definiciones [7]

/EQZQ (4.15)

/d%: 1.

Entonces, para la funcién (4.14) tenemos
/ d6(a -+ 6b) = b (4.16)

Cuando hay mas variables de integracién tenemos las siguientes reglas

/ 9197 = 69,
(4.17)

/d@ideﬂ' o dOROF . 070%. =1.

Con la integracién definida podemos escribir la accién (4.2) en términos de la supercoordenada
D(t,8) = q(t) + i00(1) |
S = _7’ / dtdo DD, (4.18)

4.2.3. Supersimetria N=2

El superespacio contiene dos variables anticonmutativas 61 y 0y y el tiempo ¢ [19]. Se definen
las transformaciones
00 = €,
00y = €, (4.19)
ot = —i(€e101 + €26,).

Por conveniencia se adopta una representacion compleja

6.0 292,
€ e (4.20)
€,€= ol
entonces
00 = €,
50 = ¢, (4.21)
5t = —i(ed + €0).
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La variacién de una supercoordenada ®(t,6,0) es

5O = (6t0; + 000y + 5005)® = QP + eQ, (4.22)
de donde se obtienen las expresiones de los generadores de trasla