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Nephtaĺı Eliceo Mart́ınez Pérez
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Índice general

Introducción V

1. El principio de Hamilton 1
1.1. Sistemas no conservativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.2. Otro esquema de no conservatividad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

2. El principio de acción estacionaria de Galley 5
2.0.1. Sistemas no conservativos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.1. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.1.1. Oscilador amortiguado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
2.1.2. Osciladores acoplados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3. El principio de Hamilton para fermiones 13
3.1. El Principio de acción estacionaria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.2. Ejemplos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.2.1. Part́ıcula libre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.2.2. Osciladores fermiónicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.3. Acción de Galley fermiónica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
3.3.1. Osciladores fermiónicos amortiguados . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

4. Elementos de la mecánica supersimétrica 19
4.1. Acción de un sistema supersimétrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
4.2. El formalismo del superespacio . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
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B.1. Integración de los términos de frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43



Introducción

La forma más concisa y elegante de describir un sistema clásico se tiene cuando las ecuaciones
de movimiento se derivan de una lagrangiana a través del Principio de Hamilton [1]. Sin
embargo, en este método variacional no hay una manera directa de tratar interacciones no
conservativas [2], en contraste con las leyes de Newton, que no tienen problema en incluirlas
[3].

Los fenómenos disipativos también ocurren en diversos procesos de naturaleza cuántica
[2]. Para la cuantización es conveniente contar con la descripción lagrangiana o hamiltoniana
del sistema disipativo clásico, por lo que surge la necesidad de una formulación de la mecánica
en la que sea posible introducir interacciones no conservativas de manera sistemática.

Una caracteŕıstica del Principio de Hamilton, que a primera vista parece no tener relación
con los sistemas disipativos, es que está formulado como un problema con valores en la
frontera (en el tiempo), no condiciones iniciales: se supone un conocimiento (parcial) del
estado final del sistema. Recientemente Galley presentó en [4, 5] un principio variacional en
el que solamente el estado inicial se supone (completamente) determinado, y dio una sencilla
prescripción para construir lagrangianas de sistemas no conservativos. De acuerdo con [4],
este nuevo principio variacional resulta adecuado para los sistemas no conservativos porque
para ellos el estado final debe ser menos predecible y, en cambio, ser más sensible a las
condiciones iniciales.

Por otra parte, la dinámica clásica está contenida en el ĺımite ~ → 0 de la mecánica
cuántica. Sin embargo, la mecánica cuántica lidia, además, con grados de libertad fermióni-
cos, que se describen con cantidades anticonmutativas. Al nivel clásico, la llamada pseudo-
mecánica considera grados de libertad tanto bosónicos como fermiónicos [6]. La mecánica
supersimétrica añade a las traslaciones en el tiempo, traslaciones dictadas por parámetros
anticonmutativos, relacionando grados de libertad bosónicos y fermiónicos [7].

El principio de acción estacionaria se aplica, por lo general, de manera indistinta a can-
tidades bosónicas y fermiónicas [6, 7], pero resulta que, para los fermiones, las condiciones
de frontera deben suplementarse de una forma fundamentalmente distinta [8]. Esta diferen-
cia puede conducir a un principio de acción supersimétrica estacionaria menos elegante, ya
que, debido a esta diferencia, las condiciones de frontera no se pueden expresar, en principio,
supersimétricamente.

Este trabajo consiste en la aplicación del principio variacional de Galley a sistemas con
grados de libertad fermiónicos y luego a sistemas supersimétricos. En el Caṕıtulo 1 revisamos
las caracteŕısticas esenciales del principio de Hamilton y su relación con los sistemas no con-
servativos. En el Caṕıtulo 2 se describe en forma detallada el Principio variacional de Galley
y se presentan dos ejemplos, uno de ellos aparece en [4], pero aqúı se hace una discusión más
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vi Introducción

amplia de la solución para señalar algunos detalles importantes en relación al principio varia-
cional. En el Caṕıtulo 3 discutimos el principio de Hamilton para sistemas con coordenadas
fermiónicas y proponemos una versión de la acción de Galley para fermiones que ilustramos
con un sistema de osciladores fermiónicos amortiguados. En el Caṕıtulo 4, revisamos algunas
ideas básicas de la mecánica supersimétrica y el formalismo del superespacio. En el Caṕıtulo
5 revisamos el principio de acción supersimétrica usual y presentamos algunos ejemplos para
familiarizarnos con los cálculos al nivel del superespacio. Finalmente, en el Caṕıtulo 6, se
propone una formulación del principio de acción estacionaria de Galley para sistemas super-
simétricos. Para hacer más apreciables algunos resultados, en algunos ejemplos trabajamos
de forma paralela con la supersimetŕıa en componentes.



Caṕıtulo 1

El principio de Hamilton

Sea un sistema descrito por n coordenadas generalizadas, entonces su estado en un instante
dado t queda especificado por los valores de sus n coordenadas y velocidades generalizadas
[qI(t), q̇I(t)], I = 1, ..., n.

Se define la acción como

S[qI ] =

∫ tf

ti

dt L(qI , q̇I , t), (1.1)

donde L(qI , q̇I , t) se conoce como la lagrangiana del sistema (más correctamente, una la-
grangiana, ya que, por ejemplo, siempre se puede añadir una derivada total d

dt
F (qI , t) sin

modificar las ecuaciones de movimiento resultantes [9]). El principio de Hamilton establece
que la trayectoria qI(t) del espacio de configuración por la que el sistema pasa del estado
{qI(ti), q̇I(ti)}, al tiempo ti, a un estado {qI(tf ), q̇I(tf )}, al tiempo tf , es tal que, sobre ella,
S tiene un valor estacionario [10].

Sean qI(t) las coordenadas estacionarias, ηI(t) desplazamientos virtuales y ε << 1 un
parámetro constante, se definen las parametrizaciones [4]

qI(t, ε) = qI(t) + εηI(t). (1.2)

Entonces el principio de Hamilton se expresa matemáticamente como

dS

dε
= 0. (1.3)

Desarrollando (1.3) obtenemos

δS =

∫ tf

ti

dt

{
ηI
[
∂L

∂qI
− d

dt

(
∂L

∂q̇I

)]∣∣∣∣
ε=0

}
+ ηI

∂L

∂q̇I

∣∣∣∣tf
ti

, (1.4)

donde usamos la convención de suma indicada por ı́ndices repetidos. Los términos fuera del
signo de integración se llaman términos de frontera o de superficie, los cuales se eliminan
fijando los valores de las coordenadas en los tiempos inicial y final, es decir, se imponen las
condiciones ηI(ti) = ηI(tf ) = 0. Como la variación de la acción debe ser cero para cualquier
ηI , se obtiene

d

dt

(
∂L

∂q̇I

)
− ∂L

∂qI
= 0, (1.5)

1



CAPÍTULO 1. EL PRINCIPIO DE HAMILTON
1.1. SISTEMAS NO CONSERVATIVOS

que es, en general, un sistema de n ecuaciones diferenciales de segundo orden conocido como
las ecuaciones de Euler-Lagrange. El número de constantes de integración es igual al número
de condiciones de frontera necesarias para definir el principio variacional [5].

Se define la función enerǵıa como [9, 10]

h ≡ q̇I
∂L

∂q̇I
− L, (1.6)

cuya razón de cambio está dada por

dh

dt
= −∂L

∂t
. (1.7)

Bajo ciertas condiciones h se identifica con la enerǵıa del sistema y es una cantidad conservada
si la lagrangiana no depende expĺıcitamente del tiempo.

1.1. Sistemas no conservativos

El estudio de sistemas no conservativos se realiza generalmente fuera del método variacional.
Esto es aśı porque estos sistemas no poseen lagrangianas naturales o estándar, es decir, que
se puedan expresar como la diferencia de términos de enerǵıa cinética y enerǵıa potencial [1].

Para ciertos sistemas disipativos, como el oscilador amortiguado, cuya ecuación de movi-
miento es

q̈ + γq̇ + ω2q = 0 (1.8)

se conocen lagrangianas no estándar. Por ejemplo, la lagrangiana [11, 12],

L = eγt
[

1

2
q̇2 − ω2

2
q2

]
(1.9)

conduce a la ecuación (1.8) aunque no directamente, es necesario eliminar un factor eγt.
La dependencia expĺıcita en el tiempo de esta lagrangiana suele complicar algunas tareas,
como el estudio de simetŕıas a través del Teorema de Noether [13] aśı como, dificultar la
interpretación f́ısica de la hamiltoniana y los momentos [2]. Otra lagrangiana bien conocida
para el oscilador amortiguado contiene un grado de libertad adicional [11, 12, 14]

L = q̇q̇′ +
γ

2
(qq̇′ − q̇q′)− ω2qq′, (1.10)

En este caso, se obtiene la ecuación adicional para q′

q̈′ − γq̇′ + ω2q′ = 0 (1.11)

que se interpreta como un oscilador sometido a una fuerza “anti-fricción” que absorbe la
enerǵıa disipada por q.

Por otra parte, a nivel puramente lagrangiano, se pueden considerar interacciones no con-
servativas por medio de la llamada función disipativa F [9]. En este contexto, las ecuaciones
de movimiento son

d

dt

(
∂L

∂q̇I

)
− ∂L

∂qI
= −∂F

∂q̇I
. (1.12)
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CAPÍTULO 1. EL PRINCIPIO DE HAMILTON
1.2. OTRO ESCENARIO DE NO CONSERVATIVIDAD

Mientras que la razón de cambio de la enerǵıa está dada por

dh

dt
= −∂h

∂t
− q̇I ∂F

∂q̇I
. (1.13)

Para el caso del oscilador amortiguado tenemos L = m
2
q̇2 + mω2

2
q2, y F = γm

2
q̇2, de donde se

obtiene
dh

dt
= −mγq̇2 (1.14)

1.2. Otro escenario de no conservatividad

Un sistema no conservativo tiene grados de libertad adicionales que no son accesibles (a la
medición o el cálculo). Por ejemplo, las fuerzas de fricción tienen su origen en interacciones
moleculares que son despreciadas en una descripción clásica (macroscópica) [3, 12]. Por otro
lado, puede presentarse la situación en la que, aunque se disponga de la descripción completa
del sistema, no se tenga interés en la dinámica de todos los grados de libertad [5]. Este
segundo caso se ejemplificará ahora con el problema de osciladores acoplados q y Q, que fue
tomado de [4]. En este problema solamente nos interesará la evolución de q, el cual es parte
de un sistema que es, en su totalidad, conservativo. Para eliminar la modelación expĺıcita
de Q se obtendrá su ecuación de movimiento, se resolverá y la solución será sustituida de
nuevo en la acción. De esta manera, la acción resultante, que es llamada acción efectiva en
[4], corresponderá a la acción de q bajo la influencia de un agente externo. Este subsistema
será entonces equivalente a un sistema abierto y deberá exhibir una dinámica no conservativa.

Consideremos un sistema formado por dos osciladores unidimensionales acoplados q y Q.
Estamos interesados en obtener la acción efectiva para el oscilador q, si la acción resulta
adecuada se hará una generalización a N osciladores Q, de manera que en el ĺımite N →∞,
se tenga un modelo para un oscilador interactuando con un medio continuo.

La acción inicial es

S =

∫ tf

ti

dt

[
m

2
(q̇2 − ω2q2) + λqQ+

M

2
(Q̇2 − Ω2Q2)

]
, (1.15)

donde λ es la constante de acoplamiento. La ecuación de Euler-Lagrange para la coordenada
Q es

Q̈+ Ω2Q =
λ

M
q. (1.16)

Suponiendo un estado inicial dado Q(ti) = Q0 y Q̇(ti) = V0, entonces la solución es

Qs(t) = Q(h)(t) +
λ

M

∫ tf

ti

GR(t− t′)q(t′)dt′, (1.17)

donde Q(h)(t) es la solución de la ecuación homogénea que satisface las condiciones iniciales
y GR(t− t′) es la función de Green retardada [15].

Sustituimos la solución Qs en la acción inicial, para hacer más claro este proceso reescri-
bimos la lagrangiana de la siguiente manera

L =
m

2
[q̇2 − ω2q2] + λqQ− M

2
Q[Q̈+ Ω2Q] +

M

2

d

dt
(QQ̇). (1.18)
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CAPÍTULO 1. EL PRINCIPIO DE HAMILTON
1.2. OTRO ESCENARIO DE NO CONSERVATIVIDAD

Las derivadas totales que dependen de las velocidades no se pueden eliminar de la lagran-
giana porque de acuerdo con la formulación del Principio de Hamilton, la variación de las
velocidades no es cero. Sin embargo, al sustituir la solución (1.17) en 1.18 y aplicar la de-
finición de la acción se obtiene el término de frontera proporcional a QsQ̇s cuya variación
|εηQsQ̇s+ εηQ̇sQ

s|tfti es cero porque las coordenadas y velocidades que son parte de la solución
están ya determinadas en todo t, especialmente en ti y tf . Entonces la lagrangiana efectiva
es

Leff =
m

2
[q̇2 − ω2q2] +

λ

2
qQs. (1.19)

Entonces la acción correspondiente es, finalmente

Seff [q] =
1

2

∫ tf

ti

dt

[
m
(
q̇2 − ω2q2

)
+ λqQh +

λ2

M

∫ tf

ti

dt′ GR(t− t′)q(t)q(t′)
]
. (1.20)

El último término en la acción efectiva corresponde a la integral doble del término q(t)q(t′),
el cual es simétrico bajo t ↔ t′, entonces, sólo la parte simétrica de la función de Green
retardada sobrevive, esto es 1

2
[GR(t− t′) +GR(t′ − t)]. La ecuación de movimiento de q es

q̈ + ω2q =
λ

2m
Qh +

λ2

4M

∫ tf

ti

dt′ [GR(t− t′) +GA(t− t′)] q(t′), (1.21)

donde se ha usado la relación GR(t′ − t) = GA(t − t′) [15]. Debido a la presencia de la
función avanzada de Green, la evolución no es completamente causal ni está completamente
determinada por las condiciones iniciales. La función de Green es simétrica en el tiempo, lo
cual implica una interacción de naturaleza conservativa entre q y Q.

Ahora bien, esperamos que la interacción con N → ∞ osciladores Q sea un proceso no
simétrico en el tiempo. La interacción de q con el continuo de osciladores debe ser un proceso
disipativo (irreversible).

Si bien es cierto que si se hubiese trabajado sólo al nivel de las ecuaciones de movimiento,
no habŕıa surgido ningún problema, el objetivo de haber analizado este problema a nivel de
la acción, de acuerdo con [4], era identificar el mecanismo por el que el principio de Hamilton
resulta adecuado solamente para sistemas conservativos.

La función avanzada de Green aparece por la simetŕıa del término q(t)q(t′), si este
producto no fuera simétrico se acoplaŕıa con la función retardada completa y obtendŕıamos
ecuaciones de movimiento que describiŕıan una evolución causal a partir de las condiciones
iniciales. En el caṕıtulo siguiente se describe un principio variacional propuesto por Galley,
el cual está motivado por esta observación.
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Caṕıtulo 2

El principio de acción estacionaria de
Galley

A continuación describiremos un nuevo principio de acción estacionaria que fue presentado
recientemente en [4] (y discutido más ampliamente en [5]) al cual nos referiremos como
el principio de acción estacionaria de Galley. Este principio variacional es compatible, por
construcción, con condiciones iniciales y aplicable a una gama más amplia de sistemas no
conservativos, espećıficamente, sistemas sujetos a interacciones no potenciales.

Sea un sistema caracterizado por n coordenadas generalizadas qI y la lagrangiana
L(qI , q̇I , t). Por cada qI , debemos introducir dos coordenadas qI1 y qI2 (dos historias en el
espacio de configuración). Se define la acción como

Ŝ[qI1 , q
I
2 ] =

∫ tf

ti

dt L(qI1 , q̇
I
1 , t) +

∫ ti

tf

dt L(qI2 , q̇
I
2 , t). (2.1)

Más adelante definiremos una acción S más general para incluir interacciones no conservati-
vas. De manera similar al principio de Hamilton, debemos hallar las trayectorias que hacen
estacionaria o extrema a la acción (2.1). Para realizar la variación de la acción debemos
imponer 2n condiciones de frontera por cada trayectoria. Estas condiciones deben ser con-
sistentes con el hecho de que el estado final debe quedar determinado por las ecuaciones de
movimiento y el estado inicial.

Sean qIa(t) (a = 1, 2) las trayectorias sobre las que la acción (2.1) tiene un valor esta-
cionario, ηIa(t) desplazamientos virtuales y ε un parámetro constante, entonces el principio

de acción estacionaria de Galley se expresa como dŜ
dε

= 0. Se imponen las 4n condiciones de
frontera: para cualquier ε << 1

ηIa(ti, ε) = 0, a = 1, 2

qI1(tf , ε) = qI2(tf , ε),

q̇I1(tf , ε) = q̇I2(tf , ε).

(2.2)

Las dos ecuaciones evaluadas en tf constituyen la condición de igualdad y no determinan el
estado final. De las dos últimas expresiones se sigue que qI1(tf ) = qI2(tf ) y ηI1(tf ) = ηI2(tf ) y
similarmente para sus derivadas. En cualquier otro instante las coordenadas q1,2 se suponen

5



CAPÍTULO 2. EL PRINCIPIO DE ACCIÓN ESTACIONARIA DE GALLEY

diferentes. Realizando la variación de la acción obtenemos

dŜ

dε
=

∫ tf

ti

dt ηI1

[
∂L(qI1)

∂qI1
− d

dt

(
∂L(qI1)

∂q̇I1

)]∣∣∣∣
ε=0

+ ηI1
∂L(qI1)

∂q̇I1

∣∣∣∣tf
ti

+

∫ ti

tf

dt ηI2

[
∂L(qI1)

∂qI2
− d

dt

(
∂L(qI2)

∂q̇I2

)]∣∣∣∣
ε=0

+ ηI2
∂L(qI2)

∂q̇I2

∣∣∣∣ti
tf

= 0.

(2.3)

Los términos de frontera evaluados en ti se eliminan con la condición de variación cero en
(2.2). En el tiempo final tenemos

ηI1
∂L(qI1)

∂q̇I1

∣∣∣∣
tf

− ηI2
∂L(qI2)

∂q̇I2

∣∣∣∣
tf

= ηI1(tf )

[
∂L(qI1)

∂q̇I1

∣∣∣∣
tf

− ∂L(qI2)

∂q̇I2

∣∣∣∣
tf

]
= 0, (2.4)

donde se ha utilizado que la variación de las coordenadas en el tiempo final es la misma. Como
la variación debe ser cero idénticamente y los desplazamientos ηIa son arbitrarios, surgen
dos sistemas de ecuaciones de Euler-Lagrange que definen a las trayectorias estacionarias.
Necesitamos dar un paso más para obtener las ecuaciones de movimiento: tomar el ĺımite
f́ısico (PL) [4], que consiste en imponer q1 = q2 = q, donde q es la coordenada f́ısica.

Se ha construido un principio de acción estacionaria en el que no se supone un estado final
determinado. Hemos obtenido un sistema de ecuaciones diferenciales idéntico al que se obtiene
con el principio de Hamilton, aunque bajo otras condiciones de frontera. Ocasionalmente
tendremos que resolver las ecuaciones diferenciales antes de tomar el ĺımite f́ısico, para ello,
la condición de igualdad en las coordenadas q1,2 no resulta muy práctica. Una transformación
de las coordenadas puede resultar conveniente, aunque con su implementación la acción
perderá la forma (2.1).

Podemos escribir la acción (2.1) como

Ŝ =

∫ tf

ti

dt Λ(qIi ), (2.5)

donde se ha introducido la lagrangiana Λ

Λ[qIa] ≡ L(q1, q̇1)− L(q2, q̇2). (2.6)

Ahora realizamos la transformación a las coordenadas q±, las cuales están dadas por

qI+ ≡
1

2
(qI1 + qI2),

qI− ≡ qI1 − qI2 .
(2.7)

De (2.2), derivamos condiciones de frontera más adecuadas para estas coordenadas

ηI±(ti) = 0,

ηI−(tf ) = 0,

∂Λ

∂q̇I+

∣∣∣∣
tf

= 0.

(2.8)
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CAPÍTULO 2. EL PRINCIPIO DE ACCIÓN ESTACIONARIA DE GALLEY

La última expresión en (2.8) se verifica usando la regla de la cadena y la condición de igualdad

∂Λ

∂q̇I+

∣∣∣∣
tf

=
∂L(qI1)

∂q̇I1

∣∣∣∣
tf

− ∂L(qI2)

∂q̇I2

∣∣∣∣
tf

= 0. (2.9)

Desarrollando el principio variacional obtenemos los términos de frontera B.T.

B.T. = ηI+
∂Λ

∂q̇I+

∣∣∣∣tf
ti

+ ηI−
∂Λ

∂q̇I−

∣∣∣∣tf
ti

= 0, (2.10)

los cuales se anulan en virtud de (2.8). Aśı, quedan establecidas las ecuaciones de Euler-
Lagrange

d

dt

(
∂Λ

∂q̇I±

)
=

∂Λ

∂qI±
. (2.11)

Esta transformación de coordenadas es conveniente porque, al tomar el ĺımite f́ısico, nos
deshacemos automáticamente de las coordenadas qI−.

qI+(t) −→
PL

qI(t)

qI−(t) −→
PL

0
(2.12)

Las ecuaciones diferenciales de las coordenadas q± se resuelven con los valores en la frontera

qI+(ti) = qI0 ; q̇I+(ti) = q̇I0

qI−(tf ) = 0 ; q̇I−(tf ) = 0
(2.13)

donde qI0 y q̇I0 son las coordenadas y velocidades iniciales de la coordenadas f́ısicas qI . El
valor cero de las coordenadas qI− y sus derivadas en el tiempo final se sigue de la condición
de igualdad.

Las ecuaciones de movimiento que sobrevive al ĺımite f́ısico son las que se obtienen va-
riando las coordenadas qI−.

2.0.1. Sistemas no conservativos

Una de las posibilidades que se abren al duplicar los grados de libertad de un sistema es la
de incluir en la lagrangiana Λ términos de la forma q−q̇

n
+ que permiten describir interacciones

no conservativas. La lagrangiana de un sistema no conservativo tendrá la forma general

Λ
[
qIa, q̇

I
a, t
]
≡ L(qI1 , q̇

I
1 , t)− L(qI2 , q̇

I
2 , t) +K(qIa, q̇

I
a), (2.14)

donde K es un “potencial generalizado” de fuerzas no conservativas. En general, el potencial
K acopla las trayectorias q1;2 porque no se puede expresar como una diferencia de funciones
que dependan de un solo sistema de coordenadas.

La acción general de un sistema es, entonces

S =

∫ tf

ti

dt
[
L(qI1)− L(qI2) +K(qIa)

]
, (2.15)
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CAPÍTULO 2. EL PRINCIPIO DE ACCIÓN ESTACIONARIA DE GALLEY
2.1. EJEMPLOS

donde K = 0 para un sistema conservativo. El potencial generalizado genera los términos de
frontera adicionales

ηI1
∂K(qIa, q̇a)

I

∂q̇I1

∣∣∣∣tf
ti

+ ηI2
∂K(qIa, q̇

I
a)

∂q̇I2

∣∣∣∣tf
ti

, (2.16)

los cuales se pueden anular con las condiciones de frontera (2.8) si K es, además, antisimétrica
bajo qI1 ↔ qI2 .

En el ĺımite f́ısico se obtiene la ecuación de movimiento

d

dt

[
∂L

∂q̇I
+

(
∂K

∂q̇I−

)
PL

]
=
∂L

∂qI
+

[
∂K

∂qI−

]
PL

. (2.17)

Usando la ecuación (2.17) y la definición de la función enerǵıa se obtiene

dh

dt
= −∂L

∂t
+ q̇I

[
∂K

∂qI−
− d

dt

(
∂K

∂q̇I−

)]
PL

. (2.18)

2.1. Ejemplos

2.1.1. Oscilador amortiguado

Una lagrangiana en las coordenadas ± para este sistema es

Λ =
m

2
(q̇2

1 − ω2q2
1)− m

2
(q̇2

2 − ω2q2
2) +

mγ

2
(q̇1q2 − q1q̇2)

= m(q̇−q̇+ − ω2q−q+) +
mγ

2
(q̇−q+ − q̇+q−).

(2.19)

Es fácil ver que esta lagrangiana conduce, en el ĺımite f́ısico, a la ecuación de movimiento
(1.8) del oscilador amortiguado y que conduce a la potencia disipada correcta

dh

dt
= −mγq̇2. (2.20)

En la teoŕıa estándar, los términos de frontera que surgen de derivadas totales no contribuyen
a las ecuaciones de movimiento porque, dado que las coordenadas están fijas en los extremos,
su variación es cero. En el principio de acción estacionaria de Galley las variaciones en el
tiempo final no son cero, aśı que los términos de frontera deben provenir equitativamente de
las lagrangianas L(qI1) y L(qI2), es decir, el término de frontera debe ser antisimétrico.

Para ilustrar esto último consideremos la lagrangiana (2.19), el potencial generalizado
K(q±) = mγ

2
(q̇−q+ − q̇+q−) se puede simplificar, por medio de la regla de derivación de

Leibniz, a K = −mγq−q̇+. La derivada total que resulta es proporcional a d
dt

(q−q+), cuya

contribución a la variación de la acción seŕıa [εq+η− + εq−η+]|tfti = 0, usando (2.2), por lo que
se puede eliminar de la lagrangiana.

Por otra parte si se aplicara la regla de Leibniz a uno solo de los términos en K =
mγ
2

(q̇1q2 − q1q̇2), resultaŕıa el término d
dt

(q1q2), cuya variación [εq2η1 + εq1η2]|tfti no seŕıa cero
dadas las condiciones de frontera (2.2), por lo que se debe aplicar la regla de Leibniz a los
dos términos del potencial K(q1,2).
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CAPÍTULO 2. EL PRINCIPIO DE ACCIÓN ESTACIONARIA DE GALLEY
2.1. EJEMPLOS

2.1.2. Osciladores acoplados

Se presenta ahora la solución que se ofrece en [4] del problema de osciladores acoplados pero
en una manera extensa para observar algunos detalles importante que son omitidos en esa
referencia.

Como el sistema es conservativo, tenemos K = 0, aśı, la lagrangiana en las coordenadas
q± es

Λ = m(q̇+q̇− − ω2q+q−) +M(Q̇+Q̇− − Ω2Q+Q−) + λ(q+Q− + q−Q+). (2.21)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange para las variables Q± son

Q̈± + Ω2Q± =
λ

M
q±. (2.22)

Los valores de frontera son

Q+(ti) = Q0 Q̇+(ti) = V0,

Q−(tf ) = 0 Q̇−(tf ) = 0.
(2.23)

De esta manera, las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales son

Qs
+(t) = Q(h)(t) +

λ

M

∫ tf

ti

dt′GR(t− t′)q+(t′),

Qs
−(t) =

λ

M

∫ tf

ti

dt′GA(t− t′)q−(t′).

(2.24)

donde Q(h) = V0/Ω sin[Ω(t−ti)]+Q0 cos[Ω(t−ti)] es la solución de la ecuación homogénea que
satisface las condiciones iniciales de la coordenada f́ısica. El que las ecuaciones sean resueltas
con datos iniciales o finales solamente, determina el tipo de funciones de Green que deben
llevar sus soluciones. Por otra parte

Λ =m(q̇+q̇− − ω2q+q−) +M(a+ b)(Q̇+Q̇− − Ω2Q+Q−) + λ(q+Q− + q−Q+)

=m(q̇+q̇− − ω2q+q−)− aMQ+(Q̈− + Ω2Q−)− bMQ−(Q̈+ + Ω2Q+)

+ λ(q+Q− + q−Q+) +M
d

dt
(aQ+Q̇− + bQ̇+Q−),

(2.25)

donde a+b = 1. Estos coeficientes se introdujeron para integrar por partes ambas coordenadas
en el producto Q̇+Q̇−. Al sustituir las soluciones, el último término en (2.25) da lugar, al
nivel de la acción, al término de frontera[

aQs
+Q̇

s
− + bQ̇s

+Q
s
−

]∣∣∣tf
ti

= aQs
+(ti)Q̇

s
−(ti) + bQ̇s

+(ti)Q
s
−(ti), (2.26)

cuya variación es cero porque tanto coordenadas como velocidades están determinadas. Por
lo tanto, la derivada total en (2.25) no contribuye a las ecuaciones de Euler-Lagrange. Ahora,
sustituyendo las soluciones (2.24) en la lagrangiana se obtiene

Λ = m(q̇+q̇− − ω2q+q−) + bλq−Q
s
+ + aλq+Q

s
−. (2.27)
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CAPÍTULO 2. EL PRINCIPIO DE ACCIÓN ESTACIONARIA DE GALLEY
2.1. EJEMPLOS

Dado que buscamos una evolución causal, dependiente completamente del estado inicial,
imponemos a = 0. La lagrangiana efectiva es, por lo tanto,

Λeff = m(q̇+q̇− − ω2q+q−) + λq−Q
s
+. (2.28)

La acción efectiva es, expĺıcitamente

Seff =

∫ tf

ti

dt

[
m(q̇+q̇− − ω2q+q−) + λq−Q

(h) +
λ2

M

∫ tf

ti

dt′GR(t− t′)q−(t)q+(t′)

]
(2.29)

El producto q−(t)q+(t′) no es simétrico bajo t ↔ t′ por lo que toda la función de Green
retardada sobrevive a la integración.

Solución en términos de las coordenadas originales

Ahora se resolverá el problema en términos de las coordenadas q1,2 para mostrar su equiva-
lencia con las coordenadas q±. La lagrangiana de Galley para el sistema de dos osciladores
acoplados es

Λ =
m

2
(q̇2

1 − q̇2
2)− mω2

2
(q2

1 − q2
2) + λ(q1Q1− q2Q2) +

M

2
(Q̇2

1− Q̇2
2)−MΩ2

2
(Q2

1−Q2
2). (2.30)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange de las coordenadas Q1,2 son

Q̈1,2 + Ω2Q1,2 =
λ

M
q1,2, (2.31)

con las soluciones

Qs
1,2 = Q(h) +

λ

M

∫ tf

ti

dt′GR(t− t′)q1,2(t′), (2.32)

donde Q(h) es la solución de la ecuación homogénea de la coordenada f́ısica Q.
Ahora reescribimos la lagrangiana en la forma adecuada para sustituir la solución, sin

embargo, debemos recordar que en términos de las coordenadas ±, se pod́ıan introducir unos
coeficientes que luego serv́ıan para conseguir la acción con la función de Green retardada
solamente. En este caso, si se aplicara la integración por partes de manera separada a las
coordenadas Q1,2 se obtendŕıan la diferencia de dos acciones idénticas a las del Caṕıtulo 1, es
decir, con los productos simétricos q1,2(t)q1,2(t′). Realizar la integración de esta forma equi-
tativa, equivale a tomar a = b = 1

2
. Para obtener el mismo resultado que con las coordenadas

± consideremos lo siguiente (pasando a la solución causal directamente)

Q̇2
1 − Q̇2

2 = (Q̇1 − Q̇2)(Q̇1 + Q̇2) =
d

dt

[
(Q1 −Q2)(Q̇1 + Q̇2)

]
− (Q1 −Q2)(Q̈1 + Q̈2). (2.33)

Entonces

Λ =
m

2
(q̇2

1 − q̇2
2)− mω2

2
(q2

1 − q2
2) + λ(q1Q1 − q2Q2) +

M

2

d

dt

[
(Q1 −Q2)(Q̇1 + Q̇2)

]
− M

2
(Q1 −Q2)

[
(Q̈1 + Q̈2) + Ω2(Q1 +Q2)

]
,

(2.34)
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CAPÍTULO 2. EL PRINCIPIO DE ACCIÓN ESTACIONARIA DE GALLEY
2.1. EJEMPLOS

sustituyendo las soluciones tenemos

Λeff =
m

2
(q̇2

1 − q̇2
2)− mω2

2
(q2

1 − q2
2) + λ(q1Q

s
1 − q2Q

s
2)− λ

2
(Qs

1 −Qs
2)(q1 + q2)

=
m

2
(q̇2

1 − q̇2
2)− mω2

2
(q2

1 − q2
2) +

λ

2
(q1 − q2)(Qs

1 +Qs
2),

(2.35)

que es precisamente la lagrangiana (2.28).

Interacción con un continuo de osciladores Q

Primero calcularemos la lagrangiana efectiva para N osciladores y luego tomaremos el ĺımite
N →∞.

ΛN = m(q̇+q̇− − ω2q+q−) +
N∑
n=1

Mn(Q̇n
+Q̇

n
− − (Ωn)2Qn

+Q
n
−) +

N∑
n=1

λn(q+Q
n
− + q−Q

n
+). (2.36)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange, para los osciladores Qn son

Q̈n
± + (Ωn)2Qn

± =
λn

Mn
q±, (2.37)

con las soluciones

Q
n(s)
+ (t) = Qn(h)(t) +

λn

Mn

∫ tf

ti

dt′Gn
R(t− t′)q+(t′),

Q
n(s)
− (t) =

λn

Mn

∫ tf

ti

dt′Gn
A(t− t′)q−(t′),

(2.38)

donde Gn
R(t− t′) = 1

Ωn
sin[Ωn(t− t′)]Θ(t− t′). Ahora bien,

Λ =m(q̇+q̇− − ω2q+q−)−
N∑
n=1

MnQn
−(Q̈n

+ + (Ωn)2Qn
+)

+
N∑
n=1

Mn d

dt

(
Qn
−Q̇

n
+

)
+

N∑
n=1

λnq+Q
n
− +

N∑
n=1

λnq−Q
n
+.

(2.39)

Eliminando las derivadas totales y sustituyendo las soluciones de las ecuaciones (2.37) tene-
mos

Λ =m(q̇+q̇− − ω2q+q−) +
N∑
n=1

λnq−Q
n(s)
+

=m(q̇+q̇− − ω2q+q−) + q−

N∑
n=1

λnQn(h) +
N∑
n=1

(λn)2

Mn

∫ tf

ti

dt′Gn
R(t− t′)q−(t)q+(t′)

=m(q̇+q̇− − ω2q+q−) + q−F (t) +

∫ t

ti

dt′γ(t− t′)q−(t)q+(t′),

(2.40)

11



CAPÍTULO 2. EL PRINCIPIO DE ACCIÓN ESTACIONARIA DE GALLEY
2.1. EJEMPLOS

donde

F (t) =
N∑
n=1

λnQn(h)(t),

γ(t− t′) =
N∑
n=1

(λn)2

MnΩn
sin[Ωn(t− t′)].

(2.41)

Eligiendo condiciones iniciales triviales Qn(ti), Q̇
n(ti) = 0 obtenemos F (t) = 0. Luego, con-

sideramos que todos los osciladores Qn tienen la misma masa Mn = M para cualquier n y
λn = λΩn con λ constante, se obtiene

γ(t− t′) = −πλ
2

M

∂

∂t

(
1

π

N∑
n=1

cos[Ωn(t− t′)]

)
. (2.42)

Por otro lado

1

π

N∑
n=1

cos[Ωn(t− t′)] −→
N→∞

1

π

∫ ∞
0

dΩ cos[Ω(t− t′)] = δ(t− t′), (2.43)

entonces cuando N →∞, tenemos

Λeff [q±, q̇±] = m(q̇+q̇− − ω2q+q−)− πλ2

M

∫ t

ti

dt′ q−(t)q+(t′)
∂

∂t
δ(t− t′)

= m(q̇+q̇− − ω2q+q−)− πλ2

M
q−(t)

[
d

dt

∫ t

ti

dt′ δ(t− t′)q+(t′)− δ(0)q+(t)

]
= m(q̇+q̇− − ω2q+q−)− πλ2

M
q−(t) [q̇+(t)− δ(0)q+(t)]

= mq̇+q̇− −m
(
ω2 − πλ2δ(0)

mM

)
q−q+ −

πλ2

M
q−q̇+

= mq̇+q̇− −mω2
renq−q+ −

λ′2

M
q−q̇+

(2.44)

donde ω2
ren = ω2− πλ2δ(0)

mM
y λ′ =

√
πλ. La lagrangiana efectiva tiene la forma de la lagrangiana

disipativa dada en (2.14) con la siguiente identificación

L(q, q̇) =
m

2
(q̇2 − ω2

renq
2)

K(q±, q̇±) = −λ
′2

M
q−q̇+.

(2.45)

De la ecuación (2.18), la razón de cambio de la enerǵıa del oscilador q

dh

dt
= −λ

′2

M
q̇2, (2.46)

que tiene la forma de la enerǵıa disipada por un oscilador amortiguado.
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Caṕıtulo 3

El principio de Hamilton para
fermiones

Las coordenadas fermiónicas ψα se definen por medio de la relación

ψαψβ + ψβψα = 0. (3.1)

Se sigue inmediatamente que (ψα)2 = 0. A diferencia de lo que ocurre con coordenadas
conmutativas, los términos de la forma ψ̇αψα = −ψαψ̇α no son derivadas totales y contribuyen
a las ecuaciones de movimiento.

Utilizaremos las siguientes reglas de derivación [6]

∂ψα

∂ψβ
= δαβ,

∂
(
ψαψβ

)
∂ψβ

= −ψα,

δF (ψα) = δψα
∂F

∂ψα
.

(3.2)

3.1. El Principio de acción estacionaria

El principio de acción estacionaria para los sistemas con coordenadas fermiónicas funciona
de manera similar al principio de Hamilton para coordenadas bosónicas [16]. Consideremos
una lagrangiana que depende de las coordenadas ψα y sus derivadas ψ̇α(t), α = 1, 2...,m.
Definamos una acción preliminar de la manera usual

S[ψα] =

∫ tf

ti

dt L(ψα, ψ̇α). (3.3)

Realizando la variación de la acción obtenemos

δS =

∫ tf

ti

dt

{
δψα

[
∂L

∂ψα
− d

dt

(
∂L

∂ψ̇α

)]}
+ δψα

∂L

∂ψ̇α

∣∣∣∣tf
ti

. (3.4)
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CAPÍTULO 3. EL PRINCIPIO DE HAMILTON PARA FERMIONES
3.2. EJEMPLOS

Dado que las ecuaciones de movimiento de los fermiones son ecuaciones diferenciales de primer
orden y sólo necesitan una constante para determinar la solución, no se pueden imponer las
dos condiciones de variación cero por cada coordenada en los tiempos inicial y final. Para
resolver este problema, en [8] se propone usar expresiones de la forma

f [δψα(ti), δ
α(tf )] = 0, (3.5)

de manera que sólo m y no 2m valores en la frontera sean independientes. Luego, debemos
redefinir la acción con un término de frontera

S = F [ψα(ti), ψ
α(tf )] +

∫ tf

ti

dt L(ψα, ψ̇α). (3.6)

Estas adecuaciones al principio de acción estacionaria no pueden ser completamente arbi-
trarias, deben satisfacer los siguientes requerimientos: conducir a las ecuaciones de Euler-
Lagrange usuales y, dados los valores de frontera, las soluciones de las ecuaciones de movi-
miento deben ser únicas (esta última condición puede no cumplirse para ciertas elecciones
“desafortunadas” de los valores en la frontera).

Ahora se muestra cómo funciona este procedimiento para definir correctamente el princi-
pio variacional de los fermiones.

3.2. Ejemplos

3.2.1. Part́ıcula libre

Este ejemplo aparece en [8]. La acción correcta para una part́ıcula fermiónica libre es

S =
i

2

∫ tf

ti

dt
[
ψ̇ψ
]

+
i

2
ψ(ti)ψ(tf ), (3.7)

con la condición de frontera

δψ(ti) + δψ(tf ) = 0 (3.8)

Para comprobar esto realizamos la variación de la acción

δS =− i
∫ tf

ti

dt
[
δψψ̇

]
+
i

2
[δψ(tf )ψ(tf )− δψ(ti)ψ(ti)]

+
i

2
[δψ(ti)ψ(tf ) + ψ(ti)δψ(tf )] .

(3.9)

Podemos ver que los términos de frontera se anulan idénticamente y obtenemos la ecuación
de movimiento ψ̇ = 0. Suplementando el valor de frontera ψ(ti) +ψ(tf ) = 2ψ0, obtenemos la
solución única, ψ(t) = ψ0.
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CAPÍTULO 3. EL PRINCIPIO DE HAMILTON PARA FERMIONES
3.2. EJEMPLOS

3.2.2. Osciladores fermiónicos

Otro ejemplo sencillo que ofrecemos es el siguiente

L =
i

2
(ψ̇ψ̄ + ˙̄ψψ) + ωψ̄ψ. (3.10)

Las ecuaciones de Euler-Lagrange son

i ˙̄ψ + ωψ̄ = 0,

iψ̇ − ωψ = 0,
(3.11)

y tienen como solución general

ψ̄(t) = Aeiωtψ̄0,

ψ(t) = Be−iωtψ0,
(3.12)

Para que estas ecuaciones y soluciones sean aceptables se debieron eliminar los siguientes
términos de frontera

i

2

[
δψ̄(tf )ψ(tf ) + δψ(tf )ψ̄(tf )

]
− i

2

[
δψ̄(ti)ψ(ti) + δψ(ti)ψ̄(ti)

]
. (3.13)

Esto se puede lograr imponiendo las siguientes condiciones

δψ̄(tf )± δψ̄(ti) = 0,

δψ(tf )± δψ(ti) = 0,
(3.14)

y definiendo la acción como

S = ± i
2

[
ψ̄(ti)ψ(tf ) + ψ(ti)ψ̄(tf )

]
+

∫ tf

ti

dt L. (3.15)

Para ser consistentes con el principio variacional, debemos determinar las soluciones suple-
mentando la información asociada a las condiciones (3.14), por ejemplo

ψ̄(tf )± ψ̄(ti) = c,

ψ(tf )± ψ(ti) = c′,
(3.16)

con las que obtenemos el sistema de ecuaciones algebraicas para determinar las constantes A
y B.

A
(
eiωtf ± eiωti

)
= c,

B
(
e−iωtf ± e−iωti

)
= c′.

(3.17)

Podemos ver que con este procedimiento podemos definir correctamente el principio varia-
cional, al menos con estos ejemplos sencillos. Sin embargo, los términos de frontera que se
añaden dependen de la lagrangiana, lo cual plantea la pregunta de si es siempre posible en-
contrar tales términos de frontera. Por otro lado, no resultaŕıa satisfactorio, para una teoŕıa
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3.3. ACCIÓN DE GALLEY FERMIÓNICA

supersimétrica, definir términos de frontera para cada tipo de grados de libertad. Además,
anticipándonos al principio variacional de Galley para fermiones que deseamos establecer, los
términos de frontera de la forma F [ψα(ti), ψ

α(tf )] nos impediŕıan proponer el análogo de la
condición de igualdad.

Otro punto de vista en relación a las condiciones de frontera es el siguiente: dado que
las ecuaciones diferenciales de la coordenadas fermiónicas son de primer orden, al fijar las
coordenadas en el tiempo inicial, las trayectorias que son solución de las ecuaciones de Euler-
Lagrange quedan completamente determinadas, lo cual no nos impide realizar desplazamien-
tos virtuales. Luego, vistas como funciones de los valores iniciales fijos, las coordenadas en
el tiempo final estaŕıan determinadas y su variación seŕıa nula automáticamente (esta forma
de realizar la variación de la acción, también puede aplicarse a las coordenadas bosónicas si
se fijan además las velocidades iniciales).

3.3. Acción de Galley fermiónica

Ahora se propone una versión del principio de acción estacionaria de Galley para coordenadas
fermiónicas. En analoǵıa con el caso bosónico, se introducen las coordenadas ψα1,2, las cuales
están sujetas a las condiciones de frontera

ηαa (ti, ε) = 0, a = 1, 2

ψα1 (tf , ε) = ψα2 (tf , ε),

ψ̇α1 (tf , ε) = ψ̇α2 (tf , ε),

(3.18)

para cualquier ε << 1. Las ecuaciones evaluadas en el tiempo final constituyen la condición
de igualdad. Ahora bien, como las trayectorias estacionarias quedan determinadas por un
sólo punto y están igualadas en el tiempo final, deben coincidir además en el tiempo inicial.
Entonces se debe cumplir ψα1 (ti, ε) = ψα2 (ti, ε) (esta es una condición que no es necesaria
tratándose de coordenadas bosónicas, aunque se puede imponer también sin modificar los
resultados ya presentados). Se define la acción como

S[ψαa ] =

∫ tf

ti

Λ(ψαi , ψ̇
α
i ), (3.19)

donde

Λ[ψα1 , ψ
α
2 ] = L(ψα1 , ψ̇

α
1 )− L(ψα2 , ψ̇

α
2 ) +K(ψαa , ψ̇

α
a ). (3.20)

Los términos de frontera se eliminan con (3.18), con lo se obtienen las ecuaciones de Euler-
Lagrange

d

dt

(
∂Λ

∂ψ̇αa

)
− ∂Λ

∂ψαa
= 0, (3.21)

para las coordenadas ψα1,2 o ψα±.
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3.3.1. Osciladores fermiónicos amortiguados

Ahora ofrecemos un ejemplo de un sistema no conservativo, que se ha construido dentro del
contexto del Principio variacional de Galley para fermiones. Consideremos la lagrangiana

Λ = z∗
(
i ˙̄ψ+ψ− + iψ̇−ψ̄+

)
+ z

(
i ˙̄ψ−ψ+ + iψ̇+ψ̄−

)
+ c
(
ψ̄−ψ+ + ψ̄+ψ−

)
, (3.22)

donde z = x+ iy. Las ecuaciones de movimiento, en el ĺımite f́ısico, son

2izψ̇ − ωψ = 0,

2iz∗ ˙̄ψ + ωψ̄ = 0,
(3.23)

qur tienen por solución

ψ(t) = ψ0 exp

[
ω(−ix− y)

2(x2 + y2)
t

]
,

ψ̄(t) = ψ̄0 exp

[
ω(ix− y)

2(x2 + y2)
t

]
.

(3.24)

En términos de las coordenadas ψ1,2 tenemos

Λ =x
(
i ˙̄ψ1ψ1 + iψ̇1ψ̄1

)
+ ωψ̄1ψ1 − x

(
i ˙̄ψ2ψ2 + iψ̇2ψ̄2

)
− ωψ̄2ψ2

+ y
[

˙̄ψ2ψ1 − ˙̄ψ1ψ2 − ψ̇2ψ̄1 + ψ̇1ψ̄2

]
,

(3.25)

que tiene la forma (3.20), con las identificaciones

L = x
(
i ˙̄ψψ + iψ̇ψ̄

)
+ ωψ̄ψ,

K = y
[

˙̄ψ2ψ1 − ˙̄ψ1ψ2 − ψ̇2ψ̄1 + ψ̇1ψ̄2

]
.

(3.26)

El potencial generalizado K es antisimétrico bajo ψ1 ↔ ψ2.
La frecuencia de oscilación es

ω′ =
ωx

2(x2 + y2)
(3.27)
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18



Caṕıtulo 4

Elementos de la mecánica
supersimétrica

En esta sección consideraremos sistemas bosónicos y fermiónicos de manera simultánea. La
derivación con respecto a una variable conmutativa se realiza de la misma manera que con los
números ordinarios. Para la derivación con respecto a una variable anticonmutativa usamos
la regla [17]

∂PQ

∂ψα
=

∂P

∂ψα
Q± P ∂Q

∂ψα
, (4.1)

con + si P es conmutativo, por ejemplo P = q, o −, si P es anticonmutativo, por ejemplo
P = ψ.

4.1. Acción de un sistema supersimétrico

Consideremos la acción para una part́ıcula bosónica y una fermiónica [18]

S[q, ψ] =

∫
dt

[
1

2
q̇2 +

i

2
ψ̇ψ

]
. (4.2)

Sea ε un parámetro impar de Grassmann, se definen las transformaciones

δq = iεψ,

δψ = −iεq̇.
(4.3)

Esta acción se dice invariante bajo (4.3) dado que su variación resulta en un término de
frontera, el cual no contribuye a las ecuaciones de movimiento.

δS =

∫
dtδL =

∫
dt

1

2
ε
d

dt
(q̇ψ) . (4.4)

Las transformaciones (4.3) mezclan variables bosónicas y fermiónicas y se llaman transforma-
ciones de supersimetŕıa. En este caso el parámetro ε es constante, por lo que la supersimetŕıa
es global.
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4.2. El formalismo del superespacio

Aunque es posible seguir hablando de supersimetŕıa mediante lagrangianas donde se presen-
ten las coordenadas fermiónicas y bosónicas de manera expĺıcita, introduciremos ahora el
formalismo del superespacio. Una de las principales razones para usar este lenguaje es que
las lagrangianas o acciones son automáticamente invariantes supersimétricas [19].

4.2.1. Supersimetŕıa N=1

El superespacio N = 1 para una teoŕıa unidimensional (D = 1) contiene la variable par t y
la variable impar θ1 [19]. A diferencia de t, que representa al tiempo, θ1 no es una variable
f́ısica.

Una (super-)coordenada Φ(t, θ1) tiene la siguiente expansión en componentes

Φ(t, θ1) = q(t) + iθ1ψ1(t). (4.5)

Se definen las (super-)traslaciones en el superespacio parametrizadas por el número real impar
de Grassmann ε

δθ = ε,

δt = −iεθ.
(4.6)

La variación de Φ bajo (4.6) es

δΦ = [δt∂t + δθ∂θ] Φ ≡ εQΦ, (4.7)

donde se ha definido Q, el generador de las traslaciones en el superespacio,

Q = ∂θ − iθ∂t. (4.8)

Las variaciones de las componentes son

δεq = −iεψ,
δεψ = εq̇.

(4.9)

El generador de traslaciones en el tiempo de define como P ≡ i∂t. Los generadores Q y P
satisfacen el álgebra

{Q,Q} = −2P,

[Q,P ] = 0.
(4.10)

Bajo las transformaciones (4.6) dθ es invariante pero no aśı dt. En cambio, ∆t = dt − idθθ
es invariante. La derivada covariante D es

D = ∂θ + iθ∂t. (4.11)

Esta expresión se obtiene, junto con ∇t = ∂t, de la condición

[dt∂t + dθ∂θ] Ψ(t, θ) = [∆t∇t + dθD] Ψ(t, θ). (4.12)

La derivada covariante satisface el álgebra

{Q,D} = 0,

[D,D] = 2P.
(4.13)
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4.2.2. Integración de Grassmann

Una función de una sola variable θ de Grassmann, tiene la forma general

f = a+ θb, (4.14)

donde a y b son independientes de θ. La integración de Grassmann queda determinada con
las definiciones [7] ∫

dθ = 0,∫
dθθ = 1.

(4.15)

Entonces, para la función (4.14) tenemos∫
dθ(a+ θb) = b. (4.16)

Cuando hay más variables de integración tenemos las siguientes reglas∫
dθiθj = δij,∫

dθidθj · · · dθkθk · · · θjθk... = 1.

(4.17)

Con la integración definida podemos escribir la acción (4.2) en términos de la supercoordenada
Φ(t, θ) = q(t) + iθψ(t)

S =
−i
2

∫
dtdθDΦΦ̇. (4.18)

4.2.3. Supersimetŕıa N=2

El superespacio contiene dos variables anticonmutativas θ1 y θ2 y el tiempo t [19]. Se definen
las transformaciones

δθ1 = ε1,

δθ2 = ε2,

δt = −i(ε1θ1 + ε2θ2).

(4.19)

Por conveniencia se adopta una representación compleja

θ, θ̄ =
θ1 ± iθ2√

2
,

ε, ε̄ =
ε1 ± iε2√

2
,

(4.20)

entonces

δθ = ε̄,

δθ̄ = ε,

δt = −i(εθ̄ + ε̄θ).

(4.21)
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La variación de una supercoordenada Φ(t, θ, θ̄) es

δΦ ≡ (δt∂t + δθ∂θ + δθ̄∂θ̄)Φ ≡ εQΦ + ε̄Q̄Φ, (4.22)

de donde se obtienen las expresiones de los generadores de traslaciones

Q = ∂θ − iθ̄∂t,
Q̄ = ∂θ̄ − iθ∂t,

(4.23)

los cuales satisfacen el álgebra

{Q, Q̄} = −2P,

QQ = Q̄Q̄ = 0.
(4.24)

Sea Φ(t, θ, θ̄) = q(t) + iθψ̄(t) + iθ̄ψ(t)− θθ̄A(t) el desarrollo en componentes de la supercoor-
denada, entonces, bajo (4.21), tenemos

δq = i(ε̄ψ̄ + εψ),

δψ̄ = εq̇ + iεA,

δψ = −εq̇ + iε̄A,

δA = (εψ̇ − ε̄ ˙̄ψ).

(4.25)

Con los elementos invariantes dθ, dθ̄ y ∆t = dt − i(dθ̄θ + dθθ̄), se construyen las derivadas
covariantes

D = ∂θ + iθ̄∂t,

D̄ = ∂θ̄ + iθ∂t.
(4.26)

las cuales satisfacen el álgebra

{D,D} = 2P,

DD = D̄D̄ = 0.
(4.27)

4.2.4. Función delta

En el caso de una sola variable θ, la función (o más correctamente, distribución) delta satisface
la propiedad ∫

dθδ(θ)f(θ) = f(0). (4.28)

Es sencillo ver que, en este caso, δ(θ) = θ.
En forma más general tenemos [20]

δ(θ − θ′) = θ′ − θ =

∫
dη eη(θ′−θ),

δ(θ̄ − θ̄′) = θ̄′ − θ̄ =

∫
dη eη(θ̄−θ̄′).

(4.29)

La función delta para el superespacio N = 2 es

∆(X −X ′) = δ(t− t′)δ(θ̄ − θ̄′)δ(θ − θ′) = δ(t− t′)[θ̄′θ′ − θ̄θ′ + θθ̄′ − θθ̄]. (4.30)
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Acción supersimétrica estacionaria

Sea un sistema supersimétrico descrito por n coordenadas ΦI(X), que tiene asociada una
densidad lagrangiana L, se define la acción supersimétrica como [21]

S(ΦI) =

∫ tf

ti

dt

∫
dθdθ̄ L(ΦI) ≡

∫
dXL(ΦI). (5.1)

Aunque en la literatura se llama a L simplemente la lagrangiana, en lo que sigue nos referi-
remos a ella como la densidad lagrangiana para distinguirla de la lagrangiana usual L con la
que trabajaremos de manera simultánea. La relación entre ellas es la siguiente

L(qI , ψI) =

∫
dθdθ̄ L(ΦI). (5.2)

Sea ε << 1 un real y ηI(X) desplazamientos virtuales con la siguiente expansión en compo-
nentes ηI(X) = δqI + iθδψ̄I + iθ̄δψI − θθ̄δAI , se definen las parametrizaciones

ΦI(X, ε) = ΦI(X) + εηI(X), (5.3)

donde {Φ(X)I} es la curva en el superespacio que hace extrema a la acción. Entonces, el
principio de acción estacionaria queda expresado de la siguiente manera

dS(ε)

dε
= 0, (5.4)

donde S(ε) es la acción definida con las coordenadas parametrizadas (5.3). Desarrollando
(5.4) llegamos a las ecuaciones de Euler-Lagrange

∂L
∂ΦI

−D ∂L
∂DΦI

− D̄ ∂L
∂D̄ΦI

= 0, (5.5)

siempre y cuando los términos de frontera se anulen, es decir∫
dX

{
D

(
ηI

∂L
∂DΦI

)
+ D̄

(
ηI

∂L
∂D̄ΦI

)}
= 0. (5.6)
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Para realizar la integración de estos términos utilizamos las expresiones siguientes∫
dXDΦ = i(¬DΦ)|tfti∫
dXD̄Φ = −i(¬D̄Φ)

∣∣tf
ti

(5.7)

donde ¬ indica que, sobre la supercoordenada que está actuando (a la derecha) se debe tomar
θ = θ̄ = 0. La prueba de las ecuaciones (5.7) se encuentra en el Apéndice B.

Los términos de frontera B.T. son, por lo tanto,

B.T. = i¬
[
DηI

∂L
∂DΦI

+ ηID
∂L
∂DΦI

− D̄ηI ∂L
∂D̄ΦI

− ηID̄ ∂L
∂D̄ΦI

]∣∣∣∣tf
ti

. (5.8)

Usando la propiedad ¬(Φ1Φ2) = (¬Φ1)(¬Φ2) y las expansiones de los términos a la izquierda
(ver Apéndice A) vemos que los términos de frontera son proporcionales a δqI y δψI , las
cuales, de acuerdo con la discusión de Caṕıtulo 3, podemos considerar como variaciones
nulas si las coordenadas están fijas al inicio.

5.1. Ejemplos

5.1.1. Oscilador supersimétrico

Este ejemplo tiene el objetivo de mostrar la equivalencia entre la variación realizada en el
superespacio y en el espacio ordinario. Comencemos con la densidad

L =
1

2
D̄ΦDΦ− ω

2
Φ2, (5.9)

la ecuación de Euler-Lagrange es

1

2
[D, D̄]Φ− ωΦ = 0, (5.10)

que equivale al conjunto de ecuaciones

A− ωq = 0,

q̈ + ωA = 0,

i ˙̄ψ + ωψ̄ = 0,

iψ̇ − ωψ = 0.

(5.11)

En componentes, la lagrangiana de este sistema supersimétrico es

L =
1

2
(iψ̇ψ̄ + i ˙̄ψψ + q̇2 + A2) + ω(Aq + ψ̄ψ) (5.12)

o, usando la ecuación de Euler-Lagrange para A, que resulta ser una coordenada auxiliar,

L =
1

2
(q̇2 − ω2q2) +

i

2
(ψ̇ψ̄ + ˙̄ψψ) + ωψ̄ψ. (5.13)
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Imponemos la condición de variación cero en los tiempos inicial y final para eliminar los
términos de frontera, los cuales se pueden obtener de (5.8) o realizando la variación de L, en
cualquier caso obtenemos [

δqq̇ +
i

2
δψψ̄ +

i

2
δψ̄ψ

]∣∣∣∣tf
ti

= 0. (5.14)

5.1.2. Osciladores supersimétricos acoplados

Este ejemplo consiste en la supersimetrización del problema de osciladores acoplados Φ y Υ.
Debemos obtener la solución de la ecuación de movimiento del oscilador Υ y sustituirla en
la lagrangiana para hallar la acción efectiva del oscilador Φ. La densidad lagrangiana es

L =
m

2
(D̄ΦDΦ− αΦ2)− εΦΥ +

M

2
(D̄ΥDΥ− βΥ2). (5.15)

Los valores expĺıcitos de los coeficientes se encuentran en el Apéndice A y son tales que
conducen a la versión supersimétrica de la lagrangiana (1.15). La ecuación de movimiento
del supercampo Υ es

1

2
[D, D̄]Υ− βΥ =

ε

M
Φ. (5.16)

La (super-) función de Green G(X) satisface la ecuación

1

2
[D, D̄]G − βG = δ(X −X ′), (5.17)

De esta manera, la solución de la ecuación de movimiento seŕıa

Υs = Υh +
ε

M

∫
dX ′GR(X −X ′)Φ(X ′) (5.18)

donde Υh la supercoordenada solución de la ecuación homogénea. Ahora bien,

L =
m

2
(D̄ΦDΦ− αΦ2)− εΦΥ +

M

2

[
1

2
D̄ΥDΥ− 1

2
DΥD̄Υ− βΥ2

]
=
m

2
(D̄ΦDΦ− αΦ2)− εΦΥ +

M

2
Υ

[
1

2
[D, D̄]Υ− βΥ

]
+
M

4
D̄(ΥDΥ)− M

4
D(ΥD̄Υ).

(5.19)

Sustituyendo la solución (5.18) en (5.19) y eliminando las derivadas totales, tenemos

Leff =
m

2
(D̄ΦDΦ− αΦ2)− 1

2
εΦΥs. (5.20)

Por lo tanto, la acción efectiva para Φ es

Seff =
1

2

∫
dX

[
m(D̄ΦDΦ− αΦ2)− εΦΥh − ε2

M

∫
dX ′GR(X −X ′)Φ(X)Φ(X ′)

]
. (5.21)

Podemos ver que en la acción aparece, como en el caso bosónico, la integral doble de
Φ(X)Φ(X ′), el cual es simétrico bajo X ↔ X ′, aunque solamente la simetŕıa temporal es
relevante para la causalidad. Este comportamiento es de esperarse, ya que con la implemen-
tación de la supersimetŕıa no hemos impuesto ninguna condición relacionada con la evolución
de las coordenadas.
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Solución por componentes

La lagrangiana que se obtiene de (5.15) es

L =
m

2

(
q̇2 − ω2q2

)
+ λqQ+

M

2

(
Q̇2 − Ω2Q2

)
+
m

2
(iψ̇ψ̄ + i ˙̄ψψ) +

M

2
(iχ̇χ̄+ i ˙̄χχ)

+mαψ̄ψ +Mβχ̄χ+ ε(χ̄ψ + ψ̄χ).
(5.22)

Ya hemos visto en el Caṕıtulo 1 lo que sucede con la parte bosónica, aśı que nos concentra-
remos en los fermiones, las ecuaciones de movimiento son

i ˙̄χ+ βχ̄ = − ε

M
ψ̄,

iχ̇− βχ =
ε

M
ψ.

(5.23)

Las funciones de Green para estas ecuaciones satisfacen

iĠχ̄ + βGχ̄ = −δ(t− t′),
iĠχ − βGχ = δ(t− t′).

(5.24)

que son las mismas que se obtienen directamente de (5.17). Como era de esperar, estas
ecuaciones son complejas conjugadas una de la otra, de modo que Gχ̄ = G∗χ. Entonces, las
soluciones que satisfacen condiciones iniciales son

χ̄s = χ̄h +
ε

M

∫
dt′GR

χ̄ (t− t′)ψ̄(t′),

χs = χh +
ε

M

∫
dt′GR

χ (t− t′)ψ(t′),

(5.25)

donde GR(t− t′) es la función de Green retardada. Ahora, reacomodando el sector fermiónico
Lψ de la lagrangiana (5.22) obtenemos

Lψ =
m

2
(iψ̇ψ̄ + i ˙̄ψψ) +mαψ̄ψ − M

2
χ̄(iχ̇− βχ)− M

2
χ(i ˙̄χ+ βχ̄) + ε(χ̄ψ + ψ̄χ). (5.26)

Al sustituir las soluciones en (5.25) obtenemos la lagrangiana efectiva para los fermiones

Lψeff =
m

2
(iψ̇ψ̄ + i ˙̄ψψ) +mαψ̄ψ +

ε

2
(ψ̄χs − ψχ̄s). (5.27)

La acción fermiónica efectiva es, por lo tanto,

Sψeff =
1

2

∫
dt
[
m(iψ̇ψ̄ + i ˙̄ψψ) + 2mαψ̄ψ − ε(ψχ̄h − ψ̄χh)

+
ε2

M

∫
dt′
{
GR
χ (t− t′)ψ̄(t)ψ(t′)−GR∗

χ (t− t′)ψ(t)ψ̄(t′)
}]

.

(5.28)

La integral doble en (5.28) se puede escribir como∫
dtdt′Re

(
GR
χ (t− t′)

)
{ψ̄(t)ψ(t′)− ψ(t)ψ̄(t′)}+ iIm

(
GR
χ (t− t′)

)
{ψ̄(t)ψ(t′) + ψ(t)ψ̄(t′)},

(5.29)
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donde el término ψ̄(t)ψ(t′)− ψ(t)ψ̄(t′) es simétrico bajo t↔ t′.
Volviendo a la relación entre el formalismo del superespacio y la supersimetŕıa en com-

ponentes, la lagrangiana total efectiva es

L =
m

2

(
q̇2 − ω2q2

)
+
λ

2
qQs +

m

2
(iψ̇ψ̄ + i ˙̄ψψ) +mαψ̄ψ +

ε

2
(ψ̄χs − ψχ̄s). (5.30)

Esta lagrangiana puede ser derivada de (5.20), siempre y cuando sustituyamos los valores de
las coordenadas auxiliares que resultan de la densidad original (5.15).
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Caṕıtulo 6

Acción de Galley supersimétrica

En este caṕıtulo se extiende el principio variacional para sistemas no conservativos a la
mecánica supersimétrica N = 2. Por simplicidad, consideramos un sistema con una sola
supercoordenada Φ.

La lagrangiana de Galley supersimétrica se define como

Γ(Φ1,Φ2) = L(Φ1)− L(Φ2) +K(Φ1,Φ2), (6.1)

donde K corresponde a un “superpotencial” de interacciones no conservativas. La acción se
define como

S =

∫
dX Γ(Φ1,Φ2). (6.2)

Sean Φa(X) (a = 1, 2) las trayectorias sobre las que la acción es estacionaria, ηa(X) despla-
zamientos virtuales y ε un número real. Luego, se define la parametrización

Φa(X, ε) = Φa(X) + εηa(X). (6.3)

Para realizar las variaciones fijamos imponemos las condiciones de frontera supersimétricas

ηa(X, ε)|ti = 0,

Φ1(X, ε)|tf = Φ2(X, ε)|tf ,
DΦ1(X, ε)|tf = DΦ2(X, ε)|tf ,
D̄Φ1(X, ε)

∣∣
tf

= D̄Φ2(X, ε)
∣∣
tf
.

(6.4)

Debemos recordar, que en el principio de acción estacionaria de Galley para los fermiones,
establecido en el Caṕıtulo 3, se impońıa la condición adicional de que las coordenadas en
el tiempo inicial eran iguales. Ponemos ahora esta condición en la expresión supersimétrica
Φ1(X, ε)|ti = Φ2(X, ε)|ti .

Desarrollamos ahora el principio de acción estacionaria, dS
dε

= 0,∫
dX

{
ηa

[
∂Λ

∂Φa

−D ∂Λ

∂DΦa

− D̄ ∂Λ

∂D̄Φa

]
+D

(
ηa

∂Λ

∂DΦa

)
+ D̄

(
ηa

∂Λ

∂D̄Φa

)}
= 0. (6.5)
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Los términos de frontera B.T. son, por lo tanto,

B.T. =

∫
dX

{
D

(
η1

∂Γ

∂DΦ1

− η2
∂Γ

∂DΦ2

)
+ D̄

(
η1

∂Γ

∂D̄Φ1

− η2
∂Γ

∂D̄Φ2

)}
=i ¬D

(
η1

∂Γ

∂DΦ1

− η2
∂Γ

∂DΦ2

)∣∣∣∣tf
ti

− i ¬D̄
(
η1

∂Γ

∂D̄Φ1

− η2
∂Γ

∂D̄Φ2

)∣∣∣∣tf
ti

=i ¬
{

(Dη1)
∂(L+K)

∂DΦ1

+ η1D
∂(L+K)

∂DΦ1

− (Dη2)
∂(L −K)

∂DΦ2

− η2D
∂(L −K)

∂DΦ2

}∣∣∣∣tf
ti

− i¬
{

(D̄η1)
∂(L+K)

∂D̄Φ1

+ η1D̄
∂(L+K)

∂D̄Φ1

− (D̄η2)
∂(L −K)

∂D̄Φ2

− η2D̄
∂(L −K)

∂D̄Φ2

}∣∣∣∣tf
ti

(6.6)

Por la condición de igualdad y la antisimetŕıa de K se eliminan los ocho términos evaluados
en tf . La primera condición en (6.4) anula los cuatro términos proporcionales que contienen
ηa en el tiempo inicial. Usando la expansión de Dηa y la propiedad (B.2), encontramos que
los cuatro términos que contienen Dηa en ti son proporcionales a δψa(ti) y δψ̄a(ti), de modo
que se eliminan también con la primera condición en (6.4).

Con los términos de frontera eliminados, quedan establecidas las ecuaciones de Euler-
Lagrange

∂Γ

∂Φa

−D ∂Γ

∂DΦa

− D̄ ∂Γ

∂D̄Φa

= 0. (6.7)

6.1. Ejemplos

6.1.1. Oscilador supersimétrico amortiguado

En este ejemplo se presenta un potencial K que da lugar a una interacción no conservativa
tanto en bosones como fermiones. La lagrangiana en las coordenadas ± es

Γ =
√
m
[
z∗D̄Φ−DΦ+ + zD̄Φ+DΦ− − ωΦ+Φ−

]
, (6.8)

donde z = 1
2

[√
1−

(
ε

2ω

)2
+ i ε

2ω

]
.

En este problema no necesitamos calcular ninguna acción efectiva, sino encontrar la evo-
lución del sistema. La ecuación de movimiento, en el ĺımite f́ısico, es

[zDD̄ − z∗D̄D]Φ− ωΦ = 0. (6.9)

Igualando a cero las componentes de la expresión (6.9) obtenemos, para los fermiones, ecua-
ciones equivalentes a las vistas en el Caṕıtulo 3

2zψ̇ + iωψ = 0,

2z∗ ˙̄ψ − iωψ̄ = 0.
(6.10)

Mientras que para el bosón tenemos el sistema de ecuaciones acopladas

2xA− 2yq̇ − ωq = 0,

2xq̈ + 2yȦ+ ωA = 0.
(6.11)
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que se convierte en la ecuación del oscilador armónico amortiguado al eliminar la coordenada
auxiliar. Las soluciones son

ψ(t) = e(−iω
′− ε

2)tψ0,

ψ̄(t) = e(iω
′− ε

2)tψ̄0,

q(t) =
[
eiω

′tq01 + e−iω
′tq02

]
e−

εt
2 ,

(6.12)

donde ω′ = ω
√

1−
(
ε

2ω

)2
. El cociente ε

2ω
determina si se trata de amortiguamiento débil,

cŕıtico o sobreamortiguamiento, según sea menor, igual o mayor que 1, respectivamente.
Ahora bien, escribiendo la densidad lagrangiana (6.8) en las coordenadas Φ1;2 obtenemos

Γ =

√
m

2ω

[
w′D̄Φ1DΦ1 − ω2Φ2 −

(
w′D̄Φ2DΦ2 − ω2Φ2

2

)
+ i

ε

2

(
D̄Φ2DΦ1 − D̄Φ1DΦ2

)]
,

(6.13)
donde podemos identificar el potencial supersimétrico K como

K = i
ε
√
m

4ω

(
D̄Φ2DΦ1 − D̄Φ1DΦ2,

)
(6.14)

el cual es antisimétrico bajo Φ1 ↔ Φ2, como se requiere para eliminar los términos de frontera
y que la acción quede bien definida.

6.1.2. Osciladores acoplados

La lagrangiana en las coordenadas ± es

Γ =
m

2

[
D̄Φ+DΦ− + D̄Φ−DΦ+ − 2αΦ+Φ−

]
− ε(Φ+Υ− + Φ−Υ+)

+
M

2

[
D̄Υ+DΥ− + D̄Υ−DΥ+ − 2βΥ+Υ−

]
.

(6.15)

Las ecuaciones de E-L para Υ± son

1

2
[D, D̄]Υ± − βΥ± =

ε

M
Φ±, (6.16)

con los valores de frontera

Υ+|ti = Υ0,

Υ−|tf = 0,
(6.17)

donde Υ0 es la coordenada f́ısica evaluada en el tiempo inicial. Las soluciones son

Υs
+ = Υh +

ε

M

∫
dX ′GR(X −X ′)Φ+(X ′),

Υs
− =

ε

M

∫
dX ′GA(X −X ′)Φ−(X ′).

(6.18)
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Por otro lado,

Γ =
m

2

[
D̄Φ+DΦ− + D̄Φ−DΦ+ − 2αΦ+Φ−

]
− ε(Φ+Υ− + Φ−Υ+)

+
M

2

{
aΥ+

(
[D, D̄]Υ− − 2βΥ−

)
+ bΥ−

(
[D, D̄]Υ+ − 2βΥ+

)
+aD̄(Υ+DΥ−)− bD(Υ−D̄Υ+) + bD̄(Υ−DΥ+)− aD(Υ+D̄Υ−)

}
.

(6.19)

Imponemos la causalidad mediante b = 1, entonces, la lagrangiana efectiva es

Γeff =
m

2

[
D̄Φ+DΦ− + D̄Φ−DΦ+ − 2αΦ+Φ−

]
− εΦ−Υs

+. (6.20)

Solucion en componentes
La densidad (6.20) equivale a la lagrangiana

∆eff =m(q̇+q̇− − ω2q+q−) + λq−Q
s
+ +

m

2
(iψ̇+ψ̄− + iψ̇−ψ̄+ + i ˙̄ψ+ψ− + i ˙̄ψ−ψ+)

+mα(ψ̄−ψ+ + ψ̄+ψ−) + ε(χ̄s+ψ− + ψ̄−χ
s
+),

(6.21)

donde χ̄s+ y χs+ son las soluciones de las ecuaciones diferenciales que se obtienen de la lagran-
giana completa, no de la efectiva. Hemos visto que las ecuaciones diferenciales que satisfacen
las coordenadas duplicadas tiene la misma forma que las ecuaciones de las coordenadas f́ısicas
de la acción usual. Retomando (5.23), tenemos

i ˙̄χ+ + βχ̄+ = − ε

M
ψ̄+,

iχ̇+ − βχ+ =
ε

M
ψ+.

(6.22)

Entonces χ̄s+ y χs+ están dados por

χ̄+(t) = χ̄h +
ε

M

∫
dt′ Gχ̄(t− t′)ψ̄+(t′),

χ+(t) = χh +
ε

M

∫
dt′ Gχ(t− t′)ψ+(t′).

(6.23)

Generalización a N osciladores supersimétricos

La densidad lagrangiana es

Λ =
m

2

[
D̄Φ+DΦ− + D̄Φ−DΦ+ − 2αΦ+Φ−

]
−

N∑
i=1

εi(Φ+Υi
− + Φ−Υi

+)

+
N∑
i=1

M i

2

[
D̄Υi

+DΥi
− + D̄Υi

−DΥi
+ − 2βiΥi

+Υi
−
]
,

(6.24)

donde i = 1, 2, ..., N . Las ecuaciones de movimiento de los osciladores Υi son

1

2
[D, D̄]Υi

± − βiΥi =
εi

M i
Φ±, (6.25)
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cuyas soluciones son

Υi
+ = Υih +

εi

M i

∫
dX ′GR(X −X ′)Φ(X ′),

Υi
− =

εi

M i

∫
dX ′GA(X −X ′)Φ(X ′).

(6.26)

Por otro lado

Λ =
m

2

[
D̄Φ+DΦ− + D̄Φ−DΦ+ − 2αΦ+Φ−

]
−

N∑
i=1

εi(Φ+Υi
− + Φ−Υi

+)

+
N∑
i=1

M i

2

{
Υi
−
(
[D, D̄]Υi

+ − 2βΥi
+

)
−D(Υi

−D̄Υi
+) + D̄(Υi

−DΥi
+)
}
.

(6.27)

Como de costumbre, hemos dejado solamente la solución causal. La lagrangiana efectiva es

ΓNeff =
m

2

[
D̄Φ+DΦ− + D̄Φ−DΦ+ − 2αΦ+Φ−

]
−

N∑
i=1

εiΦ−Υis
+. (6.28)

Podemos hacer la identificación de un (super-) potencial de interacciones no conservativas

K = −
N∑
i=1

εiΦ−Υis
+. (6.29)

En componentes tenemos

ΛN
eff =m(q̇+q̇− − ω2q+q−) + q−

N∑
i=1

λiQi
+ +

m

2
(iψ̇+ψ̄− + iψ̇−ψ̄+ + i ˙̄ψ+ψ− + i ˙̄ψ−ψ+)

+mα(ψ̄−ψ+ + ψ̄+ψ−) +
N∑
i=1

εi(ψ̄−χ
i
+ − ψ−χ̄i+).

(6.30)

El potencial no conservativo para los bosones es el que se presentó en el Caṕıtulo 2. Para los
fermiones tenemos

Kψ =
N∑
i=1

εi(ψ̄−χ
i
+ − ψ−χ̄i+). (6.31)
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Caṕıtulo 7

Conclusiones

En este trabajo se propuso la extensión del principio variacional de Galley a sistemas con
grados de libertad anticonmutativos y sistemas supersimétricos. Esta generalización es di-
recta, salvo por algunas condiciones adicionales, como la identificación de las coordenadas
el tiempo inicial, necesaria para respetar las caracteŕısticas de las ecuaciones de movimiento
fermiónicas. En los ejemplos que presentamos se mantiene la prescripción de Galley de la
lagrangiana generalizada. En el caso supersimétrico, el potencial de interacciones no conser-
vativas se puede escribir incluso en el lenguaje del superespacio, manteniendo la propiedad
de antisimetŕıa bajo el intercambio de las etiquetas de las supercoordenadas duplicadas.

Como parte de un trabajo posterior se plantea el estudio de las cantidades conservadas
mediante el Teorema de Noether para los sistemas supersimétricos. La formulación hamilto-
niana, el paso a la teoŕıa de campos y la cuantización.
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Apéndice A

Supersimetŕıa en componentes

A.1. Desarrollos

Sean Φ(t, θ, θ̄) = q(t) + iθψ̄+ iθ̄ψ− θθ̄A y Υ(t, θ, θ̄) = Q+ iθχ̄+ iθ̄χ− θθ̄B los desarrollos
en componentes de dos supercoordenadas arbitrarias, entonces

DΦ = iψ̄ + θ̄(−A+ iq̇) + θθ̄ ˙̄ψ,

D̄Φ = iψ + θ(A+ iq̇)− θθ̄ψ̇,
DD̄Φ = A+ iq̇ − 2θ̄ψ̇ + θθ̄(q̈ − iȦ),

D̄DΦ = −A+ iq̇ − 2θ ˙̄ψ + θθ̄(−q̈ − iȦ),

[D, D̄]Φ = 2A− 2θ̄ψ̇ + 2θ ˙̄ψ + 2θθ̄q̈,

DΦD̄Φ = θθ̄(iψ̇ψ̄ + i ˙̄ψψ + A2 + q̇2) + ...,

ΦΦ = θθ̄(−2Aq + 2ψ̄ψ) + ...,

ΦΥ = θ̄θ(qB + AQ− χ̄ψ − ψ̄χ) + ...,

D̄ΦDΥ = θ̄θ(AB − iAQ̇+ iq̇B + q̇Q̇+ i ˙̄χψ + iψ̇χ̄).

(A.1)

Los términos omitidos en algunos casos son proporcionales a θ, θ̄ o a 1 y no sobreviven a la
integración en el superespacio.

A.2. Osciladores supersimétricos acoplados

Sea L la densidad dada por la expresión

L = aD̄ΨDΨ− bΨΨ− cΨΥ + dD̄ΥDΥ− fΥΥ. (A.2)

Usando la definición (5.2) y la regla de integración∫
dθdθ̄ θ̄θ = 1, (A.3)
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obtenemos

L = a(iψ̇ψ̄ + i ˙̄ψψ + A2 + q̇2)− 2b(Aq + ψψ̄)− 2f(BQ+ χχ̄)

+ d(iχ̇χ̄+ i ˙̄χχ+B2 + Q̇2)− c(qB + AQ+ ψχ̄+ χψ̄).
(A.4)

Como L no contiene derivadas de A ni de B, se dice que éstas son coordenadas auxiliares,
las ecuaciones de Euler-Lagrange de tales coordenadas no son ecuaciones diferenciales sino
ecuaciones algebraicas

A =
1

a
(bq +

1

2
cQ),

B =
1

d
(fQ+

1

2
cq).

(A.5)

sustituyendo (A.5) en (A.4) obtenemos

L =a

[
q̇2 −

(
b2

a2
+

c2

4ad

)
q2

]
− c

[
b

a
+
f

d

]
qQ+ d

[
Q̇2 −

(
f 2

d2
+

c2

4ad

)
Q2

]
+ a

(
iψ̇ψ̄ + i ˙̄ψψ

)
+ 2bψ̄ψ + c

(
χ̄ψ + ψ̄χ

)
+ d (iχ̇χ̄+ i ˙̄χχ) + 2fχ̄χ.

(A.6)

Desacoplamiento por medio de una rotación

La lagrangiana de un sistema de dos osciladores acoplados q y Q̃, con una constante de
acoplamiento λ es

L =
m

2
(q̇2 − ω2q2) + λqQ̃+

M

2
( ˙̃Q2 − Ω2Q̃2). (A.7)

Podemos obtener la supersimetrización de esta lagrangiana identificando los coeficientes de
la parte bosónica de (A.6) con los coeficientes de (A.7), sin embargo esta forma directa se
torna muy complicada por lo que preferimos obtener los coeficientes de otra manera.

Usando Q =
√

M
m
Q̃ y η =

√
mM
λ

podemos escribir la lagrangiana en una forma simplificada

L =
m

2

[
q̇2 + Q̇2 − ω2q2 − Ω2Q2 +

2

η
qQ

]
. (A.8)

Para desacoplar los osciladores en (A.8) se realiza una rotación dictada por la matriz ortogonal
O [

q1

q2

]
= O

[
q
Q

]
≡
[
u v
−v u

] [
q
Q

]
(A.9)

donde u2 + v2 = 1. La lagrangiana en las coordenadas rotadas (transformación pasiva) es

L =
m

2

{
(q̇2

1 + q̇2
2)(u2 + v2) + q2

1(−ω2u2 − Ω2v2 +
2

η
uv)

+q2
2(−ω2v2 − Ω2u2 − 2

η
uv) + 2q1q2[uv(ω2 − Ω2) +

1

η
(u2 − v2)]

}
,

(A.10)

que corresponde a dos osciladores independientes si

u2 − v2 = ηδuv, (A.11)
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donde δ = Ω2 − ω2. Usando la condición de ortogonalidad tenemos

u2 =
1

2

(
1±

√
1− 1

1 + δ2η2

4

)
. (A.12)

Aśı, (A.10) es simplemente

L =
m

2

[
q̇2

1 + q̇2
2 − ω2

1q
2
1 − ω2

2q
2
2

]
, (A.13)

donde

ω2
1 = ω2u2 + Ω2v2 − 2

η
uv,

ω2
2 = ω2v2 + Ω2u2 +

2

η
uv.

(A.14)

Para lograr el desacoplamiento, el reescalamiento de Q̂ fue un paso obligatorio pues de lo
contrario habŕıa sobrevivido un término de acoplamiento de las velocidades.

Identificación de los coeficientes

Sean las supercoordenadas

Φ1(t, θ, θ̄) = q1 + iθψ̄1 + iθ̄ψ1 − θθ̄A,
Φ2(t, θ, θ̄) = q2 + iθψ̄2 + iθ̄ψ2 − θθ̄B.

(A.15)

La densidad lagrangiana

L = aD̄Φ1DΦ1 − bΦ1Φ1 + dD̄Φ2DΦ2 − fΦ2Φ2, (A.16)

conduce a

L =a[iψ̇1ψ̄1 + i ˙̄ψ1ψ1 + q̇2
1 + A2] + d[iψ̇2ψ̄2 + i ˙̄ψ2ψ2 + q̇2

2 +B2]

+ b(−2Aq1 + 2ψ̄1ψ1) + f(−2Bq2 + 2ψ̄2ψ2).
(A.17)

Usando la ecuaciones de movimiento de las coordenadas auxiliares y las siguientes identifi-
caciones

a =
m

2
= d,

b = aω1,

f = aω2,

(A.18)

se obtiene

L =
m

2

[
q̇2

1 + q̇2
2 − ω2

1q
2
1 − ω2

2q
2
2 + iψ̇1ψ̄1 + i ˙̄ψ1ψ1 + iψ̇2ψ̄2 + i ˙̄ψ2ψ2

+2ω1ψ̄1ψ1 + 2ω2ψ̄2ψ2

]
,

(A.19)
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APÉNDICE A. SUPERSIMETRÍA EN COMPONENTES
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que es una versión supersimétrica de (A.13).

Suponiendo que las supercoordenadas Φ1 y Φ2 corresponden a la transformación de las su-
percoordenadas Φ y Υ, dictada por O, es decir

Φ1 = uΦ + vΥ,

Φ2 = −vΦ + uΥ.
(A.20)

Entonces, al deshacer la rotación debemos obtener la lagrangiana de un sistema de osciladores
supersimétricos acoplados

L =
m

2

[
D̄ΦDΦ− (ω1u

2 + ω2v
2)ΦΦ + D̄ΥDΥ− (ω1v

2 + ω2u
2)ΥΥ

−2uv(ω1 − ω2)ΦΥ] ,
(A.21)

donde podemos identificar los coeficientes

a =
m

2
= d,

b = a(ω1u
2 + ω2v

2),

c = 2auv(ω1 − ω2),

f = a(ω1v
2 + ω2u

2).

(A.22)

Usando los siguientes desarrollos de las supercoordenadas

Φ(t, θ, θ̄) = q + iθψ̄ + iθ̄ψ − θθ̄A,
Υ(t, θ, θ̄) = Q+ iθχ̄+ iθ̄χ− θθ̄B,

(A.23)

y (A.6) encontramos que esta densidad conduce a la lagrangiana

L =
m

2

[
q̇2 − (ω2

1u
2 + ω2

2v
2)q2 + Q̇2 − (ω2

1v
2 + ω2

2u
2)Q2

−2uv(ω2
1 − ω2

2)qQ+ iψ̇ψ̄ + i ˙̄ψψ + iχ̇χ̄+ i ˙̄χχ

+2(ω1u
2 + ω2v

2)ψ̄ψ + 2(ω1v
2 + ω2u

2)χ̄χ+ 2uv(ω1 − ω2)(χ̄ψ + ψ̄χ)
]
,

(A.24)

o, usando (A.11) y (A.14),

L =
m

2

[
q̇2 − ω2q2 + Q̇2 − Ω2Q2 +

2

η
qQ+ iψ̇ψ̄ + i ˙̄ψψ + iχ̇χ̄+ i ˙̄χχ

+2(ω1u
2 + ω2v

2)ψ̄ψ + 2(ω1v
2 + ω2u

2)χ̄χ+ 2uv(ω1 − ω2)(χ̄ψ + ψ̄χ)
]
,

(A.25)

donde se aprecia fácilmente que se trata de una versión supersimétrica de (A.8).

Para un sistema de osciladores con masas distintas, debemos hacer un reescalamiento al

nivel de las supercoordenadas: Υ =
√

M
m

Υ̂, donde Υ̂ = Q′ + iθχ̄′ + iθ̄χ′ − θθ̄B′

L =
m

2

[
D̄ΦDΦ− (ω1u

2 + ω2v
2)ΦΦ

]
+
M

2

[
D̄Υ̂DΥ̂− (ω1v

2 + ω2u
2)Υ̂Υ̂

]
−
√
mMuv(ω1 − ω2)ΦΥ̂

≡m
2

[
D̄ΦDΦ− αΦ2

]
+
M

2

[
D̄Υ̂DΥ̂− βΥ̂2

]
− εΦΥ̂.

(A.26)
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Sustituyendo en (A.21) y comparando con la forma general (A.2) podemos identificar los
coeficientes

a′ = a, f ′ =
M

m
f,

b′ = b, d′ =
M

m
d,

c′ =

√
M

m
c,

(A.27)

donde los coeficiente sin primar están dados por (A.22). Usando ahora la expresión (A.6) con
estos coeficientes se obtiene la lagrangiana

L =a

[
q̇2 −

(
b2

a2
+

c2

4ad

)
q2

]
−
√
M

m
c

[
b

a
+
f

d

]
qQ′ +

M

m
d

[
Q̇′2 −

(
f 2

d2
+

c2

4ad

)
Q′2
]

+ a
(
iψ̇ψ̄ + i ˙̄ψψ

)
+ 2bψ̄ψ +

√
M

m
c
(
χ̄′ψ + ψ̄χ′

)
+
M

m
d (iχ̇′χ̄′ + i ˙̄χ′χ′) + 2

M

m
fχ̄′χ′.

(A.28)

Podemos ver que el reescalamiento solo introduce algunos factores, dejando intacto el resto de
combinaciones, aśı, sustituyendo los coeficientes (A.22) junto con (A.11) y (A.14) obtenemos
finalmente la lagrangiana deseada

L =
m

2

(
q̇2 − ω2q2 + iψ̇ψ̄ + i ˙̄ψψ

)
+ λqQ′ +

M

2

(
Q̇′2 − Ω2Q′2 + iχ̇′χ̄′ + i ˙̄χ′χ′

)
+m(ω1u

2 + ω2v
2)ψ̄ψ +M(ω1v

2 + ω2u
2)χ̄′χ′ +

√
mMuv(ω1 − ω2)(χ̄′ψ + ψ̄χ′)

=
m

2

(
q̇2 − ω2q2

)
+ λqQ+

M

2

(
Q̇′2 − Ω2Q2

)
+
m

2
(iψ̇ψ̄ + i ˙̄ψψ) +

M

2
(iχ̇′χ̄′ + i ˙̄χ′χ′)

+mαψ̄ψ +Mβχ̄′χ′ + ε(χ̄′ψ + ψ̄χ′).

(A.29)

A.3. Lagrangiana de Galley

Sea la densidad lagrangiana

Γ = aD̄Φ−DΦ+ + bD̄Φ+DΦ− − cΦ+Φ−, (A.30)

donde las supercoordenadas están dadas por

Φ± = q± + iθψ̄± + iθ̄ψ± − θθ̄A±. (A.31)

La lagrangiana resultante es

L =
1

a+ b

[
4abq̇+q̇− + ic(a− b)(q̇−q+ − q̇+q−)− c2q+q−

]
+ a(i ˙̄ψ+ψ− + iψ̇−ψ̄+) + b(i ˙̄ψ−ψ+ + iψ̇+ψ̄−) + c(ψ̄−ψ+ + ψ̄+ψ−).

(A.32)
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Por simplicidad preferimos trabajar con la lagrangiana equivalente

L =4ab

[
q̇+q̇− −

c2

4ab
q+q−

]
+ ic(a− b) [q̇−q+ − q̇+q−]

+ (a+ b)
[
a(i ˙̄ψ+ψ− + iψ̇−ψ̄+) + b(i ˙̄ψ−ψ+ + iψ̇+ψ̄−) + c(ψ̄−ψ+ + ψ̄+ψ−)

]
.

(A.33)

Ahora identificamos el sector bosónico con la lagrangiana del oscilador amortiguado del
Caṕıtulo 2. Imponiendo la condición a = b∗, obtenemos

b =

√
m

2

[√
1−

( ε

2ω

)2

+ i
ε

2ω

]
,

c =
√
mω.

(A.34)

Con estos coeficientes obtenemos finalmente

L =m
[
q̇+q̇− − ω2q+q−

]
+
εm

2
[q̇−q+ − q̇+q−]

+ (a+ b)
[
a(i ˙̄ψ+ψ− + iψ̇−ψ̄+) + b(i ˙̄ψ−ψ+ + iψ̇+ψ̄−) + c(ψ̄−ψ+ + ψ̄+ψ−)

]
.

(A.35)
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Apéndice B

Pruebas

B.1. Integración de los términos de frontera

Definimos la acción de ¬ sobre una supercoordenada Φ como

¬Φ ≡ Φ|θ,θ̄=0 =

∫
dθdθ̄δ(θ̄)δ(θ)Φ, (B.1)

la cual satisface
¬(ΦΨ) = (¬Φ)(¬Ψ). (B.2)

Podemos escribir la integración en el superespacio como∫
dθdθ̄Φ =

1

2
¬[D, D̄]Φ. (B.3)

Recordemos el álgebra de la derivadas covariantes

DD̄ + D̄D = 2i∂t,

D2, D̄2 = 0.
(B.4)

Luego, tenemos el siguiente caso particular∫
dθdθ̄DΦ =

1

2
¬[D, D̄]DΦ =

1

2
¬DD̄DΦ

=
1

2
¬(2i∂t − D̄D)DΦ = i

d

dt
(¬DΦ) .

(B.5)

En el último paso se ha cambiado el śımbolo de derivada parcial por una derivada total
porque ¬ elimina la dependencia en las variables θi. Similarmente∫

dθdθ̄D̄Φ =
1

2
¬[D, D̄]D̄Φ = −1

2
¬D̄DD̄Φ

= −1

2
¬(2i∂t −DD̄)D̄Φ = −i d

dt

(
¬D̄Φ

)
.

(B.6)
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