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Objetivo

Objetivos particulares

1. Analizar la refraccién de una onda plana a través de un axicén y un
prisma triangular.

2. Determinar la caustica asociada debido a la refraccién de una onda
plana a través de un axicén y explicar por qué no hay cdustica aso-
ciada debido a la refracciéon de una onda plana a través de un prisma
triangular.

3. Determinar la rejilla nula, rejilla y ronchigramas debido a la refraccion
de una onda plana a través de un axicén y un prisma triangular.



Resumen

La finalidad de la presente tesis es estudiar la refraccion de una onda
plana a través de dos lentes: un axicén y un prisma triangular. A partir de
la reflexion y refraccién de una onda se determina la o las regiones de mayor
enfocamiento de luz, denominadas causticas. Para producir causticas debido
a la refraccién de lentes tridimensionales, es necesario que dicha lente tenga
simetria de revolucién. Nuestro interés en considerar un axicén y un prisma
triangular es porque el primero poseé simetria de revoluciéon mientras que el
segundo tiene simetria de traslacion, y con ello, demostrar que si hay causti-
ca asociada a la refraccion debido al axicén, pero no sucede lo mismo con el
prisma triangular. Para finalizar se realizaran los célculos correspondientes
para determinar la rejilla nula de Ronchi y los ronchigramas debido a una
determinada rejilla, esta rejilla se localizara en el espacio imagen. El espacio
de control y el espacio imagen estan definidos como: la regién del espacio
donde se encuentra la fuente luminosa y la regién donde se ha refractado los
rayos de luz emitidos por la fuente luminosa.



Capitulo 1

Introduccion

La C)ptica, es la ciencia de la luz y de la visién. La percepcion que tenemos
del mundo, principalmente nos llega por la luz, y con ella podemos explorar
el mundo macroscopico y microscopico, desde el universo hasta moléculas y
atomos. La luz es la fuente de informacion més importante que tenemos, la
luz nos permite apreciar la belleza de la naturaleza, de todo lo que nos rodea.
Gracias a la invencion de fuentes de luz artificial, se ha alargado el tiempo
de actividad y ocio. El estudio de la luz realizado por los cientificos durante
varios siglos, ha favorecido el desarrollo de la humanidad. Se han inventado
instrumentos como los microscépios y telescopios permitiendonos explorar
desde lo mas pequeno a lo méas grande.

1.1. Antecedentes

Han existido diferentes enfoques para estudiar el comportamiento de la
luz. En tiempo de la Grecia Antigua existieron dos puntos de vista con los
cuales se propuso describir la naturaleza de la luz: la escuela atomista, sos-
tenia que, los objetos emitian pequenas particulas, que saliendo de ellos,
venian a través de los ojos a nuestra alma, con sus formas, colores y cualida-
des. Por otro lado, la escuela pitagorica decia que, la visién se producia por
medio de un flujo invisible, que salia de los ojos, en forma de tentdculos, con
el cual tocaba y exploraba los objetos, poniendo de manifiesto su forma y
color, algo similar como el sentido del tacto. Euclides (300 A.C.) se basé en
este enfoque e introdujo varios conceptos: el de rayo, sobre el supuesto de
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que lo emite el ojo, la propagacién rectilinea de la luz, y ciertas condiciones
geométricas de la visién, como tamano de imagenes y angulos, estableciendo
la ley de la reflexiéon de la luz.

1.1.1. Modelo Corpuscular

A finales del siglo XVI comienza una gran actividad en el estudio de la

Optica. En 1621 el holandés Snell (1591-1626), descubre la ley de la refra-
ccidon, que no se hizo publica hasta 1638, por Descartes. En 1657 el francés
Pierre de Fermat (1601-1665), enuncia su principio de tiempo minimo, segun
el cual, la luz al trasladarse entre dos puntos A y B, siempre sigue aquella
trayectoria en la que emplea el tiempo més corto. Con el se explican las leyes
de la reflexion y refraccion. Durante el siglo XVII surge con fuerza la idea,
de relacionar los fenémenos naturales con los conocimientos matematicos, y
asi, se crearon modelos -idealizaciones de la realidad-, acerca de la naturale-
za de la luz, para obtener matematicamente de ellos, el comportamiento ya
conocido experimentalmente.
Un modelo que demostré ser muy prometedor y que fue apoyado por nume-
rosos cientificos, Descartes(1596-1650) y Newton(1642-1727) entre ellos, es
el corpuscular, se basaba en considerar a la luz como un haz de numerosas
particulas muy pequenas e incontables, que emanaban de los cuerpos lumi-
nosos, las cuales eran reflejadas por los objetos, y que al penetrar en nuestros
ojos estimulaban la sensaciéon de la vision, por sus acciones sobre la retina
(capa de células situadas en el interior del ojo, que son sensibles a la luz y
al color). El modelo explicaba bien la ley de la reflexion, sin embargo, para
la refraccién presentaba dificultades, como por ejemplo, tener que asignar
una velocidad mayor a la luz en el vidrio, que en el aire, pero todavia tenia
otro aspecto mucho més oscuro. Experimentalmente se observaba, que en la
separacién de dos medios distintos como el aire y el vidrio, la luz es en parte
transmitida y en parte reflejada y esto no concuerda con el comportamiento
de las particulas, ya que pueden ser reflejadas o transmitidas, pero no ambas
cosas a la vez.

1.1.2. Modelo Ondulatorio

El descubrimiento de nuevos fenémenos luminosos, como las interferencias
por Robert Hooke(1635-1703) y la difraccién por el padre Grimaldi (1618-
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1663) llevaron al propio Hooke y a Cristian Huygens(1629-1695), inspirados
en el modelo de propagacion de una perturbacién por el agua, o en la transmi-
sién de los sonidos, a considerar a la luz, como una serie de impulsos viajando
en un medio misterioso, inmévil e ideal, llamado éter. En el siglo XIX el inglés
Thomas Young (1773-1829) y el francés Agustin Fresnel (1788-1827), esta-
blecieron unas bases muy sélidas, tanto tedricas como experimentales, para
un modelo ondulatorio de la luz, explicando y demostrando con la teoria
elaborada, experimentos cruciales como los de interferencia y difraccion. La
luz se consider6 como un fenémeno vibratorio, periddico y transversal, que
se propagaba por el éter, o por los medios materiales transparentes, como
vidrio, agua, etc.

Al explicar la ley de la refraccién con el modelo ondulatorio, encuentran una
contradicciéon con la teoria corpuscular, y es que la luz, deberia viajar con
menor velocidad, en medios como el vidrio o el agua, que en el aire. En 1850,
Fizeau y Foucault midieron la velocidad de la luz en el agua, encontrando un
valor inferior al del aire, y dando al traste definitivamente con el modelo cor-
puscular. Sin embargo, ain estando bien establecido el modelo ondulatorio,
existian todavia grandes dificultades para comprender el caracter transversal
de las ondas luminosas y la hipotesis del éter, como medio material elastico,
que servia de soporte para la propagacion a las ondas luminosas.

1.2. EIl Estudio de la ()ptica

En base a estos modelos, corpuscular y ondulatorio, se han construido
cuatro enfoques para estudiar el comportamiento de la luz, llamados: Optica
Geométrica, Optica Fisica y ()ptica Cuantica. Cada uno de estos enfoques
tiene sus propios antecedentes, y en base a sus postulados se ha logrado
describir un buen nimero de fenémenos relacionados con la luz.

1.3. Relacion entre Eikonal de Maxwell y ()pti—
ca Geométrica

La formulacién de rayos, conocida como Optica Geométrica, esta rela-
cionada con la teoria electromagnética de Maxwell, sélo en el limite cuando
la longitud de onda sea despreciable. Considerando tal limite, las ecuaciones
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de Maxwell dan lugar, a una ecuacién diferencial no lineal en derivadas par-
ciales, denominada Ecuacién Eikonal. Esta ecuacion gobierna el proceso de
formacion de imagenes sin tomar en cuenta el caracter ondulatorio de la luz.

1.4. Causticas

Cuando la luz que incide en un espejo se refleja en otra superficie, es
posible observar la curva que mas brilla en la superficie, esta curva reci-
be el nombre de cdustica. Un ejemplo en el cual se puede visualizar estos
fenémenos, es cuando los rayos de luz iluminan una taza de café en una
tarde soleada, podemos observar la curva que mas brilla sobre la superficie
del liquido, otro ejemplo donde podemos observar este fenémeno es en las
piscinas, los rayos del sol que se refractan dentro de la piscina se intersectan
generando curvas donde hay mayor concentracion de luz, es decir, forman
cdusticas. Una curva caustica es la envolvente de rayos de luz reflejados (ca-
tacdustica) o refractados (diacdusticas) en una superficie dada, emitidos por
alguna fuente. Los rayos de luz pueden estar a una distancia finita (como
la llama de un fésforo) o practicamente a una distancia infinita (como el
Sol). Las cdusticas fueron introducidas en 1682 por el matemético aleman
Ehrenfried walter von Tschirnhaus (1651-1708), quien trabajo en geometria
diferencial y construyé espejos con un gran poder para quemar. Asi mismo
fueron estudiadas por Christian Huygens (1629-1695), Jakob Bernoulli (1654-
1705), Johann Bernoulli (1667-1748), L. Hopital (1661- 1704), Adolf Quételet
(1796-1874), Joseph Louis Lagrange (1736-1813) entre otros.




Capitulo 2

Leyes de la ()ptica Geométrica,
Ecuacién Eikonal de Maxwell,
Causticas y Envolventes

El estudio de la ()ptica Geométrica ha podido describir el comportamiento
de la luz sin considerar el comportamiento ondulatorio de la luz, por otra
parte, considerando que la longitud de onda de la luz es muy pequena en
comparacion con las dimensiones del sistema Optico por el cual la luz se
propaga hacen que las ecuaciones de Maxwell den origen a una ecuacién,
llamada ecuacion eikonal, la cual gobierna la formacion de imégenes. La
relacién que existe entre la Optica Geométrica y las ecuaciones de Maxwell, es
precisamente la Ecuacién Eikonal. Mediante la ()ptica Geométrica es posible
estudiar las propiedades que poseen las curvas cdusticas que se forman por
la interseccién de rayos. Y se muestra como las causticas pertenecen a un
grupo de curvas denominadas envolventes, estas curvas han sido estudiadas
en el area de matematicas debido al propio interés que se le ha dado a las
envolventes.

2.1. ()ptica Geométrica

La Optica Geométrica estudia la formacién de imdgenes por reflexién y /o
refraccién en los llamados sistemas épticos (dioptrios, espejos y lentes), sin
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considerar el comportamiento ondulatorio—c@rbus@HQ}I@é G EOMBARIE A

los postulados que se establecen, se puede considerar a la Optica Geométrica
como una forma de resolver aproximadamente el problema de la propagacién
de la luz.

La ()ptica Geométrica se basa en los conceptos de rayo luminoso, utiliza-
dos para caracterizar la luz, y de indice de refraccion que caracteriza los
medios materiales por los que la luz se propaga. La Optica Geométrica se
desarrolla sobre un tnico postulado fisico: El principio de Fermat.

Siempre que las dimensiones del sistema fisico a través del cual se propaga la
luz son mucho mayores que la longitud de onda, el proceso puede describirse
simplemente mediante rayos que obedecen un conjunto de reglas geométri-
cas, ya que las propiedades ondulatorias de la luz no se ponen de manifiesto
tales como la velocidad de la onda v, su longitud de onda A y su frecuencia
v.

2.1.1. Postulados de la ()ptica Geomeétrica

» La luz se propaga en forma de rayos (lineas rectas). Los rayos son emi-
tidos por fuentes luminosas y pueden ser observados cuando alcanzan
un detector optico.

= Un medio éptico se caracteriza por una cantidad n > 1, denominada
indice de refraccién, que es el cociente de la velocidad de la luz en el
vacio ¢, entre la velocidad de la luz en el medio v:

c
n=- 2.1

: (21)

donde n depende de magnitudes tales como la temperatura que haya
en el medio o la densidad del medio, ademas depende de la longitud de

onda de la luz, incluso es posible que el indice pueda depender de la
aplicacion de campos eléctricos o magnéticos que permean dicho medio.

Teniendo en cuenta la Ec.(2.1) es posible obtener el tiempo ¢ que tarda
la luz en recorrer una distancia s, siendo:

t=-=2 (2.2)

SNV
o
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'/i_/ﬁ
A

Figura 2.1: Trayectoria de la luz donde ds representa el diferencial de longi-

esto quiere decir, que el tiempo t es proporcional al producto ns. La
cantidad L = ns se conoce como camino 6ptico.

En un medio inhomogéneo, el indice de refraccién n(r) es una funcién
de la posicién determinada por el vector de posicién 7 = (z,vy, 2). El
camino 6ptico L a lo largo de una trayectoria luminosa entre dos puntos
Ay B (ver Fig.2.1) se obtiene mediante:

L:/A n(r)ds, (2.3)

donde ds es el elemento diferencial de longitud a lo largo de la trayecto-
ria luminosa. Como en cada punto 7 se cumplird la Ec.(2.1), entonces:

n(r) = o7 (2.4)

~—

por lo que

L:/ABn(F)ds:/jU(cmds:c/AB;g;):c/ABdt:ct (2.5)

Principio de Fermat: el camino 6ptico a lo largo de una trayectoria real
de luz es estacionario, es decir, el trayecto seguido por la luz de un punto
A a un punto B en un medio material heterogéneo de indice n(zx,y, 2)
corresponde a un valor estacionario del camino éptico en relacién a
las trayectorias posibles que unen A con B, mateméticamente esto se
expresa de la siguiente manera:

5L =6 /A " (@) ds = 0. (2.6)

Un extremal puede ser un minimo, un méaximo o un punto de inflexién. Sin
embargo, normalmente suele ser un minimo, en cuyo caso los rayos de luz se
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propagan a lo largo de trayectorias de tiempo minimo. Las leyes de la Optica
Geométrica son fenomenologicas, es decir, que no tienen una realidad fisica,
sin embargo, hoy se sabe como se relacionan estas leyes con propiedades del
medio de propagacion.

2.2. Ondas

Una onda o movimiento ondulatorio es la propagaciéon de una pertur-

bacién de alguna propiedad de un medio, por ejemplo, densidad, presién,
campo eléctrico o campo magnético, las cuales se propagan en el tiempo y
en el espacio. Las caracteristicas del movimiento ondulatorio son las siguien-
tes: transporta energia y cantidad de movimiento pero no materia, la onda
se propaga con una cierta velocidad la cual depende del medio en el que se
propaga.
Existen ondas estacionarias y ondas viajeras. Las ondas estacionarias son
aquellas ondas en las cuales, ciertos puntos de la onda, llamados nodos, per-
manecen inmoviles. Por otro lado, las ondas viajeras son aquellas que se
desplazan libremente por el espacio, estas se pueden clasificar en dos tipos
de ondas, ondas longitudinales (ondas mécanicas) y ondas transversales (on-
das electromagnéticas). La representacién matematica de una onda viajera
unidimensional que se propaga a una velocidad v esta dada por:

y(x,t) = f(z +ot) (2.7)

donde, +vt y —vt describe el movimiento de la onda hacia la izquierda y
derecha, respectivamente.

En Optica hay un gran interés por las ondas en las que el movimiento on-
dulatorio de la perturbacién es un movimiento arménico simple (m.a.s.), las
cuales estan descritas por funciones de seno y coseno (f(xz,t) = Asen(k -
7+ wt), g(x,t) = Acos(k - 7+ wt) o una combinacién lineal de ambas
= Aisen(k - 7+ wt) + Ascos(k - 7+ wt), donde A; y A, son constantes.
Las magnitudes caracteristicas de estas ondas se clasifican en dos: las que
caracterizan al m.a.s y las que dependen del medio. Las caracteristicas rela-
cionadas al m.a.s. son: el periodo T, frecuencia v, frecuencia angular w, fase
¢ y amplitud A. Por otro lado, las caracteristicas que dependen del medio
son: velocidad de propagacién v, longitud de onda A y niimero de ondas k.
Los fenomenos relacionados con las ondas que se pueden observar son: Re-
fraccién, Reflexion, Difraccion, Dispersién, Efecto Doppler, Atenuacion, Pul-
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saciones, Interferencia y Ondas Estacionarias. Las primeras seis tienen que
ver con la propagacién de las ondas, mientras que las tres restantes con la
superposicién de ondas.

2.2.1. Propagacion de Ondas: frente de onda y rayos

Para describir la propagacion de ondas son ttiles los conceptos de frente
de onda y de rayo.

Un frente de onda se define como el lugar geométrico de los puntos del medio
de propagacién que tienen el mismo estado de perturbacion. Los frentes de
onda en términos de la funcion que describe la onda, es el lugar geométrico
de todos los puntos del medio que tienen la misma fase, donde la fase esta
dada por k- 4wt y el frente de onda queda determinado por la relacion:

k- 7+ wt = constante. (2.8)

La forma geométrica del frente de ondas depende de la fuente de ondas y
del medio de propagacién. Si la fuente es puntual y el medio es isétropo y
bidimensional entonces los frentes de ondas seran circulos concéntricos; si el
medio es tridimensional, entonces los frentes de ondas seran esferas concéntri-
cas, cuyo centro comun es la fuente en ambos casos. Si la fuente posee forma
lineal y el medio es bidimensional, los frentes de onda son planos que se pro-
pagan paralelamente al eje del cilindro, pero si el medio es tridimensional se
generaran frentes de onda cilindricos que se propagan a lo largo de los radios
a partir del eje del cilindro. Si consideramos que la fuente esta muy alejada de
los frentes de onda, estos tendran radios muy grandes y se pueden considerar
como frentes de onda planos. De acuerdo a los frentes de onda, las ondas se
denominan esféricas, cilindricas y planas. Las ondas planas se pueden consi-
derar monodimensionales, que se propagan en una direcciéon particular.

Las lineas perpendiculares a los sucesivos frentes de ondas se denominan rayos
e indican la direccién de la propagacién de la onda. En un medio homogéneo
e isotropo los rayos son lineas rectas, pues no hay razén para que estos rayos
se desvien, sin embargo la direccion de la propagacion puede cambiar al pasar
de un medio a otro.

Para representar las ondas usualmente los frentes de onda se dibujan con se-
paracion de una longitud de onda. Dentro de un medio homogéneo e isétropo
la velocidad de la onda es la misma en todos los puntos y en todas las direc-
ciones, esto implica que la separacién entre dos frentes de onda debe ser la
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2.3. PRINCIPIO DE HUYGENS

Envolvente nuevo
frente de onda

Ondas
secundarias

Figura 2.2: Representacion grafica del Principio de Huygens

misma y que el tiempo requerido para que la onda avance entre dos frentes
de onda es el mismo en cualquier direccién de propagacién en la cual se mida.

2.3. Principio de Huygens

Cuando el frente de onda avanza en el medio, el movimiento ondulatorio
(ondas) se propaga alcanzando nuevos puntos de ese medio. Tomando en
cuenta esta idea, Christian Huygens (1629-1695) visualizé una costruccién
geométrica para pasar de un frente de onda a otro.

El principio de Huygens establece lo siguiente: Todo punto de un frente de
onda se convierte en punto de partida de una serie de ondas secundarias que
se propagan con la misma velocidad y frecuencia que las ondas primarias.
Cuando el movimiento ondulatorio alcanza los puntos del siguiente frente de
onda, cada punto de este nuevo frente de onda se convierte en una fuente
de ondas secundarias que alcanzan a nuevos puntos del medio. El siguiente
frente de onda sera la superficie envolvente de todas las ondas secundarias,
la repeticion de este proceso conlleva a la propagacién de la onda a través
del medio, ver Fig.(2.2).
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2.4. Reflexion y Refraccion

La propagaciéon de la luz en un medio transparente no sufre cambios, es

decir, la direcccién y la velocidad con la cual se propaga la luz no cambia. Sin
embargo cuando la luz pasa de un medio a otro con caracteristicas diferentes
(indices de refraccién distintos) se observa que parte de la luz se refleja y
parte se transmite, estos fendmenos de la luz se conocen como reflexion y
refraccion de la luz, respectivamente.
Estos dos fenémenos siguen leyes muy concretas que se descubrieron ex-
perimentalmente, pero también se pueden deducir mediante el principio de
Fermat. Para describir con detalle estas leyes es necesario definir cuatro con-
ceptos bésicos, (ver Fig.2.3):

= Kl angulo de incidencia es el angulo que forma un rayo que llega a
una superficie de separacion entre dos medios con la direccién normal
a esta superficie, el cual se simboliza por 6.

» El dngulo de reflexién es el angulo que forma un rayo reflejado en
una superficie de separacion entre dos medios con la direccién normal
a esta superficie, el cual denotaremos por 6.

= El dangulo de refraccion es el angulo que forma un rayo refractado en
una superficie de separaciéon entre dos medios con la direccién normal
a esta superficie, el cual se simboliza por 65.

» Kl plano de incidencia es el plano que queda definido por la direccion
del rayo incidente y la direccion normal a la superficie de separacién.

2.4.1. Ley de Reflexion

La mayor parte de los objetos resultan visibles a causa de la luz que refle-
jan hacia nuestros ojos. Existen dos tipos de reflexién, denominadas reflexion
difusa y reflexién especular, ver fig.(2.4). La reflexién difusa es cuando la luz
se refleja en todas direcciones, esto ocurre cuando las dimensiones de las ru-
gosidades de la superficie reflejante sean grandes comparadas con la longitud
de onda de la luz. Por otro lado, la reflexién especular sucede cuando un

12
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Rayo incidente y angulo de incidencia Normal Rayo reflejado y angulo de reflexion

5 61= 6,

Rayo refractado y angulo de refraccion

Figura 2.3: Descripcion de los componentes que se utilizan para describir las
leyes de Reflexién y Refraccion.

estrecho haz de luz se refleja en una tunica direccién, este fenémeno sucede
cuando las rugosidades de la superficie son pequenas en comparacion con la
longitud de onda de la luz.

La ley de Reflexidon establece que: el rayo incidente, el reflejado y la nor-
mal son vectores que se encuentran en el mismo plano, es decir, son vectores
coplanarios. Ademas, el rayo reflejado forma un angulo de reflexién que es
igual al angulo de incidencia, esto es:

6, =0, (2.9)

2.4.2. Ley de Refraccion

Experimentalmente se observa que, cuando la luz pasa de un medio con
un indice ny a otro medio con indice ny donde n; < ny (por ejemplo de ai-
re a vidrio o de aire a agua), el rayo refractado se acerca mas a la normal,
mientras que cuando n; > ny (por ejemplo de vidrio a aire o agua a aire), el
rayo refractado se aleja de la normal, ver Fig.(2.5).

La ley que describe este fenémeno se conoce como Ley de Snell o ley de
Refracciéon. La cual afirma que: el rayo refractado se halla en el plano de inci-
dencia, es decir, se encuentra en el plano generado por los vectores incidente
¢ y normal N y que, la relacion entre los angulos de incidencia y de refraccion
cumple la ecuacion:

nysin#; = ng sin 6, (2.10)
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5 Y

0
4 A -

i
.
" «
b L]
.

Figura 2.4: Reflexion especualr y difusa. en el inciso (a) se aprecia la reflexion
especular, mientras que en el inciso (b) se observa la reflexion difusa.

m, }7 n f s

(a) (b)

I

Figura 2.5: Refraccién de la luz. En el inciso (a) se tiene que ny < ng, y en
el inciso (b) ny > no.
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2.5. Ecuacion Eikonal

Para obtener la Ecuacién Eikonal, consideremos que la onda electro-
magnética se propaga en un medio isétropo. Las ecuaciones de Maxwell sin
fuentes estan dadas por las ecuaciones:

- 19D
VxH = T (Ley de Ampere) (2.11)
c
. 108 , y
VxE = T (Ley de induccién de Faraday) (2.12)
c
V-D = 0, (Ausencia de cargas eléctricas aisladas) (2.13)
V-B = 0, (Ausencia de cargas magnéticas aisladas) (2.14)

puesto que es un medio isoétropo, tenemos que se cumplen las relaciones
constitutivas dadas por las ecuaciones

—

D=¢E B=upuH, (2.15)

las ecuaciones de Maxwell sin fuentes, implican que tanto E y B obedecen
la ecuacion de onda

V°E — 67278252 =0 (2.16)
,= €end’B B
v B—gﬁ_o (2.17)

por lo que los campos vectoriales ' y B admiten soluciones de ondas armoni-
cas de la forma

E = Eg(X)e ™! (2.18)
H = Hy(X)e ™ (2.19)

donde w denota la frecuenma de oscilacion de los campos asociada con la onda
electromagnética, Ey y H, son las magnitudes vectoriales de los campos E
y H respectivamente. Sustituyendo las relaciones constitutivas Ecs.(2.15) y
las Ecs.(2.18), (2.19) en las ecuaciones de Maxwell, obtenemos las siguientes
ecuaciones

V x ]‘70 + ikoEE@ = 6, V x E() — ik’oEﬁO = 6
(2.20)
V'EEOZO, VIUHO:O
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y para la ecuacién de onda:

-
oz EMOTEy

V*Ey — 22 = 0 (2.21)

g eu 8230
V2B, — — =0 2.22
0 2 o2 ( )
donde kg = w/c es la magnitud del vector de onda en el vacio. Los campos
vectoriales Ey y Hy satisfacen las Ecs.(2.15) debido a que el factor e es
distinto de cero para cualquier valor de t. Si se considera un medio éptico
homogéneo con indice de refracciéon n = ,/eu en el cual Ey y Hy estan

inmersos, entonces se tiene que las soluciones a las Ecs(2.16) y (2.17) son
ondas planas, dadas por:

—

EO — éeikon(E~X) — éez(Ef)
(2.23)

donde é y h son vectores unitarios constantes que dan la direccion de los
campos E, y H, y k es el vector de onda, definido como el producto de la
magnitud del vector de onda y el indice de refraccién del medio 6ptico, el
cual apunta en la direccién del vector k = k /k. Se define k- X como la fase
geométrica asociada a la onda plana, donde k proporciona la direccién en la
cual se propaga la onda, mientras que X etiqueta la posicion espacial de un
punto de la onda plana.

Se desea determinar de forma més general la fase geométrica asociada a un
sistema Optico arbitrario. Para ello se generalizara la fase geométrica de tal
manera que las soluciones de las Ecs(2.16) y (2.17) estén dadas por

E = ¢(X)etho2X) (2.24)
H = h(X)eho?®) (2.25)

donde é(X) y h(X) son campos vectoriales y ®(X) es una funcién escalar
de valor real, definiendo la longitud de la trayectoria éptica asociada con la
onda que proviene desde la posicién espacial s de la fuente de luz, hasta la
posicion X de un observador.
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De las Ecs.(2.24)y (2.25) tenemos las siguientes identidades
V x Hy = (V x h + ikgV® x h)eiho®X)

V- pHy = [V - (uh) + ikouhV ®)eto®X)
(2.26)
V x Ey = (V X &+ ikgV® x &)eiho®X)

V- eEy = [V - (€6) + ikgeé - VP]eho? ()

Utilizando las Ecs(2.24) y (2.25) y las identidades Ecs(2.26), las Ecs(2.20)
quedan de la forma

~ 1 N . 5
Voxhte—e ~vxi e.ve= Y (©
1*kg 1*koe
) (2.27)
A 1 A .
VO xé—phe ——vxe hovo— Y W
1*ko 1*kop

donde i* es el conjugado del niimero imaginario ¢. Si consideramos que kg —
00, las Ecs(2.27) se reducen a la forma

VO x h+ et =0 (2.28)
é-Vd =0 (2.29)
VP x é— pih =0 (2.30)
h-V® =0 (2.31)
Ahora, despejemos ¢ de la Ec.(2.28) y sustituyamos en la Ec.(2.30)
—V(I)X(V(I)Xh)—;ﬁzzo (2.32)

€

usando la identidad A x (B x C) = (A-C)B — (A- B)C, la Ec.(2.32) queda
como

1[(13 - VO)VE — (VO - VA + ph = 0 (2.33)

para finalizar, utilicemos la Ec.(2.31), puesto que h no es cero, hemos obte-
nido la llamada Ecuacién Eikonal de Maxwell
(V®)* =n? (2.34)

donde /ex = n. La Ec.(2.34), es la ecuacién fundamental de la Optica
Geométrica y la que gobierna la formacion de imagenes sin tomar en cuenta
el caracter ondulatorio de la luz.
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2.6. Causticas

Anteriormente se menciond, acerca de fenémenos en los cuales aparecen
regiones donde hay un enfocamiento macroscopico de luz, estas regiones se
denominan cdusticas. Cuando iluminamos objetos transparentes, parte de la
luz se refleja y parte se transmite, por lo que, algunos rayos desptes de la
reflexién y /o refraccién se intersectan. La regién cdustica es la envolvente de
los rayos de luz reflejados o refractados. La formacion de causticas depende
de la posicion de la funte que emite luz, el tipo de la fuente, del medio en el
cual se refleje o refracte y de la superficie donde lleguen los rayos reflejados
o refractados. El estudio de las cdsuticas es muy importante, ya que, nos da
informacion sobre la formacién de imagenes multiples.

2.7. Envolventes

Supongamos que tenemos una familia de curvas que dependen de un
parametro, este parametro se mantiene constante para una curva en parti-
cular, pero que cambia al pasar de una curva a otra. La envolvente de esta
familia de curvas, es una curva tangente a cada una de las curvas de la fa-
milia. La curva envolvente se intersecta tangencialmente con cada una de las
curvas de la familia.

Definicién. Sea ¢(x,y,z) = 0 una familia de curvas planas dependientes
de un cierto parametro real «. La envolvente de la familia de curvas, si exis-
te, es una nueva curva ¢ tal que cada uno de sus puntos es tangente a una
de las curvas de la familia dada. La envolvente en caso de existir, es solucién
del sistema de ecuaciones

¢(x7 y? a) - 0

% (g a) = 0

Oa

(2.35)

Las envolventes son de gran interés en Optica Geométrica, debido a que las
cdusticas son las envolventes de rayos reflejados y/o refractados emitidos de
alguna fuente de luz. Un ejemplo de cdustica son las curvas luminosas que se
ven en la superficie de una taza de leche y los patrones de luz que se forman
en el fondo de una alberca (ver Fig.2.6 ). La cardioide es la catacdustica de un

18



CAPI{TULO 2 LEYES DE LA OPTICA GEOMETRICA,
ECUACION EIKONAL DE MAXWELL, CAUSTICAS Y
ENVOLVENTES

2.8. CALCULO EXACTO DE LA EVOLUCION DE LOS RAYOS
REFRACTADOS Y LOS FRENTES DE ONDA DE HUYGENS

Figura 2.6: Cardioide formada por los rayos de luz reflejados en una taza de
leche

circulo con un punto radiante en su circunferencia, la nefroide es la catacdus-
tica de una cardioide con un punto radiante en el vértice. Sin embargo, se
tiene que no siempre la reflexién o refraccién de la luz generara una caustica,
por ejemplo, los rayos reflejados desde el foco de una parabola no intersectan,
por lo tanto no se genera ninguna envolvente, esto es, no habra caustica.

2.8. Calculo exacto de la evolucién de los ra-
yos refractados y los frentes de onda de
Huygens

Consideremos que tenemos dos medios opticos con indices de refraccion
constantes n; y nsg, los cuales estan separados por una superficie arbitraria.
En el medio de indice nq, localizamos una fuente de luz puntual en una
posicién arbitraria, tal que los rayos de luz experimentan una refraccién al
pasar la superficie. La longitud de camino 6ptico de un rayo de luz refractado
es:

® = ny|F — 5] + no| X — 7, (2.36)

donde 7 = (z,y, f(x,y)) parametriza la superficie que separa a los dos medios,
§ es el vector de posicién donde se localiza la fuente y X = (X,Y, Z) es el
punto de observacién donde se localiza un observador quien recibe un flujo de
rayos de luz desde la fuente. El camino 6ptico se puede escribir de la forma

—

(X, z,y) =no X - R+ k, (2.37)
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Refructing smonth
purface

Paint light
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ol |

Tig

z= f(z,y)

Figura 2.7: Trayectoria de la luz donde ds representa el diferencial de longi-
tud.
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donde la funcién k, estd dada por
k =ni|F — & — ny7 - R. (2.38)

En Optica Geométrica, la funcién k es conocida como la funcién de Sta-
vroudis, la cual contiene toda la informacion acerca de las aberraciones in-
troducidas a los frentes de onda por la superficie refractante, la funcién k
esta determinada por el sistema 6ptico bajo estudio, ya que esta funcién de-
pende del medio 6ptico, la fuente puntual de luz y de la forma arbitraria de
la superficie refractante. El vector R = (X —7)/(|X — ) da la direccién del
rayo de luz refractado.

Considerando una fuente puntual de luz localizada en § = (s, $2, s3) y una
superficie arbitraria dada por z = f(z,y), entonces los rayos refractados en
el punto 7 = (z,y, f(z,y)) quedan descritos por

X =7F+IR, (2.39)

donde [ es la distancia a lo largo del rayo de luz refractado, y de acuerdo con
la Ley de Snell, el vector unitario refractado esta dado por

R=~I+QN (2.40)

donde v y €2 estan dados por las ecuaciones:

n
= — 2.41
= (2.41)

Q=—y([-N)+\1—21—( Ny, (2.42)

donde ~ esta asociado con la propiedad de enfoque y Q con la distorsion
de la direccion de los rayos de luz. N es un vector unitario a la superficie
refractada 7 = (z,y, f(z,y)), I denota la direccién del rayo incidente que va
de la fuente de luz puntual hasta un punto sobre la superficie refractante. El

I est4 dado por
. =35
I = —5—. (2.43)
73]
Por otro lado, para obtener un vector perpendicular a la superficie refractan-
te, definimos la funcién:

G(z,y,2) = f(z,y) — 2 (2.44)
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observese que, una de las superficies de nivel de esta funcién es precisamente
la superficie refractante z = f(z,y), por lo que, el vector unitario normal a
la superficie refractante, esta dado por

VG (fa fy, —1)

N = = (2.45)
VG| 1+ 2+ f2
donde f, = aaf vy fy = a@j Los frentes de onda o tren de frentes de onda,

asociado con los rayos de luz refractados por una superficie suave arbitraria
después de ser emitidos por una fuente puntual de luz, localizada en una
posicién arbitraria dada por el vector s dentro del medio cuyo indice de
refraccién es nq, estan dados por todos los puntos X tal que CD()? yx,y) =C,
esto es:

X(5.2,y,0) = lw,y) + [C = |f(z,y) — 5| R(z,y,3) (2.46)

para valores fijo de C' esta ecuacion describe los frentes de onda refractados,
mientras que para valores fijos de x y y esta describe la evolucion de los rayos
refractados, ver Ref. [3].

2.9. Calculo exacto de Causticas

Hemos demostrado que los frentes de onda de Huygens asociados con
los rayos de luz refractados dados por la ec.(2.39), estan descritos por la
Ec.(2.46). Dada la posicién de la fuente de luz s, la Ec.(2.46) describe un
mapeo entre dos subconjuntos del espacio R?, el cual se torna multivaluado
donde el determinate Jacobiano es cero, esto es

(XY, Z) X X X
J Oy=det | ——"2|=— ] |=x=—=|=0. 247
(2,9, €) ¢ (8(x,y,0) ) (89&) (8y 80) (247)
El conjunto critico esta definido por todos los puntos donde el Jacobiano se
anula, es decir, es el conjunto de puntos en el dominio donde el mapeo no
es localmente uno a uno, mientras que la imagen del conjunto critico bajo el

mapeo define el conjunto caustico, es decir, la cdustica. Usando la Ec.(2.46)
podemos ver que

ox
ox

S N e BT ) N LU ST TP

7=
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X B I ) BV

- — — — (7 — 2.4
o 7y + [C —~|r = §||R, 75 (7 —3),R (2.49)
0X .
e = R (2.50)

Sustituyendo las Ecs. (2 48) (2.49) y n la Ec.(2.47), y usando la iden-
tidad vectorial A- (B x C)=C - (A x B) = B-(C x A) nos queda que

!\3
Ut
(e
~
@}

J(2,y,C) =Ty - (7 x R) + [C = 4|7 = 3|, - (Ry x R) + Ry - (7 x R)]
+[C = |7 = SP[R. - (R, x R)]

(2.51)
Esta condicién es equivalente a:

Hy[C = 5|7 = 2 + Hi[C = Al = 5] + Hy = 0 (2.52)

()] o
e ) <;> @] o
N -

Dada la Ec(2.52), se deben tomar en cuenta varios casos:

donde

1) Si Hy # 0y Hy # 0, la cdustica asociada tiene dos ramas.

2) Si Hy # 0y Hy = 0, la cdustica asociada también estd generada por
dos ramas.

3) Si Hy =0y H; # 0, la cdustica asociada tiene sélo una rama.
4) Si Hy =0y H; =0, no hay cdustica siempre y cuando Hy # 0.
En nuestro trabajo consideramos sélo los casos: Hy # 0 con H; =0,y Hy =0

con Hy = 0, esto es asi porque, para el caso del axicon y del prisma triangular
se cumplen las condiciones 3) y 4) respectivamente.
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Si Hy # 0 de la Ec.(2.52) tenemos que el conjunto critico asociado con el
mapeo dado por la Ec.(2.46) estd dado por

—H, +\/H} — 4H,H,
1 1 2 o) (2.56)

Ci(x7y):7|r_§l+ ( 2H2

Por lo que, el conjunto caustico, asociado con el mapeo (2.46) puede escribirse
de la siguiente forma

L (—Hy +\[H} —4HH, ) .
Xep =7+ R (2.57)

2H,

Por otro lado, si Hy = 0 de la Ec.(2.50) tenemos que el conjunto critico
asociado con el mapeo dado por la Ec.(2.46) estd dado por
H
Clw,y) =F =5 — (2.58)
H,
asi que, el conjunto cdustico asociado para este caso, se puede escribir de la
siguiente forma

Xe=7F— =R (2.59)
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Capitulo 3

Caustica y ronchigramas
generados por la refracciéon de
una onda plana en: un axicén y
un prisma triangular

Una vez que se ha desarrollado, en el capitulo anterior, todo el trata-
miento para poder determinar el conjunto caustico (la cdustica generada),
serd aplicado a dos casos: en primer lugar se considerara la refraccién de una
onda plana a través de un axicon, ver Fig(3.1a); también se considerard la
refraccion de una onda plana que se refracta en un prisma triangular, ver
Fig(3.1b). Cuando la posicién de la fuente puntual se encuentra en el infinito
|3] — o0, se puede considerar que el frente de onda que incide en la supreficie
refractora sea plano, ver Ref. [3]. Esto es asi ya que

donde s representa el vector unitario en la direccién en la cual esté la fuente.
Para nuestro caso, supondremos que la fuente puntual se encuentra sobre el
eje z, en z — —o0. Puesto que el vector I esté dado por la ec.(2.43), la
posicién de la fuente en § se puede cambiar por un punto 7y = (z,y, 0) sobre
el frente de onda plano. Como se esta considerando que la fuente puntual
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CAPITULO 3 CAUSTICA’Y RONCHIGRAMAS GENERADOS
POR LA REFRACCION DE UNA ONDA PLANA EN: UN
AXICON Y UN PRISMA TRIANGULAR

y 4 5‘%%)4

a) 7 b)

Figura 3.1: a).- Lente axicon Convergente. b).- Lente prisma triangular.

estd sobre el eje z, (z — —o0) entonces el vector unitario de incidencia es
I = 2. Nuestro objetivo final es calcular la expresion analitica, y graficar los
ronchigramas asociados de acuerdo con la rejilla nula. La rejilla nula sera ob-
tenida apartir de un patrén establecido. El patron que se usara sera una
rejilla de franjas paralelas dentro de una abertura circular para el caso del
axicon, y una rejilla de franjas paralelas dentro de una abertura rectangular
para el caso del prisma triangular, estas rejillas se encontraran sobre el plano
Z = Zj, este plano esta localizado en la region de interferencia del espacio
imagen, es decir, en la regién donde se intersectan los rayos refractados. La
rejilla nula de Ronchi serd entonces el conjunto de puntos (x,y) sobre la
cara plana del axicén y la cara plana del prisma triangular sobre el plano
x — vy, que generan las rejillas de franjas paralelas en la abertura circular y
la abertura rectangular, segiin sea el caso. La motivacién para realizar este
trabajo recide en dos articulos: ver Ref. [1] y [2]. En el primero se realiza un
estudio sobre la morfologia de un frente de onda plano refractado a través
de una lente axicén bidimensional y en el tercero se estudia la refraccién de
unaonda plana a través de unalente axicén tridimensional, para determinar
los ronchigramas asociados a la rijilla de Ronchi, por lo que. Asi que en este
trabajo se desarrolla mas ampliamente el trabajo citado en la Ref. [1].
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3.1. Causticas generadas por la refraccion de

una onda plana a través de un axicén y
un prisma triangular

En esta seccién se demostrarda que los rayos refractados o equivalente-
mente, los frentes de ondas refractados por un axicén generan un conjunto
caustico. Sin embargo, en el caso del prisma triangular no es asi, ya que la
condicién que se requiere para que se genere una caustica es que la superfi-
cie tenga simetria de revolucién, y como el prisma triangular no poseé dicha
simetia entonces no hay caustica.

3.1.1. Axicédn

En 1954 Mc Leod introdujo un nuevo sistema éptico denominado axicon
como un dispositivo con simetria de revolucion tal que la imagen que forma de
un objeto puntual situado sobre el su eje de simetria es un segmento de linea
recta con longitud finita sobre dicho eje y no otro objeto puntual. El ejemplo
mas simple de un axicén es el que se muetra en la Fig(3.1a)). El axicén es
una lente cénica plana que puede ser convexa (convergente) o céncava (di-
vergente), y que estd caracterizada por su dngulo «, su indice de refraccién n
y su diametro transversal a. Los axicones se pueden utilizar como expansores
de haz y en sistemas telescopicos. Tienen una gran aplicacién en Metrologia
y Alineaciéon. Mediante un axicén se puede obtener distribuciones lineales de
intensidad cuando iluminamos con un frente de onda plano y de intensidad
constante. Para la obtencién de distribuciones anulares de intensidad, de in-
terés, por ejemplo, en el procesado de materiales y en fotomicrolitografia,
mediante la combinaciéon de una lente y un axicén. Otra importante aplica-
cion es en el campo médico, ya que son utilizados para practicar cirugias de
laser de corneas. Y finalmente, la gran importancia que tienen en el campo
de la Fisica, es la generacién de haces Bessel a partir de la iluminacion de
una onda plana sobre la cara plana del axicén, ver Fig(3.2).
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Figura 3.2: Los haces Bessel se producen en la regién de interferencia de los
rayos refractados.

3.1.2. Caustica asociada con los rayos refractados en
un axicén

Demostraremos que la cdustica generada por la refraccion a través de
un Axicon es una linea recta situada sobre el eje del Axicén, para ello es
necesario calcular todas las cantidades que se mencionaron en la seccién 8
del cépitulo 2. Las componentes del rayo refractado dado por la Ec.(2.39),
estan dadas por

X = z+IR, (3.2)
Y = y+IR, (3.3)
Z = f(z,y) +IR.. (3.4)

El vector 7= (z,y, f(z,y)) etiqueta cada punto sobre la superficie refrac-
tante, [ es un parametro y el vector R = (R, R,, R.) es el vector unitario

refractado. Los vectores 7, § =1y, I, N, Ry el valor de ) para el caso del
axicéon estan dados por

FPo= <x,y, (a — m) cot a) (3.5)
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o= (24,0 (3.6)
I = (0,0,1) (3.7)
. rcosa  ycosa
M= <\/:E2 +y? Va? +y2’sma> (33)
Q = —ysina+ \/1 — 24 12sin’ a (3.9)
. x COS (v Y Ccosa ,
R = <\/$2 —i—yZQ’ \/w2+yzQ,v+Qsma> (3.10)

por lo que las componentes del rayo refractado X, dadas por las Ecs.(3.2),
(3.3) v (3.4) se pueden escribir como

[ cos o
X = [14+ ———=0 3.11
( +\/a:2+y2 ):v ( )

[ cosa
Y = [1+ ———=0 3.12
(1 ) 12

Z = a—/x2+y*cota+ I(y+ Qsina.) (3.13)

Los rayos incidentes llegan a la cara plana del axion, para después, ser re-
fractados al pasar por la superficie conica del axicon. Es importante poner
atencion en el rayo que incide en el centro de la circunferencia, la cual limita
la cara plana del axicon, ver Fig(3.3(a)). Este rayo incidente al refractarse
genera un cono de luz divergente que inicia en Z = Z;. Asi como en los rayos
refractados que salen de los puntos (x,y) de la cara plana del Axicén, tal que
22 + y* = a?, ver Fig.(3.3(b)). Estos rayos refractados generan un cono de
luz denominado cono de luz marginal, el cual converge en Z = Z3, y después
de este punto, se genera un cono de luz divergente. La formacion de estos
conos de luz son la razén por la cual se considera que las lineas paralelas
estén dentro de una abertura circular.

= Los rayos refractados que salen del centro de la cara plana del axicon
(rayos que pasan sobre el eje Z) estan dados por

(Z —acota)Qcosa

X(p=0,9) = (7 + Qsina) Ccos ¢ (3.14)
Yipo=0¢ = £ zjjoézﬁ(;om sin ¢ (3.15)
Z = Z (3.16)
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Rayos marginales
«

Figura 3.3: Los rayos anaranjados representan los rayos divergentes y los
rayos en azul representan a los rayos marginales.

~s—Region ] ——<&=Region2 — P t— Region3 —_—>

Rint =0 E Rext = Rint :

\

Rext > Rint Rext < Rint '

Rint :
Rext =0

' Rext: v

Rext < Rint

Figura 3.4: Relacién entre los R..; y Rin en diferentes planos Z = Z;, con
Zo un valor fijo. Las lineas azules representan los radios externos R.,; v las
lineas punteadas anaranjadas representan los radios de internos R;,;.
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Figura 3.5: Valor de Z = Z;, para el cual R;,; = 0, valor para Z = Z;
Reyt = Riy v valor de Z = Z3 para el cual Ry =0

En este caso, la intersecciéon de las Ecs.(3.14) y (3.15) con el plano
Z = Zy es una circunferencia con centro en el punto (0,0, Zy) y de

radio
Rint _ (Zy — acot a)Qcosar > (3.17)
B (v + Qsina) '

= Por otro lado, los rayos refractados que salen de los puntos que generan
el contorno de la cara plana del axicon, es decir, por todos los puntos
(x,y) tal que, 22 + y? = a?, estan dados por

A%
X(p=a,0) = ( T S;Z?naa)> oS ¢ (3.18)
Z$
Y(p=ua,¢) = ( o S;Zii)é)) sin ¢ (3.19)
zZ = Z (3.20)

La interseccién de las Ecs.(3.18) y (3.19) con el plano Z = Z; es una circun-
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ferencia con centro en el punto (0,0, Zy) y de radio

Zo§d cos 2

ext 0

R = —_— | . 21
\l<a+(fy+Qsin&)> (3:21)

Un punto (X,Y, Zy) = (X,,n, Zy) de la circunferencia, centrada en el punto
(0,0, Zy) de radio R™ estd dado por

2
B PRI _ (Zo —acota)lcosa)”
(XTv n, ZO) - (:l: (R ) n, n) (:l:\l < (’}/ + Qsin O[) n=,n, ZO

(3.22)
Un punto (X,Y, Zy) = (X,,n, Zy) de la circunferencia centrada en el punto
(0,0, Zg) de radio R se puede escribir como

(X,,n, Zo) = (i (Rest)2 — 2, n) - (% (a v W)Q _n2,n, Zo)

v+ Qsina)

(3.23)
En la Fig.(3.4) podemos observar la relacién que existe entre los radios Reyy
y R;n: en las diferentes regiones. En la region 1y 2 Reyy > Ry, yen Z = Z3
Ry = 0. En la regién 2 y 3 se tiene que Reyy < Ry de Ecs.(3.17) y la
Ec.(3.21) se tiene que

Zy = acota (3.24)
a(y + Qsina)

4 - 3.25

’ Qcosa (3:25)

En la regién 2 hay un valor para Z = Z5 en donde el radio exterior R..,; es
cero, ver Fig.(3.5), igualando las Ecs.(3.21) y (3.17)tenemos que Z, esta dado
por
7, — ataunoz[(Qcosozcot.oz)2 - (v—i—Qsina)z]. (3.26)
2Q(ysina + Q)
Ahora calcularemos las cantitades Ho, Hy y Hy de acuerdo a las Ecs.(2.53),
(2.54) y (2.55)

Hy, =0 (3.27)
Q(Q + vsin ) cot a

H, = 3.28

1 NCES: (429

Hy = 7+ Qcsca (3.29)
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Figura 3.6: Caustica (linea roja) generada por la refraccién de una onda plana
a través de un axicon

puesto que Hy = 0 se tiene que el conjunto caustico esta dado por la Ec.(2.59

59)

Xe =0 (3.30)

Yo = 0 (3.31)
2v/x? + y2[Q

Zo = (a—\/z?2+y?)cota+ vy ’ycosa—l—tana]' (3.32)

(=) (2 + ysina)

Por lo tanto, el conjunto caustico asociado a una onda plana refractada en
un axicén es una linea recta dada por la Ec.(3.32) que se localiza sobre el eje
y, ver Fig(3.6)

3.1.3. Caustica asociada con los rayos refractados en
un prisma triangular

En este caso, podemos parametrizar la posicion de un punto sobre la
superficie del prisma triangular, por el vector de posicion

7= (x, y, (D — \/F) cot a) ) (3.33)

Los vectores § =7y, I, N, R y €2 para el caso del prisma triangular se pueden
expresar como

o = (z,9,0) (3.34)

= (0,0,1) (3.35)

>

33



CAP{TULO 3 CAUSTICA Y RONCHIGRAMAS GENERADOS
POR LA REFRACCION DE UNA ONDA PLANA EN: UN
AXICON Y UN PRISMA TRIANGULAR
3.1. CAUSTICAS GENERADAS POR LA REFRACCION DE UNA
ONDA PLANA A TRAVES DE UN AXICON Y UN PRISMA
TRIANGULAR

104 \ /

Rayos marginales Rayos divergentes

—=

Ziy Zyr

I I . I I
1 2 3 4

Figura 3.7: Valores de Zyn, Zor v Zrn para los cuales Zogy = 0, Zg, = 0
y Zrn = Z, = Zn, Rayos marginales (lineas de color verde) y divergentes

(lineas de color amarillo)

~

N

Q

R

T Cos )
—,0,sin
NZ

—’ysina+\/l — 2 4+ 42sin® «

X Cos
——0,0,7 4+ Qsina

por lo que las Ecs.(3.2), (3.3) y (3.4) se pueden escribir como

X

Y
A

lcos
1+ —Q|zx

)
D — Va2 cot o + I(y 4 Qsin ).

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

—~
w
=~
o

N~—

(3.41)

Debemos de tomar en cuenta los rayos refractados X (z = D, y, Zo) v X (# =
0,y, Zp) denominados rayos marginales y rayos divergentes respectivamente,

ver Fig(3.7).
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—

* Las componentes de los rayos refractos X(z = D,y, Zy) estan dadas

por:
X(D,y,Zy) = L (3.42)
V(D.y. %) = y (3.43)
Z(Day7ZO) = ZO7 (344)
donde I O 70
I (v + Qsina) —|— of2 cos (3.45)
v+ Qsina
* Y las componentes de las rayos refractados X (x = 0,y, Zy) estan dados
por:
X(0,y,Zy) = N (3.46)
Y(0,y,20) =y (3.47)
Z(O,y, Zo) = Zo, (348)
donde

(Zo — D cot av)§2 cos

N =
v+ Qsina

(3.49)

como podemos ver, L y N estéan en funcién sélo de Zy, esto es, L = L(Zy) y
N = N(Zy), ya que v, Q y D son valores dados. Existe valores Zyr, Zon y
Z1—n dados por

—D(y+ Qsina)
Zop = .
oL Q) cos a (3.50)
Zon = Dcota (3.51)
D[(Qcot acosa)? — (7 + Qsina)?] .
Z(— = .52
(E=1) 2Q cos a(ysina + ) i (3:52)

para los cuales L(Zy) = 0, N(Zoy) = 0y L(Zp—ny) = N(Zr=n), ver
Fig(3.7). Ahora calcularemos las cantitades Hy, Hy; y Hy de acuerdo a las
Ecs.(2.53), (2.54) y (2.55)

Hy = 0 (3.53)

H = 0 (3.54)
QO :

Hy = Wcsca (3.55)

puesto que Hy = 0y Hy = 0, y considerando la Ec.(2.52), se tiene que no
hay cdustica asociada debido a que Hy # 0. En este caso, se tiene que no hay
formacion de caustica.
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3.2. Ronchigramas generados por la rejilla nu-
la de Ronchi

Los ronchigramas que se van a determinar son imagenes que se obtienen
a partir de determinados patrones que se localizan sobre la cara plana del
axicon, la cual se localiza sobre el plano z — y; de manera similar coloca-
remos la cara plana del prisma triangular que es opuesta al angulo a. Una
vez que se ha iluminado a la superficie refractora con una onda de luz dada.
Comunmente se localiza una rejilla de franjas pararelas dentro de una aber-
tura rectangular sobre la superficie refractante, al ser iluminada esta rejilla
se formard una imagen generada por los rayos de luz refractados que salen
de cada punto de cada franja que se encuentra dentro de la abertura rectan-
gular. En nuestro caso haremos algo diferente, nosotros deseamos calcular
la forma de la rejilla que se debe de poner en la superficie refractora de tal
manera que la imagen que se forme sea ahora la rejilla de franjas paralelas
dentro de una abertura determinada. A esta rejilla que se ubica en la su-
perifie refractora se le conoce como rejilla nula de Ronchi. La abertura en
la que se van a encontrar las franjas paralelas van a depender de la forma
de nuestra superfice refractante. En el caso del axicén consideraremos una
abertura circular, mientras que en el caso del prisma triangular, la abertura
a considerar sera de forma rectangular.

3.2.1. Calculo de la rejilla nula de Ronchi para un
axicén

Nuestro objetivo es determinar el conjunto (x,y) de tal manera que

Xy = X, (3.56)
Y(z,y) = n (3.57)

donde —m < n <my —I < X, <. Nosotros imponemos que el conjunto de
puntos (X,,n) formen lineas paralelas dentro del plano Z = Z, y paralelas al
plano y — z, en una abertura circular, Ver Fig.(3.8). Mdas adelante se justifica
el por qué se considera una abertura circular. Si consideramos un valor fijo
para la componente Z, por ejemplo Z = Z;, de la Ec.(3.4) el parametro [
queda determinado de la siguiente manera

_ ZO_f(xay)

l
R,

(3.58)
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sustituyendo la Ec.(3.58) en (3.2), (3.3) y (3.4), las componentes de un punto

—

que etiqueta un rayo refractado X se pueden escribir como

X = J;+<W> R, (3.59)
Yy = y—l—(W) R, (3.60)
Z = Z. (3.61)

Sustituyendo las Ec(3.5), (3.9) y (3.10) en (3.59), (3.60), y (3.61) tenemos

que

v (1 N [Zo — (a — V22 + y?) cot a]Qcosa) . (3.62)

Va? + 2 (v + Qsina)

v _ <1+[Z0—(a—\/m)cota]ﬂcosa>y
VaZ +y? (v + Qsina)

Z = 7 (3.64)

(3.63)

para un valor dado Z = Zj, las Ecs.(3.62) y (3.63) establecen un mapeo
entre los conjuntos (X,Y) y (z,y), de la forma: X = X(z,y) y Y =Y (z,y),
donde X y Y son las componentes del rayo refractado en la direcciéon = y
y respectivamente. De la misma manera, es posible determinar a x y y en
funcién de X y Y, es decir, x = 2(X,Y) y y = y(X,Y).

3.2.2. Generacion de rejillas de franjas paralelas en
una abertura circular

Dada una circunferencia de radio R, un punto sobre la circunferencia
estd representado en coordenadas cartesianas por (X,Y) = (£vVR?2 —Y2Y).
Si nos fijamos en una linea paralela al eje x, Ver Fig.(3.8), cuyos puntos
extremos estan dados por

7 = VR 123+ ng, (3.65)
rr = VR?—n?%+ny. (3.66)

Por lo tanto, la forma paramétrica de este segmento de linea recta esta dada
por
T =Ti + 0Ty —73), (3.67)
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donde 0 < ¢ < 1. Sutituyendo las Ecs.(3.65) y (3.66) en (3.68), se tiene que
el vector 7, se puede escribir como

= (20 — 1)V R? — n’% + ny. (3.68)

La magnitud del vector 7, estd dada por

7] = /(20 — 1)2(R? — n2) + n2. (3.69)

Regresando a nuestro problema, sustituyendo las Ecs.(3.56) y (3.57) en (3.62)
y (3.63) tenemos que

[Zo — (a — /2% + y?) cot ]2 cos a) . (3.70)

X, = (1
< * Va2 + y*(y + Qsina)
|+ [Zo — (a — V2% + y?) cot ] cos «
V2 4+ y?(y + Qsina) Y

Para determinar el conjunto (z,y) que cumple con las Ecs.(3.70) y (3.71),

Ix

.5 r rn —
\
\

| | EZr oo 4
1
]
]

—{;.5 I)I 1.‘{)

(3.71)

[
[
Iy oof [
|
\

o5k N 7] —0sh

L L
1.0 o 0.5

(a) (b)

Figura 3.8: (a)Patrén de imagen generada por rejillas paralelas, dentro del
plano Z = Z, y paralelas al plano y — z, dentro de una abertura circular.
(b)Vector de posicién 7, de un punto sobre la rejilla dentro de la abertura
circular.

es necesario considerar dos casos: en el primer caso consideraremos n = 0 y
en el segundo caso n # 0.
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» Consideremos n = 0, por lo que, las Ecs.(3.124) y (3.125) se pueden
escribir como

[Zo — (a — /2% + y?) cot ]2 cos a) : (372)

X, = |1
( * Va2 + y*(y + Qsina)
0 = (14 [Zo — (a — V2? + y?) cot a]Q cos a
B Va2 + y*(y + Qsina) Y
De manera inmediata se observa que la Ec.(3.73) se cumple cuando uno

de los dos factores es cero, esto quiere decir que nuevamente se tienen
dos casos, en los cuales la Ec.(3.73) se cumple. El primer caso se tiene

cuando
[Zo — (@ — v2? + y?) cot a]Qcosa
Va? +y* (v + Qsina) B

mientras que el segundo caso se obtiene para

(3.73)

1+

0, (3.74)

y=0. (3.75)

* Primer caso: esto ocurre cuando se cumple la Ec.(3.74), la cual se
puede puede escribir como

2?4+ y* = R%. (3.76)

donde
(acot a — Zp)S2 cos a

- v + Q(sin a + cot o cos ) (3:77)

La Ec.(3.76) describe una circunferencia con centro en el punto
(0,0, Zy), de radio R dado por la Ec.(3.77). Por otro lado, al sus-
tituir la Ec.(3.74) en (3.72), se obtiene que X, = 0. Por lo tanto, si
consideramos la Ec.(3.74), tenemos que la imagen (z,y) del pun-
to (X,,n) = (0,0) es una circunferencia con centro en el punto
(0,0, Zy), dada por la Ec.(3.76). Esto quiere decir que todos los
rayos que inciden sobre los puntos (Rcosf, Rsinf,0) de la cara
plana del axicon (R es el radio de la circunferencia y 0 < 6 < 27,
llegan al punto (0,0, Zy) después de ser refractados.

% Segundo caso: la otra condicién para que la Ec.(3.73) se cumpla
estd dada por la Ec.(3.75). la imagen (x,y) del conjunto (X,,0)
es (z,0),donde

r € [—a,al. (3.78)
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Por lo tanto, la imagen (x,y) de los puntos (X,,n) = (X,,0), don-
de —1 < X, <l esunsegmento de recta donde y = 0y z esta dado
por la Ec.(3.78). Asi que, hemos encontrado que los rayos que in-
ciden sobre los puntos (z,0) de la cara plana del axicon, donde
x estd dada por la Ec.(3.78) se mapean en el conjunto (X,,0)
después de ser refractados.

= Si consideramos que n # 0, es necesario emplear coordenadas polares:
x = pcos¢ y y = psin ¢, para simplificar los calculos. Por lo que, las
Ecs. (3.124) y (3.125) tiene la forma

[Zo — (a — p) cot a|Q cos o
p(v + Qsina)

X, = <1 + ) p COS ¢ (3.79)

n= <1+ [Zo — (a — p) cot aS2 cos o

(7 + Qsina) > psin ¢. (3.80)

Para continuar, ahora escribiremos
X, = prcos ¢, (3.81)
n = p,sin ¢,. (3.82)
Comparando las Ecs.(3.79) y (3.80) con las Ecs. (3.81) y (3.82) se en-
cuentra que
¢ = o, 0 b=¢,+7 (3.83)
P = pPri (3.84)

De las Ecs.(3.81) y (3.82) se tienen las siguientes identidades

n sin ¢, n

— = t .= — 3.85
X, cos ¢, — tang X, ( )

n
sing, = ——— (3.86)

\/ X2 +n?

X,

(3.87)

Ccos ¢ = —F—
\/ X2 +n?

por lo tanto, hemos encontrado la dependencia explicita de sin ¢, y cos ¢, en
funcion de X, y n. Dado los valores X, y n, es posible despejar a p de las
Ecs.(3.79) v (3.80). En este caso, denotaremos a p por p,, por lo que

[£4/ X2+ n?(y 4+ Qsina) — Qcosa(Zy — acot a)| sin av
pP=pry= S . (3.88)
+ ysin«
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La Ec.(3.88) nos dice que para la variable p, existen dos valores, p, | y p,_

[\/ X2, +n2(y+ Qsina) — Qcosa(Zy — acot a)]sina

ry = - 3.89
Pre Q+ ysina (3:89)
[—/X2_ +n2(y+ Qsina) — Qcosa(Zy — acot a)| sina
pr = _ " (3.90)
Q4+ vsina

en este caso, podemos ver que en las FEcs.(3.89) y (3.90), el valor X, no es el
mismo, esto es asi porque tienen diferente rango de definicion. Este rango de
definicién esta dado por condiciones geométricas, que daremos mas adelante.
Por otro lado, como la funcién tan es de periodo 7, por lo que, de la Ec.(3.91)
se tiene que

tan ¢ = tan ¢, 0 tan ¢ = tan(¢, + ), (3.91)
en términos de las funciones sin y cos se cumple que

sin(¢, + 1) = —sing, (3.92)
cos(¢, +m) = —cosp,. (3.93)

Debido a que existen dos valores para p, dados por la Ecs.(3.89) y (3.90),
el conjunto solucién (p,, ¢,) de las Ecs.(3.79) y (3.80) esta generado por dos
conjuntos, el primero esta dado por las ecuaciones

Xoy = prycoso, (3.94)
n = pyysing,, (3.95)

mientras que, el segundo conjunto esta dado por las ecuaciones

X, =pr_cos(¢,+7) = —p,_coso, (3.96)
n = p._sin(¢, +m) = —p,_sin¢,. (3.97)

Recordemos que para cualquier punto (z,y) descrito en coordenadas polares
py ¢, setiene que 0 < py 0 < ¢ < 27. En las Ecs. (3.94) y (3.95) p,y es
positivo, mientras que en las Ecs. (3.96) y (3.97) se tiene que p,_ es negativo,
por lo que es necesario tomar en cuenta la periodicidad de la funcién tan, dada
por la Ec.(3.91), esto permite que 0 < —p,_. Una vez que hemos obtenido
la dependencia explicita de las variables p, v ¢,, nos enfocaremos ahora en
determinar el rango de la variable X, y X,._, parala cual X(p,,,¢,) = X, 4
v Y(pr4,®-) = n, tienen significado fisico, es decir, (X,.,n) debe ser un
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punto por el cual debe pasar por lo menos un rayo refractado. Nuestro sistema
optico por el cual la luz se refracta es un Axicén. En este caso, vamos a
considerar que incide una onda plana por la cara plana del Axicén. De la
Ec.(3.22) se tiene que

X,_ = X, "¢ _\J ((Zo - acotoz)Qcosa>2 _”2>\l ((Z0 _@COtoz)Qcosa>2 .

(v + Qsina) (v + Qsina)

(3.98)
y de la Ec.(3.23) vemos que

X, = X, _\J (a N Zchgsa )2 B n27J (a—l— ZoQCO'Soz >2 o
(7 + Qsina) (v + Qsina)

(3.99)
Por lo tanto, hemos encontrado el rango de definicién de las variables X%
y X™ el cual es el mismo para las variables X,, y X,_ respectivamente.
Resulta ser que X, = X' por lo que, X, esta asociada con el radio
del cono de luz marginal. Mientras que, X,_ = X por lo tanto, X, _
estd relacionada con el radio del cono de luz divergente. En resumen, para n #
0 tenemos dos valores para p,: p, | y p,_, y dos valores para X,: X, ,; = X,
Yy Xrint = X,_. El conjunto (xra yr) tal que X("L‘myr> = X, y Y($r7yr) =n,
estd dado por

(xT7 yr) = (pr COS @y, Py SiN (br) (3100)

el cual esta formado por dos conjuntos, en el primero se toma en cuenta los
valores p,, y X,,, mientras que el segundo estd formado por los valores p,_
y X,_. De esta manera, para el primer conjunto, la Ec.(3.100) se pueden
escribir como

(l‘r+, yr+) = (pr+ CoS Oy, Pry sin ¢r) (3-101)
sustituyendo las Ecs.(3.86), (3.87) y (3.89) en la Ec.(3.101) tenemos que

[\/ X2, +n2(y+Qsina) —Qcosa(Zy —acota)|sina

Tpy = ; /:&LQQ
* Q4 vsina X3+n2)

[\/ X2, +n2(y + Qsina) — Qcosa(Zy — acot a)|sina n

Q—l—vsina XE—FHQ

Yy =

donde X, estd dado por la Ec.(3.99).
Mientras que para el segundo conjunto la Ec.(3.100) se puede escribir como

(Tr_,Yyr_) = (—pr_ cOS @, —pr_ sin @;.) (3.104)
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sustituyendo las Ecs.(3.86), (3.87) y (3.90) en la Ec.(3.104) tenemos que

[—/X?_ 4+ n?(y+ Qsina) — Qcosa(Zy —acot a)]sina x

Ty = — _ "(3.105)
Q+ysina /X,?+:n2
—/X2_ +n%(y+ Qsina) — Qcosa(Zy — acot a)]sin
L ( ) ( ) " 06

Q+ysina /X,?+:n2

donde X, _ estd dado por la Ec.(3.98).
Como ejemplo, consideremos dos casos: n =0y n = ,05.

» Sean =0. Paraa=7n/3,a=1 v = 1517y Z, = 1,5, el patrén
de imagen de la rejilla es una recta dada por los puntos (X, ,0), don-
de —0,696177 < X, < 0,696177 segin la Ec.(3.99), ver Fig.(3.9). La
imagen del patrén de imagen estd formada por dos imagenes. La pri-
mer imagen estd generada por el conjunto (R cos ¢, R sin ¢) dado por la
Ec.(3.76), con R = 4043 y 0 < ¢ < 2m, el cual describe una circunfe-
rencia en el plano  —y centrada en el origen de radio R, ver Fig.(3.9), y
la segunda imagen estd generada por una recta dada por las Ecs.(3.75)
y (3.78), ver Fig.(3.9). Por lo que, la imagen del patrén de imagen es
la unién de estos dos conjuntos.

T 05 [ 05 10

(a) (b)

Figura 3.9: (a).- Patrén de imagen generado por la rejilla Y = n = 0, en el
plano Z = Zj. (b).-Imagen generada en la cara plana del Axicén,(conjuntos
de puntos (x,y) sobre el plano x — y), tal que X, (z,y) = X, y Y(z,y) =0
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» Sean =.05. El patrén de imagen de la rejilla se observar en la Fig.(3.10)
Para a« = /3, a =1, v = 1,517y Zy = 1,5, la imagen del patrén de
imagen esta formada por dos imagenes. La primer imagen esta gene-
rada por el conjunto (p, cos ¢,, p,, sin ¢,) dadas por las Ecs.(3.102) y
(3.103), donde —0,694379 < X, < 0,694379, dado por la Ec.(3.99) ver
Fig.(3.10), y la segunda imagen esté generada por los puntos de la for-
ma (—p,_ cos ¢, —p,_ sin ¢,.) dadas por las Ecs.(3.105) y (3.106), donde
—0,319803 < X,, < 0,319803, dado por la Ec.(3.98), ver Fig.(3.10).
Por lo que, la imagen del patrén de imagen es la unién de estos dos
conjuntos, ver Fig.(3.10)

(g(+) cos(g). g(+)sin(d))

035 N i
X(g), ). nlgl+), @ —/\

03 wst (—al=)casd) , —o(—)sin(d)) |

L n L L '
~10 —05 00 0.5 10 -10 -0z 1) K 10

(a) (b)

Figura 3.10: (a).- Patrén de imagen generado por la rejilla Y = n = |05, en el
plano Z = Z,. (b).-Imagen generada en la cara plana del Axicén, (conjunto
de puntos (p, cos ¢,., p, sin ¢,.) sobre el plano x —y), tal que X, (p,, ¢,) = X,
y Y(pr, @) = ,05, con Zy = 1,5

En las Fig.(3.11) y (3.12) se puede observar las imagenes denomidadas rejillas
nulas, las cuales estdn dadas por las Ecs(3.102) y (3.103), y (3.105) y (3.106)
en el plano = — y, de tal manera que se genere las rejillas (patrén de la
rejilla) establecidas por las Ecs(3.56) y (3.57) a distintos planos £, — 3, es
decir a diferentes valores de Zj. En las Fig.(3.11a) y En las Fig.(3.11b) se
tiene la rejilla (patrén de la rejilla) en el plano ¥, — 3, donde Zy; = 1,5
y la rejilla nula correspondiente, la cual se encuentra en el plano x — v,
en la cara plana del axicon. La rejilla estd formada por franjas paralelas,
cada franja esta formada por dos lineas de color diferente. La linea negra
de la rejilla esta justamente sobre el eje x. Las lineas continuas y punteadas
de color rojo, verde, rosa forman un circulo correspondiente al cono de luz
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divergente, mientras que las lineas continuas de color azul, amarillo café,
magenta y cyan forman un circulo que corresponde al cono de luz marginal.
Conforme se desplaza la pantalla de la rejilla, es decir, cada vez que la rejilla
se encuentra a un plano Z; diferente, se tiene que los radios de los circulos
correspondientes a los conos de luz divergente y marginal van cambiando.
En la Fig.(3.11a) podemos observar que el circulo correspondiente al cono
de luz divergente es mas pequeno que el circulo correspondiente al cono
de luz marginal. En la Fig.(3.11c) se observa que ambos circulos son del
mismo tamafio. En la Fig.(3.11e) lo contrario que en la Fig.(3.11a), estos
es, el circulo correspondiente al cono de luz divergente es mas grande que el
circulo correspondiente al cono de luz marginal. En la Fig.(3.12a) sélo existen
las lineas que forman la rejilla correspondiente al cono de luz divergente, ya
que, en este plano Zy = 2,8504 el circulo correspondiente al cono de luz
marginal es un punto. Finalmente, en la Fig.(3.12¢) tenemos sélo el circulo
corespondiente al cono de luz divergente, la regién dentro de este circulo
estd en blanco debido a que no pasa ningun rayo refractado de los rayos
que forman el cono de luz marginal. Por otro lado, las Fig.(3.11b), (3.11d),
(3.11e), (3.12b) y (3.12d) son las imagenes de las rejillas nulas de cada rejilla.

3.2.3. Calculo de la rejilla nula de Ronchi para un pris-
ma triangular

Nuestro objetivo consiste en determinar los conjuntos (z,y) y (Z,7):

(i) El primer conjunto (x,y) debe de satisfacer las ecuaciones

X(
Y(

z,y) X, (3.107)
T,y n. (3.108)

Nosotros imponemos que el conjutno de puntos (X,,n) formen lineas
dentro del plano Z = Z; y paralelas al eje x, en una abertura rectan-
gular, ver Fig.(3.13a).

(ii) Mientras que el segundo conjunto (Z,7) sera tal que

X(@,9) = m (3.109)
Y(T,9) = Y, (3.110)
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Figura 3.11: Los pares de imagenes ((a) y (b)) corresponden a las imagenes
de la rejilla y la rejilla nula para Z; = 1,5.Asi como ((c¢) y (d)) corresponden
a las imagenes de la rejilla y la rejilla nula para Zy = 1,7138, mientras que
((e) y (f)) corresponden a las imagenes de la rejilla y la rejilla nula para
Z() = 2.
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v oof

() (d)

Figura 3.12: Los pares de imagenes ((a) y (b)) corresponden a las imégenes de
la rejilla y la rejilla nula para Z, = 2,8504.Asi como ((c) y (d)) corresponden
a las imagenes de la rejilla y la rejilla nula para Zy = 4
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donde imponemos que el conjunto de puntos (m, Y,.) formen lineas den-
tro del plano Z = Z, y paralelas al eje y, en una abertura rectangular,
Ver Fig.(3.14a). Nos interesa que la abertura sea rectangular porque la
cara del prisma que se encuentra sobre el plano x — y es un cuadrado,
y si del lado de los rayos refractados ponemos una pantalla, podremos
ver sobre esta un patrén iluminado en forma de rectangulo.

Sustituyendo las Ec(3.33), (3.37) y (3.38) en (3.59), (3.60), y (3.61) tenemos
que

B (Zo — (D — /x2) cot a]Qcosa) .
+ = <1+ Va2(y + Qsina) (3.111)
Y = y (3.112)
7 = 7 (3.113)

para un valor dado Z = Zj, las Ecs.(3.111) y (3.112) establecen un mapeo
entre los conjuntos (X,Y) y (z,y), de la forma: X = X(z,y) y Y =Y (z,y),
donde X y Y son las componentes del rayo refractado en la direcciéon = y

y respectivamente. De la misma manera, es posible determinar a x y y en
funcién de X y Y, es decir, x = 2(X,Y) y y = y(X,Y).

3.2.4. Generacion de rejillas de franjas paralelas en
una abertura rectangular

Dado un cuadrado de lado L, un punto sobre el rectangulo esta represen-
tado en coordenadas cartesianas por (X,Y).

+ Si nos fijamos en una linea paralela al eje z, Ver Fig.(3.13b), cuyos
puntos extremos estan dados por

7, = —XT+ny, (3.114)
7y = X&+ng. (3.115)
Por lo tanto, la forma paramétrica de este segmento de linea recta

esta dada por
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donde 0 < o < 1. Sutituyendo las Ecs.(3.114) y (3.115) en (3.116), se
tiene que el vector 7, se puede escribir como

7 = (20 — 1)X & + ng. (3.117)

La magnitud del vector 7, estd dada por

7] = /(20 — 1)2X2 + n2, (3.118)
donde —X, < X < X,.

+ Por otro lado, si nos fijamos en una linea paralela al eje y, Ver Fig.(3.14b),
cuyos puntos extremos estan dados por

o= mz—Yy, (3.119)
s = ma+Yy. (3.120)
Por lo tanto, la forma paramétrica de este segmento de linea recta

esta dada por
T =T+ 0Ty —73), (3.121)

donde 0 < ¢ < 1. Sutituyendo las Ecs.(3.119) y (3.120) en (3.121), se
tiene que el vector 7, se puede escribir como

7 = mi + (20 — 1)Y§. (3.122)

La magnitud del vector 7, estd dada por

7] = \/m? + (20 — 1)2Y2, (3.123)

Regresando a nuestro problema planteado en (i), sustituyendo las Ecs.(3.107)
y (3.108) en (3.62) y (3.63) tenemos que

B [Zo — (D — V/22) cot )] cos 04) .
X, = (1 1 V0 + Qs a) (3.124)
n o= . (3.125)

Nuestro objetivo es determinar el conjunto (x,y) que cumplen con las
Ecs.(3.124) y (3.125). En este caso se puede ver que las Ecs.(3.124) y (3.125)
estan desacopladas, ya que se pueden escribir en la forma X, = X,(z) y
n = y. Debido a que en la Ec.(3.124) aparece el término v/z2 se requiere
estudiar los casos: 0 <z y x <0
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Figura 3.13: (a).- Patrén de imagen generada por una rejilla de franjas pa-
ralelas, dentro del plano Z = Z; y paralelas al plano y — z, dentro de una
abertura rectangular. (b).- Vector de posicién 7, de un punto sobre una franja
dentro de una abertura rectangular.

Figura 3.14: (a).- Patrén de imagen generada por una rejilla de franjas pa-
ralelas, dentro del plano Z = Z; y paralelas al plano x — z, dentro de una
abertura rectangular. (b).-Vector de posicién 7, de un punto sobre una franja
dentro de una abertura rectangular.
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» Primer caso: Si 0 < z, entonces Va2 = z, despejando z de la Ec.(3.124)
se tiene que

[Xr(v + Qsina) 4+ (D cota — Zy)Q cos
Ty =

Tsina 10 ] sin a. (3.126)

s Segundo caso: Si z < 0, entonces Va2 = —uz, despejando z de la
Ec.(3.124) se tiene que

[Xr(fy + Qsina) + (Zy — D cot a)Q cos a
Tr_ =

Tsina 10 ] sin o (3.127)

En ambas Ecs.(3.126) y (3.127) aparece la variable X, pero, como no tiene
el mismo rango de definicién, denotaremos a X, de la Ec.(3.126) como X, .,
y a X, de la Ec.(3.127) como X, _. Para determinar el rango de definicién de
las variables X, , y X,_ debemos de tomar en cuenta los rayos refractados
)?(x =D,y,Zy) y )?(x = 0,y, Zp) denominados rayos marginales y rayos
divergentes respectivamente, ver Fig(3.7). El conjunto solucién (z,y) tal que
X(z,y) = X, y Y(z,y) = n, estdn dados por los conjuntos:

(1) = qXM(V + Qsina) + (D — Zp)Q cosa
i ysina + Q

(r_y) = (er_(v + Qsina) + (Zy — D)Qcosa
- ysina + €

] sin «, n> (3.128)

] sin n> (3.129)

donde el intervalo de definicién de las variables X, , y X, _ son los siguientes:

X, € [N, I] (3.130)
X,_ € [-L,N], (3.131)

donde L y N estan dados por las Ecs.(3.45) y (3.49) respectivamente. Estos
intervalos de definicién son asi, ya que X, , estda acotada por el rayo diver-
gente negativo y el rayo marginal positivo, mientras que X, _ estd acotada
por el rayo marginal negativo y el rayo divergente positivo, ver Fig(3.15). Re-
tomando el problema planteado en (i), al sustituir las Ecs.(3.109) y (3.110)
en (3.62) y (3.63) tenemos que

B [Zo — (D — V/22) cot )] cos .
- (1 =+ \/P(’y T Qsina) > (3.132)
Y, = . (3.133)
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De la misma manera, deseamos determinar el conjunto (Z, §) que cumplen con
las Ecs.(3.132) y (3.133). Se puede ver que las Ecs.(3.132) y (3.133) estén
desacopladas, ya que se pueden escribir en la forma m = m(z) y Y, = v.
Debido a que en la Ec.(3.132) aparece el término Vz? se requiere estudiar
los casos: 0 < xyx <0

» Primer caso: Si 0 < z, entonces Va2 = z, despejando z de la Ec.(3.132)
se tiene que

s [m(v + Qsina) + (D cot v — Zp)2 cos «v
Ty =

Tsina 10 ] sin av. (3.134)

s Segundo caso: Si z < 0, entonces Va2 = —ux, despejando z de la
Ec.(3.132) se tiene que

_ [m(v + Qsina) + (Zy — D cot a)Q cos a
Tr_ =

Csna 10 ] sin a. (3.135)

El conjunto solucién (z,7) tal que X(Z,5) =my Y(Z,9) = Y,, estdn dados
por los conjuntos:

(70.5) = m(y + Qsina) + (D — Zy)2 cos
oY= vsina + €

(7.5) ([m(erQsina)Jr(Zo—D)Qcosa
rT—,Y) =

] sin a, Y}+> (3.136)

ysina + ] sina, Yr_> (3.137)

donde Y, y Y,_ estdn definidas en el intervalo [—1,1]. La diferencia que
existe entre los intervalos de definicion de las variables X, ,, X,y Y., , Y,
es que las dos primeras estan acotadas por los rayos marginales y divergentes,
como se comentd anteriormente. Mientras que las dos tultimas solo estan
acotadas por el largo del lado de la cara del prisma que se encuentra sobre
el eje y.

El par de Ecs.(3.128), (3.129) y (3.136), (3.137) representan la imagen que
debe de aparecer en la cara sobre el plano x — y del prisma triangular, para
que las Ecs.(3.62), (3.63) y (3.64) generen rectas a Y constante y X constante
respectivamente, sobre el plano Z = Zy. Es decir, X (z4,y) = X, Y (z+,y) =
n, decriben las rectas a Y constante.

Para el caso del Prisma Triangular considerando rectas paralelas al eje y,
en las Fig(3.16) y (3.17) se puede observar rejillas de acuerdo al par de
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z

X(D) =L (rayemarginal positivo)

1.0 - X(0) = =N (rayo divergente negativa)

X(0) = N (raye divergente positivo

X(-D) = —L (rayo marginal negativo)

L L L L L L
0 1 2 3 4

Figura 3.15: Los rayos incidentes de color naranja corresponde a x, y los
rayos incidentes de color azul corresponden a z_, asi es que las variables X, ,
y X,_ estan dentro de los intervalos [—N, L] y [—L, N] respectivamente.
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Ecs(3.124) y (3.125), mientras que las rejillas nulas quedan descritas por
las Ecs(3.128) y (3.129) respectivamente. En este caso, los rayos refractados
generan dos cunas de luz, una marginal y otra divergente, en lugar de conos de
luz como es el caso del Axicén. Esto se puede ver considerando la Fig(3.15),
imaginemos que la Fig(3.15). se mueve perpendicularmente al plano = — v,
esto nos permite observar la generacion de cunas de luz. En el segundo caso,
considerando rectas paralelas al eje x, en las Fig(3.18) y (3.19) se observa las
rejillas descritas por las Ecs(3.109) y (3.110) y las rejillas nulas dadas por las
Ecs(3.134) y (3.135).

3.2.5. Ronchigrama generado por un axicon

Para determinar el vector del rayo refractado X = (XY, Z})) sobre un
plano en 7 > Zj, el cual sea la imagen del punto (X,,n, Z), es necesario
sustituir los valores p — p,, v ¢ — ¢, en las Ecs.(3.62), (3.63) y (3.64). Des-
pués de manipular algebraicamente, las Ecs.(3.62), (3.63) y (3.64) se escriben
de la forma

Q2 cos a cot «v Qcosa(Z — acot «)
X = e (1 4+ ———— 3.138
[pi< * 7+Qsina>+ v+ Qsina cos ok )
Q cos a cot «v Qcosa(Zy —acota)| .
Y = e (1 4+ ————— 3.139
[pi< * 7+Qsina>+ v+ Qsina sin o )
= 7 (3.140)

Debido a que hay dos valores a p, y ¢,, cada rayo refractado X dado por
(X,Y, Z) tendrd dos imagenes en el plano Z = Z: (X (pr4, ¢r), Y (proys &) Z(pry, Or))
Y (X (pr_s & +0),Y (0r—, v + 9), Z(pr_, br + 9)).

Con todo lo desarrollado anteriormente, hemos arrivado a nuestro objetivo
final, el cual es determinar la imagen generada a partir de la rejilla nula dada.
En la Fig(3.20) se tiene el conjunto completo de imagenes, es decir, se tiene
la rejilla nula determinada a partir de la rejilla, la rejilla y los ronchigramas
que son las imagenes generadas a partir de la rejilla nula a diferentes planos
de Z. En este caso se determind la rejilla nula a partir de la rejilla localizada
en el plano Z; = 1,5, los ronchigramas estan localizados en diferentes planos
de Z = 1,7138,2,2,8504, 4. Es importante notar que, si la rejilla se rota un
angulo 6, la rejilla nula, la rejilla y los ronchigramas no sufriran cambios,
debido a que el Axicon es una superficie con simetria de revolucién.
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Figura 3.16: (a).- Rejilla Nula para Zy = 1,5y (b).- Rejilla en Zy = 1,5. (¢).-
Rejilla Nula para Z, = 1,7138 y (d).- Rejilla en Zy = 1,71389. (e).- Rejilla
Nula para Zy =2y (f).- Rejilla en Zy = 2
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Figura 3.17: (a).- Rejilla Nula para Z; = 2,8504 y (b).- Rejilla en Zy = 2,8504.
(a).- Rejilla Nula para Zy =4 y (b).- Rejilla en Zy = 4
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Figura 3.18: (a).- Rejilla Nula para Zy = 1,5 y (b).- Rejilla en Zy = 1,5. (c).-
Rejilla Nula para Zy = 1,7138 y (d).- Rejilla en Zy; = 1,71389. (e).- Rejilla
Nula para Zy =2y (f).- Rejilla en Zy = 2
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Figura 3.19: (a).- Rejilla Nula para Z, = 2,8504 y (b).- Rejilla en Zy = 2,8504.
(a).- Rejilla Nula para Zy =4 y (b).- Rejilla en Zy = 4
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3.2.6. Ronchigrama generado por un prisma triangular

Para determinar el vector del rayo refractado X = (X,Y, Z}) sobre un
plano en Z| > Zj, el cual sea la imagen del punto (X,,n,Zy), es necesa-
rio sustituir los valores * — x4, en ambos casos, tanto para las rejillas de
franjas paralelas a Y constante como para la rejilla de franjas paralelas a X
constante.

i) Considerando rectas a Y constante, las componentes del vector refrac-
tado X = (XY, Z/) estdn dadas por

X = o 1+Qcosa(':0t0z +Qcosa(Z(’) —'Dcota) (3.141)
v+ Qsina v+ Qsina

Y = n (3.142)

Z = Z, (3.143)

Y puesto que hay dos valores para x, cada rayo refractado X dado por
(X,Y, Z) tendra dos imégenes en el plano Z = Z:

(X,Y,Z), = (X(xy,n),n,Z;) (3.144)
(X,Y,Z2). = (X(xz_,n),n,Z;), (3.145)

donde x4 =2 (X,y) y z- = z_(X,_).

ii) Por otro lado, al considerar rectas a X constante, las componentes del
vector refractado X = (X, Y, Z]) estan dadas por

x _ [fi <1 Qcoso&otoz)+Qcosa(Z(’]—'Dcota) (3.146)
v+ Qsina v+ Qsina

Y = Y. (3.147)

Z = Z, (3.148)

Y puesto que hay dos valores para z, cada rayo refractado X dado por
(X,Y, Z) tendra dos imégenes en el plano Z = Z|:

(X,Y,Z2)s = (X(Z+,m), Y.y, Z) (3.149)
(X,Y,2). = (X(Z_,m),Y,_,Z}) (3.150)

donde L = T4 (m).
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En el caso del prisma triangular, se tienen dos conjuntos completos de image-
nes, el primero es considerando la rejilla de franjas paralelas al eje y y en
el segundo caso las franjas son paralelas al eje x. En principio sélo se iba
a considerar la rejilla de franjas paralelas al eje y, sin embargo decidimos
agregar el otro caso debido a que es més interesante. En la Fig(3.21) se tiene
el conjunto completo de imagenes, considerando la rejilla de franjas de rectas
paralelas al eje x se tiene la rejilla nula determinada a partir de la rejilla,
la rejilla y los ronchigramas que son las imagenes generadas a partir de la
rejilla nula a diferentes planos de Z. En este caso se determin la rejilla nula
a partir de la rejilla localizada en el plano Z; = 1,5, los ronchigramas estan
localizados en diferentes planos de Z = 1,7138, 2,2,8504, 4. En el segundo ca-
so, en la Fig(3.21) se tiene el conjunto completo de imégenes, considerando
la rejilla de franjas de rectas paralelas al eje y donde se tomaron los mismos
valores para Zy y Z.
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Figura 3.20: (a).- Rejilla Nula para Zy = 1,5. (b).- Rejilla en Zy = 1,5. (c).-
Ronchigrama generado en Z = 1,7138. (d).- Ronchigrama generado en Z = 2.

(e).- Ronchigrama generado en Z = 2,8504. (f).- Ronchigrama generado en
Z =4

61



CAPITULO 3 CAUSTICA Y RONCHIGRAMAS GENERADOS
POR LA REFRACCION DE UNA ONDA PLANA EN: UN
AXICON Y UN PRISMA TRIANGULAR

3.2. RONCHIGRAMAS GENERADOS POR LA REJILLA NULA DE
RONCHI

¥ oo b 1)
F - ; .
—ast v : : ] L]
-1ab
T ) oo . Lo 10 0. o0 o 10
(a) (b)
r T
19 10
a s
Ty oo T, oo
s onoenafe
o EHHHL 1 -0sf
=10 -0
12 =0 aa al 19 -10 -0 aa @ 1a
() (d)
I‘x
10 T Tz
10 —
I i
- i
‘
o s :
i
.
'
Ty Q0 . |:||:|: ' n :
i
I
L] 8 sk L
- i
i
‘
Fois
1 H L B ] PRI EN T I U A S S T '
~10 —0s a0 10 -1 -0 -0z ek} 10
(e) (f)

Figura 3.21: (a).- Rejilla Nula para Zy = 1,5. (b).- Rejilla en Zy = 1,5. (c).-
Ronchigrama generado en Z = 1,7138. (d).- Ronchigrama generado en Z = 2.

(e).- Ronchigrama generado en Z = 2,8504. (f).- Ronchigrama generado en
Z =41
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Figura 3.22: (a).- Rejilla Nula para Zy = 1,5. (b).- Rejilla en Zy = 1,5. (c).-
Ronchigrama generado en Z = 1,7138. (d).- Ronchigrama generado en Z = 2.
(e).- Ronchigrama generado en Z = 2,8504. (f).- Ronchigrama generado en
Z =4
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Conclusion

En este trabajo se ha presentado el estudio de la refraccién de una on-
da plana a través de dos lentes las cuales estan formadas esencialmente por
una rotacion y una traslacién de un tridngulo isoceles, con 2o uno de sus
angulos. El axicon es generado a partir de una rotacién teniendo como eje de
simetria el vértice cuyo angulo es 2c;; y de un prisma triangular, el cual se
puede generar a partir de una traslacion con respecto al plano en el cual se
encuentra el triangulo. A partir de dicho estudio se obtuvo de forma explicita
la evolucién de los rayos de luz refractados en un axicén y un prisma trian-
gular. Mostramos que sélo hay caustica asociada debido a la refraccion en
el axicon, mientras que en el prisma triangular no hay caustica asociada, ya
que, no posee simetria de revolucién. Finalmente, se obtiene la rejilla nula de
Ronchi y los ronchigramas para determinada rejilla. En el caso del axicén, se
obtiene que a cada franja paralela en la rejilla le corresponden dos imagenes
en la rejilla nula, dando asi, una correspondencia dos a uno, asi encontramos
que al rotar la rejilla sobre el plano Z; en el cual se localiza, la rejilla nula y
los ronchigramas generados no sufren ningin cambio, es decir, se obtienes las
mismas imagénes de la rejilla nula y los ronchigramas al considerar la rejilla
antes de la rotacion. En el caso del prisma triangular no sucede lo mismo,
consideramos inicialmente una rejilla generada por franjas paralelas al eje v,
resulta que tanto la rejilla nula y los ronchigramas son lineas paralelas al eje
Yy, v a cada linea de la rejilla le correspondia su rejilla nula y ronchigrama
generada por una linea paralela al eje y, Despues, dicha rejilla se roté 90 gra-
dos, es decir, ahora la rejilla estaba generada por franjas paralelas al eje x, y
como resultado obtuvimos que para cada linea de la rejilla le correspondian
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dos lineas en la rejilla nula y dos lineas en el ronchigrama.
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