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Resumen

En esta investigacion se hace un analisis de la mecanica de vuelo de una ae-
ronave. Se parte del analisis y desarrollo de las doce ecuaciones que describen
la dindmica de una aeronave. Este trabajo continta con la linealizacién de
estas ecuaciones a partir de la teoria de pequenas perturbaciones para repre-
sentar la dindmica de vuelo longitudinal en el espacio de estados, separando
este en sus modos fugoide y corto. Se aborda el desarrollo de las derivadas
de estabilidad longitudinales presentes en el espacio de estados. Por tltimo
se analizan parametros de diferentes perfiles aerodindmicos y se disenan dos
prototipos de aeronaves en el programa XFLR5.
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Introduccion

En esta investigacion se analiza la fisica y se describe la matemética presen-
te en el vuelo de una aeronave de alas fijas. La historia de la aerondutica
comprende relatos e historias donde los hombres eran capaces de volar que
datan desde la antigiiedad, pasando en la edad media por el primer intento
cientifico de vuelo llevado a cabo por Abbas Ibn Fernas y en el renacimien-
to por los disenos de Leonardo Da Vinci. En la época moderna el primer
intento éxito de elevar una maquina mas pesada que el aire fueron los des-
lizadores disenados por Sir George Cayley. Algunos disenos més ambiciosos
fueron construidos como el avién construido en 1894 por Sir Hiram Maxim
3200 kg v se extendia 30 m. Desde los primeros vuelos de Otto Lilienthal en
la década de 1890, hasta los vuelos de los hermanos Wright los planeadores y
aeronaves livianas sufrieron una evolucién rapida. En menos de tres décadas
el desarrollo de aeronaves pasé intentos de vuelo de escasos 100 metros a
vuelos transcontinentales. La revolucién de tecnologias computacionales y su
implementacion en las aeronaves, una carrera armamentistica y tecnologica
producto de un mundo polarizado ayudé en el diseno y desarrollo de la ae-
rondutica en la segunda mitad del siglo XX [1]. En la actualidad el estudio
de los vehiculos aéreos estda en una amplia creciente, debido a las grandes
ventajas que representa el desplazamiento en el espacio aéreo, esto conlleva a
que se desarrollen nuevos y mejores vehiculos aéreos y también que cuenten
con los instrumentos necesarios para un vuelo 6ptimo, facilitando la tarea
del piloto o que estos instrumentos permitan que sea auténomo. En la ac-
tualidad las tendencias apuntan hacia el desarrollo de ahorro de combustible
en motores, asi como combustibles alternativos, tecnologias de uso dual y
restringido y el desarrollo de unidades aéreas no tripulada .

En México, empresas como GE y Honeywell realizan trabajos de investigacion
y desarrollo de nuevas turbinas, La aerolinea mexicana Interjet fue la primera
empresa en el continente que realizé vuelos comerciales con biocombustible
, al mismo tiempo algunas empresas se han enfocado a la manufactura y
desarrollo de UAVs en el pais. El crecimiento de tecnologia aérea ha crecido
rapidamente en el pais en la ultima década, la industria aeroespacial crece
20 % cada ano, existen 267 empresas, de las cuales el 10% se dedica a la
investigacion y desarrollo.
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En este trabajo el primer capitulo aborda la cinematica de traslacion y la
dinamica rotacional de una aeronave, haciendo la suposicién de que el lec-
tor tiene conocimientos del empleo de matrices de rotacion en los sistemas
de referencia presentes en una aeronave. En el segundo capitulo se muestra
cual es la forma de las fuerzas aerodindmicas presentes en una aeronave y se
completa el desarrollo de las doce ecuaciones de la dinamica de vuelo. En el
capitulo tres se trabaja con las ecuaciones longitudinales obteniendo su line-
lizacién a través de la teoria de pequenas perturbaciones, y transcribiéndolas
en la forma del espacio de estados. Para completar este estudio se desarrollan
los calculos en torno al cambio de las fuerzas respecto a diferentes variables
obteniendo de esta forma las derivadas de estabilidad. Mas adelante se ob-
tienen las aproximaciones lineales de periodo corto y periodo largo para el
vuelo longitudinal. Después se analizan parametros aerodindmicos de perfi-
les NACA vy se disenan dos prototipos de aeronaves en el software XLFR5.
Finalmente se presentan las conclusiones.
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Capitulo 1

Cinematica y Dinamica de la
aeronave

En este capitulo se presenta el desarrollo de la cinematica de una aeronave,
este es el resultado de una relacion entre variables de estado a través de
matrices de rotacién [2]. La dindmica de traslacién es un poco mas compleja
en ella se presenta a la aeronave como un cuerpo rigido en movimiento. Con
este planteamiento se parte de la segunda ley de Newton aplicada a los grados
de libertad de traslacion y rotacion, obteniendo los seis grados de libertad y
los doce estados necesarios para modelar la cinemadtica y la dindmica de una
aeronave, en estas ecuaciones las fuerzas externas aparecen en una forma muy
general, en sentido de que no son descritas por completo en este capitulo.

1.1. Variables de estado

Para desarrollar las ecuaciones de movimiento de la aeronave se intro-
ducen 12 variables definidas en los sistemas de referencia asociados a una
aeronave [3]. Se tienen tres estddos asociados a la velocidad y tres estados
asociados a la posicién, y tres velociades angulares asociadas al movimiento
rotacional. Estos estados son presentados en la siguiente tabla
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Nombre Descripcién

Pn Posicién Inercial del eje norte de la eronave a lo largo de i* en F*
Posicién Inercial del eje este de la aeronave a lo largo de j en F*
Posicién incercial del eje altitud de la aeronave a lo largo de K* en F*
Velocidad en el sistema Inercial F? a lo largo de i®

Velocidad en el sistema Inercial F? a lo largo de j°

Velocidad en el sistema Inercial F? a lo largo de k®

Angulo Roll respecto a F'V?

Angulo Pitch respecto a F!

Angulo Yaw respecto a F"

velocidad angular de Roll medido a lo largo de i® en F?

velocidad angular de Pitch medido a lo largo de i* en F®
velocidad angular de Yaw medido a lo largo de i® en F?

3
<
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1.2. Cinematica traslacional

Los componentes u, vy w corresponden a la velocidad inercial del vehicu-
lo proyectado en los ejes °, j°, y kb repectivamente, por otro lado, la posicién
traslacional de la aeronave es medida y expresada en el sistema inercial F”.
Relacionamos las velocidades y posiciones traslacionales,a través de las ma-

Pn u u
trices de rotacion. £ | p. | = Ry | v | = (RY)T [ v
P w w

Usando la matriz de rotacién en su forma explicita [2].

P
pe =
Pd
cos 6 cos cos 6 sin ¢ —sin6 u
sin ¢ sin f cos 1) — cos ¢sin1y  sin ¢ sinfsiny + cos ¢ cosy  sin ¢p cos b v
cos ¢ cos B cosp + sin¢gsiny  cos ¢sinfsiny — sin¢cosyy cos ¢ cos b w

1.3. Cinematica rotacional

La relacion entre p,q,r v ¢,1,60 es complicada debido a que estan defi-
nidas en diferentes sistemas inerciales, los rangos angulares en F” pueden ser
expresados en terminos de las derivadas de los angulos de Euler, siempre que
la transformacién de rotacion se realice de la siguiente manera:
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p ¢ 0 0
g = 0] +RH(®) 0] +RAL()REO) |0
T 0 0 WY

) 1 0 0 0
=10]+10 cosgp sing 0
0 0 —sing cos¢ 0

1 0 0 cosf 0 —sinf 0
+ 10 cos¢ sing 0 1 0 0
0 —sing cos¢ sinf 0 cosf )

1 0 —sin @ ¢

=0 cos¢ singcosh 0
0 —sing cos¢@cosb ¥

Invirtiendo la expresién anterior

qZ:5 1 singtanf cos¢tané D
61=10 cos ¢ —sin ¢ q
¥ 0 singsect cos¢psect r

La cual expresa las derivadas del las tres posiciones de estados de posicién
angular ¢ y 6, y las velocidades angulares p, ¢, 7.

1.3.1. Movimiento de traslacion.

La segunda ley de Newton aplicada a un cuerpo que experimenta un

movimiento de traslacién se puede establecer como
v,
mgt=F
1

Donde m es la masa de la aeronave, las fuerzas externas sobre la aeronave
incluyen la gravedad, las fuerzas aerodinamicas, y las fuerzas de propulsion.

La derivada de la velocidad tomada en el sistema inercial puede ser escrita
en términos de la derivada en el sistema inercial vehicular, y la velocidad
angular de acuerdo con la ecuacién

dy— d A

d_tlp - dtbp + Wi X P-

puede ser escrita como

d — d .

Vo = @, Vo Wi X Vg

Donde wy,; es la velocidad angular de la aeronave con respecto al sistema
inercial, combinando las ecuaciones anteriores obtenemos

d _

m(G; Vo +wpi X V) = F

En el caso de una aeronave, se puede aplicar mas facilmente la segunda ley
de Newton mediante la expresion de las fuerzas y velocidades en el sistema
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Fr® como.

m(ditbvgb + wll))/i x V) =F°

Donde ng = (u,v,w)’y wlb,/l. = (p,q,7)T. El vector F° representa la suma
de la fuerzas externas aplicadas y es definido en terminos del sistema inercial
del cuerpo como F°® = (F,, fy, F.)T. La expresion d%‘/;b es el rango de cambio
de la velocidad expresado en el sistema inercial de cuerpo F?, visto por un
observador en el movil. Puesto que u, v y w son la proyeccién instantanea de
ng en los ejes i°, j°, se deduce que.

U
ayb_ | ¢
dtb‘/jg_ U

w

Expandiendo el producto cruz de la ecuacion m(d%‘/gb + w} /i % ng) = F*
tenemos que

U rU — QW F,
vl =|pw—ru|+ % F,
w qu — pv F,

1.3.2. Movimiento rotacional

Para la mecénica rotacional, de la Segunda ley de Newton se parte de

dh

dt;

Donde h es el momento angular, y m son todos los momentos externos
aplicados, podemos expandir esta ecuacién obteniendo

dh _ dh _

d—n_d—%—i—wb/ixh—m

Expresado en el sistema de cuerpo

dh® b b _ b

G T wp X h’ =m

Para un cuerpo rigido el momento angular esta definido como el producto
de la matriz de inercia J y el vector de velocidad angular como h’ = Jwg /i

la matriz J esta dada como

/(y2 + 2%)dm —/xydm —/xzdm

J = —/acydm /(x2 + 2%)dm —/yzdm

—/mzdm —/yzdm /(x2 +y?)dm
Jx _ny _J:cz
= _ny Jy _Jyz
_J:L"z _Jyz Jz

=m
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Los terminos encontrados en la diagonal en esta matriz son llamados
momentos de inercia, mientras que los que se encuentran fuera de esta son
los productos de inercia.

Debido a que las integrales en la matriz se calculan respecto a los ejes
i’, 7%, k® en el cuerpo rigido, J es constante cuando se ve desde el sistema,
de referencia F°. Tomando las derivadas y sustituyendo en la ecuacién se

obtieneb

J dwy;
dty

b

—i—wé’/i X (Jwé’/z.) =m

dw? .

d:/ - es el rango de cambio de la velocidad angular expresada
b

. . b . b
en terminos del sistema F”. Ya que p,q,r son las proyecciones dew, /i €n los

La expresion

ejes i%, 5, kb, se tiene entonces

dw? p

wb o= Wi | g
b/’i dty q
r

Obteniendo la ecuacion

- b - b b b

Wy = J 1[_wb/i x (Jwy;) +m’]

Una aeronave generalmente es simétrica respecto al plano i® y j° en ese
caso Jyy = Jy, = 0 lo cual implica que

Jo 0 —Jg
J = o J, 0
Defininiendo los componentes del Momento aplicado externamente sobre

. . . A o1 - ./
los ejes kb, %, 5%, como m® = (I, m,n)T podemos escribir la ecuacién

Wy = I [=wpyy X (Jwyy) +m]
en forma de sus componentes, como

p £ 0 B\ 0 g\ [ 0 =L\ [P\ (!
il={0 &+ O0][[-r 0 p 0o J, 0 q|+|m|l
7 Lz K q —-p 0/ \—-J.. 0 J, r n
% (1) lez szpq + (Jy - Jz)qr l
=10 5 0] Joo(r? = p*)+ (L. — Jo)pr | + [ m ]]
Lz () I (Jo = Jy)Pq — Juzqr n

['ipqg — Toqr + '3l + T'yn
= | Tipg — T(p* — r?) + J%,m
F7pq — qur + F4l + an

Donde I' £ J,.J, — J2,
F S sz(Jac_Jy+Jz)
1= T
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T (Jo—Jy)+J2
F2 — ( y)+ Tz

J T
Fg - J?
Ir'y= va‘z
ZiJfl')
[ = =
_ J(EZ
I'g = 7
F — (JJC_JU)JCUJ'_J%Z
7T — B T
— Jx
['g = 4

Los seis grados de libertad y los doce estados para modelar la cinematica
y dindmica de una aeronave estdn dados en las siguientes ecuaciones.

Pn CyCly CoSy —Sp u
]56 = S(Z,Sng — C¢S¢ S¢S@S¢ + C¢C¢ S¢Cg (Y (11)
pd C¢CQC¢ + S¢S¢ C¢SQS¢ - S¢C¢ C¢Cg w
U rU — qw 1 [
vl =|pw—ru|l+—1Ff (1.2)
w qu — pv AL
b 1 singtanf cos¢tané D
0] =10 coso —sin¢ q (1.3)
¥ 0 singsecf cos¢psect r

D I'ipqg — Taqr + '3l +T'4n
g| = | Tipg — Te(p* —r?) + J%Jm (1.4)
T F7pq — qur + F4l + an

Estas ecuaciones representan la dinamica de una aeronave, estan incom-
pletas en el sentido de que las fuerzas externas aplicadas y los momentos
externos no estan definidos. Algunos momentos debidos a la gravedad, y
propulsion serdn deducidos mas adelante.



Capitulo 2

Fuerzas y momentos

Se han mencionado las fuerzas externas actuando sobre la aeronave, pre-
sentando a estas como el vector(fz, fy, fz), las ecuaciones que describen la
dindamica de vuelo se presentaron anteriormente incompletas, aun no se ex-
pone cual es la forma de las fuerzas aerodinamicas, la fuerza de propulsion,
y la influencia de las superficies de control. Estas ecuaciones deben estar de-
finidas en el sistema inercial de cuerpo F?, por lo cual el vector de la fuerza
gravitacional se reescribe. Con el método usado para describir las fuerzas
aerodinamicas , las fuerzas que actiian sobre la aeronave, la sustentacion ,
el arrastre , y los torques quedan escritos en una forma muy similar, en este
punto se introducira el coeficiente aerodinamico, del cual dependeran todas
estas fuerzas y torques. También se describe la forma de la fuerza inducida
por el motor, que en este modelo se limita solo actia sobre el eje x del sistema
de cuerpo F*; y por ultimo el papel de las superficies de control las cuales
actian sobre la aeronave creando los torques necesarios para inducir giros
en tres de los seis grados de libertad de la aeronave; con esa informacién se
completa la descripcién general de las ecuaciones que describen la mecanica
de vuelo presentadas al final de este capitulo.

2.1. Fuerzas Gravitacionales

Es valido pensar que en este modelo la fuerza gravitacional solo ac-
tuarda sobre el centro de masas de la aeronave; debido a esto, la fuerza
gravitacional no producird ningin torque sobre la aeronave, sin embargo
actuara sobre las fuerzas externas sobre la aeronave y tendra componentes

7
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con cada uno de los respectivos ejes sobre el cuerpo de la aeronave, los com-
ponentes de dicha fuerza seran funcion de la posicion de la aeronave. Visto
desde el sistema vehicular F"¥ la gravedad actuando sobre el centro de masas
puede describirse de la siguiente manera

0
v _
gravedad 0
mg

Aplicando la segunda ley de Newton, es decir sumando las fuerzas en el

0
sistema [ y por tanto transformando el vector | 0 | al sistema de cuerpo,
mg
se obtiene
0
gbravedad = RZ 0
myg
Donde R? es la matriz de rotacién
1 0 0 cos# 0 —sinf cost sinyg 0
=10 cos¢ sing 0 1 0 —siny cosy 0
0 —sing coso sind 0 cosf 0 0 1
Entonces
—mgsin 6
f;’mvedad = | mgcosfsin ¢

mg cos 6 cos ¢

Ya que la fuerza de la gravedad actia a través del centro de masa de la
aeronave, no hay torques producidos por esta fuerza.

2.2. Fuerzas, Momentos y Coeficientes aero-
dinamicos

El analisis de los fenémenos ligados con la corriente uniforme de un medio
gaseoso alrededor de un vehiculo volante, permite llegar a la conclusion de la
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fuerza de resistencia [’ que actia sobre dicho vehiculo, es funcién de la den-
sidad p,la velocidad del vehiculo V', la viscosidad del fluido u, la aceleracion
gravitacional g, la longitud del cuerpo (la envergadura de un ala por ejemplo)
[, y la velocidad del sonido en el medio a, ademas sobre la resistencia influyen
el 4ngulo de ataque « [4], de este modo

F:F(p7u7‘/7l7g7a?a)

En base a un andlisis dimensional [5] esta formula también se puede expresar
por medio de una dependencia exponencial.

F = kp*ubVeligeal a

donde K es un coeficiente de proporcionalidad.

Las unidades de la fuerza, Newtons, tienen unidades de Longitud L, Masa
M:; y tiempo T2, por lo cual la funcién fy, con los exponentes a, b, c,d, e, f,
y las unidades de las variables p,u, V.l g,a, nos dardan una funcién que da
como resultado las unidades LMT -2, a continuacién se presentan la unidades

Densidad [p] = [L3][M]
Viscosidad del aire [u] = [L7Y[M][T7]
Velocidad del viento circundante [V] = [L][T™!]
Tamano del cuerpo 1] = [L]

Gravedad lg] = [L][T7?]
Velocidad del sonido la] = [L][T™}]

El anélisis dimensional plantea que la dimension de la fuerza debe corres-
ponder con la dimensién de la formula de dependencia esponencial

Con la informacion de la tabla anterior, expresando esta ecuacién en
unidades de longitud, masa y tiempo (L, M, T') se encuentra la forma de esta
dependencia lineal

[F] = [M][L][T~?]

= k[p*[u]’[V][l][g]°[a) @ =
(L2 M (LMY TP [T L)L) [T 2T o
_ k‘[L 3a— b+c+d+e+f“Ma+b][ —b—c—2e f]Oé
= [M] [L] [Tﬁ ] [L 3a— b+c+d+e+f] [Maer][ c72eff]

Tomando en cuenta solo los exponentes de la ecuacién anterior se puede
formar el siguiente sistema de ecuaciones
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l=-3a—-b+ct+d+e+f
l=a+b
—2=—-b—c—2e—f

De este sistema se obtiene
F = Kp=0yby @=b=2e=1)]2=b+e) geqf oy = kp(u/pV 1)V 212 (a)/ V) (IG )V ?)°a

en la 1ltima ecuacién los niimeros entre paréntesis son los nimeros de
Reynolds Re, Froude Fr y Mach M [3].

Asi la expresién para la fuerza de resistencia puede expresarse en la forma

F = pV2L2*KO(Re, M, Fr,a), donde O es la funcién de el 4ngulo « y de
los ntimeros Re, F'r, M.

La forma general de interaccion de las fuerzas aerodinamicas es de la
forma

1
F = §CSpv2 (2.1)

donde C' es el coeficiente de resistencia y S el area caracteristica del solido.
Igualando pV?L2KO(Re, M, Fr,«) = £CSpV? se concluye que

C =0O(Re, M, Fr,«)

La forma de C' se determina de modo experimental o mediante métodos
numéricos, como resultado de investigaciones tedricas de la corriente alrede-
dor de los cuerpos de la forma prefijada. Definimos como coeficiente aero-
dinamico de cualquier fuerza aerodindamica F' al cociente entre la magnitud
de esta entre el producto de la presion dinamica por el area caracteristica S

2.2.1. Vuelo de un avion

Un perfil aerodindmico es la seccién transversal de un ala, la forma de
un perfil aerodinamico parecida a una gota de agua cayendo por la accién
gravitacional, no es una constante de diseno por estética o casualidad, esta
forma tan caracteristica de un perfil aerodinamico divide un fluido en el
viento que pasa a lo largo de la parte superior del perfil (extradds) y el viento
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que pasa por la parte inferior del perfil (intradds). La forma de este perfil
aerodinamico curveada en el extradds y menos pronunciada en el intradods
produce un cambio de velocidades en el fluido que interacciona con el perfil y
se divide entre el fluido superior e inferior. El principio de Bernoulli relaciona
el aumento de la velocidad del flujo del fluido con la disminucién de presion
y viceversa. Por tanto si se quiere obtener una fuerza resultante capaz de
elevar el perfil aerodinamico se necesita que la velocidad del viento en la parte
superior del perfil sea mayor que la velocidad del viento en la parte inferior,
solo de esta manera es capaz de volar una aeronave [6]. De hecho un perfil
aerodinamico no solo desarrolla una fuerza de sustentacion, sino también una
fuerza de arrastre que debe ser mucho menor a la fuerza de sustentacion, de
lo contrario el perfil aerodinamico se frenaria a si mismo haciendo imposible
alcanzar una velocidad capaz de elevar el ala de la aeronave. Junto con la
sustentacion L (de la palabra Lift en ingles) y el arrastre D (Drag), aparece
también un torque m (ya que en ingles es comun referirse a este tltimo como
momento de una fuerza)sobre el perfil aerodindmico como resultado de su
interaccion con el viento y la tendencia de este a girar.

Considerando un plano longitudinal, el efecto de la presién actuando so-
bre la aeronave puede modelarse usando las fuerzas de arrastre(drag), eleva-
cién(lift), y momento(m) [3]. Como es de esperarse la forma de estas fuerzas
es determinada por medio de un anélisis dimensional de forma similar al
ejemplo anterior.

Elft %pVQQSCL
Fdrag = %PK?SCD
m = $pV2S5cCy,

Donde Cp,Cp y C,, son sus respectivos coeficientes aerodindamicos de
elevacién, arrastre, y momento; y ¢ la cuerdad del ala de la aeronave [3].

Para los perfiles de ala en general los coeficientes de momento de elevacion,
arrastre y cabeceo son influenciados de manera significativa por la forma,
nimero de Reynolds, nimero de Mach y del angulo de ataque. Para el rango
de velocidad del flujo de aire en aeronaves pequenas y miniatura, el nimero
de Reynolds y efectos nimero Mach es aproximadamente constante.

Vamos a considerar los efectos de los angulos « y 3 las velocidades angu-
lares p, q, y r y la deformacién de las superficies de control de los coeficientes
aerodinamicos.
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2.2.2. Modelo matematico de un perfil

Existen perfiles disenados a partir de la teoria basada en el comporta-
miento de una circunferencia en medio de un fluido el ejemplo de estos son
los perfiles tipo Zhukovski. Con el avance tecnolédgico, en el siglo XX se da
un gran avance en esta investigacién y de aqui se obtienen los perfiles NACA
(National Advisory Committee for Aeronautics) de cuatro y cinco cifras. En
un perfil aéreo hay factores a considerar [7], estas cualidades aerodindmicas
son las siguientes :

° La forma de su linea de curvatura media.

° La méaxima comba.

° El espesor relativo.

) La posicion del espesor méximo con relacion a la cuerda.
° La curvatura del extradds y el intrados.

En la teoria para trazar un perfil NACA de 4 digitos [5] se toma la cuerda
de este como el eje donde se ubicaran las abscisas, a cada una de estas les
corresponderd una ordenada sobre la linea media del perfil cuya ecuacion es
Ye-

Ve = 7 (1 = 2p) + 2px — 2?)

En estas ecuaciones m es la méxima comba del perfil y p es la posicién
de esta, ubicada sobre la cuerda de este.

Para obtener el intradds y estrados sobre 7. se superponen con una ecua-
cién de distribucién del espesor y; del perfil alar

Y = 0%(0,2969\/_ —0,1260z — 0,351622 + 0,284323 — 0,10152*)

En esta ecuacion t es el espesor méaximo del perfil. En cada punto podemos
encontrar la pendiente correspondiente a esta curva a través de la derivada
de y. en este punto.

El valor de esta Esta pendiente es determinante, ya que nos brinda un
angulo Q a través del cual podemos obtener un factor dependiente de cosf y
stn# para la superposiciéon de Y. , vy X con ;.

Xy, =x—y;sinf

Y, =vy.+ y;cosb

X, =x+ysinf

YL =y — yicos b

donde 0 = arctan(‘gic)

Las coordenadas (X,,Y,) vy (X, Yr) forman los puntos con los cuales se
formaran las curvas de Extradés y los intradds
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Cuando y. es una linea recta obtenemos un perfil simétrico que corres-
ponde a la ecuacién y,;, y podra variar cambiando el valor del espesor t.

En la serie NACA de 4 digitos, estos cuatro digitos son parametro geométri-
cos, el primero es m, dado en porcentajes de la cuerda, el segundo es p, dado
en decimos de la cuerda, y el tercero es t, dado nuevamente en porcentajes
de la cuerda.

Mas adelante los perfiles NACA de 4 digitos seran los principales perfiles
de trabajo en esta investigacion.

2.3. Superficies de control
Antes de describir por completo las fuerzas aerodinamicas y momentos

producidos por las superficies de sustentacién necesitamos describir las su-
perficies de control que seran usadas en las maniobras de una aeronave.

Figura 2.1: Superficies de control, los alerones son usados para el control del
angulo ¢, los elevadores para controlar el angulo 6, y el timén para controlar
el angulo 1

La imagen 2.1 muestra cual es la configuracion tipica de una aeronave, el
alerén de deflexion es denotado por d,, el elevador de deflexiéon es denotado
por d., y el timén de deflexion es denotado por d,. La direccién positiva de
una superficie de control de deflexién es determinada aplicando la regla de
la mano derecha al eje en rotacion asociado a la superficie de control.
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Podemos pensar en el aleréon de deflexiéon como una composicion de de-
flexiones debidas a los alerones izquierdo y derecho, definiendo la siguiente
expresion

6(1 - %(dz—left - 6a—right>

Figura 2.2: En esta imagen se aprecian los timo-elevadores, usados para pro-
ducir el mismo movimiento que un timon y un elevador, en una sola superficie
de control

Los timo-elevadores 9,,vease la imagen 2, producen una deflexién en el
eje K" del sistema de cuerpo de la aeronave F°, una composicién en los
timo-elevadores izquierdo y derechos puede producir un torque sobre el eje
4 mateméticamente podemos expresar estos cambios como

D=0 L)

Un efecto similar, se produce al hacer una diferencia entre los elevones,
como lo muestra la figura 3, los elevones producen el mismo efecto sobre la
que producen los alerones y elevadores sobre la aeronave, es decir, un torque
a lo largo del eje I°. Mateméticamente la relacién se expresa de la manera
siguiente

=0 )@
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+5957

+

+5,,..,.¢

Figura 2.3: Elevones usados para remplazar elevadores y alerones

2.4. Fuerzas aerodinamicas longitudinales

Las fuerzas aerodinamicas y momentos longitudinaes causan movimientos
sobre el cuerpo de la aeronave en el plano i® — k® también conocido como
el plano Pitch, por definicién las fuerzas de arrastre y sustentacién estan
alineadas a los ejes del sistema inercial de estabilidad F'*, por lo cual estas
fuerzas estan fuertemente influenciadas por el angulo « , el rango ¢ y la
deflecciéon ¢, . Por lo cual las fuerzas Frz v Fpreg ¥y €l momento m se
pueden reescribir como funcién de «, q, y de.

Para angulos de ataque lo suficientemente pequenos Fp, Fip y m pueden
ser modelados con una presicién aceptable usando aproximaciones lineales.
Con el primer orden de la expansion en serie de Taylor y anadiendo el factor
c/2V, a % para conservar este termino como adimensional, las ecuaciones
Fr, Fpy m se transforman en

Fp, = 3pV2S[Cry + Cr,a + Cp,56-q + Cu, 8]

FD = %p‘/aQS[CDo + C'DOLOC + Cinq + CD(Se(se]

m = $pV25¢c[Cpy + Crpocx + Congzird + Ciny, O]

Al incorporar a estos modelos el efecto de ala puesta las ecuaciones para
la sustentacién y arrastre son modificadas, definiendo a estas fuerzas como
no lineales en funcion del dngulo de ataque, modelandolas de la siguiente
manera

F; = %prS[CL + C’Lqﬁq + CL,;eée]
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Fp = %pVaQS[CD + C’inq + CD(SE(;G]

En estas ecuaciones Cp, y Cp son expresados como una funcién no lineal
de «a. Para angulos de ataque que estdn mas alla de las condiciones de ala
puesta, las alas actuan como un flat plate cuyo coeficiente se modela como.

CLjtat prare = 25ign(a) sin® o cos o

Para obtener un modelo exacto de la sustentacién como funcién del angu-
lo de ataque para un diseno de ala especifico se necesita un test en tunel de
viento o un detallado estudio computacional. Mientras que para muchas si-
mulaciones no es necesario tener un modelo muy preciso pero aun asi es
necesario incorporar el efecto ala puesta. Un modelo de sustentacién que in-
corpora el comportamiento lineal de sitentacién y el efecto de ala puesta es
el sigueinte [3]

Cp = (1—o0(a)[Cr,] + (e(a)[Cp.a + 2sign(a) sin? a cos

Para pequenas aeronaves el coeficiente lineal de sustentacién puede apro-
ximarse a :

CL — TAR

“ 1+4/1+(AR/2)?

En esta ecuacién AR=b%/S | esta es la relacién de aspecto alar, b la
envergadura, y S el area del Ala [3].

El coeficiente Cp también es una funcion no lineal del angulo de ataque.
Hay 2 contribuciones al coeficiente de arrastre Cp, uno es el coeficiente
inducido y el otro es el coeficiente parasitario Cp, [8]. El coeficiente Cp
coeficiente tiene la forma:

Cp(a) = Cp, + CiatCLacl

Donde el paramétro e es el factor de eficiencia de Oswald [9], cuyo rango
estd entre .8 y 1.0.

A pesar de que el modelo cuadratico obtiene resultados mas exactos para
un rango amplio en el angulo de ataque «, el modelo lineal tambien es bas-
tante usado por su simplicidad y exactitud bajo condiciones de vuelo tipicas.

Las ecuaciones de fuerzas de Arrastre Fp y sustentacion Fp, estan expre-
sadas en el sistema inercial de estabilidad F'*. Expresando estas en el sistema
inercial de cuerpo F®

1

fo= QpV;ZS([—OD(OJ) cosa + Cp(a)sina] 4+ [-Cp, cosa + Cp, sin o

C

v,

+[~Cbp;, cosa + Cr, sinalé,)

1
fo = =pV2S([—Cp(a)sina — Cr(a) cosal + [-Cp, sina — Cp, cos ¢

2 YA
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[—Cp;, sina — Cp; cosald.) (2.2)

Denotanto como
Cx(a) = —Cp(a)cosa + Cp(a) sina

Cx,(a) = —=Cp, cosa + Cy, sina
CXae (a) = —CD% cos o + C’Lée sin «v
Cz(a) = =Cp(a) sina — Cp(a) cos a
Cz, (o) = —=Cp,sina — O, cos a
Cz,, (a) = —Cp,, sina — Cp; cosa

Las ecuaciones para las fuerzas aerodinamicas longitudinales con respecto

al sistema inercial de cuerpo son
- Cx(a)+[Cx,(a)]55q+C a)de
(f) _ %prS( x () +[Cxy (@) 5777 4+Cx ;5 () )

fz o Cz(oz)+2‘c/anZq(Oz)+Czée (a)&e

2.4.1. Fuerzas de propulsion

Por 1ltimo resta describir la fuerza de propulsién sobre la aeronave, en el
supuesto de que la tnica fuerza de propulsiéon sobre esta sea ejercida por una
hélice. Se puede disenar un modelo simple para la propulsién de la hélice,
este modelo es correcto para una hélice eficiente, atiin asi este modelo marca
un punto de partida para un modelo usado en una simulacion.

La fuerza debida al motor puede modelarse usando la ecuacién de Ber-
noulli, haciendo una diferencia entre la presién de entrada y salida y multi-
plicando esta presion resultante por el area barrida y la cuerda de la hélice,
esto es:

Fxp = SpropCprop(Pdowstream - Pup stream)

= SpropCprop((Fo + %pr) — (P + %p‘/?mt))

donde P, es la presion estatica y V.. es la velocidad del aire después
de pasar por la hélice, esta velocidad es iagual al producto de la velocidad
angular de la hélice K10 v al comando de modulacién por ancho de pulso
;.

Vewit = Kmotor(st-

entonces la fuerza debida a la hélice toma la forma:

Fry = 208y Coropl (Kot 1)? = V2))

Finalmente las ecuaciones para las fuerzas aerodinamicas y momentos
longitudinales con respecto al sistema inercial de cuerpo son
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() = Lovas () + Enlolla+ O (i

fz “ Cz(Oé> + ﬁchq (Ck) + CZ(SE (04)56
+( 395 pronCoran(( Omotm«a» v5>>) (2.3)
1
m = §pv250[(] +Ch, Oé—i-Cmq2Vq—|—Cm5 de] (2.4)

2.4.2. Ecuaciones no lineales de movimiento.

Incorporando los modelos aerodinamicos y de prolpulsion descritos en las
ecuaciones (1.1),(1.2),(1.3),(1.4),(2.3) y (2.4) se obtiene

Pn = (cosf cosp)u + (sin ¢ sin @ cos ) — cos psin)v
+(cos ¢ sin @ cos 1) + sin ¢ sin ) w (2.5)

Pe = (cos B costh)u + (sin ¢ sin b cosp — cos psin )

+(cos ¢ sin 0 sin ¢ + sin ¢ cos )w (2.6)
h = usin® — vsin ¢ cos § — w cos ¢ cos f (2.7)

V2s

u:rv—qw—gsin9+p “—[Cx(a) + Cx, (a )QV (a)de]
S Y C T O,
B (1) = V] (2.8)
2 b br

0 :pw—ru+900898in¢+pv X[CYO+CY552‘]; +Cy. oV 0a+Cy;, 0]
(2.9)

, pV2S
W = qu—pv+ gcosbcosp+ [Cz(a) +Cz,(a ) (a)de] (2.10)

2V
¢ =p+gsingtand + rcos ¢ tan 0 (2.11)
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0= qcosp—rsing (2.12)

¥ = gsin ¢secd + 1 cos ¢ sec O (2.13)
p=¢—sind (2.14)

q = 0 cos ¢+ 1) cos 0 sin ¢ (2.15)

r = 1) cos gcsl — Osin ¢ (2.16)

bp
p=T1pg—Toqr+ = pVQbe[C'po—i-C'pBﬁ—i-Cp + Cs, 60+ Cpy, 0,] (2.17)

oV,
. pV2Se
qg= F5pT—F6(p2_r2)+ 2Jy [C +Ch a—i-Cmq oV —|—Cm5 0 ] (218)
. 1, bp br
7= F7pq—1“1qr—|—§,0Va Sbx [Cry +Cy B+ Cry o oV +C,— oV +Crs, 00+ Chy, 6]

(2.19)
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Capitulo 3

Linealizacion y estabilidad.

Las 15 ecuaciones resultado del capitulo anterior describen de manera gene-
ral la mecéanica de la aeronave, para un vuelo en equilibrio estas ecuaciones
pueden reescribirse de una forma sencilla, una aproximacion que describa ese
vuelo en particular. El método usado para representar las fuerzas y torques
mediante coeficientes de estabilidad y linealizar estas ecuaciones conduce al
andlisis de las derivadas de estabilidad. Una vez obtenida es forma linealiza-
da, estas ecuaciones se pueden reescribir en un formalismo mas sencillo para
trabajos futuros, en este caso son llevadas al espacio de estados. Bajo cier-
tas consideraciones este espacio de estados puede verse simplificado, en sus
modos reducidos largo y corto. El modo de periodo largo o Fugoide describe
oscilaciones largas tan prolongadas que la variacion del angulo de ataque es
despreciable, en ellas solo varia en angulo de cabeceo y la velocidad u, por
otro lado en el periodo se toman como despreciable los cambios de veloci-
dad en u, el periodo corto describe oscilaciones pequenas sobre el angulo de
ataque y la velocidad angular q.

3.1. Linealizacion

Las ecuaciones de movimiento de una aeronave pueden ser separadas en-
tre ecuaciones longitudinles y transversales [10]. Para hacer mas sencillo el
célculo con las ecuaciones (2.8),(2.9),(2.10),(2.17),(2.18),(2.19),se trabaja con
ellas rescribiendolas en una forma simplificada presentada a continuacién:

21
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X
U=1rv—qw—gsinf + — (3.1)
m
. _ Y
U =pw—ru+gcosfsing + — (3.2)
m
W= qu—pv+gcoshcosp+ Z (3.3)

Sz (J. — Jy) L J.

- _ ) z : 4
p=7p 7 qr+Jx+ 7" (3.4)
M
G=Tspr —Ts(p” —1%) + — (3.5)
Jy
. ([y - Jx) sz N sz .
= T P + 7. + 7P (3.6)

Donde

X/m = 245 (Cx (@) + Ox, (@) 2 + Cx,, (0)8c] + Zm2Coron (K1 00,6,)2 — V7]
Ym = 855 [Cy + Cy, B + v, - + Oy + O, ]
Z/m = %[Oz(ﬁ) + CZq(OZ)% + CZ(;E (CO(SS]

M/J, = 255 X [Crng + Cono@ + Cony 2 + Cy 0]

q 2V,
L= 3Jp.pV2Sb X [Cpy + Cp, B+ Cpp;% + Gy 60 + Cpy, 0] — Jus
N = 5 JozpV2Sb X [Cry + Cry B+ Crpy 5 + Cry = + Cry 80 + Cry 6] — oD

Las ecuaciones (3.1),(3.3),(3.5) son las ecuaciones longitudinales, de estas la
ecuacién que representa la fuerza actuando sobre la aeronave a lo largo del
eje X en el sistema de cuerpo es

X —mgsin€ = m(0 + qu — rv) (3.7)

Tomando como base la teoria de pequenas perturbaciones para simplificar
la ecuacién (3.7) , se sustituyen las variables que aparecen en las ecuaciones
de movimeinto de una aeronave por un valor de referencia mas una pequena
perturbacién [10], estas variables y sus sutituciones aparecen en la tabla (1)



3.1 Linealizacién 23

Velocidad sobre el eje X en el sistema de cuerpo F®  u = ug+ Au
Velocidad sobre el eje Y en el sistema de cuerpo v =1vg+ Av
Velocidad sobre el eje Z en el sistema de cuerpo F*  w = wy + Aw
Velocidad dngular Roll en el sistema de cuerpo F? p=po+ Ap
Velocidad angular Pitch en el sistema de cuerpo F® q=qo+ Agq

Velocidad dngular Yaw en el sistema de cuerpo £ r=ro+ Ar
Fuerza en el eje X en el sistema F° X =X+AX
Fuerza en el eje Y en el sistema F° Y =Y, +AY
Fuerza en el eje Z en el sistema F? Z=17y+NZ
Torque en el eje z en el sistema F* M = My+ AM
Torque en el eje = en el sistema F° L=Ly+ AL
Torque en el eje y en el sistema F° N = Ny + AN
Deflexiones en las superficies de Control 0 =09+ A0
Tabla 1

En adelante ¢, serd usada para describir las deflexiones en los elevadores de
una aeronave, y o7 es el comando de la modulacién por ancho de pulsos; més
adelante estas seran definidas como las variables de control en las ecuaciones
de movimiento longitudinales.

En la ecuacién (3.7) se sustituyen las variables que aparecen originalemnte,
por las que aparecen en la tabla y se obtiene la siguiente ecuacion

d
KXo+ AX—mgsin(fo-+A0) = [ (uo-+ Aew)+ (go-+Aq) (wort Aw)(ro+-Ar) v+ Av)]
(3.8)
Desarrollando las operaciones entre paréntesis

Xo + AX —mgsin(fy + Af) =

d
[aAvﬁ— (qowo+Aquwo+qoAw+AqAw) — (rove+Arve+roAv+ArAwv)] (3.9)

En este y los siguientes desarrollos se asume que las condiciones de vuelo
son simétricas y la fuerza de propulsién sobre la aeronave es constante, lo
cual significa que los sistemas de referencia F, F® se encuentran alineados,
al igual que el vector de viento V,, se encuentra alineado con el vector x
del sistema de cuerpo F°, en consecuencia los angulos roll y yaw son nulos
asi como los movimientos de guineada y alabeo de la misma forma son nulos,
en consecuencia las velocidades u y w son cero, con las consideraciones
anteriores
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Vo =Wy =Py =qo =170 = Po =1 =0 (3.10)

Con la informacién de la ecuacién (3.10) y despreciando los productos de las
perturbaciones obtenemos la siguiente ecuacién

Xo + Az —mgsin(fy + Af) = mAu (3.11)

Desarrollando
sin(fy + Af) = sin Oy cos A + cos Oy sin A (3.12)
Tomando en cuenta que Af tiene un valor infinitesimal entonces
sin Af ~ Ad

cos Af ~ 1 (3.13)

sustituyendo el resultado anterior en la ecuacién (3.12) se obtiene
Xo+ AX —mg(sinfy + Af cos 0y) = mAU (3.14)

Tomando en cuenta sola mente los terminso donde no aparecen las pertur-
baciones, se llega a la siguiente ecuacién

Xo—mgsinfy =0 (3.15)
Si se sustituye la ecuacién (3.15) en la ecuacién (3.14) entonces
AX —mgAf cos Oy = mAL (3.16)

En la ecuacién (3.16)la fuerza AXes la diferencia entre las fuerzas aero-
dindmicas y de propulsién en la direccién « [10].

Tomando a la fuerza denotada por X solo como funcién de (u,w, ., dr)

y al punto (ug, wo, de,, O13,) tal que X (ug, wo, ey, 07,) = Xo,entonces

la diferencial de X en el punto (ug, wo, de,, 07,) €8

0X 0X 0X 0X
dX = —(u — Uo) + —(w — wo) + 8—56(56 — 560) + 8TT

M 0 (07 — 07,) (3.17)

La aproximacién lineal de X en el punto (ug, wo, de,, 073) €8

X = X(uo,wo,éeo,éﬂ)) + dX
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0X 0X 0X 0X
= X() + —au (U — Uo) + _811) (’LU — wo) + —856 (55 — 530) + _85T (5T — 5To)
0X 0X 0X 0X
= Xg+ —A —A A —A X —Xy=AX
0+8 u+8w w + 25, 56+85T or = 0
0X 0X 0X 0X
= —Au+ —Aw+ —A —A 1
gu ST G AUt g, B0 T g BT (3.18)

Sustituyendo la expresion para AX de la ecuacién (3.18) en la ecuacién (3.16)
se obtiene

0X 0X 0X 0X i
%A U+ %A W+ —— 7. — A6, + %A(ST — mgAf cos by = mA (3.19)

9X OX 90X OX on 1a5 derivadas de estabilidad

uw ) Bw’ 8d.’ Dor
90X OX(u00.0e0.0my)

y estan evaluadas en (ug, wo, 0y, 01;), (es decir 5 = B

Haciendo Ad = 4 Au, la ecuacién (3.8) puede reescribirse como

En esta ecuacion las parciales %

0X 0X d 0X 0X

—Abe + =—Abr = (m— Au+ —A Af cos b 2

25, 6+85T T (mdt 6u) u—l—a w+mgAfcosby  (3.20)
Dividiendo entre m la ecuacién (13) y usando la notacién para derivadas
parciales n?TX(;i = fu, donde f = f(q1.¢2,...¢n) La ecuacién (3.3) se escribe de

la siguiente forma.

d
(E — Xu)Au+ X,Aw + (gcosby) A0 = X5, Ade + X5, Adr (3.21)

Aplicando el mismo método usado para simplificar la ecuacién (3.7) pero
ahora en la ecuacion

Z +mgcosfcosd =m(w+ pv — qu) (3.22)
La ecuacién (3.22) se reescribe como
Zo+ AZ + myg[cos(0y + AB) cos(¢g + Ag)]
= [l (o )] + (o -+ Ap) -+ Av) — ( + Ap)(uo + Aw)] (329

Bajo el mismo criterio de la ecuacién (3.13) y despreciando el producto de las
perturbaciones (las deltas ), y asumiendo las condiciones de vuelo simétrico
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y una fuerza de propulsién constante, tal que la ecuacién (3.10) sigue siendo
valida en este desarrollo.

Por las consideraciones anteriores la ecuacion (3.23) se reescribe de la si-
guiente forma

Zo + AZ + mglcos by cos Af — sin O sin Af][cos ¢g cos A¢ — sin ¢ sin A¢| =

m(Aw—qoAu) = Zy+AZ+mg[cos Oy cos A —sin Oy sin Af] = m(Aw—goAu)

(3.24)

Tomando en cuenta que A6 tiene un valor que tiende a cero, entonces
sinf ~ 6 , cosf ~ 1, entonces la ecuacién (3.24) se reescribe como

Zo + AZ 4+ mglcos 0y — Af sin O] = m(Aw — goAu) (3.25)

De la ecuacion (3.25) despreciando los terminos donde aparecen las pertur-
baciones se obtiene la ecuacion de la aeronave en equilibrio actuando sobre
el eje z en el sistema de cuerpo F°

Z +mgcosty =0 (3.26)
Sustituyendo la ecuacién (3.26) en la ecuacién (3.25) se obtiene
AZ 4+ mg[—Afsin Oy = m[Aw — goAu] (3.27)

En la ecuacién (3.27) AZ se obtiene de una aproximacién lineal, en este caso
sesupone a Z = Z(u,w,w, q, 0, 7), entonces en el punto (ug, wo, Wo, Go, dey 017 )
se tiene

Z =lJy+dZ =

0Z (up,wo,W0,90,0eq 0 0Z (up,wo,W0,90,0eq 0 0Z (ug,wo,W0,90,0¢( ;0 .
Zo+ (uo 08(;40 OTO)A+ (u0,wo0,10,q0 OTo)Aw—l— (OOOQO OTO)A+

07 (u0,w0,10,90,0¢q 0T, ) 07 (u0,w0,10,90,0¢q 0T, ) 07 (u0,w0,10,90,0¢q 0T, )
B Aqg+ 36 Ab. + 6 Adr

Donde Zy = Z(ug, wo, Wo, 4o, Oeq, 013 )-

07 (9Z 5Z 07 07 (9Z
(3. 28)

Donde las parciales g—Z, g—i, g—i, %—g, gTZ, 6652 , estan evaluadas en el punto

(uo, wo, Wo, Go, dey, 017 ), SUstituyendo la ecuacién (3.28) en la ecuacion (3.27)
se obtiene
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SN+ FZAw + FZAw + GZAG + SEAS, + SEASr + mg[-Absin ] =

m[Aw — goAul
0z 0z d 07 0z )
= %AU + [(@_U) — m)a + a—w]Aw + [(Uo + a—q)]Aq — mgAQ sin 6y
o4 0z
5 A0 + A =0 (3.29)
Por otro lado
0 = qcos ¢ — rsin ¢, (3.30)
entonces g
= (qo + Aq)(cos(¢g + Ag)) — (ro + Ar)(sin(¢g + Ag)) (3.31)

= Af = o cos(do+Ad)+Aq cos(do+Ad) —rg sin(do+Ad)+Ar sin(go+Ae)

= qo[cos g cos Ap—sin ¢g sin A¢|+Aq[cos ¢y cos Ap—sin ¢g sin Ap—rg sin(pg+Ad)]
+Ar(sin ¢y cos A¢ + cos ¢ sin Ag) (3.32)

Como qg =19 =¢g =0
y A¢p << 1 entonces
cos A¢p = Cospy ~ 1 y sin ¢y ~ 0 por lo cual

A = Aq (3.33)

Sustituyendo el resultado de la ecuacién (3.30) en la ecuacién (3.29)
A+ (5% —m) g + F2]Aw + [(ug + G2))A0 — mgAfsin b + 5ZAS, +
%A(ST - O

0z oz d 07 0z . d )
= —Au+ [(% - m)% + %]Aw + [(uo + a—q)% — mgsin 6y A0

oz 0z
+8—56A6€ + 8TTA5T (3.34)
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Usando la notacién para las parciales propuesta en los textos [11] (=2 =

mog;
f4:) la ecuacion (3.31) se reescribe

d d
—Z Au—[(Zy—1)—~+Zy| Aw—[(uo+2Z,)——mgsin 0| A0 = Z5, Ade+Zs, Abr

dt dt
(3.35)
La simplificacién de la ecuacion del torque M
M = J,g+1p(Je — J.) + Juo(p® — 17) (3.36)

donde I's = Le=day [y = Le=
5 Ty NARN] Ty

se logra al igual que en los desarrollos anteriores sustituyendo cada varia-
ble por un valor de referencia mas una pequena perturbacion obteniendo

d
Mo+ AM = I,—

dt(CJo + Ag) + (ro + Ar) (g0 + Aq) (I — L)

+ L. ([po + Ap)? — [ro + Ar]?) (3.37)

= Mo+ AM = I[,AqG + (rogo + roAq + Argy + ArAq)
(I, — L) + L.([pt + 2poAp + Ap] — [r5 — 2roAr + Ar?)?) (3.38)

Despreciando el producto de las perturbaciones y tomando en cuenta la ecua-
cién (3.10), entonces la ecuacién (3.34) se escribe como

My + AM = J,Aq (3.39)

Si no se toman en cuenta los terminos con perturbaciones la ecuacién (3.34)
da como resultado M, = 0, sustituyendo este resultado en la ecuacién (3.35)

AM = J,Aj (3.40)

si M = M(uw,w,q, de, dr), la aproximacion lineal de M en el punto (ug.wy, Wo, o, de, O7)
es

M(U, w, wa q, 66) 6T> - M(U(), Wo, w07 qo, 567 5T)

oM oM, 9Z,.0M, OM . . 0Z
g Nt G AW, SN, T A B A 5 Ao (3.41)
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Entonces
oM oM oz . . oM . OM 0Z
AM =M — MO 8—Au %A’U} awA a Aq, 866 A(Se, a(sTA(ST
(3.42)
Con el resultado de la ecuacién (3.37) sustituido en (3.36) se obtiene
oM oM 0z oM oM 0z d
—Aut—Aw+—A A A9, Aor = J,(—=A 4
Ju N g N g N gy AT g, A0t s A0 = Hgp ) (343)
agrupando terminos y retomando la ecuacién (3.30)
oM oM OM d oM oz
0 S ow e @™ T s, M0 T as, M
d, OM d? oM d
=[1,(=) - 8_q] ¢=[ly(75) — 8—QE]A9 (3.44)

Usando nuevamente la notacién propuesta en los textos [11] (-2 7 8% = f,) la
ecuacion (3.39) se reescribe

d? d

S+ ()~ M, o

M, Au—[M, + M, 7 ]

AG = M, AS, + Ms, Ady (3.45)

Las ecuaciones longitudinales ya linealizadas son

d

(E — Xu)Au 4+ X,Aw + (gcosby) A0 = X5, Ade + X5, Adp (3.46)
d d )
—ZAu—[(Zy l)dt+Zw]Aw—[(u0—l—Zq)%—g sin Op] A0 = Zs5, Ao+ Zs, Adr
(3.47)
d d? d
M, Au— [M,, + M, o —|Aw+ [(dtQ) qut]AH = M;, Ao + My, Adp (3.48)

3.2. Estabilidad

Por lo general al disenar una aeronave se busca que esta sea cémoda y
segura, en la que el vuelo sea recto y nivelado, con ascensos y descensos
suaves y nivelados; se busca que una aeronave sea estable.

Una aeronave es un sitema dinamico, en general el estudio de estabilidad
de un sistema hace referencia al comportamiento de este dentro de limites
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aceptables, es decir, si para toda entrada acotada se obtiene una salida
acotada independiente de su estado inicial. Al mismo tiempo la respuesta del
sistema a un impulso tiende a cero cuando el tiempo tiende a infinito.
Fisicamente una aeronave estable al experimentar una perturbacién en su
movimeinto esta retorna por si sola a su estado original como resultado de
las fuerzas restitutivas debidas a la accién aerodinamica sobre la aeronave.
La perturbacion de la que se habla puede tener origen en factores externos,
como perturbaciones atmosféricas, o tambien a acciones en superficies como
el timén, los alerones, los elevadores etc.

Llegando a la conclusién de que una aeronave sumamente estable no sola-

mente se opondra a perturbaciones externas, sino también a perturbaciones
debidas a las superficies de control sobre la aeronave. En otras palabras un
sistema que es estable en lo absoluto no puede ser un sistema satisfactoria-
mente controlable.
Un planeador o un aviéon comercial son ejemplos de sistemas estables. Avio-
nes furtivos cuya geometria los hace sumamente inestables como el F-117A
son buenos ejemplos de aeronaves donde un sistema de control actia para
estabilizar la aeronave.

La accion de las superficies de control actuando a una distancia apreciable
del centro de gravedad de la aeronave genera los momentos para equilibrar y
controlar las rotaciones al rededor del eje y [12], contrarrestando el momento
de cabezeo de otros componentes de la aeronave, como el ala, el fuselaje, etc.

El aporte de estos momentos actuando sobre el centro de gravedad

Meg = Meg,, + Meg,. + Mg,

Donde .

M., es el momento respecto al centro de gravedad de avion.

M,,,.es el momento respecto al centro de gravedad de avién por la accién
del fuselaje.

Mg, es el momento respecto al centro de gravedad de avién por la accién
del ala.

M,g4,es el momento respecto al centro de gravedad de avién por la accién
del timon.

Para obtener un equilibrio estatico, la suma de estos momentos debe ser
cero, y como se ha hecho en este capitulo con el analisis de los coeficientes
aerodinamicos, resulta conveniente adimensionar estas ecuaciones.

Suponiendo que la aeronave se encuetra trimada, y esta repentinamente
es sometida a una perturbacion, dando como resultado un aumento en el
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angulo de ataque, como aparece en la figura.

Cm
Airplane 2
(+) N
Nose Up \
A B C
[o3
)
Nose Down
Equilibrium Point Airplane 1

Figura 3.1: En esta imagen se representa como la pendiente negativa de C,,
asegura que la aeronave sea longitudinalmente.

Si la pendiente de la curva fuese positiva puede observarse que A co-

rresponde al punto B sobre la curva que implica un coeficiente de momento
positivo que tiende a levantar la nariz del avion, aumentando atin mas el
angulo de ataque. Esto configura obviamente una situacion inestable. Si la
pendiente de la curva fuese negativa el incremento de angulo de ataque pro-
ducido por la perturbaciéon A se corresponde con el punto C que a través
de un coeficiente de momentos de cabeceo negativo tiende a bajar la na-
riz, reduciendo el angulo de ataque, mostrando una tendencia de retorno al
estado original A. Entonces el requerimeinto de estabilidad requiere una pen-
diente negativa [10], cuan grande debe ser este valor depende en mucho del
disenador de la aeronave. La estabilidad estatica del avién establece si los
momentos y fuerzas que genera la configuracién del mismo, son los adecua-
dos para producir la recuperacién ante una perturbacion cualquiera que lo
desplace de su posicion de equilibrio, respecto del baricentro del mismo.
El diseno de los elementos sustentadores de la aeronave, en concreto las alas,
pueden ser un factor considereble para condiciones de equilibrio en una ae-
ronave. Clasificando a las alas de un aeronave segiin su perfil aerodinamico,
estos pueden dividirse en 3 tipos, perfiles de una curvatura, perfiles sin cur-
vatura y perfiles de dos curvturas.

Para el perfil de una curvatura en su linea media:
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1) Valores de C; aceptables

2) Valores de Cy bajos

3) Valores de (), que deberdn compensarse

Debe proveerse un momento adicional ya que el perfil “buscard” por si
solo llegar al valor de su ay.

Para el perfil sin curvatura (simétrico) en su linea media:

1) Valores de C; aceptables

2) Valores de Cy altos

3) C= 0 para 0° de incidencia. Debe proveerse algiin momento adicional
para que exista sustentacién. El perfil “buscara” siempre el apg= 0°

Para el perfil con doble curvatura en su linea media.

1) Valores aceptables de C;

2) Valores de Cy algo mayores a los del perfil asimétrico

3) C,, nulos en la zona de vuelo,No necesita adicionar otro elemento que
anula el momento en el C,,

Con lo expuesto anteriormente puede deducirse que el perfil asimétrico es
inestable, el perfil simétrico es indiferente y el perfil con doble curvatura es
estable o autoestable [12] .

3.3. Derivadas de estabilidad

El método para representar a las fuerzas y momentos aerodinamicos por sus
respectivos coeficientes aerodinamicos propone asumir que las fuerzas y mo-
mentos pueden se rexpresados como una funcién de los valores instantaneos
de las variables de perturbacion, las variables de perturbacion son valores
instantaneos desde las condiciones iniciales del vuelo de referencia.

Una perturbacién en la fuerza aerodinamica puede presentarse en términos
de una expansion en serie de Taylor alrededor de un punto.

Por ejemplo la fuerza X

. . : - 0X 0xX . . 0X . .
AX(U, u,w,w, ..., 53, 66, (ST, (ST) = %AU —+ %AU + ...+ %A&T (349)
En la ecuacién (3.49) el término
0X 1
S = QS (3.50)
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donde
oC,

Cpr, = =

" 9(u/u)

y @ es la presion dindmica a la cual se hace referencia para representar una
fuerza aerodinamica F' = CrQS , como alternativa a la forma F' = Cp% pSV?2.

(3.51)

En la ecuacién (3.121)la derivda 2= tiene dimensién pero ya que se ha

definido C,, como adimensional, entonces se propone agregar ug en la parcial
de la ecuacién (3.50)

Afortunadamente muchos de los terminos que aparecen en la ecuacién

(3.49) pueden ser descartados ya que en la practica muchos de estos pueden
tener valores despreciables [10].
A continuacion se usard la aproximacion de las derivadas de estabilidad para
representar las fuerzas aerodindamicas y momentos aerodindmicos actuando
sobre la aeronave. Las expresiones para cada fuerza y momento incluyen solo
los términos usualmente mas importantes en el estudios del movimiento de
una aeronave.

3.3.1. C,

u

La fuerza sobre el eje x (i en e sistema de cuerpo F®)es el resultado de

la suma de las fuerzas de empuje y arrastre.

Tomando en cuenta que el cambio sobre la fuerza X es un resultado a la
velocidad u

0X
AX = —A .52
ou " (3:52)
Debido a que
X=-D+T (3.53)
entonces
B d(—-D+T) B oD oT 0X B oD 0T

La fuerza de arrastre D es el ejemplo de una fuerza producida por un
cuerpo en movimiento en medio de un fluido, por tanto la forma de esta
ecuacion es

F = %pSVZCF (3.55)
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donde p es la densidad del fluido que circunda al cuerpo, S el area del cuerpo,
V2 la velocidad del cuerpo y Cf el respectivo coeficiente aerodindmico de esta
fuerza.

De la ecuacion (3.55) podemos expresar a D como

D= %pSV2C’D (3.56)

Entonces

0D _ 130 apy aCD

Evaluando en el punto de equilibrio es decir para un valor ug de u

oD 1 ,0Cp

% QPS( a + 2UOD0) (358)

Con el resultado de las ecuaciones (3.58), y (3.121), sustituidas en la
ecuacion (3.54) se obtiene

1 B pS ,0Cp oT
Cxuu—OQS = 3 —(ug e + 2uoCp,) + B
B _ﬁ ,0Cp oCr
5 (ug oM + 2uoChp,) + (u/uo)QS (3.59)
B _pSu% oCp QS
= 0y, = -5 58 )+ Cn o (3.60)
Como se habia mensionado anteriormente
2 2
pS‘Q/CzQSC;»Q:% (3.61)

Con el resultado de la ecuacién (3.61), la ecuacion (3.60) toma la forma

OC

0Cp
C,. = — +200,) + Cr. 3.63
(8(u/u0) D ) T, ( )

C,, = —(Cp, +2Cp,) + Cr, (3.64)
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3.3.2. (C,

(03

Las principales fuerzas actuando sobre la aeronave estan representadas en
la figura (3.2); de estas fuerzas las fuerzas aerodindmicas presentes en el eje
x del sistema de cuerpo F? son la fuerza de arrastre D, empuje 1" asf como
una componente de la fuerza de sustenciacion Fp, dando como resultado la
siguiente ecuacion

Figura 3.2: En esta imagen se esquematizan los vectores de fuerza sobre una
aeronave, en esta los ejes X,Y, Z corresponden al sistema de cuerpo

1
F,=Fpr—Fp+sinaF, =F, = §SpV20x

1 1 1
= ESpVQC’T — §SpVQC’D + ESpV2CL sin « (3.65)

Tomando en cuenta solo los coeficientes aerodinamicos C,, Cp, Cp, Cp,
C,=Cr—Cp+Cpsina (366)

En la ecuacién anterior nuevamente consideramos angulos para a con valores
infinitesimales
por tanto sin « >~ a. Con este resultado

C,=Cr—Cp+aCp
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Derivando esta ecuacién en funcién de o se obtiene

oCc, 0Cr 0Cp oCr,
o~ 90 da —i—C’L—l—oza—a (3.67)

Asumiendo que el coeficiente aerodinamico de empuje es independiente del
angulo de ataque «, ya que esta depende del sistema de propulsiéon de la

aeronave, entonces % = 0 dando como resultado
8Cx . 8C’D ac(L
e - oo +CL + Ao (3.68)

Evaluando la ecuacién (3.68) en las ecuaciones de vuelo de referencia donde

a=0
oC, aCD)
Jda oa °

Cx:<

a

Jo=Cr, —( (3.69)

La fuerza de arrastre aerodinamica puede modelarse por una gran can-
tidad de métodos matematicos [3], cuyo resultado al graficar la fuerza de

arrastre D en funcién de la fuerza de sustentacién se presenta en la grafica
(3.3)

Co

Figura 3.3: En esta imagen se presenta la grafica de C'p en funcién de Cp,
esta grafica puede aproximarse a una parabola.

Esta funcién se puede aproximar a una parabola

y = a + bxr? (3.70)
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al cambiar y por Cp y Cf por x en la ecuacién (3.69) se obtiene

Cp =a+bC2 (3.71)

El valor de a es el coeficiente de arraste de la carga parésita [8] denotado
por Cp,, dando como resultado para Cp

Cp = CDp + bC% (372)

EL valor de b presente en las ecuaciones (3.70), (3.71),(3.72) es un va-
lor que debe ser encontrado experimentalmente el cual es proporcional a la
relacion de aspecto del ala y al factor de eficiencia de Oswald

1
b= .
erAR (3.73)

En la ecuacién (3.73) AR = b2/S donde by es la envergadura del ala y S
el drea de esta.

La ecuacién (3.72) se reescribe como

02

_ L
Cp=Cpy+— (3.74)

Para Cf, algunos textos [3] proponen usar una aproximacién lineal

_ oCy, oCy  0CL
Cr(a, q,6,...) = [Cr, + 50 & + 9 q-+ 25, Je + ... (3.75)

Ya que solo interesan los téminos donde aparecen el angulo de ataque «, los
: aCL . dCL . 9CL ) . :
terminos G 5y 0 8—5656, ... en al ecuacién (3.75) se desprecian obteniendo

una relacion para Cp,
oCy,

CL(Oz) = [CLO + %a] = [CLO -+ CLaa] (376)

Sustituyendo la ecuacién (3.76)en la ecuacién (3.74)

[CLy + CL, )
emrAR

Cp = Cpp + (3.77)
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Derivando parcialmente la ecuacién (3.77) con respecto a « se obtiene

8CD . Q(CLO + OLaOé) o ZCLO QO%QOJ
oo emrAR Lo ™ eWARCL“ + emrAR (3.78)

Evaluando en las condiciones de vuelo de referencia es decir, cuando av = 0

oCp, 20, 207.(0) 20,
( oo Jo= eﬁARC + erAR eﬂARCLO‘ (3.79)

Finalmente con el resultado de (3.79) se concluye

201,
erAR

C,. =Chy — Cr. (3.80)

@

3.3.3. C.,

Como lo muestra la figura 1, la tnica fuerza actuando sobre el eje z en el
sistema de cuerpo F° es la fuerza de sustentacién obteniendo

Z =—Lcosa (3.81)
Reescribiendo la fuerza L en terminos de la ecuacién (3.14), tomando solo el

primer termino de la expancién en serie de Taylor para la funcién coseno y
ausmiendo que « es un angulo infinitesimal , entonces

1 1
Z = —§Spu2CL cos o = —§Spu20L (3.82)

Derivando parcialmente Z con respecto a la velocidad

0Z  0(5puCL) 1, 0(u*Cp) 200
= = 5SS = oSl + (38
Evaluando en las condicioes de vuelo de referencia
,0C, 1 oCy,
—Spl2 2 84
Sp[ uoCL, _'_UO ou ] SIO[ UOCLO +u0( (U/UO))] (3 8 )

Entonces 87 )
Ju = —§Spu0[ZCLO +uoCl,] (3.85)
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En la ecuacién (3.85) 22 = Cyp, - 2o @S entonces
S puo
CZu = QQS [QCLO + UOCLu] (386)
Por el resultado de la ecuacién (3.61)
C.. = —2CL, +CL,] (3.87)
De la ecuacion (3.84)
0CL _a_0CL _u 9C; (3.88)
O(ufug) ad(u/ug)  a d(u/a)
En la ecuacién (3.89) a es la velocidad del sonido, por lo tanto
oCy,
Cr,=M— 3.89
b= MOk (3.89)
donde M es el nimero de Mach
La formula de Plandtl-Glavert [10] propone
Crin=o
O, = —=—=—_ 3.90
L= (3.90)
Derivando C, parcialmente respecto al nimero de Mach
aCy M
91
oM~ rioae (3.91)
Evaluando en las condiciones de vuelo de referencia
OCL M
— .92
Finalmente sustituyendo este resultado en (3.90)
M2
Cr, =Cry—=5 T (3.93)
La ecuacién (3.87) se reescribe
M
Cz, = Cr, —2C, (3.94)
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3.3.4. Oy

De la figura (3.2), la fuerza sobre el eje Z en el sistema de cuerpo es
Z = —(Fp+ Fpsina) (3.95)

Nuevamente tomando solo el primer termino en la expancién de Taylor para
la funcién seno y asumiendo que « tienen un valor infinitesimal

sina ~ 1 (3.96)
Con este resultado la ecuacién (3.95) se reescribe
Z =—(F.+ Fpa) (3.97)

Reescribiendo la ecuacion (3.95) en termino de la ecuacién (3.55),
1 1
55,002 = —§Sp[C’L + CD(I]CZ = [CL + CDCY] (398)

Derivando parcialmente con respecto a «

602 - 8CL aCD
7 =l tas =+ Cp) (3.99)

Evaluando en las condiciones de vuelo de referencia, es decir o« = 0

oC oC
Cza = ("5 = ~[Cry +(0)5 7 +Cp,] = ~[Cr, +Cp)  (3.100)
3.3.5. Cya

Los coeficientes aerodindmico Cy, y Cy,,, Surge debido a la demora en la
corriente descendente del ala al llegar a la cola.

A medida que el angulo de ataque del ala cambia la circulacién alrededro
de esta se altera el cambio en la circulacion altera la caida del flujo en la cola
, sin embargo se necesita de un tiempo finito para que esto suceda. Al flujo
de viento que atraviesa le toma un tiempo At = [;/u para llegar desde el ala
hasta la cola de la aeronave. Esto se muestra en la figura (3.4)
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El retraso en el angulo de ataque de la cola puede expresarse como

de
Aoy = —At 3.101
Qy dt ( )
donde % es un resultado derivado de a teorfa de ala finita [10] y definido

dt
como

de QOL
= Tbow 102
dt wAR, (3.102)
Entonces Qe | e do I PR
Aoy =Lt 0% O, (3.103)

—— = = —

dt ug dadt ug do ug
Ya que se trabaja solamente con la sustencién en la cola de la aeronave, y
como la unica fuerza aerodinamica sobre este ehe es la fuerza de sustentacién

L entonces
AZ = —Al, (3.104)

(Donde el subindice t hace referencia a "tail”, cola en inglés)
Reescribiendo la ecuacién (3.104)

AZ - QSAOZ - —Alt - _ACZtStQt - _OLatAdStQt (3105)

entonces A oA 0.5
AC, = 28— Le oMo
QS QS

done Cp,,, es la derivada del coeficiente de sustentacion con respecto al dngulo
de ataque en la cola.

(3.106)

De la ecuacion (3.106)

AC, = —C’LatAOzm%labelcw (3.107)
donde 0
t

—_—ld 3.108

=0 (3.108)

llamado factor de eficiencia horizontal de cola

Por el resultado de la ecuacién (3.103)

de . lt St

ACy = —Cyp, ——a-Ltn=t 1
CZ CL% daOéuoT]S (3 09)
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Nuevamente para conservar a C'z, como un coeficiente adimensional, se define

. 8CZ . 2u0 8CZ
Czs = d(ac/2uy) ¢ 0o (3.110)

Por las consideraciones tomadas desde el principio derivar C'z, es equivalente
a derivar ACy,, derivando respecto de & la ecuacién (3.109) se obtiene

2 de 1 d
Cy. = _E[CLat_g_t ﬁ] _ _QVanLai (3.111)

“ c doug ' S

Donde % = Vg, llamado relacién de volumen horizontal de cola.

3.3.6. Yy,
De la ecuacién (3.75)
ACL:CL—CLO :CLQO./—FCL(S@(;@—}-... (3112)

En este desarrollo solo se consideran con los términos donde aparece 9.,
obteniendo

ACL = Cp, 0. (3.113)

En la ecuacién (3.113)

aCy,
= — 114
OLES d5€ (3 )
Al igual que en la ecuacién (3.111)

AZ = —AL = —AL, (3.115)

De la ecuacion (3.115)
—~AL = QSAC, (3.116)

Entonces S,QAC g
t\yt L t
— =t —p—A 11

Combiando la ecuacién (3.117) con el resultado de la ecuacién (3.113) se
obtiene

ACL =

Sy dCy,
ACL, =n——— A1
Derivando (3.118) con respecto a 6,
Sy dC',

Cr, =g s (3.119)
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3.3.7. C,.

El coeficiente de torque m depende del nimero de Mach que a su vez
depende de la velocidad del sonido, por tanto

oC, dCm
="M — y— A2
Cm O(u/up) "5 (3.120)

Podemos reescribir la ecuacién (3.120)

_a 0Cm  uy 0C,, aCm
Crm, = a°ou o(u/a) Mo oM (3.121)

3.3.8. C,.

La derivada del coeficiente con respecto al angulo de ataque a puede ser
planteada como la suma de las derivadas de cabeceo, con respecto al angulo
de ataque del fuselaje f, el ala w, y la cola t.

Cn = Crnoy + Cona, + Con, (3.122)

Para obtener C,,,  se analiza la figura (3.4) , en la cual se remplazan el ala por
la linea de cuerda ¢, la distancia de la linea de cuerda al centro aerodinamico
se denota por X, , y la distancia del centro de la linea de cuerda al centro
de masas se denota por X, . El angulo de la linea de cuerda con la linea de
referencia del fuselage se denota por 7,,.

Sumando los torques al centro de graved se obtiene

M g = Ly cos(ty — i) (Xeg — Xae) + Dy sin(auy — i) (Xeg — Xac)

+ Ly sin(auy — @) (Zeg) — Dy cos(any — 1) (Zy) + Mg (3.123)

dividiendo (3.123) por %pVQSE, para quedarse solamente con C,,

Xcg Xac

c c

Cmcgw = CLw(

) coS(ty — Ty) (3.124)
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Figura 3.4: Imagen del sistema ala timén
Asumiento que el angulo de ataque es infinitesimal, se encuentra que
coS(y — Ty) = Isin(ay, — 1) =2 Gy — Ty (3.125)
Ademas C', >> C'p , obteniendo
Xeg  Xac Z ,
Ccmgw = OLw( _g — — ) + CLng(Oéw — Zw) (3126)
c c c
Si después se desprecia el término C’Lw%(aw — i) en (3.126)
Se obtiene x %
Conegw = Conacw + Crau( 22 — 29 (3.127)
c c
Introduciendo para Cf, de la ecuacién (3.76) se obtiene
XC XOCC
Cmcg'w = (Cmcaw + C’Law + CLawaw)< Eg — ?) (3128)

Derivando Cy,cq con respecto a o, y evaluando en las condiciones de vuelo
de referencia

aCYmcgw XC Xac
— Y = Crnow = Clrow(—2 — 3.129
(Fomaam), (02— Ko (3.120)
o simplemente
X Xac
Omaw = CLaw(# - ) (3130)

c
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Para encontrar C,,, se debe analizar la fuerza de sustentacién [. esta
puede tomarse como la suma de la sustentacion, por el ala L,,, y sustentacion
por la cola de la aeronave [;

L=1L,+ L (3.131)

Reescribiendo

S
L=QSC. =QSCL, + Q:;S:CC. = QS,Cri + Cruy = ngcu +CLu
(3.132)

Por otro lado el torque M; producido por la fuerza actuando en la cola de la
aeronave puede igualarse a la distancia de la cola al centro de masas [; por

la fuerza de sustentacion en la cola.
M, =1; x (—L;) = —l;Lysin ', donde 0" = 90°

Entonces
Mt - ltLt (3133)
Dividiendo (3.133) entre 3pV2S¢
Mt ltSt
— L —=C,=—-——InC 3.134
%pV2SE Ge T ( )

va que Vi = %2 la ecuacién (3.134) se reescribe

El angulo de ataque de la cola oy es escrito en muchos textos como
A = Oy — /L'w —c+ Z't (3136)

donde «,, es el angulo de ataque del ala, 7,, es el angulo de incidencia del ala,
1; es el angulo de incidencia de la cola y € es el angulo de deslizamiento.
el coeficiente C'; puede escribirse como

CLt = CLatat = CLat (CYw — /L'w —c+ Zt) (3137)

El dngulo de deslizamiento se puede expresar como

de
= — 3.138
5 80+daa ( )
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donde ¢ es angulo de deslizamiento cuando a = 0
Sustituyendo los resultados de las ecuaciones (3.137) y (3.138) en (3.135)

de

Cm = _VHnCLat (aw — iy + €0 + @aw + Zt)Cvm
. . de
= VunClra, (g0 + tw — it) — VanClra,a(l — %) (3.139)
Derivando (3.139) entre oy
Con = Vg (1 — ) (3.140)
ma, — NVHULay do .

Con el resultado de la ecuacion (3.137) y (3.131) sustituyendo en (3.123) se
obtiene

Xey  Xao d
oy = Cra (522 = Z2) 4 Cry, = Vi Oy, (1 50) (3.141)

C C da

Del analisis hecho sobre la derivada de estabilidad C),, para el ala sola,
entonces de la ecuacion del torque sobre un ala sola (3.130) se deduce que,
para haya estabilidad longitudinal en el ala el coeficiente de torque C,,, debe
ser negativo, debido a que Cp, ~siempre es positiva, entonces X¢, < Xcgq.
Esta sera condicion de equilibrio para el ala sola.

De igual manera en las condiciones de estabilidad estatica longitudinal
para el sistema ala-estabilizador se debe cumplir que C,,,, < 0, de la ecuacién
(3.141), C,,,, se encuentra acotado en un rango de valores que consideran los
valores para C,,, como aceptable [12], es decir —0,01 < C,,,, < —0,02

El momento total sobre el Centro de gravedad de la aeronave puede obte-
nerse sumando el momento del ala, la cola y el fuselage, obteniendo (3.141),

si en esa ecuaon C,, = 0 entonces la aeronave se encontrard en equilibrio.
— — Xeg X, de
0=Cho = CLo, (52 = =22) + O, =0V Clr,, (1= 52)
Xcyg
c
Xeg _ Xae Cmay Croy _ de
c ¢ CLay, + CLay, nVHOLaz( da)
X D
En esta ecuacion =2 es llamado el punto de neutro, representa la posicion
mas retrasada que puede ocupar dicho centro de masas para que el avion sea

estaticamente estable.

Si de esta ecuacion se despeja

, se obtiene
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3.3.9. C,,

De la ecuacién (3.133), una perturbacién en el torque M puede escribirse
como

AM = —ltALt == _ltCLQt AOétQtSt (3142)

con el resultado de la ecuacién (3.103) sustituyendo en (3.142) y dividiendo
entre QS, se obtiene

AM L,Cr,. + AaQS, de .l

S = AG,, = — e = VuCr, ot 3.143

QS QS T Lo 40, ug (3.143)
Si se define C,,, = a(gac/guo) = 2u0 90

Como se habia mencionado anteriormente derivando AC,, equivale a de-
rivar C,,
Entonces al derivar AC,, con respecto de & se obtiene

8 d€ . lt d€ lt 2U0
2 (- Ty — (= Ty e 144
8d( WiCla, d auo) ( nVHCL‘” dov uo) c (3 )
ly d
= O = —20, qVp2 (3.145)
¢ ¢ da
3.3.10. Cmq
De la ecuacion (3.133)
AM = ltALt = _ltCLat AatQtSt (3146)
Ya que Aa; puede escribirse como Aa; = i—lg
Entonces (3.146) puede reescribirse como
qly
AM - _ltOLat U—QtSt (3147)
0
Dividiendo entre Q.S para obtener AC,,
AM qliQi Sy qly
— =AC,, = -l,C = —VynCr. — 3.148
03 tULa, 100 HNC L, % ( )
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Nuevamente por mantener sin dimensién a Cy,,, se define

O, = d(cc/2up) ¢ Oq

(3.149)

Derivar AC,, es equivalente a derivar C,, [10] es equivalente a derivar C,,
por tanto

8 qlt l 2U/O
Cm, = =—(=VunCr, —) = =VgnC — 3.150
q aq( HT) LatuO) HT) LatuO( = ) ( )
[
= C, = —2VynCr,, f (3.151)
3.3.11. Omée
De la ecuacion (3.133)
donde |
AL = AOLtEpVQStlt (3.153)
Dividiendo la ecuacién (104) entre 3 pScu?
AM LACL 5pV2S,
— _=AC, = 2 = —VunAC, 3.154
1pScu? 1pScu? = ( )
De la ecuacién (3.117)
St ACLS
ACE = AC), = AC), = 3.155
=3 g L= lt nSt ( )
ya que AC}, tambien es nSt = dca = ACL
entonces JC
AC, = =5, 3.156
le o, ( )

Con el resultado de la ecuacién (3.155) sustituido en la ecuacion (3.154) se
obtiene

d
AC,, = —Vn s, (3.157)
dd.
Derivando respecto de 0. la ecuacién (3.156) se obtiene
dC
Cons, = —Virn—<" (3.158)

do.
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3.4. Aproximacién longitudinal

El conjunto de ecuaciones longitudinales ya linealizadas escritas en su forma
matricial son llamadas espacio de estados y son representadas matematica-
mente como

i = Az + By (3.159)

donde z es el vector de estado, n el vector de control y las matrices Ay B
contienen las derivadas dimensionales de la aeronave.

En la practica Z, y Z,, son despreciadas porque sus contribuciones son insig-
nificantes [10]. En las ecuaciones (3.46) y (3.47) el angulo 6 tiene un valor
que tiende a cero, por lo cual cosfy >~ 1 y sinf ~ 0; entonces la ecuacion
(3.46) toma la forma

At = X, Au+ XoyAw + gAb + X5, NS, + X5, Ady (3.160)

Con las consideraciones anteriores para Z, y Z; y despejando Aw de la
ecuacién (3.46) esta se reescribe como

A = ZyAu + ZyAw + ugA0 + X5, A, + X5, A0y (3.161)

De la ecuacion (3.39) .
Ad = Ag (3.162)

Con la ecuacién (3.39) se puede reescribir la ecuacion (4.47) como
— My Au — MyAw — MyAi + Ag — MyAG = Ms, A6, + Ms, Adp  (3.163)
al despejar Ag de (3.163) se obtiene
Ag = MyAu+ MyAw + MyAus + M,Aq + My, A5, + My, sy (3.164)

si en la ecuacién (3.164) se sustituye Atw por
ZuAu + ZyAw + ugAbd + X5, Ad. + X5, Adr y se agrupan terminos se
obtiene

Ag = (M, + MyZ,)Au + (M, + My Zyy) Aw + (M, + Myug)Aq

+(Ms, + My)Ade + (Ms, + My Zs,. ) Adr (3.165)

Si en las ecuaciones(3.161),(3.160),(3.162),(3.165) con los terminos Aw, A, Af, Ag
son despejados y se toma a (Au, Aw, Ag, A#)T como el vector de estado y a
(Ad., Adr)T como el vector de control, entonces la representacién en el espa-

cio de estados de las ecuaciones (3.46),(3.47),(3.48) y (3.33) tiene la siguiente
forma
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At X X 0 —g| [Au
A Zy Zw o 0| |Aw
Ag| = | M, + MyZe My+MyZy M,+Mguo 0| |Aq| ™"
Af 0 0 1 01 ]A0

X;, Xs,

Zs. Zs, AS,

M(ge -+ J\fu')Z(g6 M(;T + Mu’)ZJT |:A5T:|
0 0

La fuerza sobre el eje X y el eje Z en el sistema inercial de cuepro F? , asi como
el torque M forman el conjunto de ecuaciones longitudinales de una aeronave.
Dichas ecuaciones al describir el movimiento de un avién perturbado de sus
condiciones de vuelo en equilibrio se caracterizan por dos modos de oscilacién
en su movimiento.

El primero de estos modos de movimiento llamado periodo largo es un ligero
amortiguamiento en el cambio de altitud a lo largo del tiempo Figura(3.5).

Altitud /‘\ ~

k———— Long Period —ol

Figura 3.5: Periodo de oscilacion largo, de un tiempo estimado en 30 segundos

El segundo es un movimeinto amortiguado més fuerte y tiene un periodo
corto de oscilacion se llama modo de periodo corto Figura(3.6).
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Angulo de
ataque Time

————— Short Period

Figura 3.6: Periodo Corto, con una velocidad u constante, y una frecuencia
de fracciones de segundo.

3.4.1. Periodo largo

El modo de oscilacion largo es caracteristico por cambios en la actitud pitch,
la altitud y la velocidad en un angulo de ataque casi constante.

Una aproximacion al modo de periodo largo se obtiene al despreciar el torque
M y asumir que el angulo de ataque es cero

_Aw

U

Aa (3.166)

Si Aa = 0 entonces Aw = 0
Con las consideraciones de la ecuacién (3.166), las ecuaciones (3.46) y (3.47)
toman la forma

(% — Xu)Au~+ A0 = X5, Ad. + X5, Adr (3.167)
~ZyAu— ((ug + Zq)%)AQ = Zs5, A6, + Zs5, Aoy (3.168)

De la ecuacion (3.167)
At = —gAbd + X, Au + X58A56 + XgTA(ST (3169)

De la ecuacion (3.168), despreciando Z, se obtiene

. _ZA
Af = _Zu

+ Zs,Abe + Z5, Adr (3.170)
Uo



52 Linealizacion y estabilidad.

Del sistema formado por las ecuacioens (3.169) y (3.170), la matriz de estados
resultante es
A= {2 _09] (3.171)
ug
De esta matriz se puede obtener la ecuacién caracteristica para encontrar la
frecuencia y relacién de amortiguamiento de periodo largo.

De la ecuacién
Al — Al =0 (3.172)

Donde A es una constante e I es la matriz identidad
De las ecuaciones (3.171)y(3.172) se obtiene

A—X, -1 2
‘ _Zu )\’:O:)\Q—Xu)\——gzo (3.173)
uQ Uog
Esta es una ecuacién caracteristica de la forma.
A — 20w —w?=0 (3.174)

donde los eigenvalores son

7
X, +4/X2+ 4M] /2 (3.175)
Uo

Por ser este un sistema de segundo orden [13] la frecuencia y relacién de
amortiguamiento son

A:

—_ ug

_ 3.176

w ” (3.176)
X,

(=-— (3.177)

PATI
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3.4.2. Periodo corto

La aproximacion de periodo corto es obtenida si la perturbacién en la velo-
cidad u es cero, es decir Au = 0 y por tanto cualquier fuerza sobre el eje X
en el sistema inercial F* serd despreciada.

Con esas consideraciones las ecuaciones longitudinales ya linealizadas tiene
la forma

(1 = Zy) A — ZwAw — ((uo + Z,)A0) = Zs, A6, + Z5, Adp  (3.178)

— My A — MyAw + (8 — M) = Ms, Ad. + Ms, Adp (3.179)

Despreciando Z, y Z,, y tomando en cuenta que Ag = Af
Las ecuaciones (3.178) y (3.179) toman la forma

Aw = Zy,Aw + ugAq + Zs, Abe + Zs, Aor (3.180)

AG = MyA + MyAw + M,Aq + Ms, AS, + Ms, Ady
= My(ZyAw + ugAq + Zs, Ad. + Z5, Adr) + MyAq + Ms, Ad. + Ms, Adr
= (My+MyZy) Aw+( M+ Myug) Aq+(Ms,+ My Zs, ) Ao+ (M, 4 My Zs, ) Adr
(3.181)

Del sistema formado por las ecuaciones (3.180) y (3.181), la matriz de estado
es

_ Zu U
A= 4 MaZu M, + Mg (3.182)
De la relacién
Aa = ﬁ—;"
Se obtiene
1oM 1 oM wy OM
M, = LoM 1 = WO M, 3.183
I, 0a I, (0Aw/uy) I, Ow o ( )
10Z 1 07 ug 0Z
Lo = = — = —— = ugly 3.184
moa  m(0Aw/uy)  m ow 1o ( )
1o0M 1 oM ug 07
M= 2o 1 oM woZ 3.185
m Oy  m(0AWw/ug) m ow o ( )
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Con las ecuaciones (3.183), (3.185) y (3.184), la matriz A toma la forma.

Za 1
{Ma Mz M, + MJ =4 (3.186)
De la ecuacién (3.172) se obtiene
T - = N (Mo 4 M 204 M2 M, =0
_Ma_MdZ_g )\_(Mq+Ma) N ( + UO) + 0_ -
(3.187)
Los eigenvalores de la ecuacién (3.186) son
(M, + My Z=) :t\/ (M, +Maf§ — A(M,Ze — M,)
\ = (3.188)

De esta ecuacién, por ser un sistema de segundo orden [13], se deduce que la
frecuencia sea

Za
= \/(Mq— - M,) (3.189)
Uo
El amortiguamiento de periodo corto
M, + My2=
(=-——1 “w (3.190)

2wn,,



Capitulo 4

Resultados Numéricos

Para analizar los perfiles simétricos, asimétricos y autoestables se selecciono el
software XFLR5, el cual permite graficar todo tipo de perfiles aerodinami-
cos, superficies de sustentacion y control, asi como analizar sus principales
caracteristicas aerodinamicas, en este estudio se usaron principalmente per-
files NACA de 4 digitos a excepcion del perfil CLARK Y y el perfil NACA
747a415. Este software también perfmite analizar las principales caracteir-
sitcas aerodinamicas de prototipos a escala, en este caso se disenaron dos
prototipos y se analiza concretamente la estabilidad longitudinal estatica en
cada prototipo disenado.

4.1. Analisis de perfiles.

Perfiles simétricos. El perfil NACA 0009 es un perfil simétrico cuyo
maximo espesor corresponde al 9% de su cuerda. El segundo perfil simétrico,
el perfil NACA 0012 es un perfil simétrico cuyo méximo espesor corresponde
al 12 % de su cuerda ambos perfiles se muestran en la imdgenen 4.1.

Perfiles asimétricos.En estos perfiles se usa como ejemplo el perfil NA-
CA2412 y el perfil CLARK Y, el perfil NACA2412 tiene una méaxima comba
de 4% en relacién a la cuerda, ubicada en el lugar 2/10 respecto al largo de
la cuerda, y su maximo espesor es de 12% en relacién a la cuerda. El perfil
CIARK Y tiene un espesor de 11.7 por ciento y es plano en la superficie
inferior con 30 por ciento de la cuerda medida hacia atrés. La parte inferior
es plana simplifica las mediciones de angulo en las hélices, y hace fécil la
construccién de las alas en una superficie plana (Este perfil es usado en el

95
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laboratorio por una aeronave modificada a escala). Estos perfiles se muestran
en las imagenes 4.1 y 4.2.

Perfiles asimétricos estables. Para estos perfiles se eligieron los perfiles
NACA 747a415, y el perfil A | este tltimo es un perfil generado de combinar
dos perfiles asimétricos, para tener dos curvas medias en un perfil, en el ex-
tradds corresponde el perfil NACA2712 y en el intrados el perfil NACA3524.
El perfil NACA747a415 es un perfil de la nomencatura NACA de 6 digitos
[14], ambos perfiles se presentan en la imégen 4.2.

Figura 4.1: En esta imagen se muestran en orden descendente los perfiles
NACA0009, NACA0012, y NACA2412.
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Figura 4.2: En esta imagen se muestran en orden descendente los perfiles
CLARKY, Prototipo A, y NACA747a415.
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Para analizar los perfiles NACA 0009 y NACA 0012 se usan Valores de
Reynolds entre 4 x 10% y 4,4 x 10°, estos valores fueron elegidos ya que se
encuentran cerca de los valores de Reynolds tipicos para una aeronave del
tamafio de una avioneta [15]. La velocidad elegida fue de .2 Mach, en angulos
que van desde 0 hasta los 15 grados. Las graficas obtenidas al analizar estos
y los demés perfiles corresponden a C; en funcién de Cy, C; en funcion de
alpha, C,, en funcién de alpha, C;/Cy en funcién de alpha, estas gréficas
junto con las graficas de la distribucion de presion sobre la cuerda muestran
la informacién principal sobre un perfil aerodindmico, y son presentadas en
las gréaficas (4.3) y (4.2).

Los perfiles asimétricos NACA 2412 y CLARK Y fueron analizados para
valores de Reynolds entre 4 x 10% y 4,6 x 10° , desde 0° a 20° a una velocidad
de .2 Mach, los resultados de las gréaficas C; y Cy, C;/Cy y alpha, C; y alpha,
C,, v alpha , asi como la distribucion de las presiones sobre cada perfil se
presenta en las graficas(4.5) y (4.6).

Los perfiles asimétricos NACA 747a415 y A, fueron analizados para va-
lores de Reynolds en un parametro de 4 hasta 5 millones, de 0° a 20° a
una velocidad de .2 Mach, los resultados se presenta en las graficas (4.7),
(4.8). También se puede visualizar como se distribuyen las presiones sobre
los perfiles a medida que aumenta el angulo de ataque en las gréaficas (4.10)
y (4.9). Los datos obtenidos de las gréficas de todos los perfiles, considerados
relevantes, aparecen en la tabla 4.1.
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Figura 4.3: Gréficas de C; en funcién de Cy, C;/Cy en funcién de «, C; en
funcién de «, y C,, en funcién de « para el perfil simétrico NACAO009.
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Figura 4.4: Gréficas de () en funcion de Cy, C; en funcion de «, C, en funciéon
de a, y C;/Cy en funcion de «, para el perfil simétrico NACA0012.
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Figura 4.5: Graficas de C) en funcién de Cy, C,, en funcién de «, C; en funcién
de Cg4, y C; en funcién de « para el perfil asimétrico NACA2412.
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Figura 4.6: Gréficas de C) en funcién de Cy, C;/Cy en funcién de a, C) en
funcién de alpha, y C,, en funcién de «, para el perfil asimétrico CLARK Y.
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Figura 4.7: Gréficas del coeficiente C; en funcién de Cy, C) en funcion de «,
C, en funcién de «, y C;/Cy en funcién de «, para el perfil A
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Figura 4.8: Grafica del coeficiente C) en funcién de Cy, C) en funcién de «,
Cy, en funcién de «, y C;/Cy en funcién de «, para el perfil NACA747a415.
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Figura 4.9: Gréaficas que muestran la distribucion del coeficiente de presién
sobre la longitud de la cuerda a diferentesgrados y un valor fijo de 4X10°

de Reynolds, junto con la representacién de los vectores de fuerza sobre el
intrados y el extradds para los perfiles NACA0009, NACA0012, y NACA2412.
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Figura 4.10: Gréficas que muestran la distribucién del coeficiente de presion
sobre la longitud de la cuerda a diferentes grados y un valor fijo de 4X10°

de Reynolds, junto con la representacién de los vectores de fuerza sobre el
intradds y el extradés para el perfil CLARK Y, A y NACA747a415.
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Las graficas C; en funcién de Cy asi como en C;/Cy, muestran la infor-
macion de la eficiencia aerodindmica para el perfil NACA0009 y NACA0012,
para estos perfiles la eficiencia maxima se encuentra entre 7° y 10°, debido
a que en grados cercanos a cero este tipo de perfiles produce poca o nula

sustentacion.

Los graficos de C; en funcién alpha muestran como aumenta la sustenta-
cién de este perfil a medida que incrementa el dngulo de ataque llegando a

Perfil Ntmeros de Reynolds Clmam (0% Pardmetro de (Xdonde ‘Cm| < 7005 Cl/Cdmax (0%
NACAO0009 4x106 1.31 12.5 0-9.57 98.88 7.1
4.1x106 1.30 12.5 0-9.64 98.88 7.1
4.2)(106 1.29 12.5 0-9.68 99.26 7.1
4<3x106 1.29 12.5 0-9.72 99.82 7.1
444x106 1.28 12.27 0-9.72 100.01 7.1
NACAO0012 4x106 1.56 17.01 0-6.87 105.45 9.01
4<1x106 1.57 17.01 0-10.79 105.86 9.01
4A2x106 1.58 17.01 0-10.81 106.06 9.01
4.3x106 1.59 17.01 0-10.81 106.87 9.01
4.4)(106 1.61 17.01 0-10.83 107.47 9.01
NACA2412 4x106 1.75 17.01 16.11-18.72 121.85 4.46
4.2x106 1.76 17.01 16.14-18.87 121.85 4.46
4<4x106 1.77 17.01 16.22-19.01 123.01 4.46
446x1()6 1.78 17.01 16.25-19.2 123.01 4.46
CLARKY 4x106 1.70 17.01 No tiene 150.88 5
4A2x106 1.72 17.01 No tiene 151.74 5
4.4x106 1.73 17.01 No tiene 152.61 5
4.6x106 1.74 17.01 No tiene 147.43 6.02
A 4x106 1.4 18.02 3.30-4.81 81.02 11.01
4.5)(106 1.44 18.02 3.30-4.96 81.36 11.97
5x10 1.45 18.02 3.30-5.03 84.04 11.01
NACAT747a415 4x106 1.07 18.42 7.53-8.42 110.21 2
4<5x106 1.07 18.42 7.61-8.5 101.69 1.6
5x106 1.07 18.42 7.70-8.59 103.14 1.58
Tabla 4.1
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un maximo entre de los 12.5° y 17.01° y 12.5° dependiendo del nimero de
Reynolds. A mayor dngulo de ataque la sustentacion comenzara a descender.

La grafica (), y alpha muestra que en angulos menores a 9.5°, para el
NACA0009 y 6.87° para NACAO0012, los valores del coeficiente de torque son
considerablemente pequenos, esto muestra como este perfil simétrico para
angulos que se aproximan a cero tendran una tendencia natural a mantener
su estabilidad.

La imagenes (4.28) y (4.29) esquematiza la presion sobre el extradds y el
intrados, las gréaficas que aparecen sobre el perfil represnetan la distribuciéon
del coeficiente de presién sobre la linea de cuerda, a medida que el dngu-
lo de ataque incrementa también incrementa la sustentacion, la distribuciéon
de presiones también cambia, los valores de la presion son negativos en el
extradods, de manera que existe una succién que mueve a los perfiles y en
consecuencia a las superficies de sustentacion hacia arriba. Cuando el perfil
se encuentra a 12.5° para NACA009 y 17.01° para NACA0012, alcanza su
maximo valor para el coeficiente de sustentacién en la animacion; Los va-
lores que adquieren los perfile simétricos brindan caracteristicas ttiles para
ser usados como los perfiles aerodinamicos en el estabilizador vertical, ain
asi también se pueden emplear las caracteristicas aerodinamicas de estos per-
files a diferentes angulos de ataque, haciendo muy versatil a estos perfiles,
por ejemplo el perfil NACAO018 es usado en las hélices de un Helicéptero
UH-1, el carguero C-5A y el caza F-86 [14].

Los perfiles NACA2412 y CLARKY tiene valores cercanos en su eficiencia
aerodinamica, ambos perfiles adquieren una eficiencia maxima a cerca de los
5 °del angulo de ataque, pero esta eficiencia es superior en el perfil CIARK
Y.

En las graficas de sustentacion contra angulo de ataque, ambos perfiles
adquieren valores positivos desde un angulo de cero grados, y pierden sus-
tentacién en valores proximos a 17°, pero en el caso del perfil NACA 2412,
este valor es ligeramente mayor con 1.78°, comparado con el perfil CARK Y
que alcanza un valor de 1.73°.

En las graficas de C,, vs alpha en valores proximos a los 17.7° el perfil
NACA 2412 adquieren sus valores minimos para ejercer torques con con un
valor de -.001, el valor maximo para ejercer torque se encuentra en ambos
perfiles en valores proximos a 5.6° , pero en el caso del perfil NACA 2412
este valor de (), es de -.05 y en el caso del perfil CLARK Y es de -.09,
Comparando ambos perfiles se concluye que el perfil NACA 2412 brinda un
poco més de sustentacion, y es menos propenso a los giros para angulos
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menores a 6°, aun asi los valores de estos perfiles no son iguales a cero en
ninguna region del angulo de ataque, por lo que al ser usados en superficies
de sustentacién sus caracteristicas aerodinamicas de tendencia natural al giro
deben ser compensadas con una configuracion del timén de profundidad.
Los perfiles A y NACA 747a415 tienen una eficiencia aerodindmica menor
que los perfiles asimétricos NACA 2412 y CIARK Y considerables. Para el
perfil A el coeficiente de sustentacién va desde 1.4 hasta 1.45 desde .025 hasta
.06 en el eje de C,. Y su méaxima eficiencia entre 11.01° y 11.97°; para el perfil
NACA 747a415 la eficiencia esta entre 1.06 hasta 1.08 en un margen de .036
hasta .091 en el eje de Cy, con un méaximo de eficiencia aerodinamica entre
1.59° y 2°, La sustentacion de estos perfiles también es menor, para el perfil
A se tiene una sustentacion maxima entre 1.4° y 1.45° a 18.02° y para el perfil
NACA 747a415 de 1.07 a 18.42°, la relevancia de estos perfiles se encuentra
en permanecer autoestables, o con valores de (), nulos para algunos valores
del dngulo de ataque. © a 4.04° y 4.14° para el perfil A y de 7.91° hasta 8.12°

4.2. Diseno de aeronaves longitudinalmente
estables.

Para terminar el estudio de resultados numéricos se disenaron dos aero-
naves a escala en el Software FXLR5 para después analizar los datos que este
programa arroja. El primer prototipo nombrado Ap5, es una aeronave con
un perfil alar en la base que corresponde a un perfil NACA 2712 y otro perfil
NACA 0009 en la punta, con una envergadura de 1.5 m, un diedro de 8° y
alas en flecha. El timén de profundidad tiene un solo perfil que corresponde
a un perfil NACA 2712 y un diedro de 12°, el estabilizador vertical tiene un
perfil NACA 0009, y una masa de 2.75 kg.

El segundo prototipo es una aeronave nombrada Ap6, es una aeronave
con un el perfil alar A a lo largo de toda el ala con una envergadura de 2m,
el timén, el perfil de estabilizador corresponde a un perfil NACA 0009. El
fuselaje tiene un peso de .900kg y un peso total de 1.5 kg, las demés espe-
cificaciones geométricas de ambos disenios aparecen en las imégenes (4.11) y
(4.12).

Los prototipos Ap5 y Ap6 fueron simulados en el software XLFR5 con una
velocidad de viento envolvente de 40 m/s, para un fluido no viscoso, haciendo
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Figura 4.11: Prototipo virtual Apb
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Figura 4.12: Prototipo virtual Ap6
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variar su angulo de ataque entre -2° y 3°. El resultado de esa simulacién se
muestra en las imagenes (4.14) y (4.15).

Figura 4.13: Graficas de (), en funcién de «, para Apb en la grafca superior
y Apb6 en la gréfica inferior. En las graficas que se observa un valor negativo
en sus respectivas pendientes.

De las gréfica de Cm en fincién de alpha (4.13)se puede apreciar que
las pendientes de estas aeronaves son negativas, la distancia del centro de
presiones o centro aerodindamico varia entre Xca=263.066mm para -2° y
Xca=263.066mm para 3°; mientras que la distancia del centro de masas al
centro de la cuerda es Xcg= 102.357mm, para Ap5. La distancia del centro
de presiones o centro aerodinamico varia entre Xca=352.92mm para -2° y
Xca=352.91mm para 3°; mientras que la distancia del centro de masas al
centro de la cuerda es Xcg= 330.513mm para Ap6.En base a la grafica (4.13)
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Figura 4.14: En esta imagen se representa en orden descendente el coeficiente
de presion sobre el prototipo Apb, el color azul representa valores negativos
para este coeficiente mientras que colores rojos o amarillos representan valores
positivos para este coeficiente. Después se representa el cambio de la direccién
de aire desviado por la accién aerodinamica o Downwash debido a la aeronave

Ap5. Por ultimo la representacién las fuerzas de sustentacion sobre la aernave
Apb.
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Figura 4.15: En esta imagen se representa en orden descendente el coeficiente
de presion sobre el prototipo Ap6, el color azul representa valores negativos
para este coeficiente mientras que colores rojos o amarillos representan valores
positivos para este coeficiente. Después se representa el cambio de la direccién
de aire desviado por la accién aerodinamica o Downwash debido a la aeronave
Ap6. Por ultimo la representacién las fuerzas de sustentacion sobre la aernave
Ap6.
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los valores para la derivada de estabilidad C,,, son de -0.0141 para Ap5 y
-0.0148 para Ap6, los valores son negativos y se encuentran entre -0.02 y -0.01
en ambos casos, por tanto ambas aeronaves tienen estabilidad longitudinal
en un parametro aceptable.

4.3. Conclusiones

El objetivo de este trabajo se centrd en el estudio de la mecdnica en torno
al vuelo de una aeronave, desarrollando célculos que en la mayoria de litera-
turas son derogados y comprobar el resultado de estos. En este contexto al
comprobar las ecuaciones para fuerza y torque se muestra la relevancia que
tiene la geometria de una aeronave, las forma de las fuerzas que hacen volar
a esta, y presentan a C' como el factor determinante en las ecuaciones de las
fuerzas aerodinamicas.

Se presenté una revision elemental de la mecanica de vuelo, en este estudio
se llega a las ecuaciones (2.5), (2.6), (2.7) que describen la cinemética trans-
lacional, el estado de la aeronave y su relacion con respecto a un observador
en tierra, asi como una relacién entre el cambio de posicién de esta respecto
del tiempo y las velocidades u, v, w. Las ecuaciones (2.11), (2.12), (2.13) des-
criben la cinematica rotacional mostrando la relaciéon que hay entre ¢, 0,1 y
p,q,r , donde p,q,r son las derivadas de ¢, #, 1 ,s0lo en un caso particular, las
velocidades angulares p, ¢, r son las derivadas de los angulos de Euler solo en
el caso en que # = 1) = 0. Partiendo de la segunda ley de Newton se obtiene
como resultado el conjunto de ecuaciones (2.8), (2.9),( 2.10)estas brindan in-
formacién de la dindmica translacional. Las ecuaciones (2.17), (2.18), (2.19),
describen la dinamica rotacional de la aeronave, y el conjunto de torques
actuando sobre estas.

Miés adelante con la linealizacién de las ecuaciones longitudinales se obtuvo la
mejor aproximacion que describe un vuelo crucero a velocidad constante, sin
cambios bruscos en los dngulos de ataque y cabeceo, no es aplicable cuando
la aeronave experimenta giros bruscos o vuelos estancados. Las ecuaciones
ya linealizadas reescritas al espacio de estados, representadas en este forma-
lismo brindan una representacion compacta y conveniente para trabajar en
la modelacién de estas ecuaciones. El periodo largo es un resultado del inter-
cambio de energia potencial y cinética entorno a una altitud de equilibrio y la
velocidad, por esa razon solo estan presentes X, y Z,, cuando X, aumenta,
aumenta el amortiguamiento en el periodo largo, cuando Z, aumenta, au-
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menta la frecuencia en el periodo largo. El periodo de oscilacion corto es un
resultado de la interaccién entre los momentos de fuerza, producidos por un
cambio en el dngulo de ataque. Cuando M, + M, incrementa, entonces in-
crementa el amortiguamiento, cuando M, aunmenta aumenta la frecuencia.
Estas aproximaciones escritas en el lenguaje de espacio de estados, pueden
ser usadas para el diseno de un control automatico longitudial.

Los resultados numéricos brindan informacién sobre elementos usados en el
laboratorio como fue el analisis de perfil CLARK Y, el estudio también re-
vel6 que el perfil NACA 2412 es una alternativa al uso del perfil CLARK
Y. Se pudieron obtener parametros presentes en perfiles simétricos cuya ver-
satilidad puede ser empleada en hélices, alas o estabilizadores; los dangulos
para los cuales los perfiles A y NACA 747a415 permaneceran indiferentes
ante torques producidos por el viento circundante. Tambien estan determi-
nado parametros para el diseno de 2 prototipos que de acuerdo la teoria
son longitudinalmente estables. Esta informacion puede ser empleada en el
disenio, y construccion de prototipos en el laboratorio de sistemas dinami-
cos. El resultado de esta investigacién contribuye con teoria, e informacion
de parametros que seran usados para futuras investigaciones y proyectos en
torno al desarrollo de unidades aereas no tripuladas dentro de la facultad.



76

Resultados Numéricos




Apéndice A

Matrices de rotacion y sistemas
de referencia.

A.1. Matrices de rotacion

Consideremos dos sistemas de referenica F"*" y F*¥* que comparten el
mismo origen, uno de estos marcos se encuentra rotado un angulo 7 respecto
del otro como aparece en la figura 1.8

Figura A.1: Sistemas de referenica F*“*" y F*¥* compartiendo el mismo ori-
gen, """ se encuentra rotado un angulo 7 respecto de F*¥*

Si colocamos un vector P = Py, = pyi, + pyjy + p.k. en F¥* el mismo

7
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vector en F""" serd P, = puly + Pojv + Puwkw

Entonces pyiy, + pyjy + Pk = putu + Poj + Puwkw

Tomando el producto punto de ambos lados con i,j,, k. respectivamente
y ordenando los resultados en forma de matriz obtenemos

Pacyz = Dy =\ Jy tu Jy-Jv Jy- Fw 2
Dbz ky-iy k. “Jo k. - ky Pw

Donde

Qg+ by = |ig] |iu] cOST = cosn

Ju i = 1y lia] c05(90 — ) = sing

ie* Jo = |iz]|ju| c0s(90 + 1) = —sinny
Jy * Jv = |dyl 1jul cosn = cosn
kaw:jykw:kzlu:kzjvzo

ky-ky =1
Da cosn sinn 0 Du
Entonces Ppy. = | py | = | —sinnp cosn 0 Do
j2 0 U Duw
cosn sinn 0
Denotaremos como R;Y2 = | —sinn cosn 0| ; estaes una matriz de
0 0 1
rotacion. Del mismo modo en que se obtuvo R;YZ, también se puede obtener
R
Py, = Py =\ Jvte Judy Jv-k: Py
Pw kw ' ix kw . jy kw : k:z Y&

cosn —sinn 0 Da
P, = |sinn cosnp 0 Dy

0 0 1 P
Dz
Poy. = Ry | by
Dz

Geométricamente la matriz R’YZ representa una rotacién sobre el eje k

.por tal motivo denotaremos a R{¥2 como R(k,w). También se pueden hacer
rotaciones sobre los ejes ¢ y j procediendo de forma muy similar obteniendo
1 0 0
R(i,0) = |0 cosp sinp |Para una rotacién sobre el eje i

0 —sinp cosp
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cosé 0 —siné
R(j,&) = 0 1 Para una rotacién sobre el eje j
siné 0 cosé
Dados dos sistemas de referencia a,b y ¢ , las matrices de rotacion tienen
las siguentes propiedades.
Propiedad 1 (R2)™! = (R)T = R¢
Propiedad 2 R{RY = RS
Propiedad 3 det(R?) =1
Si hacemos el producto de las matrices R(7,0), R(j, ¢), R(k,w) encontra-
remos una matriz que representa 3 giros simultaneos; este producto sera la
matriz T'.

T = R(i, 0) R(j, ) R(k, n) =

1 0 0 cosé 0 —siné cosn —sinnp 0
0 cosp sinpg 0 1 0 sinp  cosn 0
0 —sinp cosp siné 0 cosé 0 0 1
cos& cosn cosé siny —siné
sin psinésinw — cos psiny  sin psin€ sinw + cos pcosn  sin pcos &
cos o cos £ cosw + sin psinn cos osin & sinn cos o cos &

A.2. Angulos de Euler

Todo Sistema uvw referente a un cuerpo cuya orientacion deseamos des-
cribir puede definirse respecto al sistema xyz mediante los angulos ¢, 6,1,
estos son los denominados dngulos de Euler [2]. Girando sucesivamente el
sistema xyz sobre uno de los ejes determinados de un diedro ortonormal
los valores de ¢, 6,1 se obtendra el sistema uvw. Ademas de los valores de
los angulos es necesario conocer cuales son los ejes sobre los que se realizan
los giros, obteniendo 24 posibles combinaciones, siendo las mas usuales las
siguientes:

A.2.1. Angulos de Euler ZXZ

Es una de las representaciones més habituales entre las que se realizan los
giros sobre ejes previamente girados. Se les suele asociar con los movimientos
bésicos de un giréscopo. Partiendo de los sistemas zyz, vy wvw que en un
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inicio coinciden, se puede colocar un sistema wuwvw en cualquier orientacién
tomando en cuenta los siguientes pasos:

1.-Gira el sistema uvw un angulo ¢ respecto al eje z convirtiendosé asi en
u'v'w’

2.-Gira el sistema u/v'w’ un angulo 6 respecto al eje v’ convirtiendose
asi en el sistema u"v"w”

"o
(%

~Gir istema u”v"w” un dangu r je w nvirtien
3.-Gira el sistema " dngulo especto al eje w” co tiendose
mn, . 1

finalemnte en u""v""w"" Estos dngulos estan representados en la figura 1.9

e R g

Figura A.2: Angulos de Euler ZX7Z

A.2.2. Angulos de Eules ZYZ

Este se diferencia del anterior en la eleccién del eje del segundo giro, se
obtiene con los siguentes pasos

1.-Gira el sistema uvw un angulo ¢ con respecto al eje z convirtiendose
asi en u/'v'w’
2.-Gira el sistema u/v'w’ un dngulo 6 con respecto al eje v convirtiendose

asi en el sistema u”v"w”

3.-Gira el sistema u”v”"w” un angulo 1 con respecto al eje w” convir-

tiendose finalente en u"”v"”w"” Estos angulos son representados por la figura

1.10
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Figura A.3: Angulos de Euler ZYZ

A.2.3. Roll,Pitch y Yaw(alabeo,cabeceo y guineada)

Si partimos de los sistemas zyz y wvw al igual que en el caso anterior, se
puede colocar al sistema uvw en cualquier orientacion siguiendo los siguientes
pasos:

1.-Girar el sistema uvw un angulo ¢ respecto al eje x, es el denominado
Yaw o guineada

2.-Girar el sistema uvw un angulo 6 respecto al eje y, es el denominado
pitch o cabeceo

3.-Girar el sistema uvw un angulo ¢ respecto al eje z, es el denominado
roll o alabeo

En adelante nos referiremos a los dngulos de alabeo,cabeceo y guineada
por sus nombres en inglés. En todos los métodos anteriores se debe considerar
que las rotaciones, no son transformaciones conmutativas, debiendo seguir
una secuencia determinada en la aplicacién de los mismos.

En aplicaciones técnicas tales como naves espaciales o satélites se utlizan
estos angulos, como los descritos anteriormente, se toman rotaciones en torno
al angulo yaw, pitch y roll. Estos angulos estan representados en la figura

A4
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¢ Roll

e

Figura A.4: A.de Euler yaw,pitch y roll

A.3. Sistemas inerciales.

A.3.1. Sistema inercial F*

Este sistema inercial estd fijo a tierra, el origen estd en un punto parti-
cular. El eje i esta alineado y apuntando hacia el este, mientras que eje j
esta alineado y apuntando al norte, finalemnte el eje k,, esta apuntado hacia
el centro de la tierra. Este sistema inercial se observa esquematizado en la
figura 1.1.

A.3.2. El sistema inercial vehicular F"

EL origen del sistema inercial vehicular F se encuentra en el centro de
masas de la aeronave los ejes del sistema F" estan alineados con los ejes de
marco I, es decir ¥ apunta hacia el norte, j° apunta hacia el este, k¥ apunta
hacia el centro de la tierra. Este sistema inercial se observa esquematizado
en la figura A.6.

A.3.3. EL sistema inercial vehiculo-1 F*!

Este sistema de referencia también se encuentra en el centro de masas
de la aeronave, la diferencia entre F*! y F* radica en que F*! estd rotado
en sentido contrario a las manecillas del reloj sobre el plano descrito por ¥
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Figura A.5: Sistema Inercial F*

;v (norte)

3" (este)

K (al centro de la tierra)

Figura A.6: Sistema Inercial F"
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y 7V un angulo v, dngulo de guineada (yaw por su nombre en inglés). Este
sistema inercial se observa esquematizado en la figura A.7.

La transformacién del sistema F a F! estd relacionada a través de una
matriz de rotacion

P = RAW) P

Donde
cost siny 0
RV () = | —siny cosyp 0
0 0 1

Figura A.7: Sistema Inercial F'*!

A.3.4. El sistema inercial vehiculo-2 F"2

En este, el origen del sistema inercial esta situado nuevamente en el centro
de masas de la acronave, en este caso los ejes %2, k¥2 estan rotados un angulo
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0, déngulo de tono (pitch) del los ejes ¥, k¥, sobre el plano descrito por estos
ejes. Este sistema inercial se observa esquematizado en la figura A.8.

Del mismo modo que en sistema inercial presentado anteriormente la
transformacién del sistema F' a F¥? se encuentra dada por una matriz de
rotacién .

7= R P
Donde

cos@ 0 —sinf
Rﬁ 0) = 0 1 0
sin@ 0 cosf

Figura A.8: Sistema Inercial F*2

A.3.5. El sistema inercial de cuerpo F"’

Nuevamente el origen de este sistema inercial se encuentra en el centro de
masas de la aeronave, este se obtiene rotando el marco F¥2, sobre de su eje
i*? un dngulo ¢, dngulo de rodamiento(roll). Este sistema inercial se observa
esquematizado en la figura A.9.

La transformacion del sistema F? a F’ est4 dada por
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7b = RZQ(QS)?M
Donde

1 0 0

Rl,(¢p)= |0 cos¢ sing
0 —sing coso

|
|
|
|
|
|
|
|
[
|
|
i
|
k-u2 "

Figura A.9: Sistema Inercial

Con lo anterior podemos contemplar una transformacion del sistema F"
al sistema F°, dada de la siguiente manera

Ry(6,0,4) = Riy(¢) Ry (0) Ry (0)

1 0 0 cosf 0 —sinf cost siny 0
=10 cos¢p sing 0 1 0 —siny cosy 0
0 —sing cos¢ sinf 0 cosf 0 0 1

A.3.6. El sistema inercial de estabilidad F*

Las fuerzas aerodindmicas tienen su origen en el aire que circunda a la ae-
ronave, nos referimos al vector relativo a la velocidad del viento circundante
V., , cuya magnitud es la del viento circundante y apunta en la direccién
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de este; para definir este marco, cuyo origen esta en el centro de nuestra
aeronave, como ya es costumbre; pero este se encuentra rotado un angulo «
, respecto al sistema F" y el vector V,, este angulo a es un angulo positi-
vo respecto de V, que genera sustentacion en las alas de la aeronave. Este
sistema inercial se observa esquematizado en la figura A.10

La transformacién del sistema F? al sistema F** se encuentra dada por un
matriz de rotacion

7= Ri(a)P"

Donde

cosae 0 —sinao
R;j(a) = 0 1 0

sinaw 0 cosa

Figura A.10: Sistema Inercial F'*

A.3.7. El sistema inercial relativo al viento FV

Este marco tiene su origen en el centro de masas de la aeronave, y se
encuentra rotado en sentido de las manecillas del reloj un angulo g entre el
vector V, y el eje 7%, por tanto el vector i* se encuentra alineado con el vector
V.. Este sistema inercial se observa esquematizado en la figura 77?7

Donde la transformacion del sistema F* a F" esta dada por

P =RIB)T
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Donde
cosf sinf 0
RY(B)= | —sinf cosfB 0
0 0 1

Figura A.11: Sistema Inercial F'*

?7?

La transformacién del sistema F? al sistema F™ estard dada por el pro-
ducto de las dos ultimas matrices de rotacién

Ry'(o, B) = RS (B) Ry (B)

cosfB sinfg 0 cosa 0 —sina
= | —sinf cosfB 0 0 1 0
0 0 1 sina 0 cosa

cosfcosa  sinf  cosfsina
= | —sinfcosa cosff —sinfsina
—sina 0 cos &

A.3.8. Velocidad Aerodinamica, Velocidad del viento
y velocidad de grupo.

En el desarrollo de las ecuaciones dinamicas de movimiento de un avién,
es importante recordar que la fuerza de inercia que experimenta la aeronave
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dependen de las velocidades y aceleraciones relativas a un sistema de re-
ferencia fijo. Las fuerzas aerodinamicas, dependen de la velocidad del aire
circundante al avién. Definimos la velocidad de grupo V; como la velocidad
respecto a un sistema de referencia, y la velocidad aerodinamica V, como la
velocidad del aire circundante a la aeronave. Cuando el viento no esta pre-
sente, estas velocidades son iguales, y estdn representadas por la siguiente
expresion.

Vo=V, =V,

Donde V,, es la velocidad del viento relativa a un marco inercial.

La velocidad de grupo puede descomponerse en el sistema de referencia
de cuerpo F® | en terminos de sus componentes, i°, 57, k.

donde ng es la velocidad de la aeronave respecto a un sistema de referencia
expresado en el sistema de cuerpo. De forma similar definimos también el este,
norte y abajo, del viento como w,,, w,, wg, la expresion para la velocidad del
viento en el sistema de cuerpo es

Uy Wp,
V’UI:}) = Uw = R’?}(¢’ 67 ¢) we
Way Wq

Teniendo en cuenta que el vector de velocidad aerodindmica es la velo-
cidad de la aeronave con respecto al viento , esta se puede expresar en el
sistema de viento como.

Va

V=10

0

Definiendo .., v,, w, como las componentes del vector de velocidad ae-
rodindmica en el sistema de cuerpo F°, podemos escribir el vector en este
sistema como

Uy U — Uy

b _

Vi—-lov | =1 0v—vy
W, W — Wy,

combiando las expresiones anteriores podemos expresar el vector de velo-
cidad aerodinamica en el sistema de cuerpo en terminos de la magnitud de
la de la velocidad aerodindamica, el angulo de ataque y el dngulo de desliza-
miento como.



90 Matrices de rotacién y sistemas de referencia.

(= Va
VZ’ =1o | = Rfu 0
Wy 0
cosfcosa  sinfl  cosfsina V.,
=| —sinfcosa cosfl —sinfsina 0
—sina 0 Cos (v 0
Lo cual implica que
Uy cos 3 cos «
v | =V, sin (8
w, sin 4 sin «

Habiendo introducido los conceptos anteriores como son los vectores de
velocidad aerodinamica, velocidad de viento, velocidad de grupo, discutire-
mos definiciones importantes para la navegacion de una aeronave

La direccion del vector de velocidad relativo a un sistema , usa dos angulos
, el angulo de curso y el angulo de vuelo. El angulo de vuelo v se define como
el angulo entre la horizontal y la velocidad de grupo.

El angulo de curso s es el dngulo entre la proyecccion del vector de
velocidad del suelo , en el plano horizontal y el norte real.

La relacién entre el vector de velocidad del suelo, la velocidad aerodinami-
ca y el vector de velocidad de viento esta dado por

Vo =Vy—Vy

a esta relacién se le llama triangtlo de viento.

la direccién del norte se indica mediante el vector ¢, y la direccién en la
que el vehiculo apunta se muestra por el vector i°, que se fija en la direccién
del cuerpo del eje x. Para el nivel de vuelo, el angulo yaw (1) es el angulo
entre la i’ y i, este define la direccién en la cual el vehiculo estd apuntando.
La direccion del vehiculo se estd desplazando respecto a la masa de aire
circundante, esta dada por el vector de velocidad V. En vuelo estacionario, el
nivel, V, se alinea comunmente con i, es decir, que el angulo de deslizamiento
B es cero. Esta relacion aparece en la siguiente imagen

Definimos otro angulo, el angulo cangrejo, s, el cual es el dngulo resul-
tante de la diferencia entre el angulo de curso y el angulo yaw. Este angulo
estd esquematizado en la siguiente imagen.

e = — Y

Tembién definimos el angulo de masa de aire, este angulo hace referencia
a la trayectoria de vuelo v,, como la diferencia entre el dangulo pitch, y el
angulo de ataque. Este angulo aparece en la siguiente imagen

Yo = 0 — o
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7Y: Angulo de vuelo

X Angulo de curso

Componente horizontal del
i~ Vector de grupo

o N

Camino de vuelo proyectado en el suelo

Figura A.12: En esta imagen aparecen esquematizados el angulo de vuelo y
el angulo de curso

X: Angulo de Curso
t: Angulo roll

3: Angulo de

Y deslizamiento

/ Xe: Angulo de
/ cangrejo
/ Xw- Direccion de viento

JAN
X(:=X71/)

-~
— — _‘"
o
Z - '\

Direccion del suelo

Figura A.13: En esta imagen se describe el angulo de cangrejo
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¢ Angulo Pitch

«: Angulo de ataque

~: Angulo de vuelo

Yo' Angulo de masa de aire

Figura A.14: Esquema del angulo de masa de aire

en ausencia de viento es vélida la igualdad

Ya =7 '

el vector de velocidad de suelo en el siststema inercial F* puede ser ex-
presado como

cosy siny O cosy 0 —sinvy Vy COS Y COS Y
Vgi: —siny cosy O 0 1 0 0] =V,| sinvycosvy
0 0 1 siny 0 cosvy 0 —siny
De forma similar el vector en el sistema F* puede expresarse como
COS Y COS Y,
Vi=1V, | sintycosn,
—sin "y,

En el proceso de encontrar las ecuaciones de movimiento de una aero-
nave es necesario calcular las derivadas de los vectores en el sistema en
movimiento, respecto a algtin otro.

Supongamos que tenemos un vector p en movimento visto desde el sistema
Fb vy F" esta rotando desde otro sistema, por ejemplo F? nuestro objetivo
sera encontrar la derivada con respecto del tiempo del vector p desde F*.
Para hacer esto denotamos la velocidad angular del sistema F° en F* como
wyy; y expresar el vector p en terminos de sus componentes

p = i’ + pyj* + pok®

La derivada con respecto al tiempo del sistema F* puede ser encontrada
derivando la ecuacién aterior

i = Pei’ 4 Py’ + PR+ P + Py’ + pegi k!
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Donde el operador d%_ representa la derivacion respecto del tiempo en el
un sistema inercial.

Los 3 terminos pxd%ib + pyd%jb + pzd%kb representan el cambio de p
debido a la rotacién en el sistema F° relativa a F? debido a que i°, j°, k®
estédn construidas en F? sus derivadas pueden ser calculadas como
ib = Wp/; X ib
j’ = We/i X J ’

iﬂb = Wp/; X /{b

Asi podemos reescribir los tltimos tres terminos de la ecuacién como

pmib +pyjb +pzkb - px(wb/i X Zb) +py<wb/i X ]b) +pz(wb/i X kb)

= Wpi X P

Combinando los resultados anteriores obtenemos

= gEp Wi X .

Esta ecuacion es usada en el desarrollo de las ecuaciones de movimiento
de la aeronave.
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