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Objetivos

El presente trabajo de investigacion tiene como objetivo caracterizar el grado de sincronizacién
presente en un sistema de osciladores cadticos globalmente acoplados y sujetos a un ruido externo,
usando dos tipos de osciladores cadticos. La idea es comparar con resultados asociados a una especie
de sincronizacion o resonancia (que aqui llamaremos sincronizacion) que ocurre en la dindmica de
las oscilaciones de dos regiones (o subredes) de la red neuronal, una sana y otra epiletogénica.

Resumen

En este proyecto se estudia el fendomeno de sincronizacién en sistemas dinamicos cadticos y
como se puede asemejar el fenémeno de sincronizacion de la epilepsia mediante osciladores cadticos
globalmente acoplados.

Se presenta modelacion numérica de la sincronizacién de sistemas de osciladores cadticos, las
condiciones para una correcta sincronizaciéon y algunos ejemplos de sistemas cadticos.

Se aplican las caracteristicas de sincronizacién en sistemas cadticos para simular numéricamente
la sincronizacién de un electroencefalograma, con los sistemas de Lorenz y algunos sistemas de
Sprott. Este tipo de modelacién estudia una posibilidad para poder detectar una convulsién antes
de que ocurra y/o identificar un ataque epiléptico.

El software utilizado para el lenguaje de programacion y simulaciones es Python.

Metodologia

Para lograr el objetivo en este trabajo de investigacion, utilizaremos los sistemas de osciladores
acoplados de Edward N. Lorenz y J. C. Sprott, para el diseno de osciladores ca6ticos a partir de la
propuesta realizada en el articulo «Anélisis de la sincronizacién de senales EEG usando dinamica
no lineal»[1].

Aplicaremos técnicas de la dindmica no lineal para caracterizar el efecto del ruido sobre los
osciladores caoticos acoplados globalmente al igual que el grado de sincronizacién que hay en ellos.
El efecto de sincronizaciéon ocurre cuando dos o mas osciladores cadticos tienden a seguir una regiéon
en comun.
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Para resolver los sistemas de ecuaciones (3.1) y (3.2) se elabor6 un cédigo en el lenguaje de
Python en el cual los métodos que elegimos para analizar nuestros osciladores cadticos son método
de Euler y método de Runge-Kutta.
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Capitulo 1

Introduccion

La necesidad de encontrar nuevos métodos que puedan detectar enfermedades relacionadas con
sistemas biologicos ha despertado la curiosidad de muchos cientificos, en busca de explicaciones y
soluciones, sin embargo esto ha resultado muy complejo. Por lo tanto, es necesario ampliar nuestra
vision en el campo de la fisica hacia los sistemas naturales.

En los ultimos afios ha habido un mayor interés en el estudio de sistemas dinamicos no lineales |2],
por ejemplo los sistemas biologicos, en especial el sistema nervioso central [3], en el que se detectan
diversas enfermedades, sindromes y trastornos, como la enfermedad de Parkinson, enfermedad de
Alzheimer, Huntington, Epilepsia, etc. Este interés se debe a que los sistemas naturales, incluyendo
los biologicos, frecuentemente muestran dindmica no lineal y caos.

La epilepsia es una enfermedad comun neuroldgica grave, donde hay una tendencia a tener
convulsiones que se originan en el cerebro, y es usualmente solo diagnosticada después de que una
persona ha sufrido mas de un convulsion [4]. La epilepsia se define como “una alteraciéon cronica
del cerebro con varias etiologias, caracterizadas por crisis recurrentes, debidas a excesivas descargas
electricas de las neuronas cerebrales” [5].

No todas las convulsiones son debido a la epilepsia, pueden ocurrir por muchas diferentes razones.
Existen diferentes tipos de epilepsias, las cuales se dividen en dos principales: epilepsia focal (o
parcial) y epilepsia generalizada. Cualquier persona puede desarrollar epilepsia, ocurre en todas las
edades, razas y clases sociales [4].

1.1 Obtenciéon de un EEG

La electroencefalografia (EEG) es el registro y evaluacion de los potenciales eléctricos generados
por el cerebro y obtenidos en la superficie del cuero cabelludo [6]. Uno de los usos fundamentales
del EEG esta en el diagnostico y localizacién de la epilepsia, que tiene origen en una activaciéon
excesiva de parte o todo el sistema nervioso central [7].
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La evaluacion de un EEG se hace mediante inspecciéon visual de las curvas, usando ciertos
criterios conocidos; tales como, formas de ondas consideradas como caracteristicas, para ciertos
procesos de enfermedades, por ejemplo, ataques epilépticos, tumores cerebrales entre otras. Sin
embargo, incluso a poco tiempo de ser descubierto el EEG, se realizo el primer intento para
evaluaciones méas cuantitativas del fenémeno. Hoy, los registros del EEG se pueden almacenar
electronicamente y una costosa instrumentacion de métodos de evaluacién computarizada esté
disponible. Algunos cientificos esperan que en un futuro proximo, la interpretacion del EEG
mediante el “observador experimentado” pueda ser reemplazada por evaluacién computarizada.
Hasta ahora, sin embargo esto no se ha hecho realidad, ya que cada método de procesamiento
de datos computarizados del EEG sisteméaticamente desprecia informacién contenida en los registros

8].

1.2 Dinamica del cerebro

Una serie de tiempo es una colecciéon de observaciones, clasificadas mediante el tiempo de cada
observacion [9]. La evolucion en el tiempo de un sistema dinamico es representada mediante la
variacion del tiempo o series de tiempo de sus variables dinamicos [10].

Una técnica para distinguir movimientos cadticos y no cadticos, es el calculo de exponentes de
Lyapunov, los cuales son cantidades medidas de la evolucién de vecindades de trayectorias de fase
[10]. Ademas el coeficiente de Lyapunov de un mapeo puede ser usado para obtener una medida
de la dependencia sensitiva sobre las condiciones iniciales que es una caracteristica de la conducta
caotica [10].

1.3 Dinamica no lineal y caos

Un sistema dindamico consiste de un conjunto de posibles estados, juntos con una regla que
determina el estado presente en términos de estados pasados. Hay dos tipos de sistemas dindmicos:
sistemas dinamicos de tiempo discreto y continuo [11].

La dindmica ca6tica puede proveer un marco conceptual para analizar fen6menos volétiles donde
las técnicas convencionales no proveen senales de sincronizacion.

La evolucién del tiempo irregular e impredecible de muchos sistemas no lineales ha sido llamado
“caos”. Su caracteristica central es que los sistemas no repiten su conducta anterior (pero se
aproximan), sin embargo, a pesar de su falta de regularidad, los sistemas dinamicos cadticos siguen
ecuaciones deterministas tales como aquellas obtenidas de la segunda ley de Newton [10].

El caréacter tinico de la dindmica caética se puede apreciar cuando las ecuaciones que rigen al
sistema son no lineales y se conoce como “sensibilidad a condiciones iniciales” ya que un pequeno
cambio en las condiciones generan que las trayectorias evolucionen diferente. Para la dindmica
caotica la irregularidad es parte de la dinamica intrinseca del sistema [10].
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El movimiento cadtico no es un fenémeno extrano. Se considera un sistema dinamico descrito
por un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer orden. Varias condiciones necesarias para el
movimiento cadtico son: que el sistema tiene al menos 3 variables dindmicas independientes, y las
ecuaciones contienen un término no lineal, que acopla varias de las variables [10].

Una aplicacién de los sistemas cadticos es la sincronizacién. La sincronizacién entre dos sistemas
se consigue cuando uno de los dos sistemas cambia su trayectoria a la seguida por el otro sistema
o bien a una nueva trayectoria comtn a ambos sistemas [12].

La epilepsia es una enfermedad dinamica, tal que su dindmica se expresa de manera natural en
forma matemaética usando ecuaciones diferenciales [13].
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Dinamica no lineal y osciladores caoéticos

Los sistemas dindmicos existen en todas las ramas de las ciencias y se hace evidente a partir de
sus ecuaciones diferenciales, como en: mecénica clasica, fisica, economia, matematicas y hasta en
biologia [2]. Por ejemplo el movimiento de las estrellas y las galaxias, el mercado de valores que
cambia en el tiempo, los cambios en experimentos quimicos, el aumento y disminucién de poblaciones
y el movimiento de un péndulo simple .

Un sistema dinamico es aquel cuyos estados cambian con el tiempo (t). Existen dos tipos
principales de sistemas dindmicos: aquellos para los que la variable tiempo es discreta y aquellos
para la cual es continua [14]

Definicion 2.1. Los sistemas dindmicos discretos pueden ser representados como la iteracion
de una funcion.

Tt4+1 = f(SUt),tEZ (21)

Definicion 2.2. Los sistemas dindmicos continuos son descritos mediante una ecuacion
diferencial.

dr .
d—y:x:X(x) (2.2)

Donde x representa el estado del sistema y toma valores en el estado o espacio fase.

Sistemas dinamicos no lineales: son sistemas que varian en el tiempo, en los cuales su
salida no es directamente proporcional a la entrada y ademas son sensibles a las condiciones
iniciales, tambien llamados sistemas caéticos. La sensibilidad quiere decir que si dos sistemas
dinamicos idénticos se inician en diferentes condiciones iniciales tendran comportamientos distintos.
Por lo general un mismo sistema sometido a condiciones iniciales diferentes, resulta tener un
comportamiento del mismo tipo, sin embargo esto no ocurre en este tipo de sistemas.

13
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2.1 Dinamica de sistemas una vision ampliada que permite
estudiar diferentes tipos de sistemas: formulacién, espacio
fase, estabilidad y puntos fijos

El conocimiento de la dindmica no lineal est4 basada en la nocién de un sistema dinamico. Un
sistema dindmico puede ser pensado como un objeto de cualquier naturaleza, cuyo estado evoluciona
en el tiempo de acuerdo con una ley dindmica.

Considere un sistema dinamico descrito por un conjunto de ecuaciones diferenciales de primer
orden. Las condiciones necesarias para un movimiento caoético son, a) el sistema debe tener al

menos tres variables dinamicas independientes y b) las ecuaciones de movimiento deben contener
un término no lineal, que acople varias de las variables. Las ecuaciones pueden ser expresadas como:

dxy

W Fl(ml,xQ,...,xn)

dxa

W ‘ F2($1,$2,...,xn) (23)
dr,

W Fn(x1,$2,....7$n)

donde n debe ser al menos 3. Dos ejemplos de ecuaciones no lineales son:

d

% = ax1+ fra+ yr1w2+ - + 0Ty
dx

g = ax1+ Bro+ ysenxo+ -+ dxy,

donde a, 3,7y, son constantes. En cada caso los términos no lineales acoplan tanto a x1 y a xo.
Sistemas tales como esos son frecuentemente cadticos para algunas elecciones de constantes.

A continuacion se dan algunas definiciones y caractertisticas de los sistemas cadticos.

Definicion 2.3. El espacio de estados es el conjunto de todos los posibles estados de un sistema
dindmico; cada estado del sistema corresponde a un unico punto en el espacio de estados. En general,
cualquier conjunto abstracto podria ser un espacio de estados de algun sistema dindmico. Un espacio
de estados es frecuentemente llamado un espacio fase [15].

Definiciéon 2.4. Una funcion cuyo espacio de entrada (dominio) y espacio de salida (rango) son
el mismo y es llamado un mapeo.

Definicion 2.5. Un Atractor es la propiedad de un sistema dindmico, el cual esta manifestado
por la tendencia bajo diversas pero delimitadas condiciones, que conducen a un estado de actividad
reproducible y permanecen alli.
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Definicion 2.6. La trayectoria es una descripcion matemdtica de la secuencia de wvalores
adoptadas por una variable de estado en ir de una condicion inicial o de partida hacia un atractor
0 a través de una secuencia de atractores. La transicion de un atractor a otro es llamada un
cambio de estado o bifurcacion.

Definicion 2.7. Un Atractor extrano se manifiesta como una actividad que parece ser aleatoria,
pero que es deterministica y reproducible, si las condiciones iniciales pueden ser replicadas (por
ejemplo, el atractor de Lorenz o el atractor de Rdssler).

Definicion 2.8. Un Punto fijo es la solucién mds simple del estado estable. Al aumentar el tiempo,
todas las trayectorias tienden a terminar en este punto. Los puntos fijos estables son atractores. Un
ejemplo tipico es un péndulo que ha venido del reposo después de algun tiempo de oscilacion debido
a la friccion.

Definicion 2.9. Bifurcacion quiere decir el rompimiento en dos partes, describe cualquier cambio
stbito en la conducta del sistema cuando algun pardmetro es variado.

Definicion 2.10. FEl Ruido descrito en el enfoque neurofisioldgico en general se describe como:
“senal no deseada” que interfiere con las senales deseadas.

Definicion 2.11. Ciclo limite: Es una orbita aislada cerrada, que corresponde por tanto a
soluciones periodicas ; asi , no existen otras orbitas cerradas en su vecindad y por lo tanto las
trayectorias vecinas se mueven acercandose o alejandose del ciclo limite. Si todas las trayectorias
vecinas se acercan al ciclo, entonces éste es estable y es inestable en caso contrario.

2.2 El caso discreto: mapeo logistico y caos

El mapeo logistico es unidimensional y no lineal [10]. Mapeo logistico es un mapeo surge en
biologia de la poblacién, con un modelo de fluctuaciones en la poblacién de una sola especie
con generaciones que no se superponen. Se asume que la poblacion de generacion (n + 1) es
excepcionalmente determinada por la poblacion de la generacion precedente segin la ley [16].

Tnt1=F(xy)

La simpleza de tal ley es la hipotesis Maltusiana de la tasa de reproduccion constante F'(z) = uz,
es un crecimiento exponencial cuando p > 1.

El mapeo logistico se usa en dinamica poblacional, como por ejemlo f(z)=az(1l — x) tenemos

que a representa la “fertilidad” o “taza de crecimiento”. Por ejemplosi 0<a <4, 0<z,<1y f es
una parabola, la cual es iterada

r1 = f(xo)
z2 = f(x1)= (o)

Tn, _ f(@n-1)= f"(z0)
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Donde n es la n — ésima iteraciéon de xg, por lo tanto a el conjunto de todas las iteraciones es
el mapeo de f.

.Vﬁ\

Figura 2.1. Mapeo logistico para un estado caotico a p=4.0

El mapeo logistico ilustra muchas caracteristicas de dinamica caética, tal como bifurcaciones,
doble periodo, sensibilidad a las condiciones iniciales, etc.

2.3 Osciladores caodticos tipicos

Ahora se presentan un conjunto sistemas dinamicos no lineales a los cuales también llamamos
osciladores caoticos.

Sistema Dinamico Pardmetros
Lorenz T=—0r+0Y c=10
y=—xz+rr—vy b=8/3
z=zxy—>bz r=24.74
Rossler T=—y—2z a=0.1
y=x—ay b=0.1
2=b+ (r—c)z c=14

Tabla 2.1. Sistemas dinamicos caéticos Lorenz y Rossler
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Sistema Sistema Sistema Sistema
Dinédmico Dinamico Dinémico Dinamico

1 T=1y 6 T=y+z 11 T=2Y—2 16 T=2Ty+x
y=—-x+yz y = —x + Y=z —y §=—x+ 1>
i=1—1? 0.5y Z=x+0.3z2 i=x+y

F=a—z

2 T=yz 7 =04z +z2 12 z=y+3.92 17 T=—z
y=x—y y=xz—y y = 0.92%— y=—y
z=1—2xy z=—x+y Y z=31x +

z=1—x y?+0.52

3 T=yz 8 t=—y+22| 13 T=—z 18 1=09—y
y=xr—y y=x4 0.5y y=—2’—y y=04+z2
i=1—22 i=x—2z 3= 1.7 + i=xy—2z

1.7¢4+y

4 T=—y 9 z=-0.2y 14 T=—-2y 19 T=—x—4y
y=x+2z y=x+2z y=x+ 2> y=x+ 2>
F=xz+ 31> F=x4y>— i=1+y— 2=1+2z2

z 2z

5 T=yz 10 T=2z 15 =1y
y=a’—vy y=-2y+z2 Y= —2z
z=1—-4x z = -z + i=z+zz+

Y+ > 2.7y

Tabla 2.2. Sistemas dinamicos caéticos de J.C. Sprott

Si graficamos las ecuaciones diferenciales de los atractores de Lorenz y de Sprott, obtenemos lo

siguiente.

Atractor de Lorenz

Figura 2.2. Atractor de Lorenz

Z Axis
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.

-4 -2 0 2 4 6

Figura 2.3. Atractor de Sprott ntimero 2.

Los resultados esenciales derivados de este tipo de ecuaciones diferenciales son los siguientes [3|:

1. Las oscilaciones tienen conducta de tiempo pseudoaleatorio (o conducta cadtica).

2. Las trayectorias oscilan cadticamente por un largo tiempo antes que se encuentran en un
estado estable estacionario estatico o periddico (pre-turbulencia).

3. Algunas trayectorias alternan entre oscilaciones cadticas y periodo estable (intermitencia).

4. Para ciertos valores de los parametros las trayectorias parecen cadticas aunque ellas
permanecen en la vecindad de una oscilacion periddica inestable (periodicidad ruidosa).



Capitulo 3

Epilepsia y dinamica no lineal

La epilepsia puede tener etiologias diversas, desde la antigiiedad la epilepsia era considerada
como un ‘“mal sagrado” porque se presentaba como un fenémeno incomprensible y asombroso. El
primero en explicar el origen de la epilepsia fue Hipdcrates de Cos, quien pensaba que era una
enfermedad natural que provenia del cerebro. Posteriormente Thomas Willis sitta al cerebro como
el origen de la epilepsia. Para afios mas actuales John Hughlings Jackson la defini6 como una
alteracion del sistema nervioso central caracterizada por una descarga excesiva y desordenada del
tejido nervioso central sobre los misculos, causadas por un incremento y sincronizacién anormales
de la actividad eléctrica neuronal.

Hoy en dia definimos a la epilepsia como una alteracion del sistema nervioso central caracterizada
por un incremento y sincronizacién anormales de la actividad eléctrica neuronal, que se manifiesta
por episodios recurrentes, espontaneos, intensos e impredecibles conocidos como crisis epilépticas.

También se ha descrito como grupos de redes de neuronas autoritmicas que acttian como
osciladores verdaderos o como resonadores [13].

De las definiciones anteriores, es evidente que la epilepsia se puede modelar con las herramientas
de los sistemas dinamicos no lineales, ya que en si misma es un sistema dinamico caético.

3.1 Alteraciones en las series de tiempo del EEG

Si un sistema produce una senal o una serie de tiempo, es decir, un observable del cual se puede
estudiar su evolucién en el tiempo, esta sefial da informacioén sobre la dindmica interna del sistema,
sin necesidad de manipular el sistema o abrirlo. Si el observable es constante en el tiempo y por
consecuencia la senial no cambia, el sistema debe de ser estatico. Si la senal cambia, el sistema debe
de ser dinamico, y la manera en la cual cambia delata el tipo de dindmica interna. En principio, las
variaciones que hay en un sistema dindmico pueden ser complejas, aleatorias, cadticas, o periddicas

[17].

19



20 EPILEPSIA Y DINAMICA NO LINEAL

Un EEG representa los cambios en el campo eléctrico originados en el cerebro, un registro
EEG es una serie de tiempo, estocéstica, no determinista; es decir, no siempre se obtiene la misma
actividad con las mismas condiciones iniciales.

Por otra parte se ha asumido que el EEG deberia ser considerado como una de las mas
importantes oscilaciones que afecta la producciéon y conduccién de senalizaciéon en el cerebro, a
la vez que el EEG tiene un atractor extrano. Ademés se ha descrito la necesidad de evaluar las
senales EEG con herramientas no lineales [18].

El EEG se compone de la actividad de un conjunto de osciladores que producen actividad ritmica
en varios rangos de frecuencia. Esos osciladores estan usualmente activados aleatoriamente, sin
embargo por la aplicaciéon de la estimulacion sensorial se acoplan y actian de forma coherente. Por
otra parte las respuestas reales de un EEG son de caracter oscilatorio amortiguado [18].

3.2 Una posible explicacion: modelo de Analisis de la
sincronizacion de senales EEG usando dinamica no lineal

La dindmica no lineal abre nuevas ventanas en la comprension del electroencefalograma debido
a que el sistema neuronal ciertamente involucra mecanismos no lineales a nivel microscépico. Desde
una perspectiva teodrica, la identificacion y caracterizacion de la no linealidad en el EEG conlleva
a usar las propiedades de modelos matematicos para describir el comportamiento dinAmico de un
cerebro normal o de uno patolégico.

Diversos investigadores han usado métodos no lineales para revelar que el EEG es generado por
un proceso neuronal determinista . Se presenta y se aplica una técnica de la dindmica no lineal que
permite caracterizar el efecto del ruido sobre osciladores caoticos acoplados globalmente, asi como
también, el grado de sincronizacién que experimentan los osciladores.

El fenémeno de sincronizacion ocurre cuando dos o mas sistemas caoticos acoplados que
inicialmente evolucionan sobre atractores diferentes, siguen eventualmente una trayectoria comun.

En la siguiente Seccion, se investigan dos modelos dindmicos teoéricos que consisten en un
conjunto de osciladores caéticos de Lorenz y Sprott globalmente acoplados y sujetos a un ruido
externo.

Se estudia la formaciéon de dominios dinamicos sincronizados o clusters inducidos por ruido en
esos modelos. Se calcula la cantidad de clusters formados para diferentes valores de los parametro
que mide la intensidad de acoplamiento, y se introducen dos parametros de orden para caracterizar
la sincronizacion global del sistema [1].
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3.3 Estudio del modelo: posibilidad de extension

Presentamos una propuesta al articulo antes mencinado [1| con los osciladores de Lorenz y
Sprott.

Nos enfocamos a estudiar la sincronizaciéon en términos generalizados por medio de sistemas
cadticos como son los osciladores caoticos de E. N. Lorenz y J. C. Sprott globalmente acoplados
a partir del modelo propuesto con los osciladores cadticos de Rossler globalmente acoplados. El
modelo esta descrito por el siguiente sistema de ecuaciones:

2, = —oxi+oyi+e(Z—z1)+ &(t)
yi = —XZtrT— Yit+ a(y_ — yi) (3.1)
Zi = XiZi— bZH- 8(2 — ZZ)

$z = y1z1+e(T —21) + &(t)
Yi ri— yit (Y — yi) (3.2)
zi = 1—x;z;+ 8(2 — Zi)

coni=1,2,...., N, N es el numero de osciladores; £;(t) es la fuente de ruido sobre el oscilador i,
y su valor medio es (&) =0y su correlacion es (£;(t)€;(t')) =256(t —t')d;;, tal que S es la dispersion
del ruido. El parametro € representa la intensidad de acoplamiento global entre los osciladores, y
el valor medio de las variables x; esta dado por

(t) = %Z zi(t) (3.3)

con expresiones similares para 4 y z. Tomamos los valores de los parametros o,r y b tales que
. e - " 8
los osciladores de Lorenz individuales se encuentran en régimen caético, estoes, 0 =10,r=28 y b= 3

Se define un dominio como un subconjunto de la poblacion de osciladores en el cual las distancias
en el espacio fase entre pares de elementos i, j, pertenecientes al subconjunto que son menores que
un cierto valor umbral «, tal que d;;< . Definimos d;; como la distancia entre pares de elementos.

dij= /(i — x5)*+ (yi — yj)*+ (zi — 2j)* (3.4)
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Introducimos dos parametros de orden distintos para caracterizar la formacién de dominios
dinamicos (clusters). Primero definimos 7(t) como la fraccion de pares de elementos (7, j) que estan
separados a una distancia dj; < 1.

N-1

T(t) _m : Z @ 7 le (35)

=1 j5=1

El segundo paramétro de orden es s(t), es la fraccion de elementos i que en un tiempo ¢ tienen
al menos un elemento j localizado a una distancia dj; < 7.

N N
= Z H O[ds; — (3.6)
i=1 j=1;j

donde ©(z) es la funcion escalon de Heaviside, tal que

0,z<0
@(x)_{ 1 i>0

El dltimo término de la ecuacion (3.6) es la fraccion de elementos cuya distancia a algin otro
elemento es mayor a 7.

Cuando la sincronizacion es total tenemos r(t) = s(t) = 1. Si toda la poblacion de osciladores esta
distribuida en dominios dindmicos (clusters) se tiene s(t) =1, mientras que r(t) < 1; debido a que
los dominios dinamicos (clusters) pueden estar separados. Si algunos de los elementos de el sistema
estan formando dominios dinamicos (clusters), pero otros estan fuera de ellos, se tiene r(t) < s(t) < 1.

Acoplamos 70 osciladores con diferentes valores para el valor umbral -, debido a que el valor que
se uso en el articulo corresponde a la desviacion estandar de cada senial EEG. Los valores propuestos
son v = 0.0096,0.0035,0.027,0.01,0.15

Para caracterizar la sincronizacién y formacion de clusters en las senales EEG, se utilizaron
los parametros de orden r(t) y s(t) del articulo [1]. Los cuales mas adelante compareros con los
resultados obtenidos de los osciladores propuestos.

En las imégenes siguientes se muestran los valores de los parametros r(t) y s(t) para un sujeto
sano y un caso de crisis epilética. En el segundo caso se pueden observar los acoplamientos (picos
de ambos parametros) asociados con la crisis (Figura 3.2).



3.3 ESTUDIO DEL MODELO: POSIBILIDAD DE EXTENSION
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Figura 3.2. Parametros r(t) y s(t) del EEG del paciente epiléptico en crisis. La linea punteada vertica
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Capitulo 4
Resultados y Discusiéon

Para el analisis de la formacién de clusters en los sistemas descritos por los sistemas de ecuaciones
(3.1) y (3.2), tenemos el siguiente criterio ya mencionado en el capitulo anterior.

La sincronizacion es total cuando 7(t) = s(t) = 1. Si toda la poblaciéon de osciladores esta
distribuida en dominios dinamicos se tiene s(t) =1, mientras que 7(¢) < 1; debido a que los dominios
dindmicos pueden estar separados. Si algunos de los elementos de el sistema estan formando
dominios dindmicos, pero otros estan fuera de ellos, se tiene r(t) < s(t) < 1.

En la siguiente figura se muestra el espacio fase de las posiciones de los osciladores y como se
forman los clusters debido al valor umbral «, respecto a un oscilador y su distancia con los otros
osciladores.

Figura 4.1. Espacio Fase de las sistemas de osciladores acoplados con el criterio los parametros de orden
r y s. El radio de las esferas es el valor umbral « y los ejes corresponden a las tres variables de un oscilador
caotico. En un instante ¢ cada punto es el estado de uno de los osciladores acoplados.

A continuacion se muestran los parametros de orden r(t) y s(¢) en funcion de la intensidad de
acoplamiento ¢, respecto al valor que asignamos al valor umbral ~.

Se observa en las graficas que para cada punto de las funciones r(t) y s(t), dependiendo de la

intensidad de acoplamiento ¢, se obtienen diferentes formaciones de clusters, usando como criterio
las ecuaciones (3.5) y (3.6).
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En las siguientes figuras se compara de manera grafica la precision de los dos métodos empleados
Runge-Kutta y Euler.
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Figura 4.7. Dinamica del oscilador de Lorenz con el método de Runge-Kutta.
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Figura 4.9. Dinamica del oscilador de Sprott con el método de Runge-Kutta.
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Figura 4.10. Dinamica del oscilador de Sprott con el método de Euler.
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Se observa que el oscilador de Lorenz es mas sensible al tamano de pasos en comparacién con
el oscilador de Sprott, que muestra soluciones parecidas sin importar el método empleado.






Capitulo 5

Conclusiones y Perspectivas

5.1 Conclusiones

El término de ruido en las ecuaciones y en las simulaciones se incluy6é para poder comparar
el modelo tedrico y el comportamiento de un sistema real, ya que cuando se analiza un
electroencefalograma hay factores que haran fluctuar algunas mediciones.

El valor umbral es un parametro fundamental en el calculo de dominios dindmicos sincronizados:
es necesario un criterio y puede ser mas confiable para caracterizar un EEG.

Se analizaron los pardmetros r(t) y s(t) con un + constante, y se pudo observar que su
comportamiento depende del sistema de osciladores que uno emplee.

Se analiz6 la formacién de dominios dindmicos sincronizados descritos por los sistemas de
ecuaciones de osciladores cadticos globalmente acoplados de E. Lorenz y J. C. Sprott y se observo

una similitud en los parametros de orden.

El sistema de osciladores cadticos de Lorenz es méas sensible al tamano de pasos, en comparaciéon
al de Sprott.

Los osciladores cadticos son un buen modelo para simular la dinamica del cerebro, ya que se
pueden comparar los EEG con las graficas que muestran los pardametros de orden r(t) y s(t) vs
intensidad de acoplamiento ¢.

5.2 Perspectivas

Se abre la posibilidad de hacer una pronta deteccién a un ataque epiléptico con diferentes
sistemas dinamicos cabticos.
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También se puede tener otra perpesctiva del modelo ya que el término &;(¢) de las ecuaciones ,
podemos generalizarlo como una estimulacién externa al sistema y asi poder obtener otro tipo de
resultados mas cercanos a un EEG real.

El modelo propuesto del sistema de ecuaciones (3.1) y (3.2) se puede generalizar a mas sistemas
dinamicos.

Las constantes en las ecuaciones (3.1) y (3.2) se podrian proponer como valores de
neurotransmisores que influyen en la dindmica del cerebro.

Mas adelante se podria verficar la validéz del modelo para cualquier sistema de osciladores
caotios.



Apéndice A

Codigo del programa en Python para el sistema de ecuaciones [3.1] y [3.2]

autoPython 2.7.8 (default, Jul 2 2014, 19:48:49) [MSC v.1500 64 bit (AMD64)]
Python plugin for TeXmacs.

Please see the documentation in Help -> Plugins -> Python

auto

Python]

#-*-coding: utf8-*-
""" osciladores de Lorentz acoplados en x

se usa Runge-Kuta de 40 orden (nueva funcién Step)
se usa también Euler para comparar...
se agrega la distribucion de distancias

from Larray2 import *
from Ldynamicsystems2 import *

#parametros del problema

a, b, c =10.0, 28.0, 2.66 # 4.5 5.0 5.7
nosc = 70

gamma = 0.0096

umbral = 0.03

dt = 0.0001

npasos = 500000

#problemas del programa
U = array([random((3)) for i in range(nosc)])
#print "U",U

def xm(Q):

global nosc
return sum(U[:,0])/float(nosc)
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def

def

def

def

def

def

ym() :
global nosc
return sum(U[:,1])/float(nosc)

zm() :
return sum(U[:,2])/float(nosc)

dij(Ui,Uj):
return sqrt ((Ui[0] - UjL01)**2 + (Ui[1] - Uj[11)**2 + (Ui[2] - Uj[2])*x2)

Theta(x) :
if x<0: return O
else: return 1

r():
global gamma,U,nosc
N1 = float(nosc*(nosc-1))
S =0.0
for i in range(nosc):

for j in range(nosc):

if i<>j:
S += Theta(gamma-dij(U[i],U[j]))

return S/N1

s(epsi): # k es el indice de la lista epsilon
global gamma,U,D

S =0.

for i in range(nosc):
P=1.
for j in range(nosc):

if 1 <> j:
dd = dij(Uulil,ulj1)
P = P x Theta(dd-gamma)
if i < j: D[epsi] .append(dd) # para histograma de distancias

vs epsilon

def

def

S += P
return 1.- S/float(nosc)
f0():

global U, epsilon, epsi, umbral
return -a*U[0,0] + a*U[0,1] + epsilon[epsil*(xm()-U[0,0]) +

umbral * (2*xrandom( (1)) [0]-1.)

£1(Ui):
global epsilon,epsi,a
return -Ui[0]*Ui[2] + b*Ui[0] - Ui[1] + epsilon[epsi]*(ym()-Ui[1])
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def £2(Ui):
global epsilon,epsi,b,c
return Ui[0]*Ui[1] - c*Ui[2] + epsilon[epsil*(zm()-Ui[2])

def F(Ui):
return array([f0(),f1(Ui),f2(Ui)])

def G(U):
return array([F(U[i]) for i in range(nosc)])

ff = open("osclorenzRS"+str(nosc)+"gamma"+str (gamma)+".dat", "w")

epsilon = arange(0.0, 0.15, 0.01) #[0.01*j for j in range(15)]
epsi = 0

leps = len(epsilon)

D = [[] for j in range(leps)]

#print D

#raw_input ()

josc = nosc/10

nU = 10
if not josc: # opcion pocos osciladores
josc =1

nU = nosc

# la dinamica vil
for eps in range(leps):

U = 0.4xarray([random((3)) for i in range(nosc)])

V = U.copy()

epsi = eps

U = G(U)

V= G(V)

fu = open("osclorenzUE"+str(nosc)+"-eps"+str(epsilon[eps])+"gamma"+str (gamma)+".dat",
"w')

fv = open("osclorenzUR"+str(nosc)+"-eps"+str(epsilon[eps])+"gamma"+str (gamma)+".dat",
"W")

for i in range(npasos):
#print eps,i,
U = U + RungeKuttaStep(U,G,dt)
V =V + dtxG(V)
#print U
if i % 1000 == O:
fu = open("osclorenzUE"+str(nosc)+"-eps"+str(epsilon[eps])+"gamma"+str (gamma)+" . ¢

Ilall)
fv

open("osclorenzUR"+str (nosc)+"-eps"+str(epsilon[eps])+"gamma"+str (gamma)+" .«
uan)
for j in range(nU):
fu.write("%f %f Uf " %
(U[j*josc,0],U[j*josc,1],U[j*josc,2]))



fv.write("%f %f Af " %
(V[j*josc,0],V[j*josc,1],V[j*josc,2]))

fu.write("\n")

fv.write("\n")

fu.close()

fv.close()
#print
# r(t) y s(t) en terminos de epsilon para grafica
ff = open("osclorenzRS"+str(nosc)+"gamma"+str(gamma)+".dat", "a")
ff.write("%f %f %f \n" % (epsilon[eps], r(), s(eps)))
ff.close()
# distribucion de distancias para cada acoplamiento epsilon
X, Y = distrib(array(D[eps]))
savedistrib(X,Y,name=’osclorenz’+str(nosc)+’DD’+str(epsilon[eps]))

#-*-coding: utf8-*-
""" osciladores de Sprott acoplados en x

se usa Runge-Kuta de 40 orden (nueva funcién Step)
se usa también Euler para comparar...
se agrega la distribucion de distancias

from Larray2 import *
from Ldynamicsystems2 import *

#parametros del problema

#a, b, ¢ = 10.0, 28.0, 2.66 # 4.5 5.0 5.7
nosc = 70

gamma = 0.0096

umbral = 0.03

dt = 0.0001

npasos = 500000

#problemas del programa
U = array([random((3)) for i in range(nosc)])
#print "U",U

def xm():
global nosc

return sum(U[:,0])/float(nosc)

def ym(Q):



global nosc
return sum(U[:,1])/float(nosc)

def zm(Q):
return sum(U[:,2])/float(nosc)

def dij(Ui,Uj):
return sqrt((Ui[0] - Uj[0])**2 + (Ui[1] - Uj[1]1)*x2 + (Ui[2] - Uj[2])*x2)

def Theta(x):
if x<0: return O
else: return 1

def r():
global gamma,U,nosc
N1 = float(nosc*(nosc-1))
S =0.0
for i in range(nosc):
for j in range(nosc):
if i<>j:
S += Theta(gamma-dij(U[i],U[j1))
return S/N1

def s(epsi): # k es el indice de la lista epsilon
global gamma,U,D

S =0.

for i in range(nosc):
P=1.
for j in range(nosc):

if i <> g
dd = dij(Ulil,ul3])
P = P x Theta(dd-gamma)
if i < j: D[epsi] .append(dd) # para histograma de distancias
vs epsilon
S +=P

return 1.- S/float(nosc)

def £f0():

global U, epsilon, epsi, umbral

return U[0,1]*U[0,2] + epsilon[epsi]*(xm()-U[0,0]) +
umbral* (2*random( (1)) [0]-1.)

def £1(Ui):
global epsilon,epsi,a
return Ui[0] - Ui[1] + epsilon[epsil*(ym()-Ui[1])

def £2(Ui):
global epsilon,epsi,b,c
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return 1 - Ui[0]*Ui[1] + epsilon[epsi]*(zm()-Ui[2])

def F(Ui):
return array([£f0(Q),£f1(Ui),£2(Ui)])

def G(U):
return array([F(U[i]) for i in range(nosc)])

ff = open("oscsprottRS"+str(nosc)+"gamma"+str (gamma)+".dat", "w")

epsilon = arange(0.0, 0.15, 0.01) #[0.01*j for j in range(15)]
epsi = 0

leps = len(epsilon)

D = [[] for j in range(leps)]

#print D

#raw_input ()

josc = nosc/10

nU = 10
if not josc: # opcion pocos osciladores
josc =1

nU = nosc

# la dinamica vil
for eps in range(leps):

U = 0.4*array([random((3)) for i in range(nosc)])

V = U.copy()

epsi = eps

U = G(U)

V=G

fu = open("oscsprottUE"+str(nosc)+"-eps"+str(epsilon[eps])+"gamma"+str (gamma)+".dat",
"w')

fv = open("oscsprottUR"+str(nosc)+"-eps"+str(epsilon[eps])+"gamma"+str (gamma)+".dat",
"w')

for i in range(npasos):
#print eps,i,
U = U + RungeKuttaStep(U,G,dt)
V=V + dtxG(V)
#print U
if i % 1000 == 0:
fu = open("oscsprottUE"+str(nosc)+"-eps"+str(epsilon[eps])+"gamma"+str (gamma)+" .¢

Ilall)
fv

open("oscsprottUR"+str(nosc)+"-eps"+str(epsilon[eps])+"gamma"+str (gamma)+" .«
"a")
for j in range(nU):
fu.write("%f %f %f " %
(U[j*josc,0],U[j*josc,1],U[j*josc,2]))
fv.write("%f %f Uhf " %
(V[j*josc,0],V[j*josc,1],V[j*josc,2]))



fu.write("\n")

fv.write("\n")

fu.close()

fv.close()
#print
# r(t) y s(t) en terminos de epsilon para grafica
ff = open("oscsprottRS"+str(nosc)+"gamma"+str(gamma)+".dat", "a")
ff.write("%f %f %f \n" % (epsilon[eps], r(), s(eps)))
ff.close()
# distribucion de distancias para cada acoplamiento epsilon
X, Y = distrib(array(D[eps]))
savedistrib(X,Y,name=’oscsprott’+str(nosc)+’DD’+str (epsilon[eps]))
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