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Resumen

En es te trabajo se demuestra la relaci’on que existe entre la distribuci’on de Wigner y la trans-
formada fraccionaria de Fourier mediante el algoritmo de retroproyeccion filtrada, se comparan
los resultados analiticos encontrados para diferentes funciones con los resultados num’ericos, y la
validez de estos resultados se establece calculando el momento cero. Se desmuestran propidades
b’asicas de la distribucio’on de Wigner y la tranformada de Radon para llegar a la relaci’on entre

la distribuci’on de Wigner y la transformda fraccionaria de Fourier.



RESUMEN



Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo se exponen las propiedades de la transformada fraccionaria de Fourier y su imple-
mentacion mediante sistemas épticos. Esta transformada se deriva de las proyecciones paralelas de
la distribucién de Wigner, por lo que se define ésta, revisando sus propiedades bésicas. Se busca
explorar més la relacién de proyecciones de la distribucién de Wigner con las técnicas tomograficas
para proyecciones paralelas. La distribuciéon de Wigner se ha propuesto como una representacién
para sefiales o imdgenes que combina la variable de tiempo (o posicién) con la variable frecuen-
cial. Definiendo funciones unidimensionales, pueden construirse distribuciones bidimensionales de
Wigner. Muchas de sus propiedades se relacionan con las de la transformada de Fourier. Puede
mostrarse que las proyecciones paralelas de la distribucion de Wigner resultan ser transforma-
ciones lineales candnicas. De ahi que se puedan definir transformadas de Fourier fraccionarias con
pardmetro 6 = a3, con —2 < a < 2. Uno de los objetivos de este trabajo consiste en demostrar los
pasos intermedios involucrados en el establecimiento de estas propiedades en relacién a imagenes
unidimensionales. Puesto que las proyecciones paralelas a cierto angulo ¢, pueden ser descritas por
técnicas de Tomografia, se buscan explorar estas relaciones, en particular con la transformada de
Radon. Al estudiar sus aplicaciones en sistemas 6pticos, se plantea la realizacién experimental de

estas propiedades. Se busca también una representacién para imagenes en 2 dimensiones.
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Capitulo 2

Proyecciones paralelas y

transformada de Radon

La tomograf’ia es una t’ecnica que permite la reconstrucci’on del interior de un cuerpo en base a
las proyecciones de una onda de sondeo que lo atravieza. Uno de los casos m’as simples es el de
las proyecciones paralelas, en el cual la onda de sondeo es una onda plana y conserva su car’acter
durante su paso por el objeto hasta su salida, donde es detectada. La onda resulta modificada
en atenuaci’on (objetos de absorci’on) o en fase (objetos de fase en aproximaci’on de refracci’on
baja). Este caso admite una descripci’on con transformadas integrales y transformadas de Radon.
Este tipo de transformadas integrales representan proyecciones paralelas y ser’a introducida en
el teorema central de Fourier. Otros casos de la tomograf’ia surgen cuando a) la iluminaci’on no
es paralela, sino en forma de cono o abanico b) si se considera refracci’on c) si se considera la
difracci’on d) si se incluye el esparcimiento. Tales casos exceden los prop’ositos de esta tesis y no

se incluir’a en ’esta.

2.1 El teorema central de Fourier

2.1.1 Formaci’on de im’agenes en un sistema telec’entrico

Se considerar’a un sistema ’optico coherente formador de im’agenes, lineal e invariante, en una
disposici’on telec’entrica para transformada de Fourier con lentes de igual longitud focal fy. Las
coordenadas de los planos objeto, de frecuencias espaciales (plano de Fourier), y de imagen se
denotan por (X,Y), (fx, fy) vy (X', Y’) respectivamente. Se emplear’an coordenadas normalizadas

respecto al di’ametro de la pupila, denotado por 2R; as’i:
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Figure 2.1: Sistema "telecentrico” que posibilita la obtenci’on de la misma funcin’on

entonces, las distribuciones de amplitud en planos de Fourier e im’agen son:

Oy, ) Pr(p, ) (2.1)
Oey) = FHO(uv)} (2.2)

Q

=

S
I

donde Pg(u,v) es la funci’on de pupila coherente, Aqu’i, desde luego

O(p,v) = F{O(z,y)}
/ / dadyO(z, y)e 2 Hatvy), (2.3)

2.2 Proyecci’on paralela como convoluci’on.

Por conveniencia, consid’erese ejes coordenados rectangulares (P, P,) y (w,w,) obtenidos por

rotaci’on, al ’angulo ¢, de los ejes (x,y) y p,v), respectivamente

N Py /\ \‘ ) .111,'

,\/\‘\\\\\i\ T ‘\’ iz

. .
’ . o’ -

Figure 2.2: Muestreo de la transformada bidimensional de Fourier
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P\ [ cosp seng)\ (= w\ [ cos¢ send"\ [p
P/ —sen¢ cosp ) \y Y wi) —send’  cos¢’ v

Las unidades de p'= (P, P, ) son las de & = (z,y). Las de &J = (w,w ) son las de @ = (u,v).
Consideramos los valores de la transformda de O(y,v) a lo largo de una linea recta de inclinaci’on

¢' = ¢ pasando por el origen. El muestreo de dichos valores puede escribirse como:

011, 1)3(w1) = O, 1)o(—pusengs + veoso) (2.4)
que esquematiza en la figura (2.2). Pero el muestreo de los valores a lo largo de lineas se corre-
sponde, en el plano objeto con la convoluci’on entre las transformadas inversas de cada factor:
O(p,v) y 6(wy). Considerando que F~1{§(w,)} = d(p) para cualquier valor de ¢, al determinar
la transformada de Fourier del muestreo lineal, surgen las siguiente relaciones:

FYHO(u,v)d6(—psend + wvcosp)} (2.5)
= FHO(u,v)} * F{8(~nsend + veosg)}
= O(z,y) * §(xcosgp + ysend)
= [ e[ a0t msla - eoso + (v~ msend]
R{O(z,9)} = O (p)

donde se ha identificado a la transformada de Radon como (dz? = dxdy)

R{O@) = [ e / " inO(Em)S(p — Ecosd — nsend)

/ T G20@ 8 — iy - ) (2.6)

— 00
con Uy = (cosg, send), é¢(p) es la transformada de Radon de O(Z), conocida tambi’en como la
proyecci’on paralela de O(Z). 'Esta funci’on de la coordenada p es la sefial de O(Z) tras cruzar y

acumular sus valores. Esto puede verse como sigue; con 2’ = & - 4 la ecuaci’on ( 2.6) resulta

O = [ avas [ ot o)

— 00
= / dy'O(p,y')
— 00
que es una integral de I'inea del tipo

SL:/O(x,y)dl
L

siendo L una recta dado por xz = p’.

De la ecuaci’on ( 2.6), se verifica la linealidad de la transformada de Radon como
R3{a01(Z) + O2(Z)} = aR{01(Z)} + Rp{O02(Z)}

donde a = constante.
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2.3 La inversa de la transformada de Radon

Cualitativamente, la cuesti’on de la transformaci’on inversa de Radon puede resolverse interpre-
tando a la proyecci’on paralela, é¢(p), como la transformada inversa unidimensional, F7; [}{ -}
del muestreo de la transformada bidimensional O(,u, v) = Fap{O(z,y)}, realizado a lo largo de la

recta w; = 0. Entonces, conociendo O¢(p) para toda ¢
O(z,y) = Fop{O(p,v)}
= FopBFin{0s(p)} (2.7)

donde se ha implicitado que O(u,v) se construye con toda O4(p) convenientemente acomodadas,
Fip{ -} esdep — w, y la operaci’on de acomodo se denota por l’;’: donde Fip{: -} es un muestreo
de la transformada bidimensional de Fourier. Lo anterior en todo caso, muestra que la transfor-
mada inversa de Radon no es tan semejante a la transformada directa. Estando, sin embargo, en
posesi’on de aqu’ella, se estar’ia en posici’on de reconstru’ir a la distribuci’on O(&) conociendo sus
proyecciones Oy (p).

Inspeccionando m’as en detalle la propiedad establecida en el teorema central de Fourier, consid-
erese la transformada bidimensional de la distribuci’on objeto y su transformada inversa, ’esto es,

con du? = dudy
0@ =0y = [ dwoGe
= / / dpdvO(p, v)et2™Hetry) (2.8)

Para el caso particular de la recta definida por d(w, ), se define w; = 0 y en concecuencia de las

relaciones inversas se tiene
= wcosp y v = wsengy,

con dudy = wdwdg.Sustituyendo en la transformada bidimensional inversa, se tiene

o8} 2m
O(l‘7 y) = /0 wdw ; d¢0~¢ (w’ ¢)ei2ﬂw(mcos¢+ysen¢)

/ W 40 / i wdwO 4(w, p)et2me (reosetysend)
0 0

™ S
/ d(ﬁ/ wdw0¢+,r (w7 (b + ﬂ_)ei27rw($cos[¢+7r]+ysen[¢+7r]), (29)
0 0

+

con Oy (w, ¢) los valores de la funci’on O(u, v) alo largo de la recta w; = 0 en coordenadas polares.
Para visualizar algunas simetr’ias de una proyecci’on, consider’ese primero una funci’on é(x—zg, y—

con rg = rocos = rgsendy. Su proyecci’on es
Yo), 0 0 0, Yo 0 0 proy

F0) / dadyd(z — 20,y — 0)5(p — wcosp — yseng)

— 00

d(p — zocosd — yoseng)
d(p — rocos[¢p — ¢o). (2.10)
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El senograma correspondiente es un trazo senoidal(plano p,¢) con desfasamiento ¢g, donde se
entiende a un senograma como las proyecciones de la funci’on a cada diferente ’angulo de detecci’on.

En general

o

Foran(p) = fo(p) (2.11)

foertt) = [ " dudyf (2, y)5(p — zeosl + 7] — ysen[s + 7))

= /OO dxdy f(x,y)d(p + xcosd + yseng)

— 00

= [ dwduse. (-~ weoss — ysens)

— 00

= Jo(-p), (2.12)

donde §(;%) =| zo | §(x) con zg = —1. Es una simetr’ia de medio ciclo.

De la simetr’ia de medio ciclo, se tiene para la transformada

Foinlw) = / dpfisn(p)e 2

[ e

[ i

Fol—w). (2.13)

Aplicando la simetr’ia al segundo t’ermino de la ecuaci’on (2.9), se obtiene

/ d¢/ deé¢+7r(w,¢ + ﬂ_)eiQ‘n'(fmcosqbfysengﬁ)w
0 0

/d¢/ wdwOy(—w, p)e~2mP
0 0

/oﬂ /O_"" ~w(=dw) Oy (w, $)e™™”

™ 0
= / d¢/ | w | dwOy(w, ¢)e™™ P, (2.14)
0 —o00
donde p = zcos¢ + yseng. La ecuaci’on (2.14) resulta entonces
Oy = [ do [ do|w| Ouw,d)emr, (2.15)
0 —oo
Por otra parte el teorema de Fourier de rebanada establece que
~ z o0 ~ )
O, 8) = Op(w) = / dpOy(p)e= 2™, (2.16)
— 0o
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con O4(p) la proyecci’on paralela de O(x,y). Definiendo a la proyecci’on filtrada como

Qulp) = / dw | w | Og(w)el2me, (217)

— 00

la ecuaci’on (2.15) se reescribe como

Ola,y) = /0 465G (p) = /0 d6Q) s (wcosd + ysend). (2.18)

El resultado establece una posible operaci’on de transformaci’on inversa de Radon mediada por un
filtrado, con un filtro espacial | w |, por lo cual Q4(p) es una proyecci’on filtrada ecuaci’on (2.16).

La ecuaci’on (2.17) es la retroproyecci’on de las proyecciones filtradas.

2.4 Retroproyecci’on (backprojection)

La ecuaci’on (2.18) establece una sumatoria angular de las proyecciones filtradas Q¢(p), que son
variantes de f¢(p) alteradas por un filtro de transmitancia | w |. La correspondiente sumatoria de

las proyecciones sin filtrar puede escribirse como

OC@y)E(%Cmy):1£Wd¢é¢@):téﬂd¢é¢@3ﬂ¢) (2.19)

El resultado, siendo una funci’on sobre el plano (z,y), puede pensarse como la suma de los valores
f¢ (p) extendidos a lo largo de las rectas perpendiculares a i,. Puede considerarse que Oy(x,y) es
una versi’on aproximada de O(z,y). Ag,Qu’e tan aproximada puede ser ’esta versi’on?, surge del
analisis siguiente. O(Z) es la retroproyecci’on de las é¢(p).

Cambiando de sistema coordenado, con Oy (z,y) — Ob(r, 6), se tiene
OAb(T, 9) = QWgé¢(p) = 27rg/ dLUO(oJ, ¢)ei27rwp)

habiendo usado la ecuaci’on (2.7), aplicando i Dl]-"g p en ambos miembros. Entonces

OA;,(T7 0) = / d¢/ dwé(w7 d))eﬂﬂ'wrcos(O—qﬁ)

0 —o0
27 ') B '
/ d(b/ dLUO(UJ, ¢)ez27rwrcos(0—¢)
0 0

27 oo ~ -
= / dgb/ (.L)d(.(}[O(w7Qﬁ)w*l]eZQﬂ'wrcos(ef(ﬁ)

0 0
= Taple 0w A (2.20)

Usando ahora el teorema de convoluci’on, se obtiene

Op(r,0) = Fyp{w ™} Fp{O(w, 6)}
%*owﬁy (2.21)
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con £ = 27w, y de la transformada de Hankel, se usa el siguiente resultado
1,1 >
Fopi—} = 2nm Jo(2mwr)dw
w 0

- /0 (e

I N el 1
L] nas =1 (2.22)

r r

Ag'i, O(m, y) resulta ser una version O(z, y) construida a partir de una funci’on de respuesta impulso
1

de la forma 1 ( emborronamiento 1).

2.5 Algoritmos para reconstrucci’on empleando retroproyeci’on

de proyecciones filtradas

Retornando a las proyecciones filtradas Q¢(p) dadas por la ecuaci’on (3.17) se observa que puede

reescribirse como una convoluci’on:

Qop) = F Y w|Quw)}
= F Y wl}*O0up)
= hs(p) * Ou(p), (2.23)

donde hp(p) = F~'{| w |}. La implementaci’on num’erica de la ecuaci’o (3.23) es empleada para
obtener su retroproyecci’on seg’un la ecuaci’on (3.18). Diversas aproximaciones a hp(p) determinan
diferentes filtrados. Cuatros filtros son usados en los algoritmos de reconstrucci’on: Low pass cosine,

Shepp-Logan, Ram-Lak y Hamming generalizado.

2.6 El momento cero de la transformada de Radon

La propiedad de ’areas constantes para cada proyecci’on es muy general y se relaciona con el

momento cero de la transformada de Radon, definido como ffooo dpé¢ (p). Por sustituci’on, se tiene

[ wouw = [ ([ aso@st-ae-m)

/_OO dZ0(Z) /00 dpd(p — Qg - Z)

— 00

/_ " d50@) = F{O@sy)}peveo, (2.24)

que resulta ser el promedio de la funci’on O(z, y), o bien, el valor del orden (0, 0) de su transformada
bidimensional, O(O7 0). El promedio es el 'unico punto en com’un de las transformadas de Fourier
(unidimensionales, de p a w) de cada proyecci’on, por lo cual, debe ser de igual valor independiente

de ¢. Si la funci’on O(z,y) = K, el momento cero es K — veces el ’area del dominio de la funci’on,
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que es un caso particular. Esta propiedad puede ilustrarse con el caso del objeto O(x,y) = rect([z—
1/2]/2)rect([y — 1/2)]/2). El momento cero es

/ ) dpOy(p) = / “nt pdp 5% dp Senoteost seng 4 cosd — p d
oo ¢ 0 sengcosp seng COSO cosd sengcosp
— p2 seng + p |cos¢ sengﬁ + COS¢ |sen¢+cos¢
2sengcosd ° cosg 59 sengcosp cos¢
_ 1 p2 ‘sen¢+cos¢
2 senpcosp ¢
1 seng + cos¢ 1 (seng + cosg)?
=t 1—t S - S Lk
2 ané + ané + sencoso (seng + cosg — cosg) 2 sengcoso
1 cos¢
2 seng
1 seng + cosg 1 sen?¢ + 2sendcosg + cos?d 1 coso
=——tangp +1+ - = =
2 cosp 2 sengcosp 2 seng
1 1 cosp 1 cos¢
=__t 1+t 1— (¢ 2 -
2 ang + 1+ tang + 2(an¢+ +sen¢))+256n¢

1 1 lcosp 1  coso
——t 1+t 1— =t -1-= -
2 ang + 1+ tang + 2 ane 2 seng + 2 seng

=1

Interpretando el ’area de cada proyecci’on como proporcional a la amplitud transmitida, debe

ser siempre de igual valor. La verificaci’on experimental de esta propiedad puede servir como un

criterio de rechazo de datos experimentales en el caso de violarse.



Capitulo 3

La distribuciéon de Wigner en

senales de una dimension

3.1 Definicion. Difraccién en campo lejano. Sistemas 6pticos.

Formacién de imagenes.

Las transformaciones integrales involucradas en difraccién tienen relacién con la llamada dis-

tribucién de Wigner, que puede definirse como:

/

T )eizmna’ (3.1)

Wi = [ de'fas -5

Donde f(x) es una sefial unidimensional y p su variable conjugada en transformada de Fourier.

Entonces, en nuestra notacion:

Wie.p) = Foou{ @+ 5)f (@ = 5)) (3.2)
Por ejemplo, si z =0
W0, = / P! 121 (—a f2)e
= F{f'/2)f"(~'[2)}
= F{f(@/2)} x F{f*(~2'/2)}
= 4f(2p) * f*(2u) (3.3)

13
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3.1.1 Propiedades basicas

/ dpWy(z, )

f@)f*(x)

Otra propiedad es:

/ dxWiy(z, @)

/°° /00 dudz’ f(x +2'/2) f*(x — m'/2)e_i2”l“ﬂ/
/OO do' f(z 4+ 2'/2) f*(x — 2’ /2) /Oo dpe~i2mha’

| s - 2
| F(@) 2 (3.4)

| s a2 - e

/00 da' e~ 2mh’ /Oo drf(x+2'/2)f*(x — 2'/2)

/_OO da e~ i27ne’! /_oo dl’”f(.%’”)f*(.’[:” . .%'/)

/:>O dx/efiQﬂ',uz' [m dm//f(x//)f*(_[xl _ Jf”])

| e g ()

FLf@) = (=)}

FLUEF{f (=)}

| flw) (3:5)

3.1.2 Relaciones de Parseval

/ / dxdpWy(z, 1)

/_ O:o /_ O:o /_ O:O dz' f(z + 2’ /2) f*(x — 2’ /2)dwdpe” 2™
/_O; dx /_O:O dr' f(z +2'/2) f*(x — 2’ /2) /_O; emi2mna gy,
/Z o /Z do' f(w + 2 /2)f* (@ = 2'/2)8(a")

oo

/ daf(@)f (@)

JCICTS
IFals (3.6)



3.2. Simetria en la definicién de Wy (z, i) respecto de x y de 15

Se nota que considerando (3.5)

/ deduWy(z,p) = / du/ dzWy(z, )

-/ T ) P (3.7)

— 00

O bien considerando (3.4)

o0 oo (o)
/ dedpWy(z,p) = / dx / duWy(x, 1)
—o0 —00

—00

/ | fla) 1 (3.8)

Por lo cual se restablece el teorema de Parseval:

/oodx|f(z) - /mdulf(u)l2

[Falls [l (3.9)

3.2 Simetria en la definicién de Wy (z, 1) respecto de x y de
L

Una de las caracteristicas més interesantes de la distribucién de Wigner consiste en la simetria de
su definicién respecto de x y p. Considere la operacién que define a W pero realizada en el espacio

1, con un cambio de signo en el niicleo:

> ! * ' —i2mpx’ ! * !
|t re-pe = Bt Hire-3)
x! . x!
= Flfla+ ) F{f @ - 5)}
_ 2']?(2’u)6127r(2u)x % QJE* (2M)e—i27r(2u)x
= 22 [ deflae)e e frap - ag)enaeer
= 2 [ A T (- g
= [ 2F - s e (3.10)
Donde ultizando definicién de convolucién y cambios de variable obtenemos:
(o) x/ x/ . , e} - /1// - /14/ . ,
[t re- e = [ B)f - et sy
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3.3 Algunas distribuciones de Wigner: ejemplos &, xo, (ps € R

3.3.1 f(x) = e®™0% fase lineal

3.3.2

3.3.3

3.3.4

3.3.5

Wiz, p) = / do’ ei2méo(z+5 0 fiQWEO(wf%)efiQﬂ'p,z'
iy
— 00
= 0(p— &)
f(x) =d(z — &)
[e%e] LL'/ ;L" . /
Wi(x,p) = / dx’é(x + 5 &)o(z — 5 - go)ez%r;w

4 / " de/o(a’ — 2l — )o@’ + 2o — &oje 2
46(4[x — 50])6*1'277#4(90*50)
6(z — &o)

f(x) = exp{—im(xox® + 2§ + (o)} , fase cuadratica

o0

Wien) = [ do'eap{=in(xov's + oo Jeap{~i2nps')

— 00

/ d’ exp{—i2n(—xor'z + [ — Eol')}

—00

d(p — & — xo)

(20)iexp{—noz?} , funcién gaussiana

Wi(x, p)

— /_OO dx( )iexp{ 27TU({E +(2/) _lﬂ%/)}

e’} / 2 2
= (20)%exp{—27raa?2}/ dw’emp{—?wa([x—] =2+ = - =
Lo 2 o

=

(20)2 exp{—2mox”texp{— ot }\/7
= 2630]){—277(0962—&—%)}

f(x) =rect(x) , funcién rectangular

!/ /

Wiz, 1) = / da'rect(z + %)rect(m — %)e‘i%“xl
— 00

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)
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A
Realizando el cambio de variable "/ = x + % tenemos:

o0
Wiz, p) = / da"rect(z"rect(2x — x'")e12TH2("—)
oo %
ei2mn2s g dm"rect(Qm _ x//)e—mmﬂx”
-3
Que es la transformada de Fourier de un rectdngulo de ancho 1 — 2 | = | desplazado por z” =
(1—2x)

=+ (20— %) = z. La transformada se evaliia en 2, por lo cual.

Wiz, p) = e2mCWra(1 -2z |)sencl2(1 — 2|z |)pe 270

21 = 2| x |)rect(z)senc[2(1 — 2 | z |)p] (3.16)

3.4 Otras propiedades

3.4.1 Conjugacion

*

Wf*(‘r7 /1’) = |:/OQ dx/f(x + (E//2)f*(x — x//2)e—i27'r;wv/

—00
= / da'f*(x +a'/2)f(x — ' [2)e>™H (3.17)
Realizando el cambio de varible " = —2’ tenemos que:
Wilw.p) = - / da" f*(x — 2" 2) f(x + 2" [2) ="

/OO d.’IJHf* (.’E _ LL‘///Q)f(.'E 4 x/l/2)e—i27r/m?”
= Wy(z,p) (3.18)

3.4.2 Desplazamiento en x: f(z — &)

Wiz,p) = /jo do' f(w +a' 2= &) [ (« — 2’ /2 = &)~

[t stia =gl + o2 - 6] - ')

— 00

= Wia— &) (3.19)

3.4.3 Funcién de fase lineal: ¢®™0? f(z)

I/Vf(g;7 M) — / dx/eiQTf&U(a:+:c'/2)e—i27r§0(x—a://2)f(x . CL’//Q)f*(CC . x//z)e—wmm’

—00

/ " dal el o 2 (o — ! J2)

— 00

Wy (x, 1 — &) (3.20)
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3.4.4 Momentos

Considerando las ecuaciones (3.7) y (3.8) tenemos que:

/ / dudzx" Wy (z, p) / dzz"” / duWy(x, p)
oo —0o0 — 00

— /Ozdx:c”;“(x) 2 (3.21)
dudrp"We(z, p) = dup™ dzWy(z, )
L] Iz
= [ w1 i P (3.22)

3.4.5 Escalamiento en espacio y frecuencia: x/u — z, My — u

Wi = 5 [ a2 e

M

. 2!
)677,271'1\/1;1,%

% /_O; dx’/Mf(ZC/M + xll/2)f*(x/M _ ZC”/Z)e—izﬂM“w”

/ " e (/M a2 M~ " 2)e M

W72 Mu) (3.23)
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3.5 Condiciones para que Wy(z, 1) sea distribucién de alguna

funcién

Invirtiendo la definicién de la distribucién de Wigner, obtenemos:

oo

fa+a'/Df @'/ = [ duWya e (3.24)

— 00

Si, y sélamente si después de evaluar la integral del segundo miembro para una cierta funcién
Wy (z, 1) dada, el resultado fuera expresable de la forma indicada en el primer miembro, tal funcién
Wy (z, ) serfa una funcién distribucién de Wigner legitima. De lo contrario no tendrfa correspon-
dencia como funcién f(x) alguna.

Para el caso en que z = z'/2, de la ecuacién (3.23) para una distribucién legitima:

o0

1 . /
fl&') = 7/ duWe(z' /2, p)et?™He 3.25
@)= g | Wr /2 (3.25)
Por otra parte, si f'(z) = f(z)e™ con x — ' entonces:

Pleta/Df"@—-a'/2) = fle+a /2™ (@ —a! [2)e
= et/ (@' )2) (3.26)

Por lo cual Wy (x, 1) = Wy(x,pu) = Wiz, p) : f'(z) y f(x) posee idéntica distribucién de Wigner.

3.6 Tren de pulsos

Para el caso de un tren de pulsos (peine de Dirac), se tiene que:

i 0(x — nxg) (3.27)

n=—oo

Entonces:
Wosle,) = / da Z §(r+2'/2 —n) Z §(x — ' /2 — n/)e”2mHe’
= Z Z / d{L‘/(S(;[; + :L.//z _ n)(s(m _ .’17//2 _ n,)e_iQﬂ_Mx/

n=—oo n’=—oco
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Para 2'/2 = n — x, resulta:

Wss(z,u) = Z Z 52z — [n+ n/])e—z‘2wu(2n—2x)

oo o0

= Z Z 8(2z — [n + n'])e"2mH2n 220

n=—oon’=—oco

oo

I & n+n . .
— 5 Z Z 5(33‘ _ 5 )671271'2#7161471#1

n=—oon'=—oco

oo oo

1 . 1
D) Z Z §(x —n'" [2)e” FTHN 2 it

n''=—oo n=—00
= ; Z o(x / Z e—i2mp2netimHe
— ; Z 5 J? _ Z 5 ’L4‘IT,LLZE
1 . n . n/ 1'L7l,
= §H=Z_oo5($—§)n/;m5(ﬂ—5)(—1)

Dadoquex—%ﬁl—n yxu—%ﬂ.Asi

Wose) = 2 30 3 (0ol — Dystu— ")

n=—oon’'=—oco

3.7 Productos de distribuciones de Wigner

3.7.1 Productos integrados en espacio y frecuencia

(3.28)

(3.29)

Consideérese el producto de dos distribuciones de Wigner. Al integrarlo en espacio y frecuencia, se

obtiene que, para las funciones f y h

/ / dedpWe(z, 1) Wh(z, 1)

= / dx/ d:c/ da" f(z + = )f( 2>h(m+%ﬁ)h*(x—%)5(x’+x'/)

/ !/

- / dm/ do’ f(x + —)f*(m _ 5)h(m -+ D)

- [ [T w]res D D] e D=5

Considerando que las variables son de igual tipo y escala, se obtiene:

[ dor@mte) P= [ [ dnduy W)

(3.30)

(3.31)
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3.7.2 Productos integrados en el espacio

Puede obtenerse la transformada de Wigner de una convolucion, para ello se debe calcular
M) @) v = [ deW@ S+ a /2= (332)
Ademaés tomando:
() @) Lovare = [ aef (€W —a'/2-€) (333)

Entonces:

/

Whap(z,p) = /_ dx'/_ den(&) f(x + % - g)/_ de’ f*(&)n* (z — % e

[ [ e [ agnem @G-+ G 0r @ s
Por otro lado:

| Wit el s’

/ dz’ / f(z )f (z — ' —mru& df/ h(z (33’ - %)eﬂ'zmg’dg
/ dx’ / df/ df h 5/) ( / f/)f(x VN g)f (.13 o %’)e—iQWp(f+£/)<3.35)

Considerando las expresiones (3.33) y (3.34), para que sean equivalentes debe suceder que se

cumplan las siguientes estructuras:
¥ =G+, E=ap+%, s-F-¢=a-%
f=a—ap—%, a+§-—E=z—z4+%

Sustituyendo encontramos lo siguiente:

/mdf/m%/mdwm%+im7%—%w@wﬂg+@wmm_%_%k%%mﬁw

2 2

2

[ e miteo, Wy,

Lo cual nos lleva a
oo

Wies (o) = [ daWo )Wy (o) (3:37)

— 00

[ [ %/ déoh( %M<f@ﬁuf%+%fm—%f%fmmmw

/ daso/ dfo fO)h*( E)eiizwzé/, déo f (0 + go)f (zo — % _ %o)efizwgo

(3.36)
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3.7.3 Transformada de Wigner y transformada de Fourier

Siendo -

f(u)Z/ daf(z)e” ™ con f(:c):/ dpf(p)eimne

— 00 — 00

Se tiene que _ N
f(x):/_ de f(€)e~ 12 |u:x:/_ de f(€)e~12mE.

Entonces

flz+a'/2) = / def(©e @2 /28 ¢ tambi'en

f**(x _aj2) = |:/_°° dff(f)e_izw(x—x//g)g]* _ /oo d§f*(§)ei27r(x_x//2)f,

por lo cual, Wf es

/oo dx’ /oo dff(f)€7i27r(x+r,/2)§ /OO df/f*(g/)eﬂw(mfm’/mg’€7i27r;mc’

/ dz’ / df/ dﬁ/f(f)f* (5/)e—i27r(r+rc’/2)§ei27r(x—z’/2)§/e—i27r;mt’

/ del/ df/ dflf(f)f* (51)671'27&70[575']67i27r%[§7£']67i27rp,x'.

Bucando £ =&y +&/2y & =& —&y/2, se observa que

/ 260
+ =
e, {5,0

por lo que la integral anterior se escribe como

Wi = /_oo “ /_oo dSo /_oo A€o f (€0 + €0 /Df (€ = € /2)eT reloem e S0 2mns

o0

= / déo / A€ f (€0 + €6/2)f* (€0 — &h/2)e % / da'e= 2 it ol

— 00

- / 4D F (0 + €0/2) F* (0 — € /2)e 275051 + &)

= / A€ f(—p+ &6 /2) f* (—p — €5 /2)e 2T = Wi (—p, ).

— 00

(3.38)

(3.39)

Este resultado puede interpretarse en t’erminos de un giro de Wy(x, u). En efecto, Wy(xzcost —

psend, xsen + psend) ser’ia la expresi’on de la transformada de Wigner girada por el ’angulo 6.

Para 6 = 7, se tiene que Wy(—pu,x). As'i,

W]E(CE,M) = Wf(_/iax)

implica que las transformadas de Wigner de un par de Fourier resultan de un giro de § una de la

otra. La matriz correspondiente ser’ia

L )6)-()
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3.7.4 Convoluci’on y transformada de Wigner

Atendiendo al resultado anterior
Wf'g = Wf*g(fﬂv I)a

yyaque f-gy f * g son pares de Fourier. Con los cambios
—pu—=z, = p =z

en la ecuaci’on (3.36), se tiene

WrsloWyg(-ma) = [ (dd Wi o) W(—u-+ o)
+oo
= / AW (@, 1 )W(z, p— p') (3.40)

3.8 La funci’on de ambigiiedad

La funci’on de ambigiiedad se define como

Ap(Z, 1) = /Oo do' f(z' + %/2) f*(a' — T/2)e 27 (3.41)

— 00

Compar’ando esta expresi’on con la ecuaci’on (3.1), pueden definirse las siguientes dos funciones

Td) = [+ F2)f - 52) (3.42)
D(pip = flu+a/2)f*(u—7/2). (3.43)

Con estas funciones, se encuentran las realciones de Fourier
o0 . _ o0 i _
Wy (z, u)/ dz Y (z,z)e T = / dil (p, f1)e"2mHe (3.44)
— 00 —00

donde se ha usado la ecuaci’on (3.10), reescribiendo con las nuevas definiciones. An’alogamente,
oo . _ oo . _
A3, 5) = / T (2, F)e—izi — / Dy, f)e2m% (3.45)
— 00 — 00
Observando las relaciones inversas de Fourier de las ecuaciones (3.42) y (3.43) se tiene que por

ejemplo,

o) = [ duWylopeme (3.46)

por lo cual, tras sustituci’on en la ecuai’on (3.44), se obtiene

As(z, ) = / dmdqu(x,u)e_iQ”(ﬁ”_“i). (3.47)

—00
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Algunas propiedades son las siguientes:

3.9 Autocorrelaciones

Considerando Af(z,0), se tiene

A(8,0) [ dfal + 321 @ - 52) = Ry5(0), (3.48)
—o0
donde 9yf(Z) es la funci’on de autocorrelaci’on. Su transformada de Fourier es la funci’on de

densidad espectral | f(u) |?

A4(0, 1) / dr' | f(a') |2 e~ i2mn

= / dp! Qi+ ! /2) F* (= ' 2)e™7 g
)

= ERJ;J;(: (3.49)
3.10 Interrelaciones.
La ecuaci’on (3.44) puede rescribirse como
Wyen) = [ dit( o) = [ duru e (3.50)
que, sustituido en la ecuaci’on (3.47), proporciona lo siguiente
Ap(z,p) = / dx/ dqu(x,u)efi%“ieiz’rﬁx
o oo o
= / / dedpWy (x, p)e~ 2 (Ae=no) (3.51)

que es prlacticamente una relaci’on de transformada de Fourier bidimensional. Lo ser’ia, excepto
por el signo del factor uZ, que sugiere una transformada inversa.

Las relaciones establecidas en las ecuaciones (3.46),(3.47) y (3.51) se ilustran en la figura siguiente.
Las restantes relaciones indicadas pueden tambi’en demostrarse (las relaciones de transformada

bidimensional de Fourier entre Y(x,Z) y I'(u, 1))



3.10. Interrelaciones.

m x
Wy(z, )
z %
z
_ Iz
v(z,7)

z [

Jz z
Ap(Z, 1)
n

Figure 3.1: Interrelaciones

25
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Capitulo 4

Las transformadas fraccionarias de

Fourier

Se puede indicar un giro fraccionario de orden a para Wy (z, 1) como

Wy, (x, 1n) = Wy(xcosd — psentl, xsen + pcost) (4.1)

aT
2
Se considerar’a ahora el caso m’as general usando procedimientos de transformaciones lineales

con 0 = a un n'umero racional. Ya se ha visto el caso para a = 1, en el cual f, = f1 = f.

can’onicas

4.1 Transformaciones lineales can’onicas

Una transformaci’on lineal can’onica con par’ametro M de la funci’on f(z’) puede escribirse como
Cuf, donde

Cun@) = [ ' Ciata )10 (42)
con, el n’ucleo o kernel, -
Cu(z,z') = Ayexplin(az? — Bza’ + va'?)] (4.3)
y
Ay = JFeiE (4.4)

siendo «, 3, v valores reales.

Para el caso de una transformada unitaria herm’itica, se debe observar que
Cif (2,2') = Ciy(w, ) (4.5)

donde C’Ml(x, z') es el n’ucleo de la transformaci’on inversa, tal que

N = [ Gt s (4.6)

27
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con
Cy'(z,2) = Afjexp|—in(yz? — 2Bzz’ + ax'?)]
1 in
Ai{ﬂ = ——e 4
V1/8
= /—Bei.
Se ve que

/ Oy (X, 2" Oy (2", 2 )da' =

/ da" Ay Ary exp[—im(yz? — 2Bza’ + ax”?)) exp[+im(ax’? — 282"z 4+ ya'?)]

— 00

= /00 exp[—i2n Bz’ (2’ — x) — imy(2® — 2'?)]\/B\/—Be T dz”

oo

— \/B\/_iﬁei%eiﬂ'y(m27m'2) /OO dx//efi%rﬁm”(z’fz)
= ife "25(xBz’ — 1))
= (2 —x),

resultado que corresponde con el teorema de Fourier.

4.2 La matriz M

Los par’ametros « se pueden escribir como una matriz M de la forma siguiente
b b

(g 96900
#+5 5) \c ) \s-% 3

con detM = 1. Se cumple tambi’en que

o i
I e

D 1,1 1 A 1,1
O‘*E*Z(E‘FC)’ 5*5, VfE*B(E‘FC)
Para la rotaci’on al ’angulo 6, se tiene que
cos  senf
M =
—senf  cosb
1 0
= — o _ ctgh =~y

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)
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4.3 Transformada fraccionaria de Fourier

Considerando a la matriz M de la previa secci’on, se concretiza una transformada integral de la

forma siguiente
fule) = [ Kalwna)pta)ae (411)

con § = 4&

Kq(z,2") = Agexplin(cotfx® — 2cschzax’ 4 cotfz'?)] (4.12)

efi[wsgn(e)/479/2]
A, = : (4.13)

/| senb |

donde 0 <| a |[< 2. . En relaci’on a la transformaci’on can’onica, existe una discrepancia de un

factor de fase.
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Capitulo 5

Simulaci’on en Mathcad y

presentaci’on de resultados

5.1 Relaci’on entre la distribuci’on de Wigner y la tranfor-

mada de fraccionaria de Fourier

De calculos anteriores llegamos a la relaci’on que existe entre la distribuci’on de Wigner y la
transformada fraccionaria de Fourier, ’esta relaci’on se hace posible mediante la transformada

inversa de Radon:

Wiz, n) = R7H] fa(2) [} (5.1)

Mediante ’esta relaci’on entre la transformada fraccionaria de Fourier( f,(z)),de orden fraccionario a
y la distribuci’on de Wigner utilizando transformada inversa de Radon, realizamos algunos ejemplos
para funciones de una sola dimensi’on, donde conocemos especificamente la distribuci’on de Wigner
analitica de dichos ejemplos y comparamos estos resultados an’aliticos con nuestros resultados

num’ericos despu’es de calcular con la ecuaci’on (5.1) la distribuci’on de Wigner n’umerica.

5.2 Distribuci’on de Wigner de la funci’on f(z) = rect(z)

A continuaci’on calculamos num’ericamente la distribuci’on de Wigner mediante la transformada
inversa de Radon de dicha funci’on, utilizando la ecuaci’on (5.1) y la definici’on ya encontrada
de la transformada fraccionaria de Fourier, ecuaci’on (4.11), mediante el algoritmo presentado en
el ap’endice B, adem’as de calcular primero las proyecciones paralelas que forman el senograma
de ’esta funci’on. Despu’es de la obtenci’on del senograma formado por la proyecciones parale-
las (Figura 5.1), calculamos la transformada inversa de Radon para obtener la distribuci’on de

Wigner num’erica de la funci’on rect(z)(Figura 5.2). Ahora calculamos la distribuci’on de Wigner
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Senograma rect(x)

‘'matrizsenogramarect.dat’ matrix

Capitulo 5. Simulaci’on en Mathcad y presentaci’on de resultados

NDOTNHOOLNO
— OO OO

Figure 5.1: Senograma de la funci’on rect(x)
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Figure 5.2: Distribuci’on de Wigner mediante rier y algoritmo de

retroproyecci’on filtrada

rma obtenida en la ecu sultados analiticos

(Figyara 5.3) co
v 1y i arici’on de Wigner.ﬂ

-100.

br

br

Figure 5.3: Distribugj;
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5.3 Distribuci’on de Wigner de la funci’on f(x) = gaussiana

Continuando con el camino seguido en la anterior secci’on, calculamos la distribuci’on de Wigner

mediante transformada fraccionaria de Fourier y algoritmo de retroproyecci’on filtrada

‘matrizsenogramagauus.dat’ matrix

Senograma gauss(x)

Figure 5.4: Senograma de la funci’on gauss(x)

y ahora con este resultado mostrados en la Figura 5.4, calculamos la distribuci’on de Wigner con
algoritmo de retroproyecci’on filtrada(Figura 5.5)

Comparamos nuestros resultados con la distribuci’on de Wigner analitica(Figura 5.6)



5.4. Distribuci’on de Wigner de la funci’on f(z) = tri(zx) 35

auss(x)

()

r una de las

En este caso, de on de Wigne

propiedades e las propiedad remos en el

ap’endice C, la cual no la funci’on tri(z) i’on de dos

S0

funcionestrect’angulo es una funci’on tri’angulo, Coptinuando con la misma linea seguida en las

dos secciones anteriores obtenemos el senograma(Figura 5.7).

Y la distribuci’on de Wigner mediante transformada fraccionaria de Fourier y algoritmo de
retroproyecci’on (Figura 5.8). Ahora, como desconocemos la forma analitica de la distribuci’on de
Wigner de la funci’on ¢ri(x) utilizando propiedades de convoluci’on y propiedades de la distribuci’on
de Wigner de una convoluci’on de funciones ecuaci’on (3.37), obtenemos la distribuci’on de Wigner

analitica(Figurab.9) para la funci’on tri(z)

5.5 Momento cero de cada una de las funciones estudiadas

Como ya hemos mencionado, el calculo del momento cero de las funciones estudiadas, rect(x),
gauss(x) y tri(z) garantiza la validez de nuestros calculos y estos son los resultados de nuestras

diferentes funciones estudiadas.
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5.5. Momento cero de cada una de las funciones estudiadas

‘matrizsenogramatri.dat’ matrix

Senograma trix(x)

Figure 5.7: Senograma tri(zx)

S0

\

Figure 5.8: distribui’on de Wigner mediante algo

br br

da tri(x)
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200

5104

Figure 5.9:|distribui’on de Wigner analitica utilizand n de funciones

para la digtribuci’on de Wigner ¢ri(x)




5.5. Momento cero de cada una de las funciones estudiadas

'momentocerorect.dat’ using 0:1

Momento cero rect(x)
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Figure 5.10: Momentos cero rect(x)

20 -

180

160

140

120

100

80

39



40

Momento cero rect(x)

Capitulo 5. Simulaci’on en Mathcad y presentaci’on de resultados

'momentocerotri.dat’ using 0:1

!
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Figure 5.11: Momentos cero tri(z)



5.5. Momento cero de cada una de las funciones estudiadas

41

'momentocerogauss.dat’ using 0:1

Momento cero rect(x)
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Figure 5.12: Momentos cero gauss(x)
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Conclusion

Como ya hemos mencionado, la distribuci’on de Wigner se puede obtener mediante la transformada
fraccionaria de Fourier aplicando algoritmo de retroproyecci’on fitrada, comenzamos explicando
las proyecciones paralelas de cierta funci’on , donde estos c’alculos nos condujeron a la transfor-
mada de Radon y despu’es demostramos alguna de las propiedades de la distribuci’on de Wigner,
posteriormente definimos a la transformada fraccionaria de Fourier y finalmente encontramos la
relaci’on existente entre la tranformada fraccionaria de Fourier y la distribuci’on de Wigner, esta
relaci’on es posible mediante la transformada inversa de Radon. En nuestros calculos obtenidos de
las tres diferentes funciones estudiadas, comparamos siempre, nuestros calculos num’ericos con las
formas analiticas ya encontradas de la distribuci’on de Wigner de dichas funciones, exceptuando
el caso de la funci’on tri(x), donde no se tiene una forma analitica y recurrimos a propiedades
de la distribuci’on de Wigner de una convoluci’on de funciones y pudimos comparar nuestros re-
sultados num’ericos con los calculados mediante dichas propiedades de convoluci’on de funciones
para la distribuci’on de Wigner. Ademas como se observa que la implementaci’on del algoritmo
de retroproyecci’on fltrada introduce constantes que afectan los valores num’ericos de la imagen
reconstruida. Sin embargo la imagen es perfectamente reconocible. Las f,(z) obtenidas se com-
pararon con las figuras 4.3, 4.4, 4.5, 4.6, de la referecincia (Haldum M. Ozaktas, Zeev Zalevsky, M.
Alper Kutay, The Fractional Fourier Transform with applications in optics and signal processing.)
y aparece una discrepancia num’erica, escencialmente num’erica. Pero las gr’aficas son compara-
bles. Las 2 observaciones anteriores sugieren que las implementaciones num’ericas(sobre todo la
retroproyecci’on filtrada) introduce factores de proporcionalidad Una forma que valida nuestros
c’alculos presentados para obtenci’on de la Distribuci’on de Wigner, es el calculo del momento

cero, que garantiza la obtenc’ion num’erica de la distribuci’on de Wigner.



Appendix A

Demostraci’on: Fo {F*{G(u)}} = F1+22{G(u)}

FHAF?{G(u)}} = /:’0 /:’0 Ba, (u,u')Bq, (u', u")G(u")du' du”

explim(u®cotpy — 2uu’cscy + u'*cotpy)]

/°° /°° cap[—i(rd1 /4 — ¢1/2)]
—00 J —00 |Sin¢1 |1/2
exp|—i(mda/4 — ¢2)]
| sings [1/2
e [ expl=i(w[dy + dol/4 — [d1 + ¢2]/2)]
/ du q(u )[m |sin¢1sin¢2 |1/2
explim(u®cotpy — 2un’cscpy + u*cotdy + u'*cotpy — 2u'u cscpo + u'cotdy)|du’

* "ol 1 6xp[—i(71‘[q?)1 + éQ]/él — [(bl + ¢2]/2)]
/ du”q(y") | singysingy |1/2

—00

explim(u?cotgy — 2u'u" cscgo 4+ u'cotpy)]G(u”)du' du”

— 00

explim(u®cotpy + ucotdy)]

/OO du' explim(u*{cotp; + cotpa} — 2u'{ucschr +u” cscpa})] (A1)

considerando s’olo la ultima integral y haciendo algunos cambios de variable para facilitar la

manipulaci’on de los t’erminos tenemos

/Oo du'explim(u/?{cotp) + cotpy} — 2u/{ucschr +u” cscga})]

— 00

con, € = u'2, a = cotdy + cotpa, B = ucschr + v’ cscho obtenemos lo siguiente:

= /oo explin(ea — 2¢fB)]de

— 00

o) 2 2
= / explin(?a — 2ef + — — =)]de
a o«

= exp[—iﬂ'g] /_O; explima(e — %Q)Q]de

2=ale— 62] y dz’ = \/ade, entonces obtenemos:

2 [ee] /
= emp[iﬂ'%} / il/xaexp[iﬁ]
explitB?/al 1

Ve
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pues [*_da/ eime”? = % Sustituyendo en la ecuaci’on (A.1), tenemos:

71:'

Fau {]:al {q(u)}} — [w dUH(j(uH) emp[_l(ﬂ[f;:;jz]z/nt; |[312 + ¢2]/2>] ea?p[m(u2cot¢1 + u’200t¢2)] 6.’]3‘\];[;;7:/6_7?2]

. du é(u"
oo 4(w’) | singysingy |1/2 (cotgy + cotpa)?v/—i

N (A2)

/°° exp[—i(n[pr + dol/4 — [p1 + d2]/2)] 1

uZesc?py + u'%cesc? o + 2un cschrcscdo
cotpy + cotgo

explim(u®cotpy + ucotpy —

Simplificando tenemos:

cospy  cospo )
- + =
singy  Ssings

$ingocospy + singicosps

= singisin - -
drsings ( SINgaSing,

= Singcosoy + Singicosos

= sin(¢1 + ¢2)

1. singisinga(cotdicotpy) = sin¢1sin¢2<

9 42 coty — cscoq 2 cot?¢y + cotdycotps — csc’dy
’ cotgy + cot o cotgy + cotgo

cos2¢1 cospy cospa 1
2 sin2¢1 singy sings sin2¢q
cosp1 + cospa

singy sinos

2 (cosd)lcosqbg — %[1 — 60$2¢1]>

sin(¢1 + ¢2)
B <cos¢1cos¢2 — sin¢1sin¢2)
sin(¢1 + ¢2)

_ oco8(d1 + ¢2)
= u 7&”((;51 ) (A.3)

csc o o [ cotdicotdn + cot?pay — csc o
_— = u
cotpy + cotps cotpy + cotps

cosp1 cospa + cos ¢y 1

3. u'”? (cotgbg -

12 singy sindsa sinZgy  sinZéa
cospq cospa
sing1 sineoa

sing 2
2 (cosqﬁwos@ — S [1— cos ¢2]>

= u

sin(¢1 + ¢2)
— " <005¢1005¢2 — sing; simbg)
sin(¢1 + ¢2)
2 C08(01 + ¢2)
sin(¢1 + ¢2)
— u”zcot(qﬁl + ¢2) (A4)




1 1
Zuuescprescdy -y i St sings
- cosgp cos¢p
cotdy + cotgo singr T Sinds
1
7 sing1sings
cos¢15iNnpa+singicosps
singi singds
1
= 2uu'————— = 2uu"csc(¢1 + ¢2)
sin(¢1 + ¢2)

= 2uu

Sustituyendo las simplificaciones anteriores en la ecuaci’on (A.2), tenemos entonces:

Fo{Fo2{g(u)}} = [ O; duG(u") exp[—i(ﬂ[ﬁ;;iz]i{l 2¢; |[£¢;; + ¢2]/2)]

exp[iw(ugcot(ﬂsl + ¢2) — 2UU”CSC(¢1 + ¢2) + UHQCOf(% + ¢2))]

= Foe(g)
con esto queda demostrada la propiedad:

FOLF ()} = F e {qw)

45



46

Appendix A.



Appendix B

Demostraci’on de la ecuaci’on 4.11

De la definici’on de la transformada de Radon y la distribuci’on de Wigner tenemos:

ROWye.p)} = [ [ dedu¥sw,0(p ~ wc0s0 — using)

/OO /00 dxdz' f(x + 2’ /2) f*(z — 2" /2) /DO dpe™ 2™ §(p — x cos ¢ — psin @)

— 00

B |s1111¢)/(><> /Oo deda’ f(x +2'/2) f* (x — o' /2)exp{ e’ _ xz’ cot ¢},

sin ¢
realizando el cambio de variable 1 = 2 4+ 2'/2 y 9 = x — 2’ /2 y adem’as, dz1dzs = —dxda’
_ Y / * . p(xl — :EQ) 1, ., 9
= drdz’ f(z1) f (952)69627{*127T(W - 5(5151 — a3) cot §)}

= @ /oo d$1f(x1)87i2(pz1 csc ¢—(1/2)z7 cot @) /700 dx2f*(z2)efi2(p12 csc p—(1/2)z3 cot ¢)

o0

1 e ; ,
N R (B.1)

Asi se puede establecer la igualdad

R¢{Wf($,u)} :| fa(p) |27

lo cual significa que la proyecci’on paralela de Wy(x, ) al ’angulo de proyecci’on resulta exacta-
mente igual al m’odulo cuadrado de la transformada fraccionaria de Fourier. Consecuentemente,

se tiene la igualdad
Wi(z, ))R™H] falp) *}-
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Appendix C

Programa para calcular la
transformada fraccionaria de

Fourier

= i= - in = = — 1
N=256 i=0.N-1 xmin:=-4 xmax:=4 b::74813><103 1,
127
X, = x1nin+M y. = xmin+w a:=7.813x 1073 ¢ = a~1 ¢t = if(0 < sin(d),1,-1)
1 N ! N 2
$=0.012 dt=1 cot(d) = 81.478 csc(¢) = 81.484 sin($) = 0.012
et ¢
N a4
4

e 2 iﬂ'(xz- cot( p)—2x-y-csc( d)+cot( D) yz)
B(x,y) = -e

1
|:(|sin(¢v)|)2 }

Ba(x,y) := Re(B(x,y)) + i-Im(B(x,y))

1
= |1 if —
rect(x) if |x| < 3
0 if |x > ! aw = 1.02
2
1 .
— otherwise
q(y) = rect(ﬁ ) qe(y) = q(y)-1 Bae(x,y) = B(x,y)-qe(y)
Fa(x) = J Re(Bqe(x,y)) &+ i~J' Im(Bge(x,y)) #

Figure C.1: Programa realizado en mathcad para calcular la transformada fraccionaria de Fourier
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Appendix D

Programa de la retroproyeccion
filtrada
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CWD = "C:\Iran\"

R= READPRN"C:\Iran\gauss.dat" )
M.—R W= —64..63

63
,I;;m::z Mi,m
i=—

64
momentocero := WRITEPRN "momentocerogauss.dat" , H)

matriz:= WRITEPRN"matrizsenogramagauus.dat" , M)

-m . -m m . -m m
m= 128 ORIGIN= — i=—.—=-1 ji=—.=-1
2 2 2 2 2
-nl nl 2-m nl
nl=m li=—.— -1 o= 1+ —
M 2 1 n ( )
csyi= cos( l) s = sm(al)
k=2 m o moy
2 2 2 2
m 2 -
mdts := (—) mmt:= — . .
2 a. =1 +]
L]
p:=M-127

cols(p) =128  rows(p) = 128

-1 2

4-1(2 -1 nz-cz

1 -1
hhk::i k=0,—,ifl mod(k,2) = 0,0, ———
2 2 2.2
4-c noc -k

) ::(|1| < i_g}ﬂt@hp.lz Programa de reconstrucci’on(transformada inversa de Radon)
2

Sn= 1
hk =

kk(l,id, jd) == if(ai 4.ja > mdts, mnt ﬂoor((:sl~id + sn1~jd))



Appendix E

Diagrama de flujo para la
obtenci’on de la distribuci’on de
Wigner mediante transformada
fraccionaria de Fourier y

retroproyecci’on filtrada
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Diagrama de flujo para el calculo de la distribucién de Wigner $W_f(x,\mu)$,
mediante algoritmo de retroproyeccion filtrada

Se definen pardmetros:

fraccién inicial: $a=\frac{1}{128}$ ?;?cpi)gﬁz:?:stéisﬂfn%rnggz
funcion a calcular: $f(x)=rect(x)$ para formar el senograma
funcién a calcular: $f(x)=tri(x)$ $A=(fa 1fa2fa2..fal28)$

funcién a calcular: $f(x)=gauss(x)$

se calcula la transformada fraccionaria de Fourier de fraccién $a$

Se duplica la matriz A para formar
una matriz cuadrada y aplicamos
retroproyeccion filtrada para

obtener la distribucién

de Wigner numérica

No Si
$2=202% | <m— $a=1$ )m—

Figure E.1: Diagrama de flujo para la obtenci’on de la distribuci’on de Wigner



Appendix F

Definicion de funciones calculadas,

rect(xz), tri(x) y gauss(x)

0 if |¢| >
if [¢] =

rect(t) = II(t) = { 3
i if ¢ <

BI| = BRI B

Figure F.1: definicion rect(x)
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56 Appendix F. Definicion de funciones calculadas, rect(x), tri(z) y gauss(z)

1-5 Ll Ll Ll I L] L] L] I L] Ll Ll I Ll L] L] I L] L] L] I L] Ll L]
1.0 |- o O -
= ! ! -
1 1
- | i -
— ! ! -
1 1
0.5 - ® ® —
1 1
- ; . B
L 1 ] -
- ! ! -
1 1
0.0 O O
05 I PN TR W [N TN TN TR NN TN TN T NN SN SN W NN TN SN SN NN NN N ]
-1.5 -1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 15

Figure F.2: gr’afica de rect(x)

def

“ max(1 - [1],0)
- <
B 0, otherwise

Figure F.3: definicion tri(z)

tri(t) = A(t)



Brr o ]
1o -
-3
f
_05:...|...|......|...|
15 -1.0 05 0.0 05 10 15

Figure F.4: gr’afica de tri(x)

f@) = ae” T

Figure F.5: definicion gauss(z)
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—
-
-
-
-
-
.
-
-
-

2
p=0,0,=0.2

09 | p=00=10 — 7
].l=0,02=5.0 —

08 u=-2,6=05 — A

Figure F.6: gr’afica de gauss(x)



Appendix G

Ejemplos de algunos ordenes de

fracci’on para la funci’on rect(x)

Figure G.1: grafica de gauss(x)
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Appendix G. Ejemplos de algunos ordenes de fracci’on para la funci’on rect(x)
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