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Resumen

El enredamiento es una caracteristica que presentan los fenémenos cuanticos, los
cuales surgen de tratar de comprender algunas caracteristicas que existen en los
sistemas bipartitos, que comparten un solo estado cuantico, ya que los sistemas
cuanticos bipartitos podrian estar lejos uno del otro, pero comparten informacion
de tal forma que si algo sucede con uno el otro se entera instantaneamente. Esto
produjo gran interés ya que no hay nada mas rapido que la velocidad de la luz. Con
el enredamiento cuantico ha surgido la base de nuevas tecnologias en proceso, ya
que el enredamiento sélo se da a niveles microscopicos y a niveles macroscopicos esta
caracteristica deja de existir. Las tecnologias que se encuentran en proceso de desar-
rollo son: la Computaciéon cuantica, Criptografia cudntica y la Teletransportacion
cuantica.

Nuestro objetivo principal es la revisiéon de los métodos més importantes de cuan-
tificacion para la medicion del enredamiento para estados enredados de dos y tres
sistemas ctianticos.

En el capitulo A revisaremos brevemente algunos conceptos de la Mecanica Cuantica
que hay que tener en cuenta antes, asi como los postulados de la mecanica cuantica
y la interpretacion estadistica de la misma .

En el capitulo B se inicia la revision del concepto de enredamiento cuantico como
un concepto operacional utilizando operaciones locales y la comunicacién clasica, asi
como el termino de correlacion, las operaciones locales son utilizadas como un recur-
so para el enredo de dos sistemas fisicos. También son mencionadas las propiedades
basicas del enredamiento. Al manipular los estados enredados es conveniente tener
en cuenta que estos estados enredados son manejados como un estado mixto, el cual
para cada sistema se ha obtenido su operador de densidad tomando la traza parcial
de uno de ellos se puede obtener el operador de densidad del otro. Los sistemas
enredados cudnticos pueden ser manejados en termino de la forma de Schmitd.
Ademas en esta seccién vemos uno de los argumentos mas polémicos, el de Ein-
stein, Podolscky y Rosen el cual da lugar al inicio del concepto de enredamiento
cuantico. J.S. Bell fue uno de los primeros en deducir predicciones que pudieron
ser probadas experimentalmente, y son encontradas correlaciones para dos sistemas
cuanticos que tienen los sistemas enredados. El argumento de EPR argumenta que
la mecanica cuantica no puede estar completa. Bell retoma el argumento y da una
nueva anotacion llamada variables ocultas, estas variables ocultas se encuentran en
el conjunto de estados completos, las cuales ayudan a Bell a desarrollar su teorema
y obtiene la llamada desigualdad de Bell.



En el capitulo C hablamos de las medidas de enredamiento para dos y tres sistemas
fisicos cuanticos. Antes de empezar hablar de estas medidas, son mecionados los
postulados para los estados enredados, los cuales fueron propuestos para tener un
principio fundamental en la teoria de enredamiento cuantico. Estos postulados son
divididos en tres grupos; postulados obvios, postulados fundamentales y el régimen
de postulados asintoticos. Una de las primeras propuestas de medida de enredamien-
to fue la entropia de enredo, esté teoria fue utlizada para estados mixtos enredados
y da origen al enredo de formacién Ef (p), La siguiente propuesta de medida de
enredamiento es la Concurrencia donde esta hace uso del “espin flip”; es una trans-
formacion cuantica que se aplica a los estados cuanticos, esta tranformaciéon da
origen a expresar el enredo en terminos de la Concurrencia. La Concurrencia tam-
bién se puede cuantificar haciendo uso de los llamados estados magicos. La ultima
medida de enredamiento mencionada en este trabajo es la Medida Geométrica de
Enredamiento(MGE) la cual estd basada utilizando la geometria en el espacio de
Hilbert, la MGE nos habla de una distancia minima entre dos estados cuanticos,
con esto es posible determinar el grado de enredamiento de un sistema dado.

Para la medida de enredamiento de tres sistemas cuanticos, los métodos que se revis-
aron fueron el de enredamiento residual y la Medida Geométrica del Enredamiento
estos métodos fueron extendidos para el enredo triple mecanico cuantico.

Como resultado final de este trabajo se publicé un capitulo titulado Entanglement
in Two and Three Quantum Mechanical Systems by L. M. Arévalo Aguilar, M. M.
Méndez Otero and P. Mastranzo Ortega in the book "Measurements in Quantum
Mechanics" edited by Mohammad Reza Pahlavani, ISBN 978-953-51-0058-4, InTech.



A. Fundamentos Teoricos

A.1. Conceptos cuanticos

Para comenzar estableceremos algunos conceptos de Mecanica Cuantica, estos con-
ceptos forman la base conceptual de la materia, y, en general, representan fendémenos
y procesos radicalmente diferentes a los encontrados en Mecanica Clasica. Dichos
conceptos son los siguientes:

Funcion de Estado. La representacion del estado fisico de un sistema cuantico
se realiza a través de una funciéon de onda, llamada funcién de estado del sistema,
la cual no puede observarse directamente. La informacion contenida en la funcion
de estado es esencialmente estadistica o probabilistica, estas funciones representan
vectores en el espacio de Hilbert.

Hay que tener cuidado en no confundir las eigenfunciones de los observables (fun-
ciones de estado) con las funciones de onda. Nota histérica: eigen es la palabra
alemana de uso convencional, en honor a los fisicos alemanes que tuvieron un papel
importante en la Mecanica Cuantica

Observables. Los observables son propiedades fisicas o variables dindmicas que
pueden medirse, tales como la energia, momento lineal, momento angular etc., le
corresponde un operador lineal Hermitiano A cuyos eigenvectores forman una base
completa. La medida de un observable A puede ser representada por la acciéon de A
sobre un vector de estado |1 (t)).[Zet09].

Operadores. llamamos operadores a aquellos objetos matematicos abstractos que
representan a los observables. Un operador es una regla matematica que cuando se
aplica a un Ket |¥) se transforma en otro ket |¥’)del mismo espacio y donde actia
sobre un bra (¢| transformadolo en otro bra (¢'|[Zet09]

El principio de localidad. No accién a distancia. La localidad implica que las
particulas no pueden comunicarse a través del espacio, de manera que cada particula
solo puede ser influenciada localmente

Correlacion. la correlacion es llamada a la relacién que existe entre una interac-
cién entre dos sistemas que transforman un estado inicial. La correlacién no es un
concepto cuantico como tal pero ayudara a en entender el concepto de localidad y
la no localidad en la mecanica cudntica. Si tenemos las componentes de espin de
dos particulas en una misma direccién arbitraria se encontrara que tienen valores
opuestos: entonces se dice que tienen una dependencia mutua que puede ser mayor o



Chapter A Fundamentos Teéricos

menor. Esto es llamado correlacion, la cual es una correlaciéon negativa entre ambos
espines.

A.2. Postulados de la Mecanica Cuantica

A continucién se da un breve resumen de postulados basicos de la Mecanica Cuantica
[Sax]:

Primer Postulado: En un tiempo fijo g, el estado de un sistema fisico esta definido
especificamente por un ket | ¥ (f9)) que pertenece al espacio de Hilbert €.

Es importante notar que £ es un espacio vectorial, el primer postulado implica un
principio de superpocién: una combinacion lineal de vectores de estados es un vector
de estado.

Segundo Postulado: Cada cantida fisica medible A esta decrita por un operador
A actuando en &; este operador es un observable.

Un estado esta representado por un vector, una cantida fisica por un operador.

Tercer Postulado: El tnico resultado posible de una mediciéon de una cantidad
fisica A es un de los eigenvalores de la observable A correspondiente.

Una medicién de A siempre da un valor real, tal que A es por definicién Hermitico.

Cuarto Postulado: Cuando la cantidad fisica A es medidad sobre un sistema en
el estado normalizado | ), la probabilidad es P (a,) = [(uy, | ¥)|?, donde | u,) es el
eigenvector normalizado de A asociada con el eigenvalor a,,.

Asi que P (a,,) es la probailidad de obtener el eigenvalor particular a,,

Quinto Postulado: si la medicién de la cantidad fisica A sobre un sistema en el
estado| ¥) da el resultado a,, el estado del sistema inmediatamente después de la
medicion es la proyeccion normalizada |

B | )
(W 1Bal )

de | 1) sobre el eigensubespacio asociado con a,,

El estado del sistema inmediatamente después de la medicion es por tanto siempre
un eigenvalor de A con el eigenvalor a,,.

A.3. Interpretacion Estadistica de la Mecanica

Cuantica

La interpretacién estadistica de una funcién de onda nos dice que |¥(z,t)’da la
probabilidad de encontrar la particula en el punto x en el tiempo t. La interpretacion



A.3 Interpretacion Estadistica de la Mecanica Cuéantica

estadistica introduce un tipo de indeterminacién dentro de la mecéanica cuantica, ya
que no se puede predecir con certeza el resultado de la posicion, lo que la mecanica
cuantica ofrece es la informacién estadistica acerca de los posibles resultados.

Al generalizar la interpretacién estadistica tenemos que ¥ debe de ser normalizado
solo si es cuadrado integrable, asi que el estado de una particula esta representado
por un vector(|¥)) normalizado en el espacio de Hilbert. Las cantidades dindmicas
clésicas(obsevables) se asocian con un operador @ mecénico cudntico obtenido de

Q (z,p,1).

El valor de expectacién de () en el estado VU es:
@ = [ vt QU ds
Q) =(v|Qv)

donde el valor de expectacion de un observable tiene que ser un nimero real.

Entonces la cantidad de obsevables Q(x, p,t) son representados por operadores Her-
mitianos @) , y ademds el valor de expectacién de @ en el estado |¥)es <\If ] Q\IJ>

Al medir un observable () sobre una particula en el estado |V) es seguro
obtener un valor de retorno \ si y solo si |U) es un eigenvector de () con
eigenvalor \.

Hasta aqui no podemos predecir cual es la probabilidad de obtener un determinado
resultado asi que es necesaria la siguiente interpretacion estadistica generalizada.

Si uno mide un observable () sobre una particula en el estado |V) , con-
certeza se obtiene uno de los eigenvalores de Q , la probabilidad de obtener
el eigenvalor particular A\ es igual al cuadrado del valor absoluto de la A
componente de|V) , cuando se expresa en la base ortonormal de eigenvec-
tores. Este es el caso donde el sistema tiene dimensién finita y sus eigenvectores de
un operador hermitiano siempre abarca todo el espacio, para el caso de un sistema
infinito es diferente ya que sus operadores hermitianos no necesariamente tienen
todos eigenfunciones, 6 sus eigenfunciones no estan en el espacio de Hilbert, para
esto se toma una restriccion en el subconjunto de operadores hermitianos que son
observables, y sus eigenfunciones contituyen un sistema completo, teniendo ahora
dos tipos de eigenvectores discretos y continués.

Si el espectrum es discreto (con los distintos eigenvalores separados por un espacio
finito) se etiquetan los eigenvalores con un n entero:

Q ’en> = >\n |en>
con

n=1,23,.,.
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Los eigenvectores son ortonormales de modo que : (e, | €,,) = nm, entonce la intre-
gral toma la forma de una suma :

) = e

donde
Cn = (en | V)

y la probabilidad de obtener el valor A, es:
leal” = [{en | 1)

Para el espectrum continiio tenemos que los eigenvectores son etiquetados por una
variable continta (k):

Qler) = A le)

con —o0 < k < 00, las funciones no son normalizables, pero responde a una condicién
ortonormal asi que la relacién completa toma la forma de una integral:

’\I/> = / Ck ’€k> dk,

[e.9]

Yy Ck :<€k | \Ij>7

y la probabilidad de obtener un eigenvalor en el rango dj de Ay es:
lexl* di = [(ex | W) dy

la interpretacion estadistica generalizada no hace referencia al observable z, trata a
todos los observables en condiciones iguales.



B. ;Qué es el Enredamiento
Cuantico?

B.1. ;Qué es enredamiento?

Definir que es Enredamiento Cuantico es una cuestion no facil de responder. Para re-
sponder esta pregunta podemos definir el enredamiento por su estructura matemati-
ca, en algunos libros de Mecanica Cuantica representan el enredamiento como la
composicion de dos sistemas que no tienen estados propios sino que comparten
un estado global. En esta tesis hablaremos del enredamiento como una caracteri-
zacion de estructura matematica y sus caracteristicas operacionales en términos de
propiedades no locales.

El enredamiento puede estar definido matemaéaticamente u operacionalmente. La
definicion operacional de enredamiento usa el concepto de operaciones locales y
comunicacion clasica (LOCC),las operaciones locales son los procesos cuanticos que
se hacen a un solo sistema localmente, y la comunicacién clasica es el uso de las
tecnologias de las telecomunicaciones estandar, por lo que se puede utilizar la comu-
nicacion para coordinar las acciones cudnticas de los diferentes laboratorios[PV05],
esto se refiere a que no hay intercambio de sistemas cuanticos ni operaciones no
locales. En este caso, el enredamiento es concebido como el resultado que permite
superar la restriccion de operaciones locales y comunicacion clasica, ver Seccion B.3.
Ahora, teniendo en cuenta el termino de correlaciéon, donde la correlacién clasica
pueden estar definida como aquella que puede estar generada por la operacion local
y la comunicacién clasica, esto quiere decir que si nosotros observamos un sistema
cuantico y encontramos correlacion, que no puede estar clasicamente simulada, en-
tonces se atribuye a esto como efectos cudnticos y por lo tanto se etiquetan como
correlaciones cudnticas, se tomara a LOCC como una herramienta para el manejo de
la correlacién entre sistemas enredados. La definicién operacional de enredamiento
nos permite entender el enredo como un recurso fisico, y nos da antecedentes para
definir algunas mediciones de enredamiento.

Mateméaticamente, en términos generales, se puede definir el enredamiento como el
estado que no se puede escribir como un producto de dos funciones de onda. Por
ejemplo tenemos dos estados:
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donde un estado no-enredado seria de la siguiente forma:

| 1) = C(|O>1|0>2+ 0), 1>2)

) |
| 1)2) (B.1)

|
= |0 (]0);+
= | )1 1 €)s
y un estado enredado es:
| 12) = (1 0)y [ 0)y + [ 1)y [ 1),) (B.2)

donde | 0),,]0),,|1); vy | 1), son estados bases , y ¢ es una contante de normal-
izacion, los subindices se refieren para el sistema 1 y sistema 2. Como se ven en la
Ecuacion B.2 no se pueden factorizar los estados de los sistemas y por lo tanto es
un estado enredado.

B.1.1. Propiedades Basicas del Enredamiento Cuantico

A continuacién se dardn algunas propiedades basicas generales para todos los sis-
temas enredados.

= Los estados separables no contienen Enredamiento Cuantico:

n estados papc..de muchas partes A,B,C,.. se dice que es separable, si puede es-
cribirse en la forma :

pasc.. = Y pi | pia) | Plg) | plc)

donde p; es una distribucién de probabilidad. Estos estados son separables porque
pueden ser creados por LOCC.

= Todos los estados no separables estan enredados.

= El Enredamiento Cuantico entre estados no aumenta bajo las transformaciones
de LOCC.

Esto significa que LOCC no puede crear enredamiento entre sistemas fisicos sin que
previamiente exista enredamiento. Supongamos que tenemos un estado cuantico a y
este puede ser transformado en otro estado cudntico 8 utilizando operaciones LOCC,
esto quiere decir que todo lo que hagamos con a podemos hacerlo con 3, con esto
podemos ver que al utilizar LOCC no aumenta el enredo sino que afirma que « esta
tan enredado como f.

= Kl enredo no cambia bajo operaciones unitarias locales.

Esto quiere decir que si tenemos dos estados relacionados con operaciones unitarias
locales, entonces tienen la misma cantidad de enredamiento.



B.2 Manipulacion de estados cuanticos

» Existen estados maximamente enredados, es decir, hay un maximo en la me-
dida de enredamiento.

Hay que tomar en cuenta que la idea de enredamiento no aumenta bajo LOCC, esto
esta implicitamente relacionado con las restricciones de las operaciones cuanticas a
las operaciones LOCC.

B.2. Manipulacion de estados cuanticos

Consideramos que tenemos dos sistemas muy alejados uno del otro en diferentes
lugares, donde el primer sistema 1 se encuentra en el laboratorio llamado Alice
y el sistema 2 se encuentra en el laboratorio llamado Bob. Si nos fijamos en la
Ecuacién B.1 podemos notar que cada sistema tiene su propio estado, mientras
que en la Ecuacion B.2 cada sistema no tiene su estado propio, asi que comparten
un estado comun (a pesar de que se encuentran alejados uno del otro). Sin em-
bargo recordando que es posible tener una matriz de densidad ver Apéndice: C
para cada sistema, tomando ahora el operador de densidad del estado dado por la
Ecuacion B.2:

prz = | V) 1212 (Y |

pra=|cP{10)11 (0] [0)22(0 [+ ]0)12(1]]0)22(L]+

[ 1100 [ [ Daa (O] + [ 1)1 (1] [1)22(L ]} (B.3)

si queremos obtener el operador de densidad para un sistema, tomaremos la traza
parcial sobre un sistema y obtendremos el operador del densidad de otro, asi que se
hara la traza sobre el sistema 2 y se obtendra el operador de densidad del sistema 1

pr="Try{pr2} =l c[* {1 0) 11 (0| + | 1)1 (1]} (B4)

vemos que la Ecuacién B.4 es una mezcla de estados. Esto significa que a pesar de que
el sistema 1 y 2 no tienen su propia funciéon de onda, es posible obtener el operador
de densidad para cada sistema. FEn otras palabras y contrario a la Ecuacién B.1 un
estado enredado aparece como un estado mixto, esto es similar para ps.

Estos dos sistemas de dos estados enredados se pueden escribir en términos de la
forma de Schmidt:

|¢>=;¢E|ei>®rm>. (B.5)
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Donde, |e;) v | h;) son vectores ortogonales en el espacio de Hilbert para cada
sistema, con dimensiones m y n respectivamente. Por lo tanto , la matriz densidad
para cada sistema puede ser escrita en la forma de Schmidt, vea Apéndice: E :

pr=> Nilé) (@], p2=> Nl ﬁi> <’AH | (B.6)
=1 =1

Por otra parte, si p, corresponde a un producto de estado, es decir no enredado,
entonces:

ﬁ?: = ﬁxa (B.?)

donde x = 1,2. Es decir, que para dos sistemas un estado enredado no cumple la
Ecuacion B.7

De la Ecuacion B.2 provienen muchos fenémenos peculiares. Por ejemplo, en Mecani-
ca Clasica no es posible influir en el resultado de una medicién, en un sistema actuan-
do en otro sistema que no estan interactuando con el primer sistema, sin embargo
los estados enredados hacen esto posible para sistemas fisicos cudnticos. Esta es la
caracteristica no local del sistema mecanico cuantico, aunque el enredamiento no es
el mismo que la no localidad.[MS06]

B.3. La vision de Bell en las propiedades fisicas de
sistemas enredados

En esta secciéon revisaremos una de las primeras nociones peculiares del enredamien-
to, basadas en las perspectivas de J. S. Bell, quien fue el primero en contrastar las
correlaciones clasicas contra las correlaciones cuanticas.

En 1935 Einstein, Podolsky, y Rosen (EPR) presentaron un argumento en el cual
establecen proposiciones acerca de localidad, realidad, y las caracteristicas para que
una teoria esté completa que, segun el argumento, son incompatibles con las predic-
ciones de la Mecanica Cuantica. Estas proposiciones fueron usadas en conjunto con
algunas predicciones de la Mecdnica Cuantica como las premisas del argumento,
concluyendo que los estados cudnticos (funciones de onda) no pueden en todas las
situaciones describir completamente la realidad fisica. Este argumento es conocido
como la paradoja de EPR. En 1964 casi treinta anos después del argumento de EPR,
J.S.Bell deduce algunas predicciones que pudieron ser experimentalmente probadas.
Esas predicciones se basan en la revelacion que Bell desarrolla acerca de las correla-

ciones cuanticas que tienen los estados enredados. A continuacién estableceremos
las desigualdades de Bell.

Consideremos un sistema que consiste de dos particulas con espin 1/2 producidas en
una fuente y moviéndose libremente en direcciones opuestas. La particula 1 esta su-
jeta a una medicién por el aparato Stern-Gerlach, donde el resultado de la medicion
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B.3 La vision de Bell en las propiedades fisicas de sistemas enredados

es etiquetado como +1 si la componente n; del espin es encontrada estando arriba,
y —1 si estda abajo. Esto es similar para la particula 2 con un campo magnético a
lo largo de ny. Suponiendo que el par es producido con un momentun total cero del
espin, es decir el estado cuantico es singlete:

| @Z)> = (1/\/§> H +>1 | _>2 - | _>1 | +>2} (B-S)

donde los kets | +),y | —), representan estados del espin arriba y abajo respectiva-
mente, a lo largo de la direccién arbitraria fi. La Mecanica Cuéntica estable que la
Ecuacién B.8 es la misma para todos estados unitarios i [GHSZ90], es importante
recalcar que | ¢) , dado por la Ecuacién B.8, no se puede escribir como un producto
de funciones de onda donde cada una de las cuales pertenesca a un sélo sistema.
La caracteristica con mayor importancia para nuestro proposito es que | ¢) implica
una correlacion perfecta del espin; esto quiere decir que si i la componente del es-
pin es encontrada en +1 para la particula 1, entonces con certeza sera encontrada
el —1 para la particula 2, y viceversa (cuando las componentes del espin de las dos
particulas tienen el mismo valor, algunas veces a esta relacién es llamada perfecta
“anticorrelaciéon” ).

Uno puede calcular las probabilidades de encontrar las particulas en diferentes esta-
dos las cuales son: Py (f11,Ag), Pyy—(fiy, fp), Py (fiy, fig), Py (111, fip), donde
los subindices nos indican si el resultado de la medicion sobre la particula 1 es +1 o
—1 (su espin se encuentra arriba (+) o abajo (-)), esto es lo mismo para la particula
2, recordando que fi; y Ny son direcciones a lo largo de las cuales se mide el espin.

Como se sabe de la teoria de la probabilidad, el valor esperado (el valor promedio)
de los resultados medidos esta definido como la sumatoria del producto entre los
posibles valores de la varible por su probabilidad, es decir:

EY (fufiy) = Py (fir, fig) — Pry— (R, fig) — Py (1, fg) + Py (1, ) (B.9)

La Ecuacién B.9 establece que el valor de expectaciéon solo depende de sus direcciones
(fiy, fip).

Las probabilidades son las amplitudes a lo largo de las direcciones de los espines 1
y 2, tomando esto encuentra,ver Apéndice: B, se tiene que:

EY (fify) = —f - i (B.10)

En el caso especial de i; = iy, la Ecuacion B.10 expresa la correlacion perfecta ya
mencionada anteriormente.

Hasta aqui se a descrito la Mecanica Cudntica para un par de particulas con espin 1/2
en el estado cudntico | ¢). Es decir, la Ecuacién B.10 es la prediccién de la Mecanica
Cuéntica para el valor esperado de la medicién del espin.
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Capitulo B ., Qué es el Enredamiento Cuéntico?

Este mismo argumento de EPR fue adaptado para el experimento “pensado” de
Bohm ver Figura B.1. Es decir, segun Einstein Podolsky Rosen la descripcion de la
mecanica cuantica para un par de particulas no puede ser completa. Las premisas
de EPR fueron las siguientes:

i) Correlacion Perfecta : Si los espin de las particulas 1 y 2 son medidos a lo largo de
una misma direccién, con certeza los resultados seran opuestos. Por ejemplo
si la particula 1 se encuentra con espi -1 entonces la particula 2 estard en +1.

ii) Localidad: “Debido que el momento de la medicién en el primer sistema los
sistemas no estan interaccionando, entonces no puede existir un cambio en el
segundo sistemas como consecuencia de lo que se le haga (o mida) al primer
sistema.

iii) Realidad: “Sin que se perturbe un sistema, podemos predecir con certeza (es
decir con probabilidad igual a 1) el valor de una cantidad fisica de dicho
sistema, entonces existe un elemento de la realidad fisica correspondiente a
estd cantidad fisica.”

iv) Teoria Completa: “Una Teoria de la Fisica esta completa cuando todo elemento
de la realidad fisica tiene una contraparte en dicha teoria. [Completo].

Figura B.1.: Z
El experimento pensado de Bohn , la fuente emite un par de particulas con espin
1/2 | con el estado de la Ecuacién B.8, donde cada una entra en su propio aparato
de Stern-Gerlach, orientadas a lo largo de una direccion 1.

Bell retoma el argumento de EPR e introduce una nueva anotacion, en ésta introduce
una nueva variable que le llama A adicional a la funciéon de onda. Es decir la variable
A mas la funcién de onda describen por completo el estado fisico de un par de
particulas, donde es indiferente si A denota una variable o un conjunto de variables, 6
un conjunto de funciones, y si las variables son discretas o continuas. Si A corresponde
al conjunto de estados completos consistente con los casos de correlacion perfectas de
la Ecuacion B.10 (este conjunto se denota como Ay). Y A tiene el papel de determinar
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los resultados medidos de la componente i del espin para ambas particulas. Dentro
del aparato de Stern-Gerlach el resultado en los canales puede ser el espin arriba
o abajo, estos son etiquetados como +1 y —1, entonces existen funciones A, (i) y
B () que unicamente pueden tomar valores +1, definiendo para todas las fi y todas
las AeAq, que son los resultados respectivamente de las particulas 1y 2.

Bell considero una medida de probabilidad p en el espacio general de los estados
completos A, con el fin de dar una caracterizacion estadistica del ensamble de pares
preparados en el estado cudntico | ¥). Entonces, el valor de expectacion del producto
de los resultados del las medidas del espin en las dos particulas es:

EP (fiy, fip) = / Ax(8) By(R)dp (B.11)

El factor A,(n;) es independiente de fiy y el factor By(n1) es independiente de fig,
esto es como requerimiento por la suposicién de localidad ii) de EPR. Suponiendo
desde un principio la premisa de correlacion perfecta i). El valor de expectacién de
la Ecuacion B.11 toma el caso especial que la Ecuacién B.10 donde fi; = fi; = n:

Ef(f,f) = EY (h,0) = —1 (B.12)

Debido a que la correlacién es perfecta, entonces: Ay(f) = —B,(n). .

Con lo anterior Bell tiene los conceptos necesarios para su teorema. El teorema de
Bell establece que la teoria propuesta por EPR no esta de acuerdo con algunas de
las predicciones estadisticas de la Mecanica Cuantica. El utiliza la Ecuacion B.11 y
el argumento matemético Ay(n) = —B, (), para obtener la llamada desigualdad de
Bell [GHSZ90], ver Apéndice: D .

B (8,) — B” (a,¢)

— B (b,¢)-1<0 (B.13)

Esta es la primera de una familia de desigualdades. La Ecuacién B.13 es el resultado
de considerar una teoria de variables ocultas adicional a la Mecanica Cuéntica.

Esta desigualdad ayuda aprobar que la Ecuacién B.10 tiene un conflicto con la de-
sigualdad de Bell Ecuacion B.13. Este desacuerdo con la desigualdad, nos dice que
no hay eleccién de las A, las funciones A y B y la medida de probabilidad p sobre
el espacio de estados completos, puede producir una manipulaciéon con las predic-
ciones de la Mecanica Cuantica de la Ecuacion B.10, si estas elecciones conforma las
premisas 1) hasta la iv). Esto es el “Teorema de Bell de 1964”.

Un ejemplo de estd incompatibilidad de prediccién de la Mecanica Cuantica con la
desigualdad de Bell es, si tenemos tres vectores que se encuentran en un plano, y ¢
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Capitulo B ., Qué es el Enredamiento Cuéntico?

45°
\I 45°

Figura B.2.: a
Orientaién de detectores para demostrar la incompatibilidad de la Mecénica Cuén-
tica y la desigualdad de Bell.

hace un angulo de 45° con los vectores a y b Figura B.2, en este caso la Mecanica
Cuantica nos dice que:

P(a,b) =0, P(a,c) = P (b,c) =—0.707,

claramente es inconsistente con la desigualdad de Bell:

0.707 £ 1 — 0.707 = 0.293.
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C. Medidas de Enredamiento para
dos y tres Sistemas Fisicos .

En esta seccién se revisara algunas de las mas importantes medidas de enredamiento
para dos y tres sistemas fisicos. Cabe mencionar que uno de los estados enredados
mas estudiados corresponde al sistema de dos sistemas enredados, Los cuales son
conocidos como estados de Bell.

[ty = 2 (10, [ 1)+ [ 1), 10),),

S

’\I’_> ; (|0>1‘1>2_‘1>1’O>2)7

&

[ &%) =5 (10), 10),+ 1), [1),),

| 7) :%(’ 0)1 [0y = [ 1)y [ 1),)-

Estos estados son usados como una base y fueron utlizados para probar las in-
equidades de Bell .

C.1. Medidas de enredamiento para dos sistemas
fisicos

Hoy en dia existe algunas propuestas de requisitos para la medidas de estados enreda-
dos. Es decir, las medidas de enredamiento deben satisfacer estos requerimientos, asi
como axiomas que siguen la medicion de enredamiento, los cuales son llamados ax-
iomas naturales. A su vez es fundamental que la herramienta basica que empleamos
para obtener los resultados es el principio fundamental de la teoria de enredamiento,
que indica que el enredamiento no puede aumentar debido a las operaciones locales
y la comunicacion clésica.

Los postulados que imponen una medida de enredamiento propuestos por algunos
cientificosf HHHOO] , son divididos en tres grupos:

s Postulados obvios :
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Capitulo C Medidas de Enredamiento para dos y tres Sistemas Fisicos .

a) No negatividad F (9) > 0
b) Cero para Estados Separables ;E(o) = 0, si ¢ es separable
c) Normalizacién E (|¢4) (¢4|) = 1, donde ¢, = %(|OO> + [11)), esto

significa que el maximo de la medida de enredamiento debe ser 1
= Postulados Fundamentales

a) Monotonia conforme a las operaciones LOCC:

E(o) = > piE(0:)

b) convexidad:
E(sz@z) = ZpiE(Qi)a para @ = ZPz‘Qi

» Régimen de postulados asintoticos

a) Aditividad Parcial

E (™) =nE (o)
b) Continuidad: si <wH” | on| wH”> — 0 para n — oo entonces

LB — Blow)] 0,

donde p, es algtin estado conjunto de n pares.

Dentro del primer grupo de postulados, el postulado de la normalizacion sirve para
descarta las numerosas medidas triviales, dadas por la multiplicacion constante pos-
itiva de algunas medidas de E, de aqui en adelante la cantidad E sera llamada
enredamiento. El axioma del primer grupo es evidente ya que un estado separable
no contiene ningin enredo, por lo mismo si el estado no es separable contiene enredo
que deberia ser indicado por la medida de enredamiento.

En el segundo grupo, el axioma fundamental nos muestra que la creacion del enredamien-
to requiere una interaccién cuantica global, cualquier funcién que satisfaga el axioma
fundamental debe ser invariable bajo las transformaciones de productos unitarios, y
constantes sobre los estados separados.

Los axiomas de estos dos grupos son cominmente aceptados, las funciones que los
satisfacen tienden hacer llamados enredamientos mondtonos (con el axioma de nor-
malizacion).

Para el grupo llamado asintético, el régimen asintético es necesario para un gran
numero de pares entrelazados, y es descartado cuando es un pequeno nimero de
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C.1 Medidas de enredamiento para dos sistemas fisicos

pares. El axioma de parcialmente aditivo nos dice que si tenemos una fuente sin
memoria fija, produciendo pares en el estado p, entonces los enredamientos crecen
linealmente con el nimero de pares. Pasando al ultimo axioma este se refiere que
nuestra medida debe de comportarse con regularidad; si el estado del conjunto de
pares de nimeros grandes se acerca al producto de estados, entonces las densidades
de ambos estados deben de estar cerca uno del otro.

En estd seccion se revisan algunas de las medidas de enredamiento para los sistemas
fisicos que esten conformados por dos y tres sistemas enredados.

C.1.1. Entropia de Enredamiento

Una de las primeras propuestas de la medicion de enredamiento fue la entropia del
enredamiento.

En este caso es posible establecer parametros, dados por la entropia de Von Neu-
mann. Esta entropia es definida para cualquiera de los dos subsistemas p; o ps, es
desir [BBPS96]:

E = —TT’,(A)l 10g2 ﬁl = —T’f‘ﬁg 1Og2 ﬁQ, (C].)

E da la cantidad de enredamiento, el rango va de 0 para un producto de estados (es
decir estados desenredados), y 1 para un enredamiento maximo. Estd definicién es
dada para un enredamiento cuantico de estados puros.

La situacion general corresponde a dos sistemas mecanico cuanticos que comparten
un estado mixto M.

La teoria de estado mixto enredado es mas complicada y menos entendida que
el enredamiento de estados puros. Para medir enredamiento de estados mixtos, la
medida fundamental del enredamiento, sera el llamado el enredamiento de formacion
y el simbolo que utilizaremos sera el mismo que estamos utilizando E (6 E(M)). De
las propiedades mencionadas en el primer capitulo definimos que las acciones locales
y la comunicacion clésica no incrementanel valor de E . Donde E no-cero servira
como criterio de no localidad, por lo tanto un estado mixto se considera local si se
puede expresar como una mezcla de estados puros y no local si no se puede.

Como se senalo anteriormente, definimos el enredamiento de formacion de un estado
mixto M como el enredamiento minimo de cualquier conjunto de estados puros. En
este sentido E(M) es la cantidad de enredamiento necesario para crear a M. Entonces
la cantidad E(M) es el costo minimo.

Recordemos que el enredamiento estda definido para un estado puro ¢ y bipartito
por la entropia de von Neumann.

Definiendo, el enredamiento E(p) para un ensamble de estados puros bipartitos
p = {pi, ¥}, siendo la medida del conjunto Y, p;E (1);) de los enredamientos de
los estados puros en el ensamble, donde p; son sus probabilidades.
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Capitulo C Medidas de Enredamiento para dos y tres Sistemas Fisicos .

Definiendo ahora el enredamiento de formacion E(M) de un estado mixto bipartito
M es el minimo de E(p), sobre el ensamble. (Donde el minimo debe ser tomado sobre
toda la descomposicién del estado puro de p). Entonces para un estado mixto, la
medida de un enredamiento es llamado enredamiento de formacién, E; (p) y es dado
por:

Ef (p) = min ijE (v5) (C.2)

estd ecuacion da el nimero de estados, singlet necesarios para crear p [Woo01][Wo098,
BBPS96][BDSW96]

C.1.2. La Concurrencia

Hemos definido el enredamiento de un estado puro para un par de sistemas cuan-
ticos, como la entropia Von Neumann para cualquiera de los miembros del par, y
el enredamiento de formacién para un estado mixto, es el enredamiento promedio
minimo de un conjunto de estados puros que representa p. Ahora hablaremos de una
de las medidas de enredameinto mas conocida, que es la Concurrencia.

La idea central de la Concurrencia para un par de sistemas, es que el valor minimo
que expresa la Ecuacion C.2 se puede expresar como una funcion explicita de p,
donde se hace uso de la transformacion llamada “espin flip”, que es una funciéon que
se aplica a los estados de un niimero arbitrario de qubits. La unidad fundamental de
transmicién de informacién cudntica es el bit cuantico o qubit. Un qubit es cualquier
sistema cuéntico de dos estados (] 0), | 1)), tal como un espin i de una particula .
La transformacion espin flip se denota por una tilde y es definida como:

19) = (0,®0,) | ") (C.3)

Donde | 1*) es el complejo conjugado de | ¥) en la base estandar {| 00), | 01), | 10), | 11)}
, v 0, es la matriz de Pauli para una particula con espin 1/2. Para realizar un espin
flip en n qubits, se aplica la transformaciéon anterior a cada qubit individual.

Este nuevo concepto puede expresar el enredamiento de un estado puro de dos qubits,
asi que se puede escribir como:

E(y)=E(C (@) (C4)
Donde C' es llamada “Concurrencia” [HW97, Wo098] y es definida como:
C W)= (v 1), (C.5)
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y donde F es dada por:

E(C)=h (W) ; (C.6)

vy h(z) = —zlogyz—(1 — x)log, (1 — ) es la funcién de entropia binaria [BDSW96].

Otra manera, mas sencilla, de calcular la concurrencia es usando los estados magi-
cos, este hecho curioso es muy 1util para los estados puros de un par de qubits,
la base magica consta de cuatro estados (que son los estados de Bell con fases
particulares)[BDSW96|[HW97]:

=125 =5 (111 1),+10)0),),
=i[@7) = Z5i([ 1)y [ 1)y = 10);]0),),

73t (1)1 [ 0)y+ [0)y [ 1)),
=|¥7) :%<|1>1|0>2_|0>1| 1),) -

Cualquier estado puro | ¥) puede ser escrito en esté base, es decir | ) = >, «; | €;)
,donde este enredamiento puede ser expresado en términos de las componentes «;
(coeficiente de expansion). Entonces el enredamiento de | 1) es :

E()=E(C{),

donde C esta definido por

Note que es el cuadrado de los «;, no de su valor absoluto.

La Concurrencia tiene un rango de 0 (para estados no enredados) a 1 (para estados
maximamente enredados) asi como E.

Ejemplos:

Tomemos el siguiente sistema mecanico cuantico, y calculemos su concurrencia us-
ando los estado magicos |¢) = a[0), [0), +b[1), |1),.

Tenemos que «; = (e; | 1), donde los e; son los estados de bell.

1
le1) = 7 (|1> ’1>2 + |0>1 ’0>2) ; (e| = ﬁ (<1|1 <1|2 + <O|1 <0|2) ’
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entonces

1
{ex | ¥) = 7 ((Lly (1l + (0] (0l) (@[0) [0}y + b1 [1),)

= 75 la{L10)L[0) +b{I[1){1]1)+a(0]0){0]0)+5{0]1)(0]1)]
) = ;§(b+a)
para [ez) = 5 (|1); [1); = 10); |0)5) 3 {ea| = F ((1]; (L], — (0], (0l,) ,
o2 = s(a=b)
les) = 5 (11)110)5 +10); [1)5) 5 {es| = F (1], (0l + (0], (1],) ,
asg = 0,

lea) = 5 (1)1 10}, — 10}y [1)5) 5 {eal = 5 ({1]; 01, — {0l (1],

CY4:0.

tomando el cuadrado de los oy, i = 1,2, 3,4 tenemos que la Concurrencia es:

C () = iia? _ ‘(\}E(b+a)>2+ (\ji(a—b)>2+0+0
C (¢) = [2ab|

Ahora si tenemos el siguiente sistema cudntico ) = a 1), |0),, y tomando nueva-
mente los estados de bell;

{er | 9) = ﬁ(< |1 (Hy + (01, {0l) (@ [1),10),)

= —a[(1|1)(1]0)+(0]1)(0]0)] =

06120,

(e2 | ¢) = % ((1]; (1l = (0], {0[5) (a [1), |0),),

N

= el ) (110 - (0] 1 (0] 0) =
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(0%)) :O,
(es | ) = % ((1]; (Ol + (0], (1]y) (a1} [0),),

a

Sk

:Ea[<1|1><0|0>+<0|1><1|0>]:

1
{ea | ¥) = 7 ((1]; (0], = {0l (1]y) (a[1), [0)5),
1
Zﬁa[<1!1><0|0>+<0\1>(1!0>]=

Sl

gy = ——.

V2

tomando el cuadrado de las «;, i =1,2,3,4
. 2 2
040+ (—=a)| + (= 2’—a+a
V2 V2 2 2

Tenemos que la concurrencia es cero entonces no hay enredamiento.

C(@D):‘o@—kag%—ag—i—ai’: = 0.

C.1.3. Medida Geométrica de Enredamiento

La medida Geométrica de Enredamiento fue definida por Shimony [CHSH69], Este
autor define el grado de enredamiento utilizando la geométria del espacio de Hilbert,
para cualquier sistema de n-particulas. La dimenciéon del espacio es el producto
directo de cada espacio asociado con cada particula.

El espacio de Hilber Hj asociado con la K-esima particula, la dimencién de Hy
estd denotado por di. Recordando que el teroema de Schmidt donde para caulquier
estado |¢) eH, se puede representar como una suma con un solo indice, ahora si
n=2,

d
Z U1] X Uzj (C8)

21



Capitulo C Medidas de Enredamiento para dos y tres Sistemas Fisicos .

donde: uy; es un vector normalizado en Hj, o; son nimeros reales que satisfacen
a1 < aj, teniendo encuenta que d sera la minima dimencion de dy, donde k£ = 1,2

Shimony propone la definicién siguiente

B (W)= (5) minl6) - 6)] (©9

Donde |¢) es un estado normalizado del poducto en H y el minimo es tomado sobre
el conjunto de los estados normailizados del producto.

Lo que Shimony define es que pormedio de la distancia entre |1} y el estado separable
més cercano |¢) (deforma equivalente el angulo entre ellos) es posible determinar la
mayor cantidad de enredamiento en un estado dado. La ecuacion puede interpretarce
como la mayor cantidad de enredo en un estado dado, entonces mas lejos estara de
su cercana aproximacién sin-enredar[WGO03].

La Medida Geometrica de Enredamiento alcanza su mayor valor % para un maximo
estado enredado, y cero para estados sin-enredamiento.

Exite una relacion entre la Medida Geometrica de Enredamiento y la Concurrencia
es [QAACI1]:

A2, =

max

(1+V1-C?) (C.10)

DN | —

donde A, es el eigenvalor de enredamiento (Apendice F ), y la MGE es:

B2 = ; (1-vi-C?) (C.11)

La MGE para el sistema cudntico [1/) = a|0), [0),+b|1); [1), €8 Egepz = 1 (1 —/1- (2@b)2>,
y para el sistema [¢)) = a|1),]0), es Eg,2 = 0.

C.2. Medidas de enredamiento para tres sistemas
fisicos

El enredamiento de multi-particulas es mas compleja que dos partes enredadas. Por
ejemplo, en el caso de estados enredados de tres partes, hay correlaciones cuanticas
que no pueden ser explicadas incluso en el caso de correlaciones perfectas; en otras
palabras los estados enredados de tres sistemas cuanticos presentan caracteristicas
que no se suelen encontrar en los estados enredados para dos sistemas cuanticos, esto
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los convierte en estados enredados simples no triviales que muestran diferencias fun-
damentales y en comparacion con la de los dos sistemas enredados. Adicionalmente,
mientras para dos estados enredados es posible definir las medidas de enredamiento
por medio de un sélo nimero, esto no se puede hacer para el caso de tres estados
enredados. De hecho, cuantificar la cantidad de enredamiento presente en un sistema
mecanico cuantico compuesto de tres subsitemas es todavia un problema abierto.

En esta seccién revisaremos la generalizacion para tres sistemas cuanticos de las me-
didas de enredamiento para dos sistemas cuanticos estudiadas en la seccion anterior.

C.2.1. Dos tipos de enredamiento tripartito

Cuando tenemos dos sistemas enredados es posible encontrar operaciones locales
(LOCC) que interconvierten un estado enredado en otro, tal proceso no es posible
para tres sistemas enredados. Cuando es posible obtener un estado enredado [1)),,
desde otro estado enredado |¢),, usando s6lo LOCC, entonces estos dos estados son
equivalentes porque es posible llevar a cabo la misma tarea con ellos. En efecto, para
dos sistemas mecanico cuanticos de dos estados enredados, es posible encontrar tal
interconversion. Sin embargo esto no es cierto para tres sistemas mecanico cuanticos
enredados. Es bien sabido que hay almenos dos tipos inequivalentes de tripartito
enredamiento [DVCO00]. El primero corresponde a el estado GHZ:

1

IGHZ) = %

(|000) + [111)), (C.12)

el segundo corresponde al estado W:

1

V3

No hay forma de convertir |GHZ) en |W) usando LOCC y viceversa [DVCO00]. Este
hecho es relacionado para el problema de la generalizacion de dos estados cuanticos
medidos de enredamiento y para tres enredamientos medidos. En la literatura no hay
una sola medida universal para el caso de enredamiento de tres sistemas mecéanico
cuanticos enredados.

W) (1001) 4 ]010) + [100)).

C.2.2. Enredo Residual

Tomemos un triple de particulas de espinl/2 A, B, y C. Donde la particula A esté
completamente enredada con B por ejemplo en el estado singlet(1/2) (|T)) — [{1))
Apéndice: A , entonces la particula A no puede estar enredada con C. Pero si A
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estuviera enredada con C, entonces el par AB tambien estaria enredada con Cy por
lo tanto deberia tener una matriz de densidad de estado mixto, mientras el estado
singlet es puro. Entonces si A esta en redada con B y a su vez con C, A sélo tiene una
parte de enredo con B y tiene un limite de enredamiento con C. Valerie Coffman,
Joydip K. y William K.W. generalizan la medida de enredamiento “Concurrencia”.
La Concurrencia sélo estaba definida para un par de qubits y no para un ntimero
mayor de qubits.

Comencemos por generalizar la Concurrencia. Sea A y B un par de quibts, y sea
pap su matriz de densidad para el par de qubits, puede ser un estado puro o mixto.
Tomando el “espin flipped” de la matriz de densidad tenemos [CKWO00]:

pag = (0y @ 0y) Pap (0y ® 0y), (C.13)

donde p% 5 es el complejo conjugado en los estado base {|00),|01),]10),|11)} y oy
es la matriz, expresada en la misma base.

p* puede ser expresado enterminos de las bases magicas, que es [HW97] :

Pt =" lei) (el plei) (el

ij

ambos pap v pap son operadores positivos, donde el producto pagpap no es her-
mitico y tiene solo eigenvalores reales y no negativos, La concurrencia puede ser
expresada como el minino promedio medido de los estados puros y poniendo las
raices cuadradas de estos eigenvalores, en orden decreciente, sean Ai, Ao, A3 ¥ A4,
entonces la Concurrencia de la matriz de densidad pap es definida como:

CAB = max {/\1 - )\2 — )\3 — )\4, O} (014)

hata aqui la Concurencia esta definida para un par de quibts. Retomando nueva-
mente el tema de estd subseccidon: dado un estado puro de tres qubits A, B,C, la
formula de la Concurrencia dice: cada par de qubits esta enredado con un sélo qubit
para un conjunto de estado puros, esté decrito por una matriz de densidad que tiene
a lo mas dos eigenvalores distintos de cero y el producto de pappap también tiene
dos eigenvalores diferentes de cero. Usando este hecho y la Ecuacién C.14 podemos
escribir la siguiente desigualda para la concurrencia Cyp entre A y B [CKWO00]
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C.2 Medidas de enredamiento para tres sistemas fisicos

C2h =M — M) = X2+ 22 =20\

= TT(pABﬁAB) — 2)\1)\2 < TT(pABﬁAB)- (015)

Aqui pap es la matriz de densidad para el par AB obteniendo la forma original
del estado puro por la traza sobre el qubit C, esto mismo es analogo para la Cs¢,
tomando la suma de C% 5 + C%.:

Cap + Coc < Tr(pagpas) + Tr(pacpac), (C.16)

donde el lado derecho de la Ecuacién C.16 es de la siguiente forma [CKWO00]:

Tr(pappas) + Tr(pacpac) = 4det pa, (C.17)

la Ecuacion C.16 queda de la siguiente manera:

C%p + Cap < 4detpy (C.18)

el lado derecho de la ecuacién es interpretado como sigue: si consideramos BC como
un solo objeto , tiene sentido habla de la concurrencia C'4(p¢) entre el qubit A y el par
BC, tratando a A y BC como un par de qubits en un estado puro. La Concurrencia
para el caso en que el estado de AB es puro y es de la forma 2y/det p4 . Utlizando
este hecho podemos rescribir el resultado como:

Cip + Cic < Cigoy- (C.19)

donde la Ecuacién C.19 se puede interpretar como lo siguiente; El qubit A tiene
una cierta cantidad de enredamiento con el par BC. Este limite de cantidad de A
enredado con los qubits B y C tomados individalmente, y la parte del enredamiento
que es dedicado al qubit B (medido por el cuadrado de la concurrencia) no esté
disponible para el qubit C.

Hay estados que la desigualdad de la Ecuacién C.19 se convierte en igualdad y hay
otros estados para la cual la desigualdad es estricta, la diferencia entre los dos lados
de la Ecuacién C.19 puede ser considerada como la cantidad de enredamiento entre
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Capitulo C Medidas de Enredamiento para dos y tres Sistemas Fisicos .

A y BC que no puede ser explicado por los enredamientos de A con B y C por
separados. Esta cantidad es llamada el “ Enredamiento Residual”.

El sistema ABC es un estado puro|) y las componentes de|{) en la base estandar
son ajjp, :

’f> = Zaijk |Zﬂk>

ijk

de acuerdo a la Ecuacién C.15y Ecuacion C.17 con la interpretacion de la Ecuacién C.18,
el enredamiento residual es igual a:

Ciiisey — Cap — Cho = 2 (MEAP + A1ONC), (C.20)

donde )\f‘B y )\5“9 son las raices cuadradas de los dos eigenvalores de pappap v
para M€ y A\2'¢ es similar. Una expresién explicita para el enredamiento residual en
terminos de los coeficientes a;;;, seria [CKWO00]:

MBMB — |d, — 2d, + 4ds] (C.21)

donde cada dy, ds, d3 esta expresado enterminos de los coeficientes y cada termino que
aparece en di, ds, ds es el producto del cuatro de los coeficientes a;j;. Reescribiendo
la expresion para el enredamiento residual:

CE!(BC) — Chp — Chc =41dy — 2dsy + 4d3] . (C.22)
Llamando a estd cantidad 74p¢.

Al generalizar la Concurrencia se define una cantidad que mide el triple enredamiento
llamado “ enredamiento residual”, como[CKWO00]:

TABC = C%(AC) — Cpo — Cha (C.23)

donde C% es la concurrencia de los sistemas B y C, C%, es la concurrencia entre
los sistemas By A, y 0123( Ac) €8 la concurrencia entre los sistemas B y el sistema

formado por los sistemas A y C, después de tomarlo como si fuera un solo sistema
AC.
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C.2 Medidas de enredamiento para tres sistemas fisicos

El enredamiento residual no depende cual qubit se toma como el “foco” de la con-
struccion, asi que el enredamiento residual es tomado como una propiedad colectiva
de los tres qubits que no se altera si hay permutaciones.

El enredamiento de A con AB puede ser manifestada en tres formas, enredado con
B, enredado con C y las tres formas deben de compartir el total de enredo.

El enredamiento residual para los estados W es 74pc = % y para los otros estados
puros tripartitos GHZ es Tapc < %. [DVCO00]

C.2.3. Medida Geométrica de Enredamiento (MGE)

La Medida Geométrica de Enredamiento puede ser extendida para definir la medida
de enredamiento de tres sistemas mecanicos cuanticos. Por ejemplo considerando un
triple estado puro enredado dado por

el e? el > : (C.24)

J1-J2 733

’w>123: Z Lj1,52.53

J1,J2,J3

entonces la MGE es obtenida por el proceso siguiente [WG03]: primero minimizamos

EY),

E) = min||¢) 5 — [6)]” (C.25)

donde |¢) =TT, |¢) v |¢') = 3, ¢,
valor de enredamiento A, (Apéndice: F) , donde MGE para tres sistemas enreda-
dos esta dada por:

e§i> [WGO03]. Entonces encontramos el eigen-

Eapp2=1— A2 (C.26)

max
En algunos casos es posible el uso de la simetria del estado enredado para mitigar la

dificultad de los calculos [WGO03]. Por ejemplo el estado GHZ su enredo es Fyp,2 = 1/2
y para el estado W es Fy.,2 = 5/9 [WGO03].
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D. Conclusiones

El enredamiento cuantico es un recurso fisico para realizar tareas no clasicas, el
cual es necesario cuantificar para determina que tan enredados estan los sistemas
fisicos, por est6 la investigacion de las medidas de enredamiento es un area de gran
actividad en mecénica cuantica.

En esta tesis revisamos el concepto de enredamiento cuantico asi como algunas
medidas de enredamiento para dos sistemas- enredados y tres sistemas enredados
respectivamente, nos hemos enfocado sélo en algunas medidas de enredamiento,
asi como desenvolviendo algunas de las ecuaciénes mencionadas en cada seccion
y desarrollandolas en los apéndices. Revisamos los métodos que pueden emplear
solo para el enredamiento de dos sistemas cuanticos, los cuales son menos
complicados de desarrollar para calcular algiin sistema bipartito, por otra parte
el calculo de enredamiento cuantico para tres sistemas cuanticos es complicado, al
desarrollar alguna ecuacion de los métodos mencionados en esté tesis. La revision de
este trabajo se concluyo con la publicacién de un capitulo en el libro "Measurements
in Quantum Mechanics", editado por Mohammad Reza Pahlavani.

El enredamiento cuantico para dos sistemas cuanticos se tiene bien entendido y
establecido y las medidas estudiadas son las mas comunes y aceptadas.

La medida de concurrencia para tres qubits no es consistente por que para los
estados W da un valor diferente que para los estados GHZ. por lo cual se continua
investigando las medidas de enredmiento para tres qubits.
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A. Apéndice: Suma de momentos
angulares

Supongamos dos particulas de espin /2 cada una tiene un espin arriba y uno abajo,
asi que tenemos 4 posibilidades en total (cada particula es una combinacién lineal
de espin arriba y espin abajo, y el sistema compuesto esta en una combinacién lineal
de los cuatro estados ):

18 H,

Su momento angular total es:
S =8 4 8@
Donde cada uno de los 4 estados posibles es un eigenestado de S, entonces:

S,111y = (Sgl) + 59)) 1T = (Sgl)xl) Ty + 14 (Sﬁz)@)
= (hmizy) 29 + 21 (MMmaxs) = I (my + ma) 2172

donde SMsélo estd actuando en z; , S@ actua en z, y m es el niimero cudntico del
sistema que es m; + mg(nimero cudntico )

tom= 1
T m= 0
T m= 0:
W m= -1

aplicando ahora el operador de aniquilacién S_ = S 1 8% 4 el estado 1T y usando

S_ t=hxyS_]=0.
s = (Y1)t +1(s¥1)
= (R T+ 1Ry =h{1+1))

para los tres estados con s=1 tenemos (en notacién |sm)):
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A Apéndice: Suma de momentos angulares

1) = i
110) = % (+41) ps=1 (triplet).
-y = 7

estd por obvia razon es llamado triple combinacién. Mientras, el estado ortogonal
con m = 0 nos lleva a s = 0:

floy = Z5 - fs—o (singlet)

donde a hora es llamado el estado singlet (solo). Entonces la combinaciéon de dos
particulas de espin % puede llevar a un espin total de 1 6 0 dependiendo si ocupamos
el triplet o el singlet configuracion.
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B. Apéndice: Correlacion estadistica

Supongamos que tenemos dos particulas con espin I, se encuentran en el estado

29
singlet Apéndice A .
{100) = L (1L = i)} s = 0(singlet)

Si SMes la componente del momento angular del espin de la particula 1 en la

. y . A s , . a2
direccion definida por el vector unitario n;. Similar para la particula 2, si S,S Jes 1a
componente del momento angular de 2 en la direccion ny entonces tenemos que:

eligiendo n; a lo largo del eje z y 75 en el plano xz entonces:
SO =8M v 82 = 0s05? + sin HS?
como las dos componentes se encuentran en el estado singlet tenemos:

S5 00) = \}5 S (cos 65D +sin 0S| (1) = 1)

= \}ﬁ {(Sil) T) (COS 8522) } +sin 95’3(32) i) _ (Sil) l{) (COS QS?EQ) 4 4+ sin HSQ(CQ) T)}

tomando :

S,xy =85, 1= %m+ = g 1 similar para S, |= —g 1

asi que nos queda :

2

S8 00 = Z l— cos 600 + sin 6— (|11) + [1 — 1))

1
V2
donde el valor de expectacion es:

(S8 = (00 | SO [ 00) = —T cos §

a

recordando que el valor de expectacion puede ser expresado como un producto in-
terno.
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B Apéndice: Correlacion estadistica

Vemos que el producto escalar de las direcciones 1,y 79 es igual al coseno del angulo
entre ellos 6.

A A

Entonce el valor de expectacién es: EY (i, flg) = —y - Ay,
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C. Apéndice: Matriz de densidad

Cuando el estado de un sistema es pefectamente conocido (todas su probabilidades
son cero, excepto una), entonces el sistema se dice que es un estado puro. En un caso
puro un sistema se puede describir igual de bien por un operador de la densidad p
como por un vector de estado. Sin embargo el operador presenta un cierto niimero de
ventajas|[CTDLO6]. La naturaleza estadistica de la mecanica cuantica se manifiesta
en las distribuciones de los valores observados, que se obtienen al efectuar mediciones
sobre un conjunto de sistemas preparados identicamente.

Si tenemos un conjunto de sistemas fisicos con la caracteristica que todos estan en
el mismo estado, como se representa en la siguiente figura:

Figura C.1.:
Conjunto infinito de sistemas fisicos, todos en el mismo estado ()

Para este ensemble de sistemas puros, el valor promedio del observable A esta
definido como:

(A= [v @Av@de=(v|A]v).

sin embargo, puede ocurrir que no tengamos un ensamble de estados puros sino una
mezcla estadistica.

Podemos ver a cada uno de estos sistemas como subconjuntos, entonces el valor
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C Apéndice: Matriz de densidad

Figura C.2.:
Mezcla estadistica de estados

esperado queda como:

(A) = (@l Alw)

(A) = (4 1A]w)
= (A) =3P (05 1 Al y).

Si A es un observable = A | a,) = a, | a,), el cual tiene ciertas caracteristicas; 1)
forma una base, ii) son ortogonales. Entonces definimos a :

p=_ Pl (W,
J
que representa el estado de la mezcla estadistica de los estados que disponemos.
= <A> :Z<an | Ap | an> :TT{A,ﬁ},

donde p juega el mismo papel que la funcién de onda | )

para estados puros tenemos que p*> = p y para mezcla estadistica p? # p. La difer-
encia en estados puros y la mezcla estadistica es que no hay interferencia en esta.
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D. Apéndice: Desigualdad de Bell
prueba

Para cualquier direccion n y para todos los A hay una perfecta correlacion:

Ax(#) = —By(i). (D.1)

Tenemos que el valor de expectacion es:

E? (ﬁ17ﬁ2>:/14)\<ﬁ1)3)\(ﬁ2)dp,
A

donde p es la densidad de probabilidad para las variables ocultas A (la densidad de
probabilidad no es negativa y satisface la condicién de normalizacion [ pdp = 1),
de la Ecuacion D.1 podemos sustituir a B entonces;

B, i) = = [ Ax(n) s ().
A

Si ¢ es otro vector unitario, entonces:

S

)Ax(@)] dp

Q>

B(@.5) ~ B(0.6) = ~ [ [A@)A41(B) -

_ /A (—An(@)AA(B)) (1 = Ar(B)A())dp. (D2)

ya que (A,\(ZA)))2 = 1.

Para todo A\, —A,(a)Ax(b) yasea +1 o0-1, tiene valor absoluto 1 y {1 - A,\(b)A,\(é)} >
0, por lo tanto esto equivale a un valor absoluto, tomas el valor absoluto de los ter-
minos de la Ecuacién D.2 asi que:
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D Apéndice: Desigualdad de Bell prueba

|E°(a,b) — E"(a,¢)

< /A [1— A(B)42(0)] dp

|B#(a,b) — E*(a,¢)

<1+ E°(b,8). (D.3)

donde es utlizada nuevamente la Ecuacién D.1 y la condicion de normalizacion
[ pP(A)dX\ = 1. La Ecuacién D.3 es llamada desigualdad de Bell.
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E. Apéndice: La Forma de Schmidt

Si tenemos un estado |¢) €H = H; ® Hy compuesto por dos subsistemas con bases
ortonormales{|é;) i =1,2,3,...} y ‘hl> 1=1,2,3, }, puede ser representado por
una suma de terminos biortogonales llamada la forma de Schmidst.

Dejando que H; y Ho tengan dimenciones m y n, respectivamente, siendo| ¢)
cualquier estado normalizado en H; ® Ha. Sea p = | ) (¢ |, y dejando que p; =
try (p) y p2 = try (p) sean las trazas parciales. Entonces | ¢) puede escribirse como:

|¢>=;ﬁ|éi>®rﬁi>, (E.1)

donde | é;) (respectivamente | sz>) son eigenvectores ortonormales de p;en H;(respectivamente
p2 en Hy) pertenecientes a \;. Esta exprecion ( Ecuacién E.1) es llamada la forma
polar de Schmidt de | ¢).

Demostracion:

Cualquier | ¢) puede estar expresada en terminos de una eigenbase ortonormal
| &), ..., | ém) de p; como:

EEAEEIEIES ST s Es)

Donde los ¢; son (no necesariamente ortonormales) estados en Hy. Tomando el trazo
parcial de | ¢) (¢ | sobre Hs.

tr(l @) (e l) =3 N (65| [ &) (e |] | &)

ij=1

= S AN (i | [l @) 1) (eil (0 1] 165)

ij=1

= 5 e (65 16y (@i | (9:1 )

=S le) e,
=1

haciendo <$z | ng> = |\i|* 6;; eigualando la ecuacion a:
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E Apéndice: La Forma de Schmidt

p1= i1 i | &) (& |,

demodo que el conjunto de estados | qu> = VA | (/Bz> es un conjunto ortonormal en
Ho. Por lo tanto;

|¢>=;¢E|éi>®m>,

ahora tomando el trazo parcial sobre H;tenemos:
p2 =iz Ai | ¢z’> <¢z’ |

demodo que | <zA5,> es un eigenvalor de ps perteneciendo \;.
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F. Apéndice: Medida Geométrica de
Enredamiento

Daremos una breve revisiéon del la férmula de estd medida hecha por Shimony
[CHSH69]

Para estado puros: considere un estado puro general de n-particulas (expandido en
las bases locales {‘efg? }) :

6(1)6(2)....€(n)> ,

p1 P2 Pn

|¢>= Z Tpips...pn

donde entra aqui en juego la definicién geométrica de la distancia de este enredamien-
to, de la distancia minima entre dos estado es:

d = minl|[y) — o)l

entre [¢) y el més cercano estado separable |¢) (o equivale al angulo entre los
dos). Donde tenemos |¢) que es un estado puro arbitrario separable de n-partes

|p) = Q@ ‘¢(i)> , = = 1....n donde el indice etiqueta las partes, entonces tenemos
que:

") =115
s

i=1 pi

i )

para encontrar el estado separable mas cercano, tomamos la norma al cuadrado de
la distancia entre los dos estados.

) =1o)I* = (1) = 16))" o ([9) — [9))
= (¥ = (D) o (|9) = |9))
= <1/J|1/J> W] o)—(olv)+(o]¢)
= — (¥ o)+ (2| ¥),
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F Apéndice: Medida Geométrica de Enredamiento

donde (¢ | ¢) =1
tenemos que: (¢ | @) + (¢ | ) =2Re{(Y | @)} o (¥ | @) + (¢ | ) =2Re{(¢ | )}

entonces :

wwzwﬁwwzwﬁzﬁﬁW

=1 pi

para definir el estado separable mas cercano utilizaremos el método de los multipli-
cadores de Lagrange donde A es el multiplicador de Lagrange

J - i J J —
5WAHWWW—M¢HWA—O

i=1

n

H<¢|¢(i)>:<¢\¢(1)>><<z/;|gz5(2)>><~--><<1/)|gz§(j)>><---><<1/z|gz5(”)>

=1

s T 169 = {116

i=1 j#i

5
J|¢7)

<¢(J’) | ¢(j)> _ <¢(j)‘
finalmente llegamos que:
<1/, | H¢(i)> _ A<¢(j)‘ -0
J#
este mismo procedimento se usa para

@19) = T1{69 | 9) = [L e (¥ | 4)

i=1 i=1 pi
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Apéndice: Medida Geométrica de Enredamiento

0 . i J J —
516 [H<¢”|¢>—A<¢“|¢<>>] =0

i=1

<ﬁ o | ¢> ~ A (¢ =0
J#
tenemos que cosf = Re (¢ | ¢)

vemos que los eigenvalores A son niimeros reales, independientemente de la eleccién
de bases locales {e](fi)}, el espectro de A es el coseno del angulo entre [1)) y |¢)

entonces A, es llamado el eigenvalor de enredamiento, corresponde al estado sep-
arable mas cercano y es igual a la superposicion méxima. donde |¢) es un estado
puro arbitrario separable.

Amaz = max ||<¢ | 1/}>||
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Nomenclatura

EPR
LOCC
MGE

qubits

Enredamiento

Einstein,Podolsky, y Rosen

operaciones locales y comunicacion clasica
medida geométrica de enredamiento

unidad fundamental de transmicién de informacién ctiantica
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