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Capitulo 1

Introducion

Las teorias fisicas tienen como origen la observacién experimental y como es natural en toda
rama de las ciencias naturales, se persigue establecer un marco que permita dar una explicacién
razonable y lo mas precisa posible de los fenémenos en la naturaleza. Con Galileo en buena medida,
una teoria fisica se describe mediante un modelo matematico, que en palabras de Pierre Duhem
es, un sistema de proposiciones matematicas cuyo objetivo es representar tan simple, completa
y exactamente como sea posible un conjunto de leyes experimentales. Pocas veces se logra tener
un modelo sencillo, matematicamente hablando, las diversas técnicas matematicas para describir
la naturaleza llegan a ser casi siempre suficientemente complejas, sin embargo es cierto también
que con el paso del tiempo y el desarrollo de diversas técnicas es posible dar solucién o por lo me-
nos aproximarnos a ella en buena medida, entendiendo que el camino es pocas veces corto y sencillo.

Como resultado de la evolucién en los conceptos y medios de los que se vale la fisica la imagen
que tenemos de la realidad cambia muy drasticamente en mas de una ocasién, ahora sabemos
que el comportamiento de las cosas a escala atomica es, simplemente, distinto al que notamos
en la vida cotidiana o a escalas muy grandes. Incluso los nuevos descubrimientos van desafiando
nuestro sentido comun. Por ejemplo, un atomo no se comporta como un resorte oscilando, ni como
un sistema solar en miniatura y tampoco lo hace como algtin tipo de nube rodeando el nicleo,
son solo modelos que han ayudado en mucho al entendimiento del por qué de las cosas y si bien
la naturaleza es en si mucho mas compleja de lo que normalmente somos capacez de describir
los avances logrados son impresionantes y nada despreciables, si bien los nuevos experimentos y
descubrimientos nos indican que estamos lejos de un modelo completo sobre la naturaleza, a nivel
subatémico por ejemplo las preguntas a contestar todavia son muchas, pero al menos podemos
decir que, todas las particulas subatomicas se comportan igual, citando a Feynman, todas estan
chifladas, pero exactamente de la misma manera.

Es asi como uno de los pasos mas importantes de la fisica fué el resultado del estudio hecho por
Erwin Schrodinger en 1926, del cudl surge la ecuaciéon que obedece la funcién de onda asociada
con una particula, conocida ahora como ecuacién de Schrédinger. De forma similar a las ondas
electromagnéticas que satisfacen la ecuacién de onda que se deriva de las ecuaciones de Maxwell,
las llamadas ondas de materia De Broglie son descritas usando la ecuacion de Schrodinger,
esta describe la evolucién en el tiempo de una particula masiva no relativista. El estudio de los
sistemas cuanticos se hace usando como base estd ecuacion.

Algunos modelos simples, aunque no del todo conformes con la realidad, por ser casos ideales
pueden ser resueltos analiticamente y llegan a ser muy utiles. Estas soluciones sirven para entender
mejor la naturaleza de los fenémenos cuanticos y en ocasiones son una aproximacion razonable
al comportamiento de sistemas mds completos (recordemos por ejemplo, en mecénica estadistica
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se aproximan las vibraciones moleculares como osciladores armoénicos). Obviamente no siem-
pre es posible, de manera que los sistemas que podemos solucionar de forma exacta son muy pocos.

Por ejemplo, los sistemas cudnticos que interactian fuertemente con su entorno continuamente
presentan desafios debido a que estas interacciones no siempre se pueden ignorar, ademds, también
normalmente varian de forma repentina y al azar con el tiempo. Los efectos de estos campos
externos casi siempre se vuelve inevitable e interesante y dar lugar a fenémenos inesperados, como
aquellos que se son estudiados bajo el término general de resonancias estocasticas o de particulas
en campos variantes con el tiempo. Existe una variedad importante de fenémenos de este tipo que
son de sumo interés en la descripcion de la naturaleza, un ejemplo sencillo es un oscilador cuantico
en interaccién con una fuerza externa dependiente del tiempo, la interaccién de una molécula con
un campo externo se describe a través de considerar dichas moléculas como osciladores. También
tenemos el problema de un dtomo en interacciéon con un campo externo estudiado mediante el
modelo de Jaynes-Cummings que es de suma importancia en Optica. Otro caso es el de cads
cuantico en sistemas hamiltonianos de muchos cuerpos, donde se tiene sistemas disipativos y la
energia por ello no es conservativa.

Hay varios métodos de solucién para este tipo de sistemas, donde debido a que es poco probable
encontrar una solucién exacta se tiene que recurrir a métodos perturbativos o niimericos, pero es
hasta natural encontrar dificultades con la aplicacién de estos métodos, ya que depende fuerte
mente las condiciones de cada problema de interes a resolver, el sistema puede ser no perturba-
tivo en la forma usual o bien no integrable, esto hace que no siempre los métodos funcionen, y
obviamente esto lleva a buscar alternativas para encontrar soluciones a esta diversidad de sistemas.

Durante este trabajo utilizaremos parte del formalismo de hamiltonianos efectivos desarrollado
en [1] y se revisan las ventajas del método en comparacién con ejemplo el utilizado en [2], de
aqui que vamos a suponer que las interacciones con el medio ambiente son descritas por una
contribucién en funcién del tiempo del Hamiltoniano denotado por A’ (t) que no pueden ser
tratados ende forma perturbativa.

Mediante este hamiltoniano efectivo se describe la evolucion en el tiempo promedio del sistema,
este formalismo se puede aplicar a cualquier sistema que tiene dependencia temporal en su funcién
de onda, proporcionamos a lo largo de esta tesis varios ejemplos de este tipo de generalizaciones,
en 6ptica geométrica se revisa la propagacién de la luz de rayos en un medio al azar, también se
revisan los efectos de un potencial independiente del tiempo que varia rapidamente con la posicién
sobre las funciones de onda de una particula no relativista.

Finalmente el formalismo es aplicado a un problema en especifico y se compraran los resultados
obtenidos con otros métodos, los cuales se aplican para solucionar este tipo de problemas.
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Ecuacion de Schrodinger

En la descripcién y bisqueda de entendimiento de un sistema fisico a nivel cuantico, recurrimos
a la ecuacién de onda de Schrodinger. Esta ecuacion como sabemos es central en mecéanica cuantica
y la podemos escribir como [3, 4]:

h?_, (OUF, 1)
— (7, t PO (7, t) = ih———
— V(T ) + V(T )R (rt) = dhe—p

; (2.1)

donde % es la constante de Plack, m es la masa de la particula en cuestién y ¥ es la funcién de
onda asociada al sistema fisico que es solucién de la ecuacién. La ecuacién de Schrodinger es una
ecuacion en derivadas parciales de segundo grado en la posicién, si tenemos el caso donde no

hay una dependencia explicita en el potencial con respecto al tiempo, V (7, t) = V(¥) entonces la
ecuacién (2.1) toma una forma en principio mas sencilla:

2=V + V() = Bo(F) (22)

E es la energfa y no depende tampoco del tiempo de forma explicita. La ecuacién (2.2) se conoce
como ecuacién de Schrodinger independiente del tiempo o de estado estacionario.

La ecuacién de onda (2.1) fue propuesta en 1926 por Erwin Schrodinger y en rigor la ecuacién
no se puede derivar, normalmente se dan criterios de plausibilidad a manera de deducciéon. En
la época en la que la ecuacién de Schrodinger fue propuesta, Heisenberg habia obtenido una
formulaciéon de la mecdnica cudntica usando un formalismo matricial y de operadores, poco
tiempo después Dirac y Neumann introdujeron el formalismo de bras y kets y demostraron que
las distintas versiones son totalmente equivalentes. Entonces un problema puede ser tratado en
diversos enfoques, usando el de mecanica ondulatoria a través de la ecuaciéon de onda, el de
Heisenberg con un formalismo matricial y de operadores o bien en la llamada imagen de interaccion
de Dirac. Una solucién en alguna de las imagenes puede mediante alguna transformacion lineal
llevarse a otra imagen.

De los criterios de cuéntizacién [3, 4] tenemos que cada observable lleva un operador asociado,
este es hermitico por ejemplo, H — f%VQ + V. Entonces la ecuacién (2.1) toma una forma més
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compacta:

oY

HY = 1h—
ot

(2.3)

donde no debemos olvidar que al momento p'le asociamos el operador P;=—ihd/0x;. Si no hay
dependencia explicita en el tiempo, entonces (2.3) es:

HU = Ey) (2.4)

o bien en notacién de Dirac,

La ecuacién (2.3) es una ecuacién de evolucién temporal, si la escribimos como:

., 0
HY) = i |0) (26)

obtenemos la ecuacién de onda de Schrodinger al proyectar (2.6) sobre el espacio de posiciones
llegando de nuevo a (2.3) o en también si necesario podemos proyectar sobre el espacio de
momentos y obtener una ecuacién de onda en funcién del momento p. La soluciéon que obtenemos
en alguna de las representaciones es posible llevarla a la otra expandiendo la funciéon de onda
sobre una base completa [3]. El trabajar sobre el espacio de momentos es muy comin ya que p es
la coordenada congujada generalizada a 7.

En correspondencia con el caso clasico, cuando H no depende explicitamente del tiempo, es
la energia E' y ademds es conservativo. Cudnticamente cuando tenemos el caso independiente del
tiempo, el eigenvalor de H es la energia. Ademads el espectro de energias puede ser discreto o
continuo segun sea el caso a resolver.

La ecuacién de Schrodinger, al ser una ecuacién de operadores lineales, lleva a que toda
combinacién lineal de soluciones es una solucion, lo cual favorece la busqueda de casos de interes

tedrico y practico.

La solucién a la ecuacion de Schrodinger en el caso independiente del tiempo es en general:

U= Z ann(F) (27)

donde ¢, = (¥, (7)|(F)) y es la probabilidad de encontrar el sistema en el estado 1), y para el
caso continuo:
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e = / da (7, 0) (7, 0) (2.8)

Sin embargo es natural que la mayoria de los sistemas reales o de interes no sean independientes
del tiempo. En estd situacién la ecuacion de Schrodinger en general ya no es separable, pero
todavia es valido escribir la solucién general como en (2.7) solo que ahora los coeficientes ¢,, van
a depender del tiempo y Y. |c,(t)[* es una densidad de probabilidad en la que el sistema en un
estado inicial ¢ transite a un estado n.

Resolver la ecuacién de Schrodinger no es sencillo, de hecho es raro encontrar problemas fisicos
de interes donde sea posible tener una solucién analitica exacta. Aun teniendo casos donde no
hay dependencia explicita del tiempo no podemos asegurar una soluciéon de forma cerrada, por
ejemplo, el modelo de Kronig-Penney, utilizado como primera aproximacion en estado sélido, no
tiene solucién exactaya que al resolverlo nos topamos con una ecuacién trascendente, en este caso
podemos mediante metodos numericos conocer soluciones (aproximadas). Pero no siempre es el
caso, muchas veces no es posible llevar a ecuaciones conocidas o que podamos solucionar por
algin metodo. Otro ejemplo es el potencial de Saxon-Woods que fue introducido para el estudio
de dispersion elastica de protones en nucleos pesados. En fisica nuclear modela la interaccion de
nucleones pesados entre otras cosas [5]. La forma del potencial es:

Vi(r) = 7‘/3% (2.9)

l1+e =

donde Vj representa la profundidad del pozo de potencial, a es el grosor de la superficie del niticleo,
Ry es el radio del nticleo de valor Ry = 190A'/3 y A es el ntimero dtomico. El potencial no depende
del tiempo, sin embargo la ecuacién de Schrodinger no tiene solucién analitica cuando [ # 0 y
generalmente se adopta el modelo de oscilador arménico u otro como aproximaciones de forma
que para tener una mejor aproximacién el potencial debe ser tratado con metodos niumericos
como en [5]. Y si ahora también tenemos casos en los cuales el potencial depende del tiempo,
tener soluciones exactas es todavia mas raro, normalmente estos casos se tratan con teorias
perturbativas o con metodos numericos. Por ejemplo cuando tenemos interaccion de particulas con
campos que dependen del tiempo puede ser que estos esten oscilando con una frecuencia rapida
comprada con los casos tipicos, la ecuacién de Schrodinger en general no es soluble analiticamente.

Para encontrar una solucién a la ecuacién de Schrodinger de forma directa, en primera
instancia se propone una solucién mediante el método usual de separacién de variables donde
puede ser necesario un cambio de variable en algin momento para llegar a alguna ecuacién
conocida de la que se ya se tenga la solucién, pongamos por caso del dtomo de hidrégeno,
al buscar la solucién de la ecuacién de Schrodinger se realiza un cambio de variable para
llevarla a la ecuacién de Hermite. Sin embargo dependiendo de la forma del potencial que
nosotros tengamos no siempre es posible llegar a ecuaciones que se conozcan y mas aun que ten-
gan solucién analitica. Ahi es donde hacemos uso de los tan mencionados metodos de aproximacién.

La busqueda de métodos que ayuden a resolver problemas fisicos o cuando menos aproximen
una solucién resultan indispensables y aunque no existe un metodo estandar algunos obviamente
son mas ventajosos que otros. Los métodos usuales de solucién son:
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» Funcion de Green.

Resolver la ecuacién de Schrédinger usando funcién de Green no es un metodo perturbativo
o de aproximacion, la funcién de Green proporciona un esquema para encontrar la solucién
exacta a la ecuacion (2.3) [6]. Supongamos que tenemos un hamiltoniano dependiente del
tiempo y que en el instante inicial

Yo = P(7, 1) (2.10)

si la funcién de onda satisface (2.3) y por otra parte la funcién de onda para una particula
que satisface también (2.3) junto con la condicién de contorno (2.10), se puede representar
en el instante to > ¢1 en la forma:

B ts) = / Gy ta: 72, 01071, 1) (2.11)

G (7%, ta; 71, t1) es la funcién de Green para (2.11) y es la amplitud de transicién de la particu-
la desde el estado inicial con funcién de onda ¥(7, t2) al estado con funcién de onda (s, ta).

= Teoria de perturbaciones.

El objetivo de una teoria de perturbaciones es describir sistemas cudnticos complicados en
términos de sistemas mas sencillos o de aquellos de los que se conoce su solucién. Iniciando
con un sistema simple, vamos tomando pequenas alteraciones al sistema, si la alteracién
o perturbacién es pequena, las magnitudes fisicas asociadas al sistema perturbado (por
ejemplo sus niveles de energfa y sus estados propios) podran ser obtenidos a partir de los
del sistema conocido. De esta forma, podemos estudiar el sistema original tomando como
base el sistema sin perturbar. Es importante saber como cambian los niveles de energia con
la perturbacion, identificando dentro del hamiltoniano del sistema que parte corresponde a
la parte conocida y considerando lo deméas como un potencial al que se somete el sistema,
entonces los autovalores y autoestados del hamiltoniano completo se escriben como una
combinacién lineal de autoestados y autovalores del problema sin perturbar més correcciones.

Es decir, supongamos un sistema definido por un hamiltoniano H que podemos separar de
la siguiente forma [4] :

H=Ho+ \H (2.12)

idonde H( es un hamiltoniano conocido, A es un parametro que controla la magnitud de
la perturbacién y con valor 0 < A < 1. En caso de que A sea uno tendriamos actuando la
perturbacion completamente y H' es la parte que modifica el sistema o perturbacion.
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Para el caso de perturbaciones independientes en el tiempo no degeneradas los valores de la
energia se aproximan mediante:

(o8 11|60

En =B + (6D HI60) + )~ ar— w0 (2.13)
p=n n i
© oW [ 16012 | 0y )
[6) = [607) + 3 "= [0f”) + O(N?) (2.14)
n 14

p=n

Para el caso que tengamos niveles degenerados en el hamiltoniano, en general, con degene-
racién k:

Holo0) = ED {070 =1,2,3, .k (2.15)

Se busca: (Ho + AH')|p) = E|¢) para lo que se tiene que es necesario resolver [3, 4]:

|H' — EMI =0 (2.16)

La ecuacién secular anterior es de grado igual al orden de la degeneracion k del nivel Er(lo)
con k, soluciones diferentes y donde estas son las correcciones a primer orden en la energia
y los valores propios son la correcciones a los autoestados. La degeneracion es rota de esta
forma y hay un desdoblamiento en los niveles de energia con lo que el sistema deja de ser
degenerado. Ejemplos tipicos e interesantes de la aplicacion de teoria de perturbaciones en
casos degenerados es el efecto Stark y Zeeman.

= Metodo Variacional.

Otra vez, partimos de un hamiltoniano general H con espectro de energias Fy < E1 < Fjs...
con funciones propias 1, desconocidas. Puede mostrarse que [11] una cota a la energia Ey
del estado base es el valor esperado de la energia con respecto a una funcién ¢, llamada
funcién de prueba [11] :

E = (¢|H|¢) (2.17)

¢ debe estar normalizada y poder ser expandida en términos de una base completa y
ortonormal de 1, es decir,
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¢ =Y Cnthn (2.18)
n=0
con (Y| tm) = dnm y dado que (¢|¢) = 1 entonces:
D el =1 (2.19)
n=0

Puede mostrarse [11] que:

E=Y"eal(En — Eo) + Eo (2.20)

n=0

La expresiéon anterior se conoce como teorema variacional de Rayleigh-Ritz, y se emplea
principalmente para conocer el estado base del Hamiltoniano.

= Perturbaciones dependientes del tiempo.

Como se menciono, es de esperar que el sistema fisico de estudio dependa en general de
manera explicita en el tiempo para tal situacion el sistema a resolver es [4]:

1 Vi Vigetwizt c1
€2 Vop etwant Vas . c2

ih é3 = ‘/33 C3 (221)
A

donde wig es By — Eq/h, ¢n(t) = (n|a, to;t) v Vam son los elementos de matrix dados por:

<|engt/hV(ﬁ)efngt/h|> — Vnmei(EnfEm)t/h (2.22)

Otra vez, como es poco frecuente que el sistema de ecuaciones anterior sea soluble analitica-
mente tenemos que usar métodos perturbativos resultando que [4, 7]:

D (t) = Gt (2.23)
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_q t A /
M) = % / entt V() dt! (2.24)

to

7. t tl . ’ . "
() = (#)QZ / dt’ / dt" etV ()i Vi () (2.25)
m Yto to

La probabilidad de que el sistema en el estado ¢ transite al estado n es:

P(1—2)=|ci(t)+ D) +..|? (2.26)

Un ejemplo usual de teoria de perturbaciones dependiente del tiempo es cuando se tiene una
perturbacién arménica de la forma V() = Ae'“! + A*e~™! al aplicar el procedimiento se
llega a la conocida formula de Rabi.

Existen variaciones a estos métodos a fin de generalizar las posibilidades de aplicacién,
por ejemplo la aproximacién semiclasica WKB o las implementaciones ntmericas de
Hartree-Fock o Fokker-Planck, que no comentaremos aqui, pero son técnicas para solucién
de ecuaciones diferenciales que se utilizan no solo en la ecuacién de Schrodinger actualmente
son empleadas sobre todo en simulacién.
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Sistemas cuanticos con variaciones
rapidas en el tiempo

El objeto del presente capitulo es describir un formalismo necesario para resolver sistemas
con perturbaciones que dependan muy rapidamente en el tiempo. En antecedente inmediato y
que sirve como base, es el tratamiento clasico de una particula moviendose bajo la acciéon de un
campo que oscila rapidamente, realizado por Kapitsa usando un formalismo puramente clasico, el
desarrollo viene descrito por Landau [8].

Consideremos el movimiento en un campo rapidamente oscilante, que corresponde a una
particula sometida simultdneamente a la accién de un campo, independiente del tiempo, con
energfa potencial U y con una fuerza [8] :

f = ficoswt + fasenwt (3.1)

que varia en el tiempo con una frecuencia grande w, f1 y fo pueden depender unicamente de la
posicién. Y entenderemos como frecuencia grande, una frecuencia para la cudl, w > 1/T, donde
T es del orden de magnitud del periodo del movimiento que ejecutaria la particula sola en el
potencial U. Para los calculos consideraremos primero el movimiento lineal en un campo que
depende solamente de x, asi la ecuacién de movimiento es:

mi = —dU/dx + f (3.2)

Suponemos que conocemos las soluciones del sistema en el caso en el que f = 0. Podemos
notar que la particula se moverd a lo largo de una trayectoria no perturbada (caso f = 0) y
realizard pequenas oscilaciones (de frecuencia w) alrededor de la trayectoria no perturbada. Como
consecuencia de ello escribimos la funcion z(t) de la siguiente forma:

w(t) = X(t) +£(1) (3.3)

donde £(t) corresponde con estas pequenas oscilaciones.

El valor medio de la funcién £(¢) en un periodo 27/w es cero, y durante el mismo tiempo la
funcién X (¢) varia muy poco. Denotando el valor medio como X = X (¢) es decir, X describe el

11
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movimiento no perturbado de la particula considerando la media sobre las oscilaciones rapidas.
Ahora, sustituyendo la ecuacién 3.3 en 3.2 obtenemos:

mX+mé=—Z—Z+f (3.4)

si hacemos una expansion en serie de Taylor de £ hasta términos de primer orden, tenemos:

au dau d*U af
" T e T T gy (3:5)
de forma que la ecuacién (3.3)queda:
.. AU 2U of
X = — — =L _
mX +me dx +f €dz2 +€8X (3.6)

En la férmula anterior figuran dos grupos de términos de distinto caracter: oscilatorios y no
perturbados, que deben ser iguales de manera correspondiente si separamos término a término.
Para la parte oscilatoria basta con escribir:

m€ = f(X7 t) (37)

Las contribuciones que contienen el factor £ son pequenos con respecto a lo anterior,la derivada
§“ es proporcional a w?, que es grande y por tanto no se puede despreciar. Podemos integrar la
ecuacién (3.7) dos veces y de forma directa con f dada por (3.6) considerando X como constante
ya que su variaciéon es lenta. De forma que:

&= —f /mu? (3.8)

Por tltimo para este caso calculamos el valor medio en el tiempo de la ecuacion (3.8). Para f y ¢
sus valores medios de las primeras potencias son cero, entonces:

. AU T9f du 1 0f
mX =X tox T Tix metlax (3.9)

que contiene solamente la funcién X (¢). Esta ecuacién puede escribirse:

. AU,
X=- 3.10
m X (3.10)
donde la energia potencial efectiva se define por:
Ueg = U + f2/2mw? = U + (f + f2)/4mw? (3.11)

Comparando la expresién anterior con (3.11) vemos que el término anadido al campo U representa
la energia cinética media del movimiento oscilatorio:

1 —
Ues =U + 5mé? (3.12)

De lo cual se deduce que el movimiento de la particula con respecto a las oscilaciones se realiza
como si, ademds del campo constante U, actuase un campo complementario (un campo de fondo)

12



CAPITULO 3. SISTEMAS CUANTICOS CON VARIACIONES RAPIDAS EN EL
TIEMPO

también constante, proporcional al cuadrado de la amplitud del campo variable.

Se puede generalizar este resultado a un sistema con N grados de libertad, representado por
las coordenadas generalizadas g;. La energia potencial efectiva toma entonces la forma:

1 1 1 -
Uef:U‘i‘ﬁ;aik fifk =U+z]€:§aikfifk (3.13)

donde las ai_k1 (en general funciones de las coordenadas) son elementos de la matriz inversa de la
matriz de coeficientes a;; de la energia cinética del sistema.

Trabajos posteriores han ampliado el tratamiento cldsico y muestran que una particula de
masa m sujeta a una fuerza del tipo F(Z,t) = f(Z)cos(Qt) puede ser tratado mediante un
potencial efectivo independiente del tiempo, dado por [2]:

Vers (@) = 7f(§3ﬁ£{2(f) (3.14)

donde se ha asumido que f deriva de un potencial. Uno de los resultados significativos es que es
posible atrapar una particula cargada en un potencial efectivo derivado de un campo de radio
frecuencias, donde no se tiene puntos de estabilidad en un campo eléctrico. Desde hace anos este
efecto tiene aplicacion en la elaboracién de trampas para iones.

Evidentemente en algiin momento, al tratarse de procesos que involucran particulas atomicas
y subatémicas, los efectos cudnticos no pueden ya despreciarse, por mencionar un caso, en el
estudio tedrico para atrapar iones frios o atomos frios el movimiento es analizado usando ya las
herramientas cudnticas, concretamente la ecuacion de Schrodinger. Considerando un potencial
similar al caso cldsico anterior

V(Z,t) = v(Z)cos(§2) (3.15)

v el movimiento de la particula es gobernado por

) h?_, .
zh&w = —— VY + v(Z)cos(Qt) (3.16)

2m

Si la frecuencia 2 es alta, el potencial tiene un poco efecto en el movimiento de la particula,
esto es porque el promedio en tiempos cortos es cero. Sin embargo el efecto secular aunque
pequeno puede ser calculado.

Puede mostrarse que las soluciones a la ecuacién anterior si se suponne la energia potencial
solo involucra el término de la derecha en la ecuacion, entonces las soluciones son de la forma:

(&, t) = P(Z, t)exp[—iv(T)sin () /RO (3.17)

13
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El efecto dominante del potencial oscilatorio esta contenido en ¥(Z,t) que podemos tratarlo
como un factor de fase con variaciones lentas en el tiempo, esto considerando el sistema en tiempos
cortos. Considerando esto podemos llegar a la ecuacién de Schrodinger ordinaria

9 n* _, .
o b = =5V + Verp (D)9 (3.18)

2m

El potencial efectivo es independiente del tiempo y su forma es:

Vers(d) = 7W(in'gzv(f) (3.19)

Este resultado es el equivalente al resultado clasico, la solucién a la ecuaciéon dependera de la
forma explicita del potencial efectivo. En general puede ser complicado encontrar una solucién
exacta, més si la perturbacién ya no es suave o si tenemos un potencial inhomogeneo.

En cualquier caso la soluciéon a la ecuacién de Schrédinger siempre dependera del caso explicito
del potencial a resolver y como sabemos los metodos perturbativos sirven para aproximar la
solucién cuando no se tiene la posibilidad de obtener una solucién exacta pero también encuentran
difultades cuando la forma del potencial es compleja y hay dependencia del tiempo, si bien como
el caso anterior este pudiera transformarse mediante el formalismo de transformaciones candnicas
que se menciona mas adelante. Y si simplemente el sitema no es perturbativo o integrable solo
quedan metodos numericos casi siempre.

El interes por resolver sistemas sujetos a campos que varian rapidamente en el tiempo ha sido
estudiada desde hace anos para distintos campos de la fisica, en la dindamica de atomos frios ha
tenido mucha actividad en anos recientes, también en el estudio de trampas para dtomos o iones
o en fisica de plasmas [9, 10]. Los resultados obtenidos sobre el estudio para campos que os-
cilan de forma rapida han mostrado resultados interesantes desde hace tiempo a nivel experimental.

No existe un método general o tnico al tratar sistemas en los cuales las variaciones sean de
forma rapida como los que ya se mencionaron anteriormente. Por ejemplo de T. P. Grozdanov et
al [2], dado un hamiltoniano dependiente del tiempo de un sistema perturbado por una fuerza
externa periodica que varia rapidamente puede ser resuelto utilizando la tedria de transforma-
ciones candnicas, donde se lleva el hamiltoniano original bajo una de estas transformaciones a
un hamiltoniano independiente del tiempo; las transformaciones candnicas son encontradas a
través de una expansion asintética del inverso de potencias de las frecuencias de oscilacién. Otros
formalismos implican teoria de Floquet o algin tipo de expansién en series. [11, 12, 13]

3.1. Formalismo de Hamiltonianos Efectivos

Tanto en el formalismo clasico como cuantico la primera parte es la de suponer que siempre
es posible separar el Hamiltoniano completo en una parte no perturbada y otra perturbada. Y
consideramos que de la parte no perturbada conocemos las soluciones explicitamente tal como lo
hacemos en teoria de perturbaciones usual, solo que ahora comenzaremos a considerar que H,
es una parte que varia lentamente y H’ es la parte que varia rdpidamente, esto se espesifica con

14
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detalle més adelante.

H=H,+H (3.20)

Hy es el hamiltoniano sin perturbar y H’ es el perturbado que en general depende del
tiempo, con frecuencias caracteristicas que asumiremos grandes en comparaciéon de la escala de

energia del sistema sin perturbar. Para simplificar la notacién utilizaremos un sistema de unidades
adecuado donde h = 1.

También se puede considerar que Hy varia con el tiempo a condiciéon de que su cambio en el
tiempo sea mucho més pequenio que el de H'. De manera que asumiremos que H’ es mas grande
que Hy lo que expresamos acontinuacién de la siguiente forma:

Ho, Ho/Ho < H' < H'/H' (3.21)

esto nos permite tener en H’ una expansion en series de Fourier del tipo:

M=) Hee ™ (3.22)

|w|>Q

donde € es la frecuencia tipica de la interaccién en el sistema no perturbado y la suma se establece
en las {w} tal que |w—w'| > Q. Los coeficientes de Fourier en el caso mds universal pueden
depender del tiempo, pero como estamos asumiendo en Hy que las frecuencias correspondientes
son pequenas comparadas con {2 entonces su variacién es lenta.

Esto es 1til, ya que diremos aqui que un sistema «lento» significa de frecuencias < 2.

Ahora vamos a asumir directamente que en la solucion a la ecuacién de Schrodinger, la funciéon
de onda, puede separarse en términos de variaciones rapidasy lentas: De acuerdo a la definicién de
lento que se hizo anteriormente:

U=1+x (3.23)

donde 1 varia de forma «lenta» y la parte que lo hace de forma «rapida» es y con amplitudes
pequedias. Atin cuando |x| es pequefio, no implica que y necesariamente lo sea.

De igual forma vamos a escribir toda cantidad como una suma de dos términos, uno con va-
riaciones lentas y otro con variaciones rapidas. Lo que denotaremos como se muestra a continuacion:

(Z) : PartelentadeZ (3.24)

por ejemplo, (¥) = o, (H) = Ho, (H') = 0. Vamos ademds a definir un término de expansion, de
la siguiente manera:

| (—Ul
L 2
n 0 (3.25)

esto implica que 1 < 1 permite tener una expansién en series de potencias convergente. Entonces
un desarrollo en serie de potencias para la funcién de onda es:
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UV=t¢+xi+xa+-, Xn~n" (3.26)

Ahora sustituimos H de (3.21) y ¥ de (3.22) en la ecuacién de Schrédinger que denotaremos
aqui de la siguiente forma:

HY = i¥ (3.27)
con esto tenemos:
Ho+H)W+x1+x2+) = i@+x1+x2+-)
HoW+xi+xe- ) +HIW+xi+x2+--) = i(+x1+x2+--) (3.28)

Hoo + H'p + O(Hoy, W) = i) +ixa + O(Qn?)

igualando término a término tenemos:
Ho=ix,  Hop =it (3.29)

Como la variacién de 1 es «lenta» entonces podemos resolver la primera ecuacién de (3.29)
considerando ¥ como una constante y asi tenemos que:

X1 = pp (3.30)

1 / 1 iwt 1 —iwt
I _ = w _ w 31
= (z /dt?—{,) = Z/ E H, e dt = E w’Hwe (3.31)

|w|>Q |w|>Q

Para el siguiente orden:

U =9+ wp + x2 + O(n?) (3.32)

luego,

i + i + ixe = Hot + Hopp + H'pp + O(Qn®, Hon?) (3.33)
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podemos notar que H’p contiene tanto términos lentos como rdpidos. Asi que usando la notacién
de (3.21) y separando obtenemos las siguientes expresiones:

ith = (Ho + (H'p)) (3.34)

ix2 = ([Ho, p + H'pp = (H'p))yp (3.35)

donde [Hy, p] es el comutador. De forma similar a como se hizo en (3.33), del anterior grupo de
ecuaciones, se puede integrar la segunda de ellas, donde consideramos practicamente constantes
a Ho y ¥, debido a su variacién lenta. Usando esto, podemos construir un hamiltoniano efectivo,
expresado como:

Hepr = Ho + (H') (3.36)

Notamos que al orden de 7, Hefs es hermitico, pero al orden n? encontramos que:

Hepr = Ho + (H'p) — (u[Ho, u] +H'p) (3.37)

ya no es hermitico, ya que:

Hepp — Hipp = (Hp+ il + (12 Hol) + -+ = i0 () + [(12) , Ho) + - (3.38)

es igual a la derivada en el tiempo del operador <u2>, esta propiedad corresponde con el hecho
que existe la probabilidad de tener filtraciones de orden 1% debidas a las variaciones lentas en
la parte de la funcién de onda que varia rapidamente. Esto es de esperarse por el hecho de que

2
<|x| > = O(n?) que en general no es cero.

Estos términos no hermiticos son comunes en las expansiones que se suelen realizar en
otros sistemas y similares en estructura a las que se consideran aqui. Para entender mejor el

comportamiento de la expansién, lo revisaremos a través de transformaciones unitarias con el fin
de poder encontrar una transformacién que permita hacer el hamiltoniano hermitico.

3.2. Transformaciones Unitarias

Sea U un operador lineal cualquiera, invertible, es decir existe U~! y consideremos la siguiente
ecuacion:

Ay =UAU! (3.39)
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donde A es un operador lineal, esta ecuacién la podemos considerar como una transformacion que
a cada operador lineal A le hace corresponder un operador lineal A, esto nos da importantes
propiedades para el operador, la primera de ellas, todo Ay tiene los mismo valores propios que su
correspondiente A, es decir si a es un valor propio de A, y ‘a> es un autoket (vector propio) del
mismo, A|a>: a‘a>, entonces:

AyUla)=UAU'U|a)= aU|a) (3.40)

que demuestra que U ‘a> es un autoket de Ay perteneciente al mismo valor propio a, de manera
andloga podemos notar que todo valor propio de Ay es un valor propio de A.
Otra propiedad es:

(A + )y =U(A + AU =UA U +UA U = Ay + Aoy (3.41)

(A1 A2y = UA AU = UA U UA U = Ay pAs (3.42)

Ahora es de nuestro interes encontrar las condiciones para que el operador U transforme todo
operador A real en otro Ay también real.

Partimos de lo siguiente:

AyU=UAU'U=UA (3.43)

UlAy =UTUAU ! = AUT (3.44)

Aplicando UT por la izquierda a (3.43) y U por la derecha a (3.44) obtenemos:

UtAyU =UTUA, UTAyU = AUTU (3.45)

entonces:

U'UA = AUU (3.46)

Esto nos indica que el operador UUT conmuta con cualquier operador lineal real, ademés es
autoadjunto y debe ser positivo, pues para cualquier ket ‘P> tenemos que <P|U TU|P> es positivo.
Si se cumple la siguiente condicién;
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U =1 (3.47)

o escrito de otra forma:

v=vut-lut=v-Y,u-tut-t=1 (3.48)

Se dice que U es un operador unitario o una transformacién unitaria si cumple con (3.48).
Debemos notar que la inversa de una transformacién unitaria, también es un transformacion
unitaria.

A continuacién vamos a determinar el comportamiento del Hamiltoniano efectivo, a partir de
transformaciones unitarias.

Para el caso de una transformacion constante del tipo, ¥ — CW¥ con C = 0 es claro que
H — CTHC y Hepp — CTHepsC. Si la transformaciéon depende del tiempo, el resultado es un

poco mas complicado.

Vamos a concentrarnos durante este trabajo en trasformaciones de la forma:

U=y (3.49)

con F' no hermitico, que esta rapidamente variando y de orden 7. El hamiltoniano para la
transformacién de estados W es:

H = e el —ie Foel

= ’H+[’H,F]+%[[H,F],F]7iF— % {FF} f % HFF} ,F} Om®)  (3.50)

Procediendo de la misma forma que en la seccién anterior, obtenemos que para la expansién
correspondiente:

Hepr = ’H0+<’H/U>+%8t<F(F—2U)>
+ %<[%0,[F7 U]]>+%<[[H0,U],U]>7<U7-L’U> (3.51)

~ 5{[Hor (F = U] + O(Hor*, )

De manera general la expresién de F' es no hermitica, sin embargo para el caso especial:

19



CAPITULO 3. SISTEMAS CUANTICOS CON VARIACIONES RAPIDAS EN EL
~ TIEMPO
3.3. FUNCION IMPULSO

F=U+00n) (3.52)

obtenemos lo siguiente:

Hepp = Ho + %{[H’, Uy + %([[HO, Ul,U]) = (UH'U) + O(Hon*, Qn*) (3.53)

esta expresion es explicitamente hermitica y de hecho es idéntica a la parte hermitica de la
ecuacién (3.37). Siempre es posible regresar al marco original mediante, ¥ = exp(—U + ---)¥

En este escenario, la funcién de onda ¥ con una expansién similar a la que se tiene para (3.31)

=g+ +x2t - Ko~ (3.54)

donde la parte de 1[) que varia lentamente y evoluciona de forma unitaria en el tiempo, ya que es
hermitica, usando el resultado de (3.31) y (??) se obtiene que:

= (1 - %<U2>) Y+ O(n?) (3.55)
y
x1=0 (3.56)

El formalismo expuesto en estas ultimas secciones lo revisaremos ahora mediante algunos ejemplos
a fin de conocer de mejor manera las ventajas de este método.

3.3. Funciéon Impulso

Un modelo sencillo para iniciar la aplicaciéon del formalismo antes expuesto es el que corres-
ponde a un sistema de dos niveles, con un hamiltoniano de la forma:

N
H=> > Ad(t—t;—nT);0<t; <T (3.57)

n =1

La matriz A; es hermitica. La ecuacién (2.13) nos representa un conjunto de N funciones § que se
repiten en un periodo T'. Este tipo de potenciales es de interes en el proceso de senales, asi como
en el estudio de los efectos de un laser en presencia de un grupo de particulas cargadas, o en
sistemas de caos cudntico (caos).

Para simplificar el ejemplo consideraremos que:
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0 A w
<A: 0 );2&-0 (3.58)

Es la matrix A;. para este caso H, = 0, tomaremos Q = 27 /T.

Ahora debemos ir construyendo el hamiltoniano efectivo, para ello primero calculamos:

t
fi/ dtH = fzz \O(t (0<t<T) (3.59)
0

donde © denota la funcién escalén, p es la parte rapida de esta cantidad,

t t
’ ﬁ
=—i | ditH —i—'/dt’H, =— E XN |O(t—t)—1+—=|,0<t<T 3.60
H 2/0 l<0 i [ T ( ) ( )

donde la parte lenta de una cantidad para el periodo T es el promedio de pu.
Usando (2.14) y sustituyendo en (2.15) se obtiene:

1 *
Heff_§<[H ) + Zlm)\)\ o3+ (3.61)

i>]

Para este sistema nosotros tenemos que: Q@ ~ 1/T de modo que, n = maz{|\;|}, entonces se
deduce que |\;| < 1.

3.4. Optica Geométrica
En la formulacién matricial de la 6ptica geométrica y en la aproximacién paraxial, un rayo viene
determinado por su altura respecto al eje éptico (altura de incidencia), asi como por el angulo

con el eje.

Rayo

<

Eje Optico

Figura 3.1: Aproximacién Paraxial
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En la aproximacion paraxial la altura de incidencia y el dngulo con el eje, en los planos de
entrada y salida de un sistema Optico, estdn relacionados mediante dos ecuaciones algebraicas
lineales y el sistema 6ptico (SO) puede describirse mediante una matriz 2 x 2 denominada matriz
de transferencia. La éptica matricial tiene como ventaja que la matriz de transferencia de una
sucesién de componentes épticos (o sistemas) es el producto de las matrices de transferencia de
los componentes épticos (o sistemas).

Consideremos un sistema 6ptico de revolucién (todas las superficies son de revolucién respecto
a un mismo eje) formado por una sucesién de superficies refractantes y reflectantes, todas ellas
centradas sobre el mismo eje (eje 6ptico del sistema) que lo tomaremos como eje Z.

Figura 3.2: Efecto sobre un haz de luz de un SO general

El efecto del sistema Optico consistird en modificar estds variables cuando el rayo se propaga
a través del sistema. Bajo la aproximacién paraxial encontraremos que la relacion lineal entre el
angulo y la posicién del rayo a la salida y entrada del sistema 6ptico viene dada por:

y2 = Ayr + Bb, (3.62)

0y = Cyl + D6, (363)

y en forma matricial la podemos escribir como:

(%)=(cn)(h) a0

donde definiremos:

(3.65)

wllwy
~—
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la matriz de transferencia. Para el caso de un rayo en un medio homogéneo, este se propaga en
linea recta, por lo que:

Y2 = y1 + dby (3.66)

01 = 05 (3.67)
la matriz de translacién sera:

M(é ‘1’) (3.68)

siendo d la distancia que recorre el rayo. Este resultando es para el caso de propagacién. Ahora
para el caso de refraccion en una superficie plana de la ley de Snell, tenemos:

Y2 = U1 (3.69)

n292 = n192 (370)

entonces la matriz M toma la forma siguiente:

) (3.71)

SE o

Para el caso de refraccién en una superficie esférica bajo la aproximacién paraxial es:

Y2 = U1 (3.72)

ni N2 —n1 1
no no R

(3.73)

y como consecuencia de esto,

M:(_% %):((m/mlw i ) (3.74)
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Entonces la translacién es una distancia d, los indices de refraccién de los medios son n1 y no
respectivamente, y R es el radio de curvatura de la interfase. Supongamos que R y el indice de
refraccién varian suavemente pero de forma rapida con la distancia. Definimos:

1
v = _Ldn (3.75)

n dx

con lo que la matriz de un rayo que se translada una distancia dzx es:

M:(g/ i) (3.76)

donde las primadas denotan derivadas con respecto de z, ( = f dr g

El sistema es analogo a un sistema cuantico de dos niveles, con tiempo «x» y hamiltoniano
‘H = iM. Usando la notacién de (2.4) podemos describir el sistema de la siguiente forma:

Hopr=i( g g )o K= (Clnm) = (02 1/R) 3.77)

donde ¢ = [da(—192) = — [dn — _Lipn,

Este sistema corresponde a un sistema cuantico de dos niveles, donde el lugar del tiempo lo
toma "z” y el hamﬂtomano seria: H = 7M. Usando el resultado de la ecuamon (2.16) y recordando
que H = Hy + H asumiendo para este caso que Hy = 0 entonces, H =M.

Tomaremos que. (¢') = (v) = 0 y solo consideraremos primeras correciones inducidas por los
términos de variacién rédpida. K2 puede ser también negativa y tiende a 0 en el caso que Ry n
sean constantes.

El operador efectivo que determina la translacién a través de una distancia finita X es:

_—iXHepr _ cosh(KX) (1/K)sinh(KX)
A=c¢e¢ H = ( Ksznh(KX) COSh(KX) ) (3.78)

K la hemos tomado por simplicidad independiente de la posicién.

La matriz anterior es equivalente a tener una lente simétrica de radio de curvatura R y espesor
d de manera que:

K - n
= KX/2 = —s1 KX .
T ﬁtanh( /2), d Ksmh( ) (3.79)

= =
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donde 7 denota el indice refraccién correspondiente al material de la lente.

Asi con una aproximacion propia de la Optica geométrica, los efectos de una regiéon de
variaciones rapidas en el indice de refracciéon y curvatura de un haz de luz es equivalente en
promedio a las de una lente gruesa, con las caracteristicas adecuadas. Tomemos por ejemplo una
lente guresa con un alto indice de refraccién, 1 > 1 tenemos que:

K|K|=—-2= (3.80)

Ahora, a la inversa, una lente gruesa puede anular completamente los efectos de A y esto se
puede usar para medir las fluctuaciones en el sistema original (especificamente, en aquellos que
contribuyen a las fluctuaciones de ().

Las expresiones anteriores sufren correcciones al formar los términos de orden superior en el
desarrollo en serie de potencias para 7.

Usando (3.27 ) se encuentra que entonces (3.77) toma la forma:

(0 1
Hepr = Z( W20 ) (3.81)

’

k2= (C?) — (¢)? - %(lnn — %(lnn {lnn — %(lnn)] ¢ (3.82)

donde, ((Inn — (Inn))C) y ([Inn — (Inn)]?), se han tomado independientes de .

Con respecto a correcciones de segundo orden, notamos que |K?| > |k?| lo cudl nos dice que
estas no tienen gran contribucién. Se ha supuesto en este ejemplo que la escala de fluctuaciones es
grande en comparacién con la longitud de onda del haz de luz, y que todos los dngulos de reflexién
y refraccién son pequenos.

Adicionalmente en las correcciones se deben tener en cuenta las limitaciones propias de la ptica
geométrica: se supone que los rayos se encuentran en un plano o bien que el indice de refracciéon
se desprecia.

3.5. Potenciales Inhomogéneos

Consideremos el hamiltoniano cudntico dado por:

1
H=-—V+V,+VW (3.83)
2m

V1 es la parte de H que varia rapidamente con respecto a la posicién. Tomando la ecuacion de
Schrodinger independiente del tiempo (2.4) se buscan soluciones de la forma =+, la amplitud
de x es pequena pero con variaciones rapidas en la posicién y la parte lenta con amplitud grande
corresponde a 1, entonces:
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(in + V0> Y~ Ey — (Vix) (3.84)

1
—— V2~ —Viy) (3.85)
2m

a primer orden el hamiltoniano efectivo:

Heppp = Ep (3.86)

1 2m
H.pp = 7%v2 + Vo + <V1ﬁV1> (3.87)

entonces el Hamiltoniano toma la forma anterior y en princio debe poder resolverse de forma
analitica o con los metodos usuales.
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Capitulo 4

Aplicaciones

Existen diversos sistemas de interés donde la interaccién es con un campo que varia rapida-
mente en el tiempo y espacialmente o bien donde el potencial es inhomogéneo y no es posible
tener una solucion sencilla o analitica de la ecuacién de Schrodinger.

Tomando como primer caso un sistema bajo un perturbacion del tipo:

H' = fcos(awr) (4.1)

tenemos una perturbacién periodica, donde f es una constante que nos permite tener la pertur-
bacién con amplitud pequena, « es una constante que nos ayuda para generar la inhomogeneidad
y w es la frecuencia de oscilacion rapida.

El hamiltoniano es de la forma H = Ho + H' conmathcal Hy es conocido, por ejemplo el de un
oscilador armonico. De acuerdo con el formalismo, a primer orden:

1 .
u=- /fcos(awac)dac = isen(awx) (4.2)
i ow
de manera que a primer orden la funcién de onda es:
if
Y =1y + ——sen(awz)ig (4.3)
aw

Ahora para construir nuestro hamiltoniano efectivo debemos calcular el valor de (H'u) donde
H'u = if2wsen(2awz)/2a. Notemos que por tener una funcién seno, al calcular la integral para
el periodo como se requiere, esta es cero, por lo que procederemos como es usual en estos casos
tomando el promedio o valor esperado del cuadrado del seno. Tomando el médulo de H'u y
promediando en un periodo tenemos:
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(H'u) = %4_;23:2 /_://z: sen’(awr)dr = 3272;12 (4.4)
con ello escribimos entonces,
v =+ 2L, (45)
y el hamiltoniano efectivo como,
Hepr = Ho+ % (4.6)

El potencial anterior puede llevarse a casos mas generales como un potencial de la forma
V(z)cos(wt), donde la variacién rapida es debida a w. El tratamiento para este potencial casi es el
mismo que para el anterior solo que ahora el calculo del valor esperado o promedio es con respecto
al tiempo, lo cual nos da:

—iV(z)sen(wt)

w
V(x)*
/ = 4.8
() = oo (18)
Por tanto tenemos que a primer orden la funcién de onda para el sistema completo es:
V(x)*
= 4.
=10+ 16003 Yo (4.9)

Si el término que involucra w en la expresién anterior es lo suficiente pequeno, podemos abogar
al teorema de Bloch cuando se estd en presencia de un potencial periodico, entonces:

U(z) = e ey () (4.10)

Otro caso interesante es el de los Neutrinos que son producidos en el sol. El problema abierto
es el deficit de neutrinos medidos en la tierra, la explicaciéon mas satisfactoria hasta ahora es que
los neutrinos esten oscilando entre diferentes estados y puede considerarse esta oscilacion como
producida por la interaccién de un campo externo [14].
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El hamiltoniano sin perturbar para este problema es:

_|V/2 uBo
H= |:,UBO V/2 (4.11)
y la parte perturbada:
0 Be—iwt
H = LBeM H 0 ] (4.12)

Los valores propios de H los suponemos conocidos o bien es sencillo encontrar los eigenvalores
y eigenvectores a través de la ecuacion caracteristica de la matriz de H y corresponde a la
interacciéon de un neutrino con un campo externo cuyas variaciones con el tiempo son lentas.

En H’, w es la frecuencia de oscilacién de la perturbacion, estd frecuencia es alta en el sentido
que hace que las variaciones con el tiempo sean mucho mas rédpidas que en H.

Bajo el formalismo presentado anteriormente debemos encontrar u:

1 1 .
u= —,/dtH’ = ,—/uBeiMdt (4.13)
1 ih

ahora el periodo de integracion es, —— a -

2w 2w’
Las integrales nos dan en los dos casos u = —%i, entonces:
2uB |0 1
u nos permite calcular el conmutador, [H’, u],
442 B? [senwt 0
4 —
[Hsu] = hw 0 senwt (4.15)

De acuerdo con la expansién en (2.19), ahora hay que buscar el valor de ([H', u]) propiamente
es el valor esperado del conmutador con las funciones propias que necesitamos conocer explicita-
mente las funciones propias de H. Como un tratamiento de campo medio tomaremos el promedio
temporal del conmutador, considerando el promedio en el seno cuadrado. Entonces usando que:

(ID|?) = %/OT |D|?dt (4.16)
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Si el periodo va de —5- a 5-,
20 ) 1
(sen(wt)) = sen®(wt)dt = 3 (4.17)
lo cual nos lleva a que:
2132
, ok B |-1 0
@) =22 [ (1.18)

Estos calculos nos permiten construir el hamiltoniano efectivo a primer orden,

1
Heff :HQ+§<[H/,U]>+... (419)
v _ pB?
Hyp= |2 e VHBOQBQ (4.20)
nBo =g+ S

Este hamiltoniano es el mismo que el encontrado por [14] por metodos alternos. La virtud
del formalismo empleado aqui hace posible tener una aproximacién més fina que en [14]. Los
eigenvalores de energia son ahora, con correciones a primer orden:

12B2? ;2 B2
,\i\/Eg+ —(=—-V) (4.21)

Si no hay perturbacion, es decir B = 0, entonces los eigenvalores son +F que corresponden a H.

12 B2 ( 42 B?
hw \hw—V

Considerando que EZ > ), usamos también que, (1 + 2)'/2 ~ 1 + 2/2. De lo cual

tenemos:

1M2B2 /L2BQ
A~ +Ey[l+ = -1
ol Jr2hwEg( fiw )

(4.22)

Como mencionamos anteriormente el formalismo presentado nos permite si lo deseamos, hacer
aproximaciones mas finas. Vamos a calcular al siguiente orden de magnitud, procediendo de la
misma manera que en los cdlculos anteriores necesitamos, ([[H, u],u]) a segundo orden:

Hopp = H o+ 3 (H',ul) + 5{[H,ul,ul) — (uH'w) (4.23
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De esta forma obtenemos:

232 232 8 333
Hoo— |7 U 4V ) o e 4.24
eff 8u® B® v u2B? 12 B2 ( . )
#Bo — T —5 + (G T 4VES)

Los eigenvalores quedan como:

1 16u*B2B 64,58 1 u?B?
A~ B[l = (—a20 a a

22
uwB
2 h?W2E?  m2hiWAE? Eg( hw

h2w20

232 232
A
hw hw?20

+AV(

)( V) (4.25)

Realizando una evaluaciéon numerica de los eigenvalores de energia, tomando valores tipicos
para estos casos de [14] tenemos que el valor de V/2 = 1x 10~ 1%eV, By = 17,6kG, B = 56,3kG y el
valor tipico para la frecuencia es, fiw = 1 x 10~ eV y el momento magnético = 1 x 10~ i, con
up el valor del magnetén de Bohr. Sustituyendo los valores en las expresiones correspondientes,
obtenemos:

= Los valores propios de energia para el caso sin perturbar son:

E{) = £1,1345 x 10 PeV (4.26)
= A primer orden:

B{) = £1,1628 x 10~ YeV (4.27)
= A segundo orden:

E() = £1,3984 x 10~ eV (4.28)

De acuerdo con estos valores, a primer orden la correccién el del 2.49 %, no muy significativa;
a segundo orden la correccién es mds grande, es de esperar que crezca un poco, sin embargo
muchas veces no es tan significativa respecto a la primera, pero en este caso es de casi el 23 % con
respecto a la energfa inicial y del 20 % respecto a la correccién de primer orden, lo que nos dice
que la correccién a segundo orden es importante. Si comparamos con respecto al resultado de la
referencia [12], donde el hamiltoniano encontrado corresponde a el primer orden de perturbacién
en nuestro formalismo y segun (4.27) y (4.28) hay un cambio mas importante si vamos a un orden
mayor de correccion..
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Capitulo 5

Conclusiones

Dadas las dificultades que se presentan al aplicar las técnicas usuales a sistemas fisicos que
presentan distintas escalas temporales en el hamiltoniano es que estudiamos un tratamiento
alternativo mediante hamiltonianos efectivos. Recordemos que en el formalismo separamos este
en una parte que varia de forma lenta o bien no depende del tiempo y otra en la cual se dan las
variaciones rapidas.

Como se ha mencionado la interaccién de la materia con campos no siempre puede tratarse de
manera que el campo actia debilmente o en forma lenta con el sistema fisico de interés, el tratar
el sistema como perturbaciones pequenas nos permite obtener soluciones aproximadas y sencillas.
Afortunadamente uno puede extender este tipo de soluciones y dar una respuesta a una gran
variedad de problemas. Sin embargo muchas ocasiones se tiene que recurrir y buscar formas de dar
solucién a problemas particulares segin se va requiriendo. El formalismo presentado en la seccién
(2) v (3) permite por lo visto dar solucién a una gran cantidad de problemas donde la interaccién
de los campos es rapida y no necesariamente débil. En el ejemplo presentado para neutrinos solares
matematicamente no requiere de cédlculos extraordinariamente elaborados. Recordemos que en la
aproximacién a primer orden se obtiene lo mismo que en [14] de forma casi inmediata y a segundo
orden la correccién a los niveles de energia es mas significativa. Normalmente cuando tratamos
un problema de perturbaciones lo comin es que a primer orden se tenga el término de mayor
relevancia y los siguiente van siendo poco significativos, aqui tenemos algo que no es asi ya que
existe una mayor relevancia en el segundo orden de aproximacion y es virtud del metodo lo que
nos permite evidenciar esto, pues usando la aproximacién de otros formalismos no se tiene esto
de forma sencilla, pues aunque los otros esquemas puedan llevarnos también a estas correcciones
todo indica que seria por medios mas largos. Por lo que el formalismo presentado es una permite
obtener resultados pronto y conformes con lo resultados obtenidos de diversas maneras.

Esto ultimo es especialmente significativo ya que se muestra con ejemplos explicitos que los
resultados obtenidos se hacen de forma muy inmediata. Hay un ahorro importante de tiempo y
calculo en la obtencién de resultados bajo este esquema. Incluso en el desarrollo de un cédigo puede
tener buenas ventajas en su algoritmo por ello.
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