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Caṕıtulo 1

Introdución

Las teoŕıas f́ısicas tienen como origen la observación experimental y como es natural en toda
rama de las ciencias naturales, se persigue establecer un marco que permita dar una explicación
razonable y lo más precisa posible de los fenómenos en la naturaleza. Con Galileo en buena medida,
una teoŕıa f́ısica se describe mediante un modelo matemático, que en palabras de Pierre Duhem
es, un sistema de proposiciones matemáticas cuyo objetivo es representar tan simple, completa
y exactamente como sea posible un conjunto de leyes experimentales. Pocas veces se logra tener
un modelo sencillo, matemáticamente hablando, las diversas técnicas matemáticas para describir
la naturaleza llegan a ser casi siempre suficientemente complejas, sin embargo es cierto también
que con el paso del tiempo y el desarrollo de diversas técnicas es posible dar solución o por lo me-
nos aproximarnos a ella en buena medida, entendiendo que el camino es pocas veces corto y sencillo.

Como resultado de la evolución en los conceptos y medios de los que se vale la f́ısica la imagen
que tenemos de la realidad cambia muy drásticamente en más de una ocasión, ahora sabemos
que el comportamiento de las cosas a escala atómica es, simplemente, distinto al que notamos
en la vida cotidiana o a escalas muy grandes. Incluso los nuevos descubrimientos van desafiando
nuestro sentido común. Por ejemplo, un átomo no se comporta como un resorte oscilando, ni como
un sistema solar en miniatura y tampoco lo hace como algún tipo de nube rodeando el núcleo,
son solo modelos que han ayudado en mucho al entendimiento del por qué de las cosas y si bien
la naturaleza es en si mucho más compleja de lo que normalmente somos capacez de describir
los avances logrados son impresionantes y nada despreciables, si bien los nuevos experimentos y
descubrimientos nos indican que estamos lejos de un modelo completo sobre la naturaleza, a nivel
subatómico por ejemplo las preguntas a contestar todav́ıa son muchas, pero al menos podemos
decir que, todas las part́ıculas subatómicas se comportan igual, citando a Feynman, todas están
chifladas, pero exactamente de la misma manera.

Es aśı como uno de los pasos más importantes de la f́ısica fué el resultado del estudio hecho por
Erwin Schrödinger en 1926, del cuál surge la ecuación que obedece la función de onda asociada
con una part́ıcula, conocida ahora como ecuación de Schrödinger. De forma similar a las ondas
electromagnéticas que satisfacen la ecuación de onda que se deriva de las ecuaciones de Maxwell,
las llamadas ondas de materia De Broglie son descritas usando la ecuación de Schrödinger,
está describe la evolución en el tiempo de una part́ıcula masiva no relativista. El estudio de los
sistemas cuanticos se hace usando como base está ecuación.

Algunos modelos simples, aunque no del todo conformes con la realidad, por ser casos ideales
pueden ser resueltos anaĺıticamente y llegan a ser muy útiles. Estas soluciones sirven para entender
mejor la naturaleza de los fenómenos cuánticos y en ocasiones son una aproximación razonable
al comportamiento de sistemas más completos (recordemos por ejemplo, en mecánica estad́ıstica
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CAPÍTULO 1. INTRODUCIÓN

se aproximan las vibraciones moleculares como osciladores armónicos). Obviamente no siem-
pre es posible, de manera que los sistemas que podemos solucionar de forma exacta son muy pocos.

Por ejemplo, los sistemas cuánticos que interactúan fuertemente con su entorno continuamente
presentan desaf́ıos debido a que estas interacciones no siempre se pueden ignorar, además, también
normalmente vaŕıan de forma repentina y al azar con el tiempo. Los efectos de estos campos
externos casi siempre se vuelve inevitable e interesante y dar lugar a fenómenos inesperados, como
aquellos que se son estudiados bajo el término general de resonancias estocásticas o de part́ıculas
en campos variantes con el tiempo. Existe una variedad importante de fenómenos de este tipo que
son de sumo interés en la descripción de la naturaleza, un ejemplo sencillo es un oscilador cuántico
en interacción con una fuerza externa dependiente del tiempo, la interacción de una molécula con
un campo externo se describe a través de considerar dichas moléculas como osciladores. También
tenemos el problema de un átomo en interacción con un campo externo estudiado mediante el
modelo de Jaynes-Cummings que es de suma importancia en óptica. Otro caso es el de caós
cuántico en sistemas hamiltonianos de muchos cuerpos, donde se tiene sistemas disipativos y la
enerǵıa por ello no es conservativa.

Hay varios métodos de solución para este tipo de sistemas, donde debido a que es poco probable
encontrar una solución exacta se tiene que recurrir a métodos perturbativos o númericos, pero es
hasta natural encontrar dificultades con la aplicación de estos métodos, ya que depende fuerte
mente las condiciones de cada problema de interes a resolver, el sistema puede ser no perturba-
tivo en la forma usual o bien no integrable, esto hace que no siempre los métodos funcionen, y
obviamente esto lleva a buscar alternativas para encontrar soluciones a está diversidad de sistemas.

Durante este trabajo utilizaremos parte del formalismo de hamiltonianos efectivos desarrollado
en [1] y se revisan las ventajas del método en comparación con ejemplo el utilizado en [2], de
aqúı que vamos a suponer que las interacciones con el medio ambiente son descritas por una
contribución en función del tiempo del Hamiltoniano denotado por H

′

(t) que no pueden ser
tratados ende forma perturbativa.

Mediante este hamiltoniano efectivo se describe la evolución en el tiempo promedio del sistema,
este formalismo se puede aplicar a cualquier sistema que tiene dependencia temporal en su función
de onda, proporcionamos a lo largo de esta tesis varios ejemplos de este tipo de generalizaciones,
en óptica geométrica se revisa la propagación de la luz de rayos en un medio al azar, también se
revisan los efectos de un potencial independiente del tiempo que vaŕıa rápidamente con la posición
sobre las funciones de onda de una part́ıcula no relativista.

Finalmente el formalismo es aplicado a un problema en especifico y se compraran los resultados
obtenidos con otros métodos, los cuales se aplican para solucionar este tipo de problemas.
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Caṕıtulo 2

Ecuación de Schrödinger

En la descripción y búsqueda de entendimiento de un sistema f́ısico a nivel cuántico, recurrimos
a la ecuación de onda de Schrödinger. Está ecuación como sabemos es central en mecánica cuántica
y la podemos escribir como [3, 4]:

−
h̄2

2m
∇2Ψ(~r, t) + V (~r, t)Ψ(~r, t) = ih̄

(∂Ψ~r, t)

∂t
(2.1)

donde h̄ es la constante de Plack, m es la masa de la part́ıcula en cuestión y Ψ es la función de
onda asociada al sistema f́ısico que es solución de la ecuación. La ecuación de Schrödinger es una
ecuación en derivadas parciales de segundo grado en la posición, si tenemos el caso donde no
hay una dependencia explicita en el potencial con respecto al tiempo, V (~r, t) = V (~r) entonces la
ecuación (2.1) toma una forma en principio mas sencilla:

−
h̄2

2m
∇2ψ(~r) + V (~r)ψ(~r) = Eψ(~r) (2.2)

E es la enerǵıa y no depende tampoco del tiempo de forma explicita. La ecuación (2.2) se conoce
como ecuación de Schrödinger independiente del tiempo o de estado estacionario.

La ecuación de onda (2.1) fue propuesta en 1926 por Erwin Schrödinger y en rigor la ecuación
no se puede derivar, normalmente se dan criterios de plausibilidad a manera de deducción. En
la época en la que la ecuación de Schrödinger fue propuesta, Heisenberg habia obtenido una
formulación de la mecánica cuántica usando un formalismo matricial y de operadores, poco
tiempo después Dirac y Neumann introdujeron el formalismo de bras y kets y demostraron que
las distintas versiones son totalmente equivalentes. Entonces un problema puede ser tratado en
diversos enfoques, usando el de mecánica ondulatoria a través de la ecuación de onda, el de
Heisenberg con un formalismo matricial y de operadores o bien en la llamada imagen de interaccion
de Dirac. Una solución en alguna de las imagenes puede mediante alguna transformación lineal
llevarse a otra imagen.

De los criterios de cuántización [3, 4] tenemos que cada observable lleva un operador asociado,
este es hermı́tico por ejemplo, H → − h̄

2m∇2 + V . Entonces la ecuación (2.1) toma una forma más
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CAPÍTULO 2. ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER

compacta:

HΨ = ih̄
∂ψ

∂t
(2.3)

donde no debemos olvidar que al momento ~p le asociamos el operador Pi=−ih̄∂/∂xi. Si no hay
dependencia explicita en el tiempo, entonces (2.3) es:

HΨ = Eψ (2.4)

o bien en notación de Dirac,

Ĥ
∣

∣ϕn

〉

= En

∣

∣ϕn

〉

(2.5)

La ecuación (2.3) es una ecuación de evolución temporal, si la escribimos como:

H |ψ〉 = ih̄
∂

∂t
|ψ〉 (2.6)

obtenemos la ecuación de onda de Schrödinger al proyectar (2.6) sobre el espacio de posiciones
llegando de nuevo a (2.3) o en también si necesario podemos proyectar sobre el espacio de
momentos y obtener una ecuación de onda en función del momento ~p. La solución que obtenemos
en alguna de las representaciones es posible llevarla a la otra expandiendo la función de onda
sobre una base completa [3]. El trabajar sobre el espacio de momentos es muy común ya que ~p es
la coordenada congujada generalizada a ~r.

En correspondencia con el caso clásico, cuando H no depende explicitamente del tiempo, es
la enerǵıa E y además es conservativo. Cuánticamente cuando tenemos el caso independiente del
tiempo, el eigenvalor de H es la enerǵıa. Además el espectro de enerǵıas puede ser discreto o
continuo según sea el caso a resolver.

La ecuación de Schrödinger, al ser una ecuación de operadores lineales, lleva a que toda
combinación lineal de soluciones es una solución, lo cual favorece la busqueda de casos de interes
teórico y practico.

La solución a la ecuación de Schrödinger en el caso independiente del tiempo es en general:

Ψ =
∑

n

cnψn(~r) (2.7)

donde cn = 〈ψn(~r)|ψ(~r)〉 y es la probabilidad de encontrar el sistema en el estado ψn y para el
caso continuo:

4



CAPÍTULO 2. ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER

cn =

∫

dxψ∗
n(~r, 0)ψ(~r, 0) (2.8)

Sin embargo es natural que la mayoria de los sistemas reales o de interes no sean independientes
del tiempo. En está situación la ecuación de Schrödinger en general ya no es separable, pero
todav́ıa es valido escribir la solución general como en (2.7) solo que ahora los coeficientes cn van
a depender del tiempo y

∑

n |cn(t)|
2 es una densidad de probabilidad en la que el sistema en un

estado inicial i transite a un estado n.

Resolver la ecuación de Schrödinger no es sencillo, de hecho es raro encontrar problemas f́ısicos
de interes donde sea posible tener una solución anaĺıtica exacta. Aún teniendo casos donde no
hay dependencia explicita del tiempo no podemos asegurar una solución de forma cerrada, por
ejemplo, el modelo de Kronig-Penney, utilizado como primera aproximación en estado sólido, no
tiene solución exactaya que al resolverlo nos topamos con una ecuación trascendente, en este caso
podemos mediante metodos numericos conocer soluciones (aproximadas). Pero no siempre es el
caso, muchas veces no es posible llevar a ecuaciones conocidas o que podamos solucionar por
algún metodo. Otro ejemplo es el potencial de Saxon-Woods que fue introducido para el estudio
de dispersión elástica de protones en nucleos pesados. En f́ısica nuclear modela la interacción de
nucleones pesados entre otras cosas [5]. La forma del potencial es:

V (r) = −
V0

1 + e
r−R0

a

(2.9)

donde V0 representa la profundidad del pozo de potencial, a es el grosor de la superficie del núcleo,
R0 es el radio del núcleo de valor R0 = r0A

1/3 y A es el número átomico. El potencial no depende
del tiempo, sin embargo la ecuación de Schrödinger no tiene solución analitica cuando l 6= 0 y
generalmente se adopta el modelo de oscilador armónico u otro como aproximaciones de forma
que para tener una mejor aproximación el potencial debe ser tratado con metodos númericos
como en [5]. Y si ahora también tenemos casos en los cuales el potencial depende del tiempo,
tener soluciones exactas es todav́ıa más raro, normalmente estos casos se tratan con teorias
perturbativas o con metodos numericos. Por ejemplo cuando tenemos interacción de part́ıculas con
campos que dependen del tiempo puede ser que estos esten oscilando con una frecuencia rápida
comprada con los casos t́ıpicos, la ecuación de Schrödinger en general no es soluble analiticamente.

Para encontrar una solución a la ecuación de Schrödinger de forma directa, en primera
instancia se propone una solución mediante el método usual de separación de variables donde
puede ser necesario un cambio de variable en algún momento para llegar a alguna ecuación
conocida de la que se ya se tenga la solución, pongamos por caso del átomo de hidrógeno,
al buscar la solución de la ecuación de Schrödinger se realiza un cambio de variable para
llevarla a la ecuación de Hermite. Sin embargo dependiendo de la forma del potencial que
nosotros tengamos no siempre es posible llegar a ecuaciones que se conozcan y mas aún que ten-
gan solución anaĺıtica. Ah́ı es donde hacemos uso de los tan mencionados metodos de aproximación.

La búsqueda de métodos que ayuden a resolver problemas f́ısicos o cuando menos aproximen
una solución resultan indispensables y aunque no existe un metodo estándar algunos obviamente
son mas ventajosos que otros. Los métodos usuales de solución son:
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CAPÍTULO 2. ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER

Función de Green.

Resolver la ecuación de Schrödinger usando función de Green no es un metodo perturbativo
o de aproximación, la función de Green proporciona un esquema para encontrar la solución
exacta a la ecuacion (2.3) [6]. Supongamos que tenemos un hamiltoniano dependiente del
tiempo y que en el instante inicial

ψ0 = ψ(~r, t1) (2.10)

si la función de onda satisface (2.3) y por otra parte la función de onda para una part́ıcula
que satisface también (2.3) junto con la condición de contorno (2.10), se puede representar
en el instante t2 > t1 en la forma:

ψ(~r2, t2) =

∫

G(~r2, t2;~r1, t1)ψ(~r1, t1)d~r1 (2.11)

G(~r2, t2;~r1, t1) es la función de Green para (2.11) y es la amplitud de transición de la part́ıcu-
la desde el estado inicial con función de onda ψ(~r1, t2) al estado con función de onda ψ(~r2, t2).

Teoŕıa de perturbaciones.

El objetivo de una teoŕıa de perturbaciones es describir sistemas cuánticos complicados en
términos de sistemas más sencillos o de aquellos de los que se conoce su solución. Iniciando
con un sistema simple, vamos tomando pequeñas alteraciones al sistema, si la alteración
o perturbación es pequeña, las magnitudes f́ısicas asociadas al sistema perturbado (por
ejemplo sus niveles de enerǵıa y sus estados propios) podrán ser obtenidos a partir de los
del sistema conocido. De esta forma, podemos estudiar el sistema original tomando como
base el sistema sin perturbar. Es importante saber como cambian los niveles de enerǵıa con
la perturbación, identificando dentro del hamiltoniano del sistema que parte corresponde a
la parte conocida y considerando lo demás como un potencial al que se somete el sistema,
entonces los autovalores y autoestados del hamiltoniano completo se escriben como una
combinación lineal de autoestados y autovalores del problema sin perturbar más correcciones.

Es decir, supongamos un sistema definido por un hamiltoniano H que podemos separar de
la siguiente forma [4] :

H = H0 + λH′ (2.12)

idonde H0 es un hamiltoniano conocido, λ es un parámetro que controla la magnitud de
la perturbación y con valor 0 < λ < 1. En caso de que λ sea uno tendriamos actuando la
perturbación completamente y H′ es la parte que modifica el sistema o perturbación.
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CAPÍTULO 2. ECUACIÓN DE SCHRÖDINGER

Para el caso de perturbaciones independientes en el tiempo no degeneradas los valores de la
enerǵıa se aproximan mediante:

En = E(0)
n + 〈φ(0)n |H′|φ(0)n 〉+

∑

p=n

|〈φ
(0)
n |H′|φ

(0)
n 〉|2

E
(0)
n − E

(0)
p

+O(λ3) (2.13)

|φn〉 = |φ(0)n 〉+
∑

p=n

|〈φ
(0)
n |H′|φ0n〉|

2

E0
n − E0

p

|φ(0)p 〉+O(λ2) (2.14)

Para el caso que tengamos niveles degenerados en el hamiltoniano, en general, con degene-
ración k:

H0|φ
(0)
n 〉 = E(0)

n |φ(0)in 〉; i = 1, 2, 3, ..k (2.15)

Se busca: (H0 + λH′)|ψ〉 = E|ψ〉 para lo que se tiene que es necesario resolver [3, 4]:

|H′ − E(1)
n I| = 0 (2.16)

La ecuación secular anterior es de grado igual al orden de la degeneración k del nivel E
(0)
n

con kn soluciones diferentes y donde estas son las correcciones a primer orden en la energia
y los valores propios son la correcciones a los autoestados. La degeneración es rota de esta
forma y hay un desdoblamiento en los niveles de enerǵıa con lo que el sistema deja de ser
degenerado. Ejemplos t́ıpicos e interesantes de la aplicación de teoŕıa de perturbaciones en
casos degenerados es el efecto Stark y Zeeman.

Metodo Variacional.

Otra vez, partimos de un hamiltoniano general H con espectro de enerǵıas E0 ≤ E1 ≤ E2...
con funciones propias ψn desconocidas. Puede mostrarse que [11] una cota a la energia E0

del estado base es el valor esperado de la enerǵıa con respecto a una función φ, llamada
función de prueba [11] :

E = 〈φ|H |φ〉 (2.17)

φ debe estar normalizada y poder ser expandida en términos de una base completa y
ortonormal de ψn es decir,
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φ =

∞
∑

n=0

Cnψn (2.18)

con 〈ψn|ψm〉 = δnm y dado que 〈φ|φ〉 = 1 entonces:

∞
∑

n=0

|cn|
2 = 1 (2.19)

Puede mostrarse [11] que:

E =

∞
∑

n=0

|cn|
2(En − E0) + E0 (2.20)

La expresión anterior se conoce como teorema variacional de Rayleigh-Ritz, y se emplea
principalmente para conocer el estado base del Hamiltoniano.

Perturbaciones dependientes del tiempo.

Como se menciono, es de esperar que el sistema f́ısico de estudio dependa en general de
manera expĺıcita en el tiempo para tal situación el sistema a resolver es [4]:

ih̄













ċ1
ċ2
ċ3
.
.













=













V11 V12e
iω12t . ...

V21e
iω21t V22 . ...

V33 ...
. . .
. . . ..

























c1
c2
c3
.
∆













(2.21)

donde ω12 es E2 − E1/h̄, cn(t) = 〈n|α, t0; t〉 y Vnm son los elementos de matrix dados por:

〈|eiH0t/h̄V (t)e−iH0t/h̄|〉 = Vnme
i(En−Em)t/h̄ (2.22)

Otra vez, como es poco frecuente que el sistema de ecuaciones anterior sea soluble anaĺıtica-
mente tenemos que usar métodos perturbativos resultando que [4, 7]:

c(0)n (t) = δnt (2.23)
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c(1)n (t) =
−i

h̄

∫ t

t0

eiωntt
′

Vni(t
′)dt′ (2.24)

c(2)n (t) = (
−i

h̄
)2

∑

m

∫ t

t0

dt′
∫ t′

t0

dt′′eiωnmt′Vnm(t′)eiωnit
′′

Vmi(t
′′) (2.25)

La probabilidad de que el sistema en el estado i transite al estado n es:

P (1 → 2) = |c1n(t) + c(2)n (t) + ...|2 (2.26)

Un ejemplo usual de teoŕıa de perturbaciones dependiente del tiempo es cuando se tiene una
perturbación armónica de la forma V (t) = Aeiωt + A∗e−iωt, al aplicar el procedimiento se
llega a la conocida formula de Rabi.

Existen variaciones a estos métodos a fin de generalizar las posibilidades de aplicación,
por ejemplo la aproximación semiclásica WKB o las implementaciones númericas de
Hartree-Fock o Fokker-Planck, que no comentaremos aqúı, pero son técnicas para solución
de ecuaciones diferenciales que se utilizan no solo en la ecuación de Schrödinger actualmente
son empleadas sobre todo en simulación.
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Caṕıtulo 3

Sistemas cuánticos con variaciones

rápidas en el tiempo

El objeto del presente caṕıtulo es describir un formalismo necesario para resolver sistemas
con perturbaciones que dependan muy rápidamente en el tiempo. En antecedente inmediato y
que sirve como base, es el tratamiento clásico de una part́ıcula moviendose bajo la acción de un
campo que oscila rápidamente, realizado por Kapitsa usando un formalismo puramente clásico, el
desarrollo viene descrito por Landau [8].

Consideremos el movimiento en un campo rápidamente oscilante, que corresponde a una
part́ıcula sometida simultáneamente a la acción de un campo, independiente del tiempo, con
enerǵıa potencial U y con una fuerza [8] :

f = f1cosωt+ f2senωt (3.1)

que vaŕıa en el tiempo con una frecuencia grande ω, f1 y f2 pueden depender únicamente de la
posición. Y entenderemos como frecuencia grande, una frecuencia para la cuál, ω ≫ 1/T , donde
T es del orden de magnitud del peŕıodo del movimiento que ejecutaŕıa la part́ıcula sola en el
potencial U . Para los cálculos consideraremos primero el movimiento lineal en un campo que
depende solamente de x, aśı la ecuación de movimiento es:

mẍ = −dU/dx+ f (3.2)

Suponemos que conocemos las soluciones del sistema en el caso en el que f = 0. Podemos
notar que la part́ıcula se moverá a lo largo de una trayectoria no perturbada (caso f = 0) y
realizará pequeñas oscilaciones (de frecuencia ω) alrededor de la trayectoria no perturbada. Como
consecuencia de ello escribimos la funcion x(t) de la siguiente forma:

x(t) = X(t) + ξ(t) (3.3)

donde ξ(t) corresponde con estas pequeñas oscilaciones.

El valor medio de la función ξ(t) en un peŕıodo 2π/ω es cero, y durante el mismo tiempo la
función X(t) vaŕıa muy poco. Denotando el valor medio como X̄ = X(t) es decir, X̄ describe el
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movimiento no perturbado de la part́ıcula considerando la media sobre las oscilaciones rápidas.
Ahora, sustituyendo la ecuación 3.3 en 3.2 obtenemos:

mẌ +mξ̈ = −
dU

dx
+ f (3.4)

si hacemos una expansión en serie de Taylor de ξ hasta términos de primer orden, tenemos:

−
dU

dx
+ f = −

dU

dx
+ f −

d2U

dx2
(−ξ) + ξ

∂f

∂X
(3.5)

de forma que la ecuación (3.3)queda:

mẌ +mξ̈ =
dU

dx
+ f − ξ

d2U

dx2
+ ξ

∂f

∂X
(3.6)

En la fórmula anterior figuran dos grupos de términos de distinto caracter: oscilatorios y no
perturbados, que deben ser iguales de manera correspondiente si separamos término a término.
Para la parte oscilatoria basta con escribir:

mξ̈ = f(X, t) (3.7)

Las contribuciones que contienen el factor ξ son pequeños con respecto a lo anterior,la derivada
ξ̈ es proporcional a ω2, que es grande y por tanto no se puede despreciar. Podemos integrar la
ecuación (3.7) dos veces y de forma directa con f dada por (3.6) considerando X como constante
ya que su variación es lenta. De forma que:

ξ = −f/mω2 (3.8)

Por último para este caso calculamos el valor medio en el tiempo de la ecuacion (3.8). Para f y ξ
sus valores medios de las primeras potencias son cero, entonces:

mẌ = −
dU

dX
+ ξ

∂f

∂X
= −

dU

dX
−

1

mω2
f
∂f

∂X
(3.9)

que contiene solamente la función X(t). Esta ecuación puede escribirse:

mẌ = −
dUef

dX
(3.10)

donde la enerǵıa potencial efectiva se define por:

Uef = U + f2/2mω2 = U + (f2
1 + f2

2 )/4mω
2 (3.11)

Comparando la expresión anterior con (3.11) vemos que el término añadido al campo U representa
la enerǵıa cinética media del movimiento oscilatorio:

Uef = U +
1

2
mξ̇2 (3.12)

De lo cual se deduce que el movimiento de la part́ıcula con respecto a las oscilaciones se realiza
como si, además del campo constante U, actuase un campo complementario (un campo de fondo)

12
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también constante, proporcional al cuadrado de la amplitud del campo variable.

Se puede generalizar este resultado a un sistema con N grados de libertad, representado por
las coordenadas generalizadas qi. La enerǵıa potencial efectiva toma entonces la forma:

Uef = U +
1

2ω2

∑

i,k

a−1
ik fifk = U +

∑

i,k

1

2
aik ξ̇iξ̇k (3.13)

donde las a−1
ik (en general funciones de las coordenadas) son elementos de la matriz inversa de la

matriz de coeficientes aik de la enerǵıa cinética del sistema.

Trabajos posteriores han ampliado el tratamiento clásico y muestran que una part́ıcula de
masa m sujeta a una fuerza del tipo ~F (~x, t) = ~f(~x)cos(Ωt) puede ser tratado mediante un
potencial efectivo independiente del tiempo, dado por [2]:

Veff (~x) =
~f(~x) · ~f(~x)

4mΩ2
(3.14)

donde se ha asumido que ~f deriva de un potencial. Uno de los resultados significativos es que es
posible atrapar una part́ıcula cargada en un potencial efectivo derivado de un campo de radio
frecuencias, donde no se tiene puntos de estabilidad en un campo eléctrico. Desde hace años este
efecto tiene aplicación en la elaboración de trampas para iones.

Evidentemente en algún momento, al tratarse de procesos que involucran part́ıculas átomicas
y subatómicas, los efectos cuánticos no pueden ya despreciarse, por mencionar un caso, en el
estudio teórico para atrapar iones fŕıos o átomos fŕıos el movimiento es analizado usando ya las
herramientas cuánticas, concretamente la ecuación de Schrödinger. Considerando un potencial
similar al caso clásico anterior

V (~x, t) = v(~x)cos(Ωt) (3.15)

y el movimiento de la part́ıcula es gobernado por

ıh̄
∂

∂t
ψ = −

h̄2

2m
∇2ψ + v(~x)cos(Ωt) (3.16)

Si la frecuencia Ω es alta, el potencial tiene un poco efecto en el movimiento de la part́ıcula,
esto es porque el promedio en tiempos cortos es cero. Sin embargo el efecto secular aunque
pequeño puede ser calculado.

Puede mostrarse que las soluciones a la ecuación anterior si se suponne la enerǵıa potencial
solo involucra el término de la derecha en la ecuación, entonces las soluciones son de la forma:

ψ(~x, t) = ψ(~x, t)exp[−iv(~x)sin(Ωt)/h̄Ω] (3.17)
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3.1. FORMALISMO DE HAMILTONIANOS EFECTIVOS

El efecto dominante del potencial oscilatorio esta contenido en ψ(~x, t) que podemos tratarlo
como un factor de fase con variaciones lentas en el tiempo, esto considerando el sistema en tiempos
cortos. Considerando esto podemos llegar a la ecuación de Schrödinger ordinaria

ıh̄
∂

∂t
ψ = −

h̄2

2m
∇2ψ + Veff (~x)ψ (3.18)

El potencial efectivo es independiente del tiempo y su forma es:

Veff (~x) =
∇v(~x) · ∇v(~x)

4mΩ2
(3.19)

Este resultado es el equivalente al resultado clásico, la solución a la ecuación dependerá de la
forma explicita del potencial efectivo. En general puede ser complicado encontrar una solución
exacta, más si la perturbación ya no es suave o si tenemos un potencial inhomogeneo.

En cualquier caso la solución a la ecuación de Schródinger siempre dependera del caso expĺıcito
del potencial a resolver y como sabemos los metodos perturbativos sirven para aproximar la
solución cuando no se tiene la posibilidad de obtener una solución exacta pero también encuentran
difultades cuando la forma del potencial es compleja y hay dependencia del tiempo, si bien como
el caso anterior este pudiera transformarse mediante el formalismo de transformaciones canónicas
que se menciona más adelante. Y si simplemente el sitema no es perturbativo o integrable solo
quedan metodos numericos casi siempre.

El interes por resolver sistemas sujetos a campos que varian rápidamente en el tiempo ha sido
estudiada desde hace años para distintos campos de la f́ısica, en la dinámica de átomos fŕıos ha
tenido mucha actividad en años recientes, también en el estudio de trampas para átomos o iones
o en f́ısica de plasmas [9, 10]. Los resultados obtenidos sobre el estudio para campos que os-
cilan de forma rápida han mostrado resultados interesantes desde hace tiempo a nivel experimental.

No existe un método general o único al tratar sistemas en los cuales las variaciones sean de
forma rápida como los que ya se mencionaron anteriormente. Por ejemplo de T. P. Grozdanov et
al [2], dado un hamiltoniano dependiente del tiempo de un sistema perturbado por una fuerza
externa periodica que varia rápidamente puede ser resuelto utilizando la teória de transforma-
ciones canónicas, donde se lleva el hamiltoniano original bajo una de estas transformaciones a
un hamiltoniano independiente del tiempo; las transformaciones canónicas son encontradas a
través de una expansión asintótica del inverso de potencias de las frecuencias de oscilación. Otros
formalismos implican teoŕıa de Floquet o algún tipo de expansión en series. [11, 12, 13]

3.1. Formalismo de Hamiltonianos Efectivos

Tanto en el formalismo clásico como cuántico la primera parte es la de suponer que siempre
es posible separar el Hamiltoniano completo en una parte no perturbada y otra perturbada. Y
consideramos que de la parte no perturbada conocemos las soluciones explicitamente tal como lo
hacemos en teoŕıa de perturbaciones usual, solo que ahora comenzaremos a considerar que Ho

es una parte que varia lentamente y H ′ es la parte que varia rápidamente, esto se espesifica con
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detalle más adelante.

H = Ho +H′ (3.20)

H0 es el hamiltoniano sin perturbar y H′ es el perturbado que en general depende del
tiempo, con frecuencias caracteŕısticas que asumiremos grandes en comparación de la escala de
enerǵıa del sistema sin perturbar. Para simplificar la notación utilizaremos un sistema de unidades
adecuado donde h̄ = 1.

También se puede considerar que H0 varia con el tiempo a condición de que su cambio en el
tiempo sea mucho más pequeño que el de H′. De manera que asumiremos que H′ es mas grande
que H0 lo que expresamos acontinuación de la siguiente forma:

H0, Ḣ0/H0 < H′ < Ḣ′/H′ (3.21)

esto nos permite tener en H′ una expansión en series de Fourier del tipo:

H′ =
∑

|ω|>Ω

Hωe
−iωt (3.22)

donde Ω es la frecuencia t́ıpica de la interacción en el sistema no perturbado y la suma se establece
en las {ω} tal que |ω − ω′| ≥ Ω. Los coeficientes de Fourier en el caso más universal pueden
depender del tiempo, pero como estamos asumiendo en H0 que las frecuencias correspondientes
son pequeñas comparadas con Ω entonces su variación es lenta.

Esto es útil, ya que diremos aqúı que un sistema ✭✭lento✮✮ significa de frecuencias ≪ Ω.

Ahora vamos a asumir directamente que en la solución a la ecuación de Schrödinger, la función
de onda, puede separarse en términos de variaciones r̈ápidasÿ l̈entas̈. De acuerdo a la definición de
lento que se hizo anteriormente:

Ψ = ψ + χ (3.23)

donde ψ varia de forma ✭✭lenta✮✮ y la parte que lo hace de forma ✭✭rápida✮✮ es χ con amplitudes
pequeñas. Aún cuando |χ| es pequeño, no implica que χ̇ necesariamente lo sea.

De igual forma vamos a escribir toda cantidad como una suma de dos términos, uno con va-
riaciones lentas y otro con variaciones rápidas. Lo que denotaremos como se muestra a continuación:

〈Ξ〉 : Parte lenta deΞ (3.24)

por ejemplo, 〈Ψ〉 = ψ, 〈H〉 = H0, 〈H
′〉 = 0. Vamos además a definir un término de expansión, de

la siguiente manera:

η ∼
|Hω|

Ω
(3.25)

esto implica que η < 1 permite tener una expansión en series de potencias convergente. Entonces
un desarrollo en serie de potencias para la función de onda es:
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Ψ = ψ + χ1 + χ2 + · · · , χn ∼ ηn (3.26)

Ahora sustituimos H de (3.21) y Ψ de (3.22) en la ecuación de Schrödinger que denotaremos
aqúı de la siguiente forma:

HΨ = iΨ̇ (3.27)

con esto tenemos:

(H0 +H′)(ψ + χ1 + χ2 + · · · ) = i(ψ̇ + χ̇1 + χ̇2 + · · · )

H0(ψ + χ1 + χ2 · · · ) +H′(ψ + χ1 + χ2 + · · · ) = i(ψ̇ + χ̇1 + χ̇2 + · · · ) (3.28)

H0ψ +H′ψ +O(H0η ,Ωη
2) = iψ̇ + iχ̇1 +O(Ωη2)

igualando término a término tenemos:

H′ψ = iχ̇, H0ψ = iψ̇ (3.29)

Como la variación de ψ es ✭✭lenta✮✮ entonces podemos resolver la primera ecuación de (3.29)
considerando ψ como una constante y aśı tenemos que:

χ1 = µψ (3.30)

y

µ =

(

1

i

∫

dtH′

)

=
1

i

∫

∑

|ω|>Ω

Hωe
iωtdt =

∑

|ω|>Ω

1

ω
Hωe

−iωt (3.31)

Para el siguiente orden:

Ψ = ψ + µψ + χ2 +O(η3) (3.32)

luego,

iψ̇ + iµψ̇ + iχ̇2 = H0ψ +H0µψ +H′µψ +O(Ωη3,H0η
2) (3.33)
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podemos notar que H′µ contiene tanto términos lentos como rápidos. Asi que usando la notación
de (3.21) y separando obtenemos las siguientes expresiones:

iψ̇ = (H0 + 〈H′µ〉)ψ (3.34)

iχ̇2 = ([H0, µ] +H′µ− 〈H′µ〉)ψ (3.35)

donde [H0, µ] es el comutador. De forma similar a como se hizo en (3.33), del anterior grupo de
ecuaciones, se puede integrar la segunda de ellas, donde consideramos practicamente constantes
a H0 y ψ, debido a su variación lenta. Usando esto, podemos construir un hamiltoniano efectivo,
expresado como:

Heff = H0 + 〈H′µ〉 (3.36)

Notamos que al orden de η, Heff es hermı́tico, pero al orden η2 encontramos que:

Heff = H0 + 〈H′µ〉 − 〈µ [H0, µ] +H′µ〉 (3.37)

ya no es hermı́tico, ya que:

Heff −H†
eff =

〈

H′µ+ µH′ +
[

µ2,H0

]〉

+ · · · ,= i∂t
〈

µ2
〉

+
[〈

µ2
〉

,H0

]

+ · · · (3.38)

es igual a la derivada en el tiempo del operador
〈

µ2
〉

, esta propiedad corresponde con el hecho
que existe la probabilidad de tener filtraciones de orden η2 debidas a las variaciones lentas en
la parte de la función de onda que varia rápidamente. Esto es de esperarse por el hecho de que
〈

|χ|
2
〉

= O(η2) que en general no es cero.

Estos términos no hermı́ticos son comunes en las expansiones que se suelen realizar en
otros sistemas y similares en estructura a las que se consideran aqúı. Para entender mejor el
comportamiento de la expansión, lo revisaremos a través de transformaciones unitarias con el fin
de poder encontrar una transformación que permita hacer el hamiltoniano hermı́tico.

3.2. Transformaciones Unitarias

Sea U un operador lineal cualquiera, invertible, es decir existe U−1 y consideremos la siguiente
ecuación:

AU = UAU−1 (3.39)
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donde A es un operador lineal, esta ecuación la podemos considerar como una transformación que
a cada operador lineal A le hace corresponder un operador lineal AU , esto nos da importantes
propiedades para el operador, la primera de ellas, todo AU tiene los mismo valores propios que su
correspondiente A, es decir śı a es un valor propio de A, y

∣

∣a
〉

es un autoket (vector propio) del

mismo, A
∣

∣a
〉

= a
∣

∣a
〉

, entonces:

AUU
∣

∣a
〉

= UAU−1U
∣

∣a
〉

= aU
∣

∣a
〉

(3.40)

que demuestra que U
∣

∣a
〉

es un autoket de AU perteneciente al mismo valor propio a, de manera
análoga podemos notar que todo valor propio de AU es un valor propio de A.
Otra propiedad es:

(A1 +A2)U = U(A1 +A2)U
−1 = UA1U

−1 + UA2U
−1 = A1,U +A2,U (3.41)

(A1A2)U = UA1A2U
−1 = UA1U

−1UA2U
−1 = A1,UA2,U (3.42)

Ahora es de nuestro interes encontrar las condiciones para que el operador U transforme todo
operador A real en otro AU también real.

Partimos de lo siguiente:

AUU = UAU−1U = UA (3.43)

U †AU = U †UAU−1 = AU † (3.44)

Aplicando U † por la izquierda a (3.43) y U por la derecha a (3.44) obtenemos:

U †AUU = U †UA, U †AUU = AU †U (3.45)

entonces:

U †UA = AU †U (3.46)

Esto nos indica que el operador UU † conmuta con cualquier operador lineal real, además es
autoadjunto y debe ser positivo, pues para cualquier ket

∣

∣P
〉

tenemos que
〈

P
∣

∣U †U
∣

∣P
〉

es positivo.
Si se cumple la siguiente condición;
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U †U = I (3.47)

o escrito de otra forma:

U = U †−1, U † = U−1, U−1U †−1 = I (3.48)

Se dice que U es un operador unitario o una transformación unitaria si cumple con (3.48).
Debemos notar que la inversa de una transformación unitaria, también es un transformación
unitaria.

A continuación vamos a determinar el comportamiento del Hamiltoniano efectivo, a partir de
transformaciones unitarias.

Para el caso de una transformación constante del tipo, Ψ → CΨ con Ċ = 0 es claro que
H → C†HC y Heff → C†HeffC. Si la transformación depende del tiempo, el resultado es un
poco más complicado.

Vamos a concentrarnos durante este trabajo en trasformaciones de la forma:

Ψ = eF Ψ̂ (3.49)

con F no hermit́ıco, que esta rápidamente variando y de orden η. El hamiltoniano para la
transformación de estados Ψ̂ es:

Ĥ = e−FHeF − ie−F∂te
F

= H+ [H, F ] +
1

2
[[H, F ] , F ]− iḞ −

1

2

[

Ḟ , F
]

−
i

6

[[

Ḟ , F
]

, F
]

+O(η3) (3.50)

Procediendo de la misma forma que en la sección anterior, obtenemos que para la expansión
correspondiente:

Ĥeff = H0 +
〈

H′U
〉

+
1

2
∂t
〈

F (F − 2U)
〉

+
1

2

〈

[H0, [F,U ]]
〉

+
1

2

〈

[[H0, U ] , U ]
〉

−
〈

UH′U
〉

(3.51)

−
1

2

〈[

H0, (F − U)2
]〉

+O(H0η
3,Ωη4)

De manera general la expresión de F es no hermı́tica, sin embargo para el caso especial:
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F = U +O(η2) (3.52)

obtenemos lo siguiente:

Ĥeff = H0 +
1

2

〈

[H ′, U ]
〉

+
1

2

〈

[[H0, U ] , U ]
〉

−
〈

UH ′U
〉

+O(H0η
3,Ωη4) (3.53)

esta expresión es expĺıcitamente hermı́tica y de hecho es idéntica a la parte hermı́tica de la
ecuación (3.37). Siempre es posible regresar al marco original mediante, Ψ̂ = exp(−U + · · · )Ψ

En este escenario, la función de onda Ψ̂ con una expansión similar a la que se tiene para (3.31)

Ψ̂ = ψ̂ + χ̂1 + χ̂2 + · · · , χ̂n ∼ ηn (3.54)

donde la parte de ψ̂ que varia lentamente y evoluciona de forma unitaria en el tiempo, ya que es
hermı́tica, usando el resultado de (3.31) y (??) se obtiene que:

ψ̂ =

(

1−
1

2

〈

U2
〉

)

ψ +O(η3) (3.55)

y

χ̂1 = 0 (3.56)

El formalismo expuesto en estás últimas secciones lo revisaremos ahora mediante algunos ejemplos
a fin de conocer de mejor manera las ventajas de este método.

3.3. Función Impulso

Un modelo sencillo para iniciar la aplicación del formalismo antes expuesto es el que corres-
ponde a un sistema de dos niveles, con un hamiltoniano de la forma:

H =
∑

n

N
∑

i=1

Λiδ(t− ti − nT ); 0 < ti < T (3.57)

La matriz Λi es hermı́tica. La ecuación (2.13) nos representa un conjunto de N funciones δ que se
repiten en un peŕıodo T . Este tipo de potenciales es de interes en el proceso de señales, aśı como
en el estudio de los efectos de un laser en presencia de un grupo de part́ıculas cargadas, o en
sistemas de caos cuántico (caos).

Para simplificar el ejemplo consideraremos que:
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(

0 λi
λ∗i 0

)

;
N
∑

i=1

λi = 0 (3.58)

Es la matrix Λi. para este caso Ho = 0, tomaremos Ω = 2π/T .

Ahora debemos ir construyendo el hamiltoniano efectivo, para ello primero calculamos:

−i

∫ t

0

dtH
′

= −i
N
∑

i=1

λiΘ(t− ti), (0 < t < T ) (3.59)

donde Θ denota la función escalón, µ es la parte rápida de está cantidad,

µ = −i

∫ t

0

dtH
′

+ i〈

∫ t

0

dtH
′

〉 = −i

N
∑

i=1

λi

[

Θ(t− ti)− 1 +
ti
T

]

, (0 < t < T ) (3.60)

donde la parte lenta de una cantidad para el peŕıodo T es el promedio de µ.
Usando (2.14) y sustituyendo en (2.15) se obtiene:

Heff =
1

2
〈[H

′

, µ]〉+ · · · =
1

T





∑

i>j

Imλiλ
∗
j



σ3 + · · · (3.61)

Para este sistema nosotros tenemos que: Ω ∼ 1/T de modo que, η = max{|λi|}, entonces se
deduce que |λi| ≪ 1.

3.4. Óptica Geométrica

En la formulación matricial de la óptica geométrica y en la aproximación paraxial, un rayo viene
determinado por su altura respecto al eje óptico (altura de incidencia), aśı como por el ángulo θ
con el eje.

Figura 3.1: Aproximación Paraxial
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En la aproximación paraxial la altura de incidencia y el ángulo con el eje, en los planos de
entrada y salida de un sistema óptico, están relacionados mediante dos ecuaciones algebraicas
lineales y el sistema óptico (SO) puede describirse mediante una matriz 2 x 2 denominada matŕız
de transferencia. La óptica matricial tiene como ventaja que la matriz de transferencia de una
sucesión de componentes ópticos (o sistemas) es el producto de las matrices de transferencia de
los componentes ópticos (o sistemas).

Consideremos un sistema óptico de revolución (todas las superficies son de revolución respecto
a un mismo eje) formado por una sucesión de superficies refractantes y reflectantes, todas ellas
centradas sobre el mismo eje (eje óptico del sistema) que lo tomaremos como eje Z.

Figura 3.2: Efecto sobre un haz de luz de un SO general

El efecto del sistema óptico consistirá en modificar estás variables cuando el rayo se propaga
a través del sistema. Bajo la aproximación paraxial encontraremos que la relación lineal entre el
ángulo y la posición del rayo a la salida y entrada del sistema óptico viene dada por:

y2 = Ay1 +Bθ1 (3.62)

θ2 = Cy1 +Dθ1 (3.63)

y en forma matricial la podemos escribir como:

(

y2
θ2

)

=

(

A B
C D

)(

y1
θ1

)

(3.64)

donde definiremos:

M =

(

A B
C D

)

(3.65)
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la matriz de transferencia. Para el caso de un rayo en un medio homogéneo, este se propaga en
ĺınea recta, por lo que:

y2 = y1 + dθ1 (3.66)

θ1 = θ2 (3.67)

la matriz de translación será:

M =

(

1 d
0 1

)

(3.68)

siendo d la distancia que recorre el rayo. Este resultando es para el caso de propagación. Ahora
para el caso de refracción en una superficie plana de la ley de Snell, tenemos:

y2 = y1 (3.69)

n2θ2 = n1θ2 (3.70)

entonces la matriz M toma la forma siguiente:

M =

(

1 0
0 n1

n2

)

(3.71)

Para el caso de refracción en una superficie esférica bajo la aproximación paraxial es:

y2 = y1 (3.72)

θ2 =
n1

n2
θ1 −

n2 − n1

n2

y1
R

(3.73)

y como consecuencia de esto,

M =

(

1 0

− (n2−n1)
n2R

n1

n2

)

=

(

1 0
(n1/n2 − 1)/R n1/n2

)

(3.74)
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Entonces la translación es una distancia d, los indices de refracción de los medios son n1 y n2

respectivamente, y R es el radio de curvatura de la interfase. Supongamos que R y el indice de
refracción varian suavemente pero de forma rápida con la distancia. Definimos:

ν = −
1

n

dn

dx
(3.75)

con lo que la matriz de un rayo que se translada una distancia δx es:

M =

(

0 1
ζ′ ν

)

(3.76)

donde las primadas denotan derivadas con respecto de x, ζ =
∫

dx ν
R

El sistema es análogo a un sistema cuántico de dos niveles, con tiempo ✭✭x✮✮ y hamiltoniano
H = iM . Usando la notación de (2.4) podemos describir el sistema de la siguiente forma:

Heff = i

(

0 1
K2 0

)

, K2 =
〈

ζ′(ln n)
〉

=
1

2

〈

(ln n)2(1/R)′
〉

(3.77)

donde ζ =
∫

dx(− 1
n

dn
dx ) = −

∫

dn
nR = − 1

R ln n.

Este sistema corresponde a un sistema cuántico de dos niveles, donde el lugar del tiempo lo
toma ”x” y el hamiltoniano seŕıa: H = iM . Usando el resultado de la ecuación (2.16) y recordando
que H = H0 +H

′

, asumiendo para este caso que H0 = 0 entonces, H
′

= iM .
Tomaremos que: 〈ζ

′

〉 = 〈ν〉 = 0 y solo consideraremos primeras correciones inducidas por los
términos de variación rápida. K2 puede ser también negativa y tiende a 0 en el caso que R y n
sean constantes.

El operador efectivo que determina la translación a través de una distancia finita X es:

A = e−iXHeff =

(

cosh(KX) (1/K)sinh(KX)
Ksinh(KX) cosh(KX)

)

(3.78)

K la hemos tomado por simplicidad independiente de la posición.

La matriz anterior es equivalente a tener una lente simétrica de radio de curvatura R̄ y espesor
d̄ de manera que:

1

R̄
=

K

1− n̄
tanh(KX/2), d̄ =

n̄

K
sinh(KX) (3.79)
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donde n̄ denota el indice refracción correspondiente al material de la lente.

Aśı con una aproximación propia de la óptica geométrica, los efectos de una región de
variaciones rápidas en el indice de refracción y curvatura de un haz de luz es equivalente en
promedio a las de una lente gruesa, con las caracteŕısticas adecuadas. Tomemos por ejemplo una
lente guresa con un alto ı́ndice de refracción, n̄≫ 1 tenemos que:

K|K| = −
2n̄2

R̄d̄
(3.80)

Ahora, a la inversa, una lente gruesa puede anular completamente los efectos de A y esto se
puede usar para medir las fluctuaciones en el sistema original (espećıficamente, en aquellos que
contribuyen a las fluctuaciones de ζ).

Las expresiones anteriores sufren correcciones al formar los términos de orden superior en el
desarrollo en serie de potencias para η.

Usando (3.27 ) se encuentra que entonces (3.77) toma la forma:

Heff = i

(

0 1
κ2 0

)

(3.81)

κ2 = 〈ζ2〉 − 〈ζ〉2 −
1

2
〈ln n−

1

2
〈ln n

[

ln n−
1

2
〈lnn〉

]

ζ
′

〈〉 (3.82)

donde, 〈(ln n− 〈ln n〉)ζ〉 y 〈[ln n− 〈ln n〉]2〉, se han tomado independientes de x.

Con respecto a correcciones de segundo orden, notamos que |K2| ≫ |κ2| lo cuál nos dice que
estas no tienen gran contribución. Se ha supuesto en este ejemplo que la escala de fluctuaciones es
grande en comparación con la longitud de onda del haz de luz, y que todos los ángulos de reflexión
y refracción son pequeños.

Adicionalmente en las correcciones se deben tener en cuenta las limitaciones propias de la óptica
geométrica: se supone que los rayos se encuentran en un plano o bien que el ı́ndice de refracción
se desprecia.

3.5. Potenciales Inhomogéneos

Consideremos el hamiltoniano cuántico dado por:

H = −
1

2m
∇2 + V0 + V1 (3.83)

V1 es la parte de H que varia rápidamente con respecto a la posición. Tomando la ecuación de
Schrödinger independiente del tiempo (2.4) se buscan soluciones de la forma Ψ=ψ+χ, la amplitud
de χ es pequeña pero con variaciones rápidas en la posición y la parte lenta con amplitud grande
corresponde a ψ, entonces:
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(

−
1

2m
∇2 + V0

)

ψ ≃ Eψ − 〈V1χ〉 (3.84)

−
1

2m
∇2χ ≃ −V1ψ (3.85)

a primer orden el hamiltoniano efectivo:

Heffψ = Eψ (3.86)

Heff = −
1

2m
∇2 + V0 + 〈V1

2m

∇2
V1〉 (3.87)

entonces el Hamiltoniano toma la forma anterior y en princio debe poder resolverse de forma
anaĺıtica o con los metodos usuales.
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Existen diversos sistemas de interés donde la interacción es con un campo que varia rápida-
mente en el tiempo y espacialmente o bien donde el potencial es inhomogéneo y no es posible
tener una solución sencilla o anaĺıtica de la ecuación de Schrödinger.

Tomando como primer caso un sistema bajo un perturbación del tipo:

H′ = fcos(αωx) (4.1)

tenemos una perturbación periodica, donde f es una constante que nos permite tener la pertur-
bación con amplitud pequeña, α es una constante que nos ayuda para generar la inhomogeneidad
y ω es la frecuencia de oscilación rápida.

El hamiltoniano es de la forma H = H0 +H′ conmathcalH0 es conocido, por ejemplo el de un
oscilador armónico. De acuerdo con el formalismo, a primer orden:

u =
1

i

∫

fcos(αωx)dx =
if

αω
sen(αωx) (4.2)

de manera que a primer orden la función de onda es:

ψ = ψ0 +
if

αω
sen(αωx)ψ0 (4.3)

Ahora para construir nuestro hamiltoniano efectivo debemos calcular el valor de 〈H′u〉 donde
H′u = if2ωsen(2αωx)/2α. Notemos que por tener una función seno, al calcular la integral para
el periodo como se requiere, esta es cero, por lo que procederemos como es usual en estos casos
tomando el promedio o valor esperado del cuadrado del seno. Tomando el módulo de H′u y
promediando en un periodo tenemos:
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〈H′u〉 =
1

2f

−i2f4

4α2ω2

∫ π/4αω

−π/4αω

sen2(αωx)dx =
πf3

32α2ω2
(4.4)

con ello escribimos entonces,

Ψ = ψ0 +
πf3

32α3ω3
ψ0 (4.5)

y el hamiltoniano efectivo como,

Heff = H0 +
πf3

32α3ω3
(4.6)

El potencial anterior puede llevarse a casos mas generales como un potencial de la forma
V (x)cos(ωt), donde la variación rápida es debida a ω. El tratamiento para este potencial casi es el
mismo que para el anterior solo que ahora el cálculo del valor esperado o promedio es con respecto
al tiempo, lo cual nos da:

u =
−iV (x)sen(ωt)

ω
(4.7)

〈H′u〉 =
V (x)4

16ω3
(4.8)

Por tanto tenemos que a primer orden la función de onda para el sistema completo es:

ψ = ψ0 +
V (x)4

16ω3
ψ0 (4.9)

Si el término que involucra ω en la expresión anterior es lo suficiente pequeño, podemos abogar
al teorema de Bloch cuando se está en presencia de un potencial periodico, entonces:

Ψ(x) = e−iHψ0(x) (4.10)

Otro caso interesante es el de los Neutrinos que son producidos en el sol. El problema abierto
es el deficit de neutrinos medidos en la tierra, la explicación más satisfactoria hasta ahora es que
los neutrinos esten oscilando entre diferentes estados y puede considerarse esta oscilación como
producida por la interacción de un campo externo [14].
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El hamiltoniano sin perturbar para este problema es:

H =

[

V/2 µB0

µB0 V/2

]

(4.11)

y la parte perturbada:

H ′ =

[

0 µBe−iωt

µBeiωt 0

]

(4.12)

Los valores propios de H los suponemos conocidos o bien es sencillo encontrar los eigenvalores
y eigenvectores a través de la ecuación caracteŕıstica de la matriz de H y corresponde a la
interacción de un neutrino con un campo externo cuyas variaciones con el tiempo son lentas.

En H ′, ω es la frecuencia de oscilación de la perturbación, está frecuencia es alta en el sentido
que hace que las variaciones con el tiempo sean mucho más rápidas que en H .

Bajo el formalismo presentado anteriormente debemos encontrar u:

u =
1

i

∫

dtH ′ =
1

ih̄

∫

µBe±iωtdt (4.13)

ahora el periodo de integración es, − π
2ω a π

2ω .

Las integrales nos dan en los dos casos u = − 2µB
ω i, entonces:

u = −
2µB

h̄ω
i

[

0 1
1 0

]

(4.14)

u nos permite calcular el conmutador, [H ′, u],

[H ′, u] = −
4µ2B2

h̄ω

[

senωt 0
0 senωt

]

(4.15)

De acuerdo con la expansión en (2.19), ahora hay que buscar el valor de 〈[H ′, u]〉 propiamente
es el valor esperado del conmutador con las funciones propias que necesitamos conocer explicita-
mente las funciones propias de H . Como un tratamiento de campo medio tomaremos el promedio
temporal del conmutador, considerando el promedio en el seno cuadrado. Entonces usando que:

〈|D|2〉 =
1

τ

∫ τ

0

|D|2dt (4.16)
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Si el periodo va de − π
2ω a π

2ω ,

〈sen(ωt)〉 =

∫ π
2ω

− π
2ω

sen2(ωt)dt =
1

2
(4.17)

lo cual nos lleva a que:

〈[H ′, u]〉 = −
µ2B2

h̄ω

[

−1 0
0 1

]

(4.18)

Estos cálculos nos permiten construir el hamiltoniano efectivo a primer orden,

Heff = H0 +
1

2
〈[H ′, u]〉+ ... (4.19)

Heff =

[

V
2 − µ2B2

h̄ω µB0

µB0 −V
2 + µ2B2

h̄ω

]

(4.20)

Este hamiltoniano es el mismo que el encontrado por [14] por metodos alternos. La virtud
del formalismo empleado aqúı hace posible tener una aproximación más fina que en [14]. Los
eigenvalores de enerǵıa son ahora, con correciones a primer orden:

λ = ±

√

E2
0 +

µ2B2

h̄ω
(
µ2B2

h̄ω
− V ) (4.21)

Si no hay perturbación, es decir B = 0, entonces los eigenvalores son±E0 que corresponden aH .

Considerando que E2
0 >

µ2B2

h̄ω ( µ2B2

h̄ω−V ), usamos también que, (1 + x)1/2 ≈ 1 + x/2. De lo cual
tenemos:

λ ≈ ±E0[1 +
1

2

µ2B2

h̄ωE2
0

(
µ2B2

h̄ω
− 1)] (4.22)

Como mencionamos anteriormente el formalismo presentado nos permite si lo deseamos, hacer
aproximaciones mas finas. Vamos a calcular al siguiente orden de magnitud, procediendo de la
misma manera que en los cálculos anteriores necesitamos, 〈[[H,u], u]〉 a segundo orden:

Heff = H +
1

2
〈[H ′, u]〉+

1

2
〈[[H,u], u]〉 − 〈uH ′u〉 (4.23)
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De esta forma obtenemos:

Heff =

[

V
2 − (µ

2B2

h̄ω + 4V µ2B2

h̄2ω2 ) µB0 −
8µ3B3

πh̄2ω2

µB0 −
8µ3B3

πh̄2ω2 −V
2 + (µ

2B2

h̄ω + 4V µ2B2

h̄2ω2 )

]

(4.24)

Los eigenvalores quedan como:

λ ≈ ±E0[1−
1

2
(
16µ4B3

0B

πh̄2ω2E2
0

+
64µ6B6

π2h̄4ω4E2
0

+
1

E2
0

(
µ2B2

h̄ω
+4V (

µ2B2

h̄2ω20
))(
µ2B2

h̄ω
+4V (

µ2B2

h̄2ω20
−V ))) (4.25)

Realizando una evaluación númerica de los eigenvalores de enerǵıa, tomando valores t́ıpicos
para estos casos de [14] tenemos que el valor de V/2 = 1×10−15eV , B0 = 17,6kG, B = 56,3kG y el
valor t́ıpico para la frecuencia es, h̄ω = 1×10−14eV y el momento magnético µ = 1×10−11µB, con
µB el valor del magnetón de Bohr. Sustituyendo los valores en las expresiones correspondientes,
obtenemos:

Los valores propios de enerǵıa para el caso sin perturbar son:

E
(0)
1,2 = ±1,1345× 10−15eV (4.26)

A primer orden:

E
(1)
1,2 = ±1,1628× 10−15eV (4.27)

A segundo orden:

E
(2)
1,2 = ±1,3984× 10−15eV (4.28)

De acuerdo con estos valores, a primer orden la corrección el del 2.49%, no muy significativa;
a segundo orden la corrección es más grande, es de esperar que crezca un poco, sin embargo
muchas veces no es tan significativa respecto a la primera, pero en este caso es de casi el 23% con
respecto a la enerǵıa inicial y del 20% respecto a la corrección de primer orden, lo que nos dice
que la corrección a segundo orden es importante. Si comparamos con respecto al resultado de la
referencia [12], donde el hamiltoniano encontrado corresponde a el primer orden de perturbación
en nuestro formalismo y según (4.27) y (4.28) hay un cambio mas importante si vamos a un orden
mayor de corrección..
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Conclusiones

Dadas las dificultades que se presentan al aplicar las técnicas usuales a sistemas f́ısicos que
presentan distintas escalas temporales en el hamiltoniano es que estudiamos un tratamiento
alternativo mediante hamiltonianos efectivos. Recordemos que en el formalismo separamos este
en una parte que varia de forma lenta o bien no depende del tiempo y otra en la cual se dan las
variaciones rápidas.

Como se ha mencionado la interacción de la materia con campos no siempre puede tratarse de
manera que el campo actúa debilmente o en forma lenta con el sistema f́ısico de interés, el tratar
el sistema como perturbaciones pequeñas nos permite obtener soluciones aproximadas y sencillas.
Afortunadamente uno puede extender este tipo de soluciones y dar una respuesta a una gran
variedad de problemas. Sin embargo muchas ocasiones se tiene que recurrir y buscar formas de dar
solución a problemas particulares según se va requiriendo. El formalismo presentado en la sección
(2) y (3) permite por lo visto dar solución a una gran cantidad de problemas donde la interacción
de los campos es rápida y no necesariamente débil. En el ejemplo presentado para neutrinos solares
matemáticamente no requiere de cálculos extraordinariamente elaborados. Recordemos que en la
aproximación a primer orden se obtiene lo mismo que en [14] de forma casi inmediata y a segundo
orden la corrección a los niveles de enerǵıa es mas significativa. Normalmente cuando tratamos
un problema de perturbaciones lo común es que a primer orden se tenga el término de mayor
relevancia y los siguiente van siendo poco significativos, aqúı tenemos algo que no es aśı ya que
existe una mayor relevancia en el segundo orden de aproximación y es virtud del metodo lo que
nos permite evidenciar esto, pues usando la aproximación de otros formalismos no se tiene esto
de forma sencilla, pues aunque los otros esquemas puedan llevarnos también a estas correcciones
todo indica que seŕıa por medios mas largos. Por lo que el formalismo presentado es una permite
obtener resultados pronto y conformes con lo resultados obtenidos de diversas maneras.

Esto último es especialmente significativo ya que se muestra con ejemplos expĺıcitos que los
resultados obtenidos se hacen de forma muy inmediata. Hay un ahorro importante de tiempo y
calculo en la obtención de resultados bajo este esquema. Incluso en el desarrollo de un código puede
tener buenas ventajas en su algoritmo por ello.
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