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TÍTULO DE LA TESIS
Análisis de Medidas de Enredamiento cuántico usando varianzas e
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Resumen

La presente tesis es un trabajo de investigación sobre medidas de enre-
damiento cuántico particularmente las que tienen que ver con varianzas e
incertidumbres. Se estudia esta ĺınea de investigación sobre medidas de en-
redo, ya que, se buscan observables fáciles de implementar en laboratorio,
en este sentido se usan las medidas de incertidumbre. El objetivo principal
de la tesis es desarrollar la medida de enredamiento colectividad para esta-
dos ortogonales y proponer una generalización para estados coherentes. Tal
medida colectividad se inspira en las relaciones de incertidumbre entrópicas.
De tal forma, analizamos las relaciones de incertidumbre entrópicas basadas
en las entroṕıas de Shannon, una medida de incertidumbre que da solución
a los problemas que tienen las relaciones de incertidumbre estándar. En este
análisis se presenta una expresión cuantitativa satisfactoria del principio de
incertidumbre, importante ya que basado en las relaciones de incertidumbre
entrópicas se inspira la colectividad. Por lo anterior, se estudian los avances y
discusiones concernientes al principio de incertidumbre, veremos que las rela-
ciones más conocidas como es la relación de incertidumbre general expresado
en términos del conmutador de dos operadores y la relación de incertidumbre
de Heisenberg son relaciones débiles para representar el principio de incer-
tidumbre ya que tienen limitantes importantes. La mayor de ellas tomar a
la desviación estándar como una medida de incertidumbre. Se muestra con
ejemplos dichos problemas. De igual manera, se lleva a cabo una revisión
bibliográfica y estudio del arte del fenómeno de enredamiento cuántico. Con
lo anterior se logra una base importante para continuar con el estudio del
fenómeno que caracteriza a la mecánica cuántica.
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Introducción

El Enredamiento Cuántico (EC), es considerado como la esencia misma
de lo cuántico, es decir, las manifestaciones más profundas y caprichosas de
la mecánica cuántica dan como resultado el fenómeno que fue llamado por
primera vez, espeluznante acción a distancia. Un estado enredado consiste
en correlaciones entre estados, demasiado fuertes como para ser representa-
dos en producto de estados cuánticos. Esta manifestación tan peculiar llamo
la atención de la comunidad cient́ıfica por el simple hecho de ser expresio-
nes únicas y extrañas en el universo cuántico. Pero, a partir del surgimiento
de las primeras ideas sobre la posible aplicación del fenómeno en el ámbito
de la información, la atención se volvió mayúscula, dándole una prioridad
sobresaliente al desarrollo de la teoŕıa, que va encaminada al impulso de
nuevas tecnoloǵıas tales como: tele transportación de la información, cripto-
graf́ıa cuántica y procesadores cuánticos. Y es que, a lo largo de la historia
la capacidad de procesamiento y envió de información ha sido una prioridad
ineqúıvoca por desarrollar. De tal forma, que tales aplicaciones del EC han
centralizado el esfuerzo del mundo cuántico.

El objetivo de cualquier tarea que tenga que ver con EC, es estudiar esta-
dos enredados de los cuales se tenga pleno conocimiento del nivel de enredo
y aśı realizar de mejor manera las investigaciones que convengan. Dicho lo
anterior, una de las prioridades es el desarrollo de métodos de cuantificación
de enredo. Para ello, se han propuesto diversas medidas de enredamiento,
como por ejemplo: la medida geométrica de enredo, la negatividad o des-
composición Schmidt. También, podemos mencionar los conocidos criterios
de cuantificación: la entroṕıa de Von Neuman y la concurrencia, esta última
quizá la medida más conocida de enredo. En general, las propuestas para
cuantificar el enredo son abundante, sin embargo, las mediciones del EC pro-
puestas son dif́ıciles de medir en un experimento f́ısico. Un caso notable de
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Introducción vii

esto es la concurrencia que se define a partir del complejo conjugado del vec-
tor de estado, esto último imposible de realizar experimentalmente. De igual
manera, podemos mencionar la matriz de densidad, como medida informa-
ción. Sin embargo, determinar todos los elementos de la matriz es algo muy
complicado de llevar a cabo experimentalmente. En consecuencia los inten-
tos recientes para la medición experimental se basan en encontrar cantidades
accesibles experimentalmente.

Una ĺınea de investigación, sobre medidas de EC basadas únicamente en
cantidades mensurables experimentalmente, es aquella que tienen que ver con
incertidumbres cuánticas. Entonces, hablaremos de medidas de enredamiento
usando varianzas e incertidumbre. Espećıficamente, trataremos con la medi-
da de enredo Colectividad defina en función del producto de las proyecciones
de estados separables con el estado cuántico a cuantificar. El concepto im-
portante de la Colectividad, y por lo cual es objeto de estudio, es que dicha
medida de enredo está basada en las relaciones de incertidumbre entrópicas.
Por consiguiente, para llevar a cabo un estudio adecuado de esta medida de
EC es necesario revisar el concepto de relaciones de incertidumbre.

Entonces, el concepto fundamental de la presente tesis no sólo se centra-
liza en medidas de enredamiento cuántico. También, es necesario un análisis
del desarrollo, progreso e interpretación del principio de incertidumbre de
Heisenberg en mecánica cuántica. Veremos que el estudio de las relaciones
de incertidumbre que describen el nombrado principio juega un papel impor-
tante para el surgimiento de las relaciones de incertidumbre entrópicas base
de nuestra medida de enredamiento. En consecuencia, se presenta un trata-
miento extenso de las relaciones de incertidumbre, abarcando deficiencias y
avances, útiles como base del actual trabajo de investigación.

El objetivo principal es, extender la colectividad para estados coheren-
tes. Para ello, se lleva a cabo una revisión bibliográfica y estudio del arte
del fenómeno de Enredamiento Cuántico (EC), primordialmente, en estudiar
medidas de enredo con la caracteŕıstica principal de ser implementadas en
el laboratorio. En este sentido se desarrolla la medida de EC, Colectividad,
para estados ortogonales y se propone la generalización antes mencionada.

Para lograr lo antes expuesto, se presenta en el primer caṕıtulo un desarro-
llo basto sobre las problemáticas de las relaciones de incertidumbre estándar,



Introducción viii

habiendo antes afrontado los conceptos fundamentales de tal tema. Pero aún
más importante se despliegan las posibles soluciones, una de ellas las rela-
ciones de incertidumbre entrópicas base de la medida de enredo colectividad.
Continuamos, con el caṕıtulo 2, donde comenzamos con una pequeña intro-
ducción histórica del surgimiento y proceso de avance de este fenómeno en la
mecánica cuántica, sin duda importante y necesaria para ingresar al estudio
del mundo del enredo. Aśı mismo, describimos el fenómeno de EC con un
ejemplo sencillo observando de manera espontánea las caracteŕısticas únicas
e implicaciones f́ısicas de tal fenómeno. Pasando, al formalismo matemático
del EC, se muestran ejemplos de algunos estados enredados. Posteriormente,
en el caṕıtulo 3 se presenta el estado del arte de las medidas de EC basadas
en relaciones de incertidumbre. Lo anterior, como solución a la necesidad de
caracterizar el enredo, por medio de medidas fáciles de implementar en el
laboratorio. Para terminar, en el caṕıtulo 4 se presenta el desarrollo de la
medida de enredo colectividad y la propuesta de generalización para esta-
dos coherentes, considerando claro, una breve descripción de estos estados
cuánticos semiclásicos. Finalizamos, el trabajo de investigación con algunas
conclusiones y con las perspectivas del trabajo posible a realizar a futuro
como continuidad de este tema de investigación.
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Caṕıtulo 1

Principio de incertidumbre

El principio de incertidumbre consta de una serie de argumentos pos-
tuladas por el f́ısico alemán Werner Heisenberg en 1927, de las cuales se
desprenden las relaciones de incertidumbre que expresan matemáticamente
dichos postulados. El principio de incertidumbre de Heisenberg afirma que
no se puede determinar simultáneamente y con precisión arbitraria, ciertos
pares de variables f́ısicas, como pueden ser la posición y el momento. En
palabras concretas, cuanta mayor certeza se busca en determinar la posición
de una part́ıcula menos se conoce su cantidad de movimiento lineal.

La medición siempre fue y ha sido un tema importante y polémico en el
desarrollo de la mecánica cuántica. Se ha tratado de desarrollar una buena
teoŕıa de medición, llegando a importantes concepciones de lo que se puede
observar y de lo que no. Estas discusiones, esclarecieron un poco el significa-
do de la dualidad onda-part́ıcula de la luz.

El desarrollo de la mecánica cuántica y del tema de la medición llevaron
a Max Born a afirmar que los fotones son part́ıculas, pero las estructuras que
producen son ondas, es decir, el comportamiento de ellos en ciertos ejemplos
en la naturaleza se refieren por probabilidades que crean interferencias como
si fueran ondas. Estas ideas, y lo que implicaba sobre ellas llevaron a Werner
Heisenberg colega de Max Born a profundizar en el tema e iniciar con lo que
hoy se conoce como principio de incertidumbre.

Continuando, con las ideas de Born, Heisenberg planteó, como las part́ıcu-
las están asociadas con las probabilidades que crean interferencia. Entonces,
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Principio de incertidumbre

lo mismo que ocurre en ondas, es imposible conocer tanto la cantidad del
movimiento exacta como la posición exacta de cualquier part́ıcula al mis-
mo tiempo, estos son los inicios de lo que hoy se conoce como principio de
incertidumbre de Heisenberg. Cabe mencionar, que los inicios del principio
de incertidumbre concuerdan con la formulación de la interpretación de Co-
penhague o principio de complementariedad hecho importante que concluye
con la interpretación hecha por Max Born, Niels Bohr y Werner Heisenberg
sobre la dualidad de la luz. Por lo tanto el principio de complementariedad
es adyacente al principio de incertidumbre enunciado por Heisenberg.

Como cualquier teoŕıa su buen desarrollo y crecimiento se basa en la re-
troalimentación surgida de los cuestionamientos y cŕıticas sobre su validez y
completes al mundo f́ısico. Este es el desarrollo natural de una teoŕıa cient́ıfi-
ca, no siendo la excepción para el principio de incertidumbre como lo veremos
en la estructura del presente caṕıtulo. Primero se dará una descripción de los
oŕıgenes del principio de incertidumbre, es decir, como se fue desarrollando la
teoŕıa con el paso del tiempo dadas nuevas aportaciones de diferentes cient́ıfi-
cos de la época. Posteriormente, se presentan los puntos que conforman el
principio de incertidumbre, los cuales representan el significado cualitativo de
las relaciones. Continuamos, con la derivación matemática de la relación ge-
neral de incertidumbre para aśı llegar al ejemplo más importante la relación
de incertidumbre de Heisenberg. Finalmente, haciendo reverencia a lo dicho
sobre el camino que sigue el desarrollo de cada ciencia, se concluye el caṕıtulo
describiendo los serios problemas que teńıan las relaciones de incertidumbre
conocidas hasta 1929, dando ejemplos de las limitaciones de dichas relacio-
nes. Se concluye, con algunas propuestas alternativas para dar solución a las
limitaciones de las relaciones de incertidumbre. Es aśı como se llega con el
desarrollo de una nueva tendiente las relaciones de incertidumbres entrópicas,
particularmente las entroṕıas de Shannon que más tarde retomaremos.

1.1. Origenes del principio de incertidumbre

El f́ısico Werner Heisenberg de origen alemán es quien por primera vez
introduce las relaciones de incertidumbre en uno de sus art́ıculos publicado en
1927. Heisenberg considera varios experimentos a determinar la posición y el
momento de una part́ıcula, llegando a la conclusión que la mayor precisión de
la posición es determinada con la menor presión en el momento y viceversa,

2
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esto lo expresó:

p1q1 ∼ h. (1.1)

La ecuación anterior es la primera relación matemática conocida publicada
por Heisenberg que describe una expresión cualitativa del principio de incer-
tidumbre. Cabe mencionar que, en trabajos anteriores Heisenberg ya hab́ıa
contribuido al desarrollo de la mecánica cuántica publicando art́ıculos sobre
la llamada mecánica de matrices una versión de la mecánica cuántica he-
cha por Born, Jordan, Dirac junto con Heisenberg. Sin embargo, hasta el
art́ıculo publicado en 1927 es cuando introduce por primera vez la relación
de indeterminación de Heisenberg hoy en d́ıa conocido como el principio de
incertidumbre. Es importante señalar que en el mismo art́ıculo Heisenberg
también introduce una relación de incertidumbre para la enerǵıa y el tiempo:

E1t1 ∼ h. (1.2)

Para conectar la relación cualitativa Ec. 1.1 con el formalismo matemático
de la mecánica cuántica, Heisenberg consideró una amplitud de probabilidad
Gaussiana de q1. Ahora la correspondiente amplitud de probabilidad de p1

es encontrada con la transformada de Fourier y será también Gaussiana. Las
anchuras de estas Gaussianas son inversamente proporcionales, aśı q1 y p1

representan anchos caracteŕısticos de estas Gaussiana lo cual implica que:

p1q1 = h. (1.3)

En el mismo año Kennard generalizó estos resultados, proponiendo y pro-
bando la conocida relación:

∆p∆q ≥ 1

2
~, (1.4)

donde ∆ denota la desviación estándar y ~ es la constante de Planck reducida.

Es Kennard quien por primera vez asigna una cantidad conocida, a las
variables f́ısicas que Heisenberg sólo introdujo como posición y momento. Al
introducir la desviación estándar se toma en cuenta una medida de dispersión
del paquete de onda Gaussiano, de tal forma que la desviación estándar
está asociada con la varianza dada por:

(∆p)2 =
〈
(p− 〈p〉)2〉

(1.5)

(∆q)2 =
〈
(q − 〈q〉)2〉

3
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En art́ıculos posteriores publicados en 1929, Heisenberg considera la desigual-
dad 1.4 como la expresión matemática precisa del principio de incertidumbre
dentro del formalismo de la mecánica cuántica. Aśı, la relación 1.4 usual-
mente es llamada la relación de Heisenberg. Finalmente en 1929 Robertson
prueba la relación general.

∆A∆B ≥ 1

2
|〈AB −BA〉| . (1.6)

Aqúı, A y B son operadores Hermiticos arbitrarios y ∆ nuevamente denota
la desviación estándar. Robertson es el primero que enfatiza que la desvia-
ción estándar es una medida de incertidumbre cuántica apropiada. También
define la incertidumbre ∆A como la ráız cuadrada de la desviación de A,
es decir, toma a la desviación estándar como una medida de anchura de las
Gaussianas que describen la amplitud de probabilidad en cada espacio. Es
aśı como la expresión 1.6 se toma como la expresión del principio de incer-
tidumbre estándar, aparentemente concluyendo con esta relación la historia
sobre el principio de incertidumbre al caso de ser referida en obras posteriores
y en casi todos los libros de texto como la relación exacta del principio.

Sin embargo, con el transcurso del tiempo se criticó severamente la afirma-
ción de que la expresión 1.6 sea una relación adecuada y sobre todo completa
para describir el principio de incertidumbre y los errores estad́ısticos de la
medición pero esto lo trataremos más adelante.

1.2. Principio de incertidumbre

En los inicios de la mecánica cuántica, el principio de incertidumbre cua-
litativamente expresaba la perturbación irreducible de un sistema atómico
por el acto de la medición, es decir, cuando nos proponemos medir ciertas
variables en un sistema microscópico, resulta que la medida siempre aca-
bará perturbando al propio sistema de medición, ya que sin importar cuál
sea nuestro método de medición siempre interferirá y modificara al sistema
introduciendo un error. Sin embargo usar el término ”error” crea confusión
de la incertidumbre cuántica y el concepto estad́ıstico de las fluctuaciones
aleatorias.

Es común argumentar que la famosa ecuación ∆p∆q ≥ 1
2
~ es el principio

de incertidumbre de Heisenberg. No obstante, técnicamente tal aseveración
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es errónea. Estrictamente, la anterior ecuación es la relación que pretende
describir el concepto fundamental del principio de incertidumbre de Heisen-
berg.

El principio de incertidumbre suele describirse vagamente por una serie
de argumentaciones negadas las cuales se mencionan a continuación.

A. Es imposible preparar estados en los que esta simultáneamente bien
localizados arbitrariamente la posición y el momento.

B. Es imposible medir simultáneamente la posición y el momento

C. Es imposible medir la posición sin inquietar el momento y viceversa.

Durante muchos años, no hubo conceso general sobre la validez o no del
principio de incertidumbre debido a la caracteŕıstica negativa de los argumen-
tos que componen el principio. Lo cual, lleva a limitaciones de las mediciones
en mecánica cuántica.

Es hasta el año 2007 cuando se demuestra el contenido completo del
principio de incertidumbre. Paul Busch, et al. [1]. Deducen que, el principio
de incertidumbre comprende tres tipos de relaciones de incertidumbre con-
ceptualmente distintos. Demuestran que la relación de incertidumbre no es
sólo una condición suficiente sino también necesaria para la posibilidad de la
medición conjunta de posición y el momento, para mayor análisis se puede
analizar la referencia [1]. En este caso, para los objetivos de la tesis sólo men-
cionamos dicho trabajo. Ya que, para los fines necesarios del presente trabajo
más adelante se trataran los problemas que tienen que ver exclusivamente
con las relaciones de incertidumbre estándar.

1.3. Derivación de la relación general de in-

certidumbre.

En el acto de la medición, sabemos que para cualquier observable A, la
dispersión de datos del experimento está dado por.

∆A = Â− 〈A〉 . (1.7)
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Recordemos que los observables son representados por operadores Hermiticos(
Â
)

. Se reproduce, que tanto se desv́ıan los datos del valor promedio, esto

comúnmente se conoce como el ”desparramiento” de datos. Sin embargo, al
calcular el valor esperado de esta cantidad 〈∆A〉 claramente da cero. Lo cual
lleva a definir la varianza.

σ2 ≡
〈
(∆A)2〉 . (1.8)

Por lo tanto, para cualquier observable A, la varianza es,

σ2
A =

〈(
Â− 〈A〉

)2
〉
. (1.9)

Esto es,

σ2
A =

〈
Ψ|
(
Â− 〈A〉

)2

Ψ

〉
=
〈(
Â− 〈A〉

)
Ψ|
(
Â− 〈A〉

)
Ψ
〉

= 〈f |f〉 ,(1.10)

con f =
(
Â− 〈A〉

)
Ψ, del mismo modo para un observable B,

σ2
B = 〈g|g〉 con g =

(
B̂ − 〈B〉

)
Ψ. (1.11)

Entonces,

σ2
Aσ

2
B = 〈f |f〉 〈g|g〉 (1.12)

=
〈(
Â− 〈A〉

)
Ψ|
(
Â− 〈A〉

)
Ψ
〉〈(

B̂ − 〈B〉
)

Ψ|
(
B̂ − 〈B〉

)
Ψ
〉
.

Sabemos por definición que el producto interno de 2 funciones es:

〈f |g〉 ≡
b∫

a

f(x)∗g (x) dx. (1.13)

Entonces, la ecuación 1.12 queda:

σ2
Aσ

2
B =

b∫
a

|f (x)|2dx
b∫

a

|g (x)|2dx. (1.14)
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Luego usamos la desigualdad de Schwarz∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)∗g (x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
√√√√√ b∫

a

|f (x)|2dx
b∫

a

|g (x)|2dx (1.15)

Es válido usar la desigualdad de Schwarz ya que f y g son ambas funciones
cuadrado-integrables. Aplicando la desigualdad,

σAσB ≥

∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)∗g (x) dx

∣∣∣∣∣∣ . (1.16)

Tenemos

σ2
Aσ

2
B ≥ |〈f |g〉|

2. (1.17)

Ahora, para cualquier numero complejo z

|z|2 = [Re z]2 + [Im z]2 ≥ [Im z]2 (1.18)

Pero, Im z = z−z∗
2i

. Entonces,

|z|2 ≥
(

1

2i
(z − z∗)

)
. (1.19)

Para la Ec. 1.17 sea z = 〈f |g〉, aśı:

σ2
Aσ

2
B ≥ |〈f |g〉|

2 ≥
[

1

2i
(〈f |g〉 − 〈f |g〉∗)

]2

. (1.20)

Luego, 〈f |g〉∗ = 〈g|f〉, entonces

σ2
Aσ

2
B ≥

[
1

2i
(〈f |g〉 − 〈g|f〉)

]2

. (1.21)

Aparte calculamos:

〈f |g〉 =
〈(
Â− 〈A〉

)
Ψ|
(
B̂ − 〈B〉

)
Ψ
〉

=
〈

Ψ|
(
Â− 〈A〉

)(
B̂ − 〈B〉

)
Ψ
〉

=
〈
ÂB̂
〉
− 〈A〉 〈B〉 . (1.22)
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Rećıprocamente,

〈g|f〉 =
〈
B̂Â
〉
− 〈A〉 〈B〉 . (1.23)

Entonces,

〈f |g〉 − 〈g|f〉 =
〈
ÂB̂
〉
− 〈A〉 〈B〉 −

〈
B̂Â
〉

+ 〈A〉 〈B〉

=
〈
ÂB̂ − B̂Â

〉
=
〈[
Â, B̂

]〉
. (1.24)

Por lo tanto

σ2
Aσ

2
B ≥

[
1

2i

〈[
Â, B̂

]〉]2

. (1.25)

La ecuación anterior nos representa la relación general de incertidumbre lla-
mada aśı por que está en términos de dos observables A y B cualesquiera.
De hecho, tales observables que son representados por operadores Hermiticos
pueden ser en particular cantidades tales como posición, momento, enerǵıa
y tiempo; en generar las más conocidas relaciones de incertidumbre, a par-
tir de calcular el correspondiente conmutador. Más adelante, veremos que la
dependencia en la Ec. 1.25 con el conmutador y por lo tanto, con el siste-
ma nos lleva a cŕıticas severas sobre la afirmación de que tal expresión sea
una relación adecuada y sobre todo completa para describir el principio de
incertidumbre cuántica.

1.4. Relación de incertidumbre de Heisenberg

Considerando la relación de incertidumbre general (Ec. 1.25) podemos de-
ducir relaciones de incertidumbre especificas tales de como la de Heisenberg.
De hecho las primeras relaciones de incertidumbre propuestas por Heisenberg
fueron la definida a partir de la posición y el momento.
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1.4.1. Posición-Momento

Para este caso los observables serán Â = q y B̂ = ~
i
d
dq

. Calculamos el
conmutador

[q, p] f (q) = q
~
i

d

dq
f (q)− ~

i

d

dq
(qf (q))

=
~
i

(
q
df (q)

dq
− qdf (q)

dq
− f (q)

)
= −~

i
f (q) . (1.26)

Entonces, [q, p] = −~
i

= i~. Por lo tanto, la ecuación 1.25 para el caso de
posición y momento se reduce a:

σ2
qσ

2
p ≥

[
1

2i
i~
]2

≥
(
~
2

)2

(1.27)

Que en términos de la desviación estándar es la relación que se conoce como
incertidumbre de Heisenberg.

σqσp ≥
~
2
. (1.28)

1.5. Problemas con las relaciones de incerti-

dumbre estándar

Desde su aparición, tanto la relación general de incertidumbre (Ec. 1.25)
como la relación de Heisenberg (Ec. 1.28), hasta la fecha se han considerado
como las relaciones de incertidumbre estándar (RIE), es decir, las relaciones
que expresan adecuadamente el principio de incertidumbre. Sin embargo, con
el transcurso del tiempo se ha criticado severamente la afirmación de que las
RIE sean relaciones adecuadas y sobre todo completas para describir el prin-
cipio de incertidumbre y los errores estad́ısticos de la medición.

La discusión se centra en dos aspectos. Primero, la relación 1.25 al estar
en términos del conmutador de dos operadores A y B conlleva a una fuerte

9



1.5. Problemas con las relaciones de incertidumbre estándar
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dependencia con el estado del sistema, lo cual arroja bastantes limitaciones,
más adelante se demostrará esto. Por otro lado, siendo el problema más
grave, las RIE presentan un gran defecto en su dependencia con la desviación
estándar como una medida de incertidumbre cuántica. Cabe mencionar, que
aún en nuestros d́ıas bastante literatura y en general en el estudio de la f́ısica,
se considera a las RIE como una expresión del principio de incertidumbre a
pesar de los problemas que se tienen con dichas expresiones. Tal popularidad
de las Ecs. 1.25 y 1.28 y apego a ellas quizás refleje una cierta vaguedad en
la interpretación de la mecánica cuántica y el principio de incertidumbre. En
los siguientes apartados se presentan y se demuestran los dos problemas.

1.5.1. La desviación estándar como una medida de an-
chura

En la teoŕıa clásica, los errores de medición son causados por la influencia
de varios factores perturbadores. Si además, las perturbaciones son causadas
por factores independientes, el error que es la diferencia entre el valor ver-
dadero y el valor medio sigue una distribución Gaussiana. Ahora, ya que, la
deviación estándar es una medida apropiada de la propagación de una Gaus-
siana, entonces, también será apropiada como una estimación de la magnitud
del error esperado. Sin embargo, sea señalado por muchos autores que el con-
cepto cuántico de incertidumbre no está de acuerdo con el concepto clásico
de errores. Ya que, en la teoŕıa cuántica el resultado de las mediciones son
ideales y en general impredecibles. La distribución de los resultados ideales
está dada por el modulo al cuadrado de la función de onda del sistema, es
decir, trataremos con distribuciones de probabilidad. En el siguiente ejemplo,
se muestra claramente como la desviación estándar no puede ser una buena
medida de incertidumbre. Demostraremos que al tomarla como medida de
anchura ésta diverge.

Ejemplo de problema

Consideramos un haz de luz que se hace incidir en una pantalla con una
rendija infinitamente larga de anchura 2a. Consideramos el momento p y la
coordenada de posición q perpendicular a la rendija. Como simple modelo
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Principio de incertidumbre

para la función de onda tomamos a ψ (q) dado por:

ψ (q) = (2a)−1/2 Si |q| ≤ a

(1.29)

ψ (q) = 0 En otra parte

En la Figura 1.1 [2], se presenta la distribución de la posición para la di-
fracción de una rendija, siendo la función de onda descrita por la Ec. 1.29.

Figura 1.1: Distribución de la posición para la difracción de una rendija.

Recordamos que la función de onda en el espacio de momento es la trans-
formada de Fourier de la función de onda en el espacio de posición. Entonces,
calculamos lo siguiente:

φ (p) = F {ψ (q)} = (2π)−1/2

∫
[ψ (q)]eipqdq

= (2π)−1/2

a∫
−a

[
(2a)−1/2

]
eipqdq

=
1

2(aπ)1/2

2i sin (ap)

ip
=
(a
π

)1/2 sin (ap)

ap
. (1.30)

Aśı, la función de onda en el espacio de momento es:

φ (p) =
(a
π

)1/2 sin (ap)

ap
. (1.31)

Al graficar el modulo al cuadrado de la Ec. 1.31 se encuentra la correspon-
diente distribución para el momento tal como se muestra en la Figura 1.2 [2].
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Figura 1.2: Distribución del momento para la difracción de una rendija.

Al comparar las gráficas de cada figura podemos observar la proporcionalidad
inversa bien definida entre la anchura de la rendija (∼ a) y la anchura del pico
central en el espacio momento (∼ 1/a ). En principio, esto se podŕıa tomar
como prueba de la validez para este caso del principio de incertidumbre. Sin
embargo, ya se ha discutido que en el concepto cuántico de incertidumbres,
se tiene que considerar las distribuciones de probabilidad. De la tal forma,
el principio de incertidumbre nos diŕıa: si la distribución de probabilidad de
p (q) se comprime la distribución de probabilidad de q (p) debe llegar a ser
más amplio. No obstante, esta afirmación no se cumple para este ejemplo
espećıfico. En otras palabras, no se cumple la relación de Heisenberg.

σqσp ≥
~
2

Para ser más espećıficos, considerando que σq y σp nos representa la anchura
de cada distribución. Vemos que, σq es del orden de a, entonces para que
se cumpla el principio de incertidumbre σp debe ser del orden de 1/a . Sin
embargo, tal relación de la anchura de la distribución en el espacio momento
no se cumple. Peor aún, demostraremos que diverge debido a las pequeñas
contribuciones de las partes distantes de φ (p).

Prueba:

Necesitamos calcular la varianza en el espacio de momento. La cual,
está definida de la siguiente manera:

σ2
p =

〈
(∆p)2〉 =

〈
φ|(∆p)2φ

〉
=

∞∫
−∞

(∆p)2|φ (p)|2dp. (1.32)
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También sabemos:

σ2
p =

〈
(∆p)2〉 =

〈
p2
〉
− 〈p〉2, (1.33)

si el valor medio de p es cero, nos queda:〈
(∆p)2〉 =

〈
p2
〉
⇒ (∆p)2 = p2. (1.34)

Por lo tanto, la varianza la vamos a calcular con la expresión:

σ2
p =

∞∫
−∞

p2|φ (p)|2dp. (1.35)

Hacemos el cálculo

σ2
p =

∞∫
−∞

p2

∣∣∣∣(aπ)1/2 sin (ap)

ap

∣∣∣∣2dp =

∞∫
−∞

p2

((a
π

)1/2 sin (ap)

ap

)2

dp

=
(a
π

) ∞∫
−∞

p2

(
sin (ap)

ap

)2

dp =
1

aπ

∞∫
−∞

sin (ap)2dp

=
1

aπ

∞∫
−∞

[
1

2
− 1

2
cos (2ap)

]
dp =

1

aπ

1

2
ĺım
t→∞

t∫
−t

dp− 1

2
ĺım
t→∞

t∫
−t

cos (2ap) dp


=

1

2aπ

[
ĺım
t→∞

t− ĺım
t→∞

sin (2at)

2a

∣∣∣∣t
−t

]
→∞ (1.36)

Hemos demostrado que la anchura de la distribución en el espacio momento
diverge, esto debido a que se asigna un peso cada vez mayor a las partes dis-
tantes de la distribución φ (p). De hecho, conforme a el ancho en el espacio de
posición aumente, en el espacio de momento la distribución de probabilidad se
concentra surgiendo intervalos cada vez más pequeños provocando con estas
pequeñas pero cada vez más contribuciones que σp cada vez sea más grande.
En conclusión, no se cumple el principio de incertidumbre, debido a que se
tienen un gran problema con la medida de anchura en el espacio de momento.

Entonces, la desviación estándar puede ser una buena medida para la
propagación de una distribución Gaussiana. Sin embargo, no es una buena
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medida para la propagación o la anchura de una distribución en general.
Aqúı, es donde observamos la valides de la expresión “el concepto cuántico
de incertidumbre no está de acuerdo con el concepto clásico de errores”. En
el concepto clásico, nuestro error sigue una distribución Gaussiana para la
cual podemos medir su anchura con la desviación estándar, que sin duda es
una buena medida para la propagación de la distribución. Sin embargo, ésta
medida de anchura no es válida en el concepto cuántico de incertidumbres
ya que, ahora la distribución está dada por el modulo al cuadrado de la
función de onda y tal distribución no siempre será Gaussiana. Aśı que, en
este caso la deviación estándar no será una buena medida de anchura. De
tal forma, tenemos que buscar un nueva medida de incertidumbre que nos
mida correctamente cualquier distribución en general y aśı tener un correcto
concepto cuántico de incertidumbre. Para encontrar finalmente, la relación
apropiada para la incertidumbre cuántica

1.6. La dependencia de la RGI con el estado.

El otro problema tiene que ver con la relación general de incertidumbre
(RGI), Ec. 1.25.

σ2
Aσ

2
B ≥

[
1

2i

〈[
Â, B̂

]〉]2

Claramente, el lado derecho de la ecuación depende del estado del sistema. A
causa de la dependencia con el conmutador entre dos operadores Â y B̂. La
limitación de dicha relación surge cuando el lado derecho de la relación llega a
ser cero. Lo cual, ocurre cuando el operador Â o B̂ tiene eigenestado. Veamos:

Sea |ψ〉 eigenestado del operador Â entonces, la ecuación de eigenvalores
es:

Â |ψ〉 = a |ψ〉 . (1.37)

Dado que Â es operador auto adjunto Â = Â†. Entonces

〈ψ| Â = a 〈ψ| . (1.38)

Entonces, al calcular el conmutador,〈
ÂB̂ − B̂Â

〉
= 〈ψ|

(
ÂB̂ − B̂Â

)
|ψ〉 = 〈ψ| ÂB̂ |ψ〉 − 〈ψ| B̂Â |ψ〉

= a 〈ψ| B̂ |ψ〉 − 〈ψ| B̂ |ψ〉 a = 0. (1.39)
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Por lo tanto, la dependencia de la Ec. 1.25 con el estado del sistema concluye
que la relación general de incertidumbre no es adecuada ni completa. Se
tiene que buscar opciones alternativas, como más adelante veremos lo son las
relaciones de incertidumbre entrópicas.

1.7. Propuestas alternativas.

Con el fin, de dar solución a los problemas de las relaciones de incerti-
dumbres estándar antes planteados. Primero, se define una nueva medida de
anchura para la dispersión de la distribución de intensidad. Posteriormente,
se presenta una mejor solución construyendo una medida de incertidumbre
a partir de la teoŕıa de probabilidades. Con esto se está asegurando que
la nueva medida probabilista de incertidumbre no sufra las deficiencias de
la desplazada desviación estándar. Con las entroṕıas de Shannon como las
nuevas medidas de incertidumbre se generan finalmente las relaciones de in-
certidumbre entrópicas, las cuales ya no tienen problemas como los teńıan
las RIE, siendo ahora relaciones completas.

1.7.1. Anchura media de pico como otra medida de
anchura

Se ha especificado que la desviación estándar en el concepto cuántico de
incertidumbres es una mala medida de anchura para la distribución en el
espacio momento, y en general, en el espacio defino por la transformada de
Fourier de la función de onda. Razón por la cual, se define una nueva medida
de anchura.

Existe una relación general entre la anchura de una función y su transfor-
mada de Fourier que es esencial para el principio de incertidumbre. En lo que
sigue, hablaremos de la anchura de la distribución de φ que corresponde al
espacio de la transformada de Fourier de ψ. La relación tiene que ver con la
estructura fina de la función φ y no con la anchura total W . Como estructura
fina se refiere a la anchura media de pico ver Figura 1.4.

El principal problema, es el de encontrar una medida útil para la anchura
de la estructura fina de una función de onda. Tal medida puede ser obtenida
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considerando la función de auto correlación de la función original,

f (q′) =

∫
ψ∗ (q)ψ (q − q′) dq. (1.40)

Entonces, es posible definir la anchura media de los picos wψ de ψ como el
valor más pequeño de w para el cual:

|f (w)| =
∣∣∣∣∫ ψ∗ (q)ψ (q − w) dq

∣∣∣∣ = m, (1.41)

el valor m es elegido positivo y menor que 1.

Para comprender mejor, veamos lo siguiente. |f (w)|2 es la densidad de pro-
babilidad de encontrar el estado desplazado ψ (q − w) en el estado ψ (q). En
otras palabras, es la probabilidad de encontrar ψ (q − w), con w pequeño,
dentro de lo que llamamos anchura media de los picos. Esta definición, da
buenos resultados para funciones con estructura en pico como el ejemplo de
la doble rendija mencionado arriba.

Figura 1.3: Densidad de probabilidad de encontrar el estado desplazado en
el estado .

Finalmente, se puede generar una relación de incertidumbre definida en
términos de la anchura total de una función de onda y la anchura media de
los picos en el espacio que visualiza la transformada de Fourier de la función
de onda, si y solo si, m = 2N−1 [3]. Aśı, la relación de incertidumbre queda:

Wψwφ ≥ C (N,m) Con m ≤ 2N − 1. (1.42)

Espećıficamente, en el ejemplo donde se muestra el problema de tomar a la
desviación estándar como una medida de anchura consideramos las cantida-
des posición-momento. Entonces, de manera particular podemos escribir la
relación de incertidumbre como:

Wqwp ≥ C ′ (N,m) . (1.43)
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Figura 1.4: Anchura media de pico

Siendo:

Wq →Anchura total de la distribución en el espacio posición.

wp →Anchura media de pico de la distribución en el espacio momento.

C ′ (N,m)→Es un número positivo que solo depende de N y m.

N →Tiene que ver con las fracciones existentes en la distribución de la po-
sición.

En generar, la ecuación 1.42 es válida para cualquier par de cantidades ob-
servables, no sólo para posición-momento.

De manera general, podemos concluir. Se ha resuelto el problema de to-
mar a la desviación estándar como una medida de anchura. Encontrando,
la medida de anchura adecuada en el espacio de momento, y en general, en
el espacio de la transformada de Fourier de la función de onda. Esta medi-
da será la anchura de la estructura fina, es decir, la anchura media de pico
obtenida a partir de una función de auto correlación de la función original.
Finalmente, a partir de esta nueva y adecuada medida de anchura se propone
una relación de incertidumbre alterna dada por la Ec. 1.42. Relación, válida
para cualquier densidad de distribución en mecánica cuántica.
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1.7.2. Relaciones de incertidumbre entrópicas.

En las últimas secciones hemos tratado los inconvenientes que tienen las
relaciones de incertidumbre estándar (RIE). Exhibimos, el grave problema
que se tiene al tomar a la desviación estándar como medida de anchura de
la distribución de probabilidad. Lo cual muestra una errónea definición de la
desviación estándar como medida de incertidumbre. También, probamos las
limitaciones de la relación de incertidumbre general al depender del estado.
Una solución a estos problemas tratada en la sección 1.7.1 fue proponer una
nueva medida de anchura en lugar de la desviación estándar. Se tomó la an-
chura media de pico como la medida de distribución. Sin embargo, aún queda
el problema de la relación de incertidumbre general y su dependencia con el
estado del sistema.

Es aqúı donde, se retoma la importancia de distinguir la diferencia entre
el error de medición en mecánica clásica y el concepto cuántico de incerti-
dumbres. Como ya se discutió, la distribución de los resultados de un expe-
rimento en mecánica cuántica, está dado por el modulo al cuadrado de la
función de onda, es decir, se involucran distribuciones de probabilidad. En-
tonces, seŕıa conveniente no sólo definir medidas de anchura de la dispersión
de cierta distribución, sino que, profundizar más y construir una medida de
incertidumbre a partir de la teoŕıa de probabilidades. De esta forma, no se
estará hablando vagamente de errores de medición. Al contrario, en base a la
teoŕıa de probabilidad, se estará hablando de una correcta definición de me-
dida probabiĺıstica de incertidumbre, esto es, el correcto concepto cuántico
de incertidumbre. Claramente, al encontrar una medida estad́ıstica de in-
certidumbre se podrá generar relaciones de incertidumbre que no sufran las
deficiencias de las RIE.

En teoŕıa de probabilidad, la noción de incertidumbre está dada por la
cantidad principal de una variable aleatoria que da la magnitud incierta del
promedio de los posibles resultados de un experimento aleatorio. Ahora, exis-
ten varias medidas de incertidumbre de una variable aleatoria en teoŕıa de
probabilidad [3], que se dividen en:

Medidas de momento, para la cual la incertidumbre de la variable aleatoria
está dada por la dispersión de sus valores. Ciertamente, esta es la definición
que se ha tomado para las RIE.
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Y la otra clase, son las incertidumbres entrópicas que es un tipo de me-
dida probabiĺıstica con la particularidad, que contienen sólo elementos de la
distribución de probabilidad de una variable aleatoria, que es justamente lo
que tenemos en mecánica cuántica. Por lo tanto, esta es la clase de medida
probabiĺıstica que nos conviene. De tal modo, para definir relaciones de in-
certidumbre adecuadas y sobre todo completas consideraremos medidas de
incertidumbre entrópicas.

Entroṕıas de Shannon

Comenzamos, por construir la medida adecuada de incertidumbre U. Su-
ponemos que entre más resultados alternativos tenga el experimento aleato-
rio, mayor es su incertidumbre. Entonces, cuando se realizan dos experimen-
tos aleatorios con n y m los resultados simultáneos, la incertidumbre total
de ambos experimentos está dada por la suma de las incertidumbres

U (q) = U (n) + U (m) , (1.44)

siendo q = n ·m el número de resultados efectivos de ambos experimentos.
La solución a la Ec. 1.45 esta.da por:

U (n) = k log n. (1.45)

Que representa la primera medida de incertidumbre introducida por el in-
geniero estadounidense Harthey quien la llamo ”información”. La Ec. 1.45
es válida siempre y cuando se cumpla el principio de probabilidades a prio-
ri, es decir, todos los resultados individuales del experimento aleatorio sean
igualmente probables. De lo contrario, la Ec. 1.45 se generaliza

U = k

n∑
i=1

pi log (1/pi ). (1.46)

La Ec. 1.46 es también una medida de incertidumbre demostrado por Shan-
non, cuando los resultados no son equiprobables. Para el caso particular,
k = 1 la Ec. 1.46 recibe el nombre de entroṕıa de Shannon que representa la
medida probabiĺıstica más importante para una variable aleatoria.
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Entonces, Para una variable aleatoria discreta x̃, su entroṕıa de Shannon
puede ser escrita de la forma:

S = −
n∑
i=1

P (xi) lnP (xi). (1.47)

Ahora bien, para definir la entroṕıa de una variable aleatoria continúa x̃c. Se
considera que la probabilidad de x̃c asume valores en el intervalo 〈xi, xi + ∆xi〉,
entonces P (xi) ≈ p (x̄i) ∆x donde x̄i es el i-esimo elemento del intervalo.
Aśı que, la entroṕıa de Shannon para este caso es:

S (x̃c) ≈ −
n∑
i=1

p (x̄i) ∆x log (p (x̄i) ∆x)

= −
n∑
i=1

p (x̄i) log p (x̄i) ∆x−
n∑
i=1

(p (x̄i) ∆x) log ∆x. (1.48)

Después de tomar intervalos infinitesimales se llega a la entroṕıa de variables
aleatorias continuas

Sc = −
∫ ∞
−∞

p (x) log p (x) dx. (1.49)

Recapitulando, las Ecs. 1.47 y 1.49 son las entroṕıas de Shannon para va-
riables aleatorias discretas y continuas respectivamente, que representan las
medidas de incertidumbre correctas para describir el concepto cuántico de
incertidumbres. Razón por la cual, si se hace referencia a las medidas de in-
certidumbre entrópicas es exactamente lo mismo que señalar las entroṕıas de
Shannon, es importante enfatizar esto para evitar posibles confusiones. Son
las entroṕıas de Shannon las que se usaran más adelante para generar las
relaciones de incertidumbre entrópicas.

Examinemos brevemente ahora, los problemas que surǵıan al tomar a la
desviación estándar como medida de incertidumbre ya no ocurren para las
entroṕıas de Shannon. Para probar esto, retomamos el ejemplo de la panta-
lla con una rendija de ancho 2a. Se demostró que σp (desviación estándar)
diverge. Ahora, considerando como medida de incertidumbre las entroṕıas
Shannon demostraremos que es finita.
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Evidentemente, tendremos que usar el caso continuo, es decir, la entroṕıa
de Shannon dada por la Ec. 1.49. Sabemos que la densidad de probabilidad
para el momento es:

q (p) = |φ (p)|2, (1.50)

con: φ (p) =
(
a
π

)1/2 sin(ap)
ap

. La función de onda en el espacio momento.

Por nomenclatura, se tomó q (p), evidentemente en la Ec. 1.49 esto co-
rresponde a p (x), existiendo la correspondencia entre las variables p → x.
Entonces, el cálculo de la entroṕıa es:

Sp = −
∫ ∞
−∞

a

π

(sin ap)2

(ap)2 log

(
a

π

(sin ap)2

(ap)2

)
dp

= log
(π
a

)
+

1

π
, (1.51)

donde

I = −
∫ ∞
−∞

(sin y)2

y2
log

(sin y)2

y2
dy ≈ 2. (1.52)

Encontramos que la entroṕıa del momento es finita y que además depende de
la anchura a. Esto es una prueba convincente de la validez de las entroṕıas
de Shannon como medida de incertidumbre.

Relaciones de incertidumbre entrópicas

Las relaciones de incertidumbre entrópicas se construyen de la siguiente
manera:

Consideremos el vector de estado |Ψ〉 contenido en el espacio de Hilbert
H. También consideremos dos observables A y B con eigenvectores |ai〉 y |bi〉
respectivamente. Entonces, la relación de incertidumbre entrópica estará re-
presentada por la suma de las entroṕıas de los dos observables los cuales no
conmuta, de tal manera que se cumpla la desigualdad.

SA + SB ≥ SAB, (1.53)

21



1.7. Propuestas alternativas.
Principio de incertidumbre

donde

S(A) =
∑
i

|〈Ψ|ai〉|
2

ln |〈Ψ|ai〉|2,

(1.54)

S(B) =
∑
j

|〈Ψ|bj〉|
2

ln |〈Ψ|bj〉|2.

SAB. Es una constante positiva que representa el ĺımite inferior de la desigual-
dad 1.53 [4]. En el caso de variables aleatorias continuas, que correspondeŕıa
por ejemplo a los observables A = x→ posición y B = p→ momento, con-
siderando las funciones de onda ψ (x) y φ (p). La relación de incertidumbre
para este caso queda:

Sx + Sp ≥ Sxp, (1.55)

donde

S(x) = −
∫ ∞
−∞
|Ψ (x)|2 ln |Ψ (x)|2dx, (1.56)

S(p) = −
∫ ∞
−∞
|φ (p)|2 ln |φ (p)|2dp. (1.57)

Las Ecs. 1.56 y 1.56 representan las entroṕıas de la posión y el momento
respectivamente. Y la Ec. 1.55 es la relación de incertidumbre entrópica al-
ternativa a la relación de incertidumbre de Heisenberg, válida para cualquier
densidad de probabilidad.

Para finalizar, la Ec. 1.53 representa la relación de incertidumbre entrópi-
ca definida en términos de las entroṕıas de Shannon dadas por la Ec. 1.54.
Esta relación de incertidumbre entrópica es válida para cualesquiera observa-
bles A y B que no conmuten, también dicha relación como ya se demostró es
libre de cualquier deficiencia que tuviera las RIE. Por lo tanto, podemos con-
cluir que la Ec. 1.53 es una relación de incertidumbre completa y adecuada.

22



Bibliograf́ıa

[1] P. Busch, T. Heinonen, and P. Lahtu, Physics. Reports, 452, 155-176
(2007).

[2] J. Hilgevoord and J. B. M. Uffink, Eur. J. Phys., 6, 165-170 (1985).

[3] V. Majernik and L. Richterek, Eur. J. Phys., 18, 79-89 (1997).

[4] D. Deutsch, Phys. Rev. Lett., 50, 9 (1983).

23



Caṕıtulo 2

Enredamiento Cuántico

En los inicios de la mecánica cuántica, los autores intelectuales del desa-
rrollo de esta rama de la f́ısica seguramente jamás se imaginaron el gran
impacto tecnológico y de conocimiento que tendŕıa el mundo cuántico en la
razón humana. Todo acompañado por un sin número de discusiones debido a
discordancias entre los f́ısicos de la época que hicieron posible tal desarrollo,
y es que la mecánica cuántica desde sus inicios siempre ha sido una teoŕıa
llena de paradigmas y sorpresas por descubrir. Por ello, la importancia de
iniciar este caṕıtulo como un breve recuento del origen de esta fascinante dis-
ciplina, para después llegar con el surgimiento del fenómeno de enredamiento
cuántico aśı como su desarrollo formal en la mecánica cuántica.

Del mismo modo que, empezaron a resolverse problemas gracias a la teoŕıa
cuántica antes no resueltos con la mecánica clásica, empezaron a surgir otros
fenómenos cuyo comportamiento era desconocido y no entendido, originando
nuevas preguntas por contestar que llamaron la atención de la comunidad
cient́ıfica. Entre estos fenómenos sobresale el que nos ocupa, el enredamiento
cuántico. Siendo este la base del desarrollo de esta tesis.

2.1. Mecánica Cuántica

El f́ısico alemán Max Planck es quien inicia la mecánica cuántica al resol-
ver el problema de la radiación de cuerpo negro en el año 1900. El problema
de la radiación de cuerpo negro o radiación térmica consist́ıa en explicar
por qué un cuerpo emit́ıa radiación como consecuencia de su temperatura,
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para esa época los f́ısicos trataban de explicar este fenómeno de radiación
basándose en la teoŕıa de ondas electromagnéticas ya que en el siglo XIX y
principios del XX se teńıa claro y era inobjetable que la luz era una onda elec-
tromagnética. Sin embargo, este problema no podia ser explicado basandose
en el pensaminento clásico, los resultados experimentales no concordaban
con las predicciones de dicha teoŕıa. Tal problema, al parecer sin salida, oca-
sionó que muchos f́ısicos desertaran en el intento por resolverlo pero no fue
el caso de Max Planck quien continúo trabajando hasta poder explicarlo.
Planck dio solución al problema olvidando que la enerǵıa que llegaba al cuer-
po era continuo y pensando que dicha enerǵıa llegaba de forma discreta, en
otras palabras Planck enunció la hipótesis que la radiación electromagnética
es absorbida y emitida por la materia en forma de cuantos de luz, más tarde
llamados fotones, fue el principio de la cuantificación de la enerǵıa. A pesar de
que, con esta hipótesis el problema se solucionaba, el propio Planck no daba
crédito a su hipótesis al punto de decir que sólo era un artificio matemático
para resolver dicho problema, dejando en claro que no era una descripción
correcta del comportamiento f́ısico.

Fue Albert Einstein que apenas comenzaba su carrera prodigiosa como
f́ısico quien dio crédito a los trabajos de Planck, retomando estas ideas pro-
puso que efectivamente la luz en ciertas circunstancias se comportaba como
part́ıculas cuya caracteŕıstica era que su enerǵıa estaba cuantificada. Poste-
riormente, basándose en esta teoŕıa pudo explicar el efecto fotoeléctrico, un
fenómeno descubierto por Heinrich Hertz en 1887 pero no explicado teórica-
mente hasta 1905 por Albert Einstein quien desarrolló y explicó de manera
concluyente tal efecto a partir de la teoŕıa de cuantos de Planck. Cabe desta-
car que el trabajo del efecto fotoeléctrico fue publicado por el f́ısico alemán
en el año de 1905, en el conocido Annus Mirabilis donde Einstein además de
este art́ıculo publicó tres más de gran relevancia en el mundo f́ısico, y cuyo
trabajo sobre el efecto fotoeléctrico lo llevo a ganar más tarde el premio nobel
de f́ısica.

Después de Planck y Einstein continuó Niels Bohr en el desarrollo de la
mecánica cuántica, quien basándose en las teoŕıas del átomo de Rutherford,
publicó su modelo atómico en 1913, introduciendo la teoŕıa de las órbitas
cuantificadas que consist́ıa en el modelo, donde el átomo estaba conformado
por un núcleo y electrones orbitando a ciertas distancias permitidas deno-
minadas distancias discretas; además el número de electrones aumentaba en
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cada orbita desde el interior hacia el exterior.

Otro hecho importante en el desarrollo de la teoŕıa cuántica fue el expe-
rimento hecho por el f́ısico Arthur Compton en 1923 quien pudo explicar a
partir de la teoŕıa de cuantos el corrimiento en la longitud de onda de un
fotón de rayos X al dispersarse en el choque con un electrón libre. Fenómeno
denominado efecto Compton que nuevamente no era posible explicar desde
el punto de vista de ondas electromagnéticas, tal experimento constituyó la
demostración final de la naturaleza corpuscular de la luz tras los estudios de
Planck sobre la radiación de cuerpo negro y la explicación de Albert Einstein
del efecto fotoeléctrico. Los trabajos de Compton también lo llevaron a ganar
el premio nobel en 1927.

Posterior al efecto Compton, el conocimiento sobre la radiación electro-
magnética cambio, entendiendo y aceptando que la radiación tiene un com-
portamiento dual, es decir, un comportamiento ondulatorio y corpuscular.
Aśı, continuo el paso de la mecánica cuántica con Louis De Broglie, quien en
su tesis doctoral de 1924 propuso que la dualidad de la radiación debeŕıa ser
aplicable a la materia, es decir, tanto el fotón como cualquier part́ıcula de
materia como un electrón tiene asociada una onda que gobierna su movimien-
to, surgió la idea de la existencia de ondas de materia. En su hipótesis De
Broglie determinó una relación que asocia la descripción ondulatoria y la cor-
puscular, relacionó la caracteŕıstica más sobresaliente de una part́ıcula como
lo es el momento lineal P = mv con el periodo espacial λ una carateŕıstica
ineqúıvoca de una onda. Es aśı, como inicia el concepto de dualidad onda
part́ıcula que se refiere, en palabras dichas por De Broglie “Toda materia pre-
senta caracteŕısticas tanto ondulatorias como corpusculares comportándose
de uno u otro modo dependiendo del experimento espećıfico”.

No obstante, faltaba una teoŕıa para conectar las ideas y aclarar como
una onda pod́ıa actuar como part́ıcula y viceversa y explicar aśı el misterio
de la dualidad onda part́ıcula. Es como llegamos, a 1925 con el f́ısico Austria-
co Erwin Schrödinger quien formuló una ecuación que lleva su nombre. La
ecuación de Schrödinger es una ecuación de movimiento válida para las on-
das de materia cuya existencia hab́ıa propuesto De Broglie. Dicha ecuación,
sentó las bases de la mecánica cuántica con la cual no sólo se demostraron
todos los efectos cuánticos anteriores sino que dio lugar para nuevos experi-
mentos cuánticos.
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La teoŕıa cuántica planteo más preguntas que respuestas, muchas de es-
tas preguntas surgen con el experimento de la doble rendija, un experimento
clave para explicar la dualidad onda part́ıcula y entender el concepto funda-
mental de la mecánica cuántica. En este experimento surge el gran problema
de la medición que se traduce en observar, se concluye, que cuando se mi-
de con un dispositivo f́ısico se interacciona con el sistema perturbando los
resultados, sin embargo, mientras un objeto cuántico no interaccione con
su entorno, por lo general, no tiene una posición definida, normalmente se
distribuye en muchas posiciones, es lo que se denomina superposición cuánti-
ca, es como si un objeto cuántico pudiera hacer diferentes cosas o estar en
diferentes lugares al mismo tiempo. Esta idea, considerada por muchos co-
mo una paradoja inquietó al mundo f́ısico entre ellos a Schrödinger quien
construyó un experimento Gedanken (experimento imaginario) para poder
imaginarse este comportamiento perturbador de la mecánica cuántica. El fa-
moso gato de Schrödinger es un experimento mental sobre las implicaciones
de la superposición cuántica, que teńıa como objetivo mostrar lo absurdo de
las implicaciones de la teoŕıa, pero que, por otro lado, creo más expectativa
y estruendo aún a la fecha. Estas son las ideas perturbadoras que hacen a la
mecánica cuántica tan intrigante.

Al igual que a Schrödinger a Einstein también le intrigo esta paradoja él
créıa que se pod́ıa entender todo si se descubriera una teoŕıa más comple-
ta, para demostrarlo creó un nuevo experimento conocido como la paradoja
EPR.

2.2. Origenes del enredamiento cuántico

Hasta 1935 la comprensión conceptual de la teoŕıa cuántica estaba do-
minada por las ideas de Niels Bohr, Max Born y Werner Heisenberg sobre
la complementariedad y la visión de los problemas ya conocidos sobre la
medición en el campo cuántico, observar un objeto cuántico involucra una
interacción f́ısica con un dispositivo de medida clásico que da como resultado
una perturbación incontrolable de ambos sistemas. Bohr junto con Born y
Heisenberg formularon, en la interpretación de Copenhague lo que se conoce
como el principio de complementariedad la cual dice que ambas descripcio-
nes la ondulatoria y la corpuscular son necesarias para comprender el mundo
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cuántico. Estas ideas estaban centradas en la observación y medidas en el do-
minio cuántico, que además llevaron a Werner Heisenberg en 1927 a enunciar
el principio de incertidumbre que desempeño un importante papel en el desa-
rrollo de la mecánica cuántica. En cambio, Einstein expresaba un desacuerdo
ante todos estos comportamientos de la mecánica cuántica, quien desde 1913
manteńıa un encendido debate con Niels Bohr sobre las posibles contradic-
ciones y errores existentes en la teoŕıa, sin olvidar que exist́ıan otros f́ısicos
de la época que tampoco estaban de acuerdo con la situación de la teoŕıa
cuántica entre ellos Schrödinger, siendo Albert Einstein el cŕıtico más nota-
ble. La inconformidad de Einstein estaba basada en la indeterminación de
las predicciones cuánticas (problema de la medición), la no localidad de la
teoŕıa y las superposiciones de dos o más alternativas clásicamente excluyen-
tes a lo que Einstein llamo espeluznante acción a distancia. Esto llevo
al f́ısico alemán a montar un experimento en colaboración con sus colegas
B. Podolsky y N. Rosen que más tarde se convertiŕıa en la paradoja EPR,
para mostrar una posible incompleta teoŕıa cuántica.

Después de que Einstein introdujera en 1935 el concepto de lo que lla-
mo espeluznante acción a distancia, fue el f́ısico Erwin Schrödinger quien
denomino a este fenómeno en alemán como Verschränkung, traducido a la
palabra inglesa como entanglement, en español enredo o entrelazamiento, de
esta forma comenzó el desarrollo de las propiedades de aquellos estados de
un sistema compuesto llamados, estados enredados o entrelazados.

2.2.1. Paradoja Einstein, Podolsky y Rosen (EPR)

En el ejemplar del 15 de mayo de 1935 de Physical Review, Albert Einstein
apareció en un art́ıculo con sus colegas Boris Podolsky y Nathan Rosen. El
art́ıculo se titula “Can Quantum Mechanical Description Of Physical Reality
Be Considered Complete? ”[1]. Este celebre art́ıculo da inicio a un apasio-
nante debate sobre la naturaleza de la descripción cuántica. Es el punto de
partida, de muchos otros trabajos, continuando con uno más de Einstein, con
las mismas ideas que el inicial hecho por Einstein, Podolsky y Rosen (para
futuras referencias EPR), ordenadas un poco mejor con la sugerencia de Wol-
fang Pauli. Posteriormente, David Bohm presentó una versión simplificada
de la paradoja EPR, basada en observables de dos part́ıculas con spin 1/2
[2, 4]. Pasando a los trabajos de John S. Bell quien formuló el teorema de
Bell y las desigualdades con el mismo nombre. Y finalmente, con los art́ıcu-
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los publicados por Alain Aspect, por mencionar los más emblemáticos que
dieron forma, presentando y confirmando el comportamiento más caprichoso
de la mecánica cuántica el enredo.

Para Einstein era inaceptable que la teoŕıa cuántica tuviera predicciones
en efectos no locales, es por ello que el objetivo principal de la paradoja EPR
era mostrar que la idea de superposición cuántica y el fenómeno de espeluz-
nante acción a distancia sólo eran pruebas que la mecánica cuántica carećıa
de realismo en el mundo f́ısico siendo una teoŕıa incompleta. El experimento
planteado por EPR descrito en el art́ıculo [1] y después en el publicado por
Einstein con ideas de Pauli [3], consistió en tomar un par de part́ıculas sepa-
radas por una gran distancia, luego existen dos observadores que toman cada
una de las part́ıculas, el primer observador mide la part́ıcula A dándole aśı un
estado que no teńıa antes, el concepto clave es que al realizar la medición en
A también se está determinando el estado de la part́ıcula B gracias al en-
redamiento cuántico y al principio de incertidumbre. Para Einstein esto era
imposible como era posible que medir algo en A afectara algo que está muy
lejos. Es aśı como Einstein basa el desarrollo para la demostración en dos
conceptos cruciales:

Realidad f́ısica

Un elemento de la realidad f́ısica se refiere a que si una variable se pue-
de predecir con certeza sin afectar el estado del sistema, entonces la misma
variable corresponde a un elemento de la realidad f́ısica. Estas ideas están ba-
sadas en el principio de incertidumbre de Heisenberg estudiado en el caṕıtulo
anterior, el cual nos dice que el conocimiento de una de las variables llámese
un observable, implica ignorancia sobre la otra.

Teoŕıa local

Una teoŕıa local o también enunciado como principio de localidad es aque-
lla que excluye la posibilidad de la acción a distancia, dicho en otros términos
no es posible la conexión entre dos observables separados por una distancia
considerable, ya que de haber algún tipo de conexión violaŕıa la teoŕıa relati-
vista; nada viaja más rápido que la luz. Cabe aclarar que en estas instancias,
Einstein ya hab́ıa publicado sus art́ıculos sobre relatividad especial en 1905.

Lo que Einstein y sus colegas intentaron mostrar es que dos observables en
un estado enredado (comportamiento caracteŕıstico de la mecánica cuántica)
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podŕıan pertenecer a la misma realidad f́ısica, esto implicaŕıa que los ob-
servables tienen realidad simultánea y por lo tanto la realidad dada por la
función de onda no es completa, ya que, de ser aśı la función de onda debeŕıa
predecir valores concretos lo cual no ocurre. Concluyendo, que si la mecánica
cuántica fuese local (como se supone debe ser toda teoŕıa razonable) daŕıa
una descripción incompleta de la realidad f́ısica.

La paradoja EPR constituyó uno de los cuestionamientos más fuertes que
recibió la Mecánica Cuántica, pero a la vez funcionó como un poderoso esti-
mulante que llevó a la comunidad cient́ıfica a profundizar en aspectos hasta
el momento poco explorados y no del todo entendidos, pero que sin duda han
sido el propulsor fundamental para el desarrollo de nuevas tecnoloǵıas.

2.2.2. Desigualdades de Bell

Después de la publicación de la paradoja EPR, David Bohm describió una
versión simplificada en 1951 quien al final mostró que es posible construir una
interpretación no local de la mecánica cuántica basada en una teoŕıa alter-
nativa local, completa y realista a la vez, denominada teoŕıa de variables
ocultas [4]. Esto implica, que dado la existencia de un considerable conjun-
to de evidencias experimentales a favor de la mecánica cuántica, una teoŕıa
de variables ocultas debeŕıa completar la descripción de la función de onda,
reproduciendo los mismos resultados que la mecánica cuántica. Más tarde
J. S. Bell demostró que ninguna teoŕıa de variables ocultas es incompatible
con la mecánica cuántica.

John Stewart Bell f́ısico irlandés publicó un art́ıculo en 1965 titulado “On
the Einstein-Podolsky-Rosen paradox ”[5], en este trabajo mostró algunos ras-
gos particulares de la paradoja EPR, surgiendo con lo que se conoce hoy en
d́ıa como el teorema de Bell. El f́ısico irlandés diseño un experimento para
probar, lo que Einstein pensaba era imposible, mostró que el enredamiento
no pod́ıa mostrarse con una teoŕıa básica y sencilla. Cabe destacar que los
experimentos de Bell coincidieron con el desarrollo del láser lo que hizo po-
sible la realización de tales experimentos.

El teorema de Bell se basa en dos hipótesis: el determinismo y la locali-
dad, afirmando que toda teoŕıa de variables ocultas que sea determinista y lo-
cal tiene necesariamente algunas predicciones incompatibles con la mecánica
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cuántica en palabras claras a la incompatibilidad entre la mecánica cuánti-
ca y las variables ocultas locales se le conoce como teorema de Bell. Este
resultado implica que las teoŕıas deterministas locales de variables ocultas
y la mecánica cuántica son mutuamente excluyentes, concluyendo que nin-
guna teoŕıa determinista y local puede reproducir todos los resultados de la
teoŕıa cuántica. Del teorema de Bell se desprende la primera desigualdad a la
cual posteriormente se han descrito múltiples generalizaciones y mejoras de
la desigualdad original, colectivamente llamadas desigualdades de Bell. Por
lo tanto las violaciones de las desigualdades de Bell por la mecánica cuántica
son demostraciones del teorema.

Traduciendo estás conclusiones confusas de Bell, al asumir que ninguna
teoŕıa determinista local de variables ocultas es consistente con la mecánica
cuántica, nos da a entender que la mecánica cuántica no necesariamente tie-
ne que ser local, abriendo la posibilidad de tener variables desconocidas no
locales que dan a conocer que el universo cuántico es no local, siendo válido
pensar en fenómenos como el enredamiento cuántico.

La transición del pensamiento hacia el mundo del enredo concluyó con
los trabajos de Alain Aspect, los cuales refutan y visualizan de manera cla-
ra el fenómeno más caracteŕıstico de la teoŕıa cuántica. En el año de 1981
Alain Aspect publica junto con Philippe Grangier y Gerard Roger el primer
art́ıculo que da inicio a una serie de experimentos los cuales dan crédito al
fenómeno cuántico. En el art́ıculo publicado en 1981 [7], Aspect y sus colegas
describen un experimento donde miden la correlación de polarización lineal
de los fotones emitidos en una cascada atómica radiactiva de calcio, teniendo
como resultado violaciones a las desigualdades de Bell. A este experimento
le siguen otros dos realizados por los mismos autores quienes exponen los
resultados en dos art́ıculos, ambos publicados en 1982 [6, 8]. El resultado de
estos dos últimos experimentos fue el mismo que el primero, violaciones a las
desigualdades de Bell descartando todas las clases de teoŕıas realistas locales.
En términos generales, describen un experimento basado en la producción de
pares de fotones mandados en direcciones opuestas de tal manera que al estar
a cierta distancia el uno del otro medirlos al mismo instante, tomando en el
experimento ciertas consideraciones para que las mediciones sean indepen-
dientes del concepto de relatividad. Los resultados de las mediciones estaban
estrechamente correlacionados, esto significa que cuando los fotones estaban
a la distancia elegida los fotones se comportaban como un sólo objeto. Alain
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Aspect concluye que para comprender el resultado del experimento tenemos
que creer en la espeluznante acción a distancia.

Los experimentos de Alain Aspect establecieron que tales fenómenos cuánti-
cos eran reales, dif́ıciles de imaginarlos y encontrarles sentido, pero al final de
cuentas posibles en el mundo cuántico. Se comprueba que, el universo cuánti-
co se comporta de manera extraña, tan extraña como el gato de Schrödinger
o el enredamiento cuántico. Es aśı, como se da paso a un universo totalmente
nuevo y prometedor para el desarrollo de la teoŕıa cuántica y la creación de
nuevas tecnoloǵıas basada en la teoŕıa del enredo.

Solo queda por aclarar que hasta el momento se ha optado por describir
de manera rápida y un poco burda los hechos y las caracteŕısticas más im-
portantes de los trabajos que influyeron en el desarrollo de esta disciplina,
sin profundizar en el tema, omitiendo ecuaciones, ya que el objetivo de este
apartado es dar una idea del desarrollo del enredamiento cuántico al paso de
los años. La falta de ahondamiento sobre el tema es justificable, ya que, el
objetivo principal de esta tesis se encuentra basado en el concepto de enreda-
miento cuántico que en secciones posteriores se profundizará. Para un mejor
entendimiento de cada tema, consultar las referencias señaladas aclarando
que existen otros muchos art́ıculos de los mismos autores y de otros más pu-
blicados en la misma época que ayudaron y fueron vitales para la discusión
y desarrollo de tal disiplina.

2.3. Un primer contacto con enredamiento

cuántico

El enredamiento cuántico es un fenómeno tan peculiar de la óptica cuánti-
ca que en principio se pensaŕıa que es un comportamiento f́ısico poco usual
y por lo tanto, muy dif́ıcil de observar, lo que lleva a pensar inmediatamente
que en igual medida es un fenómeno complicado de realizar y obtener en un
laboratorio experimental. No obstante, en el presente caṕıtulo se muestra que
esté fenómeno cuántico es más común de lo que uno pensaŕıa y que existen
varios ejemplos de estados enredados en el mundo f́ısico, de igual forma se
muestra que en algunos casos realizar un experimento f́ısico para conseguir
un estado enredado no es tan complicado como parece.
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Aunque en muchos de los experimentos que tienen que ver con enre-
damiento cuántico se necesita de una diversidad de instrumentos ópticos
complejos, que en su mayoŕıa son desarrollados únicamente para tal arreglo
experimental lo que implica que sean costosos de fabricar o conseguir. Se
puede montar un experimento para lograr un estado enredado sin necesidad
de tener este tipo de aparatos, un ejemplo muy sencillo se puede realizar con
un instrumento tan cotidiano en el mundo óptico experimental como lo es el
divisor de haz, el único problema para llevar acabo el experimento es tener
la fuente de luz adecuada que nos genere el comportamiento no clásico, una
que nos lleve al ĺımite cuántico donde necesariamente tengamos que traba-
jar con el comportamiento corpuscular de la luz, es decir, lo lograremos con
radiación de pocos fotones.

2.3.1. De mecánica clásica al ĺımite cuántico de un di-
visor de haz

La mayoŕıa de fuentes de luz conocidas irradian una considerable can-
tidad de enerǵıa, mediante los fenómenos de emisión espontánea y emisión
estimulada. Por ejemplo, fuentes coherentes como los láseres generan radia-
ción a partir de dos fenómenos; primero, al bombear un medio activo ocurre
una inversión de población provocando un estado excitado, pero sabemos que
la materia busca estar en su mı́nimo estado energético, por ende el estado
excitado decae a un estado de enerǵıa más bajo, traduciendo la diferencia de
enerǵıa entre los dos niveles energéticos en la emisión espontanea de un fotón
que quedará atrapado en una cavidad resonante. Después, el fotón oscilando
en la cavidad provoca la emisión de otro de igual frecuencia, este proceso se
repite indefinidamente hasta lograr tener un haz de fotones denominado láser.
Teniendo en cuenta, como se generó esta radiación es claro que se tiene una
cantidad inimaginable de fotones irradiando de la fuente coherente. Por otro
lado, las fuentes térmicas generan radiación sólo por emisión espontanea, es
por ello que se consideran a este tipo de fuentes como incoherentes, sin em-
bargo se sigue teniendo la caracteŕıstica de tener una cantidad inmensurable
de fotones. Este es el campo de la mecánica clásica donde la luz es tratada y
estudiada como una onda electromagnética. El comportamiento ondulatorio
de la luz en mecánica clásica se ha estudiado considerablemente al punto de
tener pleno conocimiento de fenómenos como interferencia y difracción. De
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igual forma es bien conocido el comportamiento de una onda cuando está se
hace incidir en un espejo o divisor de haz. Lo que no se tiene, es una buena
comprensión para fuentes de luz que irradian pocos fotones teniendo el caso
ideal de tener un sólo fotón, de tal forma que, para el caso de la inciden-
cia de pocos fotones a un divisor de haz produce engañosamente bastantes
resultados para los cuales se tendrá que cosiderar de manera ineqúıvoca la
naturaleza del fotón. La discusión sobre la dualidad onda-part́ıcula de la luz
que ha y sigue provocando discordancias y debates entre los f́ısicos, ha deja-
do claro que en óptica cuántica el concepto de fotón es de vital importancia
para el buen desarrollo de esta disiplina. Vale la pena señalar que, por ahora
para los fines y objetivos de esta tesis no es posible profundizar más en tal
discusión, bastara con distinguir el tipo de tratamiento que se debe conside-
rar ya sea clásico para fuentes coherentes y térmicas que irradian una gran
cantidad de fotones, o cuántico en el caso que tengamos pocos fotones.

2.3.2. Mecánica cuántica del divisor de haz

Un primer ejemplo y al parecer el caso más sencillo donde podemos ob-
tener un estado enredado, es el expermiento en el cual se hace incidir un
único fotón (o pocos fotones) sobre un divisor de haz. Es pertinente comen-
zar con este ejemplo para que sea nuestro primer contacto con el fenómeno
de enredamiento cuántico. Ya que, de manera espontánea nos encontraremos
con un estado enredado, observando cuales son las caracteŕısticas únicas para
que se le defina con esté nombre. De igual forma, conoceremos la expresión
matemática que describe esté estado antes de ver su formalismo.

Para nuestro primer contacto con un estado enredado se necesitan dos
cosas, un divisor de haz y lo más importante una fuente que irradie pocos
fotones denominada fuente antibunched. Tal fuente fue desarrollada por pri-
mera vez por los f́ısicos Philippe Grangier, Gerard Roger y Alain Aspect, en
el art́ıculo “Experimental Evidence for a Photon Anticorrelation Effect on a
Beam splitter: A New Light on Single-Photon Interferences”de 1986 [9], pre-
senta dos experimentos, en uno de ellos muestra una fuerte anticorrelación
en la detección de fotones en ambos lados de un divisor de haz. En el otro ex-
perimento usando el mismo esquema de detección y agregando en el montaje
experimental dos espejos y otro divisor de haz observan interferencia.
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Enredamiento Cuántico

Fuente de fotones antibunched

En el primer experimento, A. Aspect, P. Grangier y G. Roger, utilizan
una cascada radiactiva de dos fotones [7], esto lo logran con átomos de calcio
irradiados por luz láser que excita los átomos a un estado S. El estado S expe-
rimenta un decaimiento rápido al estado P emitiendo un fotón de frecuencia
ν1. Posteriormente, el átomo se somete a otra rápida descomposición, esta
vez al nivel más bajo emitiendo un segundo fotón con frecuencia ν2. Como
se ilustra en la Figura 2.1.

Figura 2.1: Diagrama de niveles de enerǵıa de una fuente de un sólo fotón
para el experimento de Grangier. El bombeo es provovado por luz láser que
excita a los átomos de calcio.

Los fotones para conservar su momento son emitidos en direcciones opues-
tas (ver Figura 2.2). El primer fotón de frecuencia ν1 es detectado por PM1

que activa un disparador para alertar a un conjunto de fotodetectores colo-
cados en las salidas de un divisor de haz 50:50 (por sus siglas en ingles BS)
en los que el segundo fotón de frecuencia ν2 cae. El disparador le indica a los
fotodetectores PMr y PMt esperar un fotón que emergerá del divisor de haz,
a esto se le denomina compuerta, haciendo alusión que la detección del fotón
ν1 por PM1 abre los fotodetectores en un intervalo de tiempo w = 2τs, co-
mo si fuera una compuerta, momento en el que PMr, PMt podrán detectar.
Los intervalos de tiempo entre las detecciones de ν1 y ν2 es dado según una
ley exponencial correspondiente al decaimiento del estado intermedio P que
tiene un tiempo de decaimiento efectivo τs = 4,7ns [7]. Este proceso elimina
el posible ruido debido a los fotones que entran a los detectores de fuentes
irrelevantes.

Al tener un sólo fotón incidiendo en el divisor de haz, se manifestará la
naturaleza corpuscular del fotón, es decir, se comportará como una part́ıcula
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Figura 2.2: La detección del primer fotón produce una compuerta w durante
el cual los fotodetectores PMt y PMr son activados.

con la misma probabilidad de que se transmita o se refleje que es justamente lo
que obtuvo Grangier y sus colegas como resultado experimental, en el art́ıculo
reportan una fuerte anticorrelación en la detección de fotones en ambos lados
del divisor de haz, esto es, el fotón que cae sobre el divisor de haz se refleja
sobre el detector PMr o se transmite a PMt, nunca es detectado al mismo
tiempo, de tal forma que no hay recuentos simultáneos. Obviamente el divisor
de haz es un dispositivo pasivo que ni crea ni destruye fotones lo que implica
que al no ver recuentos simultáneos en el experimento, se puede tomar como
una indicación de que la fuente está realmente produciendo estados de fotón
único.

Tratamiento cuántico del divisor de haz

Entonces, tenemos la fuente antibunched irradiando enerǵıa en el divisor
de haz 50:50 que se considera sin pérdidas, el tratamiento común desde el
punto de vista clásico nos lleva a las expresiones:

ε2 = rε1 y ε3 = tε1, (2.1)

siendo ε1 la amplitud compleja de un campo de luz clásico incidiendo sobre
el divisor de haz con reflectancia compleja r y transmitancia compleja t. ε2

y ε3 son las amplitudes de los haces reflejado y transmitido respectivamente,
como se muestra en la Figura 2.3.

Para un divisor de haz 50:50 es válido:

|r| = |t| = 1√
2
.
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Figura 2.3: Descripción clásica del divisor de haz

Luego el divisor de haz se considera sin perdidas, de tal forma que la inten-
sidad del haz de entrada debe ser igual a la suma de las intensidades de los
dos haces de salida:

|ε1|2 = |ε2|2 + |ε3|2, (2.2)

lo que implica |r|2 + |t|2 = 1.

Lo anterior, es un tratamiento clásico bastante adecuado considerando a
la luz como una onda, ya que, cualitativamente la Ec. 2.2 tiene sentido, ex-
presando que la onda incidente al llegar al divisor de haz parte de su enerǵıa
se refleja y parte se transmite en igual proporción.

Sin embargo, lo que necesitamos es un tratamiento cuántico por que te-
nemos una fuente de pocos fotones antibunched, entonces, basándonos en el
desarrollo anterior podŕıamos tratar el divisor de haz en mecánica cuántica
sustituyendo las amplitudes de campo complejo clásicas εi por un conjunto
de operadores de aniquilación âi (i = 1, 2, 3) como se aprecia en la Figura 2.4.
Análogamente a las expresiones de la Ec. 2.1, para el caso cuántico podemos
representar [10]:

â2 = râ1 y â3 = tâ1. (2.3)

No obstante, los operadores de cada uno de los campos se suponen que sa-
tisfacen las relaciones de conmutación:[

âi, â
†
j

]
= δij, [âi, âj] = 0 =

[
â†i , â

†
j

]
(i, j = 1, 2, 3) (2.4)

Sabemos que el conmutador de dos operadores lineales Â y B̂ se define como:[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â (2.5)
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Figura 2.4: Descripción cuántica incorrecta de un divisor de haz

Pero es fácil ver que, de los operadores de la Ec. 2.3 obtenemos lo siguiente:[
â2, â

†
2

]
= â2â

†
2 − â

†
2â2 = râ1r

∗â†1 − r∗â
†
1râ1 = rr∗â1â

†
1 − rr∗â

†
1â1

= |r|2
(
â1â

†
1 − â

†
1â1

)
= |r|2

[
â1, â

†
1

]
= |r|2 6= 1, (2.6)

ya que
[
â1, â

†
1

]
= 1. Rećıprocamente:[

â3, â
†
3

]
= |r|2

[
â1, â

†
1

]
= |r|2 6= 1. (2.7)

También:[
â2, â

†
3

]
= â2â

†
3 − â

†
3â2 = râ1t

∗â†1 − t∗â
†
1râ1 = rt∗â1â

†
1 − rt∗â

†
1â1

= rt∗
(
â1â

†
1 − â

†
1â1

)
= rt∗

[
â1, â

†
1

]
= rt∗ 6= 0. (2.8)

Entonces, las transformaciones de la Ec. 2.3 no satisfacen las relaciones de
conmutación y por lo tanto no pueden proporcionar la descripción correcta
cuántica de un divisor de haz. Este problema se puede resolver identificando
la siguiente diferencia, en el mundo clásico la otra cara de entrada del divi-
sor de haz siendo vaćıo, el campo de entrada no tiene efectos en los rayos
de salida. Sin embargo, en mecánica cuántica la cara no utilizada contiene
un modo de campo cuantizado aunque sea en el estado vaćıo y como hemos
visto repetidamente en el mundo cuántico el vaćıo conduce a importantes
efectos f́ısicos, no siendo la excepción para el divisor de haz. En la Figura 2.5
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se indica todos los modos requeridos para una correcta descripción cuántica
del divisor de haz, â0 representa el operador de campo del modo de entrada
clásicamente vacante. También se indican dos conjuntos de transmitancias y
reflectancias, permitiendo la posibilidad de un divisor de haz asimétrico.

Figura 2.5: Descripción cuántica correcta de un divisor de haz

A continuación, se escriben las transformaciones del divisor de haz para
los operadores de campo de salida como sigue:

â2 = râ1 + t′â0, â3 = tâ1 + r′â0. (2.9)

Escribiéndolo de otra forma:(
â2

â3

)
=

(
t′ r
r′ t

)(
â0

â1

)
. (2.10)

El siguiente paso es verificar si las transformaciones de la Ec. 2.9 cumplen
las relaciones de conmutación. Vemos:[

â3, â
†
3

]
= (tâ1 + r′â0)

(
t∗â†1 + r′∗â†0

)
−
(
t∗â†1 + r′∗â†0

)
(tâ1 + r′â0)

= |t|2
[
â1, â

†
1

]
+ tr′∗

[
â1, â

†
0

]
+ r′t∗

[
â0, â

†
1

]
+ |r′|2

[
â0, â

†
0

]
= |t|2 + |r′|2

⇒
[
â3, â

†
3

]
= 1 ⇔ |t|2 + |r′|2 = 1. (2.11)
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Notar que:
[
â1, â

†
1

]
= 1 y

[
â1, â

†
0

]
=
[
â0, â

†
1

]
= 0. Ya que, son operadores de

los campos iniciales y por ende son independientes.
Para otro caso:[

â2, â
†
3

]
= t′t∗

[
â0, â

†
1

]
+ t′r′∗

[
â0, â

†
0

]
+ rt∗

[
â1, â

†
1

]
+ rr′∗

[
â1, â

†
0

]
= t′r′∗ + rt∗

⇒
[
â2, â

†
3

]
= 0 ⇔ t′r′∗ + rt∗ = 0. (2.12)

También: (t′r′∗ + rt∗)∗ = t′∗r′ + r∗t = 0. De manera similar se desarrolla
para los otros conmutadores.

Se prueba que, las relaciones de conmutación dadas por la Ec. 2.4, son
satisfechas siempre y cuando mantengan las siguientes relaciones:

|r′| = |r|, |t′| = |t|, |r|2 + |t|2 = 1,

(2.13)

r∗t′ + r′t∗ = 0 y r∗t+ r′t′∗ = 0.

Estas relaciones son conocidas como las relaciones de reciprocidad. Cum-
pliendo estas relaciones podemos concluir que las transformaciones dadas en
la Ec. 2.9 son correctas para la descripción cuántica del divisor de haz.

Sabemos que en mecánica cuántica existe un gran problema de medición,
ya que, al medir interferimos con el sistema distorsionando los resultados,
es por ello que se habla de valores esperados o probabilidades, en este caso
el fotón al incidir en el divisor de haz 50:50 tendrá la misma probabilidad
de transmitirse que de reflejarse. Partimos de una de las relaciones de la
Ec. 2.13. |r|2 + |t|2 = 1. Como el divisor es 50:50, sin pérdidas.

⇒ |r|2 + |r|2 = 2|r|2 = 1

⇒ |r|2 =
1

2

⇒ |r| = |t| = 1√
2
. (2.14)

Los desplazamientos de fase de la parte reflejada dependen de la construcción
del divisor de haz. Si el divisor de haz está construido como una sola capa
de dieléctrico, los haces reflejados difieren en fase por un factor exp

(
±iπ

2

)
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de los transmitidos [10]. Para un divisor de haz 50:50 asumimos que el haz
reflejado sufre un cambio de fase π/2, entonces el factor:

exp
(
±iπ

2

)
= cos

π

2
±i sin

π

2
= 0±i(1)

= i.

De tal forma, la entrada y los modos de salida están relacionados según:

â2 = râ1 + t′â0 , â3 = tâ1 + r′â0

â2 =
1√
2

(i) â1 +
1√
2

(1) â0 , â3 =
1√
2

(1) â1 +
1√
2

(i) â0

â2 =
1√
2

(iâ1 + â0) , â3 =
1√
2

(â1 + iâ0) . (2.15)

Primer ejemplo de estado enredado

Partiendo de las relaciones de la Ec. 2.15, podemos conocer cuál es el
estado de salida teniendo un sólo estado de entrada sobre el divisor de haz.
Pero antes tenemos que describir el estado de entrada, para esto recordemos
que en mecánica cuántica el estado de un sistema f́ısico se representa de me-
jor manera en notación de Dirac por medio de kets y brats debido a que
el espacio de estados en mecánica cuántica es un espacio vectorial complejo,
cuya dimensión depende de las caracteŕısticas del sistema f́ısico en considera-
ción. El ket denotado por |ψ〉 es un vector de estado definido en el espacio de
Hilbert un espacio de dimensión infinita, que nos describe el estado del siste-
ma. Particularmente el estado de número |n〉 es un eigenvector del operador
de número n̂ = â†â, si aplicamos el operador n̂ al eigenvector obtenemos la
denominada ecuación de eigenvalores:

n̂ |n〉 = n |n〉 . (2.16)

Aqúı, n es el número de fotones en el estado |n〉, es decir, es el eigenvalor
del estado de número, por lo que cualquier superposición o cualquier mezcla
estad́ıstica de tales estados, puede ser construida por la acción de n potencias
del operador de creación en el vaćıo, considerando esto podemos construir
los estados de entrada para el caso que nos ocupa en estos momentos, que
es el de tener un único fotón incidiendo en uno de los puertos de entada del
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Figura 2.6: Estados de entrada sobre el divisor de haz 50:50

divisor de haz, mientras que en el otro puerto contiene vaćıo (ver Figura 2.6).
Consideramos un sólo fotón en el estado de entrada |0〉0 |1〉1 sobre el divisor
de haz como se muestra en la Figura 2.6, que podemos escribir como una
potencia del operador de creación en el vaćıo como sigue:

|0〉0 |1〉1 = â†1 |0〉0 |0〉1 , (2.17)

|0〉0, nos representa el modo 0 de uno de los puertos de entrada teniendo cero
fotones, mientras que en el modo 1 se tiene un soló fotón representado por
el estado |1〉1. Es importante considerar que un vaćıo de entrada se transforma
en un vaćıo de salida

|0〉0 |0〉1
BS→ |0〉2 |0〉3 . (2.18)

Entonces, el estado de entrada |0〉0 |1〉1 al interactuar con el divisor de haz (BS),
considerando la transformación de la Ec. 2.18 se tendrá como resultado

|0〉0 |1〉1 = â†1 |0〉0 |0〉1
BS→ â†1 |0〉2 |0〉3 . (2.19)

Para el divisor de haz descrito por las relaciones cuánticas correctas de la
Ec. 2.15 encontramos que:

â†1 =
1√
2

(
iâ†2 + â†3

)
. (2.20)
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Entonces, podemos escribir

|0〉0 |1〉1
BS→ 1√

2

(
iâ†2 + â†3

)
|0〉2 |0〉3 =

1√
2

(
iâ†2 |0〉2 |0〉3 + â†3 |0〉2 |0〉3

)
=

1√
2

(i |1〉2 |0〉3 + |0〉2 |1〉3) . (2.21)

En resumen la Ec. 2.21 nos dice que, al tener como estado de entrada un sólo
fotón incidiendo en uno de los puertos de entrada de un divisor de haz 50:50,
tenemos a la salida del divisor de haz el siguiente estado:

|0〉0 |1〉1
BS→ 1√

2
(i |1〉2 |0〉3 + |0〉2 |1〉3) . (2.22)

El lado derecho de la Ec. 2.22, cuantitativamente nos muestra que el fotón
será detectado en el modo 2 o en el modo 3 pero de ninguna forma será detec-
tado al mismo tiempo, teniendo aśı una fuerte anticorrelación como ocurŕıa
en los resultados del experimento de Grangier [9], mejor aún la expresión
para el estado de salida (lado derecho de la Ec. 2.22) nos dice que tenemos
que observar el estado total del sistema, ya que el resultado final será una
superposición de los posibles resultados. En palabras concretas para conocer
el estado de salida tenemos que considerar los dos posibles resultados, lo que
sucede en un estado afecta al otro, un ejemplo, si detectamos el fotón en el
modo 2 inmediatamente sabremos que en el modo 3 no existe ningún fotón
y viceversa si detectamos el fotón en el modo 3 irremediablemente soló exis-
tirá vaćıo en el modo 2, matemáticamente podemos decir que el estado de
salida no se puede escribir como un producto de estados individuales de los
modos 2 y 3, a esto se le llama estado enredado.

2.4. Formalismo de los estados enredados

En mecánica cuántica, el vector de estado |ψ〉 transmite la maximá canti-
dad de información acerca de un estado permitido, entonces si tenemos |ψ1〉 y
|ψ2〉 dos posibles estados cuánticos la superposición de estos estados también
será un estado cuántico. Para ver esto imaginémonos dos subsistemas ψ1 y
ψ2 que están asociados en el espacio de estados Hψ1 y Hψ2 respectivamen-
te, representando H el espacio de Hilbert, notar que el sistema compuesto
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ψ1 + ψ2 se asocia al espacio del producto tensorial Hψ1 ⊗ Hψ2 . Si realiza-
mos una superposición de estados el sistema compuesto ψ1 + ψ2 lo podemos
representar como [11, 12]:

|ψ〉 = |ψ1〉 ⊗ |ψ2〉 . (2.23)

Es decir, algunos vectores del estado del sistema compuesto se pueden des-
componer en un producto tensorial de dos vectores donde: |ψ1〉 describe el
estado del subsistema ψ1 y |ψ2〉 describe el estado del subsistema ψ2.

Sin embargo, si los dos subsistemas no se preparan de forma indepen-
diente y en total aislamiento, en general tal descomposición es imposible.
Por ejemplo, consideremos un sistema de dos part́ıculas, por simplicidad su-
pongamos que cada part́ıcula puede estar en cualquiera de los dos estados
|ψ1〉 o |ψ2〉, usando la notación:∣∣∣ψ(1)

1

〉
, Part́ıcula 1 en el estado 1∣∣∣ψ(1)

2

〉
, Part́ıcula 1 en el estado 2∣∣∣ψ(2)

1

〉
, Part́ıcula 2 en el estado 1∣∣∣ψ(2)

2

〉
, Part́ıcula 2 en el estado 2

Considerando la siguiente superposición de estados:

|ψ〉 = C1

∣∣∣ψ(1)
1

〉
⊗
∣∣∣ψ(2)

2

〉
+ C2

∣∣∣ψ(2)
1

〉
⊗
∣∣∣ψ(1)

2

〉
, (2.24)

donde:
|C1|2 + |C2|2 con C1, C2 6= 0.

Claramente en este caso no puede ser el vector de estado asignado al subsis-
tema ψ1 o ψ2, de tal forma que el vector de estado |ψ〉 no lo podemos definir
con subsistemas individuales con estados definidos, sino más bien lo tenemos
que ver como todo un sistema dado por la superposición de estados de la
Ec. 2.24. Por esta caracteŕıstica peculiar llamemos a este estado enredado,
representado en |ψ〉 toda la información del estado enredado. Un ejemplo de
estado enreado es el dado por la Ec. 2.22:

|0〉0 |1〉1
BS→ 1√

2
(i |1〉2 |0〉3 + |0〉2 |1〉3) .
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Observemos primero que la estructura matemática es similar a la dada por la
Ec. 2.24 (con la diferencia que en la Ec. 2.24 se ha introducido el śımbolo de
producto tensorial, śımbolo que nos representa un operador bilineal necesa-
rio para un buen lenguaje matemático), luego los resultados experimentales
descritos por el estado de salida de la Ec. 2.22 concuerdan con la definición
de estado enredado dada a partir de la Ec. 2.24 ya que no podemos asignar al
estado de entrada un producto de estados individuales, quedando como úni-
ca opción tratar al estado de salida como todo un sistema, teniendo aśı un
estado enredado.

La Ec. 2.24 nos representa en general un estado enredado de dos part́ıcu-
las teniendo dos subsistemas pero claramente esto puede ser extendido para
sistemas de multipart́ıculas definiendo el operador de densidad.

2.4.1. Operador de densidad

El operador de densidad denotado como ρ̂ nos será útil para representar la
información de sistemas de muchas part́ıculas [13], pero falta señalar como es
definido dicho operador para estados puros y para estados mixtos. Sabemos
que para un ensamble puro los subsistemas son descritos por un único vector
de estado. Y en los estados mixtos también llamado mezcla estad́ıstica, los
subsistemas son descritos por diferentes vectores de estado.

Estados Puros

Por ahora definiremos al operador de densidad para un estado puro de
manera un tanto arrogante. Más adelante para el caso de mezcla estad́ıstica
se hará una definición más formal y un desarrollo completo del operador de
densidad.

Consideremos un ensamble de estados puros (ver Figura 2.7), teniendo
como caracteŕıstica principal que los subsistemas que componen el ensamble
de estados son descritos por un único vector de estado |ψ〉.

Para el estado descrito por un único vector de estado |ψ〉 ∈ H, el operador
de densidad se define como un operador de proyección sobre el mismo estado:

ρ̂ = |ψ〉 〈ψ| . (2.25)
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Figura 2.7: Diagrama del ensamble de Estados Puros

Queremos representar el estado enredado de la Ec. 2.24, en términos del
operador de densidad y aśı tener una expresión general para un sistema de
muchas part́ıculas ahora no sabemos que tipo de estado es la Ec. 2.24: si puro
o mixto. Hagamos el desarrollo para el operador de densidad definido en un
estado puro y veamos que resultado nos da.

Para poder representar el estado enredado en términos del operador de
densidad, es conveniente recordar la definición de traza de una matriz:

Definición 2.1. Sea A una matriz n × n, la traza de A es la suma de los
elementos de la diagonal principal:

tr (A) =
n∑
i=1

aii = a11 + a22 + · · ·+ ann

La anterior definición es útil ya que si suponemos para la Ec. 2.24 que
sólo uno de los subsistemas es observable y nosostros deseamos describir las
propiedades de este subsistema independientemente del estado de los sub-
sistemas no observables [11]. Podemos asignar el operador de densidad ρ̂(1)

y ρ̂(2) a los subsistemas ψ1 y ψ2, tomando la traza parcial del operador de
densidad ρ̂.

Aśı, para el caso del estado enredado de la Ec. 2.24 el operador de den-
sidad para la part́ıcula 1 es:

ρ̂(1) = Tr2ρ̂ = |C1|2
∣∣∣ψ(1)

1

〉〈
ψ

(1)
1

∣∣∣+ |C2|2
∣∣∣ψ(1)

2

〉〈
ψ

(1)
2

∣∣∣ . (2.26)
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La expresión anterior tiene la forma de un estado mixto para la particula 1,
siempre y cuando Ci 6= 0, i = 1, 2. Similarmente, para la part́ıcula 2:

ρ̂(2) = Tr1ρ̂ = |C1|2
∣∣∣ψ(2)

1

〉〈
ψ

(2)
1

∣∣∣+ |C2|2
∣∣∣ψ(2)

2

〉〈
ψ

(2)
2

∣∣∣ (2.27)

Evidentemente, cuando una de las part́ıculas se considera independiente
de la otra, es en general un estado mixto. Observemos que las cantidades〈
ψ

(i)
n

∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣ψ(i)
n

〉
, son los elementos de la diagonal principal de la matriz ρ̂.

Nuevamente se hace la aclaración que el desarrollo formal del operador de
densidad, donde se demuestra lo dicho en esta parte se hace acontinuación
para el caso de mezcla estad́ıstica, siendo válido para este caso ya que como
veremos los estados puros son un caso particular de la mezcla estad́ıstica.
Para esta parte se concluye que las Ecs. 2.27 y 2.28 representan la traza del
operador de densidad para el estado enredado de la Ec. 2.24, y que se puede
generalizar sin ningún problema para el caso multi-part́ıculas.

Lo que se ha visto hasta el momento es un ensamble de subsistemas
cuánticos decritos por un vector de estado |ψ〉 que detalla toda la información
acerca del estado enredado (ver Ec. 2.24), sin embargo, cada subsistema
está decrito por vectores de estado distintos, lo cual indica que debemos
hacer el desarrollo del operador de densidad para una mezcla estad́ıstica.

Estados mixtos o mezcla estad́ıstica

Para describir la información de la mezcla estad́ıstica se define el operador
de densidad ρ̂, el cual es un operador lineal definido en el espacio de Hilbert
tal que:

ρ̂ =
∑
i

|ψi〉Pi 〈ψi| =
∑
i

Pi |ψi〉 〈ψi| . (2.28)

El operador de densidad ρ̂ nos representa toda la información de la mezcla
estad́ıstica, esta mezcla es un ensamble de sistemas cuánticos descritos por
diferentes vectores de estado |ψi〉 y a los cuales se asocia su correspondien-
te probabiliadad Pi de que el sistema se encuentra en el estado i − esimo
del ensamble (ver Figura 2.8). Obviamente las probabilidades satisfacen las
relaciones:

0 ≤ Pi ≤ 1,
∑
i

Pi = 1. (2.29)
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Figura 2.8: Diagrama del ensamble de Mezcla Estad́ıstica

Si observamos la Ec. 2.28, para el caso de estados puros las probabilidades
son las mismas, ya que los sistemas del ensamble son representados por un
único vector de estado teniendo la misma probabilidad para cada uno de ellos
cumpliendo con las relaciones de la Ec. 2.29. Entonces, como la suma de estas
probabilidades es igual a 1 y el vector de estado es el mismo, la Ec. 2.28 se
reduce a:

ρ̂ = |ψj〉 〈ψj| .

Quedando el operador de densidad para estados puros como un operador
de proyección sobre el mismo vector de estado concordando con la Ec. 2.25,
entonces los estados puros son un caso particular de la mezcla estad́ıstica.

Notar que para el caso de mezcla estad́ıstica el operador de densidad dado
por la Ec. 2.28 es la suma de los operadores de proyección sobre el ensamble,
ponderado por las probabilidades de cada elemento del conjunto. Debido a
esto, el operador de densidad es Hermı́tico como cualquier operador de pro-
yección.

Los operadores Hermı́ticos tienen tres propiedades que son [14]:

1. Sus eigenvalores son reales

2. Sus eigenvectores son ortogonales

3. Sus eigenvectores forman una base
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Usemos la propiedad 3 del operador Hermı́tico de densidad ρ̂, para intro-
ducir una base ortogonal:

{|ϕn〉 n = 1, 2, 3, ..., n′, ...}, (2.30)

donde |ϕn〉 son eigenvectores del operador de densidad y además forman una
base ortogonal. Entonces, para el i− esimo miembro del ensamble podemos
escribir:

|ψj〉 =
∑
n

Cn |ϕn〉 . (2.31)

Para encontrar Cn, en el estado inicial vemos:

〈ϕn|ψj〉 =
∑
n

Cn 〈ϕn|ϕn〉 =
∑
n

Cnδnn (2.32)

⇒ 〈ϕn|ψj〉 = Cn. (2.33)

Por lo tanto, la Ec. 2.31 la podemos escribir como sigue:

|ψj〉 =
∑
n

〈ϕn|ψj〉 |ϕn〉 =
∑
n

|ϕn〉 〈ϕn|ψj〉 . (2.34)

En mecánica cuántica la ecuación anterior nos representa la información com-
pleta del sistema. De esta ecuación podemos obtener la relación de comple-
titud (ver Ec. 2.35). Relación bastante útil en mecánica cuántica:

|ψi〉 =
∑
n

|ϕn〉 (〈ϕn| ψi〉)

=

(∑
n

|ϕn〉 〈ϕn|

)
|ψi〉

⇒ |ψi〉 = |ψi〉 ⇔
∑
n

|ϕn〉 〈ϕn| = 1. (2.35)

Aśı que, cada uno de los elementos de la base cumple la relación de completi-
tud lo cual indica que es una base completa. Esto significa que al tomar todos
los eigenvectores de la base completa ortogonal generan la matriz identidad.
Ahora bien para el caso de la mezcla estad́ıstica el operador de densidad
representa toda la información del sistema o ensamble, cuyo operador puede
ser representado dentro de una matriz con los eigenvectores de su base orto-
gonal completa. A esta matriz se le llama matriz de densidad. Para encontrar
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los elementos de la matriz de densidad partimos de la definición del operador
ρ̂ =

∑
i

Pi |ψi〉 〈ψi|, sabemos que para el i− esimo miembro del ensamble, el

vector de estado está dado por:

|ψi〉 =
∑
n

Cn |ϕn〉 , (2.36)

siendo |ϕn〉 un eigenvector de ρ̂ tomado de su base. Luego en el espacio dual
el ket pasa a bra, el operador pasa a su autoadjunto y el eigenvalor pasa a
su complejo conjugado, esto es:

〈ψi| =
∑
n

C∗n 〈ϕn| . (2.37)

Para no confundir y considerando que los subindices son mudos, cambiamos
a la Ec. 2.36 los sub́ındices n→ n′, aśı:

|ψi〉
∑
n′

Cn′ |ϕn′〉 . (2.38)

Vemos que tanto el bra 〈ϕn| como el ket |ϕn′〉 son ambos eigenvectores del
operador de densidad ρ̂ tomados de la base dada por Ec. 2.30. Entonces,
teniendo como soporte la afirmación anterior podemos hacer lo siguiente:

〈ϕn| ρ̂ |ϕn′〉 =
∑
i

〈ϕn|Pi |ϕn′〉 〈ψi|ϕn′〉 =
∑
i

Pi 〈ϕn|ψi〉 〈ψi|ϕn′〉 . (2.39)

Lo que se hizo fue tomar la definición de ρ̂ dada por la Ec. 2.28 y enclo-
char en ambos lados de la ecuación con los eigenvectores 〈ϕn| y |ϕn′〉. Luego
identificamos de la Ec. 2.39 lo siguiente:

Cn = 〈ϕn|ψi〉 y C∗n′ = 〈ψi|ϕn′〉 ,

entonces:
〈ϕn| ρ̂ |ϕn′〉 =

∑
i

PiCnC
∗
n′ . (2.40)

Con esto encontramos los elementos de la matriz densidad que es justamente
lo que representa la Ec. 2.40, el elemento matricial de ρ̂ entre el eigenvector
n y n′. Para vizualizar esto aún mejor, y sobre todo para demostrar que la
Ec. 2.40 representa los elementos matriciales encontramos la expresión para
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el valor de expectación de un observable Â, esto implica retomar el problema
de la medición en mecánica cuántica.

Durante el desarrollo de la mecánica cuántica se ha concluido que las
mediciones para experimentos en este campo, que son experimentos donde la
interacción es a nivel microscópico como puede ser interacción en el núcleo
de un átomo, interacciones de fotones con la materia etc. Deben ser de ma-
nera especulativa, es decir, hablaremos de probabilidades de que ocurran
ciertos eventos ya que de lo contrario si medimos fisicamente con un objeto
de medición irremediablemente interferimos con el sistema distorsionando los
resultados. Esto se ve claramente en el siguiente ejemplo: A nivel macroscópi-
co si queremos conocer la velocidad de un auto, en términos generales ya que
no el caso de profundizar en los detalles, podemos medir con un sensor la
velocidad, mandando un haz de luz hacia el carro que por las dimensiones del
mismo no afectara su movimiento. Sin embargo, si esto lo hacemos a nivel
microscópico, si mandamos un haz de luz contra un fóton para medir cierto
parámetro de él claramente afectara el movimiento del fóton que queremos
medir y al final si obtenemos un dato de medición este será del nuevo sis-
tema no del sistema inicial. Es por ello, que hablamos de probabilidades en
mecánica cuántica. Entonces, sea el observable Â el análogo a una medición
en mecánica cuántica con la caracteŕıstica muy importante de que cualquier
observable puede ser representado por un operador Hermitico. Ahora, co-
mo en mecánica cuántica al repetir un experimento siempre da resultados
diferentes debido a que tomamos probabilidades, además, calculamos el pro-
medio de estos resultados llamado valor de expectación o valor esperado del
observable Â definido como [14]:

〈A〉 =

∞∫
−∞

ψ∗ (x) Âψ (x) dx =

∞∫
−∞

Â|ψ (x)|2dx. (2.41)

Representando, en ψ(x) toda la información del sistema, la expresión anterior
tiene sentido ya que la probabilidad se encuentra impĺıcita, en el término:

|ψ (x)| ,

que es la amplitud de probabilidad, cumpliendo que la suma de las probabi-
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lidades es igual a 1:
∞∫

−∞

|ψ (x)|2dx = 1

En notacion de Dirac el valor de expectación del observable Â para estados
puros es:

〈A〉 = 〈ψ| Â |ψ〉 . (2.42)

y para una mezcla estad́ıstica tenemos subconjuntos de valores de expecta-
ción, vemos la siguiente figura:

Figura 2.9: Valores de expectación

Entonces, sumamos para encontrar el valor de expectación de todo el sistema:

〈A〉 =
∑
i

Pi 〈ψi| Â |ψi〉 . (2.43)

Multiplicamos por una constante usando las relaciones de completitud:∑
n

|ϕn〉 〈ϕn| = 1 y
∑
m

|ϕm〉 〈ϕm| = 1, (2.44)

entonces:

〈A〉 =
∑
i,n,m

Pi 〈ψi|ϕn〉 〈ϕn| Â |ϕm〉 〈ϕm|ψi〉

=
∑
i,n

Pi

〈
ϕn|Â

〉∑
m

|ϕm〉 〈ϕm|ψi〉 〈ψi|ϕn〉 , (2.45)
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Finalmente,

〈A〉 =
∑
n

〈ϕn| Â
∑
i

Pi |ψi〉 〈ψi|ϕn〉 . (2.46)

Identificamos al operador de densidad ρ̂ =
∑
i

Pi |ψi〉 〈ψi|. Por lo tanto:

〈A〉 =
∑
n

〈ϕn|Âρ̂ |ϕn〉 . (2.47)

La Ec. 2.47 nos representa el valor esperado de un observable Â en una
mezcla estad́ıstica que comparando con la Ec. 2.40 podemos concluir que las
cantidades 〈ϕn| ρ̂ |ϕn′〉 forman los elementos de la matriz densidad, siendo
para el caso de la Ec. 2.47 los elementos de la diagonal principal de la matriz.
Ahora recordemos que la traza de una matriz se define como la suma de
los elementos de la diagonal principal, entonces a partir de esta definición
podemos identificar que la Ec. 2.47 se convierte en:

〈A〉 = Tr
{
Âρ̂
}
. (2.48)

Es decir, el valor esperado de Â en una mezcla estad́ıstica es la suma de los
elementos de la diagonal de la matriz densidad multiplicada por el observa-
ble, en palabras concretas es la traza de los operadores Hermiticos Âρ̂.

Por último para que quede concluido el desarrollo correspondiente al ope-
rador de densidad para estados puros y mezcla estad́ıstica calculamos lo
siguiente:

Para mezcla estad́ıstica

Calculando la traza de la matriz densidad:

Trρ̂ =
∑
n

〈ϕn| ρ̂ |ϕn〉 =
∑
i

∑
n

〈ϕn|ψi〉Pi 〈ψi|ϕn〉

=
∑
i

∑
n

Pi 〈ϕn|ψi〉 〈ψi|ϕn〉 =
∑
i

Pi = 1. (2.49)

Ya vimos que, ρ̂ es Hermitico, entonces los elementos de la diagonal 〈ϕn| ρ̂ |ϕn〉
deben ser reales y se deduce de la Ec. 2.49 que:

0 ≤ 〈ϕn| ρ̂ |ϕn〉 ≤ 1 (2.50)
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Consideremos ahora el cuadrado del operador de densidad:

ρ̂2 = ρ̂ · ρ̂ =
∑
i

∑
s

PiPs |ψi〉 〈ψi|ψs〉 〈ψs| =
∑
i

Pi |ψi〉
∑
s

Psδis 〈ψs| , (2.51)

si j = s, tenemos:

ρ̂2 =
∑
i

Pi |ψi〉Pi 〈ψi| =
∑
i

P 2
i |ψi〉 〈ψi| . (2.52)

Por lo tanto, un primer resultado nos dice que en la mezcla estad́ıstica.

ρ̂2 6= ρ̂. (2.53)

Tomando la traza:

Trρ̂2 =
∑
n

〈ϕn|ρ̂2 |ϕn〉 =
∑
n

∑
i

∑
j

PiPj 〈ϕn|ψi〉 〈ψi|ψj〉 〈ψj|ϕn〉

=
∑
i

∑
j

PiPj|〈ψi|ψj〉|2 ≤

[∑
i

Pi

]2

= 1. (2.54)

Para estados puros

Es inmediato obtener:

ρ̂2 = |ψ〉 〈ψ|ψ〉 〈ψ| = |ψ〉 〈ψ| = ρ̂. (2.55)

Es decir, el operador de densidad para un estado puro es indempotente. Por
lo tanto:

Trρ̂2 = Trρ̂ = 1. (2.56)

Aśı tenemos los siguientes criterios para estados puros y mixtos:

Trρ̂2 = 1 Para estado puro (2.57)

Trρ̂2 < 1 Para estado mixto. (2.58)

Con estos criterios podemos caracterizar el estado enredado de la Ec. 2.24
en términos del operador de densidad dado por las Ecs. 2.26 y 2.27, donde
dijimos que los vectores de estado que describen a los subsistemas son dis-
tintos y por ende se debe tratar como un estado mixto o mezcla estad́ıstica

entonces debemos usar el criterio Tr
[
ρ̂(2)
]2
< 1 que nos arroja la conclusión,

que |ψ〉 es un estado enredado, como ya hab́ıamos definido perfectamente
para la Ec. 2.24.
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2.5. Estado enredado en términos del opera-

dor de densidad

Ahora que ya conocemos el operador de densidad para estados puros y
mixtos podemos generalizar el resultado para el primer ejemplo de enreda-
miento cuántico dado por la Ec. 2.22, escribiendo la ecuación en términos del
operador de densidad. Recordemos el estado enredado obtenido a partir de
hacer incidir un único fotón sobre una de las entradas de un divisor de haz
50:50 es:

|0〉0|1〉1
BS→ 1√

2
(i|1〉2|0〉3 + |0〉2|1〉3) .

Tenemos, un único vector de estado que describe el comportamiento del fotón
incidente, ya que tenemos un único fotón incidiendo al divisor, por lo mismo
supongamos que es un estado puro. Usando la definición del operador de
densidad para estado puro dada por la Ec. 2.25, que para este caso queda:

ρ̂23 = (|0〉0|1〉1) (0〈0|1 〈1|) . (2.59)

Sustituimos, el vector de estado que describe el comportamiento total del
sistema, esto es:

ρ̂23 =
1√
2

(i|1〉2|0〉3 + |0〉2|1〉3)
1√
2

(−i2 〈1| 3 〈0|+ 2 〈0| 3 〈1|)

=
1

2
{|1〉2|0〉32 〈1| 3 〈0|+ |0〉2|1〉32 〈0| 3 〈1|}

+
1

2
{i|1〉2|0〉32 〈0| 3 〈1| − i|0〉2|1〉32 〈1| 3 〈0|} .

Finalmente, obtenemos la traza parcial del operador de densidad, una expre-
sión de gran ayuda si suponemos que solo es observable uno de los modos de
salida. Por ejemplo, si no se tuviera ninguna medición del modo 3 el modo 2
puede ser descrito por la siguiente traza parcial:

ρ̂2 = Trρ̂23 =
1

2
(|0〉22 〈0|+ |1〉22 〈1|) . (2.60)

Esta ecuación, concuerda completamente con la expresión de la Ec. 2.27,
que es la traza parcial del operador de densidad del tratamiento cuántico
general. Además, el estado es un estado mixto o mezcla estad́ıstica ya que
no hay términos en la diagonal de la forma |0〉 〈1| o |1〉 〈0|. Por lo tanto,
concluimos que la Ec. 2.60 es correcta describiendo al modo 2 del estado
enredado.
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2.6. Algunos ejemplos de estados enredados

A continuación se presentan dos ejemplos de enredamiento cuántico para
reforzar la idea de este fenómeno. Ambos ejemplos son bastante ilustrativos
e interesantes, siendo de los primeros ejemplos surgidos. Cabe destacar que,
actualmente se trabaja en una infinidad de experimentos relacionados con el
enredamiento cuántico, por diferentes causas primero para entender de mejor
manera la rareza de este fenómeno y también para continuar con el desarrollo
de nuevas tecnoloǵıas.

2.6.1. Estado Singlete

El estado Singlete es el estado enredado más famoso, originalmente fue
descrito por Bohm como una versión simplificada de la paradoja Einstein,
Podolsky y Rosen. Este estado está conformado por la superposición de dos
part́ıculas con spin 1/2, part́ıculas que se encuentran enredadas de forma tal
que la suma total de momentos angulares del estado total es cero. Aśı, al
estado enredado cuya configuración es de la forma:

|ψ〉 =
1√
2

(|↑〉1 ⊗ |↓〉2 − |↓〉1 ⊗ |↑〉2) . (2.61)

Se le denomina configuración Singlete o también conocido como Momento
Angular Total Cero. Los kets |↑〉 y |↓〉 representan estados de spin-up y spin-
down respectivamente a lo largo de la dirección arbitraria (por ejemplo a lo
largo del eje vertical z). Es un estado enredado por que no puede escribirse
simplemente como un producto tensorial de dos estados correspondientes a
las part́ıculas por separado.

Para que quede completamente claro lo que es un estado enredado y uno
no enredado, observamos la siguiente superposición de estados.

|ψ〉 =
1√
2

(|↑〉1 ⊗ |↑〉2 − |↓〉1 ⊗ |↓〉2) =
1√
2

(|↑〉1 ⊗ (|↑〉2 − |↓〉2)) . (2.62)

En este caso el estado no está enredado ya que podemos descomponer en
un producto tensorial dos vectores, |↑〉1 que describe un subsistema y |↑〉2 +
|↓〉2 que describe a otro subsistema diferente del primero. Comparando estos
últimos dos ejemplos podemos decir que un sistema enredado no puede ser
factorizado en cualquiera de sus bases sobre un producto de estados de los 2
subsistemas.
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2.6.2. Experimento de Hong, Ou, y Mandel: Interfe-
rencia de fotones

El segundo ejemplo es un caso muy ilustrativo del comportamiento de la
mecánica cuántica, ya que como veremos no sólo se tiene como resultado un
enredo, sino que también, sobresale la caracteŕıstica fundamental de un bosón
cuya naturaleza describe a los fotones. Se trata de un experimento hecho
por C. K. Hong, Z. Y. Ou y L. Mandel, quienes publicaron sus resultados
en el art́ıculo “Measurement of Subpicosecond Time Intervals between Two
Photons by Interference ”de 1987 [15]. El experimento llevado a cabo por L.
Mandel et al. Consiste en hacer incidir fotones individuales sobre cada una
de las entradas de un divisor de haz 50:50. Es importante notar la similitud
de este experimento con el de P. Grangier et al. Antes mostrado y presentado
como el primer ejemplo de enredamiento cuántico, donde solo se haćıa incidir
un único fotón sobre una de las entradas de un divisor de haz ilustrado por
la Figura 2.6, en este caso la diferencia fundamental es que ahora se hace
incidir fotones únicos por cada una de las entradas del divisor de haz como
se observa en la siguiente figura:

Figura 2.10: Estados de entrada en el experimento Hong, Ou y Mandel

Lo que haremos a continuación es hacer un tratamiento cuántico en térmi-
nos de operadores de creación y de aniquilación similar al hecho sobre el
experimento de P. Grangier, para aśı encontrar el estado final de salida del
sistema para este caso. Si consideramos la situación donde fotones individua-
les están siendo simultáneamente inyectados en los dos puertos de entrada
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del divisor de haz 50:50 claramente el estado inicial es:

|1〉0|1〉1 = â†0â
†
1|0〉0|0〉1. (2.63)

Siguiendo un procedimiento similar al caso del primer ejemplo, podemos
encontrar las expresiones que describen al divisor de haz para este caso.
Observemos que los modos de entrada y de salida son los mismos dados por
la Ec. 2.15, ya que se utiliza un divisor de haz con las mismas caracteŕısticas
por lo tanto es la misma descripción cuántica ilustrada en la Figura 2.5.
Entonces vemos que:

â†0 =
1√
2

(
â†2 + iâ†3

)
y â†1 =

1√
2

(
iâ†2 + â†3

)
. (2.64)

Nuevamente, partimos de considerar que en el divisor de haz, un vaćıo de
entrada resulta en un vaćıo de salida:

|0〉0|0〉1
BS→|0〉2|0〉3. (2.65)

Entonces el estado de entrada |1〉0 |1〉1, se transforma en el divisor de haz
(BS), al siguiente estado de salida:

|1〉0|1〉1 = â†0â
†
1|0〉0|0〉1

BS→ â†0â
†
1|0〉2|0〉3 (2.66)

Considerando, la transformación de la Ec. 2.65. Ahora sustituyendo las ex-
presiones para los operadores de creación â†0 y â†1 dadas por la Ec. 2.64 en la
Ec. 2.66 obtenemos lo siguiente:

|1〉0|1〉1
BS→ 1

2

(
â†2 + iâ†3

)(
iâ†2 + â†3

)
|0〉2|0〉3

(2.67)

=
1

2

(
iâ†2â

†
2 + â†2â

†
3 − â

†
3â
†
2 + iâ†3â

†
3

)
|0〉2|0〉3.

Ahora notemos que los fotones individuales que inciden en cada una de las
entradas del divisor de haz no necesariamente tienen que ser descritos por la
misma función de estado ya que en general provienen de diferentes fuentes.
Por lo mismo es evidente que este caso se trata de una mezcla estad́ıstica y
como sabemos en una mezcla estad́ıstica toda la información del ensamble
puede ser representado en una matriz de densidad. Además también se puede
tomar la traza de la matriz por si es observada sólo una de las salidas del
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divisor de haz, aśı que por definición de la traza parcial se toman sólo los
elementos de la diagonal. Considerando lo anterior la Ec. 2.67 se reduce a:

|1〉0|1〉1
BS→ i

2

(
â†2â

†
2 + â†3â

†
3

)
|0〉2|0〉3

=
i

2

(
2â†2|0〉2|0〉3 + 2â†3|0〉2|0〉3

)
. (2.68)

Entonces, se tiene el estado de salida:

|1〉0|1〉1
BS→ i

2
(|2〉2|0〉3 + |0〉2|2〉3) . (2.69)

Se obtiene, un estado enredado que describe completamente el comporta-
miento de los fotones. Distinguimos, el enredo al observar que el estado de
salida no puede ser descrito como un producto de estados individuales, ya que
existe una anticorrelación en la detección de fotones. Claramente, la Ec. 2.69
tiene la misma estructura de la ecuación formal para un estado enredado
dada por la Ec. 2.24. Ahora, al tener dos fotones incidiendo en el divisor de
haz uno por cada entrada, hace aún más interesante el resultado, ya que, la
anticorrelación en la detección implica que los fotones emergen juntos. De tal
forma que, los foto detectores colocados en las salidas del divisor, de ninguna
manera registran recuentos simultáneos. Esto significa que, los dos fotones
que entran al divisor salen juntos ya sea por el modo 2 o por el modo 3 de
ninguna manera saldrán por separado, ya que, esto implicaŕıa tener recuentos
simultáneos cosa que no ocurre. Por lo tanto, podemos concluir de la Ec. 2.69
que los fotones irremediablemente salen en pares, hecho que concuerda con
la descripción natural de un bosón.

Estos resultados fueron obtenidos experimentalmente por Hong, Ou y
Mandel y reportados en su art́ıculo de 1987. La interpretación de estos resul-
tados se puede hacer a partir de la descripción de la naturaleza de un Bosón.
Aunque, actualmente aún siguen habiendo discordancias sobre la verdadera
naturaleza del fotón como la dualidad del mismo, se tiene a la fecha claro que
los fotones son part́ıculas elementales, sin masa, con spin entero capaces de
transmitir enerǵıa. Estas particularidades, reconocen a los fotones dentro de
la familia de bosones, cuya principal caracteŕıstica es que son part́ıculas ele-
mentales portadoras de fuerza encargadas de la interacción entre fermiones
que son las part́ıculas elementales que componen la materia como el electrón.
Los bosones son regidos por la estad́ıstica de Bose-Einstein, además, como
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tienen spin entero no cumplen con el principio de exclusión de Pauli, esto
significa que los fotones pueden estar en un mismo estado cuántico, esto con-
cuerda perfectamente con los resultados experimentales de L. Mandel et al.

No obstante, aún después de justificar por qué los fotones salen en pares,
aún falta comprender por que estos estados son los únicos estados cuánti-
cos permitidos en el experimento, es decir, los únicos resultados posibles, y
porque no pensar en recuentos simultáneos. Para comprender y explicar lo
anterior, la interpretación nuevamente se basa en la dualidad de los fotones,
ya que la obtención simultánea de conteo en pares de fotones no es un resul-
tado de la naturaleza como part́ıcula del fotón, más bien es causada por la
naturaleza ondulatoria del mismo, particularmente, por interferencia de foto-
nes. Los resultados finales, del experimento son consecuencia de interferencia
constructiva y destructiva entre los posibles estados permitidos. Aśı que, el
proceso en el que ambos fotones se transmiten y el proceso donde ambos
son reflejados se interpreta que interfieren destructivamente dejando fuera la
posibilidad de tener recuentos simultáneos es por eso que nunca se obtienen
estados de salida de la forma |1〉2 |1〉3. Existe, otra forma intuitiva de com-
prender estos resultados a partir de la regla de Feynman sobre el desarrollo
de probabilidades.

Estos resultados siguen la esencia fundamental de la mecánica cuántica,
descritos acertadamente por la paradoja del gato de Schrödinger, no sabe-
mos que ocurre a ciencia exacta adentro y no lo vamos a saber porque no
podemos observar f́ısicamente, sólo nos restringimos a las probabilidades y
en la evidencia, basado en los resultados emṕıricos, de que existen fenómenos
como estos.
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Caṕıtulo 3

Medidas de enredamiento
usando varianzas e
incertidumbres

Desde su aparición en la mecánica cuántica el fenómeno de enredamiento
cuántico ha sido objeto de inumerables discusiones, que con el paso de los
años y de las investigaciones dicho fenómeno fue despertando aún más cu-
riosidad y sobre salto. Sobre todo, a partir del surgimiento de las primeras
ideas sobre la posible aplicación del fenómeno en el ámbito de la información.
Y es que, la capacidad de comunicación y/o él env́ıo de información ha sido
una prioridad mayúscula. De tal manera, que existe una teoŕıa exclusiva para
este tópico.

La teoŕıa de la información ha sido y seguirá siendo un tema muy impor-
tante por desarrollar. Por ello, el enredamiento se ha vuelto un recurso clave
en la mecánica cuántica y en particular en la información cuántica. Como
ya se mencionó el enredamiento ya era objeto de estudio y discusión a causa
de su naturaleza tan peculiar, no comprendida desde el punto de vista del
comportamiento razonable del mundo f́ısico. Pero fue, hasta el surgimiento
de las posibles aplicaciones del fenómeno cuando ganó mayor atención para
su estudio. Aplicaciones como: tele transportación de la información, crip-
tográfica cuántica y procesadores cuánticos, han centralizado la atención de
los ópticos cuánticos y llamado la atención de muchos más.

La idea es que un estado con mayor enredo es mejor que un estado de
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menor enredo para lograr ciertas tareas. Con lo anterior, nos referimos a estar
más cerca del objetivo, que es cristalizar las anteriores posibles aplicaciones.
Por lo cual, surge el gran esfuerzo para desarrollar métodos de cuantificación
del enredo. Como resultado, se busca clasificar los estados cuantitativamente
dependiendo del nivel de enredo. El objetivo es claro, crear y estudiar estados
enredados lo más posible caracterizados para realizar de mejor manera las
investigaciones que convengan.

Es como llegamos a la parte central de este trabajo de investigación. Estu-
diar diversas medidas de enredamiento cuántico, sobre todo las pertenecientes
a la clase, que en teoŕıa son fáciles de implementar en el laboratorio. Se tra-
ta, de medidas de enredamiento basadas solamente en mediciones locales, es
decir, cantidades observables con propiedades caracteŕısticas. Espećıficamen-
te, podemos pensar en ĺımites de incertidumbre, por lo tanto englobaremos
relaciones de incertidumbre locales y más adelante entrópicas.

Comenzamos, en lo que sigue de este caṕıtulo, revisando el estado del
arte sobre las medidas basadas en relaciones de incertidumbre locales. Ya
que, más adelante, en el caṕıtulo 4, nos enfocaremos en una sola medida de
enredamiento también basada en relaciones de incertidumbre, para este caso
entrópicas.

En las siguientes secciones damos una introducción al concepto básico de
las medidas de enredamiento. En la sección 1, hablaremos en general de la
importancia de las medidas fáciles de implementar en laboratorio sustentado
por la dificultad que se tiene al querer medir la matriz de densidad completa.
En la sección 2, se definen los ĺımites para las relaciones de incertidumbre
locales. Y finalmente, en la sección 3 se da un ejemplo del uso de las relaciones
de incertidumbre locales para la detección de enredo en un sistema de dos
qubits.

3.1. Medidas de enredamiento.

Existen diversas medidas de enredamiento cuántico, la gran mayoŕıa de
ellas usan el criterio más conocido para conocer la información de un sistema,
la matriz de densidad o también llamado operador de densidad. En el caṕıtu-
lo 2 se presentó la matemática formar del operador de densidad, aśı como su
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relación con el enredamiento cuántico. Sin embargo, no se explicó de manera
part́ıcular la importancia de esta cantidad para el fenómeno de enredamien-
to. En lo que sigue, se presenta el significado f́ısico que tiene la matriz de
densidad como una medida de información y la gran utilidad que se le da
para el caso de estados enredados.

La matriz de densidad contiene toda la información del sistema. En con-
creto, en un sistema Bi-partite el vector de onda que describe al sistema
está dado por:

|ψ〉 =
∑

Cj,k |j〉 ⊗ |k〉 (3.1)

Entonces, la matriz de densidad para un estado puro es la siguiente:

ρAB =
∑
jklm

ρjklm|j〉A 〈l| ⊗ |k〉B 〈m| (3.2)

Claramente, la información completa del sistema se encuentra distribuida en
todos los elementos de la matriz, de tal forma que la Ec. 3.2 representa a todo
el sistema sin pérdida de información. Por otro lado, las matrices reducidas,
Ec. 3.3, nos proporcionan parte de la información del sistema total.

ρA = TrB {ρAB} =
∑
jkl

ρjklk |j〉 〈l| y ρB = TrA {ρAB} =
∑
jkm

ρjkjm |k〉 〈m|

(3.3)
Espećıficamente, la matriz reducida ρA nos proporciona toda la información
del sistema A pero perdemos toda la información fuera de la diagonal del
sistema B que corresponde a las coherencias del sistema. En algunos casos,
cuando cierta información espećıfica del sistema Bi-partite nos interesa, tra-
zar la matriz de densidad es conveniente. Pero, en muchos otros casos las
matrices reducidas no son suficientes para estudiar al sistema.

Por otra parte, donde śı se tiene una gran ventaja en el cálculo de matrices
reducidas es para el caso de estados máximamente enredados. Teniendo en
cuenta que, un estado máximamente enredado es una medida de la informa-
ción que guarda el sistema. Cuando existe máximo enredo la información de
todo el sistema está guardada en cada parte del él. Entones, si medimos sólo
un pedazo podemos obtener la mayor capacidad de información del sistema.
Aqúı es donde vemos la importancia y uso de las matrices reducidas. No es
necesario para este caso calcular toda la matriz de densidad, es suficiente con
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calcular la matriz reducida para conocer la información completa, siempre y
cuando se encuentre máximamente enredado.

Sin embargo, cuando no se tiene un estado máximamente enredado es
necesario conocer la matriz de densidad completa. Ahora bien, determinar
todos los elementos de la matriz de densidad no es cosa sencilla, requiere con-
siderables esfuerzos experimentales. Por lo tanto, es conveniente buscar otras
medidas de enredo más fáciles de implementar en el laboratorio. Se desea
cuantificar el enredo mediante la observación de propiedades caracteŕısticas
del sistema. Un método eficiente puede ser, ĺımites entre los estados enredados
y los no enredados, tal ĺımite puede ser definido por una serie de relaciones
apropiadas de incertidumbre.

3.2. Relaciones de incertidumbre locales co-

mo medida de enredo.

Se demuestra, que existe un ĺımite para el cual siguen ocurriendo los pro-
ductos de estados cuánticos locales, es decir, estados separables. Este ĺımite
puede ser definido por una serie de relaciones apropiadas de incertidumbre.
Que debido, a la naturaleza de ellas son llamadas relaciones de incertidumbre
locales (RIL). Se demuestra, que violaciones a tales relaciones es una prueba
de la generación de enredo.

Es necesario recordar que un estado separable como se mencionó en el
caṕıtulo 2, es aquel que puede ser representado por productos de estados
cuánticos locales. Por ejemplo, para un sistema Bi-partite de dos qubits, un
estado separable es descrito por la siguiente ecuación:

|ψ〉 =
1√
2

[|1〉A ⊗ |0〉B + |1〉A ⊗ |1〉B]

=
1√
2

[|1〉A ⊗ (|0〉B + |1〉B)] . (3.4)

En concreto, la Ec. 3.4 representa el producto de estados cuánticos |1〉 y
|0〉 + |1〉 locales. El término local, se refiere a que describen en su totalidad
al sistema A y sistema B.
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Entonces, los estados enredados ya descritos en el caṕıtulo 2, son:.

|ψ〉 =
1√
2

[|1〉A ⊗ |0〉B + |0〉A ⊗ |1〉B] . (3.5)

El ejemplo también corresponde a un sistema Bi-partite de dos qubits. La
Ec. 3.5 representa correlaciones demasiado fuertes entre dos sistemas para
ser representados como productos de estados cuánticos locales.

También, recordemos del caṕıtulo 1 que el principio de incertidumbre afir-
ma que no es posible predecir de forma simultánea cantidades observables del
sistema. Ahora bien, la incertidumbre de cualquier observable Âi para cual-
quier estado cuántico se define como la varianza estad́ıstica de los resultados
de la medición

δA2
i =

〈
Â2
i

〉
−
〈
Âi

〉2

(3.6)

La varianza sólo puede ser cero si el estado es un eigenestado simultáneamente
de todos los operadores Âi. Si no existe tal eigenestado simultáneo debe haber
un ĺımite inferior U > 0 para la suma de las incertidumbres.∑

i

δA2
i ≥ UA. (3.7)

De igual manera, el sistema cuántico B puede ser caracterizado por las pro-
piedades del operador B̂ y con la relación suma de las incertidumbres∑

i

δB2
i ≥ UB. (3.8)

En general, las propiedades del operador Âi+ B̂i definen un conjunto de pro-
piedades comunes de los dos sistemas Âi y B̂i que establecen las mediciones
locales. Entonces, las incertidumbres de Âi + B̂i son iguales a la suma de las
incertidumbres locales, esto es:

δ(Ai +Bi)
2 = δA2

i + δB2
i . (3.9)

Como se mencionó, Âi y B̂i establecen las mediciones locales. De tal forma,
la Ec. 3.9 establece la relación de incertidumbre locales (RIL). Entonces, es
posible definir el ĺımite de correlación para el producto de estados locales.
En otras palabras, la Ec. 3.9 es válida para

ρ̂ = ρ (A)⊗ ρ (B) . (3.10)
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Por lo tanto, el producto de estados cuánticos locales está limitado por la
relación de incertidumbre:∑

i

δ(Ai +Bi)
2 ≥ UA + UB. (3.11)

En general, para mezclas de productos de estados el ĺımite de incertidumbre
también es válido, tal como lo argumenta Holger y Shigeki: ”Las incerti-
dumbres de una mezcla son siempre iguales o mayor que las incertidumbres
promediadas de las componentes” [1]. Entonces, la relación 3.11 también es
válida para mezcla de productos de estados, es decir, para cualquier,

ρ =
∑
m

Pmρ̂m (A)⊗ρ̂m (B) , (3.12)

es válida la relación de incertidumbre:∑
i

δ(Ai +Bi)
2 ≥ UA + UB. (3.13)

Observemos que, cualquier violación a la relación 3.13 significaŕıa que el es-
tado cuántico no se puede separar en una mezcla de producto de estados. Sin
embargo, los estados enredados describen correlaciones más precisas que los
representados por la mezcla de producto de estados. De tal forma, que, los
estados enredados si pueden violar los ĺımites de incertidumbre. En conclu-
sión, cualquier violación de las relaciones de incertidumbre locales (Ec. 3.13)
es prueba ineqúıvoca de la existencia de enredo.

Para ahondar en el interesante tema se recomienda revisar la referencia
[1]. En el cual, los autores Holger y Shigeki a parte de definir los ĺımites
para las relaciones de incertidumbre locales, presentan claros ejemplos de las
violaciones de estas relaciones y aplicaciones del enredamiento cuantificado
en diversos sistemas.

3.3. Cuantificación de enredo para un siste-

ma de dos qubits.

Después de definir las relaciones de incertidumbre locales (RIL) clara-
mente se busca aplicar esta medida de enredo cuantizando él mismo para
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múltiples sistemas. Sin embargo, las RIL tienen algunas deficiencias, entre las
que destaca no cuantificar el enredo de todos los estados puros. Como resul-
tado surgen, las relaciones de incertidumbre locales modificadas que intentan
deslindarse de dichos problemas. Prueba de ello, Kothe y Björk publican un
art́ıculo [2], donde buscan derivar una medida invariante bajo transformacio-
nes unitarias locales y que además sea válida para cuantificar el enredo de
todos los estados puros.

Para encontrar la relación que cumpla con las anteriores demandas. Se
expande el lado izquierdo de la Ec. 3.13.∑

i

δ2
(
Âi + B̂i

)
=
∑
i

δ2Âi +
∑
i

δ2B̂ + 2
∑
i

C
(
Âi, B̂

)
, (3.14)

donde se ha definido el término covarianza:

C
(
Âi, B̂i

)
=
〈
ÂB̂i

〉
−
〈
Â
〉〈

B̂i

〉
. (3.15)

Ahora recordemos, cuando se definió el ĺımite para la suma de las incerti-
dumbres, tal ĺımite era no trivial U > 0. Teniendo en cuenta esto, uno de los
términos de la Ec. 3.15 tiene que ser menor que cero. Entonces, el término
de covarianza se encuentra limitada de la siguiente manera:

−
(
δ2Âi + δ2B̂i

)
≤ 2C

(
Âi, B̂i

)
≤ δ2Âi + δ2B̂i. (3.16)

En vista de que, tantos estados separables como estados puros enredados
pueden alcanzar ambos ĺımites de la Ec. 3.16, para cualesquiera pares de
observables Âi y B̂i se tiene que considerar varias covarianzas para detectar
enredamiento. Es aśı que, se propone una nueva medida de enredo en términos
de la suma de todas las covarianzas posibles, ya que la información del enredo
se encuentra en las covarianzas definidas en la Ec. 3.15. Kothe y Björk definen
esta nueva cantidad para el caso especial de un sistema de dos qubits, de la
forma:

G =
3∑

i,j=1

C2
(
σ̂Ai , σ̂

B
i

)
,, (3.17)

claramente como tratamos un sistema de dos qubits, usamos la base del grupo
SU (2) que corresponde a las matrices de Pauli, las cuales son:

σ̂1 =

(
0 1
1 0

)
, σ̂2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂3 =

(
1 0
0 −1

)
. (3.18)
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En la Ec. 3.17, σ̂Ai denota la i − esima matriz de Pauli para el sistema A.
Caso similar para el sistema B.

La matriz densidad en esta base es lógicamente,

σ̂0 =

(
1 0
0 1

)
.

Entre las propiedades más importantes de las matrices de Pauli se encuen-
tran:

Tr (σ̂i) = 0 Para i = 1, 2, 3 (3.19)

(σ̂i)
2 = σ̂0 (3.20)

Tr (σ̂iσ̂j) = 2δij Para i, j = 0, ..., 3 (3.21)

Para la Ec. 3.17 se tiene:

C
(
σ̂Ai , σ̂

B
i

)
=
〈
σ̂Ai ⊗ σ̂Bi

〉
−
〈
σ̂Ai ⊗ 1̂B

〉 〈
1̂A ⊗ σ̂Bi

〉
. (3.22)

Que corresponde a las medidas que pueden ser llevadas a cabo para el sistema.

Lo importante de la nueva medida de enredo G que la hace una medida
completa en comparación con las RIL es que G es invariante ante cualquier
transformación unitaria. Y es que, la invariancia es consecuencia del hecho
de que G puede ser escrita como:

G = 4Tr
{

(ρ̂− ρ̂A ⊗ ρ̂B)2} . (3.23)

La Ec. 3.23 expresa que G se encuentra en términos de la distancia de la
medida de la norma Hilbert-Schmidt [2]. Por otra parte, las transformacio-
nes unitarias pueden ser vistas como rotaciones de los vectores de la base
contenidos en el espacio de Hilbert. A su vez, una norma es invariante ante
rotaciones de la base. Por consiguiente, G es invariante bajo cualquier trans-
formación unitaria.

La nueva cantidad de enredo G definida por la Ec. 3.17 permite cuanti-
ficar el enredo para ciertos estados mixtos y para todos los estados puros.
Lo anterior es probado por Kothe y Björk en su art́ıculo. Para los fines de
este apartado no es necesario hondar es estos casos. Sin embargo, si el lector
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aśı lo desea puede consultar la referencia [2] para mayor profundidad en el
tema.

Podemos condensar lo dicho hasta aqúı, se ha extendido el concepto de
relaciones de incertidumbre locales para dos qubits, logrando cuantificar el
enredo para estados puros y algunos estados mixtos. Por medio de una me-
dida invariante ante transformaciones unitarias.

Cabe señalar que, lo presentado en este caṕıtulo solo es una descripción
general de las relaciones de incertidumbre locales y la extensión de ellas. Ya
que, el objetivo como se dijo al principio del mismo es tener conocimiento
de este tipo de medidas de enredamiento cuántico y del avance de ellas sin
necesidad de profundizar en las mismas. Consideremos, que en el siguiente
caṕıtulo se desarrollara, ahora śı, de manera profunda y extensa la medida
de enredamiento que funge como objeto principal del trabajo de investiga-
ción. Lo expuesto, sirve de sustento para el buen desarrollo de la medida de
enredo Colectividad que justamente también está basada en relaciones de
incertidumbre, en tal caso entrópicas.
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Caṕıtulo 4

Estudio teórico de la medida de
enredamiento, colectividad

Las propuestas para cuantificar el Enredamiento Cuántico (EC) son abun-
dantes, sin embargo, las mediciones del EC propuestas son dif́ıciles de medir
en un experimento f́ısico como ya se ha discutido en el caṕıtulo anterior. Un
caso notable de esto es la Concurrencia que se define a partir del complejo
conjugado del vector de estado, esto último imposible de realizar experimen-
talmente. En consecuencia, los intentos recientes para la medición experimen-
tal se basan en encontrar cantidades accesibles experimentalmente. Como lo
son, las medidas de enredo basadas en relaciones de incertidumbre locales.
Sin embargo, tales ĺımites estudiados en el caṕıtulo 2 no son los únicos que
pueden cuantificar el enredo basados en relaciones de incertidumbre.

Rudnicki et al. [1], definen una medida de EC que surge a partir de re-
laciones de incertidumbres entrópicas, llamada colectividad. La colectividad,
definida como el producto de las proyecciones de estados separables sobre el
estado a determinar, se relaciona directamente con cantidades mensurables.
Lo cual implica, una medida de EC viable de implementar en laboratorio.

4.1. Colectividad para estados ortogonales

El enfoque usado para definir la Colectividad se inspira en las relaciones
de incertidumbre entrópicas, las cuales se satisfacen para cualquier estado
puro. Este enfoque conducirá a una prueba de EC colectivo simple. Obser-
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vando el ejemplo de la suma de las entroṕıas de Shannon [1], se sugiere una
medida de EC (para estados puros) por una función de las proyecciones, del
estado analizado |Ψ〉 de un sistema compuesto, hacia estados puros separa-
bles mutuamente ortogonales.

El método que se propone puede ser formulado en un caso bastante ge-
neral, del estado puro normalizado 〈Ψ|Ψ〉 = 1, de un sistema compuesto por
K subsistemas. Seleccionamos un conjunto de N estados separables de un
sistema K − qudit esto es:∣∣χsepj 〉 =

∣∣aAj 〉⊗ · · · ⊗ ∣∣aKj 〉 , (4.1)

donde
∣∣aIj〉 ∈ HI con j = 1, ..., N y I = A, ...,K.

Es claro que, consideramos al sistema compuesto elemento del espacio de
Hilbert H. Entonces, cada elemento pertenece al espacio de Hilbert K −
partite, es decir:

H = HA ⊗HB ⊗ · · · ⊗ HK ,

que además por simplicidad asumimos que todas las dimensiones son iguales.

A su vez, recordemos que el producto interior 〈Ψ|Ψj〉 representa la pro-
yección de Ψj sobre Ψ. Entonces, basándonos en el conjunto de N estados
separables se define la siguiente cantidad:

Y máx [|Ψ〉] = máx
|χsep〉

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|χsepj 〉∣∣2. (4.2)

La Ec.4.2 representa el producto de las proyecciones en el conjunto de N
estados separables, además, al tomar el máximo del producto, llamamos a
esta cantidad colectividad máxima.. Notemos que son proyecciones de χsepj
sobre Ψ. Con la ecuación anterior (Ec.4.2) se está definiendo una prueba de
enredamiento colectivo. De tal modo que, Y [|Ψ〉] representa un estado en-
redado; especialmente al tener el máximo del producto, se trata del estado
máximamente enredado.

Y máx Es el más grande de los estados máximamente enredados, para de-
mostrarlo usamos calculo variacional, ya que buscamos el máximo sobre el
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estado normalizado 〈Ψ|Ψ〉 que funge como el espacio funcional. Entonces,
usamos el método de multiplicadores de Lagrange, teniendo la ecuación va-
riacional:

δ

δ |Ψ〉

(
N∏
j=1

∣∣〈Ψ|χsepj 〉∣∣2 − λ 〈Ψ|Ψ〉
)

= 0, (4.3)

λ juega el rol de multiplicador de Lagrange asociado a la restricción de nor-
malización. Al resolver la ecuación anterior obtenemos:

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|χsepj 〉∣∣2 N∑
i=1

(〈χsepi |Ψ〉)
−1 〈χsepi | = λ 〈Ψ|. (4.4)

Multiplicando la Ec. 4.4 por |Ψ〉 se encuentra λ,

λ 〈Ψ|Ψ〉 =
N∏
j=1

∣∣〈Ψ|χsepj 〉∣∣2 N∑
i=1

〈χsepi |Ψ〉
〈χsepi |Ψ〉

. (4.5)

Esto es,

λ = N
N∏
j=1

∣∣〈Ψ|χsepj 〉∣∣2. (4.6)

También la contracción de la Ec. 4.4 con |χsepm 〉 conduce a:

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|χsepj 〉∣∣2 N∑
i=1

(〈χsepi |Ψ〉)
−1 〈χsepi |χsepm 〉 = λ 〈Ψ|χsepm 〉 . (4.7)

Sustituyendo el valor de λ dado en Ec. 4.6 tenemos:

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|χsepj 〉∣∣2 N∑
i=1

(〈χsepi |Ψ〉)
−1 〈χsepi |χsepm 〉 = N

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|χsepj 〉∣∣2 〈Ψ|χsepm 〉 .(4.8)

Entonces

N∑
i=1

(〈χsepi |Ψ〉)
−1δi,m = N 〈Ψ|χsepm 〉 . (4.9)
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Consideramos que los estados puros ortonormales,

〈χsepi |χsepm 〉 = δi,m =

{
1 si i = m
0 si i 6= m

(4.10)

Aśı, la Ec.4.9 queda:

(〈χsepm |Ψ〉)
−1 = N 〈Ψ|χsepm 〉 . (4.11)

Finalmente, se encuentra,

1

N
= 〈χsepm |Ψ〉 〈Ψ|χsepm 〉 . (4.12)

Es decir,

|〈Ψ|χsepm 〉|
2 =

1

N
. (4.13)

Por lo tanto,

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|χsepj 〉∣∣2 =
N∏
j=1

1

N
=N−N . (4.14)

Lo que hemos encontrado es el máximo del producto de las proyecciones que,
es justamente el lado derecho de la Ec. 4.14. Hemos demostrado que

Y máx [|Ψ〉] ≤ máx
|χsep〉

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|χsepj 〉∣∣2 = N−N , (4.15)

es el máximo o más grande de los estados máximamente enredados.

Finalmente, podemos escribir:

Y máx [|Ψ〉] ≤ N−N . (4.16)

Usando la variable auxiliar Zmáx = − lnY máx, la relación para colectividad
toma la forma:

Zmáx [|Ψ〉] = − lnY máx [|Ψ〉] ≥ − lnN−N . (4.17)
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Entonces,
Zmáx [|Ψ〉] ≥ N lnN (4.18)

Análogamente a la relación de incertidumbre entrópicas.

Ahora consideraremos el otro caso ĺımite que es el mı́nimo de los estados
máximamente enredados o el primer estado separable.

Para este caso consideraremos el estado separable,

|Ψsep〉 = |ΨA〉 ⊗ · · · ⊗ |ΨK〉 . (4.19)

Entonces, tomamos las proyecciones de los eigenvalores de la base
∣∣χsepj 〉 =∣∣aAj 〉⊗ · · · ⊗ ∣∣aKj 〉 sobre el estado separable, esto es:

〈
Ψsep|χsepj

〉
=

K∏
I=A

〈
ΨI |aIj

〉
=
〈
ΨA|aAj

〉
· · ·
〈
ΨK |aKj

〉
. (4.20)

Observemos que, para cada valor del ı́ndice (I = A, ...,K) podemos aplicar
de forma independiente el resultado 4.14 obteniendo:

N∏
j=1

∣∣〈ΨI |aIj
〉∣∣2 ≤ N−N . (4.21)

Aśı, para cualquier estado separable, tenemos:

N∏
j=1

∣∣〈Ψsep|χsepj
〉∣∣2 ≤ K∏

I=A

máx
|ΨI〉

N∏
j=1

∣∣〈ΨI |aIj
〉∣∣2 = N−NK . (4.22)

Entonces, en este ĺımite podemos concluir que se tendrá un estado separable
|Ψsep〉 si se cumple la desigualdad

Y máx [|Ψsep〉] ≤ N−NK (4.23)

De lo contrario, tendremos estados enredados. Esto nos lleva a los criterios
de separabilidad basados en la colectividad máxima.

Y máx [|Ψ〉] > αK,N ⇒ |Ψ〉 → Enredado (4.24)

Siendo αK,N = N−NK el parámetro de discriminación. Observamos que, el
criterio nos queda en términos de cantidades mensurables como lo son:

N → Numero de estados y K → K − qudit
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4.2. Colectividad para estados coherentes

Se ha discutido que en mecánica cuántica se describen fenómenos únicos
y peculiares que no pueden ser explicados ni entendidos desde el punto de
vista clásico. Ahora bien, en el ĺımite entre la mecánica cuántica y la mecáni-
ca clásica existen ciertos estados que pueden caracterizar ambas disciplinas.

Los estados coherentes son los estados cuánticos del oscilador armónico
más clásicos, es decir, la dinámica de los estados coherentes se asemeja al
comportamiento de las oscilaciones de un oscilador armónico clásico. Enton-
ces, los estados coherentes al ser estados cuánticos cuya evolución temporal
sigue trayectorias clásicas, pueden describir fenómenos f́ısicos que sigan la
misma idea. Sirva de ejemplo, la f́ısica de un láser.

Como sabemos un haz láser es generado a partir de los fenómenos de
inversión de población, emisión espontánea y emisión estimulada en una ca-
vidad, entre otros procesos. Todos estos procesos pueden ser descritos en
mecánica cuántica, siendo las caracteŕısticas más importantes del haz láser
las siguientes:

Se tienen un número indefinido de fotones

Se tiene fase definida

El perfil de intensidad del haz sigue una distribución gaussiana.

Justamente, los estados coherentes son estados cuánticos continuos cuya
fase está completamente definida que además como ya se mencionó, la evolu-
ción temporal de estos estados siguen trayectorias clásicas. Por lo tanto, sin
ningún problema los estados coherentes pueden describir un láser.

Dicho lo anterior, los estados coherentes son de mucha utilidad para des-
cribir fenómenos cuánticos en el ĺımite clásico. He aqúı, la importancia de
estos, como los estados cuánticos más clásicos. Por consiguiente, es conve-
niente desarrollar los fenómenos caracteŕısticos de la mecánica cuántica para
estos estados, siempre y cuando sea posible llevar a cabo lo anterior.

77



4.2. Colectividad para estados coherentes
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4.2.1. Estados coherentes

Los estados coherentes pueden ser definidos de varias formas entre las
más conocidas son las siguientes [2]:

1. Son los eigenestados del operador de aniquilación

2. Son aquellos cuyos promedios de la posición, momento y enerǵıa siguen
trayectorias clásicas.

3. Son desplazamientos en el vaćıo.

4. Son aquellos que minimizan el principio de incertidumbre.

Una de las definiciones más conocidas de los estados coherentes se enlista
en primer lugar. La cual, matemáticamente se puede expresar como sigue:

â |α〉 = α |α〉 . (4.25)

Es decir, |α〉 es un estado coherente cuyos eigenvalores α son complejos.
Algunas propiedades de los estados coherentes se pueden obtener usando el
operador de desplazamiento de Glauber representado a continuación,

D̂ (α) = eαâ
†−α∗â = e−|α|

2/2 eαâ
†
e−α

∗â. (4.26)

Es claro que â† y â son los operadores de creación y aniquilación respectiva-
mente. Y la segunda igualdad de la Ec. 4.26 se obtiene usando la fórmula de
Baker Hausdorff. Haciendo uso de la definición 3, podemos generar el estado
coherente |α〉, aplicando el operador de desplazamiento en el vaćıo:

|α〉 = D̂ (α) |0〉 = e−|α|
2/2 eαâ

†
e−α

∗â |0〉 = e−|α|
2/2 eαâ

† |0〉 , (4.27)

desarrollando la exponencial en serie de Taylor:

|α〉 = e−|α|
2/2

∞∑
n=0

αn

n!

(
â†
)n |0〉 . (4.28)

Y considerando que cualquier estado de número se puede generar aplicando
el operador de creación al estado base,

|n〉 =
1√
n!

(
â†
)n |0〉 . (4.29)
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Finalmente, encontramos una expresión para los estados coherentes en térmi-
nos de los estados de número,

|α〉 = e−|α|
2/2

∞∑
n=0

αn√
n!
|n〉 . (4.30)

Con la Ec. 4.30 vamos a encontrar una de las propiedades más importan-
tes como lo es el producto interior entre dos estados coherentes. Con ello,
sabremos si los estados coherentes son ortogonales o no. Calculamos:

〈β|α〉 = exp

[
−1

2
|β|2
]

exp

[
−1

2
|α|2
] ∞∑
n,m=0

β∗nαm√
n!m!

〈n|m〉 . (4.31)

Sabemos que los estados de número son orto normales, es decir:

〈n|m〉 = δnm =

{
1 Para n = m
0 Para n 6= m

(4.32)

Entonces,

〈β|α〉 = exp

[
−1

2
|β|2
]

exp

[
−1

2
|α|2
] ∞∑
n=0

(β∗α)n

n!

= exp

[
−1

2

(
|α|2 + |β|2

)]
exp [β∗α] . (4.33)

La expresión anterior también se puede escribir de la siguiente forma:

〈β|α〉 = exp

[
1

2
(β∗α− βα∗)

]
exp

[
−1

2
|β − α|2

]
. (4.34)

La ecuación anterior nos dice que los estados coherentes no son ortogonales.
El producto interior entre dos de ellos está dado por la Ec. 4.33 o 4.34. Por
lo tanto, es una base sobre completa, para este caso la relación de completes
está dada por:

1

π

∫
|α〉 〈α| d2α = 1. (4.35)

No es una base ortogonal, cualquier estado coherente se sobrepone con otro.
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Entre otras propiedades de los estados coherentes, una muy importante
la observamos cuando calculamos las incertidumbres para la posición y el
momento:

〈∆q̂〉 =

√
〈α| q̂2 |α〉 − 〈α| q̂|α〉2 =

√
1

2
. (4.36)

Del mismo modo,

〈∆p̂〉 =

√
1

2
. (4.37)

Por lo tanto, el principio de incertidumbre de Heisenberg es:

〈∆q〉 〈∆p〉 =
1

2
. (4.38)

Es decir, los estados coherentes minimizan el principio de incertidumbre.

4.2.2. Generalización de la medida colectividad para
estados coherentes

En páginas pasadas se ha estudiado la medida de enredamiento, colecti-
vidad, para estados ortogonales como pueden ser los estados de número. A
continuación, generalizaremos esta medida de enredo para estados coherentes
los cuales no son ortogonales. Para este caso, se define la colectividad de igual
manera, pero ahora se considera la expresión para el producto interior de dos
estados coherentes. Para el caso de estados de número fue de gran ayuda la
ortogonalidad de los mismos. Sin embargo, para este caso como ya vimos,
los estados coherentes no son ortogonales, provocando que los cálculos sean
un poco más complicados. Se sigue un desarrollo similar al caso anterior y se
encuentra la expresión correspondiente para colectividad.

Comencemos por definir el estado separable
∣∣ξsepj

〉
para este caso:∣∣ξsepj

〉
=
∣∣αAj 〉⊗ · · · ⊗ ∣∣αKj 〉 , (4.39)

con
∣∣αIj〉 el estado coherente contenido en el espacio de Hilbert HI , recorde-

mos j = 1, ..., N y I = A, ...,K.
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Como se ha dicho, en repetidas ocasiones el desarrollo es el mismo que
el llevado a cabo en el apartado 4.1. Entonces, es claro que la cantidad co-
lectividad la vamos a definir de la misma manera. Para estados coherentes
la colectividad es definida en principio como el máximo del producto de las
proyecciones de los estados separables

∣∣ξsepj

〉
sobre el estado Ψ, es decir:

CY máx [|Ψ〉] = máx
|ξsep〉

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|ξsepj

〉∣∣2. (4.40)

Es el producto de las proyecciones en el conjunto de N estados separables.
CY máx denota la colectividad máxima para estados coherentes. No olvidar
que,

∣∣ξsepj

〉
está dado por la Ec. 4.39.

El siguiente paso es demostrar que CY máx es una cota superior de los es-
tados máximamente enredados sobre el estado normalizado 〈Ψ|Ψ〉. Primero,
damos solución a la ecuación variacional

δ

δ |Ψ〉

(
N∏
j=1

∣∣〈Ψ|ξsepj

〉∣∣2 − λ 〈Ψ|Ψ〉) = 0. (4.41)

En los siguientes pasos, se sigue exactamente el mismo desarrollo que para
estados puros ortogonales. Aśı mismo, la solución a la ecuación anterior es:

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|ξsepj

〉∣∣2 N∑
i=1

(〈ξsepi |Ψ〉)
−1 〈ξsepi | = λ 〈Ψ|. (4.42)

Se encuentra el multiplicador de Lagrange

λ = N

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|ξsepj

〉∣∣2. (4.43)

Luego, se contrae la Ec. 4.42 con |ξsepm 〉 obteniendo:

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|ξsepj

〉∣∣2 N∑
i=1

(〈ξsepi |Ψ〉)
−1 〈ξsepi |ξsepm 〉 = λ 〈Ψ|ξsepm 〉 . (4.44)

Para este caso, los estados separables |ξsepm 〉 y 〈ξsepi | de acuerdo a la definición
4.39 están representados de la siguiente forma:

|ξsepm 〉 =
∣∣αAm〉⊗ · · · ⊗ ∣∣αKm〉 Y 〈ξsepi | =

〈
αAi
∣∣⊗ · · · ⊗ 〈αKi ∣∣ . (4.45)
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Dado que, se encuentran en términos de estados coherentes, los cuales no
son ortogonales, es decir, 〈ξsepi |ξsepm 〉 6= δim irremediablemente tenemos que
considerar la expresión para el producto interior de dos estados coherentes
Ec. 4.34. Encontramos aqúı, la gran diferencia con el caso de los estados or-
togonales, donde era válido usar el hecho 〈χsepi |χsepm 〉 = δim.

Consideremos ahora

〈β|α〉 = exp

[
1

2
(β∗α− βα∗)

]
exp

[
−1

2
|β − α|2

]
Por lo tanto, el producto interior 〈ξsepi |ξsepm 〉 queda:

〈ξsepi |ξsepm 〉 = exp

[
1

2

((
αAi
)∗
αAm − αAi

(
αAm
)∗)]

exp

[
−1

2

∣∣αAi − αAm∣∣2]⊗ · · ·
· · · ⊗ exp

[
1

2

((
αKi
)∗
αKm − αKi

(
αKm
)∗)]

exp

[
−1

2

∣∣αKi − αKm∣∣2]
(4.46)

Sustituyendo la ecuación anterior, el valor del multiplicador de Lagrange
(Ec. 4.43) en la Ec. 4.44. Encontramos:

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|ξsepj

〉∣∣2 N∑
i=1

(〈ξsepi |Ψ〉)
−1 exp

[
1

2

(
(ξsepi )∗ξsepm − ξ

sep
i (ξsepm )∗

)]
∗

exp

[
−1

2
|ξsepi − ξsepm |

2

]
= N

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|ξsepj

〉∣∣2 〈Ψ|ξsepm 〉 (4.47)

Finalmente, nos queda:

N∑
i=1

(〈ξsepi |Ψ〉)
−1 exp

[
1

2

(
(ξsepi )∗ξsepm − ξ

sep
i (ξsepm )∗

)]
exp

[
−1

2
|ξsepi − ξsepm |

2

]
= N 〈Ψ|ξsepm 〉 (4.48)

Definimos a la ecuación anterior como a1

a1 =
N∑
i=1

(〈ξsepi |Ψ〉)
−1 exp

[
1

2

(
(ξsepi )∗ξsepm − ξ

sep
i (ξsepm )∗

)]
exp

[
−1

2
|ξsepi − ξsepm |

2

]
= N 〈Ψ|ξsepm 〉 . (4.49)
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Luego, al conjugado de a1 lo definimos como a2. De tal modo queda

a2 =
N∑
i=1

(〈Ψ|ξsepi 〉)
−1 exp

[
1

2

(
(ξsepi )∗ξsepm − ξ

sep
i (ξsepm )∗

)]∗
exp

[
−1

2
|ξsepi − ξsepm |

2

]∗
= N 〈ξsepm |Ψ〉 . (4.50)

El siguiente paso es realizar el producto a1 por a2. Observar que ambas
definiciones tienen dos igualdades. Convenientemente, tomamos la segunda
igualdad de cada uno, sin olvidar la igualdad que depende de los estados
separables y por lo tanto de los estados coherentes.

Entonces, por un lado el producto de estas dos últimas cantidades defini-
das nos queda:

a1a2 = N2 〈Ψ|ξsepm 〉 〈ξsepm |Ψ〉 = N2|〈Ψ|ξsepm 〉|
2. (4.51)

Por lo tanto,

1

N2
= |〈Ψ|ξsepm 〉|

2 1

a1

1

a2

. (4.52)

Tomamos el producto en ambos lados de la ecuación anterior, esto nos lleva
a:

N∏
j=1

1

N2
=

N∏
j=1

|〈Ψ|ξsepm 〉|
2 1

a1

1

a2

. (4.53)

El lado izquierdo de la Ec. 4.53 puede ser escrito de forma compacta, si
realizamos el cálculo del producto de los N productos separables elevados al
cuadrado. Al final de cuentas tenemos:

N∏
j=1

1

N2
= N−2N . (4.54)

De esta manera, la Ec. 4.53 puede ser escrita de la siguiente manera

N−2N =
N∏
j=1

|〈Ψ|ξsepm 〉|
2 1

a1

1

a2

. (4.55)
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Observemos, la Ec. 4.55 es justamente el producto de las proyecciones de los
estados separables

∣∣ξsepj

〉
sobre Ψ, ponderadas por la cantidad 1

a1
1
a2

que de-
penden también de los estados separables. Por consiguiente, hemos logrado
dos cosas. Primero, demostrar que CY máx es el más grande de los estados
máximamente enredados. Ya que, hemos encontrado la cota superior N−2N .
En segunda instancia, hemos encontrado la expresión correcta para represen-
tar el máximo del producto de las proyecciones, la cual es:

máx
|ξsep〉

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|ξsepj

〉∣∣2 1

a1

1

a2

. (4.56)

Por lo tanto, la colectividad para estados coherentes es expresada por la
siguiente ecuación:

CY máx [|Ψ〉] ≤ máx
|ξsep〉

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|ξsepj

〉∣∣2 1

a1

1

a2

. (4.57)

Y considerando, que CY máx es el estado máximamente enredado con co-
ta superior N−2N . Podemos representar a la colectividad como la siguiente
igualdad:

CY máx [|Ψ〉] ≤ máx
|ξsep〉

N∏
j=1

∣∣〈Ψ|ξsepj

〉∣∣2 1

a1

1

a2

= N−2N , (4.58)

En particular, a1 y a2 representadas por las Ecs. 4.49 y 4.50 respectivamen-
te. Nos representan la distancia entre los estados coherentes. Para ser más
espećıficos, por ser una base no ortogonal cualquier estado coherente se so-
brepone con otro. En consecuencia, a1 y a2 nos constituyen el grado en que
se sobreponen los estados coherentes.

La Ec. 4.58 es a nuestro parecer una relación adecuada para la medida
de enredamiento colectividad en el caso de estados coherentes. A salvedad,
de estudiar a más detalle las expresiones 4.49 y 4.50 para a1 y a2 respecti-
vamente. Lo anterior, por las posibles complicaciones que puedan surgir en
representar tales definiciones. Es importante, no perder de vista el compor-
tamiento y valides de las ecuaciones antes mencionadas, ya que representan
un factor importante como lo es el grado en que se sobreponen los estados
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coherentes.

Para concluir, con el desarrollo de esta media de enredamiento, retomemos
la Ec. 4.34.

〈β|α〉 = exp

[
1

2
(β∗α− βα∗)

]
exp

[
−1

2
|β − α|2

]
.

El primer término es justamente una fase compleja, tal que:

|〈β|α〉|2 = e−|β−α|
2

6= 0. (4.59)

Es por ello, que los estados coherentes como ya hab́ıamos enfatizado no son
ortogonales. Queda claro, que si |β − α|2 es muy grande, entonces |〈β|α〉|2 = 0,
lo cual implicaŕıa ortogonalidad. Dicho brevemente, los estados coherentes
son casi ortogonales en el ĺımite de que |β − α|2 sea muy grande.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

Las conocidas relaciones de incertidumbre estándar tienen graves pro-
blemas que se traducen en deficiencias para poder expresar por completo y
adecuadamente el principio de incertidumbre. La causa principal de su defi-
ciencia es la errónea definición de la desviación estándar como una medida de
incertidumbre. Para encontrar relaciones correctas y sobre todo completas se
tiene que definir nuevas medidas de incertidumbre, provenientes de la teoŕıa
de probabilidades, en vista de que la distribución en mecánica cuántica es-
tará dado por el modulo al cuadrado de la función de onda. Con lo anterior,
se estará de acuerdo en el concepto cuántico de incertidumbres. Se obtiene,
como medida de incertidumbre adecuada las entroṕıas de Shannon con la
cual se definió la relación de incertidumbre denomina entrópica que expresa
correctamente el principio de incertidumbre. Se demostró, que esta nueva
relación de incertidumbre entrópica está libre de deficiencias. Este desarrollo
es importante porque de las relaciones de incertidumbre entrópicas se define
la medida de enredamiento colectividad.

Antes de llegar, a la medida de enredamiento colectividad se evidencio la
enorme ventaja de cuantificar el enredo con medidas basadas en incertidum-
bres y varianzas, ya que, de este modo se está asegurando que las cantidades
posibles a medir sean observables que establezcan medidas locales fáciles de
implementar en un laboratorio. Se discutió la enorme dificultad de tratar con
medidas de información tales como la matriz de densidad, que si bien es una
medida aceptable teóricamente cuya representación contienen la mayor infor-
mación del estado enredado, es muy complicado obtener experimentalmente,
debido a la complejidad de calcular cada una de sus componentes. Debido a
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todo lo anterior, queda perfectamente justificado el trabajo de investigación.
Es muy importante desarrolla y seguir buscando medidas de enredamiento
fáciles de implementar en un experimento cient́ıfico. Se presentó la alternati-
va de definir ĺımites de incertidumbre locales para estados separables, de tal
forma que ningún estado cuántico no enredado puede superar estos ĺımites,
cualquier violación de las relaciones de incertidumbre locales es una prueba
contundente de la existencia de enredo. La propuesta principal es la medida
de enredo colectividad definida a partir de las relaciones de incertidumbre
entrópicas.

Finalmente, como conclusiones principales, queda el desarrollo adecuado
de la colectividad definida por el producto de estados separables con el estado
del sistema, Esta medida de enredo, para el caso de estados ortogonales nos
proporciona parámetros de medición del enredo en términos de cantidades
mensurables como lo son el número de estados y el número de qubits. Dicho
parámetro llamado de discriminación nos representa el ĺımite entre un estado
separable y un estado enredado, cuando el sistema estudiado se encuentra
por encima del parámetro de discriminación se trata de un estado enredado.
Mejor aún, se propone una expresión para colectividad en el caso de estados
coherentes, considerando como diferencia fundamental la no ortogonalidad
de estados. Se concluye que, esta generalización es importante, debido al
gran impacto que tienen los estados coherentes para tratar fenómenos clási-
cos. En consecuencia, de la naturaleza de los estados cuánticos más clásicos
conocidos como lo son los estados coherentes. En definitiva, el tratamiento
de estos estados para la medida colectividad, pretende caracterizar experi-
mentos semiclasicos con fenómenos con bastantes propiedades y aplicaciones
prometedoras como el enredamiento cuántico.

Por ahora, la expresión propuesta de colectividad para estados coheren-
tes (4.58) queda en términos del producto de las proyecciones de los estados
separables coherentes y el estado del sistema, ponderadas por el grado que
superposición de los estados coherentes. Espećıficamente, se habla de la dis-
tancia entre los estados, es decir, en términos de a1 y a2 dados por las Ec. 4.49
y 4.50 respectivamente. Para terminar, es importante resaltar que el presente
trabajo queda abierto para futuras discusiones y mejoras, por ejemplo, falta
por analizar las implicaciones que tiene la nueva definición de colectividad al
depender del grado de superposición de los estados coherentes, determinar
la valides o no de la misma. Por tal motivo, el trabajo de investigación con-
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cluye como una tarea bastante lucrativa y provechosa por todo lo estudiado
y desarrollado quedando como base para futuros trabajos en esta fascinante
disciplina, es el ingreso al mundo del enredo.
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