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Resumen

En este trabajo de tesis se estudian las estructuras de Lorentz y de norma presentes en la electro-
dindmica espinorial definida en 6 dimensiones. Se presenta un estudio completo de la representacion
espinorial del grupo de Lorentz en 6 dimensiones. Se compactifica la teoria y se obtiene la lagrangiana
efectiva en 4 dimensiones. Se estudian los procesos de diagonalizacion que deben realizarse en los sectores
de masa tanto de norma como espinorial. Se demuestra de manera explicita como opera el mecanismo
de Higgs en este tipo de teorias mediante la existencia de seudo bosones de Goldstone. Se encuentra
que los términos de masa para las excitaciones de Kaluza-Klein en el sector espinorial aparecen en for-
ma complicada pero que es posible definirlos correctamente mediante una serie de transformaciones no
triviales.
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Introduccion

Las implicaciones fenomenoldgicas de dimensiones extra sobre observables del modelo estdndar (ME)
de las interacciones fundamentales, han sido objeto de considerable interés en la literatura desde que An-
toniadis [1], Arkani-Hamed, Dimopoulos y Dvali [2] argumentaron que dimensiones relativamente grandes
podrian ser detectadas a la escala de TeVs. En la mayoria de los escenarios que han sido propuestos, nues-
tro espacio tridimensional es una 3-brana que estda embebida en un espacio-tiempo D-dimensional que es
conocido con el nombre de bulto. Por supuesto, si existen dimensiones adicionales, éstas deben ser méas
pequenas que la distancias méas pequenas exploradas hasta la fecha por los experimentos, asi que tales
dimensiones extra deben estar compactificadas. Como resultado de la compactificacion, los campos que se
propagan en el bulto se pueden expresar como una serie de estados conocidos como torre de Kaluza-Klein
(KK), con las excitaciones individuales de KK etiquetadas por modos nimericos. Los campos del ME
corresponden precisamente al modo cero. Por otra parte, es bien sabido que las teorias de norma en méas
de cuatro dimensiones no son renormalizables en el sentido de Dyson, asi que deben ser reconocidas como
teorias efectivas que surgen de una teoria més fundamental, como teoria de cuerdas. La naturaleza no
renormalizable de teorias en mas altas dimensiones surge del hecho de que éstas tienen constantes de
acoplamiento con dimensiones. Aunque al nivel de la teoria 4-dimensional las constantes de acoplamiento
son adimensionales y todas las interacciones tienen dimension candnica menor o igual a 4, el caracter no
renormalizable se manifiesta en si mismo a través de la presencia de la multiplicidad infinita de los modos
de KK, lo cual, en un proceso dado, da lugar a la presencia de sumas discretas que finalmente pueden
diverger. En un articulo reciente [3], se investigd la estructura de norma y la cuantizacién de la teorfa
4-dimensional que surge depués de compactificar e integrar una quinta coordenada en una teoria pura
de Yang-Mills. En particular, se mostré que las funciones de Green del ME son renormalizables a orden
de un lazo. Un estudio completo de la estructura del ME 5-dimensional ha sido realizado recientemente
[4]. Més recientemente, se ha demostrado que el paso de la teoria gobernada por los grupos extendidos
de Poincaré, ISO(1,m — 1), y de norma, SU(N, M™), con M™ = M* x M" la variedad extendida del
espacio-tiempo, a la teoria que resulta de integrar las n coordenadas compactas, la cual es gobernada
por los grupos estandar I1SO(1,3) y SU(N, M%), es dado por una transformacién que es canénica en
el sentido usual [5]. La generalizacién de teorfas de Yang-Mills a espacios-tiempo planos con un ndmero
arbitrario n de dimensiones compactas extra ha sido completado muy recientemente en el articulo [6], el
cual compactifica las coordenadas extra sobre la orbifold N = S /Zy x -+ x S1/Z,.

El objetivo central de esta tesis es estudiar la estructura de la representacién espinorial del grupo de
Lorentz en 6 dimensiones, determinando la forma explicita de las matrices de Dirac correspondientes.
Otro objetivo importante es usar este conocimiento para construir la electrodindmica espinorial en 6
dimensiones, asi como la posterior compactificacién de las dos coordenadas extra y su integracién para
obtener la teoria efectiva 4-dimensional.

El contenido de la tesis se ha organizado de la siguiente manera. En el capitulo 1 se presenta una
discusion elemental de los grupos ortogonales, unitarios y el grupo de Poincaré. En el Capitulo 2 se estudia
las propiedades basicas de la electrodinamica espinorial. En el Capitulo 3 se presenta la contribucién de
esta tesis, la cual consiste en establecer las propiedades de la representacion espinorial del grupo de Lorentz
en 6 dimensiones con el fin de estudiar la electrodindmica espinorial con dos dimensiones compactas extra.
Finalmente, en el capitulo 4 se presentan las conclusiones.
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Capitulo 1

Simetrias Continuas

En el estudio de la fisica clasica es facil encontrar ejemplos de simetrias, algo que no cambia mientras
otros objetos si lo hacen. Algunos ejemplos son las simetrias globales de Noether en una accion, las
transformaciones sobre vectores que dejan el producto punto invariante y las transformaciones de norma
en la teoria electromagnética. La idea de simetria juega un papel fundamental en el estudio de teorias de
campo, ya sean cldsicas o cudnticas [7, 8, 9, 14].

En este capitulo se dard un resumen de las matema&ticas necesarias para describir estas simetrias
mediante la teoria de grupos.

1.1. Conceptos fundamentales de la teoria de grupos

Sea GG un conjunto con elementos g; y una operacion entre elementos - la cual llamaremos producto.
Se dice que el conjunto G forma un grupo bajo el producto - si se cumplen las siguientes propiedades

1. Cerradura Si g; y g; pertenecen a G, entonces g; - g; pertenece a G.
2. Asociatividad Si g;, g; ¥ gx pertenecen a G, entonces (g; - g;) - gk = gi - (g - Gr)-

3. Elemento Identidad El conjunto G contiene un elemento e tal que e - g; = g; - € = g; para todo
gi en G.

1

4. Elemento Inverso Para todo g; en G, existe un elemento gi_1 en G tal que g; -gi_1 =g, "gi=e.

Si ademds ocurre que g; - g; = g; - g; se dice que el grupo es abeliano.

Existen muchas clases de grupos. Un grupo discreto tiene un nimero finito de elementos, sin embargo
para el presente trabajo nos interesa estudiar los llamados grupos de Lie, tales como los grupos de Lorentz
y de rotaciones, los cuales dependen de un conjunto de parametros continuos.

1.2. Grupos ortogonales y unitarios

1.2.1. El grupo O (N)

Sea G el conjunto de las matrices ortogonales N x N el cual forma un grupo al cual denotamos como

O (N). Este grupo preserva la distancia, por lo que sus elementos son rotaciones en el espacio, donde la
rotacién esta definida por

2"t = 0¥y, (1.1)

Las matrices O tienen en general N? componentes, pero no todas son independientes ya que la
condicién de ortogonalidad (OTO = I = det O = +1) introduce 3N (N + 1) restricciones; si tomamos
el conjunto de matrices ortogonales con determinante positivo, tenemos un subgrupo de O (N) llamado
grupo especial ortogonal de dimensién N denotado por SO (N). Debido a la condicién de ortogonalidad
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1.2. GRUPOS ORTOCONALES Y UNITARIOS

el nimero de pardmetros independientes es %N (N —1). Este es el nimero de pardmetros y generadores
de SO (N).

Los elementos de este grupo los obtenemos de

> ana ].
O () =T a=12- ,sN(N-1), (1.2)
donde 6 = (91, e ,H%N(N_l)) son los pardametros del grupo; ademas
=100 (13)
i d0C gy

son los generadores del grupo, que satisfacen el algebra de Lie
[T, T°] = ifebeTe, (1.4)

donde £ son sus constantes de estructura.
Si tomamos una rotacién infinitesimal, de la ecuacién (1.1) se tiene

2" =2+ wYa? con w” infinitesimal.

De la condiciéon de ortogonalidad podemos concluir que
w9 = —wt, (1.5)

es decir, w” es totalmente antisimétrica. Las w® tienen %N (N — 1) entradas independientes que es
precisamente el nimero de parametros del grupo.

Por otra parte se dice que las matrices D (6) forman una representacién del grupo si satisfacen la ley
de multiplicacion

D (0)D(0) =D (00). (1.6)
Consideremos entonces el producto
D(O)D(I+w)D ' (O)=D (O +w)O0™"). (1.7)

Haciendo un desarrollo en serie a primer orden tenemos
D (0) [I + ;wiﬂ‘Mij] DO =1+ % (OwO™)" M, (1.8)

donde M;; son los generadores del grupo en esta representacién. Siguiendo con el desarrollo anterior se
muestra que

D (0O)M;;D7*(0) = OT*0i' My, (1.9)

es decir los generadores se transforman como 2-tensores. Para hallar el dlgebra que satisfacen los genera-
dores M supongamos que D (O) es infinitesimal, entonces

1 a1 = futas] = (5% 4 (57 + ) at, (1.10)

de donde
[Mk:lu sz] =9 ((5le“€ — 6jkMil — (Silej =+ (5¢le]‘) . (111)

La representacion fundamental del grupo tiene dimensién N; la representaciéon adjunta, tiene dimen-
sién 1N (N — 1). En esta tltima (T,),, = i fape-
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1.2.2. Representacién espinorial de SO (V)
En general existen tres tipos de representaciones de SO (N)
1. Tensoriales: Las cuales se transforman como el producto directo de vectores.
2. Espinoriales.
3. Producto directo de tensores con espinores.

En esta seccion hablaremos de la representacién espinorial, la cual consiste en introducir N objetos
I'*, los cuales satisfacen o N
{FZ,FJ} = 26", (1.12)

con {, } el anticonmutador. A la ecuacién (1.12) se le conoce como dlgebra de Clifford.
La representacién espinorial de los generadores de SO (N) se define como

MY = % [T, 17], (1.13)

la cual satisface la ecuacién (1.11).
En general uno puede encontrar una representacién espinorial de SO (N) (supondremos N par) que
es compleja y tiene dimensién 2%, la cual actiia sobre espinores de 2% componentes

Uy
Wy
v=| | (1.14)

U
22
En el caso de N par podemos construir una matriz I adicional definida por
PN+ =rir2... N, (1.15)
que tiene las siguientes propiedades especiales
(TN =1, (1.16)
{TN+ T =0, (1.17)

y que es un escalar bajo una transformacién SO (N). En términos de esta matriz podemos definir los
proyectores1

P = % (1 -TN*t), (1.18)
PR:%(I+FN+1), (1.19)
que cumplen
P} =pp, (1.20)
P2 = Pp, 1.21
PI; +Pp=1, E1.22;
P Pg = 0. (1.23)

Los proyectores permiten definir dos espinores independientes

Wy = P,V espinor izquierdo, (1.24)
VUp = Ppr¥  espinor derecho. (1.25)

1P; es llamado proyector izquierdo y Pr proyector derecho.
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Cuando la dimensién del espacio es impar, esto es SO (N + 1) con N par, la dimensién de la representacién
sigue siendo 2%; sin embargo para completar el nimero N + 1 de matrices I'* se debe incorporar 'V *1
al conjunto N de las I'!, de tal manera que se cumpla el dlgebra de Clifford de la ecuacién (1.12). Los
generadores se definen como en el caso de dimensién par, es decir, estdn definidos por la ecuacién (1.66);
solo que ahora tenemos 3 (N + 1) (N 4+ 1 —1) = N (N + 1) generadores. En espacio de dimensién impar
no existe quiralidad.

1.2.3. El grupo SU (N)

Los elementos de este grupo son las matrices unitarias N x N con determinante 1. Sea U ¢ SU (N),
el nimero de elementos independientes de U es dado por la condiciéon de unitariedad las cual nos da
N? condiciones y detf = 1 la cual nos da una condicién; por lo tanto el nimero de componentes reales
independientes es 2N2 — (N2 + 1) =N?-1.

Toda matriz unitaria se puede escribir como la exponencial de una matriz hermitica, entonces los
elementos de SU (N) se pueden escribir como

U)=e"" a=1,2,--- ,N>—1, (1.26)
donde (ta)T = t* son los generadores del grupo y a® sus parametros. El inverso es de U es
Ut = (eia“t“)T = emia"t" (1.27)
Dado que detU =1 log (detU) = 0, usando la identidad log (detU) = Trlogl, concluimos que
Trt* =0. (1.28)

Entonces, t* es un conjunto de N2 — 1 matrices hermiticas de traza nula.
En la representacién fundamental, los generadores se normalizan

Tr (t*t") = %5“”. (1.29)

Ademas los generadores t* satisfacen
[t 7] = ifebere, (1.30)

que es el dlgebra de Lie del grupo donde f%€ son las constantes de estructura del grupo, que son reales
y totalmente antisimétricas.

La representacion de dimension N es la més baja del grupo y recibe el nombre de representacion
fundamental. Como ya se menciond, los elementos del grupo son matrices unitarias de dimension N x N,
las cuales actiian sobre N-pletes

2
¢
=1 .1, (1.31)
oN
que se transforman como
¢ =Up. (1.32)

Sean ¢ y x dos N-pletes, entonces usando la definicién de la transformacion, el producto xT es invariante
bajo SU (N).
1.3. Grupo de Poincaré

Las propiedades del espacio tiempo plano surgen de los siguientes postulados:

1. Las leyes de la fisica lucen igual en todos los marcos de referencia inerciales.

2. Existe una velocidad limite en la naturaleza, la cual tiene un valor absoluto c.
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El primer postulado significa que las ecuaciones que representan las leyes fisicas deben tener la misma
forma en cualquier sistema de referencia, esto es, las ecuaciones deben ser covariantes. Las coordenadas
de este espacio son denotadas por 29, ', 22 y 23; donde 2° = ¢t y 2 con ¢ = 1,2, 3 son las coordenadas

espaciales usuales. El 4-vector de posicion se denota por
z* = (2°,x). (1.33)

Nos interesa estudiar las propiedades de simetria de los sistemas fisicos cuando en el 4-espacio se realizan
cierto tipo de transformaciones.
Las transformaciones con sentido fisico que pueden ser realizadas son las siguientes:

= Rotaciones en el 3-espacio: Son transformaciones ortogonales en los planos z' — 22, ' — 23 y

x? — 8.

= Transformaciones puras de Lorentz: También conocidas como boosts, son aquellas transforma-

ciones que conectan marcos de referencia inerciales en movimiento relativo a lo largo de los ejes x!,

2% y 23. Son transformaciones en los planos espacio-temporales z° — 2!, 2% — 22 y 20 — 23.

= Traslaciones a lo largo de los 4 ejes

El conjunto de rotaciones y boosts forma el llamado grupo de Lorentz denotado por SO (1, 3), sus elemen-
tos son llamados transformaciones de Lorentz y suelen denotarse por A. El conjunto de las traslaciones
forma un grupo llamado grupo de traslaciones, el cual es un grupo abeliano. Al producto semidirecto del

grupo de Lorentz con el grupo de las traslaciones, se le conoce como grupo de Poincaré que es denotado
por 150 (1,3).

1.3.1. El grupo de Lorentz, SO (1,3)

En el espacio-tiempo los puntos senalan eventos, es de interés fisico la separacion entre eventos dada
por
2 _ (.0 0 2
812 = (331 - $2) = [x1 = %27, (1.34)

la cual es un invariante de Lorentz. Para dos eventos separados infinitesimalmente podemos escribir

ds? = gapdr®dz’® = (dx0)2 - (dx1)2 - (dz2)2 - (dx3)2, (1.35)
donde
1 0 0 0
0 -1 0 0
9710 0o -1 o (1.36)
0 0 0 -1

es el tensor métrico.
La longitud z? = .2 es un invariante de Lorentz; usando esta condicién y el hecho de que z/® =

Aaux“, se concluye que

ATgA = g. (1.37)
Se dice que A es una transformacion de Lorentz si deja invariante al tensor métrico. Tomando el deter-
minante a ambos lados de la ecuacién (1.37) y utilizando las propiedades de los determinantes probamos
que

det A = £1. (1.38)

Por lo tanto las transformaciones de Lorentz tienen determinante 41, aquellas transformaciones con
determinante positivo se llaman transformaciones propias de Lorentz, las transformaciones de Lorentz
con determinante negativo son llamadas transformaciones impropias de Lorentz y son de la forma A,A
6 ArA con A una transformacion propia y

1 0 0 0
0 -1 0 0 Ny .
A, 00 -1 o0l=9~ reflexién espacial, (1.39)
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-1 0 0 0
0 1 0 0 <

Arp 0 010|797 reflexién temporal.
0 0 01

(1.40)

Las propiedades del grupo de Lorentz son dictadas por el dlgebra que satisfacen sus generadores; para
determinarlos necesitamos los 3 boosts y las 3 rotaciones. Las matrices que representan los 3 boosts son

cosh (1 —senh¢; 0 O

AG)=1| segh G COS(}; G (; 8 Boost a lo largo del eje x!,
0 0 0 1
cosh(s 0 —senh(s O
A(G) = 0 L 0 0 Boost a lo largo del eje 2
—senh(s 0 cosh(s O ’
0 0 0 1
cosh(s 0 0 —senh(s
0 10 0 . 3
A(G) = 0 0 1 0 Boost a lo largo del eje z°.
—senh(s 0 0 cosh(s

Las rotaciones son

10 0 0
[0 1 0 0 . L
A(0)) = 0 0 cos send Rotacién alrededor del eje z',
0 0 —senb; cosb
1 0 0 0
A (0y) = 8 COZQQ (1) N S%n 2 Rotacién alrededor del eje 2,
0 senf; 0 cosby
1 0 0 0
|10 cosf3 senfs O ., .3
A(3) = 0 —senfs cosfy 0 Rotacién alrededor del eje z°.
0 0 0 0
Los generadores estan dados por
A(C
PR (51
dg; ¢i=0
Ji=—i B
do; |g,—o

Una transformacién de Lorentz general estd dada entonces por
A = id-0+iKC
Calculando los generadores se muestran las reglas de conmutacién entre ellos
[Jis Jj] = i€iji Ik,
[Ji, K] = i€ Ky,
[Ki,Kj] - —ieijkjk.

(1.41)

(1.42)

(1.43)

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)
(1.51)
(1.52)

Para entender mejor la estructura del grupo de Lorentz consideremos las siguientes combinaciones lineales

de los generadores

1
N = 5 (Ji £ iKG),

?

(1.53)
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las cuales obedecen las siguientes reglas de conmutacién

(N7, N | =ieijuN, (1.54)
[N, N7 | =ieijuNy, (1.55)
[N}, N;] =o0. (1.56)

Esta combinacion lineal de generadores nos revela que el grupo de Lorentz complexificado esta formado
por dos copias de SU (2).

1.3.2. El algebra de Poincaré

La transformacién continua mas general en el espacio tiempo es la llamada tansformacion de Poincaré,
la cual consta de una transformacién de Lorentz mas una traslacién

't = A" x2¥ + at, (1.57)

con a* un 4-vector constante. Las transformaciones definidas por a* forman el grupo de las traslaciones.
Sea D (A, a) una representacién del grupo de Poincaré, entonces debe cumplirse la regla de composicién

D (A,a) D (A,a) = D (AN, Aa +a) . (1.58)

Si consideramos una transformacion infinitesimal y utilizamos las condicién de Lorentz (1.37) podemos
probar que
Woo = —Wops (1.59)

entonces w es antisimétrico, lo cual nos dice que tiene 6 componentes; ademas dado que € es una traslacién
tiene 4 componentes. Por lo tanto el grupo de Poincaré tiene 10 parametros reales.
Para una transformacién infinitesimal D puede ser escrita como

D(1+we =TI+ %w,wJ”” — i€, P, (1.60)

donde J* = —J"# dada la antisimetria de w,,. J*” son los generadores del grupo de Lorentz y P*
los generadores del grupo de las traslaciones. Mediante un calculo directo se puede mostrar que ,bajo el
grupo, J es un 2-tensor, es decir, D (A,a) J/? D™t (A, a) = ALA IR Ademds P es un 1-tensor, esto es,
D (A,a) PPD™Y (A a) = N

Deseamos encontrar el algebra que satisfacen los generadores del grupo de Poincaré, para lo cual
suponemos que las transformaciones D en D (A,a) J?? D~! (A, a) son también infinitesimales. Después
de un poco de élgebra se tiene

Q[T TP = gt TR — gPR YT — g 4 g7 TP, (1.61)
i[P",JP%) = g"P P7 — gho PP (1.62)

Ahora supongamos que las transformaciones D en D (A,a) PPD~! (A, a) son de nuevo infinitesimales lo
cual nos lleva a

[P*, PP = 0. (1.63)

Las ecuaciones (1.61), (1.62) y (1.63) conforman el algera del grupo de Poincaré.

Algo importante de resaltar es que las ecuaciones anteriores se cumplirdn en cualquier espacio tiem-
po con métrica de Minkowski, es decir las ecuaciones (1.61), (1.62) y (1.63) son el &lgebra del grupo
150 (1,m — 1) cuando se permite que los indices tomen valores 0,1,--- ,m — 1.

1.3.3. Representacion espinorial del grupo de Lorentz

Recordemos que por representacion de grupo se entiende un conjunto de matrices D (A) tal que
satisfacen el producto del grupo - -
D(A)D (A) =D (AA), (1.64)
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donde D (A) = ez@ur’ " con JM" los generadores en esa representacién. Queremos encontrar una re-
presentacién espinorial para el grupo de Lorentz SO (1,3), para ello se tratard el problema de manera
general.

En la seccién anterior obtuvimos el dlgebra del grupo de Poincaré de donde encontramos que los
generadores del grupo de Lorentz J#*” deben satisfacer la ecuacién (1.61); ademds se menciond que esta
relacion se mantendria en un espacio-tiempo de dimensién arbitraria. En esta seccién hablaremos de
la representacién espinorial del grupo de Lorentz definido en un espacio de dimensién m (m par) que
denotaremos como SO (1,m — 1), lo anterior lo haremos utlizando el algebra de Clifford. Una algebra de
Clifford de dimensién m es un conjunto de m matrices I' de tamafio 2% x 2% que satisfacen

{TM TN} = 29MN, (1.65)

donde g es el tensor métrico. Se puede probar ademés que las matrices '™ se transforman como 1-tensores
bajo el grupo de Lorentz.
Consideremos la matriz definida por

SMN =~ [0, 7] (1.66)
Estos objetos cumplen
i [SMN7 SLK} — gINGMK _ (LMGNK _ (KMGLN 4 (KN GLM (1.67)

que es exactamente el dlgebra de Lorentz (1.61), por lo que siempre y cuando nuestras matrices IT'™
satisfagan el dlgebra de Clifford (1.65) seremos capaces de construir generadores de Lorentz S*¥ por medio
de la ecuacién (1.66)2. Esto reduce el problema de encontrar representaciones espinoriales del grupo de
Lorentz en cualquier dimensién a encontrar soluciones para la ecuacién (1.65). Estas representaciones
actuaran sobre espinores complejos de dimensién 2% .

De manera similar al caso de SO (N), podemos definir una matriz I+ (en caso de m par) que
anticonmutard con las demds matrices y cuyo cuadrado serad la matriz identidad, la cual nos ayudard a
definir proyectores izquierdos y derechos que permitiran definir dos espinores independientes.

Soluciones al algebra de Clifford

Hasta el momento hemos mencionado que el algebra de Clifford sirve para construir representaciones
espinoriales de SO (N) o de SO (1,m — 1), pero nada se ha dicho acerca de sus soluciones. Para ello,
considérense las siguientes matrices

ailr ai2 b11 b12
A = B == .
<a21 (122) Y <b21 b22>
El producto de Kronecker se define como

a11bi1 aiibiz  ai2bin  a12b12

anB a;xB a11bo1  aiiba  aizbai 12022
AR B = = . 1.68
(ang a22B> ag1bir  azibiz  asabir  ag2bio (1.68)
a21ba1  agibaa  agabar  aoobon
El cual satisface
(A® B)(C® D) = (AC @ BD). (1.69)

Con lo anterior podemos encontrar un conjunto de matrices v* para construir la representacion espinorial
del grupo SO (1,3), el grupo de Lorentz usual®. Sean las matrices

0 0 i ; 0 k
70 = (03 ® 00) = (OE) 00) y =i (02 ®o') = (ai %) , (1.70)

2Es comtn llamar S*¥ en lugar de J*¥ a los generadores de Lorentz en la representacién espinorial.
3Cuando hablemos del grupo de Lorentz usual usaremos 7 y ¢ en lugar de T', ¥ lo cual serd conveniente més adelante.
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donde o9 es la matriz identidad 2 x 2 y ¢* son las matrices de Pauli. Aprovechando que las matrices de
Pauli satisfacen el (dlgebra de Clifford 1.12), esto es

{o", 07} =26, (1.71)

y usando la propiedad (1.69) es facil probar que nuestro conjunto de matrices v* satisfacen el dlgebra de
Clifford y por lo tanto podemos definir una representacién espinorial a través de ellas, a esta representacion
particular se le llama representacion de Dirac. Es claro que la representacién de Dirac no es la tnica
representacién espinorial del grupo de Lorentz, sin embargo, cualesquiera dos soluciones del dlgebra de
Clifford estaran relacionadas por una transformacién de similaridad.

Recordemos que las representaciones espinoriales actiian sobre espinores complejos de dimensién 2%,
en el caso del grupo de Lorentz SO (1,3) los espinores tienen 4 componentes y se les conoce como
biespinores, se denotan por

11 ()
o= (L) =) 012
aa ()
y se transforman como ,
¥ (z) = D(A) ¢ = e2“» 5" 4 (). (1.73)

También recordemos que nuestro espacio es de dimensién par, por lo que existe quiralidad, es decir,

existen espinores izquierdos y espinores derechos; para encontrarlos es necesario encontrar una matriz
. 2 .. . .

% = iv9y1y2~3 que cumpla {’y“, 75} =0y (75) =1, con I la matriz identidad 4 x 4. En la representacién

de Dirac 0
0 o
5 1 0
7= (U Qo ) = (O’O 0) ’

con lo cual podemos encontrar cuales son los espinores izquierdos y derechos

_ 1 R A )
_ RPN Y A 1
vp=Pry = (1 v)w—2<¢1_¢2>. (1.75)

Para terminar este capitulo tratemos de encontrar un escalar a partir de . Dado que nuestro espinor
tiene entradas complejas y siguiendo la construccién de invariantes en SO (V) uno pensaria que el escalar
se contruirfa como 1. Pero veamos como se transforma este objeto,

¢y = ¢TDT(A) D (M), (1.76)

lo cual indica que )4 serd un escalar de Lorentz siempre y cuando DT (A) D (A) = 1, lo cual suceder sélo

si todas nuestras matrices v* son hermitinianas o antihermitianas, de modo que los generadores sean

hermitianos; sin embargo es claro que nuestras matrices v* no cumplen estas condiciones por lo que

podemos concluir que el grupo de Lorentz no produce transformaciones unitarias, en otras palabras no

podremos encontrar generadores del grupo de Lorentz hermitianos y en consecuencia ¥ no es un escalar.
Para definir un escalar de Lorentz notemos que del dlgebra de Clifford se cumple que

P =709 v . (1.77)
Usando lo anterior se tiene que
v Z v v
St = =7 A = 8, (1.78)
y entonces v
DY (A) = e 59w S™T = 0D=1 (A) 0. (1.79)
Si definimos ~
b =110, (1.80)

es facil probar que el escalar serd 1.







Capitulo 2

Electrodinamica Espinorial

En este capitulo estudiaremos la electrodindmica espinorial usual, construyendo densidades lagran-
gianas apropiadas que nos devuelvan las ecuaciones para los diferentes campos; ademas estudiaremos las
constricciones de dichas teorfas utilizando el algoritmo de Dirac [7, 10, 11, 14, 15].

2.1. La Teoria de Maxwell

El objetivo es encontrar una lagrangiana que nos devuelva las ecuaciones de Maxwell por medio de las
ecuaciones de Lagrange para campos. Empecemos con las ecuaciones de Maxwell, las cuales se dividen
en inhomogéneas que tienen un origen dindmico y homogéneas cuyo origen es geométrico. Las ecuaciones
de Maxwell inhémogeneas son

V-E=J° Leyde Gauss, (2.1)
VxB—-0E=J Ley de Ampere con correccién de Maxwell.

Las ecuaciones homogéneas son

V xE+ 0B =0 Ley de Faraday, (2.3)
V- B=0. (2.4)

Donde J° = ¢p, 2° = x¢ = ct y ademds absorbamos el factor 47” en JO y J.
Los campos E y B se pueden derivar de los llamados potencial vectorial y potencial escalar. Recor-
dando que V - (V x F) = 0 y utilizdndolo en la (ecuacién 2.4) tenemos que

B=VxA. (2.5)
Sustituyendo la anterior en la ecuacién (2.3) y recordando que V x Vf = 0 concluimos que
E=-VA" - §oA. (2.6)

Bajo SO (3) E, B, A y J son 1-tensores y A°, J° son escalares.
Definimos los siguientes cuadrivectores

J*=(J°J) cuadricorriente, (2.7
A* = (A"JA) cuadripotencial. (2.8)

De modo que la ecuacién de continuidad V - J + % = 0 toma la siguiente forma covariante

B = 0. (2.9)
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Dado que no hay companeros escalares para E y B no podemos formar mas cuadrivectores; su natu-
raleza tensorial surge de las ecuaciones (2.5) y (2.6). Se puede ver que los campos eléctrico y magnético
son las componentes de un tensor totalmente antisimétrico

FH = gAY — 9" A, (2.10)
Donde )
E;, — F‘io7 B;, — —561‘ij“€.
A F* se le conoce como tensor de campo electromagnético. Se define el tensor dual de F},, como

~ 1
F,Lw = ie,uuaBFaﬁ7 (211)

con €,,q3 €l tensor de Levi-Civita en cuatro dimensiones. Donde
~. 1 ~
Bi—>Fto7 E¢—>—§6iijJk.

Forma Covariante de las Ecuaciones de Maxwell
Las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas (ecuaciones (2.1) y (2.2)) se pueden resumir en
B FM = Jv. (2.12)
Por otra parte las ecuaciones homogéneas (ecuaciones (2.3) y (2.4)) surgen de
OHFYA 4 QVFM 4 QAFHY = (), (2.13)
que también se pueden escribir como

8, F" = 0. (2.14)

2.1.1. Transformaciones de Norma

Sea la transformacién

A, (@) = Ay (2) + B0 (), (2.15)

con « (z) un escalar de Lorentz. Entonces es claro que el tensor de campo electromagnético es invariante
bajo esta transformacion, es decir, F;’w = F,,. Los campos E y B son invariantes bajo una transfor-
macién de norma. Por eso se dice que el campo electromagnético A, (z) es un campo de norma, es
decir, estd definido hasta una transformacién de norma. Es el campo electromagnético A, (x) con el que
caracterizaremos los grados de libertad de la teoria de Maxwell.

Como se menciond al principio del capitulo, nos interesa construir una acciéon de la cual surjan las
ecuaciones de Maxwell por medio del principio de Hamilton; esto es, buscamos una accién de la forma

S = / d4z£(AH (x),8,A, (z)), (2.16)

la cual tendra que ser invariante de Lorentz y de norma si queremos que las ecuaciones sean invariantes
bajo estas transformaciones. Bajo una transformacion de Lorentz

't = A" 2", (2.17)
y recordando, de (1.38), que las transformaciones de Lorentz tienen determinante £1; tenemos que
d*z’ = |det Ald*z = d*z, (2.18)

de donde concluimos que la accién es invariante si lo es la lagrangiana L.

12
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Los objetos covariantes de Lorentz son

J;L — AMVJLM (219)
Al/u‘ — AILVAI/’ (220)
Fl,=MA\SFogs. (2.21)

Sin embargo bajo transformaciones de norma solo F),, es invariante. Se pueden construir los siguientes
invariantes

» A, A" Invariante de Lorentz, pero no de norma.

= J,A* Invariante de Lorentz y de norma siempre y cuando J, se construya a partir del principio de
norma de acoplamiento minimo. J,, caracteriza la interaccién electromagnética.

= F,, F* Invariante de Lorentz y de norma, sin embargo este término se puede escribir como
Oy (e’“’aﬁ AVFQB) que es un término de superficie que no contribuird en las ecuaciones de movi-
miento.

- FIW}NW“’ o« F,, F* con F,, F* invariante de Lorentz, de norma y par bajo paridad.

Una vez que encontramos los invariantes de Lorentz y de norma que se pueden construir, sea la
lagrangiana

1
L=— FuF" - J,A", (2.22)

utilizando las ecuaciones de Lagrange para campos
P oL _oc
“\00,45)  0As’

Do FB = JP.

nos llevan a

Entonces, la lagrangiana de Maxwell (2.22), nos lleva a las ecuaciones de Maxwell inhomogéneas. En
ausencia de fuentes, J* = 0, se tiene la Teoria pura de Mazwell

1
L= —ZFWFW = 0o F*P = 0. (2.23)

2.1.2. Constricciones de Teoria de Maxwell

En esta seccion estudiaremos las constricciones de la teoria pura de Maxwell dada por la ecuacién
(2.23). Si calculamos los momentos candnicos

S (2.24)
9Aa

tenemos
o = Foo, (2.25)

de donde, dada la antisimetria del tensor de Maxwell, la teoria esta sujeta a constricciones ya que Fyg = 0

y se tiene la constriccién primaria
dM) = 75 ~ 0. (2.26)

Para las componentes espaciales podemos despejar la velocidades
Al =m; + 01 A, (2.27)

La hamiltoniana primaria es

HO = /d3:137-[(1), (2.28)

13
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con
HO =H + roW), (2.29)
donde ) )
M= gmimi+ ZFUF“ + 10 A, (2.30)

pero m;0; A° = —A%9;m; + 0; (Aom), entonces

1 1 - )
H = §7Ti77i + zFijFZj — Aoalﬂ'i, (231)
donde se ha omitido el término de superficie 9; (Aom-).
Aplicando la condicién de consistencia sobre nuestra constriccion

80 = {o0 10} = fo (o), [ty () + 20 ()} w0, (232

se tiene )
oM = gim; ~ 0. (2.33)

De donde no es posible determinar \ y ademdas obtenemos una constricciéon secundaria
d? = g;m; ~ 0. (2.34)

Para terminar, veamos la condicién de consistencia para ®(?)

2 — {@(2)7}[(1)} - {<1><2> (z) 7/d3y (H () + A (y) M) (y))} ~ 0, (2.35)

de donde )
@ = 9,0,F;; ~ 0. (2.36)

Por lo que no hay més constricciones y A permanece indeterminado.
De acuerdo con el algoritmo de Dirac, una funcién f del espacio fase es una cantidad de primera clase
si sus paréntesis de Poisson con todas las constricciones son cero. Asi f es de primera clase si

(£} ~0 V. (2.37)

Se dice f es de segunda clase si al menos uno de sus paréntesis de Poisson con las constricciones no es
cero. Tomando en cuenta la definicién anterior es ficil probar que las constricciones () y &) son de
primera clase.

Dado que se tiene constricciones de primera clase, esta es una teoria de norma; lo cual se habia
demostrado antes de estudiar las constricciones.

2.2. El campo de Dirac

Como sabemos un estado arbitrario para una particula de espin % es descrito por dos niimeros com-
plejos, podemos describir estos estados por medio de un espinor de dos componentes

)= (i;) , (2.38)

A principios del siglo XX Dirac buscé una ecuacién que describiera a estas particulas, el queria una
ecuacion que fuera consistente con la ecuacion de Klein-Gordon y ademads que solo contuviera derivadas
de primer orden, lo cual presenta un problema, ya que si solo actiamos con J,, sobre 1, tendriamos un
indice libre el cual tendria que ser contraido para que la teoria fuera relativista. Es claro que no podia
contraer este indice con un cuadrivector a modo de tener v#9,% ya que esta expresion tiene una direccién
preferencial lo cual es inconsistente con los postulados de la relatividad especial. Dirac entonces buscé un
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operador diferencial que fuera una matriz 2 X 2 que actuaria sobre nuestro espinor de dos componentes,
es decir, algo de la forma

Y40y =400 + 7' 01 + ¥2 02 + 72 0s. (2.39)

La ecuacién de movimiento seria
(iv*9,, —m)yp = 0. (2.40)

El razonamiento de Dirac fue, que dada la ecuacién (2.40), la ecuacién de Klein-Gordon se obtendria al
aplicar dos veces el operador iv#0,, = m, lo anterior se logra si la parte simétrica del producto v#v" es
igual al tensor métrico

% (V9" +49") = ", (2.41)
reconocemos lo anterior como el dlgebra de Clifford (1.65) la cual sabemos construir y conocemos su
relacién con el grupo de Lorentz.

Dirac encontré que la ecuacién (2.40) serfa invariante relativista e implicarfa la ecuacién de Klein-
Gordon siempre que las matrices y* satisfagan el algebra de Clifford (1.65). A la ecuacién (2.40) se le
conoce como ecuacién de Dirac.

Para terminar tenemos que encontrar matrices y* 2 x 2 que satisfagan la ecuacién (1.65), sin embargo
es imposible construir matrices 2 x 2 6 3 x 3 que satisfagan la ecuacién (1.65), la representacién mds
pequena que se puede encontrar es 4 X 4 lo que nos obligaria a que nuestro espinor tuviera 4 componentes
en lugar de dos.

El motivo de que no existan representaciones de menor dimensién es profundo, recordemos que el
grupo de Lorentz SO (1,3) se puede representar como dos copias del grupo SU (2), lo cual nos dice
que existen espinores izquierdos y derechos, también recordemos que para encontrar una representacion
espinorial del grupo de Lorentz nos encontramos con el dlgebra de Clifford que de manera similar surgié al
intentar establecer una ecuacién para los campos espinoriales que fuera invariante relativista . Que sea
invariante relativista quiere decir que la teoria no debe cambiar bajo ninguna de las transformaciones de
Lorentz, incluso las impropias. Dado que una de las transformaciones impropias de Lorentz es la reflexién
espacial, una teorfa que solo incluyera un espinor izquierdo o derecho no seria invariante ya que la reflexién
espacial nos llevaria de un espinor izquierdo a uno derecho y vicecersa. Por lo anterior nuestra teoria debe
tener tanto espinores izquierdos como derechos tal como se mencioné en el capitulo 1, entonces tenemos

un espinor de la forma
(2
= 2.42
¥ (wZ : (2.42)

donde 1 y ¥ son espinores de dos componentes. Dado que en realidad necesitamos una representacién
4 x 4 usaremos la ya estudiada representacién de Dirac (1.70).

Construyamos una acciéon que nos devuelva la ecuacién de Dirac que sea invariante de Lorentz y que
ademads sea invariante bajo la transformacién de norma

P — %Y, (2.43)

donde €' es un elemento de U (1) y a una constante.

Sabemos que los objetos 1), v*0,1 son escalares de Lorentz, pero solo Y1) es invariante de norma.
Sin embargo es facil construir otro invariante de Lorentz y de norma multiplicando %) con 0,4 por la
derecha, de modo que nuestros invariantes de norma y de Lorentz son 11 y 1/_)7”8#1#. Con lo anterior sea
la lagrangiana

L =1 (iv"9, — m) . (2.44)

Mediante el uso de las ecuaciones de Lagrange podemos probar que esta lagrangiana nos devuelve la
ecuacion de Dirac.

2.3. Electrodinamica Espinorial

Estamos listos para construir la lagrangiana de la electrodinamica espinorial, para esto consideremos
el lagrangiano (2.44) el cual es invariante bajo la transformacién de norma ¢ — e*®1 siempre y cuando el
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parametro « de la transformacion sea global. En esta seccién estudiaremos que es lo que ocurre cuando
permitimos que el parametro o dependa del espacio tiempo

a=azh), (2.45)

y forcemos la lagrangiana a mantener su invarianza de norma bajo la transformacién local. Si hacemos
esta transformacién de norma a la lagrangiana (2.44) obtendremos el término ¥y, (x); si deseamos
que la lagrangiana sea invariante bajo la transformacién, debemos encontrar la forma de cancelar este
término sobrante. Para lo anterior sea A, un campo que transforma como

A, — Ay — %a#a (z), (2.46)

bajo U (1), donde e es una constante adimensional de proporcionalidad. Llamaremos al campo A, el
campo de norma.
Para introducir el campo de norma a la lagrangiana introducimos la derivada covariante

D, =0, +ieA,, (2.47)
con lo anterior nuestro lagrangiano toma la forma
L= (i) —m), (2.48)

donde P = v*D,,. Esta lagrangiana es invariante de Lorentz y de norma, por lo que al haber introdu-
cido el campo de norma hemos restaurado la simetria bajo transformaciones de U (1) ya sean locales o
globales. Sin embargo, ain tenemos un problema, ya que si queremos conocer la dindmica del campo de
norma calculariamos las ecuaciones de Lagrange para A, pero debido a que no hay derivadas de éste las
ecuaciones de lagrange nos dirian que z/?vuw es cero, lo cual nos regresarfa a la lagrangiana (2.44) que
no es invariante bajo U (1) local. Para solucionar este problema debemos incluir cierta dindmica para el
campo de norma.
Para cualquier campo de norma A, el término cinético apropiado es

1
1 Fu P, (2.49)

donde _
Fp,l/zé[D;uDV]a (250)

y e es la misma constante de proporcionalidad introducida en la transformacién del campo de norma.
Dado que en este caso solo tenemos un campo de norma A, es facil probar que

F=0,A, —0,A,. (2.51)
Entonces nuestro lagrangiano es
- 1
L= (p—m)y— 1 Y A (2.52)

que es invariante de Lorentz y de norma bajo el grupo U (1).
Las ecuaciones de movimiento para (2.52) estdn dadas por las ecuaciones de Lagrange para los campos
Y, ¥y A, las cuales no llevarfan a las ecuaciones

¢ (25 + m) =0, (2.53)
(i) —m) =0, (2.54)
O F" = epy”1p. (2.55)
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2.3.1. Constricciones de la electrodindmica espinorial

En esta seccion estudiaremos las constricciones de la electrodinamica espinorial dada por la lagrangiana
(2.52). Si calculamos los momentos canénico asociados a cada uno de los campos tenemos

oL

_ " = F,o=08;A0 — A, 2.56
Ty D0AN #0 0 ( )
8£ )
9= ’ 2.57
™= 50 Py (2.57)
Ty = 8—€ =0. (2.58)
oY

De donde obtenemos expresiones para A® y tres constricciones primarias

A =7 + 0" A°, (2.59)
M =, (2.60)
o) =1y — iy, (2.61)
ol =75 (2.62)

Con lo anterior no es dificil construir la densidad hamiltoniana H

1 - 1 . _
H = 2+ A (Oimi + @y ") + 7 By — iy Dy + mi, (2.63)

donde se ha omitido el término de superficie 9; (7;A°). La densidad hamiltoniana primaria tiene la forma
HO =# + 2oV 4 a2l + Aol (2.64)

Consideremos las condiciones de consistencia sobre las constricciones primarias

Q

o = {of?, HO} = {@5” (2), / dy (H () + N0V () + 320" () + X0l (y))} 0, (2.65)

Q

o) = {of?, HO} — {q>;1> (2), / ay (H () + N0 () + 320" () + Xof) (y))} 0, (2.66)

o) = {a{), HV} = {@é” @, [ d (1) + ol @) + 26 ) + Nl <y>)} ~0,  (267)

de donde
Y = —qin 0 — O, ~ 0, (2.68)
0§ = —i (9 — iqAj) b77 — qy°A° — mip + X340 ~ 0, (2:69)
B =i (9; +igA ) v + 7° A% — myp + Xy = 0. (2.70)

Las ecuaciones (2.69) y (2.70) nos permiten determinar A\* y A\? respectivamente, lo cual quiere decir que
q)él) y <I>:(,,1) son de segunda clase. La ecuacién (2.68) no contiene A y por tanto es una constriccién, ademds

<I>§ ) es de primera clase. Para la constriccién secundaria ®) serd conveniente elegir una expresién que
difiere por una combinacién de constricciones primarias de la ecuacién (2.68) que es

@ = 9;m; + ¥ +ig (@gw - q>§”¢) = 0y +iq (m0 — myth) - (2.71)
Siguiendo con el algoritmo de Dirac calculamos la condicién de consistencia sobre la contriccién secundaria

@) = {q><2>,H<1>} ~ 0, (2.72)
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de donde se puede ver que A! permanecerd indeterminada y que no surgen constricciones nuevas. Nuestro
conjunto de constricciones es

oM =, (2.73)
®fY) = my — i, (2.74)
of) =7, (2.75)
@ = Oim; +iq (mph — my)) - (2.76)

Se puede verificar que el paréntesis de Poisson entre la constricciéon secundaria y todas las constricciones
primarias es cero, por lo que concluimos que la constriccion secundaria es de primera clase.

Podemos concluir diciendo que la electrodinamica espinorial es una teoria sujeta a constricciones de
primera y segunda clase, por lo que es una teoria de norma como ya se habia mencionado.
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Capitulo 3

Electrodinamica espinorial en seis
dimensiones

En este capitulo se presenta la principal contribucion de esta tesis, la cual tiene por objetivo estudiar la
estructura de la interaccion electromagnética en un espacio tiempo de seis dimensiones, cuyas dimensiones
extra estan compactificadas.

3.1. El grupo de Poincaré en 6 dimensiones

Supondremos un espacio tiempo plano de dimensién m con n dimensiones extra; es decir una variedad
de la forma M™ = M* x N = {(XM)} = {(z*,y™)} = {(z,y)}. Para denotar puntos de la subvariedad
N™, también utilizaremos z = X*t* = y* con a = 1,--- ,n de modo que i = 5,6,--- ,n + 4.

Como sabemos el grupo de Poincaré SO (1, m — 1) estd definido a partir de sus generadores cuyo
ndmero es igual a %m (m+1), donde m de éstos que denotaremos como P); pertenecen al grupo de
las traslaciones. Los %m (m — 1) generadores restantes se asocian con el grupo de Lorentz SO (1, m — 1)
los cuales por el momento denotaremos como Jy;n. Estos generadores satisfacen las siguientes reglas de

conmutacion [5]

[Jmns Jrs] =i (9gunIms — gmusINk — gNrRIMs + gNsTImR) (3.1)
[(Jun, Pr) =i (9gurPN — gnrPM)
[Py, Py] =0, (3.3)

las cuales tienen dos subdlgebras, que corresponden al grupo de Poincaré estdndar 150 (1, 3) y al grupo
especial ortogonal inhomogéneo 150 (n). Para 150 (1, 3) se tiene el dlgebra

[Juua Jpo—] =1 (gupJVU - g;LUJVp - gl/pJ;LU + gVUJ;Lp) i (34)

[J;un Pp] =1 (gupPV - gl/ppu> ) (35)

[Py, P)] =0, (3.6)
y para 150 (n)

[qu?, Jﬁ&} =1 (QﬁpJD& - gﬁﬁjﬂﬁ - gDpJﬁ& + gDc?Jﬁﬁ) ) (3~7)

[Jaw, Psl = i (9asP5 — 95pPa) , (3.8)

Para continuar necesitamos saber como transforman los campos bajo ISO (1,m — 1), para lo cual
consideramos una transformaciéon de Poincaré infinitesimal

X;\/[:XM -‘erNXN-‘rEM, (3.10)
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donde w y € son los parametros del grupo.
Veamos como transforman los campos de norma Ay;! bajo el grupo. Sabemos que

Ay (X) = AunAY (A71X), (3.11)
haciendo la transformacién infinitesimal
Ay (X) = [gun + wun] [AY (X) + (wprX T +ep) 07 AV (X)], (3.12)
de donde después de un poco de algebra obtenemos
0ANM (X) = [wMN +9MN (waXR—i—ep) 8P] AN (X), (3.13)
bajo el grupo de Poincaré usual IS0 (1,3) se descompone en

AL (X) = [wuw + guv (Wpex” +¢€,) 071 A” (X)), (3.14)
0A; = (W’ +€,) 0" A (X)), (3.15)

de donde concluimos que A, se transforma como vector y A; como un escalar.

Para nuestra teorfa es necesario saber como se transforma un campo espinorial. Supongamos que m
es par de modo que se puedan definir espinores izquierdos y derechos. Dado que m es par existen m
matrices '™ de dimensién 2% x 2% que satisfacen el dlgebra de Clifford (1.65), una vez que encontramos
las matrices T'™ es posible representar al grupo de Lorentz por medio de los generadores definidos en
(1.66). Recordemos que esta representacion actiia sobre espinores ¥ de 2% componentes y que transforma
a los espinores como

!
Uy = (As) 4 VB, (3.16)
i MN ., ., . . —
con Ag = ez@mMNS una transformacion de Lorentz en la representacion espinorial y donde A = «, &,

a=1,23,4ya=>5,6,---,2%.
Haciendo la transformacién (3.16) infinitesimal tenemos

v, (X) = {11 + leNSMN} g (X +6X)
AB

2
= |:5AB + %UJMN (SMN)AB:| [\I/B (X) —+ 5XR8R\I/B (X)] R (3.17)
de donde
0W4(X) = |:;UJMN (SMN)AB +0aB (wMNXN + GM) aM:| Up. (3.18)

Nos interesa saber como se transforman las componentes ¥, vy W5 del espinor ¥4 bajo el grupo de
Lorentz usual. Desarrollando (3.18) y restringiendo los generadores y pardmetros al grupo SO (1,3) se
obtiene

S, (X) = BWW (5) 5+ Oap (WX, + €) au] Uy + wa (S‘“’)aﬁ} v, (3.19)

SWa (X) = wa (su")aﬁ} Uy + [;WW (") a5 + 0as (W™ X, + €) au} 0. (3.20)

Observando estas ecuaciones notamos que los espinores ¥,, W5 se mezclardn bajo la transformacién de
Lorentz, a menos que seamos capaces de encontrar una representacion en la cual los generadores cumplan

(54)5 = (5") 5 = 0.

1En este capitulo usaremos A, F en lugar de A y F con la finalidad de diferenciarlos de la teoria usual.
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3.2. Electrodinamica Espinorial en 6 dimensiones

Estamos listos para estudiar la electrodinamica espinorial en seis dimensiones, es decir, en un espacio
tiempo plano seis dimensional. En este espacio, la teorfa esta gobernada por el grupo de Lorentz SO(1,5),
aqui m = 6 por lo que tendremos un conjunto de 6 matrices I' de dimensién 8 x 8 con las cuales
construiremos la representacion espinorial del grupo. Esta representacion actuard sobre espinores de
8 componentes que escribiremos como VU (z,y). En lo que resta los indices M y N toman los valores
0,1,2,3,5,6; los indices i1 y v toman los valores usuales y los indices i y 7 toman los valores 5, 6. Ademaés
usaremos r = (xo,xl,xz,m3) para denotar las coordenadas usuales y usaremos y = (y17y2) para las

coordenadas extras. En este trabajo se usard el tensor métrico
gun = diag(l,—1,-1,—1,-1,-1). (3.21)

Lo primero que debemos hacer para construir nuestra lagrangiana es encontrar un conjunto de matrices
I'M procurando que se cumpla (SW)QB = (S") ap =0 de modo que los espinores en nuestra teoria no
se mezclen bajo una transformacién del grupo de Lorentz SO (1,3). Usando el producto de Kronecker
definido por (1.68) sean

o
T = (0% @At) = <70 fu) , (3.22)
5
6 (1 5y [0 iy
I’ = (ic! ®+°) = (i’y5 E (3.24)

Estas matrices I'M satisfacen el algebra de Clifford (1.65). Notemos que al definir estas matrices no
estamos especificando la representacién de las matrices v*, esto se debe a que nuestras matrices I'M
cumplirdn el dlgebra de Clifford siempre que las matrices v* lo hagan. Una vez que tenemos el conjunto
de matrices podemos definir generadores SN = i' [FM TN } a partir de ellas;? se puede probar que estos
generadores cumplen

s (S0
St —(3 Siw>, (3.25)

con lo cual se cumple la condicién (S*),, 5= (S") 4 5 =0, por lo que las componentes de nuestro espinor
¥ se transforman como
i
v, (X)= [2%“, (8")ap T 0ap (W' Xy, + €") 84 Vg, (3.26)

SWs (X) = [;w,w (5") a5 + 83 (W X, + ) aﬂ} U (3.27)

Notamos que cada una de estas componentes se transforman de manera independiente bajo SO (1,3),
que es justamente lo que se buscaba. De este modo escribiremos

U (z,y) = (Z4 (= y)> ; (3.28)

¥ (2,y)
donde ¥ y 1& son biespinores bajo SO (1, 3). Estos generadores cumplen ademds
[SE7,T°] =0, (3.29)
[SE7.T°] =0, (3.30)

lo cual nos indica que I'® y T'% son escalares bajo SO (1, 3).
Dado que nuestro espacio es de dimensién par podemos definir I'? tal que {F7, FM} =0y (I'")? =1Is.
Sea

I7 = —TOT' 23056 = (08 © 4°) = (70 —?y5> . (3.31)

25'(‘5“' son los generadores del grupo SO (1,5) mientras que S;" son los generadores del grupo SO (1, 3)
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La cual satisface las propiedades mencionadas, es escalar bajo SO (1,3) y nos permite definir proyectores
dados por las ecuaciones (1.18) y (1.19) con los cuales encontramos los espinores derechos e izquierdos.
En nuestra representacion

U (z,y), = PLY (z,y) = (ZZ’; E‘Z Z;) , (3.32)
U (2,y) = Pl (2,1) = (Zf Ez Z;) . (3.33)

Una vez que conocemos nuestro conjunto de matrices I'M sea la lagrangiana invariante bajo SO (1,5)
y Us(1)®

Lep =V (2,7) (ilD6 — m) U (z,y) — %}'MN (z,9) FMN (z,y), (3.34)
con
Fun (x,y) = O An (z,y) — On A (2,y) (3.35)
y
Do =T" Dy, (3.36)
Dy = 0y — egAnr (z,y) (3.37)

Donde eg es la constante de proporcionalidad definida por el grupo de norma. Se introduce el subindice
6 en ¢6 para no confundirla con 1P de la teorfa usual.

Tanto las ecuaciones de movimiento como las constricciones de esté teoria son de la misma forma que
en la teorfa usual. Las ecuaciones de campo son

(iDg —m) ¥ (z,y) =0, (3.38)
U (z,y) (ZBG + m) =0, (3.39)
O FMN (z,y) = egW (z,y) TM W (2,7), (3.40)

y el conjunto de constricciones es

(M = 11,, (3.41)
o =11y — T, (3.42)
o) — 11, (3.43)
d® = OI1; +ies (g ¥ —Mg¥) i=1,---,6 (3.44)

donde de nueva cuenta <I>§1), ) son de primera clase y @él), @él) de segunda clase.

Antes de continuar hablaremos de las unidades de las componentes de esta lagrangiana. Dado que la
accién debe ser un escalar la lagrangaiana tiene unidades de energfa a la sexta potencia es decir [£] = E°
lo que nos dice

[Fun] = E?, (3.45)
[An] = E?, (3.46)
(W] = E3, (3.47)
[eg] = E~1, (3.48)

acerca de las unidades de las demés componentes de nuestra lagrangiana.
Regresando al analisis estructural de nuestra teoria notemos que la curvatura es invariante bajo la
transformacién de norma

Ay (z,y) = Am (z,y) + O (2, y) (3.49)

3El subindice 6 indica que el pardmetro del grupo tomars valores en un espacio 6-dimensional.
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y que cumple
Fun (x,9) FMN (2,y) = Fu (2,y) F* (2,y) + 2F 0 (2, 9) F*™ (2,9) + Fao (2, y) F*7 (2,y) . (3.50)
Usando las matrices '™ definidas y la propiedad (3.50) podemos escribir la lagrangiana 3.34 como
Lep = LV + £, (3.51)
con
Lhp = (a.y) (i —m) v (2,y) + o (e,9) (i) —m) D

+ it (2,9)¥° Dt (2, y) — ith (w,9) ¥° Dsb (2, y) — <x, y) v”Dsz& (@,y) — ¥ (x,9) ¥’ Detb (2, ), .
3.52

1 -
~Far (@,y) F (2, 9) (3.53)

1 1 )
—~Fu (2,9) F* (2,y) — 5 Fpw (2,y) F* (2,y) — 1

4 2

con ) = y*D,, la derivada usual en 4 dimensiones.

£6D =

3.2.1. Compactificacién

Supongamos que los campos espinoriales, los campos y pardmetros de norma son periédicos en y, esto

Y(z,y+ R) =7 (z,y), (3.54)
b (2,y+ R) = (z,y), (3.55)
Ay (z,y + R) = Ay (2,y), (3.56)
a(z,y+R)=a(ry), (3.57)

donde R = (Ry, Rs). Queremos recuperar la teorfa usual cuando Ry, Ro — 0, para lo cual introducimos
las siguientes condiciones de paridad

¥ (x,—y) =2 (z,y), (3.58)
b (,—y) = —w (), (3.59)
A (z,—y) = A (2,y), (3.60)
A (z,—y) = —Au (2,9), (3.61)
a(z,—y) =al(z,y). (3.62)

Las condiciones de periodicidad y de paridad sobre los campos de norma A,; implican las siguientes
condiciones para las curvaturas

]:MV (.’L‘, _y> = ]:MV (l‘, y) ’ (363)
f,uD (l’, _y) = _‘FHD (:E,y) ) (364)
Fuw (2, —y) = Fuw (2, ) - (3.65)

Estas propiedades de paridad significan que se ha introducido la orbifold (S 1/ ZQ) X (S 1/ Zg). Esto se hizo
porque de acuerdo a los datos experimentales, si existen dimensiones extra éstas deben ser mas pequenas
que la distancia explorada, las dimensiones extra deben estar compactificadas.

Dada la periodicidad de los campos, podemos expresarlos en serie de Fourier con respecto a las
coordenadas extra que sean consistentes con las propiedades de paridad establecidas, sean

1
(o o) / (ml,O) 9 my
(0 (xay> R1R2 Z R1R2 cos ( T i )
> 2 m
(0,m2) 2 2Y
+m§::1”R1R21/} (x) cos 77( R )

oS] 1 2
(m1,mz2) 9 miy may
+ E Rlew (x) cos 7T< R, + e ) (3.66)

ml,m2:1
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o0 1
\/ 5= (ml’o) sin (27rm1y )
Z 1R2 @) Ry
o0 2
0 M) 9 may
2_1”3132 ) sin 7r<R2
i Ppmima) x)sin 2 my! + may’ (3.67)
,/ , | —— .
R1R2 Rl R2 ’

mi,mo=

1
Ay (z,y) = \/m (00) Z ”Rle Alm0) cosQ7r< éy )

mi=1
+ i 2 A0m2) (1) cos 2 may”
= VR, R
i 2 (m1,mz) mlyl m2y2
+ Z RleA" 2 () cos 2w 7 + ) (3.68)
mi,mo=1

mg:l 2
+ i 2 A(m1,m2) (CE) Sin2 mlyl + m2y2 (3 69)
o Y . .
Y RiRy™ Ry Ry

mi=1 1
30 e ®) (@) eosom (72
2 R1R2a X ) COS 2T )
2
(ml,mz) 2 1y may . 3.70
+m1;21VR1R2 CO”(Rl TR (370

Por otro lado, la periodicidad y las condiciones de paridad de las diferentes curvaturas implican

! (0 0) (m1 O) mlyl
Fuv (z,y) = R 7 Z Rle ’ ) cos 27 R

m1=1

(0, TYLQ) may
+ Z Rlef 005271'( 7 )

>

my,ma=1

1

2
miy moy
]_-(ml mg) 92 ,
) cos ”( R R )

.71
Rle (3.71)
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1
m ,0 miy
Fuw (x,y) Z \/ R1R ( ! ) Sln27'r( R, )

2
+ Z f(omz)( ) sin 27 (m};y )

- RIRQ 2
ma
+ Z — = F{mma) (1) sin 2 myt | may’ (3.72)
SHI T .
mi,mo=1 R1R2 Rl R2 7

1 (m miyt
Fuw (z, 17 \/ ]-"Wl’ 2
f ('T y) R1R2 M Z R1R2 COS 71'( R1
(0 ma) moy
F 2
+ Z \ R1R2 ) cos ”( Ro >

mo=1

1 2
ml,mg) miy may
AN 2 . .
+ E Rle}— ) cos 7r( R, + 72 ) (3.73)

mi,mo=1

La lagrangiana efectiva 4-dimensional es dada por

/Rldy/ dy® (LEp + L&D) - (3.74)

El sector fermiénico se puede escribir en términos de espinores de SO (1,3) como

R1 Rz
D= / dy* / dy*LE. (3.75)
0 0

Si tomamos en cuenta que en la expresién (3.52), i es par, i) impar, Dﬁzﬁ par y Dzt impar, las
coordenadas compactas se pueden integrar para obtener

+p(m2) () 55 (Do) 2222) (1) _ Jlmama) (3) Dy (m2m2) (0)
_1/;(@7ﬂ) ( )75 (DGQZ}) (ml,mQ) (LL') _ /(Z(m,mz) ( ),75 (wa)(ml,mz) (LL')

—m () () p(mms) (g) 4 lmma) () gmm)) @) - mg©O (2) @ (). (3.76)

Donde los objetos (]Dt/)) (mam2) deben ser determinados usando las propiedades de la serie de Fourier;
por ejemplo

(m¢)(0,0) (z) = ]p(O 0),,(0 0) e Z A mams) (mh@) (), (3.77)
( Z m my ma T T2) (71 Q) (z) — ieA(ﬂvﬂ) (z) w(o’o) (), (3.78)

donde
DLO’O) =0, — Z-eA(o,O) (z), (3.79)

e ) _ g rngme 20O e 375N Ay iy o AV @), (3.80)

ki,ka 1,2
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con

1
Ay my ky ke 7y mo = (5m@+7;1 + Oms katra T Oky,mytry + Oky motrs

+5Ll&+m + 57;2@+@> ) (3.81)

_ e . . X
y donde notamos que e = \/ﬁ es una constante adimensional. En las ecuaciones (3.76) a (3.80) se

ha utilizado la notacién establecida en la referencia [6], la cual explicaremos a continuacién. Las sumas
Y i, .m, toman en cuenta todos las combinaciones de los modos de Fourier con excepcién del modo (0,0),
—_—t s

S A(ﬂ@)w(mm) dada en la ecuacién (3.78), tomando en

cuenta lo antes mencionado la expresion anterior se puede expresar como

como ejemplo tomemos la expresién »

Z A(@v%)w(m,@) _ Z A(m1,0)¢(m1,0)+ Z A(O,77L2)¢(0,m2)

may,ma myp=1 m2=1
o0
n Z A(mhmz)w(mlﬂnz)_ (3.82)

ml,m2:1

Continuando notemos que en la ecuacién (3.76) los modos cero coinciden con la teoria en cuatro
dimensiones y que los modos exitados de los espinores ¢ y 1[) obedecen una especie de ecuacion de Dirac;
sin embargo no conocemos las masas de los modos exitados. Con lo anterior en mente nos centraremos
en los términos de masa del sector fermioénico, el cual esta dado por

£y — /ORI dy* /ORZ dy? [z (z,Z (@,9) V059 (w,y) — ¥ (z,y) 75851#(%1/))

— (¥ @) 7060 (2.9) + 0 (2.9) 7060 (0,9)) = m (4 (@) ¥ (0.9) + (@) D (0,9)) | (383)

Utilizando los desarrollos en serie de Fourier propuestos e integrando las coordenadas extra se obtiene

= = s 5 (ma,
LY = —mp(©@0) () (00 () — Z (d;(ml,o) () 0 (I)> ( m iMyy ) <z/) 0) (x)>

e Sy om0 @)
= ( (om = 0m m o —Myy?\ (Y02 (z)
S5 (g demam) (e ) (S
mo=
- 7.(m1,m > mi,m m - (MZ + ZMl) 75 ¢(m,1,m2) (x)
— Z ) (’I/J( 1,m2) (x) 1/}( 1,m2) (CC)) ((MQ _ ZM])’Y5 m q[}(ml’mz) (II:) )
mi,mo=
(3.84)
donde se han introducido las siguientes abreviaturas
mi
My =2n | — 3.85
v=2n (). (3.89)

mao

M, =2r <R2> . (3.86)

La determinacion de las masas fisicas, que deben ser reales y positivas, requiere de la diagonalizacion de
las matrices que aparecen en la ecuacién (3.84), ya que tal como aparecen, las matrices no conducirdn
a eigenvalores reales y positivos; lo cual en principio significa que mas de una transformacién unitaria
serd necesaria.

Comencemos con la matriz de masa

Ml

( m _iMWS) , (3.87)

—iMv® m
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e intentemos diagonalizarla, la ecuacién caracteristica nos lleva a los siguientes eigenvalores

m £ iM. (3.88)

Resolviendo la ecuacién (M L_\I ) x = 0 los eigenvectores correspondientes conducen a la siguiente

U, = \% (_2 . 715) . (3.89)

matriz unitaria

Lo cual conduce a '
Ml:von7°M1U1—< ! m_ZMl),

donde las 7" aparecen de la multiplicacién con los espinores.
Dado que la matriz M! es antidiagonal intentaremos diagonalizarla, notemos que M'f = M por lo

que sus eigenvalores son reales
+4/m2 4+ M2, (3.91)

sin embargo sigue sin ser satisfactorio ya que una masa no puede ser negativa. Los eigenvectores corres-
pondientes a la matriz M' permiten construir la siguiente matriz unitaria

Uy = — ! ! (3.92)
9 = —= m-+iMy _ _m+4iM,y s .
V2 \m2taz \fmira

con lo cual definimos
R _ 2 2
M'=UIM'U, = Vme + My ). (3.93)
0 _JmE

Para obtener eigenvalores positivos sea la transformacion quiral
¢(m1,0) (CE) I 0 w(ml,o) (x)
<r([)(m1,0) (z) — 0 - ,([)(mho) ()’ (3.94)

Us = <é _05> , (3.95)

con

Y
notemos que U. = Usy Ug Us = I. Esta transformacién conduce a
. /2 2
SOUIAON Ty = (VT M 0 5] (3.96)
0 m?2 + Mj

que es lo que se buscaba. Entonces la transformacion unitaria completa consta de tres transformaciones
unitarias sucesivas

¢(m1,0) () L w(ml,o) (z)
(q}[}(mho) (x) —U 1Z)(m1,0) (1’) y (3.97)
donde
14 mtiMy — <1 + m+1M1) A5
1 m o
U=l = o v (3.95)
2| _ 1 — —mtiMy 75 1 — _mdiM;

Con la matriz unitaria U! finalmente se obtiene
fo2 2
")’OUNL"YOMlUl _ m* + Ml 0 ) (399)
0 /m? + M;

con lo que se concluye que el espectro de masas es degenerado para (™19 y 1/;(’”170) y que tienen la
misma masa, dada por

2
m
mw(ml,o) = md;(,,nl,o) = m2 =+ (27’[’};) . (3100)
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Se procede a diagonalizar la matriz

2 m —Mg’)/s
M? = (Mw“” o ) (3.101)

La ecuacién caracteristica es identica a la encontrada para M', asi que los eigenvalores son complejos y

estan dados por
m %+ 1Mo, (3.102)

que conducen a la siguiente matriz unitaria

1 1 1
[
Ul - \/i (—i’yS 7’75> ’ (3103)

una vez realizada la transformacién se encuentra

(3.104)

MZ = ’)/OU;[’}/OMZU{ _ ( 0 m — zMQ) )

Dado que la matriz cumple M?2" = M? sus eigenvalores son reales

+1/m? + M2, (3.105)

los cuales conducen a la matriz unitaria

Uy = ! ! (3.106)
= — m~+iMso _ _m4iMy R .
2TV2 /m2+ M2 \/m2+ M3

asi que la matriz M es transformada

~ L — 2 2
M? = U, MyU} = (V m 0* M; #) . (3.107)
—/m? + Ms

Como en el caso de M, hagamos una tercera transformacién unitaria

(%:23 Eg) —Us (Zﬁzfi Eg) : (3.108)

con Uz dada en la ecuacién (3.95), con lo cual se tiene

N 2 2
U I2U; = (Vm +M; 0 ) (3.109)

0 m?2 + M2
La transformacion completa serd de nuevo el producto de tres matrices unitarias

1 + m-+iMo 1 __m+4iMsy
\/m2+M3 \/m2+M32

i1 mEtiMay A5 i 14 —metiMy -5 ) (3.110)
VmE Mz /m2 M

U? = UUU; =

N | =

que es similar a U, Los campos 1(2) y 4)(0:m2) tienen la misma masa, la cual es de nuevo degenerada
y estd dada por

2
m
md)(o,mQ) = mi}(o,mQ) = m2 =+ (271';) . (3111)
Finalmente se procede a diagonalizar la matriz dada por
12 m —i (My — iMay)~®
M= = <—i (M1 +iM2>’y5 m ’ (3112)
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cuyos eigenvalores son
m £ i/ My + Mo, (3113)

con los cuales encontramos la matriz unitaria

I I
Uf = | __MitiMy 5 _Mi+iMy .5 |, (3.114)
/MZ M3 /MZ+M3

la cual tiene el siguiente efecto sobre la matriz de masa

_ i 2 2
M2 = AUt O M2y = ( N 0 m — i/ M; +M2) ) (3.115)
m+i

VM?E+ M3 0
que tienen por eigenvalores

+4/m? + M2+ M2, (3.116)

los cuales permiten construir

1 1
1
U; = ﬁ ’rn—i—i\/]\/ff-i-Mg _TTL+7;\/M12+A422 s (3117)
/m2+MZ+M3 /M2 MZ+M3

de donde
. _ J/mZ + M2 + M2 0
M2 =ty = (VT ML A M 3118
’ ? 0 —/m?+ MZ+ ME)’ (3.118)

de nuevo haciendo la transformacién dada por la ecuacién (3.95) tenemos

077t 012 o \/m2+M12+M22 0
Usyv" MUz = 3.119
Y 37 3 < 0 /m2 +M12 ¥ M22 ) ( )

y la transformacién completa estd dada por

| 4 Mo/ MEEA (g VTR
NS TEES T ez )

3.120
m+i\/M12+Al§) Mitidty 5 <1+ m+i«/M;"+M§> My My ( )

U2 =U;UUs =
—(=1=
( m2+ME+MZ ) /M2 +M3 VmEHMZ+MZ ) \/M2+ M3

Y como en los casos anteriores, las masas de los campos espinoriales excitados ¢(™1:72) y ¢)(m1.m2) gon

degenerados e iguales
mi 2 mao 2
(%) + (&)

Una vez que hemos encontrado las masas de los campos espinoriales excitados continuemos con la
integral del sector de Maxwell £},

Mgmma) = My gy = | M2 + (27)° . (3.121)

R] R2 ) Rl R2 1
LD =/ dyl/ dy* Ll =/ dyl/ dy? <_4]:1WN (z,y) FMN (m,y)) : (3.122)
0 0 0 0

usando la ecuacién (3.50)

R R

1 2 1 1 = 1 5

LD = / dyl/ dy? (—4fw (2, y) F () = 5 F (@,9) F* (@,y) = 3 Faw (2,) F* (Jr,y)> :
0 0
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Utilizando los desarrollos en serie para las curvaturas y aprovechando la ortogonalidad de las funciones
trigonométricas se tiene

1 v 1 m vim 1 m v m
L = _Z]:‘(L%O) (z) FH(00) () — Z}-‘("’ 10) () Frv(ma0) (z) — 1]:;(3/ 2) (g) Frv(0ma) ()
_ lfﬁm17mz) (z) Frv(mi,mz) (z) — 1]:5;21170) (z) Frv(ma,0) (z) — 1 ELQ (x )]:W(O ,m2) (z)
4= 27w 27w
1 mi,m 7 1 7 1 m SO
= F (@) ) (@) — 2 FGY () OO (2) = 37 (@) FO) (2)
~ T @) RO (@) = 1F ) (@) FE ) ). (3123)

Necesitamos determinar la forma de los modos de las curvaturas en términos de los modos de los campos
de norma. De la definicién de las curvaturas dada en la ecuacién (3.35) y los desarrollos en serie de Fourier
para las curvaturas y para los campos se tiene que

FOO (@) = 0, AL (2) = 0, ALY (x),

Nz

(3.124)
m1,0) ( ) aﬂAl(,th) ((E) _ aUAELml,O) (l’), (3125)
O ,m2) (z) = 8H-AI(,O'm2) (z) — aVA,gO,m2) (z), (3.126)
fﬁ::’hmz) (2) = QAT ™) () = D AL (), (3.127)
ma ma 2 m
Fug™ (1) = 0, AL (@) + T 050 AT (). (3.128)
m mo 2
Fig" (@) = 0 A" (1) + =2 0 AP (7) (3.129)
mi,ma mi,ma m m mi,mo
Flmma) (z) = 0, A7) (z) + 21 <Ri§5,; + Rj(sﬁg) Almma) () (3.130)
Fo (x) =0, (3.131)
mi, 2mm mi,
FigO (z) = R LA (@), (3.132)
m 2 ma
F" (@) = - ;mu(o N (@), (3.133)
my,mo 2mm my,mo 2mm my,ms
Figm) () = — 7 AT (1) — i 2 Almma) () (3.134)
1 2

m1,0)

Note que no existe término de masa para .A( Aéo’mQ). Considérese el término de masa dado por

}—(Tm,mz) ( )];-p,ﬁ(mhmz) ((E) _ _7]:(7"17m2 (1,) ]:56(ml,m2) (:L’)

4T
1 27mm, (m1,m2) 2my 2mmo (m1,mz) (m1,ma2)
( B ) (4§ ) (33)+2( i )( B )A () AS (z)

+ 27Tm2 2 (A(’lnl,m2)>2( )
Rs 5 v
AT ()

2
1 mi1,Mm2 mi,m2
= =5 (Al (@) Ag) (@) M N E (3.135)
G (z)

donde
2mmeo 2 2mwmq ) (27rm2
ftz Rl ). (3.136)

2Tmy 2mTma 2mmy
() () ()
(m1,ma2) yA((Sml,mg)

Diagonalizaremos la matriz M a modo de encontrar una combinacién de los campos Az
que podamos eliminar de la teoria mediante una transformacién de norma especial, de la cual hablaremos

M =
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mas adelante. La matriz que diagonaliza a M es

S = ( cos f Sme) , (3.137)

—sinf cosf

donde tan § = 2281 Entonces
ma R2

0 0
STMS = 2 2. 3.138
o (e ) o
Por lo tanto, en términos de los campos rotados se tiene, denotando los campos fisicos por H("1:m2) y
los seudobosones de Goldstone por G(™12) que

A () G2 ()
_g 7 (3.139)
Aéml,mg) (x) H(m1,m2) (J;)

entonces

A(mhmz)(z)
1 my,m2 av(mi,mo 1 mi,ma mi,msz >

=g T @) P ) = =g (A7 @) AT @) M|
AGT) ()

. G(mhmz)(x)
_ _5 (G(nzl,mg) (Z‘) H(ml,mq) (l‘)) STMS

2mma 2 n 2mme 2
Ry Ry
Recordemos ademds que .A m1,0 (a:) y .AéO’mZ) (z) no poseen términos de masa, por lo que también se

consideran como seudobObones de Goldstone. Tenemos entonces

H(muma) (g)
1

2

H(mlymz) ($) H(mlvm?) (3;) A (3140)

G(ml,O) E.Aéml’O)
G(0.m2) EA((SU,mz)

FH(m1,0) = .Aéml’())

} Seudobosones de Goldstone (0.m2) (0,m2)
HOm2) = Ay

} Escalares Fisicos.

Finalmente tenemos que en términos de campos eigenestados de masa, las curvaturas toman la forma

2
ForO (2) = 9,G60m0 (2) + ;mlA“”l 0 (), (3.141)
Fagt? (2) = 0, H™ ) (), (3.142)
Fm) (2) = 0,HO™) (z), (3.143)
2
FOm) (2) = 0,60™) (x) + LZ”A@“ ma) (7)), (3.144)
mi,m mq , 1M : mi,m 2 m1,m
FEm2) (z) = cos 00,G) (z) + sin 09, H™™) (z) + ;Tl AGmma) (z) (3.145)
]_-(ml,mz) _ . (m1,m2) (m1,m2) 27Tm2 (m1,m2)
16 (x) = —sin00,G (x) 4+ cos 00, H (z) + TQAM (x), (3.146)
FgO (z) = 27]?1 2O (2), (3.147)
1
FOm) (4 = 22 fro.ma) (4 (3.148)
Ry
fégnhm?) (z) = —LWILI (— sin §G(m1m2) () + cos gH (m1m2) (m))
_ 2mmy (cos 0Gm1m2) (1) 4 sin O H (12 (:c)) . (3.149)
Ry
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Para continuar, recordemos que en nuestra teoria seis dimensional la curvatura es invariante bajo la
transformacién de norma (3.49), esto es

0Fmn (2,y) = Fun (2.y) — Fun (2,y) = 0. (3.150)
Ademads, también de la ecuacién (3.49) tenemos
0AM (7,y) = Oma (2,y), (3.151)
de donde
6 A, (2,y) = Oua (z,y), (3.152)
0 A (z,y) = Opax (2,y) - (3.153)

Usando los desarrollos en serie de los campos A y del pardmetro de norma a vemos que
SAPO () = 0,0 (2), (3.154)

SALO (@) = a0 (a), (3.155)

SAL™) (2) = 9,002 (2), (3.156)

SAT) (2) = 9,07 (@), (3.157)

(3.158)

2
6Al(;ml’0) (.I‘) _ Zml 65ﬁa(m1,0) ($)7 3.158
1
5AL™) () = _27; M2 5 2a®m2) (z) (3.159)
2
SAT™ () = —2m (1050 + 266 ) o™ (). (3.160)
R1 RQ

Llamaremos transformaciones de mnorma estindar (SGT) a aquellas que surgen de hacer
almi0) (z) = 0, a®™2) (2) = 0 y al™2) (z) = 0. Bajo éstas .AELO’O) (z) es un campo de norma ba-
jo el grupo estandar Uy (1), mientras que el resto de los campos transforman como escalares. De modo
similar definimos las transformaciones de norma no estindar (NSGT) haciendo a(®? (z) = 0. En este

caso .AELO’O) (z) es un invariante, pero A&ml’o) (z), .ALO’mz) (x)y Aﬁml’m” (z) se transforman como campos
de norma abelianos.

Norma unitaria

La norma unitaria se define mediante una NSGT particular tal que los suedobosones de Goldstone
sean mapeados a cero. Recordemos que los seudobosones de Goldstone son

Aémho) = Gr(ml,O)7
Aéo,mz) = G(O,mz)’
cos QAéml’mQ) — sen 0Aém17m2) = G(mim2)

Sean las NSGT
R”

am1:0) (z) = m@(nmo) (z), (3.161)
Ty
R
(0,m2) _ 2 (0,m2) 162
o () ZngG (), (3.162)

con estas transformaciones se logra que los suedobosones de Goldstone G190 (z) y G(0™2) (z) sean
mapeados a cero que es justamente lo que se desea; ademds con esta eleccién de norma los campos
A0 2y y AL™2) (1) se transforman como

mi, mi, Rl miy,
A0 () = A0 () + <2ﬂm1) 8,G™0) (1) | (3.163)
R
Ago,m2) (I) — A}(lO,mg) (l‘) + (277”212) altG(O,mz) (x) ) (3.164)
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Finalmente de las transformaciones
6nsA(5m1’m2) (l‘) _ _2W%a(m,l,7ng) (JI),
1

5ns~A(m1 ,mg) ((E) _ —QW@a(ml’mz) (1,)7
Ry
se tiene el sistema

€08 03,sGM1™m2) (1) + 5in 06, H™1™2) () = —271“%’”1 almume) ()

—8in 03, GM1™2) (1) + cos 06, H™1™2) () = 27;;“ almimz2) ()

Resolviendo el sistema para 6,,,G("12) (z) se obtiene
1

q(mamz2) (z) = G (mima) (z), (3.165)
271' (m2 sin @ — 7}'%“ cos 9)

de tal forma que el suedobosén G(™1™2) () es mapeado a cero y el campo A(ml m2) (x) transforme como
1
Alfmama) () = A(mm2) (z) — 9,Gmm2) (1) (3.166)
2 <m2 sin6 — ‘5t cos 9)

Asf que en esta norma los suedobosones de Goldstone G(™1:9) (), G(®™2) (z), G(™1:™2) () son claramente

incorporados en la componente longitudinal de los campos masivos .Au 20 (g )s Aﬁo’mz) (x), .Ait(ml’mZ) (x)
respectivamente.

La lagrangiana en la norma unitaria se obtiene borrando los suedobosones de Goldstone en la lagran-
giana original, de este modo, después de aplicar las transformaciones de norma concluimos que nuestra
lagrangiana de Maxwell efectlva L3 es

LAJLWD :Eg\(},o) _|_Lg$1~,0) _|_/:(0 »m2) ES\}n17m2)7 (3.167)
con
1
55&0) — _ZF‘(‘%O) () FH©00) () (3.168)

mi 1 m v(m 1 m m
=L o o 3y 1 (09 ) (30 )

1/2 ? 1/2 2
3 ( 7;;“) AEZ”L,O) (z) An(ma,0) (z) + 3 ( 7;;”) F(m1,0) (z) F(m1,0) (), (3.169)
m 1
Eg& 2) — 4 F}ngz) ( ) v (0,m2) (.23) + 5 (8M H(O-,mz) (33)) (a# H(O-,mz) (JJ))
1 /2mms\> 1 (27mms >
+ 3 < i 2> AELO,mz) (z) Aw0,mz2) (z) + 3 ( 7 2) F(0:m2) (z) F(0:m2) (z), (3.170)
maq,m 1
ng 1,m2) — 4 FlsTl,mg) ( ) Fuu(ml,mz) (CL‘) + 5 (8M H(ml,mz) (:E)) (au H(mhmz) ({E))

+ 27 { sin 6 + R—z cos 9} Almama) () gr fr(mama) ()

Ry .
1 27rm1 27Tm2 (7n1,m2) p(my,ma)
+3 ( 7 ) ]A ) A (x)
1 2 2
3| () () 1Hmhm2 ) HOw) (3). (3.171)
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De las expresiones Eg{}”’o), CE&’WQ) y E%}“’m&) notamos que las masas de los campos .AL"“’O), ALO’mQ) y

2 2
A&ml’mz) son —2’;{?1, —2’}’{22 y 277\/(’}%11) + (%) , respectivamente.

Finalmente nuestra lagrangiana efectiva se puede escribir como

Lap = LIy + £G4 im0 4 pOm2) . glmama), (3.172)

donde notamos que los modos ceros coinciden con la teoria usual.
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Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo de tesis se ha presentado una revisién elemental de las propiedades bésicas de los
grupos ortogonales, SO(N), de los grupos unitarios, SU(N), y de los grupos SO(1,m — 1). En este
contexto, se estudiaron las propiedades basicas de espinores determininados por el grupo de Lorentz en
seis dimensiones, SO(1,5). La contribucién de este trabajo de tesis consiste, ademds, en la formulacién
de la electrodinamica espinorial en seis dimensiones, asicomo en el estudio detallado de la teori a efectiva
que resulta de asumir que las dos dimensiones extra estdn compactificadas.

En lo que respecta a las propiedades elementales de los espinores en seis dimensiones, los principales
resultados se pueden enumerar como sigue:

= Representacién. Se introdujo una representacion de las matrices de Dirac en 6 dimensiones, escrita
en términos de las matrices correspondientes en 4 dimensiones, dada por

e — (UO@WM)(WOH $u>’ (4.1)
v o= (7). (4.2
e = (i01®'y5)=i($5 7;). (4.3)

Dado que el espacio tiene dimensién par, existe una matriz adicional, I'7, la cual permite definir
quiralidad. Dicha matriz, la cual se transforma como un 0-tensor bajo SO(1,5), pero es impar bajo
la transformacién de paridad, definida por Ap = g, es dada por

7 = —TOPip2pspdops — (75 0 ) (4.4)
_ =0 _p)- .

= Generadores. La representacién anterior permite escribir los generadores del grupo SO(1,5) que
definen al subgrupo esténdar SO(1, 3), en bloques diagonales como sigue:

v S0

= Espinores. Esta descomposicion diagonal de los generadores del grupo de Lorentz estandar nos
permite descomponer el espinor de 8 componentes definido por SO(1,5) como sigue,

v- (1), 0o
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donde ¢ y 1[) son objetos de 4 componentes que se transforman en la representacién espinorial de

SO(1,3).

= Electrodinamica Espinorial. En seis dimensiones, la electrodinamica espinorial que viene siendo
la andloga de cuatro dimensiones, es dada por la siguiente lagrangiana,

_ 1
Logep = V(z,y) (D —m) V(z,y) — ZfMN(SU,y)]:MN(%y) . (4.7)
Esta teorfa es gobernada por los grupos Ug(1) y ISO(1,5).

En lo que respecta al proceso de compactificaciéon y obtencién de la teoria efectiva 4-dimensional, los
resultados principales son:

» Periodicidad y paridad. Los objetos ¥(x,y) y Faun(z,y) se transforman como espinor y 2-
tensor bajo SO(1,5), respectivamente, pero también se transforman covariantemente bajo el grupo
de norma Ug(1), el primero como una fase y el segundo como un escalar. En un primer paso,
antes de la compactificacion, dichos objetos se pueden descomponer en objetos que se transforman
covariantemente bajo el grupo de Lorentz estdndar SO(1,3), como sigue:

Uz, y) = ¢(2,y), ¥(2,9), (4.8)

los cuales se transforman como espinores bajo SO(1,3). Por otra parte, los campos de norma
contienen los siguientes dos objetos

.AM(.’L', y) — Au(m,y), Aﬁ(Qj?y) ) (4'9)

los cuales se transforman como un 1-tensor y un O-tensor bajo SO(1,3). Lo anterior implica la
siguiente descomposicién de los tensores de curvatura

.FMN($7y) — ‘F;,Ll/('r?y)7 fuﬂ(x7y)a ]:ﬂl?(xay)7 (410)

los cuales se transforman como un 2-tensor, un 1-tensor y un 0-tensor bajo SO(1, 3). Las propiedades
de transformacién bajo el grupo de norma Ug(1) de estos nuevos objetos son las mismas que las de
los objetos originales.

Las coordenadas y' y 42 se asumen compactificadas sobre la orbifold S'/Zs x S%/Z,. Esto permite
asumir las siguientes propiedades de periodicidad y paridad de los campos

U(x,y) = ¥Y(r,y+27R), (4.11)

Ay (z,y) = Apm(z,y+27R) = Fun(z,y) = Fun(z,y + 27R), (4.12)

1/1(% _y) = —H/)(x,y), (413)

'(/A)(xa _y) = _i(x’y)a (414)

Au(xa _y) = +A;t(x’y) = }—uu(xa _y) = +]:p,1/(x7y)7 (415)
Ap(z,—y) = —Aulz,y) = Ful(z,—y) = —Fu(z,y), Fas(z, —y) = +Fus(z,y) . (4.16)

= Transformaciéon de punto y teoria 4-dimensional.

La conexién entre la teorfa gobernada por los grupos Ug(1) y ISO(1,5) y la teorfa gobernada por los
grupos estandar U(1, M*) y I1SO(1,3) es dada a través de una transformacién de punto, definida
por series de Fourier pares e impares, que mapean objectos covariantes del primer par de grupos en
objetos covariantes del segundo par de grupos. El mapeo es como sigue:

Ag@y) o (ALD @), {AG 0% @)}, (AP (), (AT (@)} )

({Al({nl,O)a(x)}7 {Afjo,ml)a}(x), {Aflmlme)a<x)}) , (4.17)
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donde las torres de KK {Aéml’o)a(x)} son los pseudo bosones de Goldstone asociados a la to-

rre de campos de norma {zﬁll(fm’o)a(as)}7 la torre {Aéo’mZ)a(x)} corresponde a los pseudo boso-

nes de Goldstone asociados con la torre {ALO’mZ)a(a:)}, en tanto que una mezcla de las torres
{ALmm2a )y g (A2 (1)) define la torre de pseudo bosones de Goldstone de los campos
(m1,m2)a

de norma {A,, (2)}. Ademés, existen tres torres de campos escalares fisicos correspondientes
a {Aéml’o)a(a:)}, {Aéo’m2)a(x)} y una mezcla de las torres {Aéml’mz)a(x)} y {Aéml’mg)a(x)}, con

2 2 2 2
\ | : 2mma 2Tmo 2mma 2mTmo
masas al cuadrado dadas, respectivamente, por ( i ) , ( R ) y ( iR ) + < R > .

Diagonalizacién. El sector de norma Abeliano contiene dos campos escalares Ay, de los cuales uno

es necesario para formar las componentes longitudinales de los modos masivos de KK A&ml ,m2)7 es
decir, da lugar a seudo bosones de Goldstone que son campos escalares de masa cero; mientras que
el otro campo escalar conduce a excitaciones de KK fisicas asociadas con el campo electromagnético
debido a su penetracién en la variedad compacta. Sin embargo, la presencia de escalares con masa
distinta de cero y de masa igual a cero no surge directamente, sino que hay que realizar un proceso
de diagonalizacion. Se mostré explicitamente que, en efecto, esto es lo que ocurre, lo cual es una
prueba no trivial de que el mecanismo de Higgs opera en la teoria.

En el sector espinorial, surgen también términos de masa como consecuencia del proceso de com-
pactificacién. Si bien es cierto que la masa del modo cero, es decir, la masa de la particula fisica, es
facilmente identificada en la teoria, lo mismo no ocurre con las excitaciones de KK, ya que en este
caso la identificacién de los términos de masa es sutil. Se demostré que dichos términos de masa
pueden ser definidos de manera consistente mediante una serie de transformaciones de tipo unitario
y quiral.
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