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RESUMEN

Se trata de la busqueda de operadores diferenciales e integrales, que satisfacen la
relacion de Heisenberg, que puedan aplicarse a la solucién de potenciales en Mecénica
Cudntica, estos operadores a su vez pueden verse como la suma de operadores mul-
tiplicados por funciones, ademds, en cada sistema cudntico habran de satisfacer las
distintas relaciones de conmutacién que cumplen los operadores en la teoria cudntica
clasica, como un ejemplo de esto se hara un desarrollo analogo al que se realiza en la
teoria clasica para el oscilador arménico unidimensional.

OBJETIVO

Buscar la forma ideal de operadores que satisfacen la relaciéon de Heisenberg, tal que
también satisfagan las relaciones de conmutacién de los operadores convencionales de
la Mecédnica Cudantica, y sea posible manejar por partes estos operadores, observando
su accion sobre las eigenfunciones como sumas de energia, ademas estos operadores
axtraen mas informacién sobre el sistema, informaciéon que normalmente se encuantra
implicita en las eigenfunciones, Asi también se espera que este trabajo sirva para hacer
algunos calculos de manera mas corta y sencilla.
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INTRODUCCION

El propdsito de esta tesis es intentar construir un desarrollo basado en el articulo de G Dattoli,
D Levi y P. Winternitz; ” Algebra de Heisenberg, Calculo Umbral y Polinomios Ortogonales”, donde
se proponen dos operadores; un operador diferencial de segundo orden P y un operdor integral de
primer orden M. Que sean de utilidad para resolver diversos sistemas cudnticos, es decir desarrollar
todo un procedimiento alterno al uso de la ecuacién de Schrédinger y la representacién matricial
que propuso Heisenberg para la Mecanica Cuédntica partiendo siempre de la forma original de los
operadores Py M [1].

Expresandose estos operadores como:

La idea de dicha construccién puede encontrar su fundamento en parte, al tratamiento de
Erwin Schrédinger al oscilador arménico cudntico unidimensional [6] que presenta en su articulo:
Cuantizacién como problema de autovalores [4], otra motivacién para dicha construccién son todos
los problemas relacionados con tecnologia derivada de la Fisica de estado sélido como los enrejados
vibrantes, si bien en ese caso hablariamos de un conjunto de dtomos y no de una sola particula,
por lo que el potencial cambiaria. El tratamiento de Schrodinger consiste en factorizar al operador
hamiltoniano para dicho caso en la forma:

(=) v = (@) (& +v) -]

siendo nuestra ecuacién de Schrédinger original:

‘fy\g +(e—y*)¥ =0

wh
o€

donde x = %y, y E=

Demostraremos que estos operadores cumplen con la relacién de Heisenberg, las relaciones de
conmutacién para el caso del oscilador armoénico cuantico unidimensional, haremos ver a su suma
y resta como operadores andlogos a los operadores de creacién y aniquilacién para el sistema ya
mensionado. Una vez que tengamos su forma explicita analizaremos su accién sobre las eigenfun-
ciones e indagaremos sobre cémo continuar con el proceso iterativo de busqueda de la forma exacta
para el operador hamiltoniano de ese sistema.




Capitulo 1

OPERADORES LINEALES
DIFERENCIAL E INTEGRAL
QUE SATISFACEN EL
ALGEBRA DE HEISENBERG

Al momento de aplicar nuestro propio desarrollo basado este a su vez en el articulo, nos referire-
mos inmediatamente a uno de los sistemas ”simples”de la Mecanica Cudntica, pero a la vez un
fenémeno bastante universal ya que encuentra su andlogo inmediato en cualquier otra rama de
la Fisica; ya sea Mecdnica Clasica, Termodinamica, Fisica Molecular etc. donde nos encontramos
con sistemas donde se realizan movimientos oscilatorios con suma frecuencia. Para el caso de la
Mecénica Cudntica; el oscilador arménico cudntico unidimensional.

Definimos dos operadores lineales P y M de la siguiente forma [1]:

P = ®y(2)D? 4 &y (2) D, + Bo(x) (1.1)
M = g(z)D;" + k(x) (12)
donde
. d
Dy = — (1.3)
y

ademads; ®o(x), P1(x), ®o(x), g(z), k(z) son funciones r + 1 veces diferenciables.
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Por hipétesis PM y MP son operadores diferenciales y cumplen
[P 01] =

la cual es la relacién de Heisenberg.

realicemos el producto

PAT = (@3(2)D2 + @1 (2) D, + B0 () ) (9(2) D, + b(a))

esto es

PMu(z) = (@Q(x)f)i + @y () D, + @o(x)> (g(x)f);l + k(:c)) ()

2 u(x) + O3(z) Dy (k’(x)u(w
+@ () (K () u(x) + k(z)u (x)) + Po(z)

PNu(e) = ®2(2)Ds (9'(@) D7 u() + gl@)u(a))
+1(2) (' (@)D ulx) + g(@)u() )
+@0(w)g(2) Dy ulx) + o) (K (@)u(x) + 2K (@) (@) + k()" (@)

(
K () ( ) + k(z)u ( ))+<I’o(x)(k( Ju(x))

4 (2) (g'(xm- u(@) + g(w)ul )) @o(a)g(x) Dy "ula)
s (2) (K ()u(x) + 2K (@) (@) + k()" ()
() (K (@) u(e) + k() (@) + @o(@) (k(x)u(x))

asi, obtenemos la expresién

PMu(x) = [®2(z)g"(2) + Pi(x)g (x) + Ro(2)g(2)] D; 'ulz)
) (29 (2)u(z) + g(x)u’(x))
+1(2)g(x)u(z) + Pao(x) (K" (x)u(e) + 2K (x)u'(x) + k(z)u”(2))
) (k' () u(@) + k(z)u' () + Po(x)k(z)u(z)

(1.5)

(1.7)

(1.9)
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hemos hallado el producto PM el cual contiene un término proporcional a ﬁ; Lu(z), este
estard ausente al cumplirse la condicion:

O2(2)g" () + C1(2)g () + Po(z)g(x) =0 (1.10)
obteniendo asi, para la expresién (1.6)

Pliu(z) = ®s(x) (29 (@)u() + g(a)u' () (L11)
+0a(2) (K (@)u() + 2K (@) () + k(2)u ()
+01(2) (g(a)ule) + K (@) ule) + k@) (2)) + Bo(a)k(x)u().

Hallemos ahora el producto

NP = (g(x)ﬁgl + k(:c)) (@Q(x)ﬁg + &1 (2)Dy + <I>0(x)) (1.12)

MPu(z) = (g(x)ﬁ;1 + k(x)) (Qg(m)bi + & (x)D, + <I>0(x)> u(z) (1.13)
= g(@)D; " [®2(2) D2 + @1(2) Dy + Bo ()] u(x)

() (@2(9[;)155 + @y () D, + ‘I)O(x)>

de esta ultima ecuacién observemos el primer sumando, al cual podemos aplicar el Teorema
extendido de Leibnitz para antiderivadas [1]:

D7 [f(@yu(@)] =Y (=1)" [D"f ()] D~ Du(x) (1.14)

r=0

donde f(x) puede ser una funcién o un operador dependiente de x.
Ahora podemos escribir.
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Dt <p2(x)D§+q>1(x)Dx+q>o(x)} u(z) = Y (=1)"(D"®y(x)) DM D2u(z) (1.15)
r=0
(D"®q(x))

(D" D,u(a) (<17 (D7 @o(a)))
(

(D70 u(@))

observando tnicamente que en nuestro caso g(z)D; ! [®y(z)D2 + &1 (2)D, 4+ ()| u(z) =

g(x)D; 1 [f(x)u(zx)] y calculando hasta el orden cuarto de la serie observaremos el siguiente com-
portamiento:

Dt [@2(2) D2 + ®1(2) D + @o(w)] = {[@2(2) D5 (D2u(x)) + @1 (2) ;! (Dau(w))
+®0(2)D; ()]
~[(Ds®2(@)) D7*(D2u(a))

por lo que obtenemos
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D, [@:@)D2 + @1(@) D, + @0(@)] = {[@2(a)Ds — Bh(a) + @1 (@)] u(a)
+ [@4(2) D, — @(x) + @2(2)] D; 'u(a)
~ [25'(@)Ds — ] (@) + B ()] D; *u(x)
+ |08 (@)D — @' (2) + ©f (a)| D7 *ula)

— [0 @)D, - @ (@) + & ()] D; *u(x)
+...}
pero contamos con la condicién [1]:
) (x)D, — ¥ (z) + Po(x) =0 (1.16)

por lo que el producto g(z)D;* [%(@Dg + & (x) D, + Bo(x)| sers igual a
9(@) D" |@2(2) DZ + @1 (2) Dy + %(x)} = g(z) [P2(2) Dz — 5(z) + P1(2)] u(x)

donde los coeficientes D;* con k > 2 son iguales a 0 como consecuencia de la Ec. (1.16).

Asi tenemos que la Ec.1.13 se expresa como:

MPu(z) = g(x)[®2(z)Dy — ®5(x) + ®1(x)] u(z) (1.17)
+Ek(x) [<I>2(x)Di + ®4(x)D, + @O(z)] u(x)

completemos el célculo del conmutador {13, M|, recordando que dicho conmutador debiera

cumplir con la relacién de Heisenberg [1]; [13, M} = 1. asi, de las Ecs. (1.11) y (1.17) obtenemos:

[ﬁ, M] u(@) = {PM—MP
= {®2(2)(29 (2)u(r) + g(x)u' (x))
+@2(z) (K" (x)u(x) + 2K (2)u' (2) + k(2)u” (2))
+ @1(2) (9(x)u(@) + k' () u(@) + k(z)u'(2))
+@o(2)k(z)u(z)
— (k(z) [@2(2) D2 + ®1(2) Dy + Do()] u(x)
+9(2) [22(2) Dy — 5(x) + P1(2)] u(z))}

—~

X

~

—~
~

para hallar [13, M } = 1 contamos con otras dos condiciones [1]:

20, (2)g/(2) + Bh(a)gle) = 1 (118)
K(x) = 0
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de lo anterior

[P0 ]u@) = {(20:(@)g (@)u(2) + P2(@)g(@)u (2))
+0s(2) (¥ (z)u(x) + 28 (@) (@) + k()" (@)]
+<1>1< ) [9(@)u() + ¥ (2)u(x) + k() (@ >]

z) [@2(z)D2 + ®1(z)Dy + Po(z)] u(z)
( ) [0ae)D. — 4(x) + 0 o))

Do (2)k()u(x)

Podemos ahora analizar unicamente el término: 2®o(x)g'(z)u(z) + Po(x)g(x)u’(z) =

205 (2)g (2)u(x) + o (x)g(x) Dyu(z), del conocido teorema de la derivada de un producto de fun-
ciones f : R — R si v = af entonces v/ = /B + af’ 6 o’ = v — o/B. Si nuestro término
(®2(z)g(x)) u'(x) lo comparamos con a3’. Entonces obtenemos

(P2(2)g(@)u'(x) = (P2(2)g(2)u(@)) — (P2(2)g(x)) u(x)
a(z)g(x)Dyulz) = Dy (®2(2)g(x)ul)) — Du(@2(2)g(2))ulz)

asi, podemos escribir

20;(x)g’ (z)u(x) + ®2(2)9(2) Dyu(x) (1.19)

Il
[\
A
(V)
=
QQ\
—_
=
£
—~ o~
=

podemos ahora reescribir la Ec. (1.19) como

02(2) (29 (2)u(x) + g(x)u'(x)) = [202(2)g (2) + Ph(2)g(x)] u() (1.20)

pero sabemos de nuestra condicion 1.18 que:

|
—_

20y (x)g (x) + Ph(x)g(x)
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por lo tanto:

[P, M] = u(z)+ ®2(2) (¢ (2)ule) + g(2)u' () — (R)(2)g(x) + P2(2)g' (2))u(x)
+s(x) [K (2)u(z) + 2K (2)u (z) + k(x)u” (z)]
+®o(2)k(2)u (x) ( () [@2 x)D§+<I>1( ) Dz + ®o(2)] u(z)
+9(x) [22(2) Dy — @5(x) + @1(z)] u(z))}.

. Qué ocurre si aplicamos la condicién (1.18) especificamente k’(x) = 0?. Obtendremos:

[P0t (@) = {u(@) + ®a(x) (¢ (2)u(x) + gl ()
~ (@(@)g(x) + Pa(2)g' () u(w) + Bo(@)k(x)u" (@)
()

+ @1(2) [g(z)u(z) + k(2)u'(2)] + Po(z)k(z)u(z)
—(k(z) [fbg(x)DQ + &1 (2)Dy + Doz } u(z)
9(x) [P2(x) Dy — 5 (z) + 1 ()] u(x))}

ademsds la relacion de Heisenberg nos impone la condicion de frontera en x = xg, esta es:
[@2(2)v (2) = Po(2)u(@) + P1(2)u(2)] Jo=ge=0 (1.21)

si por hipdtesis nos encontramos en el punto & = xg, y factorizamos u(z) en (1.21), obtenemos

[@2(2) Dy — Ph(x) + P1(2)] u(2) |pmuy=10 (1.22)

entonces

[P u(@) = {u(@) + @) (¢ (2)ule) + g(a)u (2))
— (@ (2)g(x) + Do(x)g (x)) ulx)

+<I>2()/f() () @y(2) (9(x)u(x) + k() (x))
+@ok(x)u( z) [2(2) D + ®1(2) Dy + Po()] u()}

restando los términos que son iguales tenemos

[P ufe) = {u(x) + Pa()g()u () = @ (w)g(@)ulx) + @1 ()g(x)u(z))}

{u(z) + g(x) (Pa(2)u (2) — Ph(x)u(r) + 1 (2)u(x))}

pero recordando nuestra condicién de frontera Ec. (1.21) que nos encontramos en el punto
Tr = Xo.
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la cual es nuestra ecuacién (1.5), es decir la relacién de Heisenberg.

Por otro lado, al resolver la Ec. (1.18)

205(z)g' () + Dy(x)g(x) = 1
Kz) = 0

con la condicién de frontera (Ec. (1.21)) [1].

[@2(z)u'(x) — Dy (2)u(z) + P1(2)u(w)] [o=r,=0

si deseamos encontrar g(z) y ®2(x) una en términos de la otra y viceversa, procedemos de la
siguente manera.
De la teoria de ecuaciones diferenciales como un teorema, sabemos que una ecuacién del tipo

d?{i(;) + P(x)y(xz) = Q(z) tiene por solucién:
y(x)efP(x)dx _ /Q(x)efp(x)dx +C

observamos que podemos escribir la Ec. (1.18) como:

DL (x) 1
2«132(1:)9(96 = 20,(x)

g'(x) +

por lo que de la teoria de ecuaciones diferenciales

asi, podemos hallar la solucién de (1.18) como:

10
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J 2@2(1) dw _/ 1 f 2@2 a:) dw
g(x)e @ = (2%(3;) @Y% 4 C (1.23)

@) ()
reexpresemos e/ 2@ % en una forma més ttil. Haciendo el cambio de variable u(z) = Pa(x)

entonces du(x) = ®4(z )da:. Es decir.

(=) du(z
f2<1>22(a: de _ ef 2'u.(z — 3 Inju(z)]

= (e “"“(’”)')% (Ju(x)])?

asi, el término del lado derecho de la ecuacién (1.23) queda como

1 1
/2¢2(x)(|u(:1:)|) dr +c (1.24)

pero sabemos que |u(z)| = \/u(z)? y que u(z) = ®o(x) por lo que

/ L (Ju(z)l)dz + o 1/(@2(5“)2)2@“

2045(x) 2 Oy (x)
L@@
B 2/ P () et
1 1
= 3 @2(x)da:+c

ahora, si observamos el lado izquierdo de nuestra ecuacién (1.23), vemos que ya hemos expresado
de forma conveniente a

2(’” 1
e 7@ = (ju(z)])?

aplicando el cambio de variabe u(xz) = ®o(x), entonces du(z) = &4 (x)dx. Asi, claramente

@) )
2@22@ de = /®() , por lo que g(x)e / 2“’22” W = g(2)/B(2)

si igualamos lo que obtuvimos de ambos lados de la ecuacién (1.23) obtenemos:

ahora bien, sabemos que nos econtramos al rededor de un punto de frontera xy por lo que
podemos expresar a la integral como:

11
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SATISFACEN EL ALGEBRA DE HEISENBERG

(1.25)

1 ¥ 1 c
9() = 24/ @2 () !0\/¢2(§)d€+ vV ®2(20)

luego, transformando la Ec.(1.18): 2®2(x)g'(x) + ®4(x)g(x) = 1, multiplicando ambos lados de
esta ecuacién por g(x) obtenemos.

d

= (®a(a)9(@)*) = gla).

También es posible expresar esto tltimo como d (®3(z)g(x)?) = g(z)dr de donde podemos
hallar la forma explicita de ®o(z) al integrar, ademds recordando que nos encontramos al rededor
del punto frontera zg y sabiendo que no podemos utilizar los limites de integracién con la misma
nomenclatura que el argumento de la funcién, expresemos a ®o(z) como:

Oy(z) = /g(n)dn + 9(@0)? (1.26)

12



Capitulo 2

FUNDAMENTOS TEORICO
CUANTICOS: OSCILADOR
ARMONICO CUANTICO
UNIDIMENSIONAL

Antes de discutir sobre el oscilador arménico cuantico unidimensional, hay que recordar que
dentro de la Mecanica Cuantica se desarrollaron dos enfoques alternos. Para tratar el movimiento
de una particula que se mueve bajo la accién de una fuerza tenemos la ecuacién de Schrodinger
que nos relaciona la onda-particula y la fuerza que se ejerce sobre esta, dicha ecuacién es [3]:

h% 0%V (x,t)

G B 0%V (z,1)
2m Oz

+ V(@)U t) = (2)

Por otro lado existe el tratamiento matricial de Heisenberg, el cual maneja cantidades dinamicas
tales como z, p(z) y E representadas por matrices. Pero continuando con el enfoque que nosotros
seguiremos, observaremos como debe cambiar su forma la ecuacién de Schrodinger para el caso que
estudiaremos es decir para el oscilador arménico cuantico unidimensional, en este caso requerimos
de dicha ecuacién en la forma

ov  2m

5oz = E-V)¥ (2.1)

Es decir independiente del tiempo, en el mismo contexto, tratamos con una particula sujeta a
una fuerza eldstica, entonces el potencial estard dado por V(r) = mw?2?, siendo @ la fecuencia

clasica. Asi nuestra ecuacién adquiere la forma

h? d*w 1

si ademaés realizamos la siguiente sustitucion

13
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-/ — wh
T=1\/-=y,y E=%e

Nuestra ecuacién se convierte en

d? 9

Para encontrar la férma de sus soluciones, observamos que para |z| suficientemente grande, la
energia potencial es siempre mayor que la energia total, por lo que la solucién de nuestra ecuacién
de onda es una combinacién de exponenciales reales, asi la solucién para |z| son de la forma

exp ff /2m(V — E)/h dx pero hemos dicho que para |z| suficientemente grande: V >> F por

lo que v/2m(V — E) es aproximadamente VV = V/ 5w de aqui que la solucién sea del orden

2 2

e (5) o (755

como debemos encontrar la solucién que decaiga exponencialmente para |z| suficientemente
grande elegimos

mw I2

exp ( - 7?> (2.4)

Para poder delimitar en forma total la forma de la solucién, apliquemos el método de factor-
izaci6 de Schrodinger para nuestra ecuacion de onda, esto es, factorizamos el operador Hamiltoniano
en dos operadores de la siguiente forma:

2
(=)= () (G +0) 1]
por lo que la ecuacién (2.3) puede escribirse como
(dily =) (d%er)\Ije = (e~ 1)U, (2.5)

donde V. es la eigenfuncién perteneciente al eigenvalor €. Si ahora multiplicamos la ecuacién
anterior por un operador diferencial en la siguiente forma, obtendremos

(d% +y) (d% —y) (d% +y)\115 = (;;22 —y’ - 1) (d% +y)\11€ = (e~ 1)(% +y)\1’e (2.6)

observando el
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(ddy +y) U =0, (2.7)

de donde utilizando la dltima igualdad de la ecuacién (2.6) obtenemos

(j; _ y2) D, = —(e — 2)®.. (2.8)

Asi concluimos que si U, es una eigenfuncién de la ecuacién de Schrodinger correspondiente al
eigenvalor €, entonces

o, = (— + y) v, (2.9)

es una eigenfuncién de la misma ecuacién correspondiente a un eigevalor € — 2. Asi dada una
solucién siempre podemos deducir otra. Por lo que repitiendo este proceso llegamos a la conclusién
de que si € es un eigenvalor, entonces € — 2n es tambié un eigenvalor, siempre que n sea un ntimero
entero. Bajo el analisis anterior, si n es suficientemente grande, los eigenvalores y por lo tanto la
energia seran negativos, sin embargo podemos ver que la energia siempre es positiva, para el valor
promedio de E tenemos:

2.2
E= /\1/ HUdr = — /—\y*—dxjt/m*%dx

la cual resolviendo por partes nos conduce a

— R [0V OV 2
E= e+ % /\Il*x2\11dx

2m Oxr Ox 2

siendo ambas integrales positivas por lo que E > 0. Ademds para una eigenfuncién:

F:/\I/EH\I!Eda::E/\IJ*:E

lo que indica que E y por lo tanto € deben ser positivos.
Para no encontrarnos en una contradiccién impongamos la siguiente condicién a los eigenvalores,

recordando nuestra ecuacioén (2.5) tenemos que
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Es decir de (2.10) vemos que el valor més bajo para e debe ser € = 1. Entonces los unicos valores
de € deben ser tales que € — 2n = 1, donde n es un entero. De lo anterior los eigevalores seran de
la forma

e=2n—+1

y por lo tanto los eigenvalores son

E:(2n+1)%: <n+%>hw (2.11)

2.0.1. FORMA DE LA SOLUCION
PARA LAS FUNCIONES DE ONDA

Apoyandonos en la eigenfuncién para el estado base y del operador diferencial introducido por
Schrédinger

A
— Uy=0 2.12
dy +y¥o ( )
la solucién es
—y2
Wy = Ae 2 (2.13)

donde A es constante. Para normalizar la funcién de onda elegimos A = 1/4/7. siendo el estado
mdés bajo de energia una simple funcién gausiana. Asi, las funciones de onda restantes pueden ser
obtenidas de Wy, para esto escribimos la ecuacién de Schrodinger en la forma:

(diyﬂ/) (d% —y)‘IJe = —(e+ 1), (2.14)

si ahora multiplicamos por la izquierda a esta tltima ecuacién por (d% — y) obtenemos

(d% —y) (d% +y) (d% —y)\Ife = ((j—yQ —y2+1) (d% —y)‘I/e = —(6+1)(d% —y)‘Pe (2.15)

haciendo el primer producto del lado izquierdo
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(d2 y2) (i_y>\IJE:—(e—|—2)(0liy—y)\IJ6 (2.16)

observamos que la eigenfuncion
d
o= (5 —y)w
dy Y

satisface la ecuacion de Schriodinger, pero corresponde a un eigenvalor e+2. Entonces, si tenemos
una eigenfuncién, nosotros podemos generar la siguiente eigenfuncién para un estado superior de
energia utilizando el operador
d
(dy y)

en esta forma podemos obtener todas las eigenfunciones a partir de ®(. La n-ésima eigenfuncién
es por lo tanto

U, = cn(—1)"(di; - y)n\IIO - cn(—1)"(dily - y)"e*f (2.17)

siendo (), una constante de normalizacion, si aplicamos el operador diferencial un par de veces,
obtenemos las primeras eigenfunciones

2
—Y

Uy = e 2

2
U, = BdeTy

2
—Y

Uy, = 7(2y2 —1)e2

2
. —Y . . o
en general vemos que V,, es igual a e 2~ por un polinomio de grado n-ésimo, por lo que podemos
escribir

W, = Cpe* H,(y) (2.18)

siendo H,,(y) el polinomio en cuestién, llamado polinomio de Hermite donde C}, es una constante
de normalizacién. Para hallar tal constante tomamos:

y2

U, =Cre2 Hy,(y)

2 n
2 d
dy™

esto del hecho de que para cualquier funcién arbitraria® se cumple la relacién

U, =Ch(-1)"
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por lo que podemos hallar C,, a partir de

inf d o
(=1)"|Cnl® Huy) g (™ dy =1 (2.19)

— inf
de donde C,, resulta ser

Co= 2 (2.20)

NN

Finalmente la funcién de onda normalizada serd

W, (y) = Y (2.21)

2.0.2. USO DE LOS OPERADORES DE CREACION Y
ANIQUILACION PARA ENCONTRAR EIGENVALORES Y
EIGENVECTORES DEL HAMILTONIANO DEL OSCILADOR
ARMONICO CUANTICO UNIDIMENSIONAL

Consideremos de nuevo la ecuacién de Schrodinger que junto con la funcién de onda contiene
toda la informacién sobre la energia para el oscilador arménico cudntico, si ahora pensamos en el
espacio de operadores que actuan sobre las funciénes, o vectores de onda, en ese caso el operador
Hamiltoniano para el caso unidimensional basados en la ecuacién (2.2) debe por tanto tener la
formal|2]:

1
H=_—+_-mXw (2.22)

. ad 2 . . . . . 7’ . . .
siendo P = th?. Si ahora escribimos el Hamiltoniano en términos de operadores adimension-
ales

=" ) (2.23)
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siendo p = P /Vmhw 'y ¢ = X \/mw /h. Introducimos ahora los operadores de aniquilacién y

creacion

1 R
i=—=(0+ip) (2.24)
it = —=(G—ip) (2.25)
V2
siendo estos operadores no Hermiticos, ademéds notemos que
O NN 1 .o o T, .
a'a=2(¢—p)(q+wp)=5(¢" +ip") + 514, 7] (2.26)
y a partir del hecho de que [X , 15] = ih, podemos verificar que
mw 1 - 1.4 =~
i, p] = —X,—EP} — [X,P] =
@8] = |/ 5K ——hP| = 2 (X, P] =i
De lo anterior
) N
(q +p):aa+§ (2.28)
Asi, de las ecuaciénes (2.23) y (2.28) obtenemos
S A 1 ~ 1
H:hw<aa+§>:hw(N+§> (2.29)
(2.30)

siendo
N =afa

donde N es conocido como el operador de nimero el cual es hermitiano. Ahora podemos usar

la ecuacion (2.27) para deducir:
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2.0.3. EIGENVALORES DE LA ENERGIA

Notemos ahora, que H dada por la ecuacién (2.31) conmuta con N , por lo que H y N tienen
un conjunto de eigenestados mutuos, si los denotamos por |n) entonces se ha de cumplir

Nn) = n|n) (2.32)

Hn) = E, |n) (2.33)

los vectores |n) son entonces los eigenestados de energia. Combinando ahora las ecuaciones
(2.29) y (2.33) tenemos

E, = (n + E)h‘“ (2.34)

mostraremos en breve que n solo puede tener valores enteros positivos. Ahora, de las ecuaciones
(2.29) y (2.31) podemos deducir las siguientes relaciones de conmutacién

[a, ] = hwa (2.35)

[a, H] = —hwa! (2.36)

de estas relaciones de conmutacién, junto con la ecuacién (2.33) se puede deducir

(@ |n)) = (@ — hwa) |n) = (E, — hw)(a|n)) (2.37)

(@ ) = (' B — hwa) [n) = (B, — fw)(a [n)). (2.38)

Asi, @ |n) y al |n) son eigenestados de H con eigenvalores (E, —hw) y (E,—hw) respectivamente.
Entonces la accién de @ y af es generar nuevos estados més bajos y altos por una cantidad Fuw.
Es por eso que también son conocidos como operadores de bajada y subida, o de aniquilacién y
creacion.

Ahora, de la ecuacién (2.31) y del hecho de que [AB,C] = A[B, C] + [A, C]B, podemos hacer

ver que

[N,a] = —a (2.39)
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[N,a] =af (2.40)

de estas ecuaciones es inmediato ver que Na = a(N—1) y Na! = af(N+1), si ahora sustituimoes
en el vector de estado en la ecuacién (2.32)obtenemos.

_ estas relaciones nos muestran que [n) y a' |n) son eigenestados de N con eigen valores N — 1y
N + 1, respectivamente. Asi, si llamamos a la accién de a sobre |n) como |[n — 1), y a la accién de
a' sobre |n) como |n — 1). De este hecho y de la ecuacién (2.39) podemos escribir

aln) = Cy|n — 1) (2.43)

donde C), es la constante de normalizacién, para hallar su valor consederamos
((nl@Nan) = |Cul® (n =1 In — 1) = |Cp|?
por otro lado recordando al operador de niimero

((nl@han) = (nfata|n) = n (n| n)
por lo tanto

ICul> =n (2.44)

de donde claramente n no puede ser negativo, si sustituimos (2.44) en (2.43) tenemos que

aln) =nin—1). (2.45)

Esta ecuacién muestra que la aplicacién consecutiva del operador @ sobre |n) genera una se-
cuencia de eigenvectores:

In—1)
In—2)
In—3)

observando que |n) >= 01y a|0) = 0, asi esta secuencia debe terminar en n = 0.
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De la misma forma que en la aplicacion de a se observa que

atlny=vn+1|n+1) (2.46)

significa que la aplicacién sucesiva de a' sobre |n) genera una sucesién infinita de eigenvectores:

|n+ 1)
|n + 2)

In + 3)

Y dado que |n) es un entero positivo, el espectro de energia del oscilador arménico es por lo
tanto discreto.

Ahora, la forma exacta de los eigenestados es facil de deducir, de (2.46) podemos escribir los
distintos eigenvectores en términos del estado base como y

1) =af jo)
Loy = L
2) = Jsat ) = <= )
3) = —a [2) = ——(a")*|0)
3 Vel

L ~1\2
WZ% Tln—1>=ﬁ(cﬁ) 0)-

—_

Podemos concluir que para hallar cualquier eigenestado |n), solo necesitamos aplicar a sobre
|0) n veces. En este punto hay que notar que (n'|n) =8,/ (n'|n), desde que ninguno de los
cigenestados de H es degenerado. Ademés |0), [1), |2),...,|n), son eigenestados simultaneos de H y
N , ademés el conjunto |n) es un conjunto linealmente independiente maximal siendo cada uno de
sus elementos ortogonal. i.e.

+oo
Z |n) (n| = 1.
n=0
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2.0.4. EIGENESTADOS DE LA ENERGIA

EN EL ESPACIO DE POSICION

Sabemos que conociendo la funcién de onda para el estado base podemos averiguar la funcién
de onda para cualquier otro estado por medio de aplicar iterativamente el operador af, ahora

determinemos la funcién de onda en la representacién de posicién, recordemos que definimos un
operador p, p = P/ Vmhw, el cual en la representacién de posicién se expresa como

ith d d

N Tl R

(2.47)

donde xg v/ hi/mw es la constante con unidades de longitud. Se puede hacer ver sin mucha

dificultad que @ y a' se expresan en la representacién de momento como

1 /X d 1 d
o= —(— — ) = X+ 22— 2.48
i 2( 0+:codx) moﬁ( +x0dx) (2.48)
1 (X d 1 /o d
AT_i(i_ f>: (X 27) 2.49
a x .
2\zg " dzx ToV2 0d (2.49)
usando (2.48) podemos escribir
“ 1 - d 1 d\Ilo(Jf)
z|a|0) = x| X + 23— |0) = 2o (z) 4 2 2.50
(al]0) = ——5 (el X +af 22 10) = — = (o0o(a) + 5§ =) (2:50)
por lo tanto, \Ilo(x)%w(x) = —5Vg(z).
0
donde ¥y(z) = (z|0) es la funcién de estado para el estado base. La solucién de esta ecuacién
diferencial es
_ a2
Uo(z) = Ae %0 (2.51)

donde A es la constante que ya sabemos hallar a partir de la condicién de normalizacién, por
lo que la funicén de onda para el estado base es

v (2.52)
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De nuevo podemos hallar cualquier eigenestado por medio de aplicaciones sucesivas del operador
at sobre el estado base, i.e.

oV 2
2
= £96\110(:r)
Zg
0
2 2 2”
\Ifl(.%‘) = £x\I/o(.%‘) = xre 225

podemos actuar asi sucesivamente hasta obtener en n-ésimo estado de energia i.e.

(ahn) = = (ala]0) = = (=) (e =58 ) "Wole)
es decir
U, (x) = L ! (x - x%%)ne_%

n n+1/2
V/m2rn! zf /

y sabiendo que los polinomios de Hermite son

mn

Ho(y) = (~1)" % 2

podemos escribir

Dicha funcién de onda es par o impar dependiendo de n. Hemos recordado la construccion
de los operadores de creacidn y aniquilacién, asi como la relaciéon de Heisenberg que cumplen los
operadores de momento y de posicion p, . jPodremos construir para el caso del oscilador arménico
cuantico con nuestros operadores M, P un desarrollo algebraico similar que nos lleve a encontrar
los eigenvalores y los eigenestados de este Hamiltoniano?.
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Capitulo 3

CONSTRUCCION
ALTERNATIVA DE
OPERADORES DE
CONSTRUCCION Y
ANIQUILACION

Consideremos nuestros dos operadores lineales Ecs. (1.1) y (1.2) [1].

P = ®y(x)D? + &1 (x)Dy + Do(x)
y
M = g(x)D;' + k(z)

Si sustituimos a p por M y a & por P en operadores con una forma anéloga a los operadores
bien conocidos de construccién y aniquilacién, tenemos [2]:

a = oM —aiP (3)
y
al = BM+BiP

esta ultima eleccion en la sustitucién debido a que si tomamos nuestra p por P ya & por M
aunque pueda parecer contraintuitivo, si hacemos el desarrollo algebréico idéntico no obtenemos las

25



CAPITULO 3. CONSTRUCCION ALTERNATIVA DE OPERADORES DE
CONSTRUCCION Y ANIQUILACION

relaciones de conmutacion idénticas que requerimos para desarrollar el oscilador armoénico cuantico
unidimensional.
Antes de proseguir construyamos un operador: P; definiéndolo como:

Py =iP (3.1)

asi construimos dos operadores P; y M consistentes con la relacién de Heisenberg en la for-
ma que necesitamos, ya que de usar a P y M en forma directa llegariamos a una contradiccién
matematica y a una expresién sin sentido fisico.

Asi, tenemos:

i = oM —iPy) (3.2)
y
al = B(M+iPy)

Con la finalidad de hallar la forma de los eigenvectores y eigenvalores del operador Hamiltoniano,
realicemos el mismo proceso algebrédico que se usa con los operadores de creacién y destrucciéon en
los libros convencionales de Mecdnica Cudantica.

Realicemos entonces el producto a'a :

Q>
pir

Q>
I

(837 + BiPr) (adl - aify) (3.3)
= BaM?® —ifaM P, +ifaP M + faP?

pero sabemos que P2 = i2P2 por lo que
ata = BaM?®+ifa {]31, M] + ﬁaﬁf
= BaM2+ﬁai~i-i+6a]312

= BQMQ + Bouf’lz — Ba

hipétesis: dado que P =M y & = P; entonces fa = %, [2] esto para que los dos primeros
sumandos nos aporten el operador Hamiltoniano. Asi,

ata = 604]\2/2 + Baﬁf — Ba
1/ - A .
_ §@F+Pa—5a:H—ﬁa

es decir
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A1
ala=H— 2 (3.4)
2
sea ahora el producto aa' i.e.
aal = (aM - aiﬁ) (BM + 52?’) =afM? +iaBMP, — iaﬁﬁlMJraﬁPf
= BN +iaf NPy - P = B2+ afi-i- -1
= aﬂMZ + iaﬁMﬁl + af
caat = H + Ba (3.5)
sumemos ahora a'a + aal = H — Ba+ H + Ba , para obtener.
=1 (a'a + aal) (3.6)
2

at i) = a%(afam(ﬁ)f%(amma*)a*
= % (aa +ataal) — ; (ataa’ + aa'?)
= %(a”a—aa”)

para poder proseguir hallemos de acuerdo a nuestras definiciones 424 y aa'?. Hallemos primero

at? = (51\?1 n mﬁl) (51\2 + Biﬁl) — B2N2 + i M Py +if2P, M52 P?

luego:

at2g = (521122 +iB2MP, + ¢52131M—/321312) (aM - aiﬁl)
— B2all® — iaB> M2 Py +if°al Py M + B2adl P
+i2aP M? + a? Py M P, —pB*aPEM+ifaP}
y
aal? = (aM _ aiﬁ) (521\22 LigEM P, + 1521311\2—52}312)
— af’ N + ia* N2Py + ia* M Py M —aB> N P,
—B%iaPM? + af? P\ M Py + af* P M +iafB? P}
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por lo que
N 1
al A1) = S (a2 -aaf?)
2
1 e oo s o e a2
- 5(52041\43 —iaf*M? P, +if*aM P\ M + B*aM P

+if%aP M? + ap*PM P, — B2aP2M

—H’Bodsf — aB*M? +iaBfPM?Py +iaB M P M

a2 M P} — BB N2 + af2PyM Py + a2 P2 M +iaf? B?)
= iaB? [ﬁl,MQ] + af? {M,Pf}

utilizando la ley distributiva de los conmutadores tenemos

[anﬁ} — iaf? ([pl,zvf} M+ M [ﬁl,M}) +ap? ([M,pl} P+ P [M,Pl])
- z‘aﬁz(z‘i-M+Mi-i)+a52(—i-iﬁl+ﬁli-—i)
= —BM - BiP,

recordando que definimos a at = ,BM + iﬁpl concluimos que

. [df’g} — 4t (3.7)

sea ahora &T,ﬁ} = alH — Hal = —at si despejamos Hal tenemos que Hal = al + alH.
Aplicando esto a un Eigenvector:
Ha' |E) = (a* + fﬁﬁ) IE)
=al|E) +alH |E)=a' |E) + 4T E|E)
—a{(E+1)|E)

observamos que al igual que en el desarrollo usual de la mecdnica cudntica a'(E+1)|E) es un
eigenvector de H con un eigenvalor E + 1. Es decir.

HIE)=(E+1)|E+1)
Ahora, debido a que se debe tener H |E + 1) = (E + 1)|E +1) , siguiendo la misma regla se
puede mostrar que
it [B) = |E+1)

at? |E) = |E +2)
at? |E) = |E+2)

...Y asi sucesivamente. Es decir.
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A" |E) = |E+n).

Podemos ahora preguntarnos por la relacién [d, H ] [?]

antes de averiguar la forma explicita de [&7 H } hallemos a? :

a2 = (aM — ai]sl) (aM — aiﬁl) =a2M? - azi]\}[pl — a%ﬁl]\?_f—a2]312
luego
deT = (042M2 — O[ZZ'Mﬁl — Oé2i]31M—O[2p12) (BM + B'LP1>

a2t = Ba? M + a2iBN2Py — a%iBM Py M+a?BN P — ia?B P, N2
+a2BP M Py — o2 BPEN i P}

<

afa? = (BM + Biﬁl) (a2M2 — a%’Mﬁ’l — azile—oﬂﬁf)
ata? = Ba2 N3 — iBa? 2Py — iBa® M Py N —Ba2N P} + ifa2Py N2
+Ba?Py M Py + o?BPEM—ifBa® P}

por lo que:

1 1 - s NP -
S(a%a —ala?) = S(Ba’M° + a%iBAI* Py — a2iBN Py M +a2BM .
—ia?BP, M? + o?BP, M Py — o*BP? M —ia?BP}
B02NI® 4 (BN Py + 150N Py + Bo? NP
—iBa’PyM? — BaP Py M Py — o*BPEM —a?BPEM
+iBa?P})
1 . )
- 5(2iﬁa2(—2iM)+2Ba2(—2iP1))

-1
recordando que Sa = 3

—(a%a’ —a'a?) =

DO =

(ia(—2i]\2[)+a(—2i131))

—_ Do =

= <a2M - 2m131)

= oM — iaﬁl
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de lo anterior

{a H] -y (3.8)

En completa consistencia con el desarrollo usual de los operadores de creacién y destrucciéon de

la literatura convencional.

Sea ahora

[d, f[} =aH - Ha=a despejando Ha
Ha=—a+aH
aplicando Ha al eigenestado |E)

Ha|E) = (—a+aH) |E) = —a|E) + aH |E)
_ <7d+&f[) |E) =a(~1+ E) |E)
—a(E—1)|E)

asf llegamos a la conclusién que a@|FE) nos aporta el estado |E — 1), siguiendo la misma regla

se puede mostrar que

a|E) = |E-1)
i |E) = B - 2)
i |E) = |E - 3)

...Y asi sucesivamente.
Es decir

" |E) = |E — n) (3.9)

Antes de continuar demosle identidad explicita a « y 8. hemos hallado que la relacién [dT, H }

cumple ser.
{aTH} — _qf

=B(—M —iP) = —B(M +iPy)

30



CAPITULO 3. CONSTRUCCION ALTERNATIVA DE OPERADORES DE
CONSTRUCCION Y ANIQUILACION

y la relacién [dT, f[] es igual a.

{aTH} —a
= a]\?[—iozfﬁ =« (M—zﬁ1>

Con la tnica condicién ya mencionada de que Sa = 3 [2]. Si elegimos a 3 = Z\lﬁ ya= ﬁ
-1 i _1
observamos que fa = NN AL
Asi, hemos construido operadores @ y G definiendolos como.
a=—=(M—i
V2 '
Y (3.10)

1 “ A
T— —(M+iP
2 )

Q>

Que se aplican de manera idéntica a los construidos en base a los operadores de momento P y
de posicién & ya conocidos.

Lo que resta hacer ver con nuestros nuevos operadores

A 7 oy - A A _ 1 - - A

a = ﬁ(M*'LPl), CLT = m(M‘FZPl)

es observar qué es lo que ocurre con la aplicacién sucesiva del operador a sobre el eigenvector
|E). La energia de la particula debe ser positiva, debe existir un limite a la apliacién sucesiva del
operador a. este limite se halla de calcular la norma del eigenvector a|FE), observamos también

que su vector dual al construirlo no puede ser otra cosa que: (E|af. por lo tanto la norma de a |E)
es el bracket ((E|a') (a|E)) = (E|a'a|E) [3].

Pero sabemos que afa = H-— % por lo que

(Ela'a|E) = E —

N | =

E>

N =

lo que implica que la energia del oscilador arménico para el Estado Base es

Eo= (3.11)

1
2

deducimos que si el estado de minima energfa es |Ey), entonces
a|Fp) = 0 ya que no puede existir un estado de energia menor a Ey. De lo anterior observamos
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que cualquier estado se obtiene de la aplicacién sucesiva del operador a'. Es decir:
a'|Eo) = |Ey) = |Eo + 1)
al|Er) = a'? |Ey) = |Ey) = |Eo + 2)
al |Ey) = a'? |Eo) = |E3) = |Eo + 3)
entonces:
H|Eo) = | Ey)
de donde

Hal |E)) = H|Eo+1) = (Eo +1)|Eg + 1)
=(14+3)|Eo+1)=(1+3)|E)

y asi sucesivamente.

Ha'? |Eg) = (2+ 5) [Eo+2) = (2+ 3) | E2)
Ha? |Eg) = (2+ 3) |Eo +3) = (3+ 3) | E2)
De tal forma que
o n 1 1
Ha'™ |Ep) = n—|—§ |Eo +n) = n+§ |Eo) (3.12)

De donde el espectro de energia esta formado por:

_ 1
E =3,

[SJ[°Y
ol
[VIEN]

)

En general

By = (n + ;) (3.13)

donde n =10,1,2,...

En este punto hemos alcanzado plena congruencia implicita para nuestros operadores de con-
struccién y aniquilacién, ecuacién (3.10).

Algo que requerimos en este momento para el oscilador armonico cuéntico unidimensional es
observar en forma explicita qué son los términos de nuestros operadores [1]

P = ®y(x)D2 4 &y (x) D, + Bo(z) M = g(2)D; ' + k()

ya hemos demostrado que
= J5(M—iPy)

at = ﬁ(M+i]31)
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cumplen bien con el desarrollo algebraico que se usa para resolver el hamiltoniano del oscilador
armonico cuantico unidimensional. Intentaremos usar ese desarrollo para hacer evidentes qué son
los terminos de nuestros operadores P = ®y(2)D2 + &1 (2) D, + ®o(2) y M = g(2)D;* + k(z), es
decir nuestras funciones ®5(z), ®1(x), ®o(z), g(z), k(x)

Asi como la forma explicita de nuestros operadores
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Capitulo 4

APLICACION AL OSCILADOR
ARMONICO CUANTICO
UNIDIMENSIONAL

Sabemos que para el caso no relativista la ecuacién de Schrédinger es

e 1,

ademds ocurre que 3w?%? >> E de acuerdo al andlisis de WKB. [3] Por lo que es valido escribir

H= ]32;1—;2 + 3w@22? el cual en términos de Py y M puede escribirse como [5, 7, 9]:

HeF How) = {(o@)D;" + b)) (1)

+i2 (@Q(x)f)g + @, (z)D, + <1>0(x))2}e%2Hn(x)

para intentar hacer coincidir esta ecuacion con la del oscilador arménico cudntico unidimensional
de la literatura usual, elegimos
k(x) = ®1(z) = ®o(z) = 0, por lo que podemos escribir en nuestro caso:

.2

He™ Hy(z) — {(g(x)Dx1>2 42 (ég(x)bg)z} e~ Hy () (4.1)

DO =

a partir de esta ecuacién y recordando la condicién 2®s(x)g’(z) + ®4(x)g(x) = 1, si elegimos
g(z) =z, entonces ¢'(z) =1y a @y = 1
entonces @, = 0. Obtenemos as.

35
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He™® Hy(z) = % {(w;f +i2 (;(x)bg)g} ¢ H, () (4.2)

Hallemos el primer término del lado derecho de nuestra ecuacion del oscilador armoénico cudantico
unidimensional.

H,(z)dz?

~ 2 —a? [e'e] [e’e]
L(eDy!) e Hy(o) = o [ 0 [ 7

encontramos segin las tablas que [10]
0o ; —z2 1 —y? .
o ee = Hy(x)dr = (2m)2 e2 Hy(y)i"

esta es una solucion por adiciéon de parametro, que para nuestro caso puede ser considerada
como

. —22 1 g2
7 e Hy(2)dz = (271')5 ez H,(x)i"

o0

as{ el primer término del lado derecho se puede escribir como

~ 2 _,2 50 _ 22 .
%(xD;l) e2 Hy(z) =32 [°_ xv2me 2 Hy(x)i"da.

el problema ahora se vuelve en hallar

[ e H, (z)i"dz.

de las tablas también contamos con las siguientes afirmaciones:

oo T v+1 r
/ 6—20@ VH2n( )d _ ( 1) 22n—§—7u ( 2 )1 ( ) (4 3)
0 Vraz (v+1)
v+11 1
Flop 222 2
( Ty 2 %
(Reaw > 0,Rev>1)
00 (e 1
/ e 20w 2’ Hopor(x)de = (_1)n 92n—3v ( 2 )1 (n+ 2) (4.4)
0 Vraz (v+1)

PSR
2 2" 2a

(Reaw > 0,Rev > -2).
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siendo F' una funcién hipergeométrica, aportandonos la teoria de funciones especiales la sigu-
iente representacién integral:

1
F(a,ﬁ;v;z):B = /tﬂ—l(l—t)HH (1—tz) *dt
0

(Rey>Ref>0).

asi, la integral de las funciones de Hermite es

o0 2 00

/ xV2me 2 Hap(z)i"dx = 2/ V 27re_2w2m7H2n(x)i”d:E
oo 0

6

0o .2 0 2
/ xe 2 Hop(x)dx 2/ e 2% 1Y Ho, () dx
0

— 00

y utilizando la ecuacién (4.3). Donde a = ; y v = 1. Observando que (Rea > 0,Rev > —1).
Un dominio prohibitivo de nuestras funciones gama [11], es decir, no integrables. Mds ain

0o S
2/ efzaxQxVHgn(x)dx = 2/ e > xHo,(x)dx (4.5)
0 0

= 2(—1)"2¥3-3().

para poder evaluar esto, debemos hallar la integral de asociada a F' (—n7 1;
mencionado, entonces ocurre que

%; 2) que ya hemos

1 1
Fla, By 2) = P =) P )Y at
(@ B72) = 7 | eta— ae

6,’776)

Es vélida para: Rey > Ref > 0.

En nuestro caso la funcién es F(—n,1; %; 2). Claramente vemos que intentamos integrar para

una eleccién prohibitiva del dominio ya que Rey < Ref, y evidentemente al intentar integrar

F (fn, 1; %; 2) , en el cociente donde aparece nuestra funcién beta, ocurre que B (17 f%) con este
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argumento no puede hallarse ya que por definicién Rey > Re > 0, y nosotros tenemos el caso
Re 8 < 0. haciendo imposible computar nuestra ecuacién (4.5).

Realicemos otro intento de hallar la forma explicita de las funciones g(x), ®o(x). Asi, nueva-
mente para intentar hacer coincidir esta ecuacién con la del oscilador arménico cuantico unidimen-

sional de la literatura usual, elegimos:
k(x) = ®1(x) = Po(x) = 0, por lo que podemos escribir en nuestro caso:

e 1, 0) = o { (o)D) 2 (220092) e F 1, ) (46)

a partir de esta ecuacién y recordando la condicién 2®4(x)g'(x) + P4(x)g(x) = 1, si elegimos
g(z) =1, entonces ¢'(z) =0y a Py =z
entonces ¢4 =1

obtenemos asi:

He 5l () = %/ / 5, (2)dz (4.7)

2
7 . . o0 oo -z~
avocandonos a resolver el término integral: % Jo [T e Hy(x)dx.
—00 J —0O0

encontramos segin las tablas que [10]

> : —a? 1 —yZ
/ eYe 2 H,(x)de = (2m)2 e 2 H,(y)i"

— 00

esta es una solucion por adiciéon de parametro, que para nuestro caso puede ser considerada
como:

. —z2 1 —a?
/ e*?e2 Hp(z)dz = (2m)2 e 2 H,(y)i"

— 00

por lo que aplicando esta forma dos veces obtenemos para el primer sumando de nuestra
ecuacién (4.7) (con su respectivo cambio de variable).

1 o9} oo a2 22
3 / / e 2 H,(y)dy = me 2 H,(z)i*"

Por otro lado, aplicando el operador diferencial

2 2

—x

1 - L (9p3e=2 Hie 5
" (e)D2) < Hule) = =g (2007 Hulo) + 2Dhe ™ Ha ()
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O alternativamente

1 ~ —a? ~ —a2 1 ~ ~ —a?
—3% (QDgeTHn(x) + xD;leTHn(x)) =3 (2D§ + xD;l) e H,(x) (4.8)

Observamos que obtenemos dos términos del lado derecho de la ecuacién (4.8), apliquemos

Ao g2
primero el operador diferencial —zD3e ™=~ H,,(z) para desarrollar el primer término del lado dere-
cho, tenemos entonces [6, 8, 9]

2D F Hy(z) = —a([H"(z) - 20H.(x) — 2H. () (4.9)
+H), (z)(a® = 1) + 22 H, (2))]
— [H(2) — 20y (2) + Ho(2)(a* — 1)a])

aplicando ahora el operador diferencial ffx2D4e 2 Hn(x) al segundo término del lado derecho
obtenemos.

—% (mQﬁﬁe#Hn(x)> = —%xg( {HT(L‘I)(QL') + H!(x)(2* = 5) — 22 H!" () + QLUHT/L(LE)}

—2z [H,!'(x) — 2xH}/(x) + H'(2* = 3) + 22 H,(z)]
— [H!(x) — 22H!,(z) + Hy(2)(z? — 1)(1 — 22)])e

factorizando las funciones de Hermite de acuerdo a su grado de derivaciéon y reagrupando
términos, tenemos

-5 (DT @) = - J(HD @) - @)
+H,!(z) [(z* = 5) + 42° — (1 — 22)]
+H, (z) [22 — 22(z® — 3) + 22 (1 — 2z)]
—H,(z) [4x2 —(2*-1)(1— 23:)]) =

= —%xQ( {Hn‘l)(a:) - 4xH;L”(z)}

+H)/(z) [(* — 5) + 22 — 6]
+H,,(z) [22 — 22° + 62 + 2z — 427]
—H,(z) [4x2 —z? 42341 —2z])e 2

i.e.

1 p—
~5 (x2Dﬁje 2 Hn(m)> = ——z
+H),(z) [22° — 42® + 10z]

[H(4) (x) — 41‘H,’L”(x)} + H)!(z) [52® + 2z — 6]

n

(z) [42® + 32% — 2z + 1])e 2
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Para eliminar las funciones de Hermite de orden de derivacién cudrtico y cibico utilizaremos las
relaciones de recurrencia satisfechas por los polinomios de Hermite y algunas otras que deduciremos

es decir [8, 9]
1. H(x) — zH, (x) + nHy,(z) =0
2. H (z) =nH,_1(x)
3. Hyy1(z) = xHp(z) + nH,—1(x)

A partir de estas podemos deducir:

4. H)/(x) — znH, 1 (x) + nHy(x) =0

ahora bien, de la primera relaciéon de recuerrencia podemos derivarla para obtener:

d

o Hi(2) =l (2) + nHy(x)) = H'(x) = Hy(x) - 2H,/(2) + nH, ()
= 0
y
2
% (H)(x) — zH)(x) + nHy(2)) = HW(z)—aH)(z) — (2 —n)H) ()
=0

sustituimos HS" () =xH!"(x)+ (2—n)H!(z), y H/(z) = xH(z) — H) (z)(n — 1).

P
en nuestro desarrollo para f% (xQDf;eT Hn(:v)) , obteniendo.

5 (PDR T H) = L H (@) + (2 ) H (@) — A HY (2)]
+H)!(z) [52® + 2z — 6]
—Hj,(z) [22° + 42 — 10z])

!
n
—x

(
—H,(z) [22° + 32% — 22 + 1])e >

2

1
- —§m2(H;;(x) [22% + 2z — 4 —n]
—H) (z) [22® + 42* — T2 — 3an]

_ a2

—H,(z) [22° 4+ 32% — 22 + 1])e >

Asi, el término de la energia que parte de la aplicacién de Py sera:

(4.10)

(4.11)
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—%x (21552 + xf?i) eFH,(z) = —a((H!(x)—2H'(z) — 20H!(x)
+H! (z)(x* — 1) + 2z H, ()]
— [H(2) - 2eH,(2) + Hy(2)a(a® — 1)])e T
*%5E2(H,'7’(:c) [22% 4 22 — 4 — n]
—H' [22% + 42* — T2 — 32n]
—Hp () [22° 4 32° — 22 + 1])6%”2

= {-2(((=H;(z) - Hy()(n — 1) - 2H'

—2zH! (x) + H! (z)(z® — 1) 4+ 2zH, ()]
— [H)(z) — 2zH,(2) + Hy(z)z(2* — 1)])
—%mQ(H;{(x) [22% 4 22 — 4 — n]
—H' [25[}3 +4x% — Tz — an]

g2
—H,(z) [22° 4+ 32> — 22 + 1])}e >~

de nuevo sumando términos semejantes.

iz (2153; +xbg) e F Hyle) = {—a(eH"(x) —nH. () + H' (z) — 2H' ()
—2zH, (z) + H,),(x)2* — H, (2) + 20 H, (2)]

— [H}/(x) — 2z Hp(x ) Hy(2)x(a® - 1)])
—%mQ(H,'{(x) [22% 4 22 — 4 — n]
—H' [2x3 +40? — T — an]
CHo () [20° + 322 — 20 +1])}e F

= {~2([zH)(z) - H; ()] = H'(2)[n + 2 — (z — 2)a]
+4xH, (z) — H,(x)z(2* — 1))

—2*(H! (z) [a:2 +r—2— g} + 22 H' (2)[2® + 227]
1
+x2H'§[—7x — 3xn]

1 a2
+§Hn(x) [21:3 +32% =2z +1])}e >

multiplicando por —z y —z2 fuera de los paréntesis:
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1 ~ A~ —a2
—3% (2D2 + fo;) ez H,(x)

{—2?H!(z) — 2H!(z) + zH'(z)[n + 2 — (x — 2)z]
—42*H, (z) + H,(x)z?(2* — 1))

—2?H!! () [332 +x—2— %}

1
—2*H' (1) [:103 + 227 — x4H’§[—7x — Smn]

—facan(x) [22% 4+ 32 — 22 + 1])}e =
{Z‘ZH”(.’L‘) 4H// ) l‘SHN(J,‘)

—zHy (x) + *H”( ) — 2’ H,, ()
+2x2Hl(x) + 23:H’ ! (x) — 2" H. (2)
H! (z) + z5H/ (z) + xnH] ()

1
+gz5nH;(:c) —2°H,(z) — §z4Hn(:c)

1 _ 22
+2* H,(z) — §w2Hn(x)}eT

usando la primera relacién de recurrencia para eliminar el termino H”(z) una vez factorizado,

tenemos.

A~ A~ g2
——z (2Di + xDi) e 2 H,(z)

2

2
—23H! (z) + 222 H. () + 2xH’ n(T)
)

{( i S +a:) (xH] (z) — nH,(x)(4.12)

—2"H/ (z) — 225H (z) + 3:5H’( )

+anH, () + ;x nH/ ()
fx5Hn(x)flz4H (z)

2

23 H, (z) — §I'2Hn(l‘)}€%

finalmente podemos reagrupar para obtener
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—%x (21’)2 + xbi) e%ﬁHn(x)

{—2"H! () — 2°H! (2) — x*H/ (x) + 32°H! (z) (4.13)

3 7
—&—%H&(m) —225H! (x) + §m5H7'l(x)

3z%n

L H, ()

+xnH) (z) +

2,2
9 TN

+(nz* + na® — na® —

—an)H,(z)
—2°H,(x) — %$4Hn(.f)
2 H () — %xQHn(x)}e"T”z.

Observamos que no aparece alguna funcién de Hermite que no esté siendo multiplicada por x o
por alguna potencia de x; 2™, n € N. M&s atn utilizando las relaciones de recurrencia que cumplen
los polinomios de Hermite no ha sido posible expresar nuestro polinomio bajo la aplicacién de

2

. . ./ -z
nuestros operadores multiplicado por la funcién e 2~ como n + %
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

Observamos que ya hemos alcanzado un grado de congruencia alto tras el esfuerzo iterativo de
construir nuestro propio operador hamiltoniano, modificando en forma minima matematicamente
P y M dados en nuestra referencia principal [1]. Ahora veremos que podemos averiguar ain mas

sobre nuestras funciones g(z), ®o(z).

En la tercera parte del articulo se propone la accién de los operadores, el diferencial de segundo
orden P y el operdor integral de primer orden M en forma analoga a los operadores de aniquilacion.

Es decir:

Puy(x) = nup—1(x)
Muy(z) = tnyi(z)
Las cuales implican
PM = (n+1)uy,(z)
{P, ]\Zf} = dun(2)

(5.1)

Intentemos usar esta informacién para averigliar més sobre la forma de nuestras funciones g(x),
y ®2(x). Pese a que a P vy a M en el articulo se les aplica en forma andloga a los operadores de
aniquilacién y construccién, hemos mostrado que no pueden usarse directamente sino en forma de
la suma o resta de ambos aperadores aplicandose sobre un vector de estado, es decir debemos usar

la relacién (3.4).

Q>

Q>

m
1\3\ —

i.e.
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1 N A
ata = (M + iPl) :

(
(

i
V2
M2 —iM P, + iﬁlM—i21312> -
1

M2+ —1—1’2]312) -5

N1
<M+iP1)—§

N =N =
N | =

Que aplicandose a una funcién u,, (x) serfa:

1/ - A 1
P — 2, 1_p2y_Z
a'a (2 (M + -1 Pl) 2>un(x)
0
1/~ A 1 —22
P - 2, 1_p2)y_Z
ata (2 (M o1 Pl) 2>e 5 H,(x)

en particular para nuestro vector de estado. Por otra parte, de acuerdo con el articulo [1]
(ecuaciones 17) se tiene que:

M?up, () = Upyo(z)

Y
Pluy(x) = —P?up(2) = —natg_o(x)

ademas gracias a la tercera relacion de recurrencia, podemos escribir

—a2 —x

Uny2(T) = 6THn+2(x):e%(an+1(x)*an($))
Yy
wiae) = ¢ Hyale) = e (= (Ho) = ol (@) 1)

por lo que a'a que serfa el andlogo al operador de niimero [3], y este producto se puede escribir
como

ata = (; (M2 +-1- Pf) - ) - H,(z) (5.2)
= @ 1 (@) = 0 (@) — Ho(o) % (@) = oH o @)] e
1 a2
—5¢” n(x)

2 2

—x

[(xHpi1(z) —xnH,_1(z)] e 2 —e 2 Hy,(z)
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Observemos esta ultima ecuacidn:

—x — 22

[(xHpq1(x) —anH,—1(z)]e 2 —e 2 H,(x) (5.3)

ata =

De las ecuaciones 3.10, 5 y 5.1 podemos intuir que la aplicacién de nuestro operador a uno
de los eigenvectores del oscilador arménico cuantico realmente estd actuando de manera similar al
operador Hamiltoniano aportandonos un n-ésimo estado de energia més una cantidad de energia
cuantificable, pareciera que nos aporta un estado ”promedio”de energia, en forma analoga a como
lo harfa la aplicacién del operador a'acigsico, ya que [3, 5]

it Cata—aat = f - L gal
[a ’a} Clgsico a'a aa' = H aacldsi(zo

DN =

y aplicado este tiltimo operador a una eigenfuncién del oscilador armgnico cuédntico nos debe
de aportar:

N 1 1 1
(H T 5 &&TC'l(iszco> U= (n + 2) v — 5\11 - ddTCldsico\I/
= n¥— &&TC’ldsico\II‘

Este tltimo resultado, asi como el desarrollo que se ha realizado de nuestros operadores a, af
en términos de nuestros operadores pl,M nos anima a continuar buscando la forma explicita
de nuestras funciones g(x) y ®2(x), la cual no debiera ser muy diferente al de las formas de las
funciones implicadas en la cinemaética de la mecanica cldsica, si bien el trabajo realizado hasta
ahora nos sugiere que podriamos modificar nuestras funciones en la forma:

ag9(z)
y
ﬂ¢‘1)2($)

Donde las funciones constantes ay, 3, € C. Es decir en forma similar a la modificacién de

P; = iP. Lo anterior obviamente en congruencia con el articulo original.
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