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Resumen

El estudio tedrico de la evolucion estelar lleva a la formulaciéon matemdtica de las
ecuaciones de calor, en especial del intercambio energético por radiacién. En la literatura
se considera una estrella como un objeto que satisface dos cosas: esta ligado por su
autogravedad y radia energia proporcionada por una fuente interna. El requisito de la
autogravedad trae como consecuencia que una estrella pueda modelarse como una esfera,
hecha en su mayor parte de hidrégeno y helio. La fuente de radiacién interna puede
ser la energia liberada por las reacciones de fusién nuclear que se llevan a efecto en el
interior estelar, o bien, la energia potencial gravitacional liberada durante la contraccion
o colapso. El hecho de que las estrellas liberan su energia interna implica que deben
evolucionar, es decir, experimentar cambios en su estructura y composiciéon quimica. La
energia se transporta desde el centro, donde es generada, hacia la superficie. El transporte
puede ser mediante conduccién, conveccion o radiacion, o bien, una combinacién de éstas.
El flujo de energia determina el gradiente radial de temperatura dentro de la estrella. En
las estrellas masivas, el transporte de energia es principalmente por radiacién y depende
de la opacidad del material estelar a la radiacién. La opacidad es una funcién conocida
de la temperatura, la densidad y el estado de ionizacion del gas estelar que se obtiene de
la fisica cuantica y atémica.

La radiacién puede ser considerada como un gas de fotones, donde cada particula
lleva un cuanto de energia hv, proporcional a la frecuencia v de la onda electromagnética
asociada y al momento hv/c, donde h es la constante de Planck y ¢ es la velocidad de
la luz. Esta mezcla de gases hace que la estrella esté gobernada por frecuentes colisiones
entre las particulas, iones, electrones y fotones. Dichas colisiones conducen a un estado
de equilibrio termodinamico, el cual es caracterizado por la temperatura, indicativo de la
distribucién de energia de las particulas.

En esta tesis se hace una breve revisién de la teoria de la evolucién estelar asi como
de los modos de transferencia de calor, en particular se estudia en detalle la teoria
de la transferencia radiativa. Se presenta un modelo mecanico que explica de manera
cualitativa los procesos de estabilidad solar. También se hace modelacién computacional
para la radiacién solar incidente sobre diferentes regiones de la tierra.
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Introduccion

El entender y explicar la existencia de la tierra, los planetas y en especial la de las
estrellas y su evolucidn, ha sido uno de los problemas de mayor interés para el ser humano.
Por ello, la motivacién para hacer esta investigacién surge de la inquietud por entender
los mecanismos que se llevan a cabo dentro de los interiores estelares y los modelos que
describen su comportamiento.

El propésito general de esta investigacién consiste en encontrar los métodos necesarios
que permitan describir la evolucién de las estrellas partiendo de modelos basados en el
gas ideal y asumiendo condiciones de equilibrio termodinamico. Si bien, el estudio de la
evolucién estelar resulta ser un tema complejo, es posible abordar su estudio sin recurrir
a la solucion de las ecuaciones diferenciales que describen este proceso. El andlisis de
la evolucién estelar también se puede hacer de manera cualitativa o bien, por medio de
datos empiricos que permitan modelar su comportamiento.

En el primer capitulo presentamos una compilacién de temas introductorios en
astronomia y astrofisica, dicha revisién permite tener un panorama general de esta rama
de la investigacién. En el capitulo 2 se introduce el concepto fisico de estrella con el
objetivo de proponer un modelo tedrico que permita, explicar, entender y predecir su
evolucién, asi como analizar las ecuaciones que modelan las estrellas desde el punto
de vista mecédnico y térmico. Se discuten las ecuaciones que modelan la evolucién de
las estrellas, tomando como hipétesis de trabajo condiciones de equilibrio local, lo cual
permitird el calculo de propiedades termodindmicas en términos de la temperatura, la
densidad y la composicién. Se modela un sistema fisico donde se aproxima la radiacién
de los interiores estelares con el modelo de radiacién de un cuerpo negro. El estudio de
los modos de transferencia de calor permitird tener una visiéon general de los fenémenos
combinados que ocurren dentro de una estrella, para complementar la informacién sobre
las ecuaciones de calor en el apéndice A se hace una revisién de los modelos fisicos que
estudian la naturaleza del transito de energia en un sistema y la rapidez con que ésta se
produce. En el apéndice B se presenta una introduccién a la teoria de la transferencia
radiativa, ya que ésta es la que predomina en las estrellas. Todas las superficies con
temperatura finita emiten energia en forma de ondas electromagnéticas, en ausencia de
un medio, existe una transferencia de calor por radiacion entre dos superficies a diferentes
temperaturas.

En el capitulo 3 se presenta un modelo solar que permite estudiar de manera
cualitativa los fendmenos de autorregulacién que ocurren en el Sol, asi como las relaciones

IX



X Introduccién

termodinamicas que describen su comportamiento.

Finalmente, en el capitulo 4 se presenta el uso de Redes Neuronales Artificiales para
ajustar los datos de radiacién solar obtenidos sobre la superficie terrestre en diferentes
puntos de rastreo, el apéndice C contiene detalles de la modelacién computacional
realizada.



Capitulo 1

Elementos basicos de astronomia y
astrofisica

Con el objetivo de conocer los temas basicos que se estudian en astronomia y astrofisica,
asi como relacionarse con la terminologia elemental de esta rama de la investigacién, hemos
realizado una compilacién de temas introductorios de astronomia y astrofisica. Entre los
temas a tratar se encuentran sistemas de coordenadas, métodos para medir distancias
entre objetos estelares, pardmetros observables fundamentales (por ejemplo, relacién entre
luminosidad y temperatura), radiacién de cuerpo negro, generacién de energia, estructura
y evolucion estelar, entre otros.

1.1. Historia minima de la astronomia

La astronomia es una de las ciencias mds antiguas, ya que civilizaciones como la
babilénica, egipcia y maya observaron el cielo de manera sisteméatica y documentaron
los movimientos de los planetas en el cielo, ademés de construir calendarios para las
temporadas de siembra y cosecha. La civilizaciéon griega fue la primera en intentar
explicar los fenémenos celestes por medio de las matematicas. Filésofos y matematicos
como Pitagoras, Platon, Aristételes y Ptolomeo creian en un modelo geocéntrico en
donde el Sol, la Luna, los planetas y las estrellas giraban en o6rbitas circulares y con
velocidad uniforme alrededor de la Tierra, este modelo fue utilizado por astrénomos y
pensadores religiosos hasta el siglo XVI. Durante la época del renacimiento la forma
de pensamiento se modificd, adoptando como mejor modelo aquel que era mas sen-
cillo y requeria menos suposiciones y modificaciones para explicar las observaciones.
Nicolds Copérnico (1473-1543) planteé y discutié el modelo heliocéntrico en su obra
De revolutionibus orbium caelestium que se publicé justo antes de su muerte en 1543.
La teoria de Copérnico establecia que la Tierra giraba sobre si misma una vez al dia, y
que una vez al ano daba una vuelta completa alrededor del Sol. Ademés afirmaba que la
Tierra, en su movimiento rotatorio, se inclinaba sobre su eje, sin embargo, aiin mantenia
algunos principios de la antigua cosmologia, como la idea de las esferas dentro de las cuales
se encontraban los planetas y la esfera exterior donde estaban inmoéviles las estrellas.
Tycho Brahe (1546-1601) realizé observaciones més precisas y detalladas de los planetas y
estrellas. Detall6 el abrillantamiento y atenuacién de la estrella que ahora se conoce como
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Supernova de Tycho, ésta fue una de las primeras evidencias del nacimiento, cambio y
muerte en los objetos celestes. En 1609 Galileo Galilei (1564-1642) observé por primera
vez el cielo con un telescopio y descubrié un gran nimero de estrellas poco brillantes
para ser observadas a simple vista, también observo los crateres de la Luna y manchas
en el Sol, descubrié cuatro lunas girando alrededor del planeta Jupiter, encontrando asi,
que no todos los movimientos de los objetos celestes son alrededor de la Tierra, también
documenté las fases de Venus. Otras figuras importantes que contribuyeron de forma
significativa en el estudio y comprensién de los objetos celestes antes de la época moderna
son Johannes Kepler (1571-1630) por sus leyes del movimiento planetario, Isaac Newton
(1642-1727) por su teoria de la gravedad, Pierre Simon Laplace (1749-1827) por su teoria
del origen del sistema solar, William Herschel (1738-1822) por sus observaciones de las
estrellas binarias y Joseph Fraunhofer (1787-1826) por su descripcién del espectro solar,
entre otros [1].

El conocimiento actual es el resultado de todos los descubrimientos anteriores. Hoy
se estima que las estrellas y los planetas son objetos distintos, también aceptamos que
nuestro Sol es una estrella entre aproximadamente 10'! en nuestra galaxia y que nuestra
galaxia es una de 10'° en el universo observable. Sabemos que las estrellas nacen, evolucio-
nan y mueren. Se forman de nubes de gas y pueden tener masas de entre 0.01 y 100 veces
la masa de nuestro Sol, pueden estar aisladas, en sistemas binarios o ciimulos globulares.
También se ha detectado ademds de polvo, material entre las estrellas compuesto de gas
molecular, atémico e ionizado. Sabemos que existen objetos exdticos como las estrellas
de neutrones y los hoyos negros. No estamos restringidos a realizar observaciones en el
espectro visible, también es posible estudiarlo en otras longitudes de onda, desde las
de radio hasta las de la radiacién 7, mas adelante veremos el espectro electromagnético [2].

Para el estudio de los cuerpos celestes, la astronomia trata la medicién de posiciones,
movimientos y caracteristicas observables de estrellas, planetas, galaxias, y deméas objetos
celestes, mientras que la astrofisica se ocupa de estudiar la naturaleza fisica de estos
objetos y los fenémenos relacionados.

1.2. Movimientos estelares

En 1718 el astronomo Edmund Halley descubrié que tres estrellas habian cambiado
sus posiciones relativas al fondo de estrellas débiles lejanas comparado con sus posiciones
indicadas por Hiparco dos mil anos atras. Halley concluyd que estas estrellas estaban en
movimiento [3].
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P

Sol
Figura 1.1: Componentes transversales y radiales del movimiento heliocéntrico de una estrella.

La velocidad heliocéntrica de una estrella se puede descomponer en una componente
transversal, es decir, perpendicular a la linea de visién, y una componente radial, a lo
largo de la linea de vision. Si u es la componente transversal y v es la componente radial
de la velocidad heliocéntrica V' de una estrella cuyo movimiento hace un angulo 8 con la
linea de visién, entonces

v="Vcosp (1.1)

u=Vsinpg

La velocidad radial v, de la estrella se detecta mediante corrimientos Doppler de
lineas espectrales. Es positiva si la estrella se aleja del Sol y negativa si el movimiento
es hacia el Sol. La velocidad transversal u, de la estrella se detecta como un cambio en
la posicién esperada de la estrella en la esfera celeste y se conoce como el movimiento
propio. Se define el movimiento propio de una estrella como el cambio angular en su
direccién heliocéntrica en la esfera celeste debido a su velocidad espacial relativa al Sol.

En 1842 Christian Doppler mostré que conforme una fuente de sonido se mueve en
un medio, la longitud de onda es comprimida cuando se mueve hacia el observador y es
mayor cuando la fuente se aleja del observador. Esto se conoce como el efectoDoppler y
se aplica también para la luz. Si una fuente que emite luz se mueve relativamente a un
observador, la diferencia entre la longitud de onda observada A, y la longitud de onda
de laboratorio \g, se relaciona con la velocidad radial v, de la fuente mediante

Aobs — Ao AN v
o0 T = 1.2
)\0 )\0 C ( )

Si la fuente se mueve a velocidades cercanas a la velocidad de la luz, hay que tomar
en cuenta efectos relativistas y el cambio en la longitud de onda observada es
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(1.3)

donde AX/Ag = z se conoce como parametro de corrimiento al rojo, debido a que valores
mayores de z indican velocidades radiales de alejamiento mayores. Si Agps < Ag, entonces
z es negativa y tenemos un corrimiento al azul, la velocidad radial es hacia el observador [4].

1.3. Flujo radiante

Los fotémetros son instrumentos utilizados para medir el flujo radiante F', esto es
la cantidad de energia de luz de todas las longitudes de onda que atraviesa por unidad
de area del detector orientado perpendicularmente a la direccién de viaje de la luz por
unidad de tiempo. Es decir, el nimero de erg (1 erg = 10~7 J) de energfa de luz estelar
que llega a 1 em? de un detector que apunta hacia la estrella.

El flujo radiante depende de la luminosidad intrinseca (energia emitida por la estrella
por segundo) y la distancia hacia el observador.

Por ejemplo, una estrella de luminosidad L, estd rodeada por un cascarén esférico
de radio r. Suponiendo que no hay absorcién de luz en el camino entre la estrella y el
cascarén, entonces el flujo radiante F', a la distancia r de la estrella es

L

42

F

(1.4)

esto nos da la ley de cuadrados inversos para la luz [2].

1.4. Radiacién de cuerpo negro

La relacién entre el color de la luz emitida por un objeto y su temperatura fue
notada por primera vez en 1792 por el ceramista Thomas Wedgewood [5]. Los hornos
que utilizaba para fabricar la ceramica adquirian un tono rojizo a la misma temperatura,
independientemente de su forma, tamano y construcciéon. Hoy sabemos que conforme un
objeto se calienta, su color pasa de rojo, a amarillo y finalmente blanco cuando estd a
temperatura mas alta. Cualquier objeto con temperatura arriba de cero absoluto emite
luz de todas las longitudes de onda con eficiencias distintas. Un emisor ideal (o radiador)
es un objeto que absorbe toda la energia de la luz incidente sobre su superficie y la irradia
con un espectro caracteristico. Debido a que un emisor ideal no refleja la luz, se le conoce
como un cuerpo negro, y la radiacién que emite se llama radiacion de cuerpo negro. Las
estrellas y los planetas son cuerpos negros en primera aproximacion [6].
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Figura 1.2: Espectros de cuerpo negro de tres objetos con temperaturas distintas.

Un cuerpo negro con temperatura T’ emite un espectro continuo, es decir, la intensidad
es una funcién suave de longitud de onda o frecuencia. El espectro de cuerpo negro tiene
un maximo en su intensidad en alguna longitud de onda en particular, A\;,q., esta longitud
de onda es més pequena para objetos de temperatura mayor.

La relacion entre A, v T se llama ley de desplazamiento de Wien y se escribe como [7]:

2
Amaz = O’Tgocm (1.5)

1.5. Relacién entre luminosidad y temperatura

En 1879, los experimentos realizados por el fisico Josef Stefan mostraron que la
luminosidad de un cuerpo negro de drea superficial A y temperatura T" estd dada por [5].

L= AoT* (1.6)

La misma relacién fue encontrada cinco anos después por su alumno Ludwig Boltzmann.
Esta relacién se conoce ahora como la ecuacion de Stefan-Boltzmann y la constante o se
llama constante de Stefan-Boltzmann, tiene un valor de o = 6,67 x 10 %ergs tem 2K 2.

Para una estrella de radio R,, el drea superficial A = 47 R? y la luminosidad est4 dada
por

L, =4nRioT}; (1.7)
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Las estrellas no son cuerpos negros perfectos, ésta ecuacién define la temperatura efectiva
Tes de la superficie estelar [2].

1.6. Funcidon de Planck

El 1900, el fisico Max Planck encontré una férmula empirica que describe el espectro
de cuerpo negro en funcién de la longitud de onda,

- (1.8)
ext —1
donde a y b son constantes que se evaldan en términos de la constante de Planck
h = 6,626 x 10~ ?"erg s, dando

2h§2
BA\(T) = —2— (1.9)

exkr — 1

donde c es la velocidad de la luz. También se puede expresar en funcién de la frecuencia

BAT) = 2 (1.10)

La ley de desplazamiento de Wien viene de encontrar la A que satisface

dBy
=0 (1.11)

En el limite cuando A > hc/kT, se encuentra que

N 2ckT

BA(T) ~ = (1.12)

conocida como la ley de Rayleigh-Jeans, ésta es una buena aproximaciéon cuando A es
grande, por ejemplo en la regién de longitudes de onda de radio del espectro electro-
magnético.

Mientras que en el limite A < he/kT

eXkT (1.13)

es la ley de Wien, que es una buena aproximacién cuando A es pequena [2].
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1.7. Diagrama Hertzsprung-Russell observacional

Las estrellas son aproximadamente cuerpos negros, lo cual significa que su color
depende de su temperatura. Las estrellas rojas tienen temperatura baja y las estrellas
blanco-azules presentan temperaturas altas. En 1911, el astréonomo aficionado danés
Hertzsprung y el astréonomo estadounidense Russell mostraron de manera independiente
que hay una relacién entre los indices de colores de las estrellas y sus magnitudes
absolutas. Para las estrellas de la vecindad solar, el diagrama Hertzsprung-Russell (HR)
grafica magnitud absoluta en funcién de indice de color (temperatura).

T T T T T T T
20000K,  10000K 75008, 000K, 5000k, 4000K, 3000k,
] Temperatura superficial

/la 1

Supergigantes |

f Subgigantes

[ +A

. ¥ Secuencia Prncipal

Enanas Blancas

Figura 1.3: Diagrama HR que relaciona la magnitud absoluta con la temperatura superficial para 22000
estrellas del catdlogo de Hiparco y 1000 estrellas del catdlogo de Gliese.

De este diagrama se observa que la mayoria de las estrellas ocupa una franja diagonal,
llamada Secuencia Principal. Las estrellas en la parte superior derecha del diagrama
son mas luminosas que las estrellas de la Secuencia Principal a la misma temperatura.
La ecuacién de Stefan-Boltzmann, nos dice que los radios de estas estrellas deben ser
mas grandes, y por eso estas estrellas se llaman Gigantes Rojas. De manera similar, las
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estrellas en la parte inferior izquierda del diagrama son menos luminosas que las estrellas
de la Secuencia Principal a la misma temperatura y por lo tanto deben tener radios
menores, estas estrellas se llaman Enanas Blancas.

Las gigantes y enanas deben tener estructuras internas muy diferentes a las estrellas
de la Secuencia Principal porque no tienen la misma relacién temperatura-luminosidad.
Es necesario conocer las masas de las estrellas para entender su estructura y fisica interna.

1.8. El espectro electromagnético

La naturaleza fundamental de la luz se ha discutido durante siglos. Hay dos modelos
principales: el modelo corpuscular (propuesto por Newton en 1666) y el modelo ondula-
torio (propuesto por Huygens en 1678). Ambos modelos pueden explicar fendmenos como
la reflexién y la refraccién de la luz. James Clerk Maxwell (1831—1879) reconoci6 que la
luz es una onda electromagnética que consta de un campo eléctrico oscilatorio, E, y un
campo magnético oscilatorio perpendicular, B. Una onda electromagnética tiene cuatro
propiedades fundamentales: velocidad constante de propagacién c, en el vacio, direccion
de propagacién, longitud de onda y direcciones de polarizacién (direccién del vector E)

A

}-FT‘IJ

| 'u'/\ ;' '
AN ATDANINAT, 2]
éq : P \L\H/\L :: : : ! &i i J k

"2

Figura 1.4: Diagrama de una onda electromagnética.

1.8.1. Espectros astronémicos

La luz de una estrella estd compuesta de toda una gama de longitudes de onda (luz
blanca). Se puede separar la luz blanca en las diferentes longitudes de onda por pasarla
por un prisma. La propiedad dispersiva de los prismas es utilizada en la astronomia para
analizar la composiciéon de la luz de las estrellas, conocido como el analisis espectral.
El espectro resultante cae sobre un CCD (dispositivo de carga acoplada). Al observar
una estrella se ve un continuo con lineas oscuras sobrepuestas. Estas lineas ocurren a
longitudes de onda bien definidas y son el resultado de la absorcion de la luz de la estrella
por atomos de su misma atmésfera. Sin embargo, no toda la luz emitida por una fuente
llega a la superficie terrestre. La atmdsfera terrestre absorbe luz de diferentes frecuencias
en diferentes cantidades. Las moléculas de ozono (O3), oxigeno (O2), vapor de agua (H20)
y biéxido de carbono (C'Oz), son las que principalmente absorben luz, particularmente a
frecuencias infrarrojas [8].
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Figura 1.5: Espectro electromagnético.

1.9. Leyes de Kirchoff

1. Un gas a temperatura muy alta y denso, o un objeto sélido caliente, emite un espectro
continuo sin lineas espectrales. Este espectro corresponde al espectro continuo de un
cuerpo negro.

2. Un gas a temperatura muy alta y difuso emite lineas de emisién brillantes. Estas
lineas de emision se producen cuando un electréon hace una transicién de un nivel
alto a un nivel bajo dentro de un a4tomo o i6n.

3. Un gas a temperatura muy baja y difuso delante de una fuente de un espectro
continuo produce lineas de absorcién oscuras en el espectro continuo. Los electrones
de los atomos e iones del gas a temperatura baja y difuso pueden absorber fotones
del espectro continuo a longitudes de onda determinadas para realizar una transicién
desde un nivel bajo a un nivel més alto dentro del 4tomo o ién.

Esta dltima es la situacién que corresponde a una estrella. El gas caliente y denso es la
estrella que emite un espectro como un cuerpo negro. El gas frio y difuso es la atmédsfera
que rodea la estrella [9].

1.10. Estructura estelar

Una estrella es un objeto que satisface las siguientes caracteristicas: esta ligado por su
autogravedad y radia energia proporcionada por una fuente interna.

El requisito de la autogravedad trae como consecuencia que una estrella es una esfera,
debido a que la gravedad es una fuerza esféricamente simétrica. La fuente de radiacién
interna puede ser la energia liberada por las reacciones de fusién en el interior estelar, o
bien, la energia potencial gravitacional liberada durante la contraccion o colapso del objeto.

El hecho de que las estrellas liberan su energia interna implica que deben evolucionar,
es decir, experimentar cambios en su estructura y su composicién quimica. Cuando una
estrella muere no puede cumplir con alguno de los requisitos basicos. Por ejemplo, cuando
se acaba el reservorio de combustible en el nticleo de la estrella, se acaban las reacciones
nucleares y la estrella empieza a enfriarse. Algunas estrellas estallan como supernovas,
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rompiendo la condicién de autogravedad.

Podemos construir un modelo de la estructura interna de una estrella, suponiendo
algunas condiciones [10]:

= Aislamiento. Una estrella se considera como un objeto aislado debido a que la dis-
tancia entre estrellas generalmente es mucho mayor que el radio estelar en cualquier
fase de su vida.

= Composicion quimica uniforme inicial.Se supone que una estrella nace con una
masa dada y una composicién quimica homogénea que es la de su nube molecular
natal. Esta composicién quimica depende de la época en la cual se formo la estrella
y su ubicacion en la galaxia, generalmente las estrellas mas cercanas al centro de la
galaxia tienen mayor metalicidad. En general, la composicién quimica de las estre-
llas consta de 70 % de H (hidrégeno) por masa, 25 — 30 % de He (helio) y cantidades
menores de los elementos més pesados (C, N, O, Ne, S, Si y Fe). Las capas superfi-
ciales de las estrellas son las menos afectadas por la evolucién estelar, la cual ocurre
principalmente en el nticleo de la estrella. Por lo tanto, las abundancias quimicas
en la superficie de la estrella son las més representativas de la composicién quimica
inicial.

» Simetria esférica. La condicion de autogravedad implica que las estrellas deben ser
esféricas. Solamente hay desviaciones de la esfericidad debido a una rotacién rapida
de la estrella, o campos magnéticos muy fuertes. La suposicién de simetria esférica
quiere decir que las variaciones en las cantidades fisicas, como son la densidad, la
presion y la temperatura son radiales, es decir, estas cantidades son uniformes en una
superficie esférica de radio r y podemos despreciar variaciones en las coordenadas
angulares.

Si la masa de una estrella es M* y su radio es R*, se define la masa estelar interior a
radio 7(0 < r < R*) por

m(r) = /07“ p(r ) amr 2dr’ (1.14)

en donde 477 2dr’ es el elemento de volumen de una céscara delgada de grosor dr’ que
se encuentra a distancia r del centro estelar y que tiene densidad p(r/). La densidad de
material estelar no es constante, disminuye desde el centro hacia afuera, las densidades
en los niicleos de las estrellas son de orden p,, ~ 100 g cm ™ , mientras que las densidades

en la superficie son de orden p, ~ 1075 g em=3.

1.10.1. Equilibrio hidrostatico

El gradiente radial de la presién debe balancear la fuerza debido a la gravedad a todos
los puntos interiores de la estrella, porque al contrario la estrella se expande o se contrae.

10
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Esta condicién de equilibrio se llama equilibrio hidrostdtico.

P(r+dr
" {l'i'l) ‘

m
d

Sm

Figura 1.6: Equilibrio de masas sobre una capa delgada esférica dentro de una estrella.

Si consideramos una cascara esférica de masa dm a radio r del centro de la estrella, la
fuerza de gravedad que actia sobre esta cascara es

grom = —GL(T)&Tn (1.15)

r2

donde g, es la aceleracion debido a la gravedad de toda la masa interior a r y
G = 6,67384 x 107" m? kg™ ! s72 = 6,67384 x 107'" N (m/kg)? es la constante de
gravedad.

Las fuerzas debido a la presion en la superficie interior y exterior que actia sobre la
céscara son 4rr2P(r) y 47 (r 4 dr)*>P(r + dr) respectivamente, por lo tanto, equilibrando
las fuerzas en direccién radial obtenemos

47 ((r 4 dr)*P(r + dr) — r2P(r)) = — 3 m (1.16)
Ademés el elemento de masa dm = 47r2p(r)dr, entonces
Arc((r 4 dr)*P(r + dr) — r2P(r)) = —4xGm(r)p(r)ér (1.17)

En el limite ér — dr — 0, obtenemos la ecuacion de equilibrio hidrostdtico

arP Gm

o = 1.18
dr At ( )

en donde r es ahora una variable dependiente de m [6].
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1.10.2. Generacién de energia

La energia se genera en el centro de la estrella por las reacciones de fusiéon nuclear
y es transportada hacia la superficie. El flujo de energia (energia por unidad tiempo) a
través de una esfera de radio r es la luminosidad L(r). La luminosidad total de la estrella
L., corresponde al valor en la superficie, L, = L(R,). El gradiente de la luminosidad con
respecto al radio es

L
C(ZT?“ = d7r? pe (1.19)

donde € es la tasa de generacién de energia por unidad masa y es una funcién conocida
de p, Ty de la composicién quimica.

1.10.3. La fusién de hidrégeno en helio

Hay dos maneras de fusionar hidrégeno en helio:

= Cadena proton-protén.Funciona para temperaturas en el niicleo menores a
18 x 108K El primer paso es la fusién de dos niicleos de hidrégeno (protones) para
formar un nicleo de deuterio (isétopo de hidrégeno con un neutrén, 2H) liberando
un positrén (5+) y un neutrino (v).

ptp—?H+ 3" +v

Este proceso tarda alrededor de 107 afios. Luego un nicleo de deuterio se fusiona
con otro protén para formar un isétopo de helio (*He) liberando un fotén (rayo 7).
Este proceso tarda sélo un segundo.

’H+p—2He+~

Finalmente, dos ntcleos de helio 3He se fusionan para formar un nicleo de *H
liberando dos protones. Este proceso tarda alrededor de 10° afos.

3He+3He —*He+p+p

El proceso neto ha sido la conversién de 4 protones (ntucleos de hidrégeno) en
un ntcleo de helio. Ademas, para cada ntcleo de *He formado se libera energia
en forma de: 2 fotones de rayos 7y, 2 neutrinos, 2 positrones que colisionan con
electrones cercanos liberando 2 fotones de rayos 7 y energia cinética (calor) del
nticleo de *He final y los 2 protones que salen de la cadena protén-protén.

12
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La tasa de generacién de energfa de la cadena protén-protén es e oc T4,

¥ ;
¥ Rayo Gama . P_mtor_l
v Nictiin @ Neutron
O Positron

Figura 1.7: Diagrama esquemdtico de la cadena protén-protén.

= Ciclo CNO. Funciona para temperaturas en el nticleo estelar mayores a 18 x 105K
Este ciclo consta de 6 partes los cuales se pueden resumir de la siguiente formas:

120 4 p — BN 44
BN 5 BC 48+ 4y
BC+p— 1N+~
UN £ p— 150 4~
PO =N+ 87 +v
YN +p—12C+*He

Empezando con un niicleo de 2C (carbono) en el primer paso, agregamos 4 protones
en los pasos 1, 3, 4 y 6 y terminamos con un ntcleo de '2C, junto con el ntcleo
de *He. Pasando por varios isétopos de carbono, nitrégeno y oxigeno. El resultado
neto es la conversién de 4 protones en un nicleo de helio *He con la liberacién de
energia en forma de fotones de rayos v, neutrinos y positrones. Debido a que el 12C
no es destruido por el proceso, se dice que juega el papel de catalizador para la

13
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reaccion nuclear.

La fuerza repulsiva de las cargas positivas entre un protén y un nucleo de carbono
(6 protones) o nitrégeno (7 protones) es muy grande y por esto los protones tienen
que estar moviéndose muy rapido. Esta es la razén por la cual el ciclo CNO ocurre
a temperaturas mayores que la cadena protén-protén. Los primeros pasos en el
ciclo CNO ocurren en tiempos mucho més cortos que el primer paso en la cadena
proton-proton, y por lo tanto el ciclo CNO puede volverse la fuente dominante de
fusién de hidrégeno en estrellas cuyas temperaturas centrales son un poco més altas
que la del Sol [11].

La tasa de generacién de energia en el ciclo CNO es € oc T8,

V\T #

‘91/ * -\v
A Y
0 C
- " “N .

& el
¥ < o
#/ ‘\ * p/ b
3 V'l
Y H
H®

@ Proton  y RayoGama
@ Neutron v Neutrino
o Positron

Figura 1.8: Diagrama esquemético de la cadena CNO.

1.10.4. Flujo de energia

La energia se transporta desde el centro de la estrella, donde es generada, hacia la
superficie. El transporte puede ser mediante conduccién, conveccién o radiaciéon, o bien
una combinacién de éstas. El flujo de energia determina el gradiente radial de temperatura
dentro de la estrella. En las estrellas masivas (mayores a ocho masas solares), el transporte
de energia es principalmente por radiacién, y depende de la opacidad del material estelar
a la radiacién. La opacidad se escribe x y es una funcién conocida de la temperatura,
la densidad y el estado de ionizacién del gas estelar que se obtiene de la fisica cuantica
y atémica. En las estrellas como el Sol, la conveccién es el mecanismo de transporte de
energia mas importante. La conveccién consta de un movimiento macroscoépico de masa
que lleva al transporte eficiente de calor y el mezclado de material desde los radios interiores
hacia radios mayores de la estrella. La conduccion solamente es un mecanismo importante
de transporte de energia en las enanas blancas [12].
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1.10.5. Ecuaciones basicas que definen la estructura estelar

La estructura estelar se puede representar por cuatro ecuaciones diferenciales ordina-
rias, para la masa, la ecuacién de equilibrio hidrostatico, la ecuacién para la produccién de
energia y la ecuacién para el transporte de energia. Es conveniente escribir las ecuaciones
en términos de la coordenada de masa m, en vez de la coordenada radial r.

Tales ecuaciones son:

Z—T = p(r)4nr? (1.20)
L = pre™ (1.21)
ij—f = dar2e(r) (1.22)

AT\ Spr)()L)
<dr>rad B 4GC[T(T)]3471'7"2 (1'23)

donde la distribucién de masa p(r) y presién P(r) dentro de la estrella son sélo funcién de
la distancia r al centro de la estrella. La luminosidad L(r) se define como la energia total
que fluye por unidad de tiempo hacia el exterior de una esfera de radio r dentro de la
estrella. Llamamos €(r) a la densidad de energia liberada en r. La ecuacién (1.22) implica
que fuera del nicleo no se genera energia, por lo que la luminosidad es constante. Por otro
lado, si el mecanismo que controla la transferencia de calor es la difusiéon de radiacion, el
gradiente de temperaturas estd dado por (1.23), ésta ecuacién es una buena aproximacion
en la que se estan despreciando los efectos de transmisiéon de calor por conveccion y se
esta suponiendo que la estrella tiene simetria esférica y se mantiene en equilibrio.

El problema de la evolucién estelar se reduce a hallar la solucién de este sistema de
cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas: P(r), m(r), T'(r) y L(r). Para encontrarla nece-
sitamos cuatro ecuaciones de frontera de las cuales dos son obvias: m(0) =0y L(0) =0,
pero las otras dos dependen del modelo estelar que usemos. La solucién de las ecuaciones
mencionadas requiere mucha pericia en el trabajo numérico ya que se tiene problema
con la unicidad de las soluciones pues como se dijo dependen de las condiciones de frontera.

Con el fin de entender el concepto fisico de estrella se analizaran las ecuaciones que
modelan las estrellas desde el punto de vista mecdnico y térmico tomando como hipétesis
de trabajo condiciones de equilibrio local.
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Capitulo 2
Ecuaciones de evolucion estelar

Con el propédsito de definir el concepto fisico de estrella y proponer un modelo
tedrico para explicar, entender y predecir su evolucién, asi como analizar las ecuaciones
que modelan la evolucién de las estrellas desde el punto de vista mecdnico y térmico,
realizamos un estudio bésico de la estructura estelar y discutimos las ecuaciones que
modelan la evolucién de las estrellas, se toma como hipétesis de trabajo condiciones de
equilibrio local, lo que constituye una gran simplificacion, ya que permite el calculo de
propiedades termodindmicas en términos de la temperatura, la densidad y la composicion,
ya que las estrellas presentan cambios desde el centro hasta la superficie. Se modela un
sistema fisico donde se aproxima la radiacién de los interiores estelares con el modelo de
radiacion de un cuerpo negro. Se estudian las escalas de tiempo caracteristicas para cada
proceso (mecéanico y térmico).

2.1. Modelo fisico para una estrella

Una estrella es una esfera gaseosa radiante, hecha principalmente de hidrégeno y
helio. La radiaciéon puede ser considerada como un gas de fotones, donde cada particula
transporta un cuanto de energia hv, donde h = 6,63 x 10734.Js es la constante de Planck
[7] v v es la frecuencia de la onda electromagnética asociada, ademds de un momento
hv/c, con ¢ la velocidad de la luz. Las frecuentes colisiones entre las particulas dentro
de una estrella conducen eventualmente a un estado de equilibrio termodinamico, el cual
estd caracterizado por una temperatura. Cuando la distancia promedio que han viajado
las particulas entre colisiones —camino libre medio— es mucho m&as pequeno que las
dimensiones del sistema, el equilibrio termodinamico se alcanza localmente y el sistema
puede asumir diferentes temperaturas en diferentes puntos, esto se describe por medio
de una distribucién de temperaturas. Si més aun, el tiempo transcurrido entre colisiones
—tiempo libre medio— es mucho mas pequeno que la escala de tiempo para el cambio de
las propiedades térmicas, entonces la distribucién de temperaturas puede cambiar con el
tiempo [6].

El equilibrio entre la materia y la radiacién puede ser alcanzado por medio de las
interacciones entre particulas con masa y los fotones. En este caso, la radiacién se
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convierte en radiacion de cuerpo negro, donde la distribucion de energia de los fotones
se describe por medio de la funcién de Planck, considerando iguales la temperatura del
gas y de la radiacién. De igual forma, el gas y la radiacion se pueden considerar en
equilibrio térmico local, es decir, la temperatura del gas es la misma que la temperatura
de la radiacién en cada punto, aunque sabemos que la temperatura de una estrella no es
uniforme ni constante. Esto significa que la radiacién en los interiores estelares es muy
cercana a la radiacion de cuerpo negro, descrita por la funcién de Planck correspondiente a
temperaturas locales iinicamente. A esto se le conoce como equilibrio local termodindmico
(LTE por sus siglas en inglés) [13].

Debemos destacar que la radiacién y la materia no estdn siempre en estado de
equilibrio. Por ejemplo la radiacién solar pasando a través de la atmodsfera terrestre no
alcanza el equilibrio con el gas, la temperatura de la radiacion es la temperatura efectiva
del sol, aproximadamente 6000 K, mientras que la temperatura del gas esta cerca de 300
K. Situaciones similares ocurren en nebulosas gaseosas que son iluminadas por estrellas
que estan dentro de ellas. Otro ejemplo es el flujo de particulas en el viento estelar,
principalmente protones y electrones, donde las temperaturas son de aproximadamente
10% K para los protones y casi el doble para los electrones [14].

Asumir LTE constituye una gran simplificacién, ya que permite el calculo de propieda-
des termodindamicas en términos de la temperatura, la densidad y la composicién a medida
que cambian desde el centro hacia la superficie de la estrella. Por tanto la estructura
de una estrella de masa M, se determina tnicamente en un intervalo dado de tiempo,
si la densidad p, la temperatura T', y la composiciéon de las fracciones de masa de cada
constituyente son conocidas en cada punto dentro de la estrella. Por punto se entiende
cualquier valor de la variable independiente escogida en el espacio, el cual se refiere a
una superficie esférica alrededor del centro. La temperatura, densidad y composiciéon no
cambian dnicamente con la distancia al centro de la estrella, sino también con el tiempo.
Por lo tanto la evolucion de una estrella compuesta por n elementos diferentes se describe
por n + 2 funciones, cuyas variables independientes son el espacio y el tiempo: p(m,t),
T(m,t), y las fracciones de masa x;(m,t), donde 1 < i < n, por tanto se requiere un
conjunto de n + 2 ecuaciones que sean solucién de estas funciones [12].

Haremos uso de las leyes basicas de conservacion para aplicarlas a nuestro sistema
fisico (estrella): conservacion de masa, momento, momento angular y energia. Como
asumiremos en primera aproximacion que una estrella es un sistema no rotatorio, entonces
el momento angular serd cero para todos los tiempos [15].

2.2. Ecuacién de energia

La primera Ley de la Termodinamica o el Principio de conservacion de la energia,
refieren a aquellos estados en que la energia de un sistema puede cambiar a dos formas
de transferencia: calor y trabajo. El calor puede ser anadido o extraido y el trabajo se
puede hacer sobre el sistema o bien llevado a cabo por el sistema e involucrar un cambio
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en su volumen, expansiéon o contraccién. Podemos considerar un elemento pequeno de
masa dm dentro de una estrella, sobre el cual la temperatura, densidad y composicion
pueden tomarse aproximadamente constantes. En vista de la simetria esférica asumida,
un elemento puede ser escogido como una cdscara delgada esférica con radio entre r y
r + dr, ver figura 2.1.

e e — o
=~ F{m+dm] T

| flr‘ :' .I ] I
el 2~ A
IlI | 3 | jl IIII

I‘l, \ Y ,/"J ! )
\ k< : !
LY o \ / .
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. L ..-";
— e
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Figura 2.1: Céascara esférica dentro de una estrella, el calor fluye en sentido radial.

Sea u la energia por unidad de masa y P la presion. Denotaremos por df al cambio
que ocurre en el valor de alguna cantidad f dentro del elemento de masa sobre un periodo
corto de tiempo 0t. Entonces si 6Q) es la cantidad de calor absorbido (6@ > 0) o emitido
(6Q < 0) por el elemento de masa y 6W es el trabajo hecho en el intervalo de tiempo dt,
el cambio en la energia térmica, de acuerdo con la primera ley esta dado por

d(udm) = dmou = 6Q + 6W (2.1)

donde hemos asumido la conservacion de la masa, tomando dm constante. El trabajo se
puede expresar como

OW = —PédV = —P§ <dvdm> =—PJ <1> dm (2.2)
dm I

Notemos que la compresion significa la reduccion del elemento de volumen o §dV < 0, por
lo tanto implica una adicién de energia, mientras que la expansién (ddV > 0) se consigue
a expensas de la propia energia del elemento de masa.

Las fuentes de calor de los elementos de masa son a) la liberacién de la energia
nuclear, si hay disponible y b) el balance de los flujos de calor transmitidos dentro y
fuera del elemento. La velocidad de la liberacion de la energia nuclear por unidad de
masa se denota por ¢ y la cantidad de energia que fluye perpendicularmente a través
de la superficie de la esfera por F(m) = L, donde L es la luminosidad y se define como
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la cantidad de energia radiada por unidad de tiempo. La luminosidad de una estrella es
usualmente expresada en términos de la luminosidad del Sol, Lo = 3,85 x 106Js7!. Las
luminosidades estelares oscilan entre menos de 107> Lo y més de 10° L. De acuerdo con
esto,

0Q = gdmdt + F(m)dt — F(m + dm)dt (2.3)

pero F(m + dm) = F(m) + (0F/0m)dm, asi

0Q = (q - gﬁ;) dmét (2.4)

Si ahora sustituimos (2.2) y (2.4) en (2.1) se tiene que

dmou + Pd <1> dm = (q — 8F> dmét
1) am

y en el limite 6t — 0 obtenemos

1Y\ oF
e (p) = (- 5) &
donde hemos usado la notacién f para la derivada parcial temporal 9 f /Ot de una funcién f.
En equilibrio térmico, cuando la derivada temporal desaparece, entonces

_dr

== (2.6)

q

Si integramos sobre las masas se tiene que

M M
/ qdm = / dF =L (2.7)
0 0

el lado izquierdo de esta ecuacién representa la potencia total suministrada en la estrella
debido a los procesos nucleares, ésta es la luminosidad nuclear, cominmente denotada
por Lnua

M
Lnuc:/ gdm (2.8)
0

por tanto, el equilibrio térmico implica que la energia es radiada hacia afuera por la estrella
al mismo tiempo que se produce en su interior, L = L.
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2.3. Ecuacién de movimiento

La Segunda Ley de la Mecanica que da la ecuacion de movimiento, establece que la
fuerza neta que actia sobre un cuerpo de masa m fija imparte una aceleracién que es
igual a la fuerza dividida por la masa. Esta es la ley de conservacion de momento para
un cuerpo de masa fija. Consideremos un elemento de volumen cilindrico dentro de una
estrella, con un eje de longitud dr en la direccién radial, entre un radio r y r + dr, y una
seccion transversal de area dS, como se muestra en la figura 2.2.

—_ &—
P Am P
— .

n

GmaAm

;
r?

Figura 2.2: Elemento de volumen cilindrico dentro de una estrella.

Si la densidad del elemento de volumen es p, su masa Am esta dada por

Am = pdrdS (2.9)

La fuerza que actia sobre este elemento es de dos tipos: a) la fuerza gravitacional, ejercida
por la fuerza interior a r, esta fuerza es radial y dirigida hacia el centro y b) la fuerza
resultante de la presién ejercida por el gas que rodea el elemento. Debido a la simetria
esférica asumida, las fuerzas debido a la presién actian perpendicularmente hacia el
centro del elemento cilindrico y se equilibran tnicamente por las fuerzas debido a la
presion que actuan perpendicularmente en la parte superior e inferior que ain no se han
considerado. Denotaremos por #* = (9?r/9t?) la aceleracién del elemento, que se puede
escribir de la forma

FAM = _Gmam + P(r)dS + P(r +dr)dS (2.10)

r2

Pero P(r 4+ dr) = P(r) + (OP/0r)dr, asi
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GmAm OP Am
FAM = — 2.11
7Am R P ( )

Dividiendo entre Am, se obtiene

. Gm O0P1

si escogemos m como variable independiente en el espacio y usando la transformacién
dr = dm/4mr?p, la ecuacién (2.12) se convierte en

= —— —Arr (2.13)

r2 or

Cuando las aceleraciones son despreciables (2.12) y (2.13) describen un estado de
equilibrio hidrostéatico, con la fuerza gravitacional y la fuerza de la presion exactamente
en balance,

dP Gm

o 2.14
0

dP Gm

Pl 2.1

dm 4t (2.15)

como el lado derecho de (2.14) y (2.15) siempre es negativo, el equilibrio hidrostético
implica que la presién disminuye hacia el exterior.

Podemos estimar la presién en el centro de una estrella en equilibrio hidrostatico
integrando (2.15) desde el centro de la superficie de la estrella

P(M) — P(0) = /M Grmdm (2.16)

o Amrt
En el miembro izquierdo de (2.16) se encuentra la presién central P. = P(0), donde la
presién de la superficie practicamente desaparece, P(M) ~ 0, por otro lado el miembro

derecho se toma R el radio estelar con R > r, y obtener el limite méas bajo para obtener
la presién central

Gmdm M Gmdm
P.= —_— 2.1
/ 4wt /0 47 R* (2.17)

produciendo
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GM?
P.> (W> (2.18)

2.4. El teorema del virial

Una consecuencia importante del equilibrio hidrostatico es la relaciéon que establece
entre la energia potencial gravitacional y la energia interna, o la energia cinética de un
sistema de particulas. Multiplicando la ecuacién de equilibrio hidrostético (2.15) por el
volumen V' = (4/3)7r?® e integrando sobre toda la estrella, se obtiene

P(R) M
/ Vap = -1 / Gmdm (2.19)
0 3Jo r

la integral del miembro derecho de (2.19) no es otra cosa mas que la energia potencial
gravitacional de la estrella, esto es, la energia que requiere la estrella para reunir material
desde el infinito, definiremos

r

M
Q= / Grmdm (2.20)
0

El miembro izquierdo de la ecuacion se puede integrar por partes, de tal forma que:

P(R) V(R)
/ VdP = [PV]§ - / PdV = Q (2.21)
0 0

donde el primer término del lado derecho desaparece, ya que en el centro de la estrella
V =0y en la superficie P = 0.

Combinando (2.19) y (2.21), se obtiene finalmente

V(R)
—3/ PdV =Q (2.22)
0
si tomamos dV = dm/p, se obtiene
M
P
—3/ —dm =) (2.23)
o P
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Esta ecuacién es la forma general del teorema del virial. Una relacién similar, puede ser
obtenida integrando la ecuacién (2.19) hasta un radio Rs < R

M,
s P 1

PV, — / Zdm = -0, (2.24)
o P 3

donde ), es la energia potencial gravitacional de la esfera cuya frontera es R, la cual
no es afectada por la fuerza externa ejercida por la esfera con radio entre Rs y R, mien-
tras que Ps es la presion a R ejercida por el peso de la columna de la esfera que lo envuelve.

Consideremos el caso particular de un gas ideal de densidad p, a la temperatura
T y sea la masa del gas my. La presién del gas estd dada por P = (p/mg)kT, donde
k = 1,38 x 1072J/K es la constante de Boltzmann [16]. La energfa cinética media del
movimiento de traslacién de las moléculas que componen el gas es (3/2)kT y dado que
para un gas ideal la energia cinética de sus moléculas por unidad de masa es

3K 3P

= = __ 2.25
YT om,  2p (225)
si combinamos (2.25) con el teorema del virial (2.23), obtenemos [ udm = —1Q, la
integral del lado izquierdo es simplemente la energia total interna U, entonces
1
U=-30 (2.26)

Podemos usar este resultado para estimar la temperatura promedio interna de una
estrella, asumiendo que la materia estelar se comporta como un gas ideal, la energia
potencial gravitacional, (2.20), de una estrella de masa M y radio R estd dada por

GM?

0= _
“R

(2.27)

donde a es una constante del orden de la unidad, determinada por la distribucién de
materia dentro de la estrella, esto es, el perfil de densidad. Por otro lado, de (2.25)

M

kT k -

U —/ §—d’m = §—TM (2.28)
0 2my 2my

donde T es temperatura promedio sobre la masa estelar, combinando (2.26) y (2.28)
obtenemos
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- am,GM
T=_-—"2
3 kR

(2.29)

sustituyendo la densidad promedio p = 3M/47R? en (2.29), se obtiene T' ox M?/3p'/3 1o
cual significa que si tenemos dos estrellas de igual masa, si una es méas densa entonces su
temperatura es mayor.

2.5. Energia total de una estrella

Empezamos integrando la ecuacién de energia (2.5) sobre la masa total de la estrella

/ adm + / P () dm = Lyue — L (2.30)
@) 0 p

el primer miembro del lado izquierdo de (2.30) se escribe como

/ udm = / dm =U (2.31)
o dt Jo

Notemos que (1/p) = (dV/dm) = 0V /Om y V = 4nr?:, integrando por partes el
segundo término del lado izquierdo de (2.30) obtenemos

/ Pa—vdm - [PV} - / 4702 2E i (2.32)
0 0 om
ahora sustituimos (2.31) y (2.32) en (2.30) y se obtiene finalmente que
M
. P
U —/ 4rr? ra—dm Lyye — L (2.33)
0 (9m

Regresamos a la expresién para la ecuacién de movimiento, (2.12), e integramos sobre la
masa total de la estrella y multiplicamos por 7, entonces

M Gm oP
/0 ridm = _/0 7 rdm — / 4rr? ra—dm (2.34)

como la energia cinética total de la estrella estd dada por K = fé\/l %dem la integral del
miembro izquierdo de(2.34) se convierte en
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M M M
9 (1 d 1 d ,
/0 rram /0 78t (27' > m dt . 27" m dt ( )

El primer término del miembro derecho de (2.34) es

M : M 1\ M o )
—/ Gm—dm = —/ Gm| - | dn= —d/ GMdm = -0 (2.36)
0 7"2 0 r dt 0 T

asi (2.34) se convierte en

M
. . P
K+Q=— / 47202 2E i (2.37)
0 om
Combinando (2.33) y (2.37) se obtiene
K+Q+U=Lp—L (2.38)

donde el término del lado izquierdo de la ecuacién (2.38) representa el cambio total en la
energia de la estrella F = U + K + L, esto es

E=Lpue—L (2.39)

Si una estrella estd en equilibrio térmico, se sigue que E=0 y la energia es constante.
Si en adicién, la estrella estd en equilibrio hidrostatico, K = 0. En este caso U y ) son
descritos por el teorema del virial y por lo tanto cualquiera de ellos determina la energia
total de la estrella. Consecuentemente cada uno de los términos se conserva. Por ejemplo
una estrella en equilibrio térmico e hidrostatico no se puede enfriar y expandir, debe
conservar su energia (térmica) y la energia potencial gravitacional.

2.6. Escalas de tiempo de la evolucion estelar

La evolucién de una estrella se describe por tres ecuaciones dependientes del tiempo

(2.40)

U+ P </1)> = <q - gﬁ;) (2.41)
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X =f(p,T, x) (2.42)

La primera ecuacién involucra los cambios dindmicos o estructurales, la segunda describe
los cambios térmicos y la tercera se ocupa de los procesos nucleares que producen cambios
en la composicién. Cada cambio o proceso, tiene su escala de tiempo caracteristica T,
la cual se define como la razén de cambio entre la cantidad (o propiedad fisica) ¢ y su
cambio en el tiempo (;5

r==2 (2.43)

2.6.1. Escala dinamica de tiempo

Podemos estudiar los cambios en la estructura de una estrella con simetria esférica
por el cambio en las caracteristicas de sus dimensiones, tomando R = ¢, con R el radio
de la estrella. Como la gravedad es una fuerza atrayente, el rango de cambio de R debe
ser la velocidad caracteristica en un campo gravitacional, la caida libre o velocidad de es-
cape Vese = /2GM/R = d), por tanto la escala de tiempo dindmica puede ser estimada por

R /| R3
N — = 2.44
Tdyn Vese 2GM ( )

o en términos de la densidad promedio p = 3M /47 R3, por tanto

1

Tdyn ~ —_—
G

p

(2.45)

Existen muchos métodos para obtener la escala de tiempo dindmica y con todos se obtiene
el mismo resultado. La escala de tiempo del Sol es aproximadamente 1000 s, generalmente

R\ (M,
Tayn ~ 1000 s \/(Ro> <MO> (2.46)

La escala de tiempo dindmica es extremadamente pequena, la edad aproximada del Sol es
de 4.6 millones de afios o bien, 1,5 x 10'7s , cerca de 10147'dynov este resultado implica que
un proceso dindmico ocurre en una estrella cuando la fuerza gravitacional no es equilibrada
por la fuerza de la presién. Esta situaciéon puede desarrollar una contraccién, si hay presién
insuficiente para contrarrestar la gravedad, o bien una expansién, si la presiéon es muy
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grande. Cualquiera de estos estados serd alcanzado dentro de un periodo de tiempo del
orden de la escala dindmica de tiempo. Esto nos lleva a las siguientes conclusiones:

1. Si en una estrella se lleva a cabo un proceso dinamico, el consiguiente colapso o
explosion debe ser observable en su totalidad. En efecto, se sabe que estos eventos
ocurren, estas estrellas son llamadas supernovas [17].

2. Cambios rapidos que a veces son observados en las estrellas pueden indicar que los
procesos dindamicos estan tomando lugar.

3. Una estrella se puede considerar como un sistema en equilibrio hidrostatico todo
el tiempo. Esto no significa que las estrellas son estiticas durante su larga vida,
sino mas bien que evolucionan cuasi-estaticamente, constantemente ajustando su
estructura interna para mantener su balance dinamico.

2.6.2. Escala térmica de tiempo

Los procesos térmicos afectan la energia interna de una estrella, en este caso se
considera ¢ = U. Por el teorema del virial U ~ GM?/R. La razén caracteristica del
cambio de U es la razén a la cual la energia es radiada fuera de la estrella, por lo tanto
podemos definir qﬁ = L. La escala de tiempo térmica se estima por

GM?
RL

U
Tih = T~ (2.47)

Para el Sol, 7, =~ 10'® s, aproximadamente 30 millones de afios, generalmente

() (E) )

La escala térmica de tiempo es en muchos 6rdenes de magnitud mas grande que la escala
dindmica de tiempo, pero ésta constituye todavia una pequena fraccion, cerca del 1% o
menos, de la vida completa de una estrella. Por esto no podemos observar el desarrollo de
los procesos térmicos en una estrella, y asumimos que la mayor parte de su vida se encuen-
tra en equilibrio térmico. Si una estrella se mantiene en equilibrio térmico e hidrostético
durante una fase de evolucién, su energia total se conserva (o cambia muy lentamente),
durante esa fase, y por el teorema del virial, la energia potencial gravitacional y la energia
térmica se conservan. Por esto si ocurre una contraccién (cuasi-estdtica) en una parte de
la estrella, se asume que en alguna otra parte de ella debe ocurrir una expansién para
conservar ¢. Similarmente si la temperatura incrementa en una zona, ésta debe aumentar
en otra para mantener U constante. La escala de tiempo térmica se puede interpretar
como el tiempo que deberia tomar a la estrella emitir su reserva total de energia térmica
al contraerse, siempre y cuando su luminosidad se mantenga constante. Este fue el ca-
mino por el cual William Thomson (Lord Kelvin) y Hermann Helmholtz determinaron
de manera independiente la edad del sol, y por esta razon la escala térmica de tiempo es
frecuentemente llamada escala de tiempo Helmholtz-Kelvin [8].
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El estudio de la evolucién estelar resulta en un problema que requiere resolver un con-
junto de ecuaciones diferenciales, dicha solucién solo se puede alcanzar de forma numérica
y en general ella depende de las condiciones de frontera e iniciales. Sin embargo, es posible
llevar a cabo un estudio cualitativo que si permita entender y predecir el comportamiento
de una estrella, por ello en el siguiente capitulo se presenta un modelo mecdnico donde se
consideran procesos politrépicos y se obtienen las relaciones termodindmicas que modelan
la evolucién estelar.
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Capitulo 3
Un modelo mecanico para el Sol

El presente capitulo y el siguiente contienen lo que se considera la parte principal de
esta tesis, ya que veremos que los modelos politrépicos nos permiten entender de forma
cualitativa los procesos de transferencia de calor en una estrella, particularmente el Sol.
En el apéndice A y B se hace un estudio detallado de los modos de transferencia de calor
v la teoria de la transferencia radiativa, por ser este modo el que predomina en una estrella.

En la literatura se reporta que la estabilidad de las reacciones de fusién nuclear en
una estrella se debe al calor especifico negativo del sistema, lo cual significa que cuando
el sistema atraviesa por un proceso de este tipo, su temperatura disminuye cuando se le
suministra energia y entropia, y ademds el volumen de dicho sistema incrementa. Uno
puede llevarse la impresiéon de que este fenémeno es el resultado de una complicada
interacciéon de muchas variables relacionadas con su distribuciéon como una funcién que
depende del radio de la estrella, por ejemplo: temperatura, presién, densidad, tasa de
producciéon de energia, luminosidad, opacidad y masa; asi como de un conjunto de
leyes, tales como la ley de gravitacion, ley de conservacién de la masa y energia, ley de
Stefan-Boltzmann y condiciéon de equilibrio hidrostatico. Sin embargo cuando tratamos
de entender la fisica fundamental del mecanismo, este estudio puede ser un camino largo
y dificil, cuya conclusién no se conoce.

En esta seccién presentaremos un modelo mecdnico que permita entender la estabili-
dad de una estrella de forma cualitativa, ya que para ello consideraremos los componentes
de dicha estrella como un gas ideal que sufre procesos politrépicos.

3.1. Procesos politropicos

El Sol presenta mecanismos de autocontrol. Aunque la descripcion de una estrella
es compleja, algunos de sus mecanismos de autorregulacién se pueden entender desde el
punto de vista de los procesos politrépicos.

Todos los procesos isobdrico, isotérmico, adiabdtico tienen una peculiaridad comun:
todos transcurren a capacidad calorifica constante, a este tipo de procesos se les conoce
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como politropicos.
Partiendo de la condicién de que la capacidad calorifica permanezca constante durante

el proceso, el primer principio de la termodinamica debe ser de la forma

CdT = CydT + pdV (3.1)

Tomando la ecuacién para gas ideal y la relacién de Mayer en (3.1), hallamos

dr Cp,—Cyv\ dV
E— R ——— —_— = .2
(=) T @
que al integrar toma la forma:
TVF ! = cte (3.3)

donde (Cp, —Cv)/(Cy —C) =k —1.

Esta es la ecuacion politrépica en vartables T, V. Eliminando de ella T' mediante la
igualdad T' = pV/R, encontramos

PVF = cte (3.4)

donde k = (C — C,)/(C — Cy) es el exponente politropico.

Se tienen diferentes casos dependiendo del valor que toma C. Para C = 0, k = ~,
de (3.4) se obtiene la ecuacién de la adiabdtica. Para C' = oo, k = 1, la ecuacién de la
isotérmica. Para C' = C), k = 0, la ecuacién de la isobdrica. Finalmente para C = Cy,
k = +o00, se obtiene la ecuacién de la isocérica.

Se puede demostrar que para un proceso politrépico, la capacidad calorifica molar de
un gas ideal toma la forma

R(k —7)
(v =1k —1)
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y los valores del exponente politrépico para los cuales la capacidad calorifica serd negativa,
quedan acotados por 1 < k < ~.

Para un mol de gas ideal (con ecuacién de estado PV = RT) a la temperatura T,
presion p y volumen V', que es calentado en condiciones tales que se cumple (3.4), se puede
determinar la capacidad calorifica como una funcién de k para diferentes procesos. Para
un proceso tal que se cumpla que la funcién f(p, V) permanece constante, la capacidad

calorifica viene dada por
0Q\  [oU oV
(o), = (57),+» (77), (39

Como la energia interna U en un gas ideal es sélo funcién de la temperatura,
U =U(T), se tiene que (OU/IT);, = Cy.

Ademas, el proceso f(p,V') se puede reescribir de la forma f(7,V), (3.3), derivando
el segundo término de la ecuacién (3.6) se tiene

o\ _ (VY (or\ __ vV .
or), \of)p\oTr), T(k-1) '
La ecuacién (3.6) se reescribe como
5Q\ R
(m)g*”‘k_1 (38)

De esta ecuaciéon se tienen los siguientes casos particulares, en donde se introduce ¢
(un nimero positivo muy pequeno):

1. k = 0. Proceso isébaro, p=ctey Cp, =Cy + R=C, .
2. 0 < k < 1. Suponiendo k£ =1 — §, se tiene que

R
Ck:CV‘i‘gzO

la cual es una capacidad calorifica positiva.

3. k = 1. Proceso isotermo, T' = cte y C), = oco. Aunque se proporciona calor al sistema
su temperatura no varia.
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4. 1 <k < (Cp/Cy = . Suponiendo k = (C,/Cy) — 9, se tiene que

—Cv0 0

Ck:R—éCV -

que es una capacidad calorifica negativa.

5. k = Cp/Cy. Proceso adiabético y C} = 0. El proceso ve modificada su temperatura
pero no hay intercambio de calor. En (60Q/9T); el numerador es cero y el denomi-
nador es positivo.

6. k> Cp/Cy. Suponiendo que k = C,/Cy + 6,

que es una capacidad calorifica positiva.

7. k = 00. Proceso isécoro, V = cte y Cy, = Cy .

Las capacidades calorificas negativas son una caracteristica importante de los procesos
politrépicos que tienen lugar en las estrellas.

3.2. Variaciones de temperatura, entropia y calor

Para un gas ideal, pV = NRT y Cy = cte, el formalismo termodindmico permite
obtener que:

S(T,V) = Sy+ NCyInT + NR m% (3.9)

1. En un proceso en el que se cumple que PV* = cte, también se cumple (3.3), ahora
es inmediato comprobar que

(g%)f(k) = (%)T (%)V =-(k-1DL<o

Por tanto, en un proceso de este tipo en el que el volumen aumenta, AV > 0,

AT = (gTT/)f(k)

AT = —(k—1)LAV <0

la temperatura disminuye y el proceso va cortando isotermas decrecientes, ver figura
3.2.
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2. Del mismo modo se calcula a partir de (3.9) que la variacién de la entropia respecto
al volumen es:

(69) 0 = 7 (G50 juy T v = (V) [R = Cv(k = ] AV >0

Por tanto en un proceso de este tipo en el que el volumen aumenta, AV > 0,

a8

AS = (T)f(k)

AS =& [R-Cy(k—-1)]AV >0,
la entropia aumenta y el proceso va cortando adiabéticas (isentrépicas) de mayor

entropia, ver figura 3.3.

3. La capacidad calorifica a lo largo de este proceso viene dada por

9Q\ _ R
(87T>kicv_m

y como ya se menciond anteriormente, para el caso 1 < k < +, es una capacidad
calorifica negativa. Por tanto puesto que en este proceso, AV >0, AT <0, 6QQ > 0
y se absorbe calor. Se demuestra por tanto que es la variacién de la entropia la que
determina si el sistema absorbe o cede calor y no la variaciéon de la temperatura.

Hay que tener en cuenta que para que el proceso politrépico discutido pueda llevar a
cabo, el gas debe estar unido a alguna clase de mecanismo con el que intercambie trabajo.
Al proporcionar energia al sistema en forma de calor (aumento de la entropia) el gas reali-
za trabajo sobre el mecanismo y su temperatura disminuye (capacidad calorifica negativa).

3.3. Un modelo para el Sol

Los procesos politréopicos tienen lugar en estrellas homogéneas en sus primeros estadios.
Con el fin de modelar este comportamiento, consideraremos una estrella como un sistema
formado por dos subsistemas:

1. Materia de la que estd formada la estrella (gas ideal).

2. El campo gravitatorio de la misma.

Durante los procesos de fusién nuclear se proporciona energia al subsistema gas,
dicha energia se pierde debido a los mecanismo de transferencia radiativa (por razones de
6rdenes de magnitud, se pueden suponer despreciables las pérdidas por radiacion).
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La energia de fusion se cede al gas en forma de calor y la energia interna del gas
disminuye, asi como su temperatura, una gran parte de la energia proporcionada al gas en
forma de calor pasa al otro subsistema, el campo gravitatorio, dando lugar a la expansion
de la estrella, aproximadamente la mitad de la energia total, como lo describe el teorema
del virial.

El balance de entropia se puede expresar como

Q=TS (3.10)

donde @ y S son el flujo de calor cedido al gas y la variacién de entropia por unidad de
tiempo, respectivamente. Puesto que la variacién de entropia del subsistema gas depende
tanto de la variaciéon de la temperatura como de la variacién de volumen, se tiene que la
entropia aumenta a pesar de que disminuya la temperatura, pues el aumento de volumen
compensa dicha disminucion.

Por tanto, la estabilidad de una estrella que estd quemando su combustible nuclear, se
debe al mecanismo de retroalimentacién basado en el calor especifico negativo de la estrella.
A medida que se quema el combustible de la estrella, la estrella aumenta su volumen
y su temperatura disminuye. Si el flujo de calor disminuye, entonces el combustible se
quema con menor rapidez, la temperatura aumenta y el combustible se vuelve a quemar
mas rapido. Si el flujo de calor aumenta, el combustible se quema con mayor rapidez, la
temperatura disminuye y el combustible se quema mas lento.

3.3.1. Estudio cualitativo del Sol por medio de un modelo mecanico

Un modelo mecanico del Sol se muestra en la Figura 3.1.

energia interna
v entropia

Figura 3.1: Modelo mecénico para el Sol. La posicién de equilibrio del pistén (determina el volumen de
la estrella) depende de la energia interna del gas. Cuando se proporciona energfa interna (y entropia) al
gas, el émbolo se mueve hacia la derecha, el volumen aumenta y la temperatura disminuye.

Mientras que en una estrella real el gas se mantiene unido por el campo gravitacio-
nal, el gas en este modelo de estrella esta unido por un contenedor cilindrico con un pistoén.
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Cuando el gas es calentado, el flujo de energia () que entra en el gas estd relacionado
con el flujo de entropia S entrando en ella, mediante (3.10) [18], [19].

Las fuerzas que actiian sobre el sistema son:

1. La fuerza Fi(x) debido al gas.

2. La fuerza Fy(x) debido al arreglo peso-polea, que se elige para que sea de la forma
[20]:

Fy(z) = (3.11)

a*
con 1 <k <.

Donde z es la longitud de la columna de gas y Cs es una constante positiva. Cuando
el émbolo se desplaza hacia la derecha, la masa del arreglo sube, de tal forma que se
realiza trabajo que se acumula en forma de energia potencial.

Si el émbolo se encuentra en equilibrio una pequena variacion de la energia interna en
condiciones adiabdaticas implica que PV7 = cte, entonces la fuerza F} que ejerce el gas
sobre el émbolo serd

C
Fi(z) = — (3.12)

xY

donde C7 es una constante positiva y depende de la entropia que contiene el gas. La
condicién de equilibrio mecanico exige que

C C
F(zo) = Fi(xo) + Fa(wo) = Fl - ;,f (3.13)
0 0

debe cumplirse en todo momento para algin xg.
Para determinar si este equilibrio es estable, se tiene que
dF } Ch
— =(k—-7v)—=5<0 (3.14)
|: dx z=x $g+1

para v > k. De donde se deduce que para una pequena desviaciéon de la posiciéon de
equilibrio, el sistema sera conducido a la posicién xg.

Cuando entregamos calor o lo extraemos del gas, el pistén se moverd pero siempre
permanecerd en estado de equilibrio. La relacién p — V' del gas para estos estados se
expresa como:

P(V)=— (3.15)
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aqui C' es una constante. Por esto, la relacién p — V es representada por una hipérbola.
Su exponente k se encuentra entre el de una adiabatica y el de una isoterma, tal como
se muestra en las figuras 3.2 y 3.3, y ésta es una relacién politropica. Recordemos que
esto representa los estados de equilibrio mecanico, los cudles se distinguen para diferentes

contenidos de entropia del gas. El sistema pasa a través de estos estados cuando el calor
es extraido o entregado al gas.

7 T T T T T T T T T
‘. Politrdpica
| Isoterma a T,
\
B \ Isoterma a T, ]
1
\ Isoterma a Ts‘ T1 < T2 < T:-)

Figura 3.2: Curva p — V de nuestro gas junto con una serie de isotermas. Cuando se recorre la curva
politrépica de mayor a menor volumen, se observa que cruza las isotermas de mayor a menor temperatura,
de este hecho se puede decir que: cuando se suministra calor al gas su temperatura disminuye.

4 T T T T T T T T T T T
---x%--- Politrpica
Isoentrépica a S,
iy ; Isoentrépicaa S,, S, > 5, ||
x
3 L
a 25+
21
151
1

Figura 3.3: Curva p — V del gas que modela la estrella junto con una familia de adiabéticas. Se observa
que cuando se sigue la curva p — V' de nuestro modelo solar, se cruzan las curvas de entropia constante, lo
cual indica el aumento de entropia. Por ello cuando suministramos entropia, el volumen del gas incrementa.
Ya que el suministro de entropia esté relacionado con un suministro de calor se puede concluir que: cuando
el calor es suministrado al gas, su volumen incrementa.
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Por lo anterior consideramos que el modelo presentado contiene el comportamiento
cualitativo sobre como se comparta una estrella. Es importante notar que en este experi-
mento se consideran inicamente procesos reversibles. En general, en una estrella, existen
procesos altamente irreversibles, en particular, las reacciones de fusién y la transferen-
cia de calor desde la zona de reaccion hacia la exterior. Sin embargo, como el modelo lo
muestra, estas irreversibilidades no estan relacionadas con la estabilidad de la estrella.

3.3.2. El balance de energia y entropia

El modelo solar consiste en dos subsistemas interactuantes, ambos de los cuales pueden
almacenar energia:

1. El gas contenido en el recipiente cilindrico.

2. El arreglo peso-polea.

Cuando la energia es aplicada al gas, su temperatura decrece. Dado que para un gas
ideal su energia interna depende uinicamente de la temperatura, suministrando calor al
gas hace que su energia interna disminuya. Esto se explica considerando que el gas estd co-
nectado al otro subsistema. Con esto concluimos que, cuando suministramos una cierta
cantidad de energia al gas, la mayor parte de esta energia se pasa al subsistema peso-polea.

Para el balance de entropia sdlo es necesario tomar en cuenta uno de los dos subsis-
temas. Tanto el subsistema peso-polea como el campo gravitatorio de la estrella, no son
capaces de almacenar entropia. Al discutir el balance de entropia en un gas, tenemos que
tener en cuenta que la entropia depende de dos variables: el volumen y la temperatura
del gas. Cuanto mayor sea el volumen y cuanto mayor sea la temperatura de un gas,
mas entropia contiene (ambas tienen una dependencia logaritmica [21]). De la mecanica
estadistica se entiende que la entropia aumenta cuando el volumen y la temperatura
aumentan.

El modelo que aqui hemos presentado es muy simplificado pero ha sido estudiado
y discutido por cientificos de la mds alta calificacién como Chandrasekhar [22]. La
representacion grafica y la interpretacién es parte de este trabajo.

Como parte de este trabajo de tesis surge el interés por conocer de que modo la
radiacion estelar, en este caso la radiacién solar, llega a la Tierra e interactia con la
atmésfera terrestre, por ello en el siguiente capitulo se presenta un modelo de simulacién
neuronal que permita hacer predicciones a partir de datos reales.
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Capitulo 4

Estimacion de la Radiacion Solar
Superficial con Redes Neuronales
Artificiales

El estudio de la evolucién estelar es en general muy complicado y el estudio se hace
en la mayoria de las veces de forma ntimerica, en nuestra investigacion encontramos un
tema que viene a completar este trabajo de tesis y el cual consiste en considerar los
datos de radiacién que se pueden medir en la superficie de la tierra. Los datos que se
obtienen sobre la radiacién solar en la superficie terrestre son muy importantes en una
amplia gama de aplicaciones como la meteorologia, ingenieria, ciencias agricolas, por
ejemplo, fisica del suelo, hidrologia agricola y modelacién de cultivos, asi como en el
sector salud, para el control de enfermedades y la investigacién del cancer de piel, o bien,
en la investigacion en muchos campos de las ciencias naturales. Algunos ejemplos pueden
incluir la arquitectura y el diseno de construcciones, por ejemplo aire acondicionado y
sistemas de refrigeracién, asimismo el disenio de sistemas de calefaccion solar y modelos
de prediccién del clima [23].

La radiacién solar que llega a la parte superior de la atmosfera de la Tierra en general
es de magnitud constante. Sin embargo, la radiacién que llega a cierto lugar sobre la
superficie de la Tierra es variable, esto se debe a los gases, nubes y particulas de polvo en
la atmosfera, que absorben y/o dispersan la radiacién en diferentes longitudes de onda. La
obtencién de datos fiables de la radiacién que llega al nivel del suelo requiere de mediciones
sistematicas. Sin embargo y hasta donde sabemos, en muchos paises, la densidad espacial
de estaciones actinométricas es inadecuada. Incluso en los paises desarrollados hay una
escasez de medidas de radiacién solar a largo plazo o bien mediciones confiables. Esta
situacién llevé a la elaboracién de procedimientos de calculo que permitan proporcionar
estimaciones de la radiacion solar en lugares donde no se han realizado mediciones y
donde hay lagunas en los registros de medicién.

Los antecedentes de los estudios de radiacion solar en nuestro pais pueden situarse en
los anos de 1911 a 1928, cuando el investigador de origen polaco Ladislaw Gorczynski

realizd mediciones actindémetricas en el Observatorio Meteorolégico de Tacubaya y otros
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lugares del mundo para determinar las caracteristicas de la radiacién solar a nivel de
superficie con ayuda de un sensor desarrollado por él mismo (termopila de Goreynsky).

Entre los investigadores nacionales que iniciaron los trabajos de investigacion en este
campo podemos mencionar al Ing. Jesis Martinez G. y al Dr. Ignacio Galindo Estrada
miembros del Instituto de Ciencia Aplicada, que més tarde se incorporara al Instituto de
Geofisica de la UNAM.

En el ano de 1956 empiezan a efectuarse mediciones de radiacion solar en el Instituto
de Ciencia Aplicada auspiciado por la UNESCO con donaciones de equipo de diversos
paises participantes del Ao Geofisico Internacional, y adquisiciones del propio Instituto;
se realiza mediciones de: duraciéon de la insolacién, radiacién global, radiaciéon difusa y
radiacién directa (flujos totales). Ademas del Observatorio de Radiacién Solar de Ciudad
Universitaria, se han tenido estaciones solarimétricas en Mezcala, Gro., Chilpancingo,
Gro., Chihuahua, Chih., Altzomoni, Edo. de Méx., Laguna del Rey, Coah. y Orizabi-
ta,Hgo. De éstas, la que continia en operacion es la dltima de ellas.

Las estimaciones de la radiacién solar se pueden obtener por medio de un modelo de
radiacion de sitio-especifico o bien con un modelo de prediccion mecdnico. El modelo de
sitio se basa en relaciones empiricas con las variaciones meteoroldgicas registradas en las
estaciones. Aunque el modelo de sitio-especifico requiere de un conjunto de datos con
informacién de la radiacién solar actual para determinar los coeficientes apropiados, este
enfoque es mas sencillo y preciso que los modelos mecanicos.

La necesidad de tener datos de la radiacion solar en la superficie terrestre es cada vez
mas importante, ya que con esta informacién se pueden generar modelos de la composicion
y dindmica atmosférica, asi como incrementar el niimero de aplicaciones con energia solar.
Se ha desarrollado un gran nimero de modelos de cédlculo de radiacion solar que van desde
complicados codigos de computadora hasta simples relaciones empiricas. La eleccion
del modelo por lo general toma en cuenta estas caracteristicas: (1) disponibilidad de
informacién meteorolégica y (2) precisién del modelo. Para propdsitos practicos el primer
criterio hace que los programas basados en la solucién de la ecuacién de transferencia
radiativa sean inutilizables.

El tipo de datos de radiacién solar que se requiere depende de la aplicaciéon. Por
ejemplo, para llevar a cabo estudios climatolégicos se requieres datos mensuales basados
en promedios diarios y para simular el rendimiento de dispositivos solares se requieren
datos por hora o periodos mas cortos.

A continuacién se discute la aplicacién de Redes Neuronales Artificiales (ANN-por
sus siglas en inglés), como una herramienta moderna para la simulacién de la radiacién
solar superficial. Se lleva a cabo un estudio de la investigacion reportada en la literatura,
centrandose en la metodologia neuronal, la base de datos reportada y la validacién de estos
datos. El objetivo de este capitulo es tener una buena comprension de las capacidades y
aplicabilidad de ANN en la estimacién de la radiacién solar superficial, asi como presentar
algunas herramientas de software que permitan la creacion de este tipo de modelos de
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simulacion.

4.1. Redes Neuronales

Una red neuronal artificial (ANN) es una estructura interconectada por sencillas
unidades de procesamiento, cuya funcionalidad se puede mostrar graficamente por su
semejanza con los elementos de los procesos biolégicos, las neuronas, organizadas de tal
manera que la estructura de la red se adapta al problema que se esta considerando. Las
capacidades de procesamiento de las redes artificiales son determinadas por la fuerza
existente entre las unidades de procesamiento, el patrén de arquitectura que se sigue
durante la construccién de la red y un conjunto de pardmetros especiales adquiridos
durante el entrenamiento de la red. Haykin establece que [24]:

Una red neuronal es un procesador distribuido masivamente en paralelo que tiene una
propension natural para almacenar el conocimiento empirico y ponerla a disposicion para
su uso. Se asemeja el cerebro en dos aspectos: (1) el conocimiento que adquiere la red se
obtiene a través de un proceso de aprendizaje y (2) la fuerza de las interconexiones entre

las neuronas, conocidas como pesos o pesos sindpticos, se utilizan para almacenar el

conocimiento.

Durante las tltimas dos décadas, el uso de ANN ha demostrado ser una excelente he-
rramienta para la investigacion, ya que son capaces de manejar interrelaciones no lineales
(funciones de aproximacién no-lineal), datos separados (clasificacién de los datos), loca-
lizar relaciones ocultas en grupos (clustering) o modelar sistemas naturales (simulacién).
Naturalmente, ANN encontré una tierra fértil en la investigacién de la radiacién solar.

4.2. Construccion de redes neuronales

En esta seccién presentaremos una propuesta para construir el modelo de ANN para la
estimacién de la radiacién solar. Dicha propuesta se trabajara sobre un software conocido
como Matlab, el cual es un lenguaje de alto nivel y un entorno interactivo equipado para
la construccién de ANN [8].

Emplearemos un conjunto de datos reales obtenidos de observaciones realizadas en
Athalassa (35°8'27” Norte, 33°23'4” Este), lugar donde se encuentra la principal estacién
radiométrica del Servicio Meteoroldgico de Chipre. La isla de Chipre se encuentra entre
los circulos de latitud 34,6° y 35,6° Norte y entre los meridianos 32° y 54,5° Este, rodeado
por el mar Mediterrdaneo. El clima mediterrdneo se caracteriza por la sucesién de una sola
estacion de lluvias de noviembre a mediados de marzo y una temporada seca mas larga
de mediados de marzo a octubre. Esta generalizacion es modificada por la influencia de
factores maritimos, produciendo veranos mas frios e inviernos mas célidos en la mayor
parte de la costa y las zonas bajas. La visibilidad en general es muy buena. Sin embargo,
durante la primavera y principios del verano, la atmédsfera es bastante nebulosa, con polvo
transferido de los vientos de los desiertos del Sahara y Arabia, por lo general asociados
con el desarrollo de depresiones del desierto [25].
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4.2.1. Aplicando ANN con Matlab

MATLAB es un entorno de célculo numérico y también un lenguaje de programacion.
Permite la manipulacién de matrices, graficos de funciones y datos, asi como la imple-
mentacién de algoritmos. Ademads ofrece una variedad de herramientas para el diseno de
redes neuronales, implementacion, visualizacién y simulacién [26].

Con los datos existentes para la duracién de insolacién en Chipre, vamos a crear, paso a
paso, un modelo neuronal capaz de calcular la Radiacidn Fotosintéticamente Activa diaria,
comunmente llamada PAR, por sus siglas en inglés [27], ésta es, la radiacién integrada del
rango de longitudes de onda que son capaces de producir actividad fotosintética en plantas
y otros organismos fotosintéticos como microalgas y bacterias. Este rango es el compren-
dido aproximadamente entre los 400 y 700 nm, que es también el rango de radiacién visible.

Dentro del conjunto de datos que se tienen, se toman pesos y sesgos aleatorios y las
variables de entrada/salida son convertidas a filas (MATLAB requiere que todos los datos
de entrada sean presentadas como vectores fila).

Pasos para la creacién del modelo neuronal que calculara la radiacién PAR:

= Importamos los datos al espacio de trabajo de Matlab.

= Graficamos los datos disponibles para el mes, ver figura 4.1.

» Pre-procesamiento de los datos (normalizacién).

= Creacién de la red.La red creada usando el método de notacién de Matlab se ilustra
en la figura 4.2. De acuerdo con este esquema se tiene una capa de entrada con una
neurona, la capa oculta con 10 neuronas y la capa de salida de s6lo una neurona.
IW(i) es una matriz celda bidimensional que contiene los pesos de las conexiones
entre las entradas y la capa i, LW(i,j) contiene la matriz de peso de las conexiones
desde la capa j hacia la capa i y b(i) contiene los umbrales de las diferentes capas.
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Figura 4.1: Datos para los dfas del mes de mayo de 2003.

» Inicializacién de la red.

» Simulacién de la red sin entrenamiento para mostrar la respuesta inicial a los datos
de entrada. Los datos han sido normalizados en el rango [-1,1]. El resultado de la
simulacién de la red no entrenada se presenta en la figura 4.3.

= Entrenamiento de la red. La red se entrena en modo Batch mediante la funcién train.
La funcién anorm es la salida normalizada del conjunto de entrenamiento, ver figura
4.4. En esta parte se establecen las instrucciones que detienen el funcionamiento de
la red, por ejemplo, el error asociado (goal) y el nimero de iteraciones (epochs).

= Post-procesamiento de los datos. Los datos son desnormalizados.

= Graficar la salida, ver figura 4.5.

De la figura 4.5 podemos asumir falsamente que mediante el aumento de las épocas
de formacion, se reducira el error global. Sin embargo, este no es el caso. La red que he-
mos creado estd sobreajustada. Su rendimiento probablemente aumentaré con el aumento
iteraciones y finalmente se acercard a cero, pero la red serd incompetente para datos des-
conocidos. La poblaciéon del conjunto de datos parece ser pequeno para entrenar la red
neuronal correctamente, pero ya que la relacién que estamos investigando es una funcién
lineal simple [28], la red no tiene ningin problema para converger a la solucién.
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Figura 4.2: Red neuronal usando la notacién de MATLAB.
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Figura 4.3: Simulacién de la red neuronal sin entrenamiento. Los datos de entrada se han normalizado.

46



CAPITULO 4. ESTIMACION DE LA RADIACION SOLAR
SUPERFICIAL CON REDES NEURONALES ARTIFICIALES
4.2. CONSTRUCCION DE REDES NEURONALES

Performance is 0.00188228, Goal is 0.0018
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Figura 4.4: Entrenamiento de la red. En este grafico se muestra el nimero de iteraciones y el error
asociado a cada una de ellas. Después de 132 iteraciones el error asociado (0.0018) se mantinene constante.

Respuesta de la red entrenada

11000 T T T T T T T T
¢ Entrada
10000 % 3Balida |

5000 1

8000 - ﬁg ’ _
7000 -

o 8
6000 - é% 4

5000 1

PAR (J/rmédia)

71 0 S -

3800 1 1 1 1 L
0.8 1 12 1.4 16 1.8

Global (J/mPdia) x10°

N
[
(%]
N
B
Ny
o

Figura 4.5: Respuesta de la red entrenada.

De igual forma presentamos una propuesta para construir el modelo de ANN para
la estimacién de la radiacion solar difusa en México, ver figuras 4.6 y 4.7. En su paso a
través de la atmosfera parte de la irradiancia es atenuada por fendémenos de dispersion y
absorcién. La radiacién que llega a la Tierra sin haber sufrido cambio en su trayectoria
lineal, se llama radiacién directa. Conocer el flujo de la radiacion solar directa y difusa
es importante para el andlisis y disefio de algunos sistemas solares. Por ejemplo el valor
de la radiacién normal es necesario para el calculo de la radiacién solar sobre superficies
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inclinadas. Varios autores han desarrollado sus propias correlaciones entre la irradiacion
global y la irradiacién difusa [29]. Empleamos un conjunto de datos obtenidos de
observaciones realizadas en el Observatorio de Radiacién Solar del Instituto de Geofisica
de la UNAM, México, lugar donde se realiza investigacién en el campo de los procesos
de interaccion de la radiacion solar con la atmdsfera, sus componentes, asi como sus
implicaciones energéticas de conservacién y aprovechamiento.

Datos para la radiacién solar en México
181
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Figura 4.6: Datos para los dias del mes de enero de 2006.
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Figura 4.7: Respuesta de la red entrenada.
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En el Apéndice C se hace un estudio detallado sobre ANN y se agregan los detalles de
los programas completos para la aplicacién de una Red Neuronal Artificial en radiacién
solar.
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Capitulo 5
Conclusiones

Nuestro interés por conocer la teoria que describe la evolucién estelar, nos llevé a en-
contrar que este problema se resuelve por medio de la solucién de un sistema de ecuaciones
diferenciales que requieren solucién numérica. Sin embargo, nuestra hipétesis de trabajo
es que también es posible estudiar el comportamiento estelar con otros modelos alterna-
tivos como procesos politrépicos y simulacion con redes neuronales artificiales. Por ello,
concluimos que:

= Hemos descrito las propiedades que caracterizan la habilidad de una superficie para
emitir radiacion térmica y las propiedades que caracterizan la forma en que una su-
perficie responde a la irradiacién. También se ha puesto de manifiesto la importancia
del cuerpo negro en la descripcion de la radiacion térmica.

= La estabilidad de la combustién nuclear en una estrella se debe a mecanismos de
retroalimentaciéon basados en el calor especifico negativo de la estrella. Este calor
especifico negativo puede ser obtenido por medio de un modelo mecanico simple
asumiendo procesos politrépicos. Con este modelo, la mecanica y termodindmica de
una estrella pueden ser entendidas cualitativamente sin recurrir a las soluciones de
las ecuaciones diferenciales que modelan la evolucién estelar. Sin embargo, hasta
donde sabemos el modelo politrépico no permite hacer calculos numéricos y por
tanto la estimacién es cualitativa y de entendimiento.

= Las Redes Neuronales Artificiales comprenden un método estadistico no lineal para
simular problemas relacionados con la radiacién solar. El creciente interés de la
aplicacién de ANN en las ciencias atmosféricas ha sido revisada por muchos autores.
Muchos de los procesos atmosféricos no son totalmente comprendidos, ademéas no
pueden expresarse en términos deterministas. Por esta razén, en muchas ocasiones,
estos procesos han sido tratados estadisticamente. El uso de ANN ha resultado ser
un método efectivo en el estudio de la energia solar. Entre las desventajas de ANN
se tiene que debido a que es un método basado en datos reales, se requiere una
cantidad suficiente de éstos. Normalmente, en lo relacionado a la radiacion, los datos
que se pueden utilizar como entrada deben abarcar un periodo de algunos afnos. Sin
embargo, actualmente ya se cuenta con datos tomados en gran parte del mundo.
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Apéndice A

Modelos fisicos para la
transferencia de calor

Del estudio de la termostatica sabemos que la energia se puede transferir mediante
las interacciones de un sistema con su alrededor, estas interacciones se denominan trabajo
y calor. Sin embargo, la termostatica trata de los estados finales del proceso durante
el cual ocurre una interacciéon y no proporciona informacién alguna con respecto a la
naturaleza de esta interaccion o la rapidez con la que ésta se produce. Para que ocurra la
transferencia de calor, debe haber un gradiente de temperatura, es decir un desequilibrio
termodinamico. Llamaremos transferencia de calor a la energia en transito en un sistema
debido a una diferencia de temperaturas [30], [31]. Cuando existe un gradiente de tempe-
ratura en un medio estacionario, que puede ser un sélido o un fluido, se utiliza el término
conduccion para explicar la transferencia de calor que se producira a través del medio. En
cambio, el término conveccion se refiere a la transferencia de calor que ocurrira entre una
superficie y un fluido en movimiento cuando estan a diferentes temperaturas. El tercer
modo de transferencia de calor se denomina radiacién térmica. Todas las superficies con
temperatura finita emiten energia en forma de ondas electromagnéticas, en ausencia de
un medio, existe una transferencia de calor por radiacién entre dos superficies a diferentes
temperaturas.

A.1. Conduccion

La conduccién se considera como la transferencia de energia de las particulas mas
energéticas a las menos energéticas de un sistema debido a las interacciones de las mismas.
El mecanismo fisico de conduccion se puede explicar considerando un gas en el que existe
un gradiente de temperatura y suponiendo que no hay movimiento global. El gas puede
ocupar el espacio entre dos superficies que se mantienen a diferentes temperaturas, como
se muestra en la figura A.1. Se asocia la temperatura en cualquier punto con la energia
de las moléculas del gas en la proximidad del punto. Esta energia estd relacionada con
el movimiento traslacional aleatorio, asi como con los movimientos internos de rotacion
y vibracién de las moléculas. En los buenos conductores eléctricos un gran ntmero
de electrones libres se mueven en la estructura de la red del material. De la misma
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manera que estos electrones pueden transportar carga eléctrica, también pueden llevar
energia térmica de una regién de alta temperatura a una de baja temperatura, como
ocurre en los gases. Con frecuencia nos referimos a estos electrones como gas de electrones.

Las temperaturas més altas se asocian con las energias moleculares més altas y cuando
las moléculas vecinas chocan, ocurre una transferencia de energia. En presencia de un
gradiente de temperatura, la transferencia de energia por conduccién ocurre en la direccién
de la temperatura decreciente.

T Ti>T
AR
e 4,
7 f'\ 7Y, S

Figura A.1: Asociacién de la transferencia de calor por conduccién con la difusién de energia debida a
la actividad molecular.

Los procesos de transferencia de calor se pueden cuantificar por medio de ecuaciones y
modelos apropiados, que sirven para cuantificar la cantidad de energia que se transfiere por
unidad de tiempo. Para la conduccién, la ecuacion se conoce como Ley de Fourier, que pa-
ra una pared plana unidimensional con distribucién de temperatura 7'(z), se expresa como

@y = —k—— (A1)

El flujo de calor o transferencia de calor por unidad de area ¢/ (W/m?) es la velocidad
con que se transfiere el calor en la direccién de = por area unitaria perpendicular a la
direccién de transferencia, y es proporcional al gradiente de temperatura d7'/dx en esta
direccién.

A.2. Conveccion

La transferencia de calor por conveccion se compone de dos mecanismos. Ademds
de la transferencia de energia debida al movimiento molecular aleatorio (difusién), la
energia también se transfiere mediante el movimiento global, o macroscépico del fluido.
El movimiento del fluido se asocia con el hecho de que en cualquier instante grandes
nimeros de moléculas se mueven de forma colectiva o como agregados. Tal movimiento en
presencia de un gradiente de temperatura, contribuye a la transferencia de calor. Debido a
que las moléculas del agregado mantienen su movimiento aleatorio, la transferencia total
de calor se debe entonces a una superposicién de transporte de energia por el movimiento
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aleatorio de éstas y por el movimiento global del fluido.

Veamos el caso de transferencia de calor por conveccion que ocurre entre un fluido en
movimiento y una superficie cuando éstos tienen diferentes temperaturas. Consideremos
el flujo de fluido sobre la superficie calentada de la Figura A.2. Una consecuencia de
la interaccién fluido—superficie es la formacién de una regién en el fluido en la que la
velocidad varia de cero en la superficie a un valor infinito u., asociado con el flujo. Esta
regién de fluido se conoce como capa limite térmica o de wvelocidad. Si las temperaturas
de la superficie y del fluido difieren, habra una region del fluido a través de la cual la
temperatura varia de Ts en y = 0 a T en el flujo exterior. En cualquier caso si Ty > Tio,
ocurrird la transferencia de calor por conveccion entre la superficie y el flujo exterior.

Fluido
¥ ¥
U . 1=
> —
_ b——===57 "Distribucién Distribucién de
‘L de velocidad temperatura
—  ul® T
A
j ok T
L su@)  Superc L)
calentada

Figura A .2: Esquema de velocidades y temperaturas de la capa limite en la transferencia de calor por
conveccién.

La transferencia de calor por conveccion se sustenta tanto en el movimiento molecular
aleatorio (difusién) como en el movimiento volumétrico del fluido en la capa limite. La
contribucién debido a la difusion domina cerca de la superficie donde la velocidad del
fluido es baja. En la interfaz entre la superficie y el fluido (y = 0) la velocidad del
fluido es cero y el calor se transfiere s6lo por este mecanismo. La contribuciéon debida
al movimiento volumétrico del fluido se origina del hecho de que la capa limite crece a
medida que el flujo avanza en la direccién x y entonces, el calor que se conduce en esta
capa es arrastrado corriente abajo y finalmente se transmite al fluido fuera de la capa
limite.

El modelo apropiado para el proceso de transferencia de calor por conveccién es de la
forma

q” = h(Ts - Too) (A2)

donde ¢” es el flujo de calor por conveccion y es proporcional a la diferencia de tempe-
raturas entre la superficie y el fluido, Ts y T, respectivamente. Esta expresién se conoce
como la ley de enfriamiento de Newton y la constante de proporcionalidad h (W/m?K) se
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llama coeficiente de transferencia de calor por conveccion. Este coeficiente depende de las
condiciones en la capa limite, en las que influyen la geometria de la superficie, la naturaleza
del movimiento del fluido y las propiedades térmicas del fluido y de transporte. Cualquier
estudio de conduccién se reduce al estudio de los medios por los que es posible determinar
h, la transferencia de calor por conveccion con frecuencia se usa como condicién de frontera
en la solucién de problemas de conduccion.

A.3. Radiacién

En contraste con los mecanismos de conduccién y conveccién, ya discutidos, en
donde estd involucrada la transferencia de calor a través de un medio material, el calor
también se puede transferir a regiones donde existe el vacio. En este caso, el mecanismo
es la radiacion electromagnética que es propagada como resultado de una diferencia de
temperaturas, esto es, la radiacion térmica. La radiaciéon térmica es la energia emitida
por la materia que se encuentra a una temperatura finita. La radiacién puede provenir de
cualquier estado en que se encuentre la materia, sélidos, liquidos y gases. Sin importar
la forma de la materia, la radiacion se puede atribuir a cambios en las configuraciones
electronicas de los dtomos o moléculas que la constituyen. La energia es transportada por
ondas electromagnéticas (fotones).

Consideremos los procesos de transferencia de radiacién para la Figura A.3 (a). La
radiaciéon que la superficie emite se origina a partir de la energia térmica de la materia
limitada por la superficie, la velocidad a la que libera energfa por unidad de drea (W/m?)
se denomina la potencia emisiva superficial E. Hay un limite superior para la potencia
emisiva, que es establecida por la ley de Stefan-Boltzmann

Ey=oT! (A.3)

donde T es la temperatura absoluta (K) de la superficie y o es la constante de Stefan-
Boltzmann (o = 5,67 x 1078 W/m?2K*). Esta superficie se llama radiador ideal o cuerpo
negro.

Gas
T..-h

Gas
To-h

G E Alrededores
ég a Tair
g /(l”cnnv q”rax / q’ conv
Superficie con emisividad s, Superficie con emisividad e= g, areay
absortividad o y temperatura Ts temperatura Ts
(@) (b)

Figura A.3: Intercambio de radiacién: (a) en la superficie, y (b) entre una superficie y sus alrededores.
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El flujo de calor emitido por una superficie real es menos que el de un cuerpo negro a
la misma temperatura y estd dado por

E =ecoT? (A.4)

donde € es una propiedad radiativa de la superficie llamada emisividad, y toma valores
en el rango 0 < ¢ < 1, esta propiedad proporciona una medida de la eficiencia con
que una superficie emite energia en relacién con un cuerpo negro. La radiacién también
puede incidir sobre una superficie desde sus alrededores. La radiacién se origina desde
una fuente, por ejemplo, el Sol. Se designa la velocidad a la que la radiacién incide sobre
un area unitaria de la superficie como irradiacién G, ver figura A.3 (b). Una parte de
la radiacién, o toda, puede ser absorbida por el material, y asi incrementar la energia
térmica del material. La velocidad a la que la energia radiante es absorbida por &area
superficial unitaria se evaliia a partir del conocimiento de una propiedad radiativa de la
superficie llamada absortividad o. Esto es,

Gaps = 0G (A.5)

donde 0 < a < 1. Si a < 1 y la superficie es opaca, parte de la irradiacién se refleja. Si la
superficie es semitransparente, parte de la irradiaciéon también se transmite. Sin embargo,
si la radiacién absorbida aumenta, entonces la radiacion emitida disminuye, asi, la energia
térmica de la materia, la radiacién transmitida y reflejada no tiene ningin efecto sobre
esta energfa.

Un caso que ocurre con frecuencia implica el intercambio de radiacién entre una
superficie pequena a T, y una superficie isotérmica mas grande que rodea por completo
a la pequena, ver figura A.3(b). Si se supone que la superficie es tal que av = ¢ (caso para
una superficie gris), la velocidad neta de transferencia de calor por radiacién desde la
superficie, expresada por unidad de area de la superficie, es

¢ =cEy(Ts) — aG = eo(T = T2,) (A.6)

alr

Esta expresion proporciona la diferencia entre la energia térmica que se libera debido
a la emisién por radiaciéon y la que se gana debido a la absorcién de radiaciéon. Para
muchas aplicaciones es conveniente expresar el intercambio neto de calor por radiacién en
la forma

Qrad = hradA(Ts - Talr) (A?)
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donde h, es el coeficiente de transferencia de calor por radiacion, asi

hy = eo(Ty + T ) (T2 + T2, (A.8)

La superficie de la figura A.3(a) puede transferir simultédneamente calor por conveccién
a un gas contiguo, para el caso de la figura A.3(b), la velocidad de transferencia de calor
desde la superficie es entonces

q = Geonv + Grad = hA(Ts - Too) + EO-A(TSZL - T4 ) (A9)

alr

A.4. Resistencia térmica

Existe una analogia entre la difusion de calor y la carga eléctrica. De la misma manera
que se asocia una resistencia eléctrica con la conduccién de electricidad, también se asocia
una resistencia térmica con la conduccién de calor. Se define la resistencia como la razén
de un potencial de transmision a la transferencia de calor correspondiente, la resistencia
térmica para la conduccién es

Tsl_Ts2 L
g = 2L te2 2 Al
Rt,c d q LA ( 0)

para el caso de una pared plana bidimensional.

Una resistencia térmica también se asocia con la transferencia de calor mediante
conveccion a una superficie. De la ley de enfriamiento de Newton, la resistencia térmica
para conveccién toma la forma

T, — T, 1
Rt,conv = - === (All)

En particular en el intercambio de radiacién entre una superficie y sus alrededores, la
resistencia térmica para radiacién se define como

Ts — Talr 1
R = = A12
brad qrad hrA ( )

Las representaciones de circuitos proporcionan una herramienta ttil para conceptuali-
zar y cuantificar problemas de transferencia de calor.
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Apéndice B

Teoria de la transferencia de calor
por Radiaciéon

La transferencia de calor mediante radiacién térmica no necesariamente requiere la
presencia de materia. Es un proceso muy importante y, en el sentido fisico es quizés el
mas interesante de los modos de transferencia de calor. En este apéndice consideraremos
los medios por los que se genera la radiacién térmica y la forma en que interactia con la
materia.

B.1. Conceptos fundamentales

Asociamos la energia térmica a la intensidad con que la materia emite energia como
resultado de su temperatura. El mecanismo de emisién se relaciona con la energia liberada
como consecuencia de oscilaciones de los nicleos de los materiales o transiciones entre los
estados energéticos de los electrones que constituyen la materia. Estas oscilaciones a su
vez, son propiciadas por la energia interna, y por tanto la temperatura de la materia.

Todas las formas de materia emiten radiacién. Para gases y sélidos semitransparen-
tes, como vidrio y cristales de sal a temperaturas elevadas, la emisién es un fendmeno
volumétrico, como se muestra en la figura B.1 (a), es decir, la radiacién que emerge de un
volumen finito de materia es el efecto integrado de la emisién local a través del volumen.
Sin embargo en la mayoria de los sélidos y liquidos, la radiaciéon es un fendmeno superfi-
cial, ver Figura B.1 (b), la radiacién emitida desde las moléculas interiores es fuertemente
absorbida por las moléculas contiguas, en consecuencia, la radiacién que se emite desde
un soélido o liquido se origina de moléculas que estan a una distancia de aproximadamente
1 pm de la superficie expuesta.
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Emision de
radiacion

|
. i

Solido o liquido
Gas a alta temperatura o
medio semitransparente

(a) (b)

Figura B.1: Proceso de emisién; (a) Fenémeno volumétrico. (b) Fenémeno superficial.

Una teoria considera a la radiacién como la propagaciéon de una acumulacién de
particulas denominadas fotones o cuantos. Alternativamente, la radiacion se puede ver
como la propagacién de ondas electromagnéticas. En cualquier caso deseamos atribuir a
la radiacién las propiedades caracteristicas de las ondas, frecuencia v y longitud de onda
), estas propiedades se relacionan mediante

c
A=— B.1

‘ (B.1)
donde c¢ es la velocidad de la luz en el medio. Para la propagacién en el vacio,
co = 2,998 x 108 m/s.

La parte intermedia del espectro, que se extiende de aproximadamente de 0.1 a 100
um e incluye una parte de la radiacién ultravioleta (UV), todo el visible y el infrarrojo
(IR), se denomina radiacion térmica.

La naturaleza espectral de la radiacién térmica es una de las dos caracteristicas que
complican su descripcion, la segunda caracteristica se relaciona con su direccionalidad.

Distribucion espectral
Distribucién
direccional

Emision de radiacion
monocromatica

Longitud dc onda

(@) (b)

Figura B.2: Radiacién emitida por una superficie: (a) Distribucién espectral, (b) Distribucién direccional.
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da, @ 0, ¢)

a) b) ©)

Figura B.3: Naturaleza direccional de la radiacién. (a) Emisién de radiacién desde un drea diferencial
dA; en un angulo sélido dw subtendido por dA, en un punto sobre dA;. (b) Sistema de coordenadas
esféricas. (¢) Definicién de dngulo sélido.

B.2. Intensidad de la radiacion

Si consideramos en la figura 3.3 (a) la proporcién en que la emisién de dA; pasa a
través de dA,,, podemos expresar esta cantidad en términos de la intensidad espectral I .
de la radiaciéon emitida. Se define I, . como la razén a la que se emite energfa radiante a
la longitud de onda A en la direccién (6, ¢), por unidad de area de la superficie emisora
normal a esta direccién, por unidad de angulo sdlido alrededor de esta direccién, y por
intervalo de longitud de onda unitaria d\ alrededor de \. Notemos que el drea que se
utiliza para definir la intensidad es la componente dA; perpendicular a la direccién de la
radiacién. La intensidad espectral, que tiene unidades de W/m? sr um se define entonces
como

dq

I = e D
e (A0, ?) dAjcos Odwd\

(B.2)

donde (dq/d)\) = dqg es la razén a la que la radiacién de longitud de onda A sale de dA;
y pasa a través de dA,. Entonces

dgy = I (X, 0, ¢)dAicosfdw (B.3)

donde dgy tiene unidades de W/um. Esta expresiéon permite calcular la rapidez a la que
la radiacién emitida por una superficie se propaga en la regién de espacio definida por el
angulo sélido dw alrededor de la direccién (0, ¢). El flujo de radiacién espectral asociado
con dAj es

dgy = In (X, 0, ¢)cos Osin 0dOd (B.4)

B.2.1. Emisién, Irradiacién y Radiosidad

La emisiéon ocurre desde cualquier superficie que estd a una temperatura finita.
Introduciremos el concepto de potencia emisiva para cuantificar la cantidad de radiacion
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emitida por area superficial unitaria. La potencia espectral emisiva Ey (W/m? um) se
define como la intensidad a la que se emite radiaciéon de longitud de onda A en todas
direcciones desde una superficie por unidad de longitud de onda d\ alrededor de A y por
area superficial unitaria, se relaciona con la intensidad espectral de la radiacién emitida
mediante

2 %
Ey(\) = /0 /0 Tne (1, 6, 6)cos Bsin 6d8dg (B.5)

La potencia emisiva total, £ (W/m?), es la rapidez a la que se emite radiacién por unidad
de area en todas las longitudes de onda y en todas las direcciones, esto es

E= /Ooo Ex(A)dA (B.6)

La intensidad de la radiacién incidente se puede relacionar con un flujo radiativo,
denominado irradiacion, que abarca la radiacion incidente desde todas las direcciones. La
irradiacién espectral G (W/m? pm) se define como la rapidez a la que la radiacién de
longitud de onda A incide sobre una superficie, por unidad de area de la superficie y por
intervalo de longitud de onda unitaria d\ alrededor de A. Entonces

27 z
Ga(N) :/O /02 I\, 0, ¢)cos Bsin 0d0de (B.7)

Si la irradiacién total G (W/m?) representa la razén a la que incide la radiacién por
unidad de 4rea de todas direcciones y a todas las longitudes de onda, se tiene que

G- /0 Gr(A)dA (B.8)

La radiosidad se refiere a toda la energia radiante que sale de una superficie. Esta
radiacion incluye la parte reflejada de la irradiacion, asi como la emisién directa. La
radiosidad espectral Jy (W/m? um) representa la rapidez a la que la radiacién de longitud
de onda A sale de una unidad de area superficial, por intervalo de longitud de onda
unitaria dA alrededor de A. Como describe la radiaciéon que sale en todas las direcciones,
se relaciona con la intensidad asociada con la emisién y la reflexion, I(y ¢4y (A, 0, ®), por
la siguiente expresién

2 z
JA(A) = /0 /0 " Inerr(N, 0, ¢)cos fsin 0d0de (B.9)
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De aqui la radiosidad total J (W/m?) asociada con todo el espectro es
J= / JA(V)dA (B.10)
0

El estudio de la transferencia de calor por radiacién en este trabajo de tesis, nace del
interés por conocer con detalle la teoria que gobierna este mecanismo y la forma de llevar
estos resultados al estudio de la estrellas, como se ve, es un tema bastante complejo donde
intervienen factores que en los otros modos de transferencia no participan. Considerar una
estrella como un cuerpo negro, ayuda a simplificar su estudio.
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Apéndice C

Redes Neuronales Artificiales: una
vision general

C.1. Neuronas bioldgicas

La unidad béasica de procesamiento de informacion en la naturaleza es la neurona, en
la figura C.1 se muestra un esquema simplificado de ésta.

Figura C.1: Esquema de una neurona biolégica individual.

Las neuronas bioldgicas estan caracterizadas por una morfologia tridimensional muy
compleja, ver figura C.2. El resultado es una construccién capaz de procesar informacion
para analizar y resolver problemas. Se compone de una enorme cantidad de células con un
alto grado de conectividad que procesan la informacién en paralelo. En general, suele haber
cerca de 10® conexiones (sinapsis) en el cerebro. Desde el punto de vista neurobiolégico,
una neurona se compone de cuatro elementos principales: soma, dendritas, axén y sinapsis.
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Figura C.2: Esquema simplificado de una red neuronal.

En una forma simplificada el funcionamiento de una red neuronal se describe de la
siguiente forma: el soma recibe impulsos eléctricos cortos de neuronas vecinas, se reciben
procesos de la informacién recibida y se producen senales de salida que son empujados a
través del axdon para su transformacion por otras neuronas. La conexion se lleva a cabo en
una terminal similar a un botén, llamado sinapsis. La fuerza (peso) de la sinapsis es una
representacion del conocimiento almacenado y por lo tanto la memoria para conocimientos
previos. El funcionamiento sindptico asigna un peso relativo (importancia) a cada senal de
entrada de acuerdo con la experiencia pasada (conocimiento) almacenada en la sinapsis.
El soma agrega todas las senales recibidas, multiplicadas por el peso dado a cada sinapsis
especifica y si la agregaciéon ponderada (weighted aggregation) de las entradas excede un
cierto umbral entonces se reenvia al axén desde donde se guia a otras neuronas.

C.2. Neuronas Artificiales

La base de cualquier sistema de computacion neural es una representacion artificial
de la célula fundamental del cerebro: la neurona. Un modelo esquemaético de una neurona
artificial se ilustra en la figura C.3. Las neuronas artificiales (o elementos de procesamiento,
PE) estén disenados para responder a las entradas de informacién aplicadas y comportarse
de forma coherente. Se considera que la neurona artificial original es la TLU (Unidad
Umbral Légica), propuesta por W. McCulloc y W. Pitts [32]. Las entradas y salidas son
sistemas binarios, mientras que la funcién de activacién, que se explica méas adelante en
esta seccidn, es la funcion de umbral, teniendo valores enteros 0 y 1.

Entrada 1 O\-.‘W- Funcidn de

A Activacian
Entrada 2 O\W\{: Agregacitn
¢ O

. @i jF — Salida

e P
-
Entrada n-1 O/w.ﬂ"l I\
P

Entrada n O"W,. ‘ bias

Figura C.3: Esquema simplificado de miltiples entradas en una neurona artificial (Perceptrdn).
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La aplicacion artificial de una neurona biolégica es en realidad, un algoritmo o un
circuito electrénico cuya operacién se puede resumir en los siguientes pasos:

1. Todos los valores de entrada se multiplican por un peso predeterminado y se suman.
2. Se agrega un bias (sesgo) al resultado.
3. La suma se introduce en la funcion de activacion.

4. La senal fluye a la siguiente neurona.

Usando notacién matematica, la salida de una neurona puede ser escrita como

donde b es el sesgo de la neurona , w; es el peso para la entrada especifica , x; es el valor
real que se pasa a la neurona para la suma y f es la funcién de activacién.

El bias de entrada en el algoritmo de la neurona es el valor de desplazamiento que
ayuda a la senal a exceder el umbral de la funcién de activacién. Hay muchas opciones
para las funciones de transferencia de la neurona. En general, estas funciones deben ser
continuas y diferenciables entre los limites superior e inferior de las dos siguientes razones:
tienen que estar limitadas con el fin de proteger la red de valores extremos que pasan
a través de los nodos, independientemente de la magnitud de las entradas y tienen que
ser diferenciables con el fin de implementar la Regla Delta [33], un procedimiento esencial
durante la fase de ajuste de peso (entrenamiento de la red).

C.3. Redes neuronales artificiales

Una red neuronal artificial es una red formada por nodos (o neuronas) y conexiones,
donde las neuronas individuales estdn conectadas a través de articulaciones sinapticas
complejas caracterizadas por coeficientes de ponderacién (agregacién), cada neurona hace
su contribucion a las propiedades de cémputo de todo el sistema.

C.3.1. Funcionamiento de las redes neuronales

Una red neuronal es capaz de detectar relaciones complejas y no lineales entre
variables, a partir de unidades sencillas como las neuronas, al disponer muchas de
estas unidades en paralelo. Las variables se dividen en variables de entrada y de salida,
relacionadas por algin tipo de correlacién o dependencia (no necesariamente causa-efecto).

Una configuracién habitual en aplicaciones de energia solar se compone de tres capas:
entrada, capa oculta y de salida.
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Capa oculta 1 Capa oculta 2

Capa de entrada Capa de salida

Entrada 1

Entrada 2 Salida 1

Enirada 3 Salida 2

Entrada 4

Figura C.4: Ejemplo de una red neuronal con 4 capas.

El funcionamiento de una neurona consiste en la transformacién de los valores de las
entradas a través de las conexiones, en una salida. La salida se obtiene a partir de una
funcién de propagacion, una funcién de activacién y una funcién de transferencia.

= La funcién de propagacién mas comun consiste en el sumatorio de todas las entradas
multiplicadas por los pesos de las conexiones, més un valor de sesgo o bias.

= La funcién de activacién, en caso de que exista, activa o desactiva la salida de esta
neurona.

= La funcién de transferencia se aplica al resultado de la funcién de propagacion y
normalmente consiste en una funcién de salida acotada como la sigmoidea (logsig)
[0,1], o la tangente hiperbdlica (tansig) [-1,1]. Otras funciones de transferencia
pueden ser una funcién lineal (purelin) [—o0, +00] 0 una funcién de discriminacién
(hardlim) [0,1].

C.3.2. Tipos de redes neuronales

Los criterios méas importantes para clasificar las redes neuronales son:
= Seguin el tipo de conexiones:

e Redes de propagacién hacia adelante (feed-forward), donde las conexiones van
en un solo sentido desde la capa de entrada hacia la capa de salida.

e Redes recurrentes, donde las conexiones pueden realizar ciclos.
= Segun el tipo de aprendizaje:

e Aprendizaje supervisado. Los datos (o entradas) tienen una respuesta conocida
(o salida), con la cual se ajusta o entrena la red neuronal.

e Aprendizaje no supervisado o auto-organizado. Los datos son solamente entra-
das. Son redes empleadas fundamentales para clasificacién reconocimiento de
patrones.

Para nuestros propdsitos de simulacién para radiacién solar, nos enfocaremos en la
aplicacién de redes neuronales de propagacién hacia delante, con aprendizaje supervisado.
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C.3.3. Entrenamiento de la red neuronal

Dada una estructura y tamano de la red neuronal, se procede al entrenamiento de la
red. El entrenamiento o aprendizaje, cuyo objetivo es que la red neuronal sea capaz de
reproducir el comportamiento subyacente en los datos aportados, consiste basicamente en
la minimizacion de una funcién de coste o error, lo que equivale a que la salida de la red,
se aproxima a la salida en los datos. La funcién de coste mas comun es la de promedio de
errores al cuadrado.

Algunos ejemplos de los métodos de ajuste son los de tipo gradiente o los algoritmos
genéticos. Ambos métodos son iterativos, que se repiten hasta cumplir alguno de los dife-
rentes criterios de parada. Algunos ejemplos de los criterios de parada son el ntimero de
iteraciones, la obtencién de un error minimo, o un tiempo de ejecucién.

C.3.4. Estandarizacién de los datos

El proceso de entrenamiento de la red neuronal se realiza de manera mucho mas
rapida si se estandarizan las entradas y salidas de la red, de modo que todas ellas se
expresan en rangos similares (a modo de cambio de escala).

Se pueden estandarizar forzando los datos a que se encuentren en un rango determi-
nado, como por ejemplo, escalando todos los datos de una determinada variable al rango
[-1, 1] (variable uniformemente distribuida), o también de modo similar haciendo que los
datos se encuentren cerrados en 0 con una desviacién tipica de 1 (como una variable de
distribucién normal).

C.3.5. Simulacién

Una vez entrenada una red neuronal, se puede comprobar el funcionamiento de la
misma, aportando datos de entrada y obteniendo datos de salida. Este proceso se llama
stmulacion, ya que los datos de entrada pueden ser datos empleados en el entrenamiento,
o datos nuevos de los cuales se desea tener una predicciéon. Un primer paso consiste en
la comparacién de los datos de salida (o targets) empleados en el entrenamiento, con los
datos simulados por la red neuronal. Esta comparacién se llama wvalidacion cruzada y
permite representar graficamente la bondad del ajuste de la red neuronal.

C.4. Simulaciéon en Matlab para crear ANN

En la Figura C.5 se presenta la propuesta de programa en Matlab para crear una red
neuronal capaz de reproducir los datos reportados para la radiacién solar en México.

69



APENDICE C. REDES NEURONALES ARTIFICIALES: UNA VISION

GENERAL
C.4. SIMULACION EN MATLAB PARA CREAR ANN

calcular la radiacion difusza diaria

%Inicializacidn del ambiente de trabajo en MATLAB
clear;

3 Importar datos al espacio de trabajo de Matlab
load |['datos.matc') ;

aficar los datoz disponible

2 para sl m

figure(l);
Hold:
plot(Difusa, '-o');

plot(Global, ':x'):

title ('Datos para la radiacidn solar en México')}
xlabel{'Dias (Enero 2006)'):

ylabel('KJm(-2) /dia'):

lagend ('Difusa’,'Global');

Continue=input ('Output 1 : Visualize input data ‘nSee figure "1" - Hit Enter to continue ‘n'):

*Pre-procesamiento de los datos (normalizacidn)
[®n, xmin, xmax, yn, ymin, ymax] =premmmx (Global,Difusa) ;

¥Creacién de la red neuronal
net=newff([-1 1],[10 1],{'tansig' 'purelin’});

%Inicializar la red neuronal
net=init (netj);

¥Simular la red neuronal sin entrenamiento para mostrar la respuesta inicial a los datos de entrada
Simulation=sim{net,xn'):

hold off

figure(2);

plot (xn,yn, 'o',xn,Simulacion, "+');

title ('Respuesta de la red sin entrenamiento');
legend('Difusa medida','Difusa simulada');

Continue=input ('Outpuc 2 : Untrained Necwork Response \nSee figure "2" - Hic Enter to continue \n'}):

:Parédmecros de entrensmiento
net.trainParam.epochs=200;

net.trainParam.goal=.0015;

3Entrenamiento de la red neuronal
net=train(net,xn',yn'}:
anorm=sim(net,xn');

Continue=input ('Cutput 3 : The network is trained ‘\nSee figure "Training with TRAINLN" - Hit Enter to inue \n'):

YPost-procesamiento de los datos
a=postmnmx (anorm, ywin, ymax) ;

iGraficar la respuesta de la red

figure (4);

plot (Global,Difusa,'d',Global,a, 'p'):

ticle ('Respuesta de la red'):

legend('Datos de entrada','Salida de la red'):

Continue=input ('Cutput 4 : Network Response ‘\nSee figure "4" - Hit Enter to continue ‘n'});

Figura C.5: Cédigo MATLAB para estimar la radiacién solar difusa por medio de una red neuronal
artificial.

El programa funciona de la siguiente manera:

» La funcién premnmx pre-procesa (normaliza) los datos de modo que los valores de
entrada y destino caigan en el intervalo [-1,1].

s Usando la funcién newff hemos creado una nueva red llamada net.
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= Con la funcién init se inicializan pesos y umbrales aleatorios, las variables de en-
trada/salida se han convertido a filas.

= La funcin sim se utiliza para simular la red y calcular las salidas.

= Como pardmetros de entrenamiento, tomamos el nimero de iteraciones maxima
(epochs) y el error minimo al que se quiere llegar (goal), estos parametros funcionan
como instrucciones de parada para detener el funcionamiento de la red.

= La red se entrena en modo Batch mediante la funcién train, esto significa que los
datos de entrenamiento son celdas. La funcién anorm es la salida normalizada del
conjunto de entrenamiento.

= La salida de la simulacién es des-normalizada usando la funcién postmnmx.

Las Redes Neuronales Artificiales comprenden un método estadistico no lineal
que desde hace dos déadas se ha popularizado por su eficacia para reproducir valores
experimentales ya que muestran un método confiable de ajuste de datos. El creciente
interés de la aplicacion de ANN ha sido revisada por muchos autores. Por ejemplo,
Gardner y Dorling discuten su uso en las ciencias de la atmdsfera [34], Hsieh y Tang
discuten aplicaciones en meteorologia y oceanografia [35].

Entre las desventajas de ANN se tiene que debido a que es un método basado en
datos reales, se requiere una cantidad suficiente de éstos. Normalmente, en lo relacionado
a la radiacién, los datos que se pueden utilizar como entrada deben abarcar un periodo
de algunos anos. La experimentacién con ANN sobre bases de datos pequenas puede
dar lugar a resultados erréneos. No existe una receta definida en cuanto al tamano de
los datos necesario, pero la efectividad de los modelos se ha mejorado a medida que se
dispone de mAjs datos.

El uso de ANN ha resultado ser un método efectivo en el estudio de la energia solar.
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