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Resumen

El presente trabajo pretende mostrar ideas basicas de la teoria clésica de campos
en un lenguaje llano y familiar a los estudiantes del ltimo ano de la carrera de
fisica con relativa formalidad matematica pero sin profundizar demasiado en las
ideas fundamentales que sirven de base para estudiar los sistemas descritos por esta
teoria. Asi mismo, se procura senalar algunos ejemplos de la aplicacién del teorema
de Noether en el marco de la teoria clésica de campos y, en particular, indicar que las
corrientes conservadas que provienen de la aplicacién directa del teorema de Noether
son fundamentales y que no requieren de modificaciones para satisfacer ecuaciones

de conservacion.
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Capitulo 1
Introduccion

En 1915 la matematica alemana Amalie Emmy Noether enuncié uno de los teo-
remas que ha probado ser de los mas fundamentales actualmente en la fisica tedrica
y en el calculo variacional, puesto que relaciona a cada familia de transformacio-
nes continuas que deje invariante al lagrangiano de un sistema, con una cantidad
conservada. A este importante resultado se le conoce como el (primer) teorema de
Noether.

Una transformacion continua particularmente interesante es la de las traslaciones
en el espacio-tiempo, a la cual se le asocia una cantidad conservada conocida como
el tensor de energia momento y, por provenir de la aplicacién directa del teorema
de Noether, se le conoce como el tensor de energia momento candnico. Este tensor
también aparece al estudiar las transformaciones de Lorentz de los sistemas, con las
cuales la cantidad asociada conservada es el tensor de momento angular. En algunos
libros se dice que la ecuacién de conservacion del momento angular requiere de un
tensor de energia momento simetrizado, sin embargo en el presente texto, basado en
el trabajo de Walter Greiner', se enfatiza que no es necesario modificar dicho tensor
y se pretende dejar claro que lo que proviene del teorema de Noether no tiene que ser
modificado para obtener ecuaciones de conservacion, planteando como fundamental
al tensor de energia momento candnico.

En el primer capitulo de este trabajo se presentan las definiciones y los conceptos

fundamentales necesarios con los que se estudian los sistemas dindmicos, se explica

'Principalmente apoyado en [7].
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qué es y qué conforma a la integral de accién. Particularmente se define la variacién
de una funcional y se llega a los requerimientos que deben satisfacer los campos para
minimizar la accién, los cuales se conocen como las ecuaciones de Euler-Lagrange.

En el segundo capitulo se toman transformaciones continuas de coordenadas y
campos y se define lo que es una simetria variacional. Acto seguido se identifica a las
familias de transformaciones con grupos (ya sea globales o locales) de transformacio-
nes, los cuales pueden ser descritos por los generadores de dichas transformaciones.
A partir de los generadores infinitesimales se obtiene el teorema de Noether y con
éste se hallan corrientes conservadas, las cuales, en conjunto con las ecuaciones de
conservacion que se pueden deducir de dichas corrientes, son un tema central en la
fisica. La tultima seccion del segundo capitulo se dedica especialmente a un par de
tipos de transformaciones en las coordenadas, es decir, se proponen cierto tipo de
transformaciones y nos dedicamos a investigar qué se conserva y cudles son sus pro-
piedades. En particular, se refuta la idea que se tiene en muchos libros (incluso en los
més importantes) de que, para obtener una ecuacién de conservaciéon del momento
angular, se necesita un tensor de energia momento simétrico el cual no proviene de
la aplicacion directa del teorema de Noether para la transformacién requerida de las
coordenadas.

Finalmente, en el tercer y tultimo capitulo, se aplica el teorema de Noether a
algunos lagrangianos y, por medio de los generadores infinitesimales, llegamos a ob-
tener todas las simetrias que pueden provenir del teorema de Noether, lo cual es
importante debido a que, en la literatura, generalmente se limitan a proponer trans-
formaciones especificas (como lo que se hace en el capitulo 2) y en este trabajo se
obtienen todas las transformaciones que dejan invariante al lagrangiano (hasta una

divergencia).



Capitulo 2
Definiciones basicas

Describir la naturaleza del universo en el que estamos inmersos a través de mo-
delos que se acoplen cada vez mejor a la realidad es el objetivo principal de la fisica.
La trayectoria de los planetas, la linea de mundo de objetos tangibles, el intercambio
de energia entre particulas y la conservacién de cantidades que no cambian en el
tiempo son ejemplos de lo que se ha podido describir desde el enfoque que ofrece la
fisica.

Una rama de la fisica (o mejor dicho, el pilar de esta ciencia), llamada ahora

“mecanica clasica”

es la médula espinal de todo lo que se estudia en esta disciplina
y, a grandes rasgos, se encarga de analizar el comportamiento de particulas puntuales.
En un acercamiento inicial a la fisica, el andlisis de particulas puntuales y aisladas
es, sin duda, el primer paso necesario para abstraer conceptos, aprender y estudiar la
manera en que trabaja la fisica en un nivel fundamental. Sin embargo, si queremos
ahondar en los conocimientos y de esta manera llegar a la frontera de esta ciencia,
debemos hacer una generalizacion de lo aprendido para particulas puntuales y lograr
asi una descripciéon mas adecuada de los objetos que interactiian en el mundo.
Hasta el momento la mejor explicacién sobre como funcionan los componentes del
universo esta basada en el uso de “campos”, los cuales pueden ser vistos al principio
(a manera de transicién) como una descripcién puntual y discreta de n particulas en

el limite cuando n — oo [véase 5].

!Se le da este nombre debido a que en la actualidad se conocen fendmenos incompatibles con
los principios que supone esta rama.
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Formalmente se define un campo ¢ como una funciéon o un conjunto de funciones
que describen alguna cantidad en todos los puntos de alguna regién del espacio. Si
hablamos de campos fisicos estaremos dando la descripcion de alguna magnitud fisica
en alguna regién dada del espacio-tiempo. El desarrollo que se realiza en el presente
trabajo se concentra en el estudio de dichos campos, sin perder generalidad para el
estudio de funciones que no necesariamente describan la dinamica de sistemas fisicos

conocidos.

Los campos tensoriales asignan un tensor a cada punto del espacio-tiempo. El or-
den de un tensor se relaciona con la dimension del arreglo necesario para describirlo,
lo cual es equivalente al nimero de indices necesarios para etiquetar algin compo-
nente de dicho arreglo. De entre todos los tipos de tensores hay dos que reciben un
nombre particular por el repetido uso que se les da: los escalares (o 0-tensores) y los

vectores (o 1-tensores).

Cuando los campos fisicos se pueden describir por un sélo niimero en cada punto
del espacio, independientemente del sistema de coordenadas usado como marco de
referencia entonces decimos que tenemos un campo escalar. Algunos ejemplos de
estos campos son: la temperatura en un cuarto, la densidad de masa o de carga
de algin objeto, el potencial electrostatico en alguna region, la altura del terreno a

cierta latitud y longitud, etc.

Si el campo le asocia un n—vector a cada punto del espacio se dice que tenemos
un campo vectorial. Ejemplos de éstos son: la velocidad de un fluido (en cada punto
del espacio una porcién infinitesimal del fluido se moverd con alguna velocidad), el
campo eléctrico producido por alguna densidad de carga, un campo gravitacional,
etc.

En la teorfa de campos se dice que a cada punto x = (z°,z,..., 2™) del espacio-

tiempo tenemos asociado el valor de una variable de campo continua en dicho punto,
i.e. el valor del campo en cada punto del espacio-tiempo. Dicha variable puede variar
independientemente del resto y se considera entonces, como un grado de libertad [7].
Esto significa que las variables de campo en cada punto toman el lugar de las “coor-
denadas generalizadas” ¢; que se tienen para el caso discreto [véase 5|. Llamaremos

a la variable de campo ¢(z).

Es importante hacer notar que en la teoria de campos x no es una variable per se
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en cuanto a la dinamica del sistema se refiere, ahora se ocupa x para etiquetar cada
valor del campo en el espacio-tiempo, es decir, diferenciar una variable de campo de

la contigua, de manera que obtenemos un nimero infinito de grados de libertad.

Como los campos son propiamente funciones, para definir formalmente a un cam-
po es importante comenzar por hablar sobre su dominio. Sea D una regién de R™*!
con frontera dD. Esto significa que, usando coordenadas cartesianas, un punto z de

D se puede denotar como

y, para abreviar la notacién, decimos que dx = dx%dx! - - - dax™.

Definimos una funcion vectorial bien comportada ¢ : D — R"™ como:

¢x) = (¢'(x),...,9"(2))

donde las n componentes ¢*(x) son diferenciables al menos 2 veces sobre D. Las
funciones ¢(x) més importantes que se analizardan en el presente trabajo son un
subconjunto de estas funciones. Consideraremos funciones ¢(x) con un valor dado
sobre D (la frontera)?. Esto es el andlogo de lo que se hace en el caso discreto,

cuando se considera al espacio de las curvas que unen 2 puntos fijos en el espacio
[5, 10].

Una forma de pensar al conjunto de funciones ¢(z) con valores fijos en la frontera
de una manera mas geométrica es pensar en 2%z, ..., 2™, ¢!, ..., d" como coorde-
nadas de R+ v con la condicién de que ¢(z) son funciones cualesquiera (excepto

en la frontera), entonces las ecuaciones
oF = ¢F(z), r €D (k=1,...,n)

representan una hipersuperficie, la cual denotamos por C,,,1, de dimension m + 1

2Se conoce como C7 (D) al conjunto de funciones vectoriales que van de D a R™ y que son al
menos j-veces diferenciables sobre D. Las funciones que nos interesan pertenecen a A2 (D) C C?(D),
donde
A2(D) = {¢(z) € CL(D) : ¢(z) = f(z), x € D, f dada sobre D}
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cuya frontera esta definida por
oF =), xedD (k=1,...,n),

donde f(z) = (f*(z),..., f"(z)) es una funcién dada, definida sobre la superficie de

la region D.

En la fisica se puede describir la evolucién de un sistema dindmico® a partir de
una funcién con valores en los reales conocida como su funcién lagrangiana (o
simplemente el lagrangiano). Actualmente se considera que estas funciones son el
constituyente mas fundamental para dar la descripcién de un sistema y en la teoria

de campos son usualmente de la forma
L=L(", ¢, d¢*/0a").

con o =0,1,2,....my k =1,...,n. A partir de ahora los indices griegos (como
B, i, v) tomaran valores similares a « y los indices latinos (como 4, j,1) tomaran los

mismos valores que k.

(m+D+nt(m+ln _y R eg una funcién al menos 2 veces

Como podemos ver L: R
diferenciable en cada uno de sus argumentos. Ademads se pide que ¢(x) tenga valores
especificos en la frontera, i.e., que en la frontera ¢(x) = f(x) donde f(z) estd dada.

ml)tnt(mthn ogtamos consi-

Como L es una funcién cuyo dominio es el espacio R!
derando que las 2%, ¢*, y 0¢*/0z% son “coordenadas” (o pardmetros) que pueden

variar independientemente.

La apoteosis de la funcion lagrangiana se manifiesta al enunciar el principio de
minima accién, el cual es una formulaciéon por medio de la cual podemos obtener
las ecuaciones de movimiento de un sistema dinamico. Este principio es fundamental

y sigue vigente en la fisica moderna. Para enunciar dicho principio primero tenemos

3El mismo formalismo que se utiliza en la fisica se puede aplicar a funciones con valores en los
reales que no necesariamente describan un sistema dindmico.
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que definir la integral de accién (o simplemente accién) como?

J(gb(x))z/DL(x,Qs(x),a“g—f)) dx:/DZ(a:)dx (2.1)

donde d¢(x)/dx denota al conjunto de derivadas parciales ¢f = d¢F(z)/dx.

En la dltima igualdad hemos introducido la funcién Z(x) = L(z, ¢*(z), ok (2)) la
cual es de naturaleza diferente a L = L(z®, ¢, ¢). Tratar con la funcién L es
suponer que conocemos la dependencia que hay entre las ¢ y las z, es decir, tenemos
la relacién ¢(z) y la sustituimos en L, para obtener L. Enel lenguaje de variedades
diferenciables [15] se conoce a L(z) como un “pullback” (en este caso de la funcién
L(z*, ¢*(z), ¢k (x)) ), el cual nos lleva de la regién D, donde estén definidas las z,
a R. La funcién L(z®, ¢*(z), ¢*(x)) nos lleva al mismo punto de los reales que L,
pero tiene un “paso intermedio”, pues esta definida sobre la regién D; (dominio de
f) la cual, a su vez, es un espacio producido por los pardmetros x y las imagenes de
las funciones ¢(z) y ¢%(x). Por otro lado, el domino de ¢ y ¢F si es D.

Para aclarar podemos poner como ejemplo una funcién L = 422 + 2¢ + sin(¢)) y

sea el campo ¢ = 37 + €® entonces, con la composicién de funciones L(z, 1(z), w(:c))

L = 1022+ 2¢° + sin(6x + e”).

2.1. Ecuaciones de Euler-Lagrange

En ocasiones, a las funciones del tipo (2.1) se les conoce como funcionales [véase
7], es decir, funciones que nos envian de algin espacio dado a los reales. Las fun-

ciones admisibles L forman parte de un espacio lineal normado®, lo que nos permite

4Fl principio de minima accién introducido formalmente por Maupertius en el siglo XVIII ha

sido de gran importancia aunque, en el transcurso de la historia, la idea de lo que es la accién ha
ido evolucionando hasta llegar a su actual definicién aqui dada.

introducir la nocién de distancia por medio de la norma

o k
()] = méx {|¢*(2)], ... [¢"(2)|} +mf{\%

5Debido a que las funciones L son un subconjunto de C2(D) el cual es un espacio lineal normado.
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Con esta definicién ya podemos plantear el importante problema variacional de
hallar la funcién ¢(z) con valores dados en la frontera D que al ser sustituida en
la integral de accién nos dé el valor minimo. Esto es, siguiendo el procedimiento de
[10], sea ¢(x) un minimo local y suponga que para algin 6 > 0 tenemos J(¢(z)) <
J(W(x)); YV (x) con ||p(x) —p(x)|| < 0, donde 1(x) es una funcién cualquiera con

valores dados en la frontera (los mismos que los asignados para ¢(z)).

Para hacer una variacién del campo ¢(x) se considerard una familia uniparamétri-

ca de funciones ¢(z, ) con |e| < gy(0) de la forma

¢"(x,) = ¢*(z) +ep"(x)

donde p(x) es una funcién al menos dos veces diferenciable tal que p(z) = 0 si
r€0D ; y||d(x,e) — p(x)|] < 6. Ademds p(z) = (p*(z),...,p"(z)) y de la misma
manera. ¢(z,¢) = (01(2,2), ..., 8"(z, ).

Se define la primera variacion (la cual es en esencia la derivada funcional) como

dJ(¢(z) + ep(x))
de

6J(¢(x), p(x))

e=0

Esta derivada se conoce también como una derivada de Gateaux y se puede ver como
una derivada direccional en la “direccion” de la funcién o del campo p. Diremos que
¢(z) es un minimo relativo para la integral fundamental (2.1) si V p(z) que cumpla

las caracteristicas que se le pidieron anteriormente se tiene que

0.J(¢(x), p(x)) = 0.
Entonces, de la definicién de la integral de accion

5J(d(z), p(z)) = (d% /D L (x é(z) + epl), agf) + 582(;)) dx) =0

Noétese que estamos abreviando con 0¢(z)/0x + €(0p(x)/0z) al conjunto de

(m + 1)n expresiones
0¢*(x) = 0p"(x)
Oz e Oz
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Podemos cambiar el orden de la derivada y la integral, ya que L y su derivada
respecto a € son funciones continuas de ¢ y x.

Para no hacer la notacion més larga de lo necesario obviaremos la dependencia
sobre x y solamente usaremos ¢* y p* aunque en lo que resta de esta seccién serd un
sfmbolo para ¢*(x) y pF(x). Esto es sumamente importante y debe de tenerse en
mente durante el resto de la seccion pues representan cosas distintas, como ya hemos
mencionado.

Usando la convencién de Einstein para los indices repetidos, aplicando la regla
de la cadena y recordando que ¢*(z,¢) |__, = ¢#*(z) y que el pardmetro ¢ no afecta

a r, obtenemos

oL , OL
/ ( ¢kpk + aTﬁkp’;> dr = (2.2)
donde se define
o0 OL(v.0,0)
Y
d=¢(z)
Si recordamos que

o = d¢* ()

« o

y notamos que

o (G ,\_ L, o (L),
e \age” ) = ogr" " are \agr ) ”

podemos observar que (2.2) se puede reescribir como

AN o (30,
/D (a(z)k - Oxa 8@52) P <$>d$+/;axa (a¢§p ) dr =

Ahora enunciamos un importante teorema. Para su demostracion véase [1, 2].

Teorema 2.1 (Gauss) 9i D C R™™ y f(x) = f(2°...,2™) es continua en D y

es al menos una vez diferenciable entonces

/aaxj; = 8Df(yc)cos(ﬁ,ac“)ala
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donde 1 es el vector normal hacia afuera de la hipersuperficie 0D, cos(n,x®) es el

coseno del dngulo que forman n y x y da es el elemento de superficie de OD.

Ocupando este teorema, también conocido como el teorema de la divergencia,

obtenemos

AW /5E
— - dx + ——pTcos(p,z%)da = 0.
kl;<a¢k axaa¢g>‘)tw T o o CoSle)da

Pero una de las caracteristicas que se le habian exigido a p(x) fue que en la
frontera D se anulara, por lo que el segundo término de la ecuacion desaparece.

Esto significa que nos quedamos con la igualdad

9L 9 oL
/D (&b’“ ~ 9ga 8¢k> pF(x)dr =0

pero en general p*(z) # 0 en D.

A continuacién enunciaremos un lema cuya demostraciéon es bastante simple y
estd en libros estandar de cédlculo o incluso en los libros de célculo variacional [por

ejemplo 10, 11].

Lema 1 Si f(z) es continua y de valores reales en D y si

‘Af@MWMx:0

para toda h(z) € C*(D) tal que h(z) es al menos 2 veces diferenciable y nula en D,
entonces

f(z)=0 Ve e D

En ocasiones esto se conoce como el Lema fundamental del cdlculo de varia-

ciones.

Debido a este teorema se deduce que para que el campo ¢(x) minimice la accién

debe cumplir n ecuaciones de la forma

G 09T
o 6xaa¢'>g_

(2.3)
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las cuales son las ecuaciones de Euler-Lagrange para el caso estudiado en la teoria

de campos.

Recordamos que el campo ¢(x) que aparece en las ecuaciones (2.3) es un campo
especifico, es decir, es una hipersuperficie particular que cumple las condiciones de
frontera ¢(z) = f(x) Vo € 0D y que, al satisfacer las ecuaciones (2.3) hace minima
a la integral fundamental. Como ya se menciond anteriormente, esto es lo andlogo a

encontrar la trayectoria que hace minima a la accion en el caso discreto.

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se pueden enunciar en el siguiente teorema.

Teorema 2.2 Si ¢(z) es un minimo local de la funcional J definida por (2.1), en-

tonces las componentes ¢¥(x) de ¢(x) deben satisfacer las n ecuaciones

oL 0 oL
o 8xaa¢3§_

(2.4)

idénticamente en D.

La demostracion precedio al teorema.

Como se puede apreciar en este teorema, las ecuaciones de Euler-Lagrange para
los campos ¢* y sus derivadas son similares a las obtenidas en el caso discreto para

las coordenadas ¢; y las velocidades ¢;.

Recordamos que se ha usado en las tdltimas partes de esta seccion una notacion

compacta para hacer m4s sencillo el procedimiento, donde ¢* representa a ¢*(z).



Capitulo 3
Teorema de Noether

Uno de los dos teoremas que enunci6 Emmy Noether a principios del siglo XX
y uno de los mas fundamentales en la fisica moderna relaciona un tipo de transfor-
maciones de la funcion lagrangiana con leyes de conservacion y, por lo tanto, con las
cantidades que se conservan en el sistema descrito por dicho lagrangiano.

El teorema de Noether se aplica para transformaciones continuas de las coor-
denadas y los campos, por lo que consideraremos familias de transformaciones r-
paramétricas que modifican a las “coordenadas” x y a las variables de campo ¢ (ver
[7, 10, 11, 16]) de tal forma que las nuevas coordenadas z’ y los nuevos campos ¢’

queden en términos de las originales, es decir:

o =" (x, ,€), ¢ = " (2, ¢,¢) (3.1)
1

donde ¢ = (¢',...,&") denota el conjunto de pardmetros independientes que perte-

necen a un abierto de R", el cual contiene al origen.

Suponemos que cuando €' = --- = " = 0 la transformacién se reduce a la
identidad®, i.e.
a'*(z, $,0) = 27, ¢"(x,¢,0) = ¢".
Como ya se menciond, los indices griegos «, 3, ... corren de 0 a m, los latinos
i,7,k,... de 1 hasta n y el indice s ird4 de 1 hasta r. Algunos ejemplos de familias

1La transformacién se puede reducir a la identidad en cualquier punto, pero suponemos que lo
hace en el origen para fines practicos de notacién.

12
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uniparamétricas de transformaciones son

' = x'ef, ¢ = pe/?,
¥=1x+e, ¢ = o, (3.2)
r =z, P =¢+e
¥ =zcose+ysineg, 2 =2 Yy =ycose—zxsine, ¢ =¢

donde se puede notar que no hay restricciones para € en ningun caso. Estos son

ejemplos de lo que se conoce como grupos uniparamétricos de transformaciones [véase
15].

Para transformaciones de este tipo, con ¢ suficientemente cercano al origen en R"
puede ser mostrado [véase 10] que la transformacién (3.1) lleva de una superficie

Ciy1 con ecuacion
o =¢"x), wzeD (k=1,...,n)
a una familia r-paramétrica de superficies C},_; en el espacio
(2,2, .. ™ ™)

con ecuacion

g*=¢"), 2eD  (k=1,...,n).

Se dice que las transformaciones (3.1) son una simetria variacional® del la-
grangiano L sii dada cualquier hipersuperficie ¢ = ¢(z) y cualquier regiéon R C D,

tenemos

2Decir que las ecuaciones de transformacién son una simetria variacional de L es lo mismo que
decir que la integral fundamental (2.1) es invariante bajo la familia r-paramétrica de transforma-
ciones (3.1)
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/ L = /R T(2)dz + /R 8;@@)65

/ : (x/,gzﬁ/(x/), agif')> il - /R I <x,¢(ac), 8?&3‘”)) d + /R %F“(qﬁ(m),x,s)dm
(3.3)

donde F(¢,z,¢) es una funcién arbitraria de los campos ¢ y de los pardmetros z,
pero no de las parciales 0¢/0x. Algunas veces se les llama a estas transformaciones
“simetrias de Noether”, reservando el nombre de “simetrias variacionales” para el
caso estricto en el que 0, F“ = 0. En la seccién anterior ya se definieron y discutieron
las funciones del tipo L(z).

Por claridad en lo subsecuente desarrollamos el integrando del segundo término
del lado derecho de (3.3)

oF* 9 OF* 9z 9F*9¢k  9F*  9F° .,
e e R R P el M P

Esto se debe a que existe alguna dependencia ¢(x). Sin embargo, para esclarecer
la notacién futura, la definicién de simetria de un lagrangiano (3.3) se puede escribir

de manera explicita como

/ L (x & (a'), aggﬂ)) dz' = /R L <x,¢(a:), a?ix)) dx
i (amgi(xm o). é,;) .

En algunos libros se dice que la integral fundamental es absolutamente invariante

si F' = 0 [véase 10, 11]. Sin embargo, nos interesa el caso més general, en el que
veremos la invariancia de los lagrangianos hasta una divergencia, la cual, al ser inte-
grada se le conoce como un ”término de superficie”, dicho término aparece como la
segunda integral del miembro derecho de (3.3). Este término es igual a una constante

debido a que los parametros y los campos en la frontera de la hipersuperficie estan
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fijos, por lo que las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.3) son las mismas para L y para
L’ (donde L' es lo mismo que L(z',¢'(z), ' () ).

Esto es equivalente a decir que una superficie que minimice o maximice el primer
término del miembro derecho de la ecuacién (3.3) es mapeada a una superficie que
minimiza o maximiza al lado izquierdo.

A continuacion daremos un paso importante en el analisis de las simetrias va-
riacionales. Usando el jacobiano para pasar de R’ a R en la integral del miembro

izquierdo de la ecuacién (3.3) obtenemos:

/RL (az',qs’(x’), %ﬁj‘:/)) det (gix,;) dx — /RL (g; é(), ag;@) do =
[ (Flstete) | Oty

ox™ Ok ¢

Recordamos que al definir las simetrias variacionales en (3.3) pedimos que ¢(z)
fuera una hipersuperficie cualquiera y que R fuera cualquier rectangulo en D. La
arbitrariedad de R implica que los integrandos deben ser idénticos, mientras que la
arbitrariedad de ¢(z) no nos compromete a pensar en alguna hipersuperficie parti-
cular, es decir, “libera” la dependencia que habiamos supuesto en un principio.

Este hecho nos permite pasar de una identidad en las funciones de las que par-
timos L(z) = L(z, ¢(z), d(x)) a una identidad para las funciones L(z, ¢, ), donde
T, 0y ¢ son independientes en el mismo sentido en que ¢,q y ¢ lo son para el caso
discreto. Mientras no pensemos en alguna curva especifica que parametriza a q y a
¢ como funciones del tiempo, cada uno de estos 3 argumentos de L pueden variar

independientemente de los demés. Esto significa que podemos pasar de (3.3) a

O OF (00 (Y (0
0(8)+axa+a¢k¢a—L<x, ’835’) det(@xﬁ) L(x’¢’833) (3.4)

donde o(e) representa a todos los términos de segundo o mayor orden en € y no son
significativos en una primera aproximacion. Como podemos ver, del lado izquierdo
de esta ecuacién tenemos algo parecido a una derivada parcial de Fe respecto a z%,
sin embargo hay que tomar en cuenta que no lo sera hasta que asignemos alguna
dependencia particular ¢(z) para poder construir la funcién Fe=F “(x,p(x),¢€).

Como ejemplo de lo que es una simetria variacional, las familias de transformacion
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(3.2) son simetrias variacionales del lagrangiano

L=|— A s
(83:) * (8y * 0z
en este caso, el indice i de (3.2) toma los valores 1,2,3 y se hace la identificacién

! = x,2% = y y 2* = 2. Tomemos la primer familia de transformacién de (3.2), en

ese caso L' = e L y, con el jacobiano (el cual en este caso es €¥), se obtiene que

/

L' det (8_3:) =e ¥L(e*) = L.
ox

Para un analisis exhaustivo sobre las simetrias de este lagrangiano véase la seccién

4.2.2 de este trabajo.

Hacer uso de la ecuacién (3.4) para hallar las simetrias variacionales de un lagran-
giano no es una tarea sencilla, sin embargo se puede simplificar el problema si nos
concentramos en obtener los generadores infinitesimales de dichas transformaciones.

Usando el teorema de Taylor para las ecuaciones (3.1) podemos hacer una ex-

pansién en serie de McLaurin [1] para obtener
2 =2 +nd(x,¢,6)e’ + o(e), ¢ = oF + 5z, ¢, e)e® + o(e) (3.5)

donde tacitamente hemos definido los generadores infinitesimales de la transforma-
cién (3.1) como

0x'*(z, ¢, €)

foY— 5/{} —
s Oes 5:0, s

99" (x, ¢, ¢)

= (3.6)

n
e=0

En el estudio de las variedades diferenciables se reconoce a los generadores de
grupos uniparamétricos de transformaciones (i.e. el caso en que s = 1) como campos
vectoriales X, los cuales son tangentes a la familia de curvas generada por dicho
grupo de transformaciones en todos los puntos de una variedad® y, en nuestro caso

estara dado por

0
oz

9
oF

X=n" —i—f’“

3Esta idea estd claramente explicado en [15]
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Los campos vectoriales X también pertenecen a un dlgebra de Lie* con el cor-
chete de Lie dado por el conmutador de campos vectoriales, es decir, si Y es otro
campo vectorial tangente a la familia de curvas generada por el mismo grupo de
transformaciones, entonces [X, Y] = XY — YX es la operacién del dlgebra de Lie
del grupo.

Supondremos ademés que los generadores definidos en (3.6) 7% y £ son funciones
bien comportadas y por lo tanto podremos ocupar el teorema de Clairaut® para
sus derivadas parciales mixtas.

Tomando las expansiones hechas en (3.5) se puede ver que el siguiente grupo de

ecuaciones sigue como una implicacién inmediata:

a¢/k B ax/a 0 a¢/z‘ _51‘ %/a _ 5a
dre ), \agi ), opi ), 7 oxh ), P

0
82 1k a k 82 1k 8 k
( ¢):ss ( ash):gsh 57)
9e30x> ), O 9=300h |, 0o
a2x/a _ an? 82$,a B 877?
desdxf ), Ox~ desdgh ), Ogh

donde (-)o = (-)e=0 y 6§ es la delta de Kronecker. Recordamos en este punto que

x'y ¢ se tratan como variables independientes.

Ahora derivamos la ecuacién (3.4) respecto a ® ocupando la regla de la cadena,
haciendo ¢ = 0 y usando las definiciones (3.6). Usando el conjunto de ecuaciones
(3.7) obtenemos

-k
oL oL , OL [0¢ or'™ 0 or'™
—n : @ L
{axans +a¢k£8+8¢§ (a‘55>0} [det(aaﬁ)}o " {ags det<axﬂ>}o
o a aFa aFa ‘k
- [ (G + )], @9

4Un 4lgebra de Lie es un espacio vectorial V' sobre un campo junto con una operacién binaria
[,]:V xV — V conocida como corchete de Lie. Esta operacién debe ser bilineal, debe de cumplir
la identidad de Jacobi y se debe de cumplir que [v,v] = 0,Vv € V.

SEl teorema de Clairaut [véase 4, 14] dice que si una funciéon f = f(x,y) estd definida en una
regién R en la cual sus segundas derivadas parciales mixtas (fzy v fyz) existen y son continuas,
entonces éstas son iguales en un punto (a,b) dentro de la regién R, i.e. fuy(a,b) = fyz(a,b).
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donde 8(]5’2 /0e® = (0/0e%)(0¢'* /02'*). El procedimiento aqui mostrado es, en esen-
cia, el usado en [10] y [11].

Como F* = F*(x,¢,¢), pero ni x ni ¢ son funciones del parametro ¢, podemos

intercambiar las derivadas de la siguiente manera

9 (‘)1170‘_’_81’?‘”(]5,c _ 0 [oF —1—2 8F°‘(Z-§k 0 [OF~ Iy o [OF®
O | 0z Ok ™| 0e \ Oz~ ) 0e \ 9ok ") Oz \ Oe YOk \ Oe

ya que d¢F /0% = 0.

Ahora analizamos término a término el lado izquierdo de la ecuacién (3.8), es

facil ver que, debido a (3.5), se tiene que

[det (gﬁ;)]o —1 (3.9)

Para el siguiente término de (3.8), recordamos la regla para derivar determinantes.

Si a = det(a}), donde a} es funcién de un pardmetro a, entonces
da/O0a = (aa;/aa)Ag’
(usando la notacién de Einstein), donde Ag es el cofactor de aé en el determinante.
0 ox'™ 0 (02"
det = AP
P (8955) Oe* ((’%ﬁ) “

donde A? es el cofactor del elemento 9z'*/0x”. Ademds, como z'* = 2/*(x, ¢, ) su

Entonces

derivada también serd funcién de x, ¢ y €, por lo que al desarrollar la derivada parcial

02’ /0xP obtenemos

B o' 522’ Ot o2’ a¢k 5 o2z’ o2’ o 5
ges et (W) - (6558$“ 08 Devogh axﬁ) Ao = (aesaxﬁ MEETTC %) A
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evaluando esto en ¢ = 0 y tomando en cuenta que (A7), = §°

0 ax,a _ 8775 8773 o 877? 8773 k
[assdet(axﬂ)h B (0355 8¢k¢5> T e Tt (310)

En lo que se tiene entre llaves en la ecuacién (3.8) quedd pendiente una derivada

. K
hasta ahora no conocida. En lo subsecuente calcularemos (0¢',,/0e®)o.

Para calcular esto partimos de la ecuacién ¢'* = ¢'*(2’) y la derivamos respecto

axﬁ:

op'* N o™ o 0¢* Oz
oxB  Oph Oxf  Ox'* DB

o9k <8x’a oxt  Oz'@ @gzﬁh)

ox'> \ Ozt JxP + Oph Oxh
9™ (o' ox .,
~ Oa (81:5 Ogh %) (3:11)

Si hacemos € = 0 y usamos el conjunto de ecuaciones (3.7) obtenemos

. a(zyk
Ohds = (—) 9
B 8£C/a 0 B
. a¢/k
k
Entonces, derivando la ecuacién (3.11) respecto a &*

o? ¢/k o2 ¢/k ¢/k %' 92z .
9007 | 9e0gh P T owe <8€58m5 agsa¢h¢5>
o oYk [dx'*  xe
Des Dz’ (axﬂ Oph %) (3:13)

haciendo € = 0 y ocupando las ecuaciones (3.7), (3.12) y (3.13) tenemos que

agk agk o> O o ™\
8¢h ¢k ( i 8Zh¢ﬁ> (853 or a> 66 (3'14>
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entonces

0 0¢™* 0& 0K i _ g (On O,
(gerer), = s + ot =04 (s + ) 19

o [OF®
o= () a0

Finalmente, una sustituciéon de las ecuaciones (3.9), (3.10), (3.13) y (3.16) en

(3.8) nos da las identidades de invariancia mencionadas en el siguiente teorema.

Por otra parte definimos

Teorema 3.1 Una condicion necesaria para que la integral fundamental sea inva-
riante hasta una divergencia bajo la familia r—paramétrica de transformaciones (3.1)

es que el lagrangiano L(z, ¢, gb) y sus derivadas satisfagan las r identidades

aL k 8€k 8§k 8775 8775 8773 h
e a¢k§ ok (ama + g _%< aash )) ( a¢h¢)
0Ge 060
=5 + ¢k 90 (3.17)

En este teorema podemos ocupar el hecho de que, como L es funcién de x,¢ y
(b, entonces la derivada parcial de L con respecto a z%, ¢* o (b'; también serd una
funcién de z, ¢ y ¢, las cuales son variables independientes. Tomando en cuenta los
comentarios anteriores y ocupando la regla de la cadena podemos llegar al siguiente
teorema (cuyo procedimiento es sencillo, pero resulta muy largo para desarrollarlo

paso a paso).

Teorema 3.2 (Noether) Una condicion necesaria para que la integral fundamental
sea invariante hasta una divergencia bajo la familia r—paramétrica de transforma-
ciones (3.1) es que el lagrangiano L(x, ¢, ¢) y sus derivadas cumplan las siguientes
identidades

i h 0 5 B 8_ k kE__ k. B
O a+¢“8¢h+¢a68¢g] KL ’ a¢k%) " odk 6] "‘<5‘9 Ws)
oGy n . OGS
 Oze ¢ Ok

(3.18)
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donde hemos definido
g 0L 0 (OL\ 0 (OLY 4 0 (oL
"ok 0xo \ 9gk “o¢" \agh) ok \adk

Hasta ahora hemos pensado en z,¢ y ¢ como variables independientes, sin em-

bargo, al fijarnos en una hipersuperficie particular® estamos dando funciones ¢(z) y
(b(:r;), explicitamente dependientes de x las cuales caracterizan a la hipersuperficie en
consideracién. Al fijarnos en alguna de estas dependencias obtenemos lagrangianos
que, ya que sustituimos lo que son las funciones ¢(x) y gzﬁ(x), solamente dependen de

x. Ya denotamos a esas funciones por L, cuya correspondencia con L es

esto significa que debido a esta dependencia ahora tenemos una relaciéon entre los
operadores diferenciales que tenemos en el primer corchete de (3.18) y una derivada

parcial de L:

OL(r,0(x), H(v))
ol

L(z, ¢(x), p(z))
do"

0L _ OL(r.0(w).0()) | 1,0

90 90 (3.19)

+ ¢Zﬂ

Entonces el teorema de Noether (el cual es una identidad que se debe cumplir
siempre, incluso cuando no consideramos una hipersuperficie particular) puede ser

expresado como

O [+ OL 4 Nos. OL 5| & (o o -5 OGS
%[(Léﬁ_%ﬁ%(x)) 775+87-5,355 + Ej, (&—%(m) 5>_% (3.20)

cuando analizamos las funciones ¢(z) y ¢(z) que describen a la hipersuperficie en la

que nos estamos fijando.

5En el caso de un sistema discreto nos estarfamos fijando en una curva, la cual denotarfa una
trayectoria particular por la que se mueve una particula. En ocasiones esto se conoce como su linea
de mundo.
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3.1. Corrientes conservadas

Ahora nos enfocaremos en los campos ¢(x) que cumplen las ecuaciones de Euler-
Lagrange’ (2.3), es decir, si Fj = 0, entonces del teorema anterior podemos concluir
? 9 9

que existen (m + 1) x r cantidades _Z definidas como

w ([~ OL, 5 0L o~
F= <L55 - %ng(x)) .+ o & — G5 (3.21)

las cuales tienen una divergencia nula, esto significa tener r ecuaciones de la forma

00 72 =0 (3.22)

donde hemos usado notacion covariante en la que denotamos

0

dae

Oa

Aqui radica la importancia del teorema de Noether, en que a transformaciones con-
tinuas de las coordenadas de la forma (3.1), les corresponde una cantidad que se
conserva por medio de (3.21).

Como ejemplo de las ecuaciones (3.22) podemos recordar de [8] el caso electro-
magnético, en el cual ya conocemos la ecuacién de conservacion de la carga. En este
caso a = 0,1,2,3, con 2° =t y ¥ = (2,2% 23). Para un sélo pardmetro s = 1
tenemos que g+ = (p, J', J?, J?) donde p es la densidad de carga y J es la densidad
de corriente. De aqui que la ley de conservacién de la carga eléctrica proviene de

integrar en alguna region del espacio la ecuacion dyp + V - J= 0,

(9 3 7.3 _8Q 713
g/pdx%—/V-de—E—k/V-de—O.

donde d*z = dx'dx*dx®. Otros ejemplos de ecuaciones de conservacién se dan en el
capitulo 4.

Para finalizar esta seccién haremos una generalizacién de lo que ocurre en el caso

TAl pensar en campos especificos que cumplan las ecuaciones de Euler-Lagrange estamos pen-
sando en alguna forma concreta de la dependencia ¢(x), es decir, nos fijamos en alguna funcién L
en la que la hipersuperficie descrita por z, ¢(z) y ¢(z) ya esté fija.
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electromagnético para la carga ). Comenzamos separando el pardmetro z° (el cual
puede ser considerado como el tiempo t) del resto de los m pardmetros z',... =™
(los cuales se pueden pensar como coordenadas espaciales). Sea V' un hipercilindro
que pertenece a R™*, el cual se define como V' : [27,29] x E donde 7 y 2% son los
valores inicial y final de un intervalo dado y E es una “hiperesfera sélida” de “radio”

a.

Estas nociones se vuelven sumamente simples cuando hay dos coordenadas espacia-
les, i.e. m = 2. Tenemos un cilindro comtun y corriente en el 3-espacio con alguna

coordenada representando al tiempo y las “tapas” del cilindro circulares.

Si ahora integramos (3.22) sobre el V' y aplicamos el teorema de Gauss obtenemos

0= / 0s% dz’dxt - - - da™ = FIng dA (3.23)
v Ox® av

donde n,, es la componente normal de la superficie OV que apunta hacia afuera (hacia
donde no se esté encerrando el volumen V') y dA es el elemento de superficie de V.
La superficie de V' esta formada por tres porciones: las dos tapas A; y As, las cuales
son hiperplanos 2° = 2 y 2% = 2} respectivamente, cortados por la hiperesfera
()2 + (2%)2 + ... + (z™)? = a? y el lado lateral Az el cual es el “cascarén” de la

hiperesfera barrido en el intervalo dado de 2, i.e.

Entonces podemos reescribir (3.23) como

I dA + / FinadA + FIinadA =0 (3.24)
Al A2 A3

De acuerdo a lo que encontramos en la naturaleza, se espera que en el infinito el

campo se haga cero, por lo que

a—r0o0

lim FingdA =0, Vs
As

Esto significa que solamente nos quedamos con los primeros dos términos de (3.24)
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donde ahora las areas son hiperplanos infinitos con normales antiparalelas, esto es,
ng=1 n; =---=n, =0 para el plano cuya normal apunta en la direccién en la

que crece el pardametro z2°. Esto implica que

/ FOdat - da™ = / F2dat - da™ (3.25)
xOZCEO ;EO:xO
7

Concluimos que, por la arbitrariedad de z? y x(}, obtenemos r cantidades con-

servadas

F2dat - da™ (3.26)

z0=cte

3.2. Tensor de energia-momento

Las corrientes de Noether para familias de transformacion uniparamétricas (s = 1)

que aparecen en la ecuacion (3.21)

toman una forma especifica bajo alguna transformacion particular que se proponga
(véase capitulo 4).

Si queremos que las leyes de la fisica sean las mismas en cualquier parte, ya sea
en México, en India o en alguna galaxia lejana y que sean las mismas leyes cualquier
dia de la semana de cualquier ano (requisitos bastante sensatos, sin los cuales sera
imposible la ciencia como la conocemos), requisito que se resume pidiendo que el
espacio-tiempo en el que evoluciona el sistema sea homogéneo. Esto implica que

habrd una invariancia bajo traslaciones en el espacio-tiempo
x/a — xa + aa

donde a® es una constante. Estas transformaciones son recorrimientos del espacio-

tiempo, por lo que se espera que la forma del campo no cambie bajo traslaciones®, lo

8Este hecho también se puede analizar definiendo una variacién local del campo
0p = ¢'(2)) — ¢(x) y una total 0¢p = ¢'(z) — ¢(x), lo cual esta explicado en el segundo capitulo
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cual significa que £ =0 o ¢'(2') = ¢(x), ademéds n* resulta ser una constante (véase

la deduccién de (4.74) en el ejemplo para la ecuacién de Laplace en 3 dimensiones).

De (3.22) podemos ver que hay una cantidad O3 la cual cumple que

%@Zﬁ = 0,095 =0 (3.27)
donde ©7F es la corriente de Noether conservada (3.21) bajo traslaciones en el espacio-
tiempo y es mejor conocida como el tensor de energia-momento canénico (tam-
bién conocido como tensor de energia-impulso candnico). Este tensor tiene la forma
explicita -
oL
agk

Como f es un indice libre que corre de 0 a 3 tenemos 4 cantidades conservadas, las

05 = — ¢k — Ldj. (3.28)

cuales se identifican con la energia E (para § = 0) y el vector momento p (para
B =1,2,3). Esto significa que en la ecuacién (3.27) estdn conjuntas la conservacién

del momento y de la energia. En notacién relativista

PP = (E,P) = %/dmldxgdx?’@oﬁ = cte

Como se puede apreciar de la definicién (3.28), el tensor de energia momento no
es simétrico, es decir, en general OF # o8,

La siguiente transformacion a tomar en cuenta proviene de uno de los principios
de la relatividad, el cual dicta que la velocidad de la luz es siempre la misma, medida
en cualquier sistema de referencia [8]. Esto se resume en el hecho de que el espacio-
tiempo cuadridimensional es isdtropo respecto a rotaciones en hiperplanos espacio-
temporales en el espacio de Minkowski que, dicho de otra manera, es pedir que la
accion (2.1) sea invariante bajo transformaciones de Lorentz, las cuales son de dos
tipos: rotaciones y boosts [para una presentacién detallada véase 5, 7, 8, 12]. Una

rotacién infinitesimal general estd dada por

' = 1%+ Py (3.29)

de [7].
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donde €% = £6w*” y, como queremos una rotacién mas no una elongacién, se pide
que la longitud del vector z* no cambie, esto es que z'*z!, = %z, por lo que hasta
términos de primer orden (términos en los que aparezcan potencias de e*” de segundo

o mayor orden no se toman en cuenta) se tiene que

?°rl, = (2% 4 2p6™) (00 + 1,6))
= 2%, + :vaasggo‘ﬁ + a%we,)

= 2%, + xamgeaﬁ + 2w,

donde «, v v 3 son indices mudos en esta ecuacién, por lo que se pueden reemplazar

por p y v. Esto implica que

¥r, = 1%, +x,2,e" + 3,0,

= 2%, +x,m, (e + ).
y como hemos requerido que 2'*z!, = 2%z, se tiene que cumplir que

L ——T]

lo que significa que el tensor dw"” es necesariamente un tensor antisimétrico.

Una transformacion infinitesimal en el campo ¢(z) serd de suma importancia
siempre y cuando el campo tenga componentes, i.e. si no es un campo escalar. La
transformacién infinitesimal que se haga en el campo tendra una dependencia lineal
de los dngulos de rotacién y de las componentes originales del campo ¢*(x). Esta

dependencia se puede escribir de la siguiente manera
) ) 1 .
¢ (') = ¢ (x) + éeag(fa’g)]kqﬁk(x) (3.30)

donde 1% son los generadores infinitesimales de las transformaciones de Lorentz
[una deduccion formal y completa de esta transformacién esté en el capitulo 3 de
6]. Cualquier tensor de segundo orden se puede descomponer en sus partes simétrica
y antisimétrica y, como ,5 es antisimétrico, entonces la parte simétrica de 1% no

contribuird a la transformacién, por lo que podemos elegir a I*? como un tensor



Capitulo 3. Teorema de Noether 27

antisimétrico en o y B: I*# = —I5. Esto implica que hay 6 diferentes generadores

independientes: tres para boosts y 3 para rotaciones espaciales.

Si recordamos que £’ = e6w™? y tomamos las definiciones (3.6) y (3.28) podemos
sustituir lo necesario en (3.21) para obtener la corriente de Noether conservada para

transformaciones de Lorentz:

1 9L
a_ Qo B - v vk il
J 4= —-0%w Nx“+28g25’3 dwh” (1M, @' (x)

pero debido a la antisimetria de dwH":
0% 0wz, = 1(5 fr (@2 e~
5w $M—§w ( ,B:UN_ MIL‘/[;)

Sustituyendo esto en lo que se obtuvo que es la corriente de Noether se tiene que

o 1 «
S = 0w M, (3.31)

donde -
@ =01 —0° oL I3k ¢ 3.32
B = uTp ﬁxu_‘_aék(ﬁu)lgb(x) (3.32)

La ley de conservacion (3.26) para esta corriente de Noether nos dice que

oL

M,, = / &’z | Oz, — OV, + —— (Iw)" ¢'(x) (3.33)
ook

es una constante de movimiento. El tensor antisimétrico M,, que hemos definido

aqui juega el papel del tensor de momento angular® y se obtuvo aplicando

directamente el teorema de Noether.

Ahora retomamos la definicién del tensor de energia momento ©% y creamos otro
tensor 1'% a partir de éste
Taﬁ = 6045 -+ 8"AW5 (334)

donde A3 es un tensor arbitrario hasta el momento, pero si queremos que el nuevo

9Es maés facil ver que este tensor es el tensor de momento angular si uno toma los valores 1,2,3
para py v, lo cual se hace explicitamente en [7].
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tensor también cumpla la ley de conservacién que cumple ©,5 entonces, por
0= 8"Ta5 = 8a®a5 + 8Q8MAMQ5

se debe de cumplir que 0“0 A3 = 0, lo cual sucede si A, es antisimétrico respecto

a los primeros 2 indices!”

A,uozﬂ - _Aauﬁ‘ (335)

La arbitrariedad adicional de A,,s permitird la construccién de un tensor de
energia momento modificado T,z el cual es simétrico, i.e. T,,5 = Tg,.
Una consecuencia inmediata de usar el tensor de energia momento modificado es

que podemos definir también un tensor de momento angular modificado

Ma,@)\ = Ta)xxﬁ - Taﬁ‘¢/\ (336>
con el cual se llega a una ecuacion de conservacién facilmente, ya que
GaMam = T,B)x — T)\ﬁ =0.

El tensor de momento angular modificado (de la misma forma que el tensor de

energia-momento) debe ser igual al canénico hasta una divergencia:

Ma/g)\ = Maﬁ)\ + 8“BW@A (337)

donde B, tiene que ser antisimétrico en sus primeros 2 indices por la misma razén

que en el caso del tensor de energia momento:
Buagr = =Bapusa-
Sustituyendo (3.32), (3.34) y la definicién de M,z en (3.37) tenemos que

(@aA + G“Aua,\)xg — (@aﬁ + 8"Awﬁ)m
oL

90k (I52)", &' + 0" Byuapa (3.38)

= @O&\xg — @ag.l’)\ +

10FEste método para simetrizar el tensor de energia momento se debe a F.J. Belinfante
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Ahora, como B,.py es arbitraria (excepto por la antisimetria de sus 2 primeros
indices) hacemos una eleccién especial de B,y de forma que se pueda simplificar

lo anterior:
B,LLa,B/\ = l’ﬁA“a/\ - x)\Apaﬁ (339)

como podemos ver esto es antisimétrico en p y «, debido a la antisimetria de A,q».
Con esta definicién se tiene que, después de simplificar, (3.38) resulta ser lo mismo

que
oL 5
Apar — Axap = ~ 900k (Igr)" ¢

y, como Igy es antisimétrico, se puede reducir ain més esta igualdad:

1 0L

20004k (Isn)" ¢'. (3.40)

Aﬁa/\ -

Esta es la parte antisimétrica en S y A del tensor Ag,y, sin embargo, la solucién

general de (3.40) es de la forma
1 0L
Agor = —=——— (I53)" ¢! o 3.41
Bax 288a¢k(m)z¢+%x (3.41)

donde agqy es un tensor simétrico arbitrario en 8y A. Esta parte puede ser aprove-

chada para forzar a que Ag,y cumpla el requisito primario

Aﬁa)\ = _Aaﬁ)\-

Escogemos
1 oL & oL k oL e\ L
Aag = 5 (—W(Lxu) s W(Iﬁu) 1t W(Iﬁa) K% (3.42)
y vemos que, efectivamente es antisimétrico en oy 3, ya que Ig, = —I,g3.

Esto significa que, aunque el tensor de energia-momento canénico que proviene
de aplicar directamente el teorema de Noether para traslaciones no es simétrico,
esto no es relevante para las ecuaciones de conservacién que provienen de él y, de

la misma manera la conservacion del momento angular viene dada por (3.33) donde
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M,,,, esta definido en términos del tensor de energia-momento candnico. Sin embargo
al sumar la divergencia de (3.42) se llega a una forma simple para un tensor de
momento angular modificado Mm,, por lo cual T,z es erréneamente interpretado en
varios textos como mds fundamental [véase por ejemplo 8, 9, 12].

El procedimiento para simetrizar ©,4 y deducir la forma de A,g, estd completa-

mente desarrollado en [7].



Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. La varilla elastica infinitamente larga

Tomaremos un caso relativamente sencillo para aplicar el teorema de Noether.
Este sistema es el que generalmente se usa para hacer una transicion entre el anélisis
de un sistema discreto y el de uno continuo. En este caso se considera una varilla
eldstica infinitamente larga que puede tener vibraciones longitudinales (desplaza-
mientos oscilatorios de las particulas de la varilla paralelos al eje de la misma) [véase
capitulo 13 de 5].

En este ejemplo el lagrangiano que describe al sistema es

(&) v (2] a

donde p es la densidad lineal de masa y Y es el médulo de Young. Adema&s podemos
ver que m = 1 (donde m, como ya se mencioné anteriormente es el nimero de
coordenadas espaciales), que solamente existe un campo ¢, esto es n = 1, y que el
lagrangiano no depende directamente del campo ni de los parametros = y ¢, sino de

las derivadas del campo respecto a esos parametros.
Nos fijaremos solamente en transformaciones uniparamétricas, por lo que s = 1.

De las definiciones (3.6) obtenemos que los generadores de una transformacién

uniparamétrica del tipo (3.1) son

31
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o 83;./04
= Oe

e=0

Entonces, de la ecuacién (3.17)

oL oL . (onP o, 0 0
o B (B (250 0

~ e (4.3)

El desarrollo de esta ecuacién es muy largo, ya que hay una suma implicita sobre
el indice o que puede tomar los valores 0 y 1, por lo que haremos comentarios sobre
el desarrollo que se hace. En primer lugar hay que recordar que 2° =t y 2! ==
son parametros independientes. Un punto importante en el desarrollo es notar que
G*,n* y & son funciones de x* y ¢, pero no de bo. Como ¢, es una funcién arbitraria,
sus derivadas parciales también lo son y entonces, para satisfacer la ecuacién (4.3),
los coeficientes de cada potencia de cada derivada parcial de gﬁa deben ser idénticos
por ambos lados de la igualdad.

Esto nos lleva al siguiente sistema de ecuaciones:

Coeficiente del término independiente de las derivadas de ¢,

aa_cio = _aa_cj (4.4)
= Coeficiente de ¢y = D¢/t )
1 (45)
= Coeficiente de ¢, = d¢/dx 1
88% = —Y% (4.6)
= Coeficiente de (&0)2
0 0 1
iRt as: u
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Coeficiente de <$1>2

o8 op' 1oy | 1op!

O—a—d) ot 20t 20z )
» Coeficiente de ¢oo; ol o0
o
W21y 2 (4.9)
N3
» Coeficiente de ((bo)
on°
o _ 4.1
5 0 (4.10)
N3
» Coeficiente de <¢1)
on'
o _ 411
5 0 (4.11)

Las ecuaciones que surgen de los coeficientes de qb% b1 v de ¢ gb% no aportan
informacion pues repiten lo obtenido en (4.10) y (4.11), respectivamente.

Podemos notar que sumando (4.7) y (4.8) obtenemos otro par de ecuaciones:

Oe

ont on°
o ot (4.13)

De (4.10), (4.11) y (4.12) podemos ver que los generadores son independientes
del campo ¢. Ademas las funciones G solamente tienen relacion con el generador
&, mientras que los generadores n° y n! estan conectados de una forma peculiar por
medio de las ecuaciones (4.9) y (4.13).

Entonces vemos que &,7° y n! son funciones de x y t solamente. Tomando en
cuenta la ecuacién (4.13) podemos ver que forman una ecuacién diferencial exacta

[3], por lo que existe alguna funcién A = A(x,t) que cumple

o OA ,_OA
= 5 T o
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de forma que las parciales cruzadas son iguales' y corresponden a la ecuacién (4.13).
Si ademas notamos que por medio de la ecuacién (4.9) obtenemos

D*A 92\

orr =7 92
podemos identificar una ecuacién de onda. Definiendo v? = Y/u podemos volver a

escribir esta ecuacidén como

1o
02 Ot o2’

La solucién general (la cual es lo mejor que se puede ofrecer mientras no se conozcan

(4.14)

caracteristicas que especifiquen al sistema) la encontré d” Alembert en el siglo XVIII
y es de la forma
A= A(x — vt) + B(x + vt) (4.15)

donde A y B son funciones bien comportadas y, lo mas importante, que son total-
mente arbitrarias. Si v es positiva se obtiene alguna onda cuyos puntos descritos por
A viajan hacia el frente del eje x y los descritos por B viajan hacia el lado negativo
del mismo eje, ambos con rapidez v.

Tomando en cuenta que n° = 9A/dz, n' = OA/Ot y usando la regla de la cadena

podemos ver que
"’ =A+B n' =v(A'— B) (4.16)

de forma que los generadores n° y n! quedan expresados en términos de las derivadas
de las funciones arbitrarias A y B, las cuales hemos denotado aqui por A’ y B

En lo siguiente analizamos las ecuaciones (4.4), (4.5) y (4.6), con las cuales ob-
tendremos alguna expresién para las G.

Notese que, debido al teorema de Clairaut,

2GT G
0206  0ddx

IEsto estd respaldado por el teorema de Schwartz o de Clairaut ya mencionado en una nota al
pie anteriormente

2En el caso de las coordenadas = y t se ha usado z’ y ' para denotar a otros valores de las
coordenadas, los cuales vienen dados como funcién de las primeras y de un parametro. Espero que
no sea confusa la notacién, puesto que se aplican para cosas distintas.
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Entonces, de (4.6) tenemos, por un lado

G0 (o _ 0 [ oe)_ ik
oxdp Oz \ 9¢ ) Oz or) 0x?’

y por otro lado, de (4.4)

’Gt 9 (9GY\ _ PG°
dpox  Op \ Oz | oot

A esto le aplicamos el teorema de Clairaut nuevamente y con el uso de (4.5) se tiene

I CAR T CL I ( g) %¢

oot otog ot \Far) T Hoae

Esto significa que
¢ 0%
Porr =" o2
si, como antes definimos v = Y/u obtenemos una ecuacién de onda muy similar a

la encontrada antes, pero esta vez para el generador &:

10% 0%
IS > 4.1
v2 ot Ox? (4.17)
La solucion general sera de la forma
§=C(z—vt)+ D(x +vt) (4.18)

donde C'y D son funciones arbitrarias bien comportadas. Entonces, de (4.6)

OG! o€ oC  aD
96 Yo Y {a—w—}
oC 0D
1 _— — —_— [EN—
= G'=-Y¢ {(‘9:13 + 8x] + k(1) (4.19)
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Igualmente, de (4.5)

oc® o [9C 0D
a6 Mot Mo T o
aC  aD
0 _ _ R
- G _Ws{ -+ at] + ka2, t) (4.20)

donde k; y ko son funciones arbitrarias bien comportadas de z y t que provienen de
hallar una antiderivada a una derivada parcial respecto a ¢.

Sustituyendo lo obtenido para G° y G en la ecuacién (4.4) se tiene que

g - 960 oGt
ot ox

9% 00\ Ok o A

= %ﬁ*@&)*%‘%@*%%%%

Pero ya sabemos que & cumple la ecuacién de onda (4.17), por lo que nos quedamos
Unicamente con
o 25000506 Ok Ok
ot ot OxOxr Ot Ox
y como todo lo obtenido hasta ahora ha sido resultado de aplicar identidades podemos
volver a usar el criterio empleado anteriormente en el cual notamos que ni & ni k;
ni ky son funciones de las derivadas parciales de ¢ (en este ejemplo dichas funciones
tampoco dependen de ¢) y por lo tanto los coeficientes de dichas parciales deben de

ser idénticos por ambos lados de la igualdad. Esto implica que

o
_ % 491
0 T (4.21)
o
_ % 4.9
0 e (4.22)
Ok, Ol
L 4.9
0 ot " on (4.23)

lo cual significa que & no es funcion de las derivadas parciales de ¢, ni de ¢, ni de las

coordenadas x,t, por lo que
£=a

donde a es una constante, implicando que las G* son mas simples de lo que habiamos
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supuesto anteriormente. Las funciones G terminan siendo
G =k G' = ky (4.24)

lo que nos dice que G° y G*' son funciones arbitrarias de z y ¢, independientes de ¢

y, como obedecen una ecuacion diferencial exacta, existe una funcién K tal que

8K_0 8[(_ 1
F i o= ¢

De la ecuacién de conservacién que se puede obtener de (3.22) aplicada a este
ejemplo, encontramos que la cantidad _#°, la cual toma el lugar de la “densidad de

carga” en la ecuacién de continuidad del electromagnetismo es

000N 00

o_ 1| (90Y’ 99\’
=5 M\ e ) tY\as) |5z Fararar T %o

Derivamos esta expresion respecto al tiempo, obteniendo asi

o — LI (20N Ly (98| A JOM[ 060 | 000%
WS = _2{[“<at> +Y<ax) otor Lo {MﬁtatQ Y@mc?ﬁ]}

Po0pON 96 9% 0N D606 PA 0% Ok,

Fooror Pototoror Motoroe "Moo T o

Sabemos que los campos ¢ y la funcion A obedecen la ecuacion de onda. Sustitu-

yendo una parte de la ecuacion de onda donde sea necesario obtenemos la siguiente

identidad

) 1 0o\ 2 0\ 2
& 7" = 8_1‘{_5 [M(a—f> +Y<3_i>

por lo tanto hemos verificado que la derivada respecto al tiempo de _#° es idéntica-

N 96 p OA 86
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mente la derivada respecto a z de una funcién ¢! la cual se dedujo como

ORI

lo cual es la ecuacién de continuidad 9, ¢ = 0.

SO9O6ON 06
L vl ks,

ot 8:(: ot Ox ot

Las funciones n°, n' y & pueden ser combinadas convenientemente en el operador
lineal diferencial parcial que se mencioné en el capitulo 3
. 0 0

0 + 77 + 5 (4.26)

X_nat oo

esta combinacién es invariante bajo transformaciones de coordenadas y constituye

un campo vectorial [ver 15]. Sustituyendo (4.16) en (4.26) se tiene que

0
X=(A+B)=+

g v(A'— B')— 4+ a=— (4.27)

donde cada término de este campo vectorial es el elemento de una base para los
generadores infinitesimales de las simetrias variacionales del lagrangiano de la varilla

y también forman una base de un dlgebra de Lie. Usando el conmutador y definiendo

Y = (M’+N’)a

5 T = N o b

donde M = M(z +vt), N = N(xz — vt) y b es una constante, se llega a que

+o[f - g]g

X, Y] =1+l .

o (4.28)

donde f = f(x 4+ vt) y g = g(x — vt) y estan definidas como

f — QU(A/M” _ A”M/)
g = 2v(—B'N"+ B"N').
Lo primero que hay que notar es que el conmutador de X y Y conserva la misma

forma, es decir, el conmutador es una operacién cerrada para X y Y, ya que tenemos

una la suma de funcién de x + vt y otra de x — vt multiplicada por 0/0t; otro
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término donde aparece el producto de v, un término que es la resta de las funciones
anteriores y d/0x y un término donde aparece una constante multiplicada por la
derivada parcial respecto al campo ¢ (la constante en este caso es 0). Otro punto
que podemos notar es que, al igual que en X y en Y, en el conmutador [X,Y]
la derivada parcial respecto a ¢t de lo que acompana a 0/0t resulta ser la derivada

parcial respecto a x de lo que acompana a 9/0z.

Siempre es posible, en principio, encontrar un tinico grupo local uniparamétrico
de transformaciones que correspondan a un generador infinitesimal definido por las
funciones n°,n' y €. Lo que tenemos que hacer es encontrar la solucién del sistema
de ecuaciones diferenciales de primer orden

dat’ 0 dx’'

% =1 (xlvt/)’ = 771<1‘/, t/),

da’ ¢’ _
ds

= (1) (4.29)

donde x’ y t' son otros valores de las coordenadas y no tiene nada que ver con la
notaciéon para las funciones A o B, donde A’ significa la derivada de A. Esto debe
quedar claro antes de seguir avanzando. Esta ecuacién proviene de la definicién (3.6)
pidiendo que se cumpla para todo valor de € y tratando a x y a t como parametros

que especifican las condiciones iniciales. Al sustituir lo que obtuvimos para n°, n'y

¢ se tiene
dt’ dz’ d¢’
—=A+B) d—i = v(A' — B, d—i = a. (4.30)

La tercera ecuacion se puede resolver inmediatamente y, tomando en cuenta que

¢’ = ¢ cuando € = 0 la solucién es ¢’ = ae + ¢.

La primera y la segunda ecuacién tienen por solucion

/ ' = / (A' + B')de / da’ = v / (A' — B')de

lo que es lo méas que se puede dar de informacién sin una eleccién particular de A" y

B'. Para dar un ejemplo apropiado haremos una eleccién de dichas funciones.

Como A’ = A'(x +vt) y B’ = B'(x — vt) es natural definir nuevas variables

y =2 + ot 2 =2 — ot (4.31)
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entonces, de forma inmediata A’ = A’(y') y también B’ = B'(z’). Ademads los dife-

renciales de estas ecuaciones son

dy' = da' + vdt’ dz' = dz’ — vdt’

Si escogemos A'(y') =y’ y B'(Z') = 2’ entonces, al sustituir en (4.30) queda

dt' = (y' + 2')de, dr' =v(y' — 2')de
=
dy' = 2vy/de, d7 = —2vz'de
=
y = A = ye’ Y =B =z (4.32)

donde hemos definido § = 2ve, lo cual implica que df/2v = de.

Pero lo que nos interesa es como cambian z’ y t’ conforme cambia el pardametro
g, por lo que sustituimos las expresiones obtenidas para A’ y B’ en las ecuaciones

(4.30) de manera que, para t’ se tiene que

/dt’ = /(A’+B’)d5:/(ye9+ze_9)ds

1
t = — [ye? —ze7?] + cte
5 LY ]
como la condicién que en € = 0, ¢’ = ¢ determina a la constante, la cual en este caso

tendria que ser 0. Sustituimos lo que son y, z y 6 y tenemos que

t = % [(z + vt)e® — (z — vt)e "] (4.33)

con el mismo procedimiento se concluye que

/

' =< [(z 4 vt)e* + (z — vt)e "] (4.34)

1
2
lo cual nos da a ¢’ y a 2’ como funcién de z,t y . Como esto forma un grupo, la

transformacion inversa (r = z(2/,t',¢), t = t(2/,t,¢)) viene dada por la misma
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estructura pero cambiando el parametro € por —¢, i.e.

1
t = —[(@ +othe ™ — (2 —vt')e*™],
2v
1
T =3 (2" + vt')e " + (a/ — vt')e*™] . (4.35)

Para ver que estas transformaciones dejan invariante al lagrangiano basta con

fijarse en (4.1), el lagrangiano transformado del sistema es

1| [9¢"\” A
L'=- — | =Y | —
2 [,u (at’ ) ox’
y notar que las coordenadas solo aparecen en las derivadas, asi que usando la regla

de la cadena

00 _ 000t 06 0r 0900 _ 0o o 0o on
o otot  Oxodr  dpot Ot ot Ox Ox'

el ultimo término del segundo miembro es 0 debido a que ¢ no depende de t'. Por

otro lado, por la forma de ¢’ las derivadas respecto a x y ¢ son iguales a las derivadas

de ¢ respecto a estas mismas variables.

Al hacer las derivadas se tiene que

o¢ _ 09 _ 9%
5 = o cosh(2ve) 9’ sinh(2ve) (4.36)

y de la misma manera para la derivada respecto a x’

a9’ 0 10
8_i’ = a—i cosh(2ve) — Ea—f sinh(2ve) (4.37)
Al sustituir esto en lo que es L' y tomando en cuenta que hemos definido v = /Y/pu

se llega a que L' = L.
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4.2. Ecuacion de Laplace

Se puede obtener la ecuacion de Laplace en m dimensiones a partir de las ecua-

ciones de Euler-Lagrange (2.3) provenientes del lagrangiano
L= (V¢) = g"¢;0; (4.38)

donde g% es el tensor métrico® y tanto i como j corren desde 1 hasta m. Se puede
notar a simple vista que en este lagrangiano no aparece el tiempo por ningin lado y

que tampoco depende explicitamente del campo ¢. Por otro lado

oL .
— =2¢""¢;.
Do,

Lo que da como resultado la ecuacién de Euler-Lagrange
0= 29"V = 29" ViVip = 2V'Vig
la cual es la ecuacion de Laplace m—dimensional

ViVip =0 (4.39)

Entonces, de la ecuacién (3.17) obtenemos la identidad

29"'¢: <Vk§ + ¢k§—i — Vi — ¢k¢lg—l) + g b (ank + ¢kaai¢>
k
= ViG* + ék%. (4.40)

Como ya hemos hecho anteriormente aprovechamos el hecho de que &, 1" y G* no
dependen de qéj, ergo esta ecuaciéon se debe de cumplir para cualquier gz.Sj, por lo que
los coeficientes de cada potencia de ngj deben de ser idénticos por ambos lados de la

ecuacion. Esto da como resultado un sistema de ecuaciones.

3El cual supondremos constante.
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» Términos independientes de ¢;:

ViGF = 0. (4.41)
= Coeficientes de ¢;: ’
- oG

20" V& = ——. 4.42

9" Vi 36 (4.42)

= De los coeficientes de ¢Z¢l podemos obtener 3 ecuaciones pues en realidad lo

que se obtiene es la ecuacion matricial

26" (2= + =) —2V;n' =2V’ = 0. 4.43

La ecuacién del j—ésimo elemento de la diagonal (es decir, i estd fijo) nos dice
que

o 2 b2V = 4.44

a—¢+an—Vj?7—0 (4.44)

donde, como ya mencionamos no hay suma sobre j. Si sumamos todos los

elementos de la diagonal, es decir, tomamos la traza de las matrices se tiene
que

om 4 (m —2)Vin* = 0. (4.45)

9¢

Hasta ahora nos hemos fijado en los elementos de la diagonal de la ecuacién
matricial, si nos fijamos en un elemento fuera de la diagonal, lo que acompana

a la delta se harda cero. Esto implica que
Vinj = —Vj’f]i (446)

siempre que 7 # j.
= Por tltimo el coeficiente de (bl(bkgbl nos exige que

on” _

5 =" (4.47)

En lo siguiente continuaremos el procedimiento para cuando m = 2.
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4.2.1. Ecuacion de Laplace en 2 dimensiones

En este caso 1, 7, k, [ pueden tomar los valores 1 y 2. Para hacer el analisis en un
lenguaje mas familiar diremos que 2! = = y 22 = y, y renombramos a los generadores

nt =n® y n? =nY. De aqui que se obtenga el lagrangiano
06\? [0\
L=|— — 4.48
(51’) i (8@/ 448)

Con las ecuaciones que obtuvimos para el caso general de m dimensiones podemos
inferir de (4.45) (al sustituir el valor m = 2) y de (4.47) que

o8 _ ot _on” _
dp  dp P
De la ecuacion (4.42)
2% 06T
ox  0¢
06 _ oG
dy 9
=
S0 (06T 0 (067 | (00 0 (oGry 0
ox2 Oz \ ¢ ) 0 \ Ox  9p\ 0y ) oy\op ) Oy
~ 2 2
0%¢ 0°¢
@ + a—y2—0. (4.49)

Ademss, resolviendo para las G* se tiene como resultado que

v 50€
G* = 2_83:¢ + ky(z,9)

23

v— 92>
G 8y¢+ ky(z,y)
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y sustituyendo esto en la ecuacién (4.41) se obtiene

0 - 0G* N oGY
ox oy
0 0¢ 026 O£ 09 0%¢ Ok, Ok,
2 <8x ox * ¢3x2 + Oy Jy + ¢8y2 ox + oy
0£0¢p  OEDp Ok, Ok,
2 <8x Ox + oy 8y) * Ox + oy (4.50)

y como aparecen las derivadas de ¢ pero ni £ ni k; ni k, son funciones de dichas
derivadas, los coeficientes de las mismas deben ser iguales por ambos lados de la

igualdad (lo cual es el mismo procedimiento antes realizado), con lo que se concluye

que
o o,
or oy
Ok, Ok,
Oky _ 451
8x+8y 0 (4.51)

Lo cual implica que £ es una constante, ya que no depende de ¢ ni de las coordenadas

Z, Y.

En la ecuacién (4.44) se tienen 2 ecuaciones similares, ya que hay 2 elementos en
la diagonal de la ecuacién matricial (4.43), por lo que se tienen 2 ecuaciones similares

y tomando cualquiera de ellas se tiene que (recordando que 9§/d¢ = 0):

o _ow
or Oy’

Ademas, de (4.46) se tiene la tinica ecuacién

on* _ o’
oy Oz
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por lo que

P _ 0 (o _ O (opN _ o
ox2 Oz \ dy oy \ox )  Oy?
= 2 2
a X X
9
0x? 0y?

0 (4.52)

y de igual manera se obtiene también una ecuacién de Laplace para nY:

82 Y 2,y
o
0x? Oy?

0 (4.53)

Pero para la solucién de la ecuacién de Laplace se sabe que, si tenemos cualquier
ndimero complejo z = (z,y) = x + iy, las partes real (u) e imaginaria (v) de una
funcién analitica f(z) = u(z,y) + t(z,y) son solucién de la ecuacién de Laplace
(en 2 dimensiones) debido a que f es analitica sii u y v cumplen las ecuaciones de

Cauchy-Riemann [véase 1],
Uy = Uy, Uy = —Vy
con estas ecuaciones se puede ver inmediatamente que
Uy = —(Vz)y = —(Vy)z = — Uz

la cual es la ecuacién de Laplace en 2 dimensiones. Esto significa que, como u y v son
2 funciones cualesquiera que cumplan la ecuacién de Laplace podemos identificar las

partes real e imaginaria de una funcién analitica f

f=ulz,y) +iv(z,y)

con n* y n¥ de manera que

f=n"(x,y) +in'(z,y) = ulz,y) +iv(z,y) (4.54)

donde n* =uy nY =w.



Capitulo 4. Aplicaciones 47

La corriente conservada se puede obtener de la ecuacion (3.21)

J0=0,7% 7"

donde

I = ((9y) = (62))0" = 2020y1” + 20,6 — ko,
IV = ((00)” = ()"0 = 20a0y1" + 20, — k. (4.55)

Es sencillo demostrar que esta corriente ¢ cumple

L 0gT Qg
a/—/ gzzo.

De la misma manera que en el ejemplo anterior construimos el operador diferencial

parcial lineal X a partir de los generadores n*,nY y &:

= u—+v—+a— (4.56)
Z Y

donde u y v son las partes real e imaginaria de una funciéon analitica y a es una

constante.

Para hallar el dlgebra de Lie del grupo de transformaciones definimos otro campo
vectorial Y como 5 5 5

Y=p—+ —i— b—

Por "9y " "og

donde p y ¢ también son las partes real e imaginaria de una funciéon analitica, res-

pectivamente y b es una constante. Hacemos el conmutador de estos dos campos

vectoriales:

X, Y] = U+ V— (4.57)
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donde, al hacer el calculo, se obtiene que U y V son de la forma:

Ope Ou,
U = UP g + DUy + VPya + DPyVs + aa_(b — PUgy — UgPr — QUyz — UyQy — b%
dq ov
V = UG gy + GzUy + VGyy + GyUy + a_y — PUyz — UgPy — QqUyy — Uyqy — b_y
O d¢
(4.58)

aqui usamos una notacién mds compacta, en la que u, = Ou/0x, Uy, = 0%u/0x>.

Se puede verificar inmediatamente que U y V' cumplen también las ecuaciones
de Laplace, por lo que son las partes real e imaginaria, respectivamente, de alguna
funcion analitica, ademas, la constante que acompana a la derivada respecto a ¢ del
campo vectorial proveniente de [X, Y] resulta ser 0. Esta es la operaciéon que con la

que se forma el algebra de Lie del grupo.

Como comentario final del ejemplo de las ecuaciones de Laplace hacemos el cam-
bio de variable y = ivt, donde v = /Y /u. Este cambio de variable nos lleva del
lagrangiano L; proveniente de (4.48) al lagrangiano que describe al sistema de la

varilla elastica infinitamente larga L, de la siguiente manera:
O6\> 0p0p  [(0\® 1 [0\’
Ly = |\ ) t55=(x] S|+
ox dy Oy ox v2 \ Ot
_ (90N om0\ _ Y
= <£> —?(a =5l (4.59)

Las constantes multiplicadas por el lagrangiano son inocuas, ya que no marcan nin-
guna diferencia en las ecuaciones de Euler-Lagrange ni en las ecuaciones del teorema
de Noether. Esta identificacion de la variable y deja expuesto que, en esencia, el
problema de la varilla elastica infinitamente larga es el mismo que el de la ecuacién

de Laplace.

Las transformaciones finitas que podemos deducir a partir de los generadores son
demasiado generales ademas de que ya hicimos esto para el caso en que y = vt para
algunas formas de los generadores. El siguiente ejemplo puede resultar ser un poco

mas ilustrativo al respecto.
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4.2.2. Ecuacion de Laplace en 3 dimensiones

En este caso i, j, k,l pueden tomar los valores 1,2 y 3. Hacemos el andlogo al
ejemplo anterior con una dimensién mds y decimos que ! =z, 22 =y y 23 = 2. De

igual manera llamamos n' =n° > =n¥ y n* = n*.

De la ecuacion (4.47) se tiene inmediatamente que

on* B onY B on? B

26 06 06

Ademas, en un procedimiento similar al del ejemplo en 2 dimensiones, de las

ecuaciones (4.41) y (4.42) se puede ver que:

9¢

o8
y p— —_—
G 2¢8y +ky(z,y, 2)

23
G* =20 k'z ' Y
bos +h(r.9.2)
y sustituyendo esto en (4.41) podemos deducir el siguiente grupo de ecuaciones:

e 926 0%
o2 T2 T o
of 06 0§
or oy 0z
Oky | Oky Ok
ox oy 0z

= 0,

= 0, (4.60)

esto significa que

G® = ky(x,y, 2)
G = ky (2,4, 2) (461)
G* =k,(z,y,2).
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Si sumamos de dos en dos las ecuaciones provenientes de (4.44) llegamos a que

_,08 _ o _ont _ O
dp  Oxr Oy 0z

Sin embargo, ya sabemos que £ es solamente funcién de ¢, por lo que podemos
deducir dos cosas: la primera es que la derivada parcial de £ respecto a ¢ deja de
ser parcial y se convierte en una derivada total y la segunda es que, por un lado
¢ solamente depende de ¢, pero 7' no depende de ¢ y por lo tanto, sus derivadas
parciales tampoco, por lo que

g _ on* _ o’ _ o’

p—— —_— pr— pr— = 4. 2
dp  Ox oy 0z “ (4.62)

donde a es alguna constante. Inmediatamente podemos deducir la forma de &:
1
€= —§a¢ +b (4.63)

donde b también es una constante. De igual manera podemos deducir que la forma
de los ' es
ni — ami "‘fi(wl)

con | # i, esto significa que f; es funcién de todas las coordenadas menos de la

1-ésima. Mas explicitamente:

n" = ar+ fi(y,=2)
Y = ay+ fo(z, 2) (4.64)
o= az+ fs(z,y).

Sustituimos la forma mds compacta 7' = ax® + f;(z') en (4.46) de forma que

of
oxi oxt
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lo cual implica que

Ffi 0 o Pf _ Ph  Ph DS
Oxkoxi —  OxkOxt  Oxidxk  Oxidxd  Oxidxt  Oxidxk
02 f;
/ - = 0
Oxkoxi
=
donde ¢;; es una matriz antisimétrica constante’, lo cual implica que ¢;; = —¢;;, por

lo que los elementos de la diagonal son 0 y d; es una constante. Entonces la forma

completa de 1’ es:
n' = ax' + ¢’ + d;. (4.66)
Como ejemplo podemos ver el caso en que i = 2 = 2! = y:
nY = ay + co1x + co32 + ds.
De la misma manera que se hizo en el ejemplo anterior, se sustituye lo que

son los generadores en la ecuacién (3.21) para obtener #“. Primero vemos que no

habra componente ¢ 0 por lo que tendremos un campo vectorial con componentes
7" dadas por

J = gFéidelar’ + ey’ + di) — 29" drdiax’ + iy + di) +
Lo 1
+29% by (—§a¢ + b) —k; (4.67)

el cual cumple que 9;_#' = 0, es decir, es un campo vectorial con diveregencia nula,

lo que lo hace un campo solenoidal. Para que sea mas claro pondremos explicitamente

“La matriz c;; debe ser antisimétrica para cumplir las ecuaciones (4.46)
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la componente en y de este campo vectorial /: (7 7Y, 77):

I = [0+ (0 + (622 [0y + ez + 92 + ]
- 2§Z‘5y [¢x (ax + c12y + 132 + dl) + éy (ay —+ Co1 T + Co32 + dg)

. (az + ez + czay + d3) | — agg, + 2bd, — k.

Para el campo vectorial # se puede hacer el mismo procedimiento que se hizo
en la seccién 3.1 para la coordenada z°, pero en este caso para alguna de las compo-
nentes, digamos para la componente en z, con lo cual se obtendria que habria una

1 z
cantidad conservada [ _ = _#*dxdy

Prosiguiendo de la misma forma y con la misma motivacién que en los ejemplos

anteriores, definimos un campo vectorial [15] X como

; 0 0
= (az' + ¢;2’ + d;) + —Lb +0b 9 (4.68)
Y Y Oz 2 ¢
.0 1 0 0 0 .0
X a (x e 2(b8¢) + dlaxi + ba¢ + cij <x ax"') (4.69)

donde, igual que antes, a, b, d; son constantes y ¢;; es una matriz antisimétrica.

Podemos ver que el campo vectorial X es una combinacion lineal de los campos

vectoriales
0
T, = —
1 ax27
0 0
o o— gl i
Rj; ik il (4.70)
0
P = —
(6l0]
;0 1 0
D= T 2%

cada uno de estos campos vectoriales estda asociado con una transformaciéon bien

conocida: T; estd asociado con una traslacién en la direccién 2'; R;; con una rotacion
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en el plano generado por ¢ y 27; P es una “traslacién” en el potencial, es decir, un

corrimiento en el potencial y, por 1ltimo, D corresponde a dilataciones.

Si hacemos el conmutador del campo vectorial X con otro similar Y, definido por

.0 1 0 0 9, -0
Y=d|2'— —-¢p— Y AR (v g
a(x&cl 5 8¢)+d18x1+68¢+c”($ axl)

se obtiene
(X, Y] = [d'd; — ad] + c;d; — cid) + (ijC;‘i - %’C}k) xk]% +
1 0
—|—§((1b/ _ a,b)a—¢ (471)

donde, como podemos ver, lo que multiplica la derivada parcial respecto a z' es
lineal en z¢ y lo que multiplica a la derivada parcial respecto a ¢ es una funcién
lineal en ¢ (solo obtuvimos constantes en este caso). Si comparamos con la ecuacién
(4.68) vemos que tenemos la misma forma, siempre y cuando cy;cj; — c¢;;c);, sea una
matriz antisimétrica también, pero esto no es problema, ya que si A y B son matrices

antisimétricas, su conmutador es antisimétrico también:

[A,B]" = (AB— BA)' = (B'A'— A'B") = BA— AB
[A,B]' = —[A, B]. (4.72)

Esto significa que tenemos un élgebra de Lie (como era de suponerse) con la operacién

binaria necesaria dada por (4.71).

En lo siguiente nos interesa obtener el grupo de las transformaciones finitas que
provienen de los generadores 1’ y & obtenidos para este ejemplo. Para encontrar
dichas transformaciones comenzamos pidiendo que las ecuaciones (3.6) que definen
a los generadores se cumplan no solamente para € = 0, sino que sean validas para
todos los valores de ¢ [véase 16] y tratamos a 2° y ¢ como pardmetros que especifican

las condiciones iniciales. Para el campo vectorial D tenemos que

17

:dx’i gzd_qﬁ’:_ﬂ
de 2

de’
= - szS’ ¢l _ ¢€76/2
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donde hemos pedido que si e = 0 entonces ¢’ = ¢. Si introducimos A = e° tenemos

el grupo finito mas explicitamente como

a" =\, ¢ = \"2. (4.73)

Para los campos vectoriales P y T; la solucion es muy sencilla, puesto que los
generadores en esos campos vectoriales aparecen como constantes, i.e. para P se tiene
la ecuacion £ = b = d¢'/de por lo que ¢ = ¢+¢, lo cual, como ya se mencioné es una
especie de traslacién para el potencial, mientras que con T; se tiene una traslacién
ordinaria en las coordenadas z,y y z respectivamente (para cada valor de i), ya que
el grupo finito es de la forma

¥=x+e. (4.74)

Finalmente, para el campo vectorial R;;, con * = ¢;;2"7, se complica la deduccién
de la accion finita general del grupo, sin embargo, si tomamos el ejemplo de las
rotaciones en el plano XY, las cuales dejan invariantes a las demas coordenadas
(en nuestro caso solamente z queda invariante) podemos llegar a resultados bien
conocidos. Esto significa que 2/ = z, por lo que n* = 0 y, como

dz'

O — TIZ = 03127/ + C32y, = d_
15

es valido V', 4/, entonces c31 = ¢35 = 0. Esto nos dice que para n* y n¥ se tienen las

ecuaciones
Tr dl‘l _ / Yy o dy/ . /
=
d2I/ dy/ / 2
= C12CnT = — (012) x

- = 012 -
de? de

La solucion general de esta ecuacion es
2’ = Acosf + Bsinf

donde 6 = c¢2e. Sin embargo, con la restriccién de que 2’ = x si ¢ = 0 se concluye
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que A = x, por lo que

2’ = xcosf + Bsinb.

Haciendo el mismo procedimiento para vy’ se obtiene que
y' =ycosf + Dsinf
y como se pide que dy’/de = cy12" se llega a que
c21(y — B)sin + c19(D + x) cos = 0

pero sinz y cosx son funciones linealmente independientes, por lo que se tiene que
cumplir que B = y y que D = —z. Finalmente, sustituyendo esto para las coorde-

nadas se obtiene que

¥ = xcosf+ysind
y = ycosf —xsinb (4.75)
2 = z

lo cual, como sabemos es el resultado de una rotacién en un dngulo 6 (donde 0 = ¢;5¢)

en torno al eje Z. En notaciéon matricial tenemos que X’ = R, X, donde

<
Il
ISR

cosf sinf 0
R, = —sinf cosf 0
0 0 1
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Similarmente para rotaciones en el plano YZ y X7 se tiene que

1 0 0
R, = 0 cosf sind
0 —sinf cosf
cosf@ 0 sinf
R, = 0 1 0

—sinf 0 cos6

Estas matrices son elementos del grupo SO(3), el cual ya es ampliamente conocido
y estudiado [véase 1, 2, 5, 13].
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4.3. Campo de Schrodinger

La ecuacion de Schrodinger fue un importante paso en el desarrollo de la mecanica
cuantica, pues al darnos la evolucion en el tiempo de un sistema cuantico es el andlogo
a las ecuaciones de Newton, Lagrange o de Hamilton para sistemas clasicos[13].

La ecuacién de Schrodinger se puede obtener al aplicarle las ecuaciones de Euler-

Lagrange (2.3) al lagrangiano

. h? s ik, .
L=V + st — = (674 — vily) (4.76)
2m 2
donde i = 1,2,3 y V es funcién de las coordenadas espacio-temporales solamente.

En este ejemplo contamos con los dos campos que se consideran independientes v

y ¢*. Como ya mencioné, al aplicar las ecuaciones de Euler-Lagrange se obtienen 2

ecuaciones:
[ L O
Tom Y Ve = iy
h2 2 % * . 877D

las cuales son ecuaciones de Schrodinger para los campos ¥ y ¥*. Ademas se define
V? = ViV, = 0'0; y como ya hemos hecho 9; = %.

En este ejemplo, para aplicar el teorema de Noether, definimos

al,/a

Oe

oY’
Oe

3
Il

e=0

(4.78)

s
Il

e=0

o(y)
Oe

I
*
I

e=0

Ocupando la ecuacién (3.17) se obtiene que
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MY PV V + € (W - 1@'%5) +¢& (W —~ 1@'%)

0
it (G +doge + s

%ai — (¢o)? (’9_ %%

ol ¢ 31/1*
kA 3 i - ’)
h? o€ o€ . 0
bobt (ViE+higs + 0 AE b I ¢ zaw
. k
—% wzwk w w >
o&* o&* o&* on n°
it (B + g + g G - 6023 % wowo(w
(9
% ot _wowza_w* zaw)
s USRS e Lo 0P
+%wl( i 8"¢ w _wO % i aw wowl aw
. . . k . . k
iVt — B - i)
n° o 577
1/}21/)1( +¢0 %aw*JrVﬂ] +¢j8¢ ¢>
a 0
#7606 (GE 4 S+ G5+ O W’%*%w*)
O a 0
_—Zhl/J wo( ot +¢0 +w08w*+vj77 +T/Jj )
0 0
+5 Zh¢1/’0( ot +¢0 +%aw*+vm +¢g J >
E N Te N Te
w() a¢ ¢Oaw r(/)Z aw ¢28¢*

=0

Aplicando el mismo razonamiento que en el ejemplo anterior, como los gene-
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radores, los campos y las coordenadas son independientes de las derivadas de los
campos, los coeficientes de dichas derivadas deben ser idénticos por ambos lados de

la igualdad, lo que divide esta gran ecuacion en partes mas pequenas y simples:

= Coeficientes de ?ﬁk%

o¢*
onp 0
» Coeficientes de wzz/)z*
o 0
o
» Coeficientes de 2,00@&:‘ @/J}z
0
/. 0
O*
» Coeficientes de ¢8¢z¢k
on°
9T _ )
oY
» Coeficientes de (%)ZWS
k
on” _ 0
o
= Coeficientes de (¢7)2¢y,
k
on* 0
O*

= Con las ecuaciones anteriores y la que se obtiene de los coeficientes de 1%"77&1 se
tiene que
Gmo =0

» Coeficientes de iﬁk?ﬂf

N
5(%*%*

+ &ma) = Ok + oFy (4.79)
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esta ecuacion se entiende mejor si se ve como la ecuacion matricial:

85 85* 1 00 2V1771 V1772 + V2?71 V1773 + Vg?]l
<% + o + 8a77a) 0 1 0f=]Val+Vin? 2Von? Vo + Van?
0 0 1 V37]1 + V1773 V37]2 —+ VQT]S 2V37]3

» Coeficiente de 1;

oGt m* _ ., ik On'
o0 %&»é + ?w B (4.80)
= Coeficiente de 1)
oGt h? ih  On'
i 0~ S, (4.81)
= Coeficiente de 17}
0G°  ih o&* N on’
o 2 (5 + Tﬂaw* + ¥0an™ — ¢§> (4.82)
= Coeficiente de 1y
0G° ih o€ on’
o o * * S * a gk 4.
= (e rvear - v o) (1.8

= Finalmente los términos que no acompanaban a las derivadas ¢5 0 1[)};

oe*
ot

O (G* =™V ™) =V (" + £Y) + %L (w — 8{) (4.84)

at

= Los coeficientes de las demas combinaciones posibles de derivadas 2% 0 ¢E no

aportan informacion, es decir, son ecuaciones triviales del tipo 0 = 0.

Ahora derivamos la ecuacién (4.81) con respecto a ¢ y la ecuacién (4.80) respecto
a Y* y aplicamos el teorema de Clairaut para igualar las derivadas que obtengamos.

De esto se tiene que

on" _ —ih o (85 85*) (4.85)

ot 2m oy O
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Por otro lado podemos hacer lo mismo para las ecuaciones (4.82) y (4.83) donde,

aplicando el teorema de Clairaut obtenemos:

0 (0G\ 0 [9G°
@(a@b*) ooy (W)

LN N E SN Sy
g0 "o T 50 = ~\ap Ta T
_ % o o O
0= utap ToT %
o 0¢ | 0¢ ;
= 0= XX (1.56)

Las ecuaciones (4.85) y (4.86) involucran al mismo generador n*, por lo que
podemos aplicar una vez mas el teorema de Clairaut si derivamos (4.85) respecto a

2¥ y simultdneamente derivamos (4.86) respecto a t e igualamos las derivadas mixtas.

ih (06 0\ 0 (0 o
m? (% - aw) ~at (% N aw*) | (457

Para la ecuacion (4.79) analizamos el primer elemento de la diagonal, con el cual

De esto se obtiene:

vemos que

o o
oy " v
oc  oe o

X ot — 2 1

+ 0" = 2817]1

Si aqui usamos la ecuacién (4.86), se ve inmediatamente que

on°
—— =201
ot 17
Para un solo elemento de la diagonal. Si sumamos todos los elementos de la diagonal

en las matrices de (4.79), se tiene que
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A on°
= —3=L 4.
on' = 3%, (4.88)

y si nos fijamos en elementos fuera de la diagonal tenemos que (con I # k)
ot +om' =0 (4.89)

Se dejard indicado el sistema de ecuaciones para los generadores n®, £ y £x debido

a las complejidades surgidas al intentar resolverlo:

i on°
81-77 = _38_71
0 = 8177’“ + &ml (490)
Mo (B sey b (2, )
om - \oY o ot \ oy " o

o * a _ * * ih 65*— *%
0o (G =™ pV*) = V(&Y +f¢)+§<¢at ¥ at>'



Capitulo 5
Conclusiones

En la literatura actual el tema de la teoria clasica de campos y el de las simetrias
variacionales estd escrito ya sea en una manera no formal o de un modo muy ajeno
al lenguaje que se maneja en la fisica, por lo que en este trabajo se intenté hacer un
breve compendio de resultados importantes que involucran al teorema de Noether y

las simetrias que se pueden derivar del mismo.

Una de las aplicaciones del teorema de Noether es cuando se toma en cuenta una
transformacion de traslacién de las coordenadas del espacio-tiempo, con la cual se
conserva una cantidad conocida como el tensor de energia-momento candnico, el cual
no es simétrico, sin embargo este tensor es la corriente de Noether proveniente del
teorema de Noether y, por lo tanto, es un tensor fundamental. El tensor de energia-
momento simetrizado es una modificacién del tensor de energia-momento candnico,
el cual ofrece ventajas al enunciar una ley de conservacion del momento angular mas
sencilla pero no por ello mas fundamental. En muchos libros que tratan este tema se
dice erréneamente que es necesario que el tensor de energia-momento sea simétrico
para enunciar una ley de conservacion del momento angular, sin embargo en este
trabajo se demuestra que simetrizarlo no es crucial para obtener cantidades que se
conserven bajo transformaciones de la forma (3.29).

En el capitulo 4 se aplic6 un método con el cual se hallaron las simetrias varia-
cionales para el caso de una varilla elastica infinitamente larga en donde se estudia
la ecuacién de onda para la misma y, por separado se estudié el caso de la ecuacién

de Laplace pero al verificar el tipo de simetrias que presentaban se pudo notar que

63



Capitulo 5. Conclusiones 64

obedecian el mismo tipo de transformaciones que dejaban invariante a su respectivo
lagrangiano, apuntando a que, bajo un cambio de variable adecuado para la ecuacién
de Laplace en 2 dimensiones se podria obtener esencialmente el mismo lagrangiano
cuyas ecuaciones de Euler-Lagrange producen la ecuacién de onda en una dimensién
lo cual se demuestra al final de la seccion 4.2.1.

Un punto importante a resaltar es el abrupto contraste que existe entre las si-
metrias que hay en la ecuacion de Laplace para dos dimensiones, cuyos generadores
solamente tienen que ser las partes real e imaginaria de una funcion analitica para
producir una simetria, generando un nimero infinito de tipos de simetrias, mientras
que si se incluye una tercera dimensién se colapsan este infinito nimero de opciones
a transformaciones de 4 tipos: traslaciones, dilataciones, rotaciones y “corrimientos”
de los valores del campo.

Por 1ltimo se deja indicado un problema para resolver las ecuaciones diferenciales
que aparecen al tratar de hallar las simetrias variacionales del lagrangiano cuya ecua-
cion de Euler-Lagrange produce la ecuacién de Shrodinger, principalmente debido a

las complicaciones que surgen al intentar resolverlo, al menos de forma analitica.
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