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asesorada por
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Resumen

Con el uso de la Mecánica Estad́ıstica se describe el comportamiento de gases no ideales en los
que se considera la interacción entre las part́ıculas que forman al gas. Usando teoŕıa de fluctuaciones
se llega a la ecuación Ornstein-Zernike, la cual nos permite estudiar a los fluidos densos mediante
un lenguaje de funciones de correlación. Cuando se considera que la interacción intermolecular
tiene la forma de un potencial de tipo Yukawa y mediante la aproximación esférica media (MSA)
es posible resolver la ecuación OZ, en particular Ginoza resolvió esa ecuación y encontró que la
termodinámica del sistema queda en términos de un solo parámetro, el cual llamó Γ. En esta
tesis se resuelve la ecuación para el parámetro de escalamiento Γ, mediante un método exacto y
se encuentra la termodinámica en términos de este parámetro. Después se hace una comparación
con los resultados ya existentes. Por último se hace una revisión de soluciones electroĺıticas y
se usan los resultados obtenidos tanto para el cálculo de la termodinámica como de los valores
de las propiedades termodinámicas para diferentes sistemas, tomando en los parámetros valores
que aparecen en la literatura, a fin de poder comparar nuestros resultados con los ya existentes.
Estudiamos una solución electroĺıtica mediante la representación del potencial de interacción como
un potencial tipo Yukawa electroneutro. Este sistema es estudiado solo en el caso de iones simétricos
en medio de constante dieléctrica conocida, pero los cambios a dicha constante cuando se forma el
electrólito van incluidos en el factor exponencial de potencial tipo Yukawa. Obviamente ese factor
incluye los efectos de la interacción ión-dipolo.
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Introducción

En esta tesis se desea encontrar la termodinámica de fluidos no ideales, como pueden ser los
gases nobles o una solución ionizada, para encontrarla se deben proponer modelos de potenciales
que describan el comportamiento de estos fluidos, con estos modelos se pueden escribir ecuaciones
que al resolverlas nos den de manera sencilla una forma de escribir la termodinámica.
En el caṕıtulo 1 se hace una revisión de los conceptos básicos de la teoŕıa de distribución, hasta
llegar a la ecuación OZ que es una ecuación que describe el comportamiento de gases no ideales.
En el caṕıtulo 2 se estudia el método de factorización Baxter, un método especial para resolver
esta ecuación. Se revisan los resultados obtenidos por Ginoza para el caso especial de un gas de
esferas duras tipo Yukawa y se toma los resultados obtenidos para el caso más simple de un solo
término de Yukawa, en el cual resulta que toda la termodinámica del sistema queda en términos
de un parámetro de escalamiento llamado Γ. En el caṕıtulo 3 se hace una revisión de los resultados
ya existentes que se obtuvieron por distintos métodos al resolver la ecuación cuártica de Γ . En el
caṕıtulo 4 se propone un método para resolver la ecuación del parámetro de escalamiento Γ, una
vez resuelta se hace una comparación de este resultado con los obtenidos mediante métodos vistos
en el caṕıtulo anterior, éste es el caṕıtulo principal de la tesis, pues se presentan los resultados
obtenidos en esta tesis y se comparan con los existentes, para determinar cual es el mejor método y
las ventajas de realizar un método exacto para resolver la ecuación cuártica, que es el propuesto en
esta tesis. Finalmente se utilizan los resultados obtenidos para un sistema de part́ıculas cargadas
pero neutro en su totalidad, que es el caso de los eletrólitos.
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Caṕıtulo 1

Elementos básicos de mecánica
estad́ıstica para fluidos clásicos

La mecánica estad́ıstica se encarga de estudiar sistemas de muchas part́ıculas desde un punto
de vista microscópico. A partir de la mecánica estad́ıstica se pueden determinar las propiedades
termodinámicas de la materia, que en termodinámica se obtienen de la observación y de los
experimentos, sin tomar en cuenta el origen microscópico de ésta. La mecánica estad́ıstica nos
proporciona un puente matemático entre el comportamiento observable macroscópico de objetos
materiales grandes tal como un volumen de un gas, un ĺıquido o las propiedades normales de un
sólido, y el comportamiento dinámico de las pequeñas moléculas invisibles que constituyen estos
objetos.
En la f́ısica estad́ıstica clásica el comportamiento de las moléculas se asume que ocurre de acuerdo
a las leyes de la mecánica de Newton, la conexión con las cantidades observables macroscópicas
se hace mediante un promedio estad́ıstico de las posiciones y los momentos de cada una de las
part́ıculas que forman el sistema [1]. Partiendo de esta idea, en esta tesis se hará uso de la
mecánica estad́ıstica para fluidos clásicos, utilizaremos la teoŕıa de funciones de distribución que
es una teoŕıa útil para obtener la ecuación de estado de gases densos. Se usará un modelo de
potencial de esfera dura más una cola tipo Yukawa para representar la interacción molecular
efectiva.
El estado ĺıquido de la materia se consideraba como el estado intermedio entre el estado sólido y
el gaseoso. Para discutir las propiedades de cualquier sustancia, un punto de inicio es observar la
relación entre la presión P , la densidad ρ y la temperatura T en diferentes fases, por medio de
una ecuación de estado f(P, ρ, T ) = 0.
El diagrama de fases t́ıpico ρ−T de un sistema simple y de un componente, se muestra en la figura
(1.1) . La región de existencia de la fase ĺıquida está limitada en la parte superior por el punto cŕıti-
co c y abajo por el punto triple (t). Por arriba del punto cŕıtico hay una única fase fluida, aśı que
existe un camino continuo de ĺıquido a vapor, ésto no se cumple en la transición de ĺıquido a sóli-
do, porque la ĺınea de coexistencia sólido-fluido, o curva de fusión, no termina en el punto cŕıtico [2].

A temperaturas altas y densidades bajas la relación entre la presión (P ) y la densidad ρ
es lineal. La ecuación de estado para un gas ideal está dada como

P = ρkBT (1.0.1)

donde kB es la constante de Boltzmann, T es la temperatura absoluta en grados Kelvin (K) y ρ es

la densidad de número, definida como (ρ =
N

V
). La constante de Boltzmann es igual a la constante

de los gases ideales (R = 8,31J/mol · K) entre el número de Avogadro (NA = 6,023 · 1023). La
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CAPÍTULO 1. ELEMENTOS BÁSICOS DE MECÁNICA ESTADÍSTICA PARA
FLUIDOS CLÁSICOS

1.1. ECUACIÓN DE VAN DER WAALS

Figura 1.1: Diagrama de fase,J. P. Hansen and I. R. McDonald The Theory of Simple Liquids,
Edit. Academic pres, London (1986), p. 2

constante de Boltzmann es

kB =
R

NA
=

8,31J/mol ·K
6,023 · 1023

= 1,38 · 10−23J/K (1.0.2)

Todos los fluidos se comportan como fluidos ideales a altas temperaturas y bajas densidades, bajo
estas circunstancias las part́ıculas de un gas están separadas por grandes distancias y se puede
considerar que se mueven independientemente unas de las otras, es decir, prácticamente no hay
interacción entre las part́ıculas que conforman el gas.

1.1. Ecuación de van der Waals

El estudio mecánico estad́ıstico de gases no ideales y ĺıquidos es un área de la f́ısica más reciente,
propiamente se inicia en 1873 con la presentación y defensa de la tesis de doctorado de van der
Waals (vdW), la ecuación de vdW es la siguiente [1],[19] .

(P + a
n2

V 2
)(V − nb) = nRT (1.1.1)

Donde, a diferencia de la ecuación de estado para un gas ideal, se consideran las fuerzas de choque
entre las part́ıculas que al final producen una presión interna, dentro del factor a, que es una
constante de proporcionalidad. También se considera el volumen propio de las part́ıculas que forman
el gas. Esto implicó introducir el concepto de fuerzas intermoleculares. Las constantes a y b son
caracteŕısticos de cada sustancia.
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CAPÍTULO 1. ELEMENTOS BÁSICOS DE MECÁNICA ESTADÍSTICA PARA
FLUIDOS CLÁSICOS

1.2. ECUACIÓN DEL VIRIAL

1.2. Ecuación del virial

La ecuación del virial expresa las desviaciones de la ecuación de gas ideal debido a las interac-
ciones entre las moléculas, como una serie infinita de potencias en ρ [2, 1] :

P

kT
= ρ+B2(T )ρ

2 +B3(T )ρ
3 + ... (1.2.1)

Donde B2(T ), B3(T ), ... son llamados segundo, tercer,... coeficientes del virial respectivamente y
solo dependen de la temperatura del gas en consideración, pero son independientes de la presión
y la densidad. Esta ecuación fue propuesta por Thiesen y desarrollada por Kamerlingh-Onnes. El
segundo coeficiente del virial es dado en términos del potencial intermolecular como [1] :

B2(T ) = −2π

∫ ∞

0

[
e−βu(r) − 1

]
r2dr (1.2.2)

donde β = 1/kBT , u(r) es el potencial de interacción molécula-molécula y r es la distancia entre
los pares de moléculas [1] .

1.3. Potenciales de interacción

Al caracterizar un gas, se necesita representar la interacción entre las moléculas que forman al
gas. Realizar alguna medición exacta de estas interacciones seŕıa imposible, es por eso que se intro-
ducen los potenciales de interacción, que son aproximaciones que representan estas interacciones.
El potencial de interacción molécula-molécula es un potencial efectivo y requiere que se propongan
modelos.
Lo más importante de los potenciales entre moléculas es la fuerte repulsión que aparece a corto
rango y es originada por la superposición de las capas electrónicas exteriores. Las fuerzas atractivas,
vaŕıan muy poco con la distancia entre las part́ıculas y tienen menor importancia en la estructu-
ra de un ĺıquido, pero proveen una uniformidad y brindan la enerǵıa de cohesión necesaria para
mantener el ĺıquido estable. La separación de los efectos de la fuerza en una parte repulsiva y una
atractiva es un concepto establecido desde tiempo atrás, apareció principalmente en la ecuación de
van der Waals, que después se volvió la base de la teoŕıa de perturbaciones para el estado ĺıquido
[2] .

A continuación se mencionarán algunos modelos de potencial:

Potencial de esfera dura
Este potencial (figura 1.2) no tiene parte atractiva, simula una barrera repulsiva infinita. Es el
potencial más simple y se han calculado hasta siete coeficientes del virial para este potencial,
esto fue hecho por Ree y Hoover (1964) usando estos coeficientes del virial encontraron
ecuaciones de estado y compararon lo obtenido con datos experimentales [1] . Tiene la forma:

uHS(r) =

{
∞ si r < σ
0 si r > σ

(1.3.1)

Este es el potencial que se usa para tratar de representar la interacción repulsiva que explica
el no colapso de la materia. Un sistema de part́ıculas con este potencial se le llama fluido de
esferas duras.

El segundo coeficiente del virial para un gas de esferas duras es

B2(T ) = −1

2

∫ σ

0

(−)4πr2dr =
2πσ3

3
(1.3.2)
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CAPÍTULO 1. ELEMENTOS BÁSICOS DE MECÁNICA ESTADÍSTICA PARA
FLUIDOS CLÁSICOS

1.3. POTENCIALES DE INTERACCIÓN

Figura 1.2: Potencial esfera dura

Potencial de pozo cuadrado
Es una extensión del potencial de esfera dura que incluye una parte atractiva, es simple de
manejar, se muestra en la figura 1.3

uSW (r) =

 ∞ si r < σ
−ε σ < r < λσ
0 si r > λσ

(1.3.3)

λ es el tamaño del pozo, ε es la profundidad del pozo.
El segundo coeficiente de virial para un gas cuya interacción es de un pozo cuadrado es:

Figura 1.3: Potencial de pozo cuadrado

B2(T ) = b0{1− (λ3 − 1)(eβε − 1)} (1.3.4)

Donde b0 es el segundo coeficiente de virial para esfera dura, es decir, b0 =
2πσ3

3
, conforme

λ→ 0 o ε→ 0 la ecuación (1.3.4) se reduce al resultado del gas de esferas duras.

Potencial Lennard-Jones
Este potencial es el más usado porque es el que representa cualitativamente el comporta-
miento de los fluidos reales, en particular este potencial representa bien a los gases nobles
y generalmente aparece como un término más al representar las interacciones entre otras
moléculas [4], su representación gráfica se muestra en la figura 1.4:

uLJ(r) = 4ε

{(σ
r

)12
−
(σ
r

)6}
(1.3.5)
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CAPÍTULO 1. ELEMENTOS BÁSICOS DE MECÁNICA ESTADÍSTICA PARA
FLUIDOS CLÁSICOS

1.4. LA FUNCIÓN DE PARTICIÓN

El segundo coeficiente de virial para este potencial es

Figura 1.4: Potencial Lennard Jones

B2(T ) = −1

2

∫ ∞

0

[
exp

{
− 4ε

kT

[(σ
r

)12
−
(σ
r

)6]}
− 1

]
4πr2dr (1.3.6)

Potencia esfera dura más una cola de Yukawa
Este potencial tiene la parte repulsiva de la esfera dura, e incluye una parte atractiva a la que
se le llama término de Yukawa, en la figura 1.5 se puede notar la diferencia con el potencial
de esfera dura.

uHSY (r) =

 ∞ si r < σ
Ae−zr/σ

r
si r > σ

(1.3.7)

Figura 1.5: Potencial de esfera dura más una cola tipo Yukawa

1.4. La función de partición

Al considerar un sistema real, se debe considerar la interacción de N part́ıculas, donde N es
del orden de ∼ 1023, éste se vuelve un problema cuántico complicado. Uno de los principios fun-
damentales en la mecánica cuántica es que se obtiene el comportamiento clásico en el ĺımite de
grandes números cuánticos.
El procedimiento que se usa entonces para considerar un gas no ideal es resolver un caso cuántico
particular y usar este resultado en la función de partición molecular, después usar la aproximación
de temperaturas altas y encontrar un ĺımite de temperatura satisfactorio. Se inicia con una solu-
ción de mecánica cuántica y al último se toma el ĺımite clásico, en tal caso es natural buscar un
procedimiento usando mecánica clásica.
Se considera la función de partición molecular cuántica

q =
∑
j

e−βεj (1.4.1)
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CAPÍTULO 1. ELEMENTOS BÁSICOS DE MECÁNICA ESTADÍSTICA PARA
FLUIDOS CLÁSICOS

1.4. LA FUNCIÓN DE PARTICIÓN

donde εj representa la enerǵıa y la suma es sobre todos los posibles estados cuánticos de la part́ıcula.
En Mecánica Clásica E es una función continua de todos los momentos pj y las coordenadas qj ,
la suma se convierte en una integral sobre todos los estados clásicos posibles del sistema. ε en
mecánica clásica es el Hamiltoniano H(p, q), la función de partición por part́ıcula puede escribirse
entonces

qclas ∼
∫
...

∫
e−βH(pi,qi)δpiδqi (1.4.2)

Donde i = 1, 2, ..., s.
Aunque esta qclas es sólo una conjetura, se seguirá con esta idea. Se considera un gas ideal mono-
atómico, se tiene que

qtrans(V, T ) =

(
2πmkT

h2

)3/2

V (1.4.3)

El Hamiltoniano de un átomo de gas ideal monoatómico es su enerǵıa cinética

H =
1

2m
(p2x + p2y + p2z) (1.4.4)

de acuerdo con esto

qclas ∼
∫
...

∫
exp

{
−
p2x + p2y + p2z

2m

}
δpxδpyδpzδxδyδz (1.4.5)

entonces se tiene

qclas ∼ V

{∫ ∞

−∞
e−βp2/2mδp

}3

= (2πmkT )3/2V (1.4.6)

Al relacionar lo obtenido en mecánica clásica, con lo obtenido en la función qtrans de mecánica
cuántica, hay un factor h3 que no aparece en la mecánica clásica. La función de partición no tiene
dimensiones, h tiene dimensiones de momento por longitud, entonces se debe asumir que

q =
∑
j

e−βεj → 1

h3

∫
...

∫
e−βHΠs

j=1δpjδqj (1.4.7)

Ahora para sistemas de N moléculas, de mecánica cuántica sabemos que

Q =
qN

N !
(1.4.8)

que llevaŕıa a que

Q ∝ 1

N !
ΠN

j=1

{
1

hs

∫
...

∫
e−βHjΠs

j=1δpjiδji

}
(1.4.9)

Donde Hj es el Hamiltoniano de la molécula j-ésima.
Si renombramos p11, p12, ..., p1s como p1, p2, ..., ps, también p21, p22, ..., p2s como ps+1, ps+2, ..., ps+s

la ecuación (1.4.8) se escribe como:

Q =
1

N !hsN

∫
...

∫
e−β

∑
j HjΠsN

i=1δpiδqi (1.4.10)

=
1

N !hsN

∫
...

∫
e−βHΠsN

i=1δpiδqi (1.4.11)
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CAPÍTULO 1. ELEMENTOS BÁSICOS DE MECÁNICA ESTADÍSTICA PARA
FLUIDOS CLÁSICOS

1.5. FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN RADIAL

Donde H es el Hamiltoniano del sistema de N moléculas, esta forma sugiere el ĺımite clásico de Q
para sistemas de N part́ıculas que interactúan, de la siguiente forma:

Q =
1

N !hsN

∫
...

∫
e−βH(p,q)δpδq (1.4.12)

La notación (p, q) representa el conjunto de p
′s
j y q

′s
j que describen todo el sistema y δp, δq representa

ΠsN
j=1δpjδqj se asume que el ĺımite clásico de Q(N,V, T ) está dado por

Q =
∑
j

e−βEj → 1

N !hsN

∫
...

∫
e−βH(p,q)δpδq. (1.4.13)

Donde s es el número de grados de libertad de cada molécula.
Por ejemplo, para un gas monoatómico,

H(p, q) =
1

2m

N∑
j=1

(
p2xj + p2yj + p2zj

)
+ u(x11, ..., z11...xN , yN , ..., zN ) (1.4.14)

Si se sustituye en Q se obtiene

Qclas =
1

N !

(
2πmkT

h2

)3N/2

ZN (1.4.15)

donde ZN es

ZN =

∫
V

e−u(x1,...,zN )/kT δx1, ..., δzN (1.4.16)

es la integral de configuración clásica El problema con esta integral es que se requieren 3 coordena-
das para describir la posición de 1 part́ıcula, si tenemos N part́ıculas se requerirán 3N coordenadas
y por lo tanto 3N integrales, luego N ∼ 1023, aśı que seŕıa imposible realizar tal número de inte-
grales.
Las fuerzas intermoleculares dependen de la distancia relativa entre las moléculas. Si podemos
ignorar la interacción entre las part́ıculas, tendŕıamos que ZN = V N y entonces la función de
partición queda como:

Q =
qN

N !
(1.4.17)

con

q(V, T ) =

(
2πmkT

h2

)3/2

V (1.4.18)

El punto clave es que q es de la forma f(T )V que deja directamente la ecuación de estado de gas
ideal. Aśı tenemos que

Q(N,V, T ) =
[q(V, T )]

N

N !
(1.4.19)

1.5. Función de distribución radial

Aunque la expansión del virial se puede usar para describir la interacción entre las moléculas,
tiene un radio de convergencia mas allá del cual las series ya no representan la presión, pues es muy
dif́ıcil encontrar más allá del segundo coeficiente del virial. La expansión del virial no es fácilmente
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CAPÍTULO 1. ELEMENTOS BÁSICOS DE MECÁNICA ESTADÍSTICA PARA
FLUIDOS CLÁSICOS

1.5. FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN RADIAL

aplicable para ĺıquidos, pues son muy densos y se debe considerar la interacción entre todas las
moléculas, no solamente a pares, por eso se introdujeron nuevas técnicas.
Para llegar a la función de distribución radial, se partirá de considerar N part́ıculas en un volumen
V con cierta temperatura T . Se desea conocer la probabilidad de que una molécula 1, se encuentre
localizada en un diferencial de volumen d⃗r1 que está en la posición r⃗1, la molécula 2 en un diferencial
de volumen d⃗r2 en r⃗2 ...hasta llegar a la molécula N . Esta probabilidad está dada por [2, 1]

P (N)(r⃗1, ..., r⃗N ) =
e−βUN d⃗r1... ⃗drN

ZN
(1.5.1)

donde ZN es la integral de configuración. La probabilidad de que la molécula 1 esté en el diferencial
de volumen d⃗r1, en r⃗1, la molécula n esté en el diferencial de volumen d⃗rn, en r⃗n, independien-
temente de la configuración de las N − n moléculas restantes, se obtiene integrando sobre las
moléculas n+ 1 hasta N , es

P (n)(r⃗1, ..., r⃗n) =

∫
...
∫
e−βUNdr⃗n+1...dr⃗N

ZN
(1.5.2)

Ahora la probabilidad de que cualquier molécula esté en d⃗r1 en r⃗1 y de que cualquier molécula
esté en d⃗rn en r⃗n, independientemente de la configuración del resto de las moléculas es

ρ(N)(r⃗1, ..., r⃗N ) =
N !

(N − n)!
P (n)(r⃗1, ..., r⃗n) (1.5.3)

Ésto es porque tenemos N posibilidades para la primera molécula, N − 1 para la segunda etc.
La función de distribución más sencilla es ρ(1)(r⃗). La cantidad ρ(1)(r⃗1)dr⃗1 es la probabilidad de
que una molécula esté en dr⃗1, para un cristal ésta es una función periódica. Para un fluido tenemos

1

V

∫
ρ(1)(r⃗1)dr⃗1 = ρ(1) =

N

V
(1.5.4)

Se define ahora la función de correlación g(n)(r⃗1, ..., ...r⃗n) como

ρ(n)(r⃗1...r⃗n) = ρng(n)(r⃗1...r⃗n) (1.5.5)

g(n) es una función de correlación debido a que si las moléculas fueran independientes entre śı,
ρ(n) seŕıa ρn, el factor g(n) corrige la independencia, es decir, indica la relación que existe entre las
moléculas debido a su interacción. Esta g nos da una densidad local alrededor de una molécula. La
función de correlación multiplica la densidad de todo el sistema para obtener una densidad local,
la función g(r⃗) es llamada función de distribución radial. Es importante por dos razones [1] :

Si asumimos que la enerǵıa potencial total del sistema de N part́ıculas es aditiva a pares,
escribimos

UN (r⃗1, ..., r⃗N ) =
∑
i<j

u(rij) (1.5.6)

donde la suma va sobre todos los pares de moléculas, todas las funciones termodinámicas del
sistema pueden escribirse en términos de g(r⃗)

La función de distribución radial puede determinarse mediante difracción de rayos X para
distintos materiales [2].
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CAPÍTULO 1. ELEMENTOS BÁSICOS DE MECÁNICA ESTADÍSTICA PARA
FLUIDOS CLÁSICOS

1.6. RELACIÓN DE LAS FUNCIONES TERMODINÁMICAS CON G(R)

1.6. Relación de las funciones termodinámicas con g(r)

Se deriva una ecuación para E en términos de g(r⃗). Usando la ecuación

QN =
ZN

N !Λ3N
(1.6.1)

se puede escribir

E =
3

2
NkT + kT 2

(
∂lnZN

∂T

)
N,V

(1.6.2)

=
3

2
NkT + U

donde

U =

∫
...
∫
Ue−βUdr⃗1...dr⃗n

ZN
(1.6.3)

el primer término en la ecuación (1.6.2) es el promedio de la enerǵıa cinética y el segundo término
es el promedio de la enerǵıa potencial. Si se asume la adición a pares ecuación (1.5.6), U es la suma
de los N(N − 1)/2 términos, los cuales dan todos el mismo resultado al realizar la integral con
respecto a r⃗1 y hasta r⃗N . Usando u(r12) como el potencial t́ıpico para estos N(N − 1)/2 términos
en U , tenemos

U =
N(N − 1)

2ZN

∫
...

∫
e−βUu(r12)dr⃗1...dr⃗N (1.6.4)

=
N(N − 1)

2

∫ ∫
u(r12)

{∫
...
∫
e−βUdr⃗3...dr⃗N
ZN

}
dr⃗1dr⃗2 (1.6.5)

=
1

2

∫ ∫
u(r12)ρ

(2)(r⃗1, r⃗2)dr⃗1dr⃗2

=
N2

2V

∫ ∞

0

u(r)g(r)4πr2dr

La enerǵıa interna total E entonces es

E

NkT
=

3

2
+

ρ

2kT

∫ ∞

0

u(r)g(r, ρ, T )4πr2dr (1.6.6)

Hemos escrito g(r, ρ, T ) expĺıcitamente como función de ρ y de T aśı como de r para enfatizar que
depende de estas variables.
Ahora se considerará la presión. Para un volumen grande la presión es independiente de la forma
del recipiente que contiene al gas, por conveniencia, asumimos que el contenedor es un cubo. La
presión p está dada por

p = kT

(
∂lnQ

∂V

)
N,T

= kT

(
∂lnZN

∂V

)
N,T

(1.6.7)

Donde

ZN =

∫ V 1/3

0

...

∫
e−βUdx1dy1dz1...dxNdyNdzN (1.6.8)

Antes de diferenciar ZN con respecto a V , se cambian las variables de integración de tal forma que
los ĺımites de la integral queden constantes y U sea una función expĺıcita de V . Sean las variables
x′1, y

′
1, etc. donde xK = V 1/3x′K Entonces

ZN = V N

∫ 1

0

...

∫ 1

0

e−βUdx′1...dz
′
N (1.6.9)
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CAPÍTULO 1. ELEMENTOS BÁSICOS DE MECÁNICA ESTADÍSTICA PARA
FLUIDOS CLÁSICOS

1.7. LA FUNCIÓN DE CORRELACIÓN DIRECTA

U =
∑

1≤i<j≤N

u(rij) (1.6.10)

y

rij =
[
(xi − xj)

2 + (yi − yj)
2 + (zi − zj)

2
]1/2

(1.6.11)

= V 1/3
[
(x′i − x′j)

2 + (y′i − y′j)
2 + (z′i − z′j)

2
]1/2

(1.6.12)

Por lo tanto(
∂ZN

∂V

)
N,T

= NV N−1

∫ 1

0

...

∫ 1

0

e−βUdx′1...dz
′
N

− V N

kT

∫ 1

0

...

∫ 1

0

e−βU

(
∂U

∂V

)
dx′1...dz

′
N (1.6.13)

donde (
∂U

∂V

)
=

∑
1≤i<j≤N

du(rij)

drij

drij
dV

=
∑

1≤i<j≤N

rij
3V

du(rij)

drij
(1.6.14)

Ahora que la derivada con respecto a V ha quedado fuera, se trasforma a las variables originales
x1, ..., xN . Nótese que si se integra sobre la sumatoria, N(N − 1)/2 da resultados idénticos [1].
Finalmente se obtiene(

∂lnZN

∂V

)
N,T

=
N

V
− 1

6V kT

∫ ∫
V

r12
du(r12)

dr12
ρ(2)(r⃗1, r⃗2)dr⃗1dr⃗2 (1.6.15)

Sustituimos la ecuación (1.6.15) en la ecuación (1.6.7) y se obtiene

p

kT
= ρ− ρ2

6kT

∫ ∞

0

ru′(r)g(r)4πr2dr (1.6.16)

Que es la llamada ecuación de la presión, ella está completamente relacionada con la función de
distribución radial.

1.7. La función de correlación directa

Se requiere generalizar las funciones de distribución para sistemas abiertos, se puede establecer

ρ
(n)
N (r⃗1, ..., r⃗n). La probabilidad de observar n moléculas en dr⃗1, ..., dr⃗n en r⃗1, ..., r⃗n independiente-

mente de N es

ρ(n) =
∑
N≥n

ρ
(n)
N PN (1.7.1)

donde PN es la probabilidad de que el sistema abierto contenga N moléculas, ella está definida
como [1]

PN =
eβNµQ(N,V, T )

Ξ(µ, V, T )
=
zNZN

N !Ξ
(1.7.2)

Si sustituimos las ecuaciones (1.5.2) y (1.5.3) en la ecuación (1.7.1) nos queda

ρ(n)(r⃗1, ..., r⃗n) =
1

Ξ

{
zne−βUn +

∞∑
N=n+1

zN

(N − n)!

∫
...

∫
e−βUNdr⃗n+1...dr⃗N

}
(1.7.3)
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CAPÍTULO 1. ELEMENTOS BÁSICOS DE MECÁNICA ESTADÍSTICA PARA
FLUIDOS CLÁSICOS

1.8. ECUACIÓN DE ORNSTEIN-ZERNIKE (OZ)

Donde Uj denota el potencial intermolecular total del sistema de j part́ıculas. Nótese que∫
...

∫
ρ(n)(1, ..., n)dr⃗1...dr⃗n = (1.7.4)

1

Ξ

∑
N≥n

zNZN

(N − n)!
= (1.7.5)

∑
N≥n

PN
N !

(N − n)!
= (1.7.6)

⟨
N !

(N − n)!

⟩
(1.7.7)

si tomamos el caso n = 2 tenemos∫ ∫
ρ(2)(1, 2)dr⃗1dr⃗2 =

⟨
N !

(N − 2)!

⟩
= ⟨N(N − 1)⟩ = N̄2 − N̄2 (1.7.8)

de donde ∫ ∫
ρ(1)(r⃗1)ρ

(1)(r⃗2)dr⃗1dr⃗2 = (N̄)2 (1.7.9)

Restando la ecuación (1.7.9) de (1.7.8) nos queda

1

ρV

∫ ∫
V

[
ρ(2)(r⃗1, r⃗2)− ρ(1)(r⃗1)ρ

(1)(r⃗2)
]
dr⃗1dr⃗N =

N̄2 − N̄2

N̄
− 1 = ρkTκ− 1 (1.7.10)

Donde κ es la compresibilidad isotérmica. Para un fluido la ecuación (1.7.10) queda [1]

kT

(
∂ρ

∂p

)
= 1 + ρ

∫
[g(r)− 1] dr⃗ (1.7.11)

1.8. Ecuación de Ornstein-Zernike (OZ)

Ahora se introduce una función de correlación total h(r12) tal que [1]

h(r12) = g(r12)− 1 (1.8.1)

Ornstein y Zernike (1914) propusieron una división de h(r12) en dos partes, una parte directa y
una indirecta [1]. La parte directa está dada por una función c(r12) llamada función de correlación
directa. La parte indirecta es la parte debido a la influencia directa de la molécula 1 en la molécula
3, la cual a su vez ejerce influencia en 2, directa o indirectamente a través de otras part́ıculas.
Este efecto es ponderado por la densidad y promediado sobre todas las posiciones de las moléculas
vistas como la molécula 3.
Podemos escribir la función de correlación total como [1]

h(r12) = c(r12) + ρ

∫
c(r12)h(r23)dr⃗3 (1.8.2)

Esta ecuación es la llamada ecuación de Ornstein-Zernike (OZ) y es considerada la ecuación que
define la función de correlación directa. La función de correlación directa no es tan intuitiva como
g(r) pero tiene una estructura más simple.

La OZ tiene la propiedad de que si multiplicamos ambos lados por eik⃗·(r⃗2−r⃗1) y se integra con
respecto a dr⃗1 y dr⃗2 se obtiene [1]∫

h(r12)e
ik⃗.r⃗12dr⃗1dr⃗2 =

∫
c(r12)e

ik⃗·r⃗12dr⃗1dr⃗2

+ρ

∫ ∫ ∫
c(r13)e

ik⃗.r⃗2−r⃗1h(r23)dr⃗1dr⃗2dr⃗3 (1.8.3)
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FLUIDOS CLÁSICOS

1.9. RELACIONES DE CERRADURA

Si ahora denotamos la transformada de Fourier de h(r) y c(r) por ĥ(k) y ĉ(k) tenemos que

ĥ(k) = ĉ(k) + ρĥ(k)ĉ(k) (1.8.4)

1.9. Relaciones de cerradura

Ahora se necesita resolver la ecuación de Ornstein-Zernike, se puede observar que en la ecuación
OZ, tenemos las incógnitas h(r12) y c(r12), entonces falta otra ecuación para poder determinar
estas funciones desconocidas. Se establece una nueva relación llamada relación de cerradura, es
una aproximación dada para c(r12).
Entre las relaciones de cerradura se encuentra la aproximación Hypernetted chain (HNC), donde
la ecuación es [2]

c(r) = h(r)− ln[h(r) + 1]− βv(r) (1.9.1)

Otra relación de cerradura es la ecuación de Percus-Yevick (PY)

c(r) ≈
(
1− eβv(r)

)
g(r) (1.9.2)

La ecuación Percus-Yevick es más útil cuando el potencial es fuertemente repulsivo y de corto
alcance.
También está la Aproximación Esférica Media (MSA) [2]. Existe una variedad de modelos de fluidos
en la teoŕıa de ĺıquidos para los cuales el potencial par consiste en una interacción de esferas duras
más una cola. La cola normalmente es atractiva, pero no necesariamente tiene simetŕıa esférica.
Estos sistemas han sido estudiados con la aproximación esférica media (MSA) [2] .
La forma general del potencial con simetŕıa esférica es

υ(r) = ∞ para r < σ (1.9.3)

= ν1(r) para r > σ (1.9.4)

donde σ es el diámetro de esfera dura. La MSA está definida en términos de la función de distri-
bución y de la función de correlación directa por

g(r) = 0 para r < σ (1.9.5)

c(r) = −βυ1(r) para r > σ (1.9.6)

La MSA da mejores descripciones de las propiedades de un fluido con potencial pozo cuadrado,
que las descripciones dadas por la aproximación HNC o PY. La caracteŕıstica más atractiva de
MSA es que su ecuación integral puede resolverse anaĺıticamente para un número de modelos de
potencial de interés f́ısico como los sistemas iónicos, incluyendo los fluidos tipo Yukawa, el cual
puede modelar diferentes sistemas dependiendo del alcance de potencial dado por z [2] .
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Caṕıtulo 2

Método de factorización de Baxter

La ecuación OZ es una expresión que requiere ser resuelta para obtener las funciones de corre-
lación (h) y (c) en todo el dominio de r, pero eso requiere un método especial de trabajo, debido
a que en muchos problemas al obtener la solución de las integrales en diferentes aproximaciones,
la función de correlación directa c(r) se hace cero (en el caso de PY o MSA para un potencial
de rango finito) o se puede aproximar a cero (en el caso HNC, por ejemplo) para r mayor que
algún parámetro R. Uno de los tratamientos usados para resolver la OZ fue dado por Baxter, él
buscó soluciones a la ecuación OZ para fluidos desordenados basándose en asumir que c(r) es de
rango finito [6].
El método para resolver problemas con valores en la frontera usando transformadas integrales
es comparativamente fácil en ciertas regiones; sin embargo, hay muchos problemas f́ısicos en los
que aunque se pueden hacer las transformadas, éstas no dejan una solución expĺıcita. La técnica
que soluciona muchos de estos problemas fue desarrollada por Weiner y Hopf (Weiner and Hopf
1931) [7] . La idea de esta técnica consiste en examinar la integral en el espacio k de Fourier y
buscar una factorización de la transformada de una de las funciones requeridas en una suma o
producto de funciones que tienen propiedades identificables, anaĺıticas en regiones separables del
plano complejo k. La contribución clave de Baxter fue observar que la técnica de Weiner-Hopf
desarrollada para analizar ecuaciones de una dimensión como la ecuación OZ, pod́ıa llevarse a tres
dimensiones. Ésto se debe a la observación de que para n impar, la n-dimensional transformada de
Fourier de una función f(r⃗) donde r⃗ ∈ Rn la cual sólo depende de |r⃗| se reduce a una transformada
de Fourier de una dimensión, transformada después de realizar las integrales sobre los ángulos.
Una vez que el problema está en el lenguaje de transformadas de Fourier de una dimensión, la
factorización procede normalmente. Baxter probó que su método es el más general y fruct́ıfero
cuando se usa para solucionar las integrales de aproximación de potenciales intermoleculares
simples, pues da soluciones exactas.

2.1. Método de factorización para un gas monodisperso

Se comienza asumiendo que la función de correlación directa es de rango finito es decir

c(r) = 0 para r > R (2.1.1)

y que el fluido es desordenado, es decir, ∫
h(r)dr⃗ <∞ (2.1.2)

19



CAPÍTULO 2. MÉTODO DE FACTORIZACIÓN DE BAXTER
2.1. MÉTODO DE FACTORIZACIÓN PARA UN GAS MONODISPERSO

Multiplicamos ambos lados de la ecuación (1.8.2) por eik⃗·r⃗ e integramos con respecto a r⃗ sobre
todo el espacio, encontramos que∫

h(r12)e
ik⃗·r⃗dr⃗ =

∫
[c(r12) + ρ

∫
c(r⃗12)h(r⃗23)dr⃗3]e

ik⃗·r⃗dr⃗ (2.1.3)

y obtenemos por teorema de convolución que:

ĥ(k) = ĉ(k) + ρĉ(k)ĥ(k) (2.1.4)

donde ĥ(k) y ĉ(k) son las transformadas de Fourier en tres dimensiones de h(r) y c(r), dependiendo

sólo de la magnitud k del vector k⃗.
Usando coordenadas esféricas polares, con el eje a lo largo del vector k⃗, encontramos que

ĥ(k) =

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ

∫ ∞

0

dr · r2senθeikrcosθh(r) (2.1.5)

=
4π

k

∫ ∞

0

sen(kr) · rh(r)dr (2.1.6)

= 4π

∫ ∞

0

cos(kr)J(r)dr (2.1.7)

y

ĉ(k) =
4π

k

∫ ∞

0

sen(kr) · rc(r)dr (2.1.8)

= 4π

∫ ∞

0

cos(kr)S(r)dr (2.1.9)

donde

J(r) =

∫ ∞

r

dt · th(t), (2.1.10)

y

S(r) =

∫ ∞

r

dt · tc(t) (2.1.11)

Entonces la ecuación (2.1.4) puede re-arreglarse como

[1 + ρĥ(k)][1− ρĉ(k)] = 1, (2.1.12)

Ahora es conveniente definir una función

Â(k) = 1− ρĉ(k) (2.1.13)

= 1− 4πρ

∫ R

0

drcos(kr)S(r)

Como nuestro sistema es un fluido desordenado, de acuerdo a la ecuación (2.1.2) tenemos que ĥ(k)
debe ser finita para k real, de las ecuaciones (2.1.12) y (2.1.13) se sigue que Â(k) puede tener valores
diferentes de cero en el eje real k. Si escribimos k = x+ iy para una y limitada en algún intervalo
(y0 < y < y1) , del teorema de Riemann-Lebesgue [6] ĉ(k) y Â(k) tienden uniformemente a cero y
uno respectivamente cuando |x| → ∞. Existe un intervalo |y| < ϵ dentro del eje real donde Â(k) no
tiene ceros. Como Â(k) es una transformada de Fourier sobre un intervalo finito es regular a través
del plano complejo, y en particular dentro del intervalo |y| < ϵ. Por lo tanto, de la información
anterior se deduce que la función logÂ(k) es regular dentro de |y| < ϵ y tiende uniformemente a

20
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cero cuando |x| → ∞. Entonces si consideramos el contorno γ tenemos del teorema de Cauchy que
cuando |y| < ϵ

logÂ(k) =
1

2πi

∫
γ

logÂ(k′)dk′

k′ − k
(2.1.14)

= logQ̂(k) + logP̂ (k)

donde

logQ̂(k) =
1

2πi

∫ −iε+∞

−iε−∞
dk
logÂ(k′)

k′ − k
(2.1.15)

y

logP̂ (k) =
1

2πi

∫ iε+∞

iε−∞
dk
logÂ(k′)

k′ − k
(2.1.16)

haciendo la sustitución k′′ = −k en las ecuaciones (2.1.15) y (2.1.16) y notando de la ecuación
(2.1.9) que Â(k) es par, de donde se puede ver que

logP̂ (k) = logQ̂(−k) (2.1.17)

La función logQ̂(k) es regular en el dominio y > −ε, entonces de las ecuaciones (2.1.14) y (2.1.17)
se sigue que dentro de |y| < ε,

Â(k) = Q̂(k)Q̂(−k), (2.1.18)

donde Q̂(k) es regular y no tiene ceros en el dominio y > −ε.
Dentro del intervalo |y| < ε, es claro de (2.1.15) que cuando |x| → ∞

logQ̂(k) ∼ 0(x−1) (2.1.19)

Q̂(k) ∼ 1 + 0(x−1) (2.1.20)

Por lo tanto la función 1 − Q̂(k) es Fourier integrable a lo largo del eje real y una función Q(r)
puede definirse como,

2πρQ(r) =
1

2π

∫ ∞

−∞
dk · e−ikr{1− Q̂(k)} (2.1.21)

Para k real, Q̂∗(k) = Q̂(−k) donde ∗ indica complejo conjugado. Por tanto, de la ecuación (2.1.21)
se sigue que Q(r) es una función de valor real.
Ahora, se puede mostrar que Q(r) y c(r) son diferentes de cero en el mismo rango. Para y ≥ 0,
Q̂(k) tiende a uno cuando |k| tiende a infinito. Por lo tanto, para r < 0 debemos cerrar la ecuación
(2.1.21) alrededor de la mitad superior del plano donde Q̂(k) es regular y donde estamos seguros
que la integral alrededor del contorno extra es cero. Encontramos que

Q(r) = 0 para r < 0. (2.1.22)

Para obtener el comportamiento de Q(r) para r > R es necesario notar que la función debe ser
invertida en la mitad inferior del plano, debe ser la continuación anaĺıtica de 1− Q̂(k) en la mitad
inferior del plano. Claramente está dado por:

1− Q̂(k) = 1− Â(k)/Q̂(−k), (2.1.23)

ya que para |y| < ε, Q̂(k) y Q̂(−k) son funciones anaĺıticas de k y para k en la mitad inferior
del plano el lado derecho es anaĺıtico en k. De hecho, ya que Â(k) es regular en cualquier punto
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y Q̂(−k) es regular y no tiene ceros en la mitad inferior del plano, el lado derecho de la ecuación
(2.1.23) y el integrando de (2.1.21) son funciones regulares de k en la mitad inferior del plano. Se
puede ver de la ecuación (2.1.15) que Q̂(−k) → 1 cuando y → −∞. De la ecuación (2.1.11) y de
resultados estándar de las transformadas de Fourier de rango finito tenemos que Â(k) y por tanto
Q̂(k) tiene la forma asintótica

A(k) ∼ eikR (2.1.24)

cuando y es grande y negativa. Aśı, cuando r > R la integración de (2.1.21) puede cerrarse alrededor
de la mitad inferior del plano, quedando

Q(r) = 0 para r > R (2.1.25)

Ahora se debe invertir la transformada de Fourier de la ecuación (2.1.21) para obtener

Q̂(k) = 1− 2πρ

∫ R

0

dr · eikrQ(r) (2.1.26)

Combinando las ecuaciones (2.1.13), (2.1.18) y (2.1.26) podemos invertir la relación del espacio de
Fourier entre ĉ(k) y Q̂(k) para obtener

S(r) = Q(r)− 2πρ

∫ R

r

dtQ(t)Q(t− r) para 0 < r < R (2.1.27)

Note de (2.1.11) y de (2.1.27) que cuando Q(r) → 0, como r → R, asegurando continuidad de Q(r)
en r = R. La ecuación (2.1.27) después de derivar puede escribirse en la forma

rc(r) = −Q′(r) + 2πρ

∫ R

r

dtQ′(t)Q(t− r) (2.1.28)

Esto sugiere buscar una ecuación que involucre sólo h(r) y Q(r).

Esto puede hacerse primero notando de la ec. (2.1.7) que ĥ(k) puede escribirse como

ĥ(k) = 2π

∫ ∞

−∞
dr · eikrJ(|r|) (2.1.29)

y la ecuación (2.1.12) puede escribirse en la forma (usando (2.1.13) y (2.1.18) )

Q̂(k) =
[
1 + ρĥ(k)

]
=
[
Q̂(−k)

]−1

(2.1.30)

Multiplicando (2.1.30) por e−ikr e integrando con respecto a k de −∞ a ∞ obtenemos

−Q(r) + J(r)− 2πρ

∫ R

0

dtQ(t)J(|r − t|) = 0 para r > 0 (2.1.31)

La integral del lado derecho es cero, ya que para r > 0 debemos cerrar la integral alrededor de
la mitad inferior del plano-k donde Q̂(−k) es regular, no tiene ceros y tiende a la unidad como
|k| → ∞ la ecuación (2.1.31) puede derivarse para obtener

rh(r) = −Q′(r) + 2πρ

∫ R

0

dt(r − t)h(|r − t|)Q(t) para r > 0 (2.1.32)

Las ecuaciones (2.1.28) y (2.1.32) son los resultados principales obtenidos por Baxter y deja una
forma particular y útil de la ecuación de Ornstein-Zernike [6] .

Finalmente puede notarse que la relación con el inverso de la compresibilidad puede escribirse
como

1

KBT

(
∂P

∂ρ

)
V,T

=
[
1 + ρĥ(0)

]−1

= 1− ρĉ(0) =
[
Q̂(0)

]2
(2.1.33)

A continuación se mostrará un ejemplo en el cual se aplica la factorización de Baxter, en el que
usando la aproximación PY para esferas duras, se puede encontrar una solución para la OZ.
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2.2. Aplicación de la factorización de Baxter: La aproxima-
ción Percus Yevick para esferas duras

Las funciones de correlación para la aproximación PY son

h(r) = −1 r < R (2.2.1)

c(r) = 0 r > R (2.2.2)

Como para la aproximación PY para esferas duras, c(r) es de rango finito, se puede utilizar la
factorización de Baxter [6]. Si sustituimos (2.2.1) en la ecuación (2.1.32) queda una ecuación
integral de Fredholm para Q′(r) de primer tipo con núcleo degenerado [8] . Por lo tanto, usando
la continuidad de Q(r) en r = R se obtiene (Baxter 1968)

Q(r) = a
(
r2 −R2

)
+ b (r −R) (2.2.3)

donde

a = 1− 2πρ

∫ R

0

dtQ(t) = Q̂(0) (2.2.4)

b = 2πρ

∫ R

0

dt · tQ(t) (2.2.5)

La ecuaciones (2.2.4) y (2.2.5) cuando se combinan con la ecuación (2.2.3) quedan dos ecuaciones
lineales para a y b las cuales se pueden resolver para obtener

a =
1 + 2η

(1− n)2
(2.2.6)

b =
−3ηR

2(1− n)2
con η = π

6R
3ρ (2.2.7)

Ahora, si se combina la ecuación (2.2.4) con la ecuación (2.1.33) e integrando con respecto a ρ,
encontramos que

P c

ρkβ
=

1 + η + η2

(1− η)3
(2.2.8)

donde P c denota la presión de compresibilidad. De la ecuación

P

ρkβT
= 1− 2πρ

3kβT

∫ ∞

0

drr3
dϕ(r)

dr
g(r) (2.2.9)

notando que dϕ(r)
dr se convierte en −δ(r − R)kβT en el caso de esferas duras la presión del virial

P v está dada por
P v

ρkβT
= 1 + 4ηg(R+) =

1 + 2η + 3η3

(1− η)2
(2.2.10)

donde, de la ecuación (2.1.32)

g(R+) = h(R+) + 1 = a+
b

R
=

1 + η/2

(1− η)2
(2.2.11)

La factorización de Baxter deja una ecuación espacial real para h(r), la ecuación (2.1.32), la cual
para un valor dado de r, requiere solo los valores de h(t) en el rango r −R ≤ t ≤ r. Esto permite
cálculos numéricos simples de las funciones de correlación.
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2.3. Factorización de Baxter para un mezcla de esferas du-
ras

La factorización fue extendida por Baxter para una mezcla de esferas duras (1970) [6]. La
ecuación OZ para el caso de un fluido compuesto de M especies distintas, con densidad de número
ρα con (α = 1, 2, ...,M). Ésta está dada por (Baxter, 1971) [6]

hαβ(r) = cαβ(r) +

M∑
γ=1

ργ

∫
d⃗scαγ(|s⃗|)hγβ(|r⃗ − s⃗|) (2.3.1)

donde hγβ(r) es la función de correlación total para una part́ıcula de especie α localizada en el
origen y una part́ıcula de especie β localizada a una distancia r del origen; de manera similar, para
la función de correlación directa cαβ(r). Se asume que cαβ(r) es de rango finito, ésto es

cαβ(r) = 0, r > Rαβ =
(Rα +Rβ)

2
, (2.3.2)

donde Rα(α = 1, ...,M) son algunos parámetros. Al asumir esto, Baxter demostró que la factori-
zación de la OZ para una mezcla de esferas duras es posible.

Multiplicando la ecuación (2.3.1 ) por (ραρβ)
1/2eik⃗·r⃗ e integrando respecto a r⃗ sobre todo el espacio,

se obtiene, en notación matricial

Ĥ(k) = Ĉ(k) + Ĉ(k)Ĥ(k). (2.3.3)

Donde k = |⃗k| y Ĥ(k) y Ĉ(k) son matrices M ×M cuyos elementos son las transformadas de
Fourier en tres dimensiones de (ραρβ)

1/2hαβ(r), (ραρβ)
1/2cαβ(r) respectivamente. Análogamente

a las ecuaciones (2.1.5) y (2.1.11), se realizan las integrales y se obtiene

Ĥ(k) = 2

∫ ∞

0

drcos(kr)U(r) (2.3.4)

Ĉ(k) = 2

∫ ∞

0

drcos(kr)V (r) (2.3.5)

donde U(r), V (r) están dados por

U(r) =

∫ ∞

r

dsH(s) (2.3.6)

V (r) =

∫ ∞

r

dsC(s) (2.3.7)

donde H(s), C(s) son matrices cuyos elementos están dados por

Hαβ(s) = 2π(ραρβ)
1/2shαβ(s) (2.3.8)

Cαβ(s) = 2π(ραρβ)
1/2scαβ(s) (2.3.9)

La ecuación (2.3.3) puede escribirse como:[
I − Ĉ(k)

] [
I + Ĥ(k)

]
= I, (2.3.10)

donde I es la matriz identidad. Para un fluido desordenado, las integrales en la matriz Ĥ(k) seŕıan
finitas para todo k real. Además de la ecuación (2.3.2) notamos que, como Ĉ(k) es la matriz de
transformadas de Fourier de rango finito, los elementos de Ĉ(k) son funciones de k.

Para M = 1( es decir, sistemas de un componente) la factorización de Weiner-Hopf de I − ˆC(k)
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ya se derivó en la sección anterior. Para M > 1 no existe un teorema riguroso de la factorización
(Noble 1958). Sin embargo, Baxter sugirió la siguiente factorización, basándose en la observación
de que I − Ĉ(k) es simétrico y una función par de k

I − Ĉ(k) = QT (−k)Q(k) (2.3.11)

Los elementos de Q̂(k) son de la forma

Q̂αβ(k) = δαβ −
∫ Rαβ

sαβ

dreikrQαβ(r) (2.3.12)

donde se ha introducido el conjunto de parámetros

Sαβ = (Rα −Rβ)/2 (2.3.13)

Invirtiendo la relación del espacio de Fourier dada en la ecuación (2.3.11) y usando la ecuación
(2.3.5) obtenemos, para Sαβ ≤ r ≤ Rαβ

Vαβ(|r|) = Qαβ(r)−
∑
γ

∫
dtQγα(t)Qγβ(r + t) (2.3.14)

donde la integración con respecto a t es sobre el rango en el cual la integral existe, es decir,

|Sγα| << min [Rγα, Rγβ − r] (2.3.15)

podemos reescribir la ecuación (2.3.10) como

Q̂(k)
[
I + Ĥ(k)

]
=
[
Q̂T (−k)

]−1

(2.3.16)

Invirtiendo la transformada de Fourier, queda para r > Sαβ

Uαβ(|r|) = Cαβr +
∑
γ

∫ Rαγ

Sαγ

dtQαγ(t)Uγβ(|r − t|), (2.3.17)

Como en el caso de un solo componente, la inversa de la transformada de Fourier de
[
QT (−k)

]−1
se

encuentra que es cero cerca del contorno alrededor de la mitad inferior del plano. Baxter también
derivó las siguientes propiedades de la función Qαβ(r) [6]:

Qαβ(r) = 0, r < Sαβ , r > Rαβ , (2.3.18)

Qαβ(Rαβ) = 0, (2.3.19)

Qαβ(Sαβ) = Qβα(Sβα) (2.3.20)

Se define un nuevo conjunto de funciones qαβ(r) por

Qαβ(r) = 2π(ραρβ)
1/2qαβ(r), (2.3.21)

Entonces las ecuaciones (2.3.14) y (2.3.17) pueden diferenciarse para obtener

rcαβ(|r|) = −q′αβ(r) + 2π
∑
γ

ργ

∫
dtqγα(t)q

′
γβ(r + t) (2.3.22)

donde Sαβ < r < Rαβ y el rango de integración está dado por la desigualdad (2.3.15) y

rhαβ(|r|) = −q′αβ(r) + 2π
∑
γ

ργ

∫ Rαγ

Sαγ

dtqαγ(t)(r − t)hγβ(|r − t|) (2.3.23)

para r > Sαβ . Por lo tanto la ecuación OZ para mezclas se ha transformado a una forma en la cual
se desacoplan las funciones hαβ(r) y cαβ(r). Además, para Sαβ < r < Rαβ , la ecuación (2.3.23)
involucra cada función hγβ(s) sólo sobre el rango (0, Rγβ). La prima en las ecuaciones (2.3.22) y
(2.3.23) indica que es la derivada con respecto a r.
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2.4. Solución de la ecuación de Ornstein-Zernike para una
mezcla de esferas duras más una cola de Yukawa

A continuación se presentan los resultados obtenidos por Ginoza para un fluido de esferas duras
más una cola de Yukawa [10] , donde al final, se introduce un parámetro llamado Γ. En esta sección
identificamos los parámetros Ri con los diámetros σi.
Blum y Hoye estudiaron la ecuación de Ornstein-Zernike con la condición usual de esfera dura y
de forma más general con términos de Yukawa [9]:

cij(r) =
∑
n

K
(n)
ij

r
e−znr para r > σij = (σi + σj)/2 (2.4.1)

donde cij(r) y σi son la correlación directa y el diámetro del i-ésimo tipo de esfera respectivamente,

mientras K
(n)
ij y zn son parámetros dados también en el caso de MSA. Ellos obtuvieron la solución

como un conjunto de ecuaciones no lineales, la solución de estas ecuaciones era muy complicada,
para reducir este problema se estudió el caso de coeficientes factorizables, que se definen como [10]

K
(n)
ij = Knd

(n)
i d

(n)
j (2.4.2)

En el caso de estos coeficientes las ecuaciones acopladas no lineales se simplifican de forma
significativa y en el caso de un solo término de Yukawa la solución está dada por funciones
racionales de un parámetro Γ. A continuación se muestra la solución de Blum y Hoye.

2.4.1. Solución de Blum y Hoye, el caso más general

Se considera un fluido formado de una mezcla de esferas duras, donde la densidad de número
del j-ésimo tipo de esferas con diámetro σj se denota como ρj . La ecuación de Ornstein-Zernike en
el formalismo de Baxter relaciona cij(r) con la función de correlación hij(r) mediante una matriz

Q̂(k). El elemento (i, j) de Q̂(k) es de la forma δij − (ρiρj)
1/2Q̃ij(k), donde

Q̃ij(k) =

∫ ∞

λµ

dreikrQij(r), con λij = (σj − σi)/2 (2.4.3)

Se debe notar que este formalismo asume que en el estado ĺıquido del sistema Q̂(k) es no singular
en la mitad superior del plano k-complejo aśı como en el eje real [10].
Blum y Hoye estudiaron esta ecuación con la condición usual de esfera dura y la ecuación de
cerradura dada en la ec. (2.4.1) y obtuvieron la siguiente solución [10] :

Qij = Q0
ij(r) +

∑
n

D
(n)
ij e−znr (2.4.4)

donde

Q0
ij(r) =

1

2
(r − σij)(r − λij)Aj + (r − σij)βj +

∑
n

C
(n)
ij (e−znr − e−znσij ), σij > r > λij

= 0 en otro caso. (2.4.5)

En la ecuación (2.4.5)

βj =
π

∆
σj +

2π

∆

∑
n

µ
(n)
j , (2.4.6)

Aj =
2π

∆

(
1 +

1

2
ζ2βj +

∑
n

M
(n)
j

)
; (2.4.7)
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y

C
(n)
ij = −D(n)

ij +
∑
l

γil(zn)D
(n)
ij (2.4.8)

donde

ζm =
∑
l

ρlσ
m
l (2.4.9)

∆ = 1− πζ3/6 (2.4.10)

γij(s) = 2πg̃ij(s)ρj/s (2.4.11)

µ
(n)
j =

∑
t

ρtC
µ
t (zn)D

(n)
tj e

−znσij (2.4.12)

y

M
(n)
j =

∑
t

ρtC
M
t (zn)D

(n)
ij e−znσij (2.4.13)

con

g̃ij(s) =

∫ ∞

0

dr · re−sr(1 + hij(r)) (2.4.14)

Cµ
t (s) =

∑
l

σ2
l γtl(s)e

sσtlsσlΨl(sσl) +
1 + sσt/2

s2
(2.4.15)

CM
t (s) =

∑
l

σlγtl(s)e
sλtlsσlφl(−sσl)−

1 + sσt
s

(2.4.16)

Ψ1(x) =
[
1− x/2− (1 + x/2)e−x

]
/x3 (2.4.17)

y

φ1(x) = (1− x− e−x)/x2 (2.4.18)

De la definición de βj , Aj y C
(n)
ij podemos ver que están determinadas por el conjunto{

D
(n)
ij , γij(zn)

}
, el cual está definido por el conjunto de soluciones f́ısicas de las siguientes ecua-

ciónes algebraicas:

2πK
(n)
ij /zn =

∑
l

D
(n)
il

[
δij − ρlQ̃jl(izn)

]
(2.4.19)

∑
l

2πg̃il(zn)
[
δij − ρlQ̃ij(izn)

]
= [(1 + znσi/2)Aj + znβj ] e

−znσij/z2n−∑
m

zm
zn + zm

e−(zn+zm)σijC
(m)
ij (2.4.20)

Donde Q̃ij(izn) está definida por la ecuación (2.4.3) y sustituyendo las ecuaciones (2.4.4) y (2.4.5)
en la ecuación (2.4.3 ) queda

e−sλij Q̃ij(is) = σ3
l Ψ1(sσl)Aj + σ2

l φ1(sσl)βj

+
∑
n

{
C

(n)
ij

(
eznσl − e−sσl

s+ zn
− 1− e−sσl

s

)
e−znσij +D

(n)
ij

e−znλ

s+ zn

}
(2.4.21)

Podemos transformar la ecuación (2.4.19) y la ecuación (2.4.20) en alguna forma conveniente en la

que todos los términos queden en orden de D
(n)
ij . Sustituyendo la ecuación (2.4.21) en la ecuación
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(2.4.20) y usando las ecuaciones (2.4.6 )-(2.4.18 ), se obtiene, después de hacer álgebra [10] lo
siguiente:

Πij(zn) =
∑
m

∑
t

D
(m)
tj e−zmσjt

[
1

2

∑
l

ρlΩil(zn)Ωtl(zm) + Tit(zn, zm)− Tti(zm, zn)

]
,

donde

Πij(s) = −2π

∆
Cµ

i (s)ρi

(
1 +

sσj
2

)
+ γji(s)se

sσjl − π

2∆
σj
∑
l

ρlσlΩil(s), (2.4.22)

Ωil(s) =
2π

∆
Cµ

i (s)ρiσl − γli(s)e
sσlisσlφ0(sσl)− δli,

Tit(s, z) = s
2π

∆
Cµ

i (s)ρiC
µ
t (z)ρt + ρ

1

2

z

s+ z
ρiδit

+
1

2

∑
l

ρlγli(s)e
sσli

[
γlt(z)e

zσil
s

s+ z
(1 + e−sσi)(1− e−zσl) + δlt

(
1 +

s− z

s+ z
e−sσl

)]
con

φ0(x) = (1− e−x)/x

Similarmente obtenemos de la ecuación (2.4.19 )

− 2π

zn
K

(n)
ij e−znσj/2 +

∑
l

D
(n)
il e−znσl/2

[
δij −

2π

∆
Ψ1(znσj)ρlσ

3
j

(
1 +

πζ2
2∆

σl

)
− π

∆
φ1(znσj)ρlσlσ

2
j

]
−

∑
m

∑
t

Z
(n,m)
it e−zmσt/2

[
1

2zn
δjt −

1

2
φ0(znσj)σjΩtj(zn)

]

−
∑
m

∑
t

Z
(n,m)
it e−zmσt/2

[
π

∆
Ψ1(znσj)σ

3
j

∑
l

ρlσlΩtl(zm) + Ytj(zn, zm)

]
= 0 (2.4.23)

donde
Z

(n,m)
it =

∑
l

ρlD
(n)
il D

(m)
tl e−(zn+zm)σl/2,

Ytj(zn, zm) =
zn − zm
2zn

{
e−znσj

zn + zm
δjt +

4π

∆
Ψ1(znσj)znσ

3
jC

µ
t (zm)ρt

}
+

zn − zm
2zn

{[
φ0((zn + zm)σj)− φ0((zn − zm)σj)e

−zmσj
]
σjγjt(zm)ezmσjt

}
2.4.2. El caso de los coeficientes factorizables

Se considera el caso espacial de la ecuación (2.4.2). Multiplicando ambos lados de la ecuación
(2.4.19) por

√
ρj , se obtiene K̂(m) = D̂(m)Q̂(izm)T , donde los elementos (i, j) de K̂(m) y D̂(m)

son 2πK
(m)
ij

√
ρj/zm y D

(m)
ij

√
ρj , respectivamente. Esta ecuación, la no singularidad de Q̂(izm) y

la ecuación (2.4.1) nos permiten escribir D
(m)
ij en la forma

D
(n)
ij = −d(n)i a

(n)
j eznσj/2 (2.4.24)

Esto hace el problema más simple, las ecuaciones (2.4.8) y (2.4.24) son ahora:

C
(n)
ij = (d

(n)
i −B

(n)
i /zn)a

(n)
j eznσj/2, (2.4.25)
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donde
B

(n)
l =

∑
l

znγil(zn)d
(n)
l (2.4.26)

luego, usando las ecuaciones (2.4.24) y (2.4.26) obtenemos de las ecuaciones (2.4.6), (2.4.7), (2.4.12),
(2.4.13), (2.4.15 ), (2.4.16)

βj =
π

∆
σj +

∑
n

∆(n)a
(n)
j , (2.4.27)

Aj =
2π

∆

(
1 +

πζ2
2∆

σj

)
+
π

∆

∑
n

P (n)a
(n)
j , (2.4.28)

donde

∆(n) ≡ −2π

∆

∑
t

Cµ
t (zn)ρtd

(n)
t e−znσt/2 (2.4.29)

= −2π

∆

∑
l

ρlσ
2
l

[
Ψ1(znσl)σlB

(n)
l eznσl/2 +

1 + σlzn/2

(σlzn)2
d
(n)
l e−znσt/2

]
,

P (n) ≡ −2
∑
t

[
πζ2
∆
Cµ

t (zn) + CM
t (zn)

]
ρtd

(n)
t e−znσt/2 (2.4.30)

= (ζ2 −∆zn/π)∆
(n) +

∑
l

ρlσl

[
φ0(znσl)σlB

(n)
l eznσl/2 + d

(n)
l e−znσl/2

]
Como se ve de las ecuaciones (2.4.24)-(2.4.30) el problema se reduce a determinar el conjunto{
a
(n)
j , B

(n)
j

}
.

Este conjunto es determinado por las ecuaciones (2.4.22) y (2.4.23), las cuales se pueden simplificar

con la ecuación (2.4.24). Multiplicando −d(n)l exp(−znσl/2) a ambos lados de la ecuación (2.4.22)
sumando sobre i y usando las ecuaciones (2.4.29) y (2.4.30) y

X
(n)
l ≡ −

∑
t

Ωti(zn)d
(n)
t e−znσt/2 (2.4.31)

= d
(n)
i e−znσt/2 + σiB

(n)
i eznσt/2φ0(znσi) + σi∆

(n) (2.4.32)

obtenemos ∑
m

[
D(n,m) + T (n,m) − T (n,m)

]
a
(m)
j = −2Π

(n)
j (2.4.33)

donde
Π

(n)
j = B

(n)
j eznσj/2 + (1 + znσj/2)∆

(n) +
π

2∆
σj
∑
l

ρlσlX
(n)
l ,

D(n,m) =
∑
l

ρlX
(n)
l X

(m)
l , (2.4.34)

y

T (n,m) =
∆

π
zn∆

(n)∆(m) +
zm

zn + zm

∑
l

ρld
(n)
l d

(m)
l e−(zn+zm)σj/2 (2.4.35)

+
∑
l

ρl
B

(n)
l eznσj/2

zn

{
B

(m)
l ezmσj/2

zm

zn
zn + zm

(1 + e−znσl)(1− e−zmσl)

}

+
∑
l

ρl
B

(n)
l eznσj/2

zn

{
d
(m)
l e−zmσl/2

(
1 +

zn − zm
zn + zm

eznσl

)}
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Similarmente, poniendo las ecuaciones (2.4.2) y (2.4.24) en (2.4.23) nos queda

2πK(n)

zn
d
(n)
j e−znσj/2 +

∑
l

a
(n)
l

[
δij −

2π

∆
Ψ1(znσj)ρlσ

3
j

(
1 +

πζ2
2∆

σl

)]
+
∑
l

a
(n)
l

[
− π

∆
φ1(znσj)ρlσlσ

2
j

]
(2.4.36)

+
∑
m

[
1

2zn
d
(m)
j e−zmσj/2 +

1

2
φ0(znσj)σjX

(m)
j

]

+
∑
m

[
− π

∆
Ψ1(znσj)σ

3
j

∑
k

ρkσkX
(m)
k + Y

(n,m)
j

]
·
∑
l

ρla
(n)
l a

(m)
l = 0

donde

Y
(n,m)
j =

zn − zm
2zn

{
e−znσj

zn + zm
· d(m)

j e−zmσj/2 − 2znΨ1(znσj)
3
j∆

(m)

}
+

zn − zm
2zn

{[
φ0((zn + zm)φσj)− φ0((zn − zm)σj)e

−zmσj
]
·
σjB

(m)
j ezmσj/2

zm

}
.

El conjunto
{
a
(n)
i , B

(n)
l

}
es determinado en base a las ecuaciones (2.4.33) y (2.4.36).

2.5. El caso de un término de Yukawa

Se tomará el caso especial de las ecuaciones de cerradura (2.4.1) y (2.4.2) que son el caso de un
sólo término de Yukawa. Se deben quitar todos los sub́ındices y supeŕındices que especifican cada
término en el lado derecho de la ecuación (2.4.1). Blum [10] encontró que para el modelo primitivo
usado para representar las soluciones electroĺıticas las propiedades termodinámicas quedan en
términos de la carga y el tamaño de iones, por medio de una función racional que implica un solo
parámetro. Esto se basa en que si aplicamos la relación de simetŕıa Qij(λij) = Qji(λji) [10]. De
las ecuaciones (2.4.4), (2.4.5), (2.4.24), (2.4.25), (2.4.27) y (2.4.31) se puede ver que la relación de
simetŕıa significa que Xi/ai es independiente del tipo de componente. A continuación se define el
parámetro Γ como

Πi = −ΓXi (2.5.1)

Ahora se consideran las ecuaciones (2.4.29), (2.4.31), (2.5.1) con la ecuación (2.4.34) como un
sistema de ecuaciones lineales acopladas para {Xj}, {Bj} y ∆N (≡ ∆(1)) aunque el sistema incluye
el parámetro desconocido Γ. Eliminando Bi de las ecuaciones (2.4.31) y (2.5.1) usando (2.4.34) nos
queda

Xi + ξi
∑
l

ρlσlXl + ηi∆N = λi (2.5.2)

donde

ξi =
(π/2∆)σ2

i φ0(zσi)

1 + φ0(zσi)σiΓ
,

ηi =
(zσi)

2Ψ1(zσi)σi
1 + φ0(zσi)σiΓ

y

λi =
die

−zσi/2

1 + φ0(zσi)σiΓ.

La ecuación (2.5.2) queda
Xi = Zi −∆NYi, (2.5.3)

30
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donde

Yi = ηi − ξi

∑
l ρlσlηl

1 +
∑

l ρlσlξl
y

Zi = λi − ξi

∑
l ρlσlλl

1 +
∑

l ρlσlξl
.

Por otro lado, al eliminar {Bi} de las ecuaciones (2.4.29) y (2.4.31) y usando (2.5.3) queda

∆N =
−2π

∆

∑
l ρlσ

2
l

[
(Zl − dle

−zσl/2)Ψ1(zσl)
φ0(zσl)

+ dle
−zσl/2 1+zσl/2

(zσl)2

]
1− 2π

∆

∑
l ρlσ

2
l
Ψ1(zσl)
φ0(zσl)

(Yl + σl)
(2.5.4)

Nótese que el lado derecho de las ecuaciones (2.5.3) y (2.5.4) son funciones racionales de Γ cuando
usamos la ecuación (2.5.4) para ∆N en la ecuación (2.5.3).
De la ecuación (2.4.31) y de las ecuaciones (2.4.33) y (2.5.1), se obtiene

ai = 2ΓXi/D, D =
∑
l

ρlX
2
l (2.5.5)

y
σiBi = (Xi − die

−zσi/2 − σi∆N )e−zσi/2/φ0(zσi) (2.5.6)

Con el uso del lado derecho de las ecuaciones (2.5.3) y (2.5.4), vemos que el lado derecho de
las ecuaciones (2.5.5) y (2.5.6) son funciones racionales de Γ. Como la solución de Blum y Hoye
está dada por el conjunto {ai, Bi}, también está dada por funciones racionales de Γ.
Finalmente, Γ está determinado por la ecuación (2.4.36) la cual debe escribirse de forma conveniente
usando la ecuación (2.5.5) y queda de la siguiente manera

Γ2

D
+ πK +

zΓezσj/2

Ddj
{[1 + φ0(Zσj)σjΓ]Xj}+

zΓezσj/2

Ddj{
−2π

∆

[
σ3
jΨ1(zσj)

∑
l

ρlXl + σ3
jΨ1(zσj)

(
Γ +

πζ2
2∆

+
z

2

)∑
l

ρlσlXl −
1

4
σ2
jφ0(zσj)

∑
l

ρlσlXl

]}
= 0

(2.5.7)

Multiplicando la ecuación (2.5.7) por ρjσjλj y sumando en j, se tiene

Γ2

D
+ πK +

zΓ

DZ0

{
Y0
∑
l

ρlXl +

[
1 + Y0

(
Γ +

πζ2
2∆

+
z

2

)]∑
l

ρlσlXl

}
= 0 (2.5.8)

donde

Z0 =
∑
j

ρjσjλj/

[
1 +

∑
l

ρlσlξl

]

Y0 = −(2π/∆z2)
∑
j

ρjσjηj/

[
1 +

∑
l

ρlσlξl

]

En el caso de los coeficientes factorizables definidos por la ecuación (2.4.2), la solución queda dada

por el conjunto
{
a
(n)
i , B

(n)
i

}
en lugar del conjunto

{
D

(n)
ij , γij(zn)

}
. El conjunto está determinado

por las ecuaciones (2.4.33) y (2.4.36). Como la ecuación (2.4.33) es el sistema de ecuaciones lineales

para el conjunto
{
a
(n)
i

}
, se puede resolver y el resultado es [10]:

a
(n)
i = −2Ξ

(n)
i /Ξ (2.5.9)
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donde Ξ es el determinante de la matriz Ξ̂ donde los elementos (n,m) están dados por

D(n,m)+T (n,m)−D(m,n), mientras que Ξ
(n)
i es el determinante de la matriz Ξ̂

(n)
i la cual se obtiene

al reemplazar el vector columna n de Ξ̂ con el vector columna cuyo elemento l es Π̂
(l)
i . Ahora, el

problema final es determinar el conjunto
{
B

(n)
i

}
en base a las ecuaciones (2.4.36) y (2.5.9). Esto

se puede hacer por computadora, entonces la condición de coeficientes separables da una solución
simple [10].
En el caso de un sólo término de Yukawa existe un método de simplificación adicional para el
problema y la solución queda en términos del parámetro Γ el cual se puede determinar al resolver
la ecuación (2.5.7).

Se puede aplicar este resultado a la solución de la OZ para la aproximación MSA, para un
sistema de esferas cargadas, pero neutro en su totalidad, en el cual las part́ıculas interactúan
unas con otras por interacciones tipo Coulomb apantalladas [10]. Para el sistema, K = −(β/ε0)
y di = zi, donde β, ε0 y zi son el inverso de la temperatura, la costante dieléctrica y la carga
del electrón de la part́ıcula i-ésima, respectivamente. Este resultado se reduce [10] en el ĺımite de
z → 0 con

∑
ρizi = 0. En este sentido el resultado es una generalización de la solución de Blum

para un primer modelo de una solución electroĺıtica, esto se verá en el siguiente caṕıtulo [9] .

2.5.1. Una ecuación simple para Γ

El parámetro Γ puede ser determinado por la ecuación [10] :

Γ2

D
+ πK +

zΓezσj/2

Ddj
{[1 + φ0(zσj)σjΓ]Xj}

+
zΓezσj/2

Ddj

{
π

2∆
φ0(zσj)σ

2
j

∑
l

ρlσlXl −
2π

∆
Ψ1(zσj)σ

3
j ×

∑
l

ρl

[
1 + σlΓ +

σz
2

+
πζ2σl
2∆

]
Xl

}
= 0

(2.5.10)

El tercer término de la ecuación (2.5.10) tiene un sub́ındice j que especifica el tipo de componente.
Por consistencia de la teoŕıa, se requiere que el valor de Γ determinado por la ecuación (2.5.10) sea
independiente de cada componente.
A continuación se presenta la demostración del hecho que Γ es independiente de cada componente.
La ecuación que define a Γ es:

Bje
zσj/2 + (1 + σjz/2)∆N +

π

2∆
σj
∑
l

ρlσlXl = −ΓXj (2.5.11)

donde

Xj = dje
−zσj/2 + σjBje

zσj/2φ0(zσj) + σj∆N (2.5.12)

y

∆N = − 2π

∆z2

∑
l

ρl

[
(σlz)

2Ψ1(zσl)σlBle
zσj/2

]
(2.5.13)

− 2π

∆z2

∑
l

ρl

[
(1 + zσl/2)e

−zσj/2
]

Primero nótese la identidad [10]

x2Ψ1(x) = −1 + (1 + x/2)φ0(x) (2.5.14)
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Usando las ecuaciones (2.5.14), (2.5.12) y (2.5.11) se puede obtener

(σlz)
2Ψ1(zσl)σlBle

zσl/2 = σlΓXl +
π

2∆
σ2
l

∑
j

ρjσjXj

+(1 + zσl/2)(Xl − dle
−zσj/2) (2.5.15)

Al sustituir en la ecuación (2.5.13) queda

∆N = − 2π

∆z2

∑
l

ρl

[
1 +

zσl
2

+ σlΓ +
πζ2σl
2∆

]
Xl (2.5.16)

Se puede observar que al usar las ecuaciones (2.5.11) y (2.5.16) para el segundo y tercer término
de los términos que están dentro de las llaves de la ecuación (2.5.10) respectivamente y al usar las
ecuaciones (2.5.14) y (2.5.12) para el resultado, se demuestra que el factor dentro de las llaves de
la ecuación (2.5.10) es igual a dje

−zσj/2. Entonces la ecuación (2.5.10) se convierte en

Γ2 + πKD + zΓ = 0 (2.5.17)

Como D es una función de Γ de la forma

D =
∑
i

xiX
2
i (Γ) (2.5.18)

es una función monótona decreciente en la región de los valores positivos de Γ, la ecuación (2.5.17)
únicamente determina una solución f́ısica. Ahora que se tienen las ecuaciónes (2.5.17) y (2.5.18)
tenemos que la única incógnita es Γ, por lo tanto, es importante conocerla, para tener determinadas
todas las ecuaciones. Se debe resolver la ecuación (2.5.17) y encontrar el valor f́ısico de Γ, éste es
el objetivo principal de esta tesis.
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Caṕıtulo 3

Comparación de métodos para
hallar el parámetro Γ

La importancia de encontrar el parámetro Γ radica en que se pueden expresar las propiedades
termodinámicas de fluidos tipo Yukawa en la aproximación MSA, en términos de este parámetro.
Para encontrarlo se tiene que resolver la ecuación (2.5.17) que es una ecuación de cuarto grado.
Se han realizado distintos procedimientos para resolver esta ecuación y encontrar el parámetro
Γ. El objetivo de esta tesis es resolver la ecuación de cuarto grado de forma directa y después
encontrar la ráız f́ısica correcta, como preámbulo se mostrarán métodos realizados anteriormente
para hallar el parámetro Γ y también se mostrarán las propiedades termodinámicas para los fluidos
tipo Yukawa, una vez que se tiene cual es la ráız f́ısica.
A continuación se citará la solución de Ginoza [11] para la aproximación MSA para la solución
de la OZ usando el método de Baxter. Para este caso consideraremos esferas duras del mismo
tamaño interactuando unas con otras por medio del potencial tipo Yukawa. Las propiedades ter-
modinámicas de esta mezcla son determinadas usando la ecuación de OZ, que podemos escribir en
la forma

hij(r) = cij(r) + ρ
∑
l

cl

∫
dr⃗1cil(|r⃗1 − r⃗|)hlj(r1) (3.0.1)

donde ρ es la densidad de número y cl es la concentración de esferas de especie l. En la sección
anterior vimos que para factorizar esta ecuación Baxter introdujo una matriz [11] Q̂(k) cuyos
elementos son de la forma δij − ρ(cicj)

1/2Q̃ij(k) donde Q̃ij tiene la forma

Q̃ij(k) =

∫ ∞

0

drQij(r)e
ikr (3.0.2)

y satisface

c̃ij(k) ≡
∫
dr⃗cij(r)e

ik⃗·r⃗ (3.0.3)

= Q̃ij(k) + Q̃ji(−k)− ρ
∑
l

clQ̃il(k)Q̃jl(−k)

Podemos expresar la ecuación OZ en el formalismo de Baxter como

2πrcij(r) = − d

dr
Qij(r) + ρ

∑
l

cl

∫ ∞

0

dt
d

dr
Qil(t+ r)Qjl(t) (3.0.4a)

2πrhij(r) = − d

dr
Qij(r) + 2πρ

∑
l

cl

∫ ∞

0

dthil(|t− r|)(r − t)Qlj(t) (3.0.4b)
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la ecuación (3.0.4a) es la representación en el espacio real de (3.0.3) mientras que la ecuación
(3.0.4b) se obtiene de (3.0.1) y de (3.0.3) usando que la matriz de Baxter Q̂(k) es no singular [11].
La MSA para el caso de n componentes y un solo término de Yukawa, como ya hab́ıamos mencio-
nado se define por las siguientes relaciones de cerradura:

hij = −1 (r < σ) (3.0.5a)

cij =
Kij

r
e−zr/σ (r > σ) (3.0.5b)

donde σ es el diámetro de la esfera dura. Se puede definir el caso factorizable en la forma

Kij = KezZiZj (3.0.5c)

y sin perdida de generalidad, se asume que
∑

l clZ
2
l = 1.

Como ya hab́ıamos mencionado Blum y Hoye resolvieron las ecuaciones (3.0.4a) y (3.0.4b) con las
relaciones de cerradura (3.0.5a) , donde las soluciones son [11]

Qij(r) =


1
2Ajr(r − σ) + βj(r − σ) + Cij(e

−zr/σ − e−z)
+Dije

−zr/σ (r < σ),
Dije

−zr/σ (r > σ).

(3.0.6)

Los coeficientes están definidos por un número de ecuaciones relacionadas a las soluciones acepta-
bles del sistema de ecuaciones no lineales y no se citan porque son muy largos.
Ginoza mostró que en el caso factorizable, como (3.0.5c) el sistema de ecuaciones no lineales se
puede escribir como una ecuación no lineal de un parámetro Γ y las expresiones para los coeficientes
de las ecuaciones (3.0.6) adquieren una forma más simple. Después de unos cálculos y de hacer
adimensional la ecuación usando σ, se obtienen los siguientes resultados de [10].

Aj =
2π

∆

(
1 +

3η

∆

)
,+

π

η
PNaj (3.0.7a)

βj = σ
π

∆
+ σ∆Naj (3.0.7b)

Dij = −σ2Ziaje
z (3.0.7c)

Cij = σ2

(
Zi −

Bie
−z/2

z

)
aje

z (3.0.7d)

donde

PN =
12η

πz

(
1 + z + Γ +

3η

∆

)
D1 (3.0.8a)

∆N = − 12η

∆z2

(
1 +

1

2
z + Γ +

3η

∆

)
D1 (3.0.8b)

Bie
z/2 ≡ 1

2
ρ
∑
j

cjZj

∫
dr⃗ [hij(r) + 1]

σ

r
e−z(r/σ−1) (3.0.8c)

= −ΓXi + (α0 + α1Γ)D1

ai =
πΓXi

3ηD2
(3.0.8d)

Xi =
Zi − Z̄

ϕ0(z)Γ + 1
+

Z̄

Φ1Γ + Φ0
(3.0.8e)
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Dn =
∑
j

cjX
n
j (3.0.8f)

con
z̄ =

∑
j

cjZj

η =
1

6
πρσ3

∆ = 1− η

ϕ0(z) =
1− e−z

z

ψ1(z) =
1− 1

2z −
(
1 + 1

2z
)
e−z

z3

Φ0 = 1 +
3η

∆
ϕ0(z)−

12η

∆
ψ1(z)

(
1 +

z

2
+

3η

∆

)
Φ1 = ϕ0(z)−

12η

∆
ψ1(z)

α1 =
12η

∆z2

(
1 +

1

2
z

)
α0 = α1

(
1 +

1

2
z +

3η

∆

)
3η

∆

Como podemos ver todos los coeficientes de (3.0.7a-3.0.7d) y (3.0.8a-3.0.8f) están en términos de
Γ, que como se hab́ıa mencionado satisfacen la ecuación

Γ2 + zΓ = −6Kη

σ
D2(Γ) (3.0.9)

donde
D2(Γ) =

∑
i

xiX
2
i

Como c̃ij(k) se obtiene de (3.0.2) y de (3.0.3) y (3.0.6) también es una función racional de Γ. El
problema se reduce a resolver la ecuación (3.0.9), esta ecuación tiene varias soluciones y se debe
saber cual es la solución aceptable.
A continuación se muestran tres distintas formas de encontrar el parámetro Γ, la primera es el
método realizado por Ginoza y publicada en 1990, la segunda forma es la realizada por Henderson,
Blum y Noworyta publicada en 1995, la más reciente, es la realizada por Herrera et al. en 1996.

3.1. Método realizado por Ginoza (Método gráfico)

Las diferentes soluciones para Γ y la elección de la solución correcta

La ecuación (3.0.9) puede escribirse expĺıcitamente usando las ecuaciones (3.0.8e) y (3.0.8f)
como sigue:

f(x; z, η, δ) = −θ con x = Γ/z (3.1.1a)

donde

f(x; z, η, δ) =
x2 + x[

(6/z2)(1−δ)
(ϕ0zx+1)2 + (6/z2)δ

(Φ1zx+Φ0)2

] (3.1.1b)

θ =
kη

σ
, ϕ0 = ϕ0(z) (3.1.2)
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δ = Z̄2

Para demostrar las diferentes soluciones de (3.1.1a), f(x; z, η, δ) se muestra en la figura (3.1) como
función de x con z = 1, η = 0,125 y δ = 0,5. En ésta figura, las soluciones de (3.1.1a) corresponden
a las intersecciones de la curva y la linea horizontal dada por el valor de −θ. Se puede ver de la
figura que hay seis diferentes soluciones para x: AB, BC, CD, DE, EF y FG.

Figura 3.1: Gráfica de f(x; z, η, δ) como función de x, donde z = 1, η = 0,125, δ = 0,5

Esta es la caracteŕıstica general de (3.1.1a) con 0 < δ < 1. En los casos especiales de δ = 0 y 1,
sólo hay cuatro soluciones.
Las soluciones asintóticas de (3.1.1a) de estas seis soluciones en |θ| ≪ 1 se pueden obtener facilmente
y son las siguientes:

xAB = − 6

z2

(
1− δ +

δ

Φ2
0

)
θ,

xBC = −1 +
6

z2

[
1− δ

(ϕ0z − 1)2
+

δ

(Φ1z − Φ0)2

]
θ,

xCD = − 1

ϕ0z
+

[
(6/z2)(1− δ)|θ|

1− ϕ0z

]1/2
,

xDE = − 2

ϕ0z
− xCD,

xEF = − Φ0

Φ1z
+

[ (
6/z2

)
δ|θ|

Φ0(Φ0 − Φ1z)

]1/2
,

xFG = −2Φ0

Φ1z
− xEF

Ahora se discutirá la elección de la solución aceptable. Para investigar la relación entre las soluciones
de (3.1.1a) y la no singularidad de Q̂(k), es conveniente iniciar con la forma original de (3.1.1a) que
es la ecuación (3.0.9) . En este caso, esta última ecuación puede escribirse usando (3.0.5c) (3.0.7c)
y (3.1.2) como

B⃗ = Q̂(iz/σ)A⃗,

donde los l-componentes de los vectores A⃗ y B⃗ son alc
1/2
l y −2πθZlc

1/2
l /zη respectivamente. Esta

ecuación y la no singularidad de Q̂(k) dejan lo siguiente:

ai = −2πθ

zη

∑
j

[
Q̂−1

HS(iz/σ)
]
ij
Zj

(
cj
ci

)1/2

, |θ| ≪ 1 (3.1.3)
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donde Q̂HS(iz/σ) es la matriz de Baxter correspondiente al sistema de esferas duras (θ = 0). La
ecuación (3.1.3) es una consecuencia directa de la no singularidad de Q̂(k) en la mitad superior del
plano complejo k y todas las soluciones de (3.1.1a) que no satisfacen (3.1.3) deben ser eliminadas.
Ahora, calculando el comportamiento asintótico de ai en |θ| ≪ 1 con el uso de las ecuaciones
(3.0.8d-3.0.8f), se puede mostrar fácilmente, entre las soluciones obtenidas, solo xAB es compatible
con (3.1.3). Por lo tanto la única solución aceptable es xAB . Además, como la discusión de la
solución se basa en la no singularidad de la matriz de Baxter, para completar la elección de la
solución aceptable, es necesario investigar la no singularidad de Q̂(k) para las soluciones en AB.
Pastore [11] investigó el problema en detalle para un sistema más general de HSY, estas mismas
soluciones pueden usarse también. De acuerdo a esta relación, los resultados de Pastore [11], Q̂(k)
es no singular en la parte superior del plano complejo y en el eje real para las soluciones en AB
excepto en la vecindad del punto B. Para confirmar que la vecindad del punto B no es solución,

se puede tomar el caso de δ = 1, por ejemplo, det
[
Q̂(k)

]
= 0 en Re(kσ) = 0 y Im(kσ) = 0,0375

para la solución en el punto B, donde x = −0,360 y θ = 0,0537 (o K∗ = θ/η = 0,430). Entonces
se puede concluir que las soluciones aceptables de (3.1.1a) están en el tramo AB excepto en la
vecindad del punto B.

Potenciales termodinámicos para un fluido de esferas duras tipo Yukawa
(E, F y S)

A continuación se derivarán expresiones anaĺıticas simples para la enerǵıa interna E, la enerǵıa
libre de Helmholtz F y la entroṕıa S por part́ıcula basándose en los resultados obtenidos en la
sección anterior.
Con el uso de la definición de Bi dada por (3.0.8c), E se expresa como

βE =
3

2
− K

σ
B (3.1.4)

donde β = (kBT )
−1, con kB que es la constante de Boltzmann y T la temperatura y

B =
∑
j

cjZjBje
z/2

La cual puede escribirse usando (3.0.8c), (3.0.8e) y (3.0.8f) como

B = − (1− δ)Γ

ϕ0Γ + 1
− δ [(1− α1)Γ− α0]

Φ1Γ + Φ0
(3.1.5)

Sustituyendo la ecuación (3.1.5) en (3.1.4) da la expresión deseada para E en términos de Γ.
Con el objetivo de obtener una expresión para la enerǵıa libre de Helmholtz F debemos consi-
derar K en (3.0.5c) y (3.0.9) como un parámetro de acoplamiento. Para el sistema que estamos
considerando, el teorema de Fenyman dice que [11]

βF =
3

2
− SHS −

∫ K

0

dK ′

σ
B(Γ′), (3.1.6a)

donde Γ′ es la solución aceptable de (3.0.9) con K ′ en lugar de K y

SHS =
5

2
+

n∑
j=1

{
cj log

[
1

ρ

(
mj

2πβh̄2

)3/2
]
− cj logcj

}
− η(4− 3η)

(1− η)2
, (3.1.6b)

mj y h̄ son la masa de la i-ésima especie de esfera y la constante de Plack dividida entre 2π
respectivamente. Por otro lado, podemos obtener de las ecuaciones (3.0.9) y (3.1.5)

−K
σ

=
Γ2 + zΓ

6ηD2(Γ)
,

d

dΓ
B(Γ) = −D2(Γ)
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respectivamente. Transformando la variable de integración de K ′ a Γ′ en (3.1.6a) y usando las
ecuaciones de arriba, se puede realizar la integral de (3.1.6a), la cual puede hacerse en el tramo
AB que es aceptable, como se discutió en la sección anterior. El resultado queda como sigue:

βF =
3

2
− SHS − K

σ
B(Γ) +

1

6η

(
1

3
Γ3 +

1

2
zΓ2

)
(3.1.7)

Sustituyendo (3.1.4) y (3.1.7) en S = β(E − F ) queda

S = SHS − 1

6η

(
1

3
Γ3 +

1

2
zΓ2

)
(3.1.8)

Podemos ver de (3.1.4), (3.1.7) y (3.1.8) que las cantidades termodinámicas están dadas en términos
de funciones racionales simples de Γ. Cuando la condición de carga neutra se impone (Z̄ = 0) o
(δ = 0), estas expresiones se reducen a expresiones correspondientes de Hafner et al. Para ver más
sobre esto se puede consultar la referencia [12] de nuestra referencia [11].
Como una aplicación de nuestra teoŕıa termodinámica, se investiga el efecto de la carga que no es
neutra, que es la condición δ ̸= 0 en las siguientes cantidades

∆E = β(E − EHS) =
θ

η

{
(1− δ)Γ

ϕ0Γ + 1
+
δ [(1− α1)Γ− α0]

Φ1Γ + Φ0

}

∆S = S − SHS = − 1

6η

(
1

3
Γ3 +

1

2
zΓ2

)
Donde EHS y SHS son E y S para una mezcla de esferas duras (K = 0) y tenemos, usando (3.1.4)
(3.1.5) y (3.1.8).
Este efecto puede ser incorporado a la dependencia de las cantidades en δ. Este parámetro está en el
rango 0 ≤ δ ≤ 1 y δ = 0 significa una carga neutra. Las figuras (3.2) y (3.3) son los resultados para
∆E y ∆S respectivamente. En cada figura, se muestran los casos θ = −0,3,−0,2,−0,1, 0,1, 0,15 y
0,2. Se puede observar una discontinuidad en la curva θ = 0,2 ésto se debe a que no hay solución
de (3.1.2) para θ = 0,2, lo cual ha sido interpretado por Waisman (Waisman 1973) como una
separación de fase del sistema [11] . Estos resultados muestran obviamente el efecto de la carga no
neutra, una condición que en las funciones termodinámicas es significante.

Figura 3.2: ∆E como función de δ, donde z = 3 y η = 0,4. Los números de las seis curvas dan los
valores de θ. La ecuación (3.1.1a) no tiene solución para δ pequeños para θ = 0,2

A continuación se pesentará otra forma de resolver la ecuación no lineal.
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Figura 3.3: ∆S como función de δ, donde z = 3 y η = 0,4. Los números de las seis curvas dan los
valores de θ. La ecuación (3.1.1a) no tiene solución para δ pequeños para θ = 0,2

3.2. Método realizado por Henderson, Blum y Noworyta

Expansión inversa de la temperatura de algunos parámetros derivados de
la solución de la aproximación esférica media de la ecuación integral para
un fluido tipo Yukawa

Waisman obtuvo una solución anaĺıtica para las funciones de correlación y las funciones termo-
dinámicas para un fluido cuyo potencial par es dado por un potencial tipo esfera dura más una cola
tipo Yukawa (1.3.7). La solución de Waisman se obtuvo usando la MSA, tomando las ecuaciones
(1.9.5) junto con la ecuación OZ. Aunque anaĺıticas, su solución incluye seis ecuaciones algebraicas
no lineales con seis incógnitas. Usando las fórmulas de Waisman, Henderson et al. obtuvieron los
coeficientes de más bajo orden en la densidad y expansiones inversas en temperatura de estos seis
parámetros desconocidos. Los coeficientes de la expansión en la densidad se obtuvieron anaĺıti-
camente. Sin embargo, los coeficientes de la expansión inversa de la temperatura se obtuvieron
numéricamente.
Subsecuentemente, varios autores [12] han simplificado mucho los resultados de Waisman. En vis-
ta de estos desarrollos vale la pena regresar a la expansión inversa de la temperatura y obtener
expresiones anaĺıticas para los coeficientes de más bajos ordenes. Estas expresiones son de interés
no solo para los fluidos tipo Yukawa, también para otros fluidos.
En este caso se usan las expresiones obtenidas por Ginoza para un fluido simétrico en diámetro y
también en la amplitud de la interacción ϵ. [12]. Todo queda expresado en términos del parámetro
Γ el cual es determinado por

Γ(Γ + z)(1 + ψΓ)2 + xw = 0 (3.2.1)

donde x = ϵ/kBT (kB es la constante de Boltzmann y T es la temperatura)

w =
6η

Φ2
0

(3.2.2)

Φ0 =
e−zL(z) + S(z)

z3(1− η)2
(3.2.3)

y

ψ = z2(1− η)2
1− e−z

e−zL(z) + S(z)
− 12η

1− z/2− (1 + z/2)e−z

e−zL(z) + S(z)
(3.2.4)

Por simplicidad y sin pérdida de generalidad, se asume que el diámetro intermolecular es unitario,
es decir σ = 1. Además, la fracción de empaquetamiento es:

η =
πρσ3

6
(3.2.5)
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donde ρ = N/V es el número de moléculas dividido entre el volumen. Los polinomios L(z) y S(z)
están dados por

L(z) = 12η [(1 + η/2)z + 1 + 2η] (3.2.6)

S(z) = (1− η)2z3 + 6η(1− η)z2 + 18η2z − 12η(1 + 2η) (3.2.7)

Si Γ se expande en potencias de x

Γ =
∑

xnΓn (3.2.8)

la ecuación 4.1.1 nos lleva a que los coeficientes son

Γ0 = 0 (3.2.9)

Γ1 = −w
z

(3.2.10)

Γ2 = −w
2

z3
(1 + 2zψ) (3.2.11)

Γ3 = −w
3

z5
(2 + 6zψ + 7z2ψ2) (3.2.12)

y

Γ4 = −w
4

z7
(5 + 20zψ + 36z2ψ2 + 30z3ψ3) (3.2.13)

Usando estos resultados se puede obtener el parámetro υ de Waisman [12]

υ = −2U =
2 [α0 + (α1 − 1)] Γ

Φ0(1 + Γψ)
(3.2.14)

donde U es la parte de la enerǵıa termodinámica derivada de la enerǵıa potencial, donde

α0 =
L(z)

z2(1− η)2
(3.2.15)

α1 =
12η(1 + z/2)

z2(1− η)
(3.2.16)

Expandiendo υ en potencias de x deja series similares a la ecuación (3.2.7) con

υ0 = 0 (3.2.17)

υ1 =
2α0

Φ0
=

2zL(z)

e−zL(z) + S(z)
(3.2.18)

υ2 = −2w(α1 − 1− α0ψ)

zΦ0
(3.2.19)

υ3 = −2w2(α1 − 1− α0ψ)(1 + 3zψ)

z3Φ0
(3.2.20)

υ4 = −4w3(α1 − 1− α0ψ)(1 + 4zψ + 6z2ψ2)

z5Φ0
(3.2.21)

υ5 = −10w4(α1 − 1− α0ψ)(1 + 5zψ + 11z2ψ2 + 11z3ψ3)

z7Φ0
(3.2.22)

En adición a U , la enerǵıa libre A y la presión pueden obtenerse de

(A−A0)

NkBT
=

1

2

∑
n

xn

n
υn (3.2.23)
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(p− p0)

NkBT
=

1

2

∑
n

xn

n

(
η
∂υn
∂η

)
(3.2.24)

donde A0 y p0 son las expresiones conocidas de la enerǵıa libre y de la presión de un fluido de
esferas duras. Por ejemplo, en la aproximación de Carnahan y Starling [12]

A0

NkBT
= 3lnλ− 1 + lnρ+ η

4− 3η

(1− η)2
(3.2.25)

y
p0V

NkBT
=

1 + η + η2 − η3

(1− η)3
(3.2.26)

Las derivadas ∂υn

∂η pueden obtenerse de las ecuaciones (3.2.8)- (3.2.22).
A partir de estos coeficientes se tiene que el desarrollo en teoŕıa de perturbaciones para el caso
completo de la enerǵıa interna en la MSA, de acuerdo con Ginoza [11], se puede escribir de la
siguiente manera

E − E0

NkBT
= − λx

ϕ0Γ + 1
+ δx

[
α1Γ + α0

Φ1Γ + Φ0
+

Γ

ϕ0Γ + 1

]
− δλx

Γ

Φ1Γ + Φ0
(3.2.27)

La expresión para la presión de exceso ∆PE = P − P0 donde P0 es la presión para un sistema de
esferas duras, fue hallada por Herrera et al. , se puede expresar como [14] :(

∆PE

ρkBT

)
η = −1

6

(
1

3
Γ3 +

z

2
Γ2

)
−
(

πxPN

(1− η)2

)
×
[(

πPN

12

)
− ηX1

]
(3.2.28)

donde

PN =
12η

πz

[
(1 + 2η)

πz
+ z + Γ

]
X1 (3.2.29)

y

X1 =
1

Φ0(z)(1 + Γψ(z))
(3.2.30)

ψ(z) =
z3(1− η)3

φ(z)

[
ϕ0(z)−

12ηψ1(z)

1− η

]
(3.2.31)

ψ1(z) =
1

z3

(
1− 1

z
−
(
1 +

z

2

)
e−z

)
(3.2.32)

φ(z) = e−zL(z) + S(z) (3.2.33)

con

S(z) = (1− η)2z3 + 6η(1− η)z2 + 18η2z − 12η(1 + 2η) (3.2.34)

L(z) = 12η
((

1 +
η

2

)
z + 1 + 2η

)
(3.2.35)

Finalmente, se puede obtener una expresión para la función de correlación par y

y − y0 =
x

Φ2
0(1 + ψΓ)2

(3.2.36)

donde, en la aproximación Carnahan-Starling

y0 =
(1 + η/2)

(1− η)2
(3.2.37)
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Al expander en series similar a la ecuación (3.2.7) queda

y1 =
1

Φ2
0

, (3.2.38)

y2 =
2wψ

zΦ2
0

, (3.2.39)

y3 =
w2ψ

z3Φ2
0

(2 + 7zψ), (3.2.40)

y4 =
2w3ψ

z5Φ2
0

(2 + 9zψ + 15z2ψ2), (3.2.41)

y5 =
w4ψ

z7Φ2
0

(10 + 55zψ + 132z2ψ2 + 143z3ψ3), (3.2.42)

En este procedimiento se reportan resultados anaĺıticos para los coeficientes en la expansión de
temperatura inversa para la enerǵıa y para función de correlación par. Algo interesante es la
precisión de la expansión en series. Las series se aproximan mejor en las z pequeñas porque las
temperaturas relevantes son mayores y por tanto x es pequeña. En la tabla ( 3.1) se dan los valores
de temperatura cŕıtica, densidad y temperatura para z grandes. La concordancia de resultados
obtenidos de formulas exactas y de expansión en series muestra que la expansión también es útil
incluso para z grandes.

T ∗
c ρ∗c p∗c/T

∗
c

z=10
valorexacto(MSA) 0.362 0.653 0.335
valorseries(MSA)a 0.370 0.639 0.358

z=5
valorexacto(MSA) 0.530 0.473 0.187
valorseries(MSA)a 0.541 0.472 0.207

Tabla 3.1: Propiedades de fluidos tipo Yukawa en puntos cŕıticos. Con T ∗ = kBT/ϵ, ρ
∗ = ρσ3,

p∗ = pσ3/ϵ, a hasta el quinto orden.

3.3. Método propuesto por Herrera et al.

Método iterativo

Éste es otro método para calcular el parámetro Γ, fue propuesto por Herrera et al. [14]. Consiste
en escribir la ecuación

Γ2 + πKD + zΓ = 0

Con D de la forma

D =
∑
i

ρiX
2
i (Γ)

de la siguiente manera

Γn+1 = − πK

(Γn + z)

∑
l

ρlX
2
l (Γn) (3.3.1)

44



CAPÍTULO 3. COMPARACIÓN DE MÉTODOS PARA HALLAR EL
PARÁMETRO Γ

3.3. MÉTODO PROPUESTO POR HERRERA ET AL.

La primera iteración debe satisfacer que en el ĺımite de la densidad cero se tiene un sistema de
esferas duras, entonces cuando n = 0, Γ0 = 0, la primera iteración es:

Γ1 = −πK
z

∑
l

ρlX
2
l (0) (3.3.2)

Haciendo las iteraciones es posible calcular el parámetro de escalamiento para obtener las propie-
dades termodinámicas del sistema. Las iteraciones subsecuentes seŕıan:

Γ2 = − πK

Γ1 + z

∑
l

ρlX
2
l (Γ1)

.

.

.

Γn+1 = − πK

Γn + z

∑
l

ρlX
2
l (Γn)

donde n ≥ 2, dependiendo del número de iteraciones que se desee realizar, aunque con 8 iteraciones
se tiene una convergencia suficientemente buena, la cual es capaz de producir resultados que se
comparan bien con los obtenidos por otros métodos.
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Caṕıtulo 4

Método exacto y soluciones
electroĺıticas

En esta sección incluimos la contribución principal de esta tesis, ya que resolvemos de forma
exacta la ecuación para el parámetro Γ y hacemos el cálculo de las propiedades termodinámicas
sin necesidad de hacer aproximaciones o ajustes a funciones funciones conocidas.

4.1. Método exacto

Los métodos anteriores fueron usados sin tratar de resolver el problema de manera exacta. Se
uso un método perturbativo para hacer teoŕıa de perturbaciones con el que se obtuvo el parámetro
de escalamiento. En esta tesis se resuelve el problema de forma exacta utilizando el método de
Cardano. Una vez resuelto, se requiere encontrar la ráız f́ısica que nos sirva para determinar la
termodinámica, para elegir la ráız f́ısica se deben establecer criterios de elección, justamente es lo
que hacemos en este trabajo y constituye una de las aportaciones de esta tesis.
Para realizar por el método directo se tomará la ecuación (4.1.1) obtenida por Ginoza [12]. Se parte
de esta ecuación que es una ecuación de cuarto grado y se resuelve por el método de Cardano.
Tenemos la ecuación

Γ(Γ + z)(1 + ψΓ)2 + xw = 0 (4.1.1)

con x = ϵ/kBT , en esta ecuación todos los términos están determinados como se puede ver en la
sección (3.2). Podemos escribir la ecuación (4.1.1) de la forma

Γ4 +
2 + ψz

ψ
Γ3 +

1 + 2ψz

ψ2
Γ2 +

z

ψ2
Γ +

xw

ψ2
= 0 (4.1.2)

Ahora se tiene una ecuación de cuarto grado, que tiene cuatro ráıces como solución. A continuación
se resolverá la ecuación cuártica que es de la forma

Γ4 + aΓ3 + bΓ2 + cΓ + d = 0

y después se procederá a ver cual de las cuatro es la ráız f́ısica correcta. En la ecuación (4.1.2)

a =
2 + ψz

ψ

b =
1 + 2ψz

ψ2

c =
z

ψ2
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d =
xw

ψ2

Siguiendo la fórmula de Ferrari-Cardano, las cuatro ráıces Γ1,2,3,4 están dadas por [15]

Γ1,2 =
Q±

√
Q2 − 4(P −R)

2
− a

4
(4.1.3)

y

Γ3,4 =
−Q±

√
Q2 − 4(P +R)

2
− a

4
(4.1.4)

Donde P se determina al resolver la ecuación cúbica

P 3 − p

2
P 2 − rP +

4pr − q2

8
= 0 (4.1.5)

donde

p =
8b− 3a2

8

q =
8c− 4ab+ a3

8

r =
256d− 64ac+ 16a2b− 3a4

256

Q y R se determinan por las ecuaciones

p = 2P −Q2

q = −2QR

r = P 2 −R2

Se requiere resolver la ecuación cúbica (4.1.5), donde la ráız cúbica está dada por

P1 =
3

√
−S/2 +

√
∆+

3

√
−S/2−

√
∆−A/3 (4.1.6)

con
A = −p

2

B = −r

C =
4pr − q2

8

donde

∆ =

(
S

2

)2

+

(
t

3

)3

con

t =
3B −A2

3
y

S =
2A3 − 9AB + 27C

27

Esta primera ráız (4.1.6) es una ráız real, nuestra ecuación cúbica tiene un ráız real y dos ráıces
imaginarias, la ráız que nosotros requerimos es la real, pues es con la que se resuelve la ecuación
cuártica, las otras dos ráıces las podemos obtener con

P2,3 = −u+ v

2
− a

3
±

√
3

2
(u− v)i (4.1.7)
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4.1. MÉTODO EXACTO

con

u =
3

√
−q/2 +

√
∆

y

v =
3

√
−q/2−

√
∆

Ahora que tenemos la ráız real P1 de la ecuación cúbica podemos obtener las cuatro ráıces Γ de
la ecuación cuártica, simplemente haciendo P = P1, tenemos todos los términos de las ecuaciones
(4.1.3) y(4.1.4) determinados y entonces podemos resolver.
Ahora que se tienen las cuatro ráıces de la ecuación (4.1.2) es importante determinar cual de las
cuatro es la ráız f́ısica. Para determinar cual es la ráız f́ısica, se graficaron las cuatro Γ en función
de la fracción de empaquetamiento η, para poder aplicar los criterios de elección de la ráız correcta.
A continuación se presenta un ejemplo donde se puede apreciar el gráfico de las cuatro ráıces, se
grafica η de 0 a 0.6, que son los valores que puede tomar la fracción de empaquetamiento. Como

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Η

-1.5

-1.0

-0.5

G@ΗD

G2

G1

Figura 4.1: Gráfica de Γ en función de η, para ϵ/kBT = 120(K) (Argón ĺıquido), T = 150K y
z = 1,8

se puede observar en la figura 4.1 , la gráfica muestra que sólo tenemos dos ráıces reales para η
entre 0 y 0,6. Uno de los criterios que se debe aplicar para la elección de la ráız f́ısica correcta es
que se debe tomar la ráız más cercana a cero para garantizar la condición de estabilidad, por lo
tanto, para la elección de la ráız f́ısica correcta sólo podemos elegir entre una de estas dos ráıces
Γ1 y Γ2. Todo los puntos que estén por debajo de la linea donde el discriminante de la ecuación
cuártica sea cero, no son ráıces f́ısicas de la ecuación, en este caso Γ2. También debemos considerar
las curvas que estén por encima de la curva que nos indique una transición de fase, que son los
puntos en donde la compresibilidad se hace infinita, por lo tanto se puede decidir que la ráız f́ısica
correcta es la ráız Γ1.
Los parámetros usados corresponden con los que caracterizan un gas de Ar, ver referencia [1] .
Estos parámetros fueron obtenidos por Henderson et al. [19]

A continuación se presenta una comparación de los distintos métodos analizados en esta
tesis para hallar el parámetro de escalamiento Γ, con el fin de demostrar que los distintos métodos
son útiles debido a que los tres presentan resultados similares y que el método exacto brinda
muy buenos resultados al elegir la ráız f́ısica correcta. Sin embargo, debe mencionarse que la
coincidencia queda limitada a cierto rango de temperaturas, ya que a temperaturas muy bajas
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las ráıces difieren de forma notable y por tanto se predice un comportamiento f́ısico diferente
dependiendo del método utilizado.
En la figura 4.2 se muestra el parámetro de escalamiento Γ hallado mediante los métodos
perturbativo, iterativo y por el método exacto o directo para Argón ĺıquido (ϵ/kB = 120/K)

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

-0.30

-0.25

-0.20

-0.15

-0.10

-0.05

0.00

Η

G
@Η
D

m. iterativo

m. exacto

m. perturbativo

Figura 4.2: Parámetro Γ como función de la fracción de empaquetamiento η, para T = 150K,
z = 1,8

Ahora que se conoce el parámetro Γ se puede determinar la termodinámica para un fluido
simétrico en diámetro y en la interacción, porque está completamente determinada por Γ. En
las figuras 4.3, 4.4 y 4.5 se muestran gráficas de la enerǵıa interna de exceso en función de x.
Los gráficos de la enerǵıa de exceso fueron obtenidos mediante la ecuación (3.2.27), se usaron los
valores para Γ obtenidos por los métodos perturbativo (ec. (3.2.8)), iterativo (ec. (3.3.1)) y exacto
(ec. (4.1.3))

-8 -6 -4 -2 0 2 4
-14

-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

x

E
-

E
0

N
k B

T

Henderson et al.
Método exacto
Herrera et al.

Figura 4.3: Enerǵıa de exceso en función de x, para η = 0,25 λ = 1 y δ = 0,3

En las figuras 4.6 y 4.7 se muestran las gráficas de la ecuación de estado obtenida por Herrera
et al. para la presión, ec. (3.2.28), se grafica la ecuación con los resultados obtenidos para encontrar
Γ con los tres métodos.
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Figura 4.4: Enerǵıa interna de exceso en función de x, para η = 0,25 λ = 1 y δ = 0,5
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Figura 4.5: Enerǵıa de exceso en función de x, para η = 0,25 λ = 0,5 y δ = 0,5

4.2. Soluciones electroĺıticas

Una solución es una mezcla homogénea de especies qúımicas dispersa en una escala molecular
y que constituye una sola fase termodinámica [21] . La parte más abundante se llama solvente y
soluto a la que está presente en la solución en menor cantidad. Las sustancias llamadas electrólitos
son sustancias que al disolverse en ciertos solventes se disocian en iones, parcial o totalmente. A
aquellos que se disocian en una gran proporción se les conoce como electrolitos fuertes. A una
solución en la que se ha disuelto un electrólito se le llama solución iónica.
Nuestro sistema de interés es el de soluciones de electrólitos fuertes. En las soluciones iónicas debe
considerarse la interacción de part́ıculas cargadas, esta interacción se da mediante un potencial
tipo Coulomb. Por simplicidad, se representan los iones como esferas duras de diámetro σ con la
carga del ión localizada en el centro de la esfera. Para fines prácticos el solvente puede considerarse
un medio continuo de constante dieléctrica uniforme ε, también se asume que los iones son de un
material con la misma constante dieléctrica que el solvente. Este es un modelo común usado para
representar soluciones de electrólitos fuertes y es conocido como el modelo primitivo de soluciones
electroĺıticas. Este modelo primitivo sugiere tratar la solución como un gas mezcla de esferas duras
con carga negativa y positiva contenidas en un volumen V y cierta temperatura T , en el que la
primera desviación de un caso ideal seŕıa considerar el segundo coeficiente del virial, que como
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Figura 4.6: Presión en función de η−1 para z = 10 y T = 42K
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Figura 4.7: Presión en función de η−1 para z = 10 y T = 20K

hab́ıamos visto para sistemas de dos componentes es

p

kBT
= ρ1 + ρ2 +B11(T )ρ12 +B12(T )ρ1ρ2 +B22(T )ρ

2
2 + ... (4.2.1)

donde en el ĺımite termodinámico (N y V → ∞, con N/V fijo)

B12(T ) = −4π

∫ ∞

0

[
e−βu12(r)−1

]
r2dr (4.2.2)

para el modelo primitivo de una solución iónica u12(r) es

u12(r) =

{
∞ si r < (σ++σ−)

2
q+q−
εr si r > (σ++σ−)

2

(4.2.3)

donde q+ y q− son las cargas de los iones positivos y negativos, respectivamente. Si sustituimos esto
en la ecuación (4.2.2) se encuentra que la integral diverge, f́ısicamente esta divergencia es debido al
hecho que el potencial de Coulomb es de largo alcance y la interacción de dos part́ıculas contenida
en el segundo coeficiente del virial nos da una contribución infinita. Por lo tanto, el largo alcance
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del potencial de Coulomb requiere un trato especial.
Se considera primero la enerǵıa libre electrostática de Helmholtz del modelo primitivo deN1 aniones
y N2 cationes con N1 = N2

Ael = A−A0 (4.2.4)

y por definición se tiene que

A = −kBT lnQ (4.2.5)

con Q la función de partición del sistema total

Q =
1

N1!N2!h3N

∫
...

∫
e−βHdr1...drNdPr...dPN (4.2.6)

A0 es la enerǵıa libre del sistema de esferas duras. El Hamiltoniano del sistema es:

H =
∑
i

p2i
2mi

+
1

2

N∑
i,j

qiqj
ε|r⃗1 − r⃗j |

+
1

2

∑
i,j

ued(rij) i ̸= j (4.2.7)

donde ued es el potencial de esfera dura. La parte electrostática de la enerǵıa puede ser escrita
como

Uel
N =

1

2

∑
j

qjψj(r⃗j) (4.2.8)

Interesa sobre todo saber el promedio estad́ıstico del potencial ψj(rj), es decir

< ψ(rj) >=

∫
...
∫
ψj(rj)e

−βUNdr1...drN∫
...
∫
e−βUNdr1...drN

(4.2.9)

de (4.2.4) se puede ver que el valor medio del potencial puede escribirse en la siguiente forma

< ψj >=

(
∂A

∂qj

)
V,T

con j = 1, 2, ..., N (4.2.10)

la diferencial total de A, a V y T constantes es

dA =
N∑
j=1

< ψj > dqj (4.2.11)

Se acostumbra introducir el parámetro de acoplamiento de carga λ de la siguiente manera qj =
(zje)λ con 0 ≤ λ ≤ 1. Aśı, usando esto en la ecuación (4.2.11) e integrando se obtiene

A−A0 =
∑
j

(zje)

∫ 1

0

< ψj(λ) > dλ (4.2.12)

Puede verse entonces que uno de los problemas centrales es obtener < ψj(λ) > que es el potencial
promedio que actúa sobre el ión j cuando todos los demás iones tienen una carga qi = (zie)λ. Esto
es porque si conocemos < ψj(λ) > conocemos entonces de la ecuación (4.2.4) la termodinámica
del sistema.

53



CAPÍTULO 4. MÉTODO EXACTO Y SOLUCIONES ELECTROLÍTICAS
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4.2.1. La teoŕıa de Debye-Huckel (DH)

La teoŕıa de Debye-Huckel proporciona un método muy elegante para calcular < ψj(λ) >.
Primero se calcula el promedio del potencial electrostático tomando fija a la part́ıcula 1 en r⃗1 y
utilizando la ecuación de Poisson, se relaciona con una densidad de carga

∇2(1< ψ(r⃗, r⃗1) >) = −4π

ε
1 < ρ(r⃗, r⃗1) > (4.2.13)

donde 1 < ρ(r⃗, r⃗1) > es la densidad de carga en el punto r⃗ dado que el ión 1 está en r⃗1 y todos los
demás iones han sido promediados canónicamente en todo el volumen. Para calcular el potencial
promedio notemos que la cantidad

1 < ψ1(r) >=
1< ψ(r⃗, r⃗1) > − q1

ε|r⃗ − r⃗1|
(4.2.14)

es el potencial electrostático promedio en r⃗ debido a todas las part́ıculas excepto a la part́ıcula 1 que
está fija en r⃗1. Entonces, si evaluamos ésto en r⃗1 tendremos el potencial promedio que buscamos.
Éste puede ser determinado resolviendo la ecuación (4.2.13) si la densidad de carga es conocida.
La densidad de carga puede ser escrita de manera exacta en la siguiente forma

1 < ρ(r⃗, r⃗1) >=

2∑
s=1

Csqsg1s(r⃗, r⃗1) + q1δ(r⃗ − r⃗1) (4.2.15)

donde Cs es la concentración y gjs representa la probabilidad de que tengamos un ión del tipo s en
r⃗ dado que un ión del tipo j está en el origen. A esta función la llamaremos función de distribución
radial interiónica, ya que se puede ver que coincide con la función de distribución radial definida
en la teoŕıa de ĺıquidos.
La primera aproximación en la teoŕıa de D. H. conciste en dar una expresión para la probabilidad
gij(r) suponiéndola simplemente como un factor de Boltzmann de la forma

gjs(r) =

{
e−βqs1 < ψj(r) > si r > R

0 si r < R
(4.2.16)

Resultando asi la ecuación de Poisson-Boltzmann

∇2ϕ1(r) = −4π

ε

2∑
s=1

Csqse
−βqsϕ1(r) r > R (4.2.17)

donde ϕ1 =1< ψ(r) >.
La segunda aproximación de D. H. se hace para linealizar la ecuación de Poisson-Boltzmann (PB)
expandiendo la exponencial y quedándose con el término de primer orden. El término de orden
cero es nulo debido a que el sistema es eléctricamente neutro. Aśı la ecuación PB (4.2.17) queda

∇2ϕ1(r) = K2ϕ1(r) r > R (4.2.18)

con

K2 =
4π

ε
β
∑
s

Csq
2
s (4.2.19)

que es una ecuación lineal fácil de resolver. Suponiendo las condiciones de frontera: ϕ1(r) se anula
en el infinito y que la función y sus derivadas son continuas en r = R, se encuentra que la solución
es

ϕ1(r) =

{
q1
r − q1K

ε(1+kR) si 0 < r < R
q1e

−K(r−R)

ε(1+KR)r si r > R
(4.2.20)
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4.3. ECUACIÓN ANALÍTICA DE ESTADO PARA UN GAS DE ESFERAS DURAS TIPO

YUKAWA; MEZCLA ELECTRONEUTRA

Usando la ecuación (4.2.13) se obtiene finalmente

< ψj >= − qjK

ε(1 +KR)
(4.2.21)

Este es el potencial promedio que actúa sobre el j-ésimo ión fijo en el origen y es debido a todos
los demás iones de la solución. Usando la ecuación (4.2.21) se puede escribir las propiedades ter-
modinámicas en términos de K, se puede consultar nuestra referencia [1] para mayor detalle. Sin
embargo, la propuesta de DH está limitada a muy bajas concentraciones y se deben usar otros
métodos más avanzados para tener una mejor aproximación teórica que reproduzca los resultados
experimentales.

4.3. Ecuación anaĺıtica de estado para un gas de esferas du-
ras tipo Yukawa; mezcla electroneutra

Se le ha dado especial interés a modelos de esferas duras que interactúan mediante colas tipo
Yukawa, sean atractivas o repulsivas. Para una mezcla de esferas duras de igual diámetro σ, la
interacción entre part́ıculas de especies i y j se puede expresar como

uij =


∞ si r < σ

−εij
e−z(r−σ)/σ

r/σ
si r ≥ σ

(4.3.1)

En este caso se analiza una mezcla electroneutra, que es el modelo que representa satisfacto-
riamente a los electrólitos, satisface la relación∑

j

cjzj = 0 (4.3.2)

donde cj representa la fracción molar de los componentes y zj sus valencias. Para una mezcla
electroneutra de part́ıculas que interactúan con un potencial tipo Yukawa, la ecuación (4.1.1) de
Ginoza se puede escribir [20]

Γ(Γ + z)(ϕ0Γ + 1)2 = −xw (4.3.3)

donde el parámetro x se relaciona con la temperatura y las valencias mediante

x =
βεij
zizj

(4.3.4)

Donde β = 1/kBT . Los factores ϕ0 y w en la ecuación (4.3.3) están definidos por

ϕ0 =
1− e−z

z
, (4.3.5)

y
w = 6ηλ, (4.3.6)

donde

λ =

n∑
j

cjz
2
j , (4.3.7)

y η es la fracción de empaquetamiento.
Siguiendo el análisis de Henderson et al. el parámetro Γ puede expandirse en potencias de x de la
siguiente manera

Γ =
∑
n

Γnx
n (4.3.8)

55
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Sustituyendo estas series en la ecuación (4.3.3) los coeficientes Γj se encuentran de la misma
manera que para la ecuación de Ginoza de un fluido tipo Yukawa de un solo componente. Para los
coeficientes Γ0 hasta Γ5 se obtiene lo siguiente

Γ0 = 0; (4.3.9)

Γ1 = −w
z

(4.3.10)

Γ2 = −w
2

z3
(1 + 2zϕ0) (4.3.11)

Γ3 = −w
3

z5
(2 + 6zϕ0 + 7z2ϕ20) (4.3.12)

Γ4 = −w
4

z7
(5 + 20zϕ0 + 36z2ϕ20 + 30z3ϕ30) (4.3.13)

y

Γ5 = −w
5

z9
(14 + 70zϕ0 + 165z2ϕ20 + 220ϕ30z

3 + 143ϕ40z
4) (4.3.14)

La enerǵıa interna de exceso se puede expresar en términos de Γ como

E − E0

NkBT
=

Γ

1 + ϕ0Γ
λx (4.3.15)

donde E0 denota la enerǵıa interna del sistema de esferas duras. Similarmente, expandiendo la
enerǵıa interna de exceso en potencias de x se obtiene

(E − E0)

NkBT
= λx

∑
j

ejx
j (4.3.16)

los coeficientes ej pueden obtenerse [20] y son los siguientes

e0 = 0 (4.3.17)

e1 = −w
z

(4.3.18)

e2 = −w
2

z3
(1 + 3zϕ0) (4.3.19)

e3 = −2w3

z5
(1 + 4zϕ0 + 6z2ϕ20) (4.3.20)

e4 = −5w4

z7
(1 + 5zϕ0 + 11z2ϕ20 + 11z3ϕ30) (4.3.21)

e5 = −w
5

z9
(14 + 84zϕ0 + 234z2ϕ20 + 364z3ϕ30 + 273z4ϕ40) (4.3.22)

Conociendo estos coeficientes se puede obtener la enerǵıa libre de Helmholtz de exceso y la presión,
de la siguiente manera [20]

A−A0

NkBT
= λx

∑
j

ej
xj

j + 1
(4.3.23)

y
p− p0
ρkBT

= λx
∑
j

ρ
∂ej
∂ρ

xj

j + 1
(4.3.24)
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Ecuación de estado anaĺıtica EOS

Siguiendo el procedimiento usado por Duh y Mier y Terán [20] para el caso de un componente
de Yukawa, se puede obtener una aproximación anaĺıtica expĺıcita para el caso de una mezcla
electroneutra. La enerǵıa libre de Helmholtz puede expresarse de la siguiente forma simple:

A−A0

NkBT
= − z

3

6η

[
F (χ)− F (Y )− (χ− Y )

dF (Y )

dY

]
(4.3.25)

en donde

χ =
(1 + zϕ0)w

z2
x (4.3.26)

y

Y =
ϕ0w

z
x (4.3.27)

Por conveniencia se define la función F (u) de una variable arbitraria u como

F (u) = −1

4
ln(1− 2u)− 2ln(1− u)− 3

2
u− 1

1− u
+ 1 (4.3.28)

La enerǵıa interna de exceso, el potencial qúımico y la presión pueden quedar en términos de F (u)
y sus derivadas

E − E0

NkBT
= − z

3

6η

[
χ

(
dF (χ)

dχ
− dF (Y )

dY

)
− Y 2

zϕ0

d2F (Y )

dY 2

]
(4.3.29)

µi − µ0i

kBT
= −z

2
i z

3

6ηλ

[
χ

(
dF (χ)

dχ
− dF (Y )

dY

)
− Y (χ− Y )

d2F (Y )

dY 2

]
(4.3.30)

y

p− p0
ρkBT

=
z3

6η

[
F (χ)− F (Y )− (χ− Y )

dF (Y )

dY

]
−z

3

6

{
∂χ

∂η

[
dF (χ)

dχ
− dF (Y )

dY

]
− ∂Y

∂η
(χ− Y )

d2F (Y )

dY 2

}
(4.3.31)

Las propiedades de un sistema de esferas duras pueden calcularse usando la fórmula de Carnahan
y Starling (CS) [20] . La CS enerǵıa libre de Helmholtz y la presión pueden escribirse como

A0

NkBT
= 3lnΛ− 1 + lnρ+ η

4− 3η

(1− η)2
(4.3.32)

y
p0

ρkBT
=

1 + η + η2 − η3

(1− η)3
(4.3.33)

donde Λ es la longitud de onda térmica de de Broglie.
La figura 4.8 es una gráfica de la enerǵıa interna de exceso contra x para el caso binario

simétrico 1 : 1 (z1 = 1, z2 = −1), con z = 6 y una densidad total η = 0,25. Este es un sistema
equimolar (c1 = c2 = 0,5) donde η1 = η2 = η/2. La figura 4.8 muestra resultados de la MSA , las
lineas punteadas son resultados de las series de la ecuación (4.3.16), truncadas hasta la segunda,
cuarta y sexta potencia de x, respectivamente; la linea discontinua es el resultado de la EOS que
es la ecuación (4.3.29), la linea continua delgada es la ecuación (4.3.15) resulta con el método
de iteraciones propuesto por Herrera et al., finalmente la linea continua gruesa es la ecuación
(4.3.15) resulta mediante el método exacto. Como puede verse, los valores de convergencia de
las series de la MSA no son uniformes dentro del intervalo mostrado en la gráfica. Las series
convergen monótonamente a la enerǵıa MSA para x ≥ 0. Sin embargo para x < 0 la convergencia
de las series es oscilatoria y muy lenta. Se necesitaŕıan mas términos de las series para tener una
mejor representación de la enerǵıa interna para x < 0 y z = 6. Se obtiene un comportamiento
similar para otros valores de z. En la misma figura se muestran resultados obtenidos mediante la
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aproximación dada por la ecuación (4.3.29) etiquetada con EOS. La aproximación dada por esta
fórmula es cercana a la MSA. Las series tuncadas hasta el sexto orden, TS6, es casi tan buena
como EOS para x ≥ 0.
La interacciones entre part́ıculas de Yukawa en una mezcla pueden ser atractivas o repulsivas
dependiendo del signo del parámetro x.

De acuerdo con la ecuación (4.3.1), para x < 0 las colas de Yukawa son repulsivas entre
part́ıculas de la misma especie, mientras que son atractivas entre part́ıculas de diferente especie
(ε11 = ε22 = −ε12 < 0). Resultados para el factor de compresibilidad Z = p/ρkBT como función
de la fracción de empaquetamiento η se muestran en las figuras 4.9, 4.10, 4.11, 4.12 y 4.13 , donde
se presentan varias isotermas de un sistema binario 1 : 1 con z = 8. En la figuras las curvas
continuas son las encontradas al resolver el factor de compresibilidad por el método exacto usando
la aproximación MSA y la ecuación (3.2.28), las curvas discontinuas son resultados de la EOS que
es la ecuación (4.3.31). La curva x = 0 corresponde al sistema de esferas duras, las otras curvas
son para x = −2,−4,−6,−8 respectivamente.

4.4. Comparación con resultados obtenidos mediante simu-
lación usando método Monte Carlo

A continuación se presentan los resultados que obtuvimos para el factor de compresibilidad Z,
usando la MSA resuelta por el método exacto, comparados con resultados ya existentes que se
obtuvieron mediante simulaciones de Monte Carlo [22], figuras (4.14) y (4.15).
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Figura 4.8: Enerǵıa interna de exceso como función de x con η = 0,25, para un sistema simétrico
1 : 1 con ε11 = ε22 = −ε12, c1 = c2 = 0,5 y z = 6. Se muestra con lineas punteadas la enerǵıa
de exceso obtenida mediante el método de perturbaciones con 2, 4 y 6 términos, con una linea
sólida delgada la obtenida por el método propuesto por Herrera et al., con una linea discontinua
la obtenida mediante la EOS y con una linea sólida gruesa la obtenida con el método exacto, para
sistemas electroneutros
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Figura 4.9: Factor de compresibilidad Z = p/ρkBT en función de η para una mezcla electroneutra
simétrica con z = 8 y x = −2. Se grafica la MSA resuelta con el método exacto y la EOS. La MSA
se presenta con una linea continua y la EOS con una linea punteada
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Figura 4.10: Factor de compresibilidad Z = p/ρkBT en función de η para una mezcla electroneutra
simétrica con z = 8 y x = −4. Se grafica la MSA resuelta con el método exacto y la EOS. La MSA
se presenta con una linea continua y la EOS con una linea punteada
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Figura 4.11: Factor de compresibilidad Z = p/ρkBT en función de η para una mezcla electroneutra
simétrica con z = 8 y x = −6. Se grafica la MSA resuelta con el método exacto y la EOS. La MSA
se presenta con una linea continua y la EOS con una linea punteada
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Figura 4.12: Factor de compresibilidad Z = p/ρkBT en función de η para una mezcla electroneutra
simétrica con z = 8 y x = −8. Se grafica la MSA resuelta con el método exacto y la EOS. La MSA
se presenta con una linea continua y la EOS con una linea punteada
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Figura 4.13: Factor de compresibilidad Z = p/ρkBT en función de η para una mezcla electroneutra
simétrica con z = 8 y x = 0. Esta gráfica representa el sistema de esferas duras al cual los dos
métodos convergen cuando se trata de x = 0

Figura 4.14: Factor de compresibilidad Z = p/ρkBT en función de ∗ρ con z = 2,5. Los puntos son
resultado de las simulaciones de Monte Carlo [22]
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Figura 4.15: Factor de compresibilidad Z = p/ρkBT en función de ∗ρ con z = 1,8 . Los puntos
son resultado de las simulaciones de Monte Carlo [22] y las ĺıneas el resultado obtenido de manera
exacta
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Conclusiones

Con la mecánica estad́ıstica se describió el comportamiento de gases no ideales. Se encontró que
las propiedades termodinámicas de estos sistemas quedan en términos del parámetro de acopla-
miento Γ, que es un resultado obtenido por Ginoza al resolver la ecuación de OZ.
Se resolvió la ecuación cuártica para Γ por el método exacto, y se compararon los resultados ob-
tenidos con los resultados ya existentes.
Resolver la ecuación de Ginoza para Γ mediante un método exacto proporciona resultados más
reales porque se resuelve directamente la ecuación que se plantea usando la aproximación MSA,
como se pudo ver. Si se resuelve la ecuación por otros métodos como el método de perturbaciones
o el método en el que se encuentra Γ haciendo iteraciones, hay un valor para el que el resultado
empieza a diverger y ya no se puede tomar este resultado como el resultado correcto, el método
exacto proporciona resultados más directos pues no se hace aproximaciones de aproximaciones,
solo se utiliza la aproximación esférica media, de esta manera podemos ver que el método exacto
brinda buenos resultados.
Comparando las valores para Γ graficados en función de la fracción de empaquetamiento η, figura
4.2, y obtenidos por los tres métodos presentados, se puede ver que se obtienen valores muy simi-
lares, pero hay un intervalo desde 0, 1 hasta 0,3 para η donde los valores para Γ si son distintos
dependiendo del método usado, donde el método exacto y el iterativo son más cercanos, no aśı el
perturbativo.
Al comparar la termodinámica obtenida se puede ver que para los distintos valores de δ y para
valores positivos de x los tres métodos dan buenos resultados, se puede ver en las figuras 4.3, 4.4 y
4.5, pero para valores negativos las series divergen a partir de x = −2. Para la presión en función
de η−1, figura 4.6, se obtienen buenos resultados para z = 10 y para temperaturas arriba de 40K
a medida que la temperatura desciende por debajo de 40K las gráficas para la presión empiezan a
diverger, figura 4.7 el método exacto e iterativo dan resultados muy similares, el método pertur-
bativo se aleja un poco de los otros dos.
Una aplicación de las ecuaciones de estado para gases de esferas duras mas un término de Yu-
kawa es el caso de soluciones electroĺıticas, donde se considera un fluido con cargas positivas y
negativas, pero neutro en su totalidad. Se estudió la ecuación anaĺıtica de estado y se encontró la
termodinámica usando esta ecuación y después se comparó con la termodinámica para electrólitos
obtenida con el método exacto usando la MSA. Como puede verse, la EOS da una buena repre-
sentación de la ecuación de estado para ese valor de z. La concordancia entre la EOS y la MSA
mejora gradualmente cuando el rango de interacción se disminuye, figura 4.8, es decir, cuando z
aumenta. Para z > 8, EOS da una excelente aproximación a las propiedades termodinámicas de
la MSA. Se presenta una comparación para el factor de compresibilidad obtenido con la EOS y el
método exacto usando la MSA para distintos valore de x en las figuras 4.9, 4.10, 4.11 y 4.12.
Ecuaciones anaĺıticas expĺıcitas para las propiedades termodinámicas de una mezcla electroneutra
de esferas duras tipo Yukawa fueron presentadas. Usando una expansión inversa de la tempera-
tura, el método de iteraciones y el método exacto, se obtuvo una aproximación para la enerǵıa
interna. Para x < 0 la expansión en serie hasta el sexto orden es insatisfactoria porque presenta
una convergencia muy lenta y oscilatoria. Los valores negativos de x corresponden a un sistema
f́ısico interesante donde part́ıculas de igual tamaño de una misma especie se repelen unas a otras
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mediante colas de Yukawa, mientras que part́ıculas de diferente tipo se atraen unas a otras con la
misma dependencia matemática.
El trabajo realizado en esta tesis permitió analizar y estudiar como se construyen las ecuaciones
de estado para gases no ideales, además la manera en que se incluyen con expresiones matemáticas
las interacciones entre las part́ıculas para describir el comportamiento de un gas, partiendo del
concepto teórico de funciones de distribución. Se analizaron las soluciones a estas ecuaciones de
estado y se pudo ver como se puede encontrar la termodinámica de estos sistemas y escribirla en
función de parámetros que describen al sistema. Al estudiar las distintas soluciones existentes , se
puede ver la dificultad y las limitantes de los diferentes métodos, aśı como las ventajas de usar
un método que dé un resultado exacto. Se pudo observar como los resultados obtenidos sólo son
válidos para ciertos rangos dependiendo del método usado y que para los tres métodos estudiados
hay valores donde convergen y dan el mismo resultado, pero para ciertos valores los resultados ya
no son similares y debe considerarse entonces cual es el más óptimo para usarse.
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Editorial MIR, Moscú (1973)
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