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Resumen

Con el uso de la Mecénica Estadistica se describe el comportamiento de gases no ideales en los
que se considera la interaccién entre las particulas que forman al gas. Usando teoria de fluctuaciones
se llega a la ecuacion Ornstein-Zernike, la cual nos permite estudiar a los fluidos densos mediante
un lenguaje de funciones de correlacién. Cuando se considera que la interacciéon intermolecular
tiene la forma de un potencial de tipo Yukawa y mediante la aproximacién esférica media (MSA)
es posible resolver la ecuaciéon OZ, en particular Ginoza resolvié esa ecuacién y encontré que la
termodindmica del sistema queda en términos de un solo pardmetro, el cual llamé I'. En esta
tesis se resuelve la ecuacion para el parametro de escalamiento I', mediante un método exacto y
se encuentra la termodinamica en términos de este parametro. Después se hace una comparacién
con los resultados ya existentes. Por ultimo se hace una revisién de soluciones electroliticas y
se usan los resultados obtenidos tanto para el calculo de la termodindmica como de los valores
de las propiedades termodindmicas para diferentes sistemas, tomando en los parametros valores
que aparecen en la literatura, a fin de poder comparar nuestros resultados con los ya existentes.
Estudiamos una solucion electrolitica mediante la representacién del potencial de interacciéon como
un potencial tipo Yukawa electroneutro. Este sistema es estudiado solo en el caso de iones simétricos
en medio de constante dieléctrica conocida, pero los cambios a dicha constante cuando se forma el
electrélito van incluidos en el factor exponencial de potencial tipo Yukawa. Obviamente ese factor
incluye los efectos de la interaccién ién-dipolo.
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Introduccion

En esta tesis se desea encontrar la termodinamica de fluidos no ideales, como pueden ser los

gases nobles o una solucién ionizada, para encontrarla se deben proponer modelos de potenciales
que describan el comportamiento de estos fluidos, con estos modelos se pueden escribir ecuaciones
que al resolverlas nos den de manera sencilla una forma de escribir la termodinamica.
En el capitulo 1 se hace una revisién de los conceptos basicos de la teoria de distribucién, hasta
llegar a la ecuacién OZ que es una ecuacién que describe el comportamiento de gases no ideales.
En el capitulo 2 se estudia el método de factorizacién Baxter, un método especial para resolver
esta ecuacion. Se revisan los resultados obtenidos por Ginoza para el caso especial de un gas de
esferas duras tipo Yukawa y se toma los resultados obtenidos para el caso méas simple de un solo
término de Yukawa, en el cual resulta que toda la termodindmica del sistema queda en términos
de un pardmetro de escalamiento llamado I'. En el capitulo 3 se hace una revisién de los resultados
ya existentes que se obtuvieron por distintos métodos al resolver la ecuacién cuértica de I' . En el
capitulo 4 se propone un método para resolver la ecuacion del parametro de escalamiento I', una
vez resuelta se hace una comparacién de este resultado con los obtenidos mediante métodos vistos
en el capitulo anterior, éste es el capitulo principal de la tesis, pues se presentan los resultados
obtenidos en esta tesis y se comparan con los existentes, para determinar cual es el mejor método y
las ventajas de realizar un método exacto para resolver la ecuacién cudrtica, que es el propuesto en
esta tesis. Finalmente se utilizan los resultados obtenidos para un sistema de particulas cargadas
pero neutro en su totalidad, que es el caso de los eletrdlitos.






Capitulo 1

Elementos basicos de mecanica
estadistica para fluidos clasicos

La mecanica estadistica se encarga de estudiar sistemas de muchas particulas desde un punto
de vista microscépico. A partir de la mecanica estadistica se pueden determinar las propiedades
termodindmicas de la materia, que en termodindmica se obtienen de la observaciéon y de los
experimentos, sin tomar en cuenta el origen microscépico de ésta. La mecanica estadistica nos
proporciona un puente matemético entre el comportamiento observable macroscépico de objetos
materiales grandes tal como un volumen de un gas, un liquido o las propiedades normales de un
sélido, y el comportamiento dindmico de las pequenas moléculas invisibles que constituyen estos
objetos.

En Ia fisica estadistica cldsica el comportamiento de las moléculas se asume que ocurre de acuerdo
a las leyes de la mecanica de Newton, la conexion con las cantidades observables macroscopicas
se hace mediante un promedio estadistico de las posiciones y los momentos de cada una de las
particulas que forman el sistema [1]. Partiendo de esta idea, en esta tesis se hard uso de la
mecanica estadistica para fluidos clasicos, utilizaremos la teoria de funciones de distribuciéon que
es una teoria util para obtener la ecuacién de estado de gases densos. Se usard un modelo de
potencial de esfera dura m&s una cola tipo Yukawa para representar la interaccién molecular
efectiva.

El estado liquido de la materia se consideraba como el estado intermedio entre el estado sélido y
el gaseoso. Para discutir las propiedades de cualquier sustancia, un punto de inicio es observar la
relacién entre la presién P, la densidad p y la temperatura T en diferentes fases, por medio de
una ecuacién de estado f(P,p,T) = 0.

El diagrama de fases tipico p—T de un sistema simple y de un componente, se muestra en la figura
(1.1) . Laregién de existencia de la fase liquida estd limitada en la parte superior por el punto criti-
co ¢y abajo por el punto triple (¢). Por arriba del punto critico hay una tnica fase fluida, asi que
existe un camino continuo de liquido a vapor, ésto no se cumple en la transicién de liquido a séli-
do, porque la linea de coexistencia sélido-fluido, o curva de fusién, no termina en el punto critico [2].

A temperaturas altas y densidades bajas la relacién entre la presiéon (P) y la densidad p
es lineal. La ecuacién de estado para un gas ideal estd dada como

P = pkpT (1.0.1)

donde kp es la constante de Boltzmann, T es la temperatura absoluta en grados Kelvin (K) y p es

la densidad de ntimero, definida como (p = V) La constante de Boltzmann es igual a la constante
de los gases ideales (R = 8,31J/mol - K) entre el ntimero de Avogadro (N4 = 6,023 - 10%3). La
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T ‘ / [

punto critico

TC 1
temperatura S
T, |
' punto triple
5 P P,
densidad p

Figura 1.1: Diagrama de fase,J. P. Hansen and I. R. McDonald The Theory of Simple Liquids,
Edit. Academic pres, London (1986), p. 2

constante de Boltzmann es

R 831J/mol- K

k‘ = — =
5= N, 6,023-10%

=1,38-107%J/K (1.0.2)

Todos los fluidos se comportan como fluidos ideales a altas temperaturas y bajas densidades, bajo
estas circunstancias las particulas de un gas estdn separadas por grandes distancias y se puede
considerar que se mueven independientemente unas de las otras, es decir, practicamente no hay
interaccion entre las particulas que conforman el gas.

1.1. Ecuacion de van der Waals

El estudio mecénico estadistico de gases no ideales y liquidos es un drea de la fisica més reciente,
propiamente se inicia en 1873 con la presentacién y defensa de la tesis de doctorado de van der
Waals (vdW), la ecuacién de vdW es la siguiente [1],[19] .

(P—l—a:;—i)(\/—nb) =nRT (1.1.1)

Donde, a diferencia de la ecuacion de estado para un gas ideal, se consideran las fuerzas de choque
entre las particulas que al final producen una presiéon interna, dentro del factor a, que es una
constante de proporcionalidad. También se considera el volumen propio de las particulas que forman
el gas. Esto implicé introducir el concepto de fuerzas intermoleculares. Las constantes a y b son
caracteristicos de cada sustancia.




CAPITULO 1. ELEMENTOS BASICOS DE MECANICA ESTADfSTICA PARA
FLUIDOS CLASICOS
1.2. ECUACION DEL VIRIAL

1.2. Ecuacidn del virial

La ecuacién del virial expresa las desviaciones de la ecuaciéon de gas ideal debido a las interac-
ciones entre las moléculas, como una serie infinita de potencias en p [2, 1] :

P

ﬁ =p+BQ(T)p2+B3(T)p3+... (121)
Donde By(T), Bs(T), ... son llamados segundo, tercer,... coeficientes del virial respectivamente y
solo dependen de la temperatura del gas en consideracién, pero son independientes de la presién
y la densidad. Esta ecuacién fue propuesta por Thiesen y desarrollada por Kamerlingh-Onnes. El
segundo coeficiente del virial es dado en términos del potencial intermolecular como [1] :

Bo(T) = 727r/ [6*5““) - 1} r2dr (1.2.2)
0

donde 8 = 1/kgT, u(r) es el potencial de interaccién molécula-molécula y r es la distancia entre
los pares de moléculas [1] .

1.3. Potenciales de interaccion

Al caracterizar un gas, se necesita representar la interaccién entre las moléculas que forman al

gas. Realizar alguna medicion exacta de estas interacciones seria imposible, es por eso que se intro-
ducen los potenciales de interaccién, que son aproximaciones que representan estas interacciones.
El potencial de interaccién molécula-molécula es un potencial efectivo y requiere que se propongan
modelos.
Lo mas importante de los potenciales entre moléculas es la fuerte repulsiéon que aparece a corto
rango y es originada por la superposicion de las capas electrénicas exteriores. Las fuerzas atractivas,
varian muy poco con la distancia entre las particulas y tienen menor importancia en la estructu-
ra de un liquido, pero proveen una uniformidad y brindan la energia de cohesién necesaria para
mantener el liquido estable. La separacién de los efectos de la fuerza en una parte repulsiva y una
atractiva es un concepto establecido desde tiempo atras, aparecié principalmente en la ecuacién de
van der Waals, que después se volvid la base de la teoria de perturbaciones para el estado liquido
2] .

A continuacién se mencionardn algunos modelos de potencial:

= Potencial de esfera dura
Este potencial (figura 1.2) no tiene parte atractiva, simula una barrera repulsiva infinita. Es el
potencial més simple y se han calculado hasta siete coeficientes del virial para este potencial,
esto fue hecho por Ree y Hoover (1964) usando estos coeficientes del virial encontraron
ecuaciones de estado y compararon lo obtenido con datos experimentales [1] . Tiene la forma:
HS © sir<o
= . 1.3.1
ur(r) {Os17“>0 (1.3.1)
Este es el potencial que se usa para tratar de representar la interaccién repulsiva que explica

el no colapso de la materia. Un sistema de particulas con este potencial se le llama fluido de
esferas duras.

El segundo coeficiente del virial para un gas de esferas duras es

o 3
By(T) = —%/0 (—)dmridr = 2”3" (1.3.2)
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u(r)

R

Figura 1.2: Potencial esfera dura

= Potencial de pozo cuadrado
Es una extension del potencial de esfera dura que incluye una parte atractiva, es simple de
manejar, se muestra en la figura 1.3

oo sir<o
wWW(r)y={ — o<r<io (1.3.3)
0 sir> Mo

A es el tamano del pozo, € es la profundidad del pozo.
El segundo coeficiente de virial para un gas cuya interaccién es de un pozo cuadrado es:

ulr)

Figura 1.3: Potencial de pozo cuadrado

Bo(T) = bo{l — (\> = 1)(e”* — 1)} (1.3.4)

3

Donde by es el segundo coeficiente de virial para esfera dura, es decir, by = , conforme

A — 0 0e — 0 laecuacién (1.3.4) se reduce al resultado del gas de esferas duras.

= Potencial Lennard-Jones
Este potencial es el mas usado porque es el que representa cualitativamente el comporta-
miento de los fluidos reales, en particular este potencial representa bien a los gases nobles
y generalmente aparece como un término mas al representar las interacciones entre otras
moléculas [4], su representacién gréfica se muestra en la figura 1.4:

WP () = 4e { (%)12 _ (‘;)6} (1.3.5)

10
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El segundo coeficiente de virial para este potencial es

u(r)

’ \_/f r
€

Figura 1.4: Potencial Lennard Jones

Bo(T) = ;/OOO {exp{:; {(j)m - (‘;)6} } - 1] drr2dr (1.3.6)

= Potencia esfera dura mas una cola de Yukawa
Este potencial tiene la parte repulsiva de la esfera dura, e incluye una parte atractiva a la que
se le llama término de Yukawa, en la figura 1.5 se puede notar la diferencia con el potencial
de esfera dura.
oo sir<o
uSY (1) =0 Ae—r/o (1.3.7)

sir>o
r

ufr)

Figura 1.5: Potencial de esfera dura més una cola tipo Yukawa

1.4. La funcion de particién

Al considerar un sistema real, se debe considerar la interaccién de N particulas, donde N es
del orden de ~ 1023, éste se vuelve un problema cudntico complicado. Uno de los principios fun-
damentales en la mecanica cuantica es que se obtiene el comportamiento clasico en el limite de
grandes nimeros cuanticos.

El procedimiento que se usa entonces para considerar un gas no ideal es resolver un caso cuantico
particular y usar este resultado en la funcién de particiéon molecular, después usar la aproximacién
de temperaturas altas y encontrar un limite de temperatura satisfactorio. Se inicia con una solu-
cién de mecanica cuantica y al ultimo se toma el limite clasico, en tal caso es natural buscar un
procedimiento usando mecéanica clasica.

Se considera la funcién de particién molecular cuantica

g=3 e o (1.4.1)
J

11
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donde ¢; representa la energia y la suma es sobre todos los posibles estados cuanticos de la particula.
En Mecénica Clasica E es una funcién continua de todos los momentos p; y las coordenadas g;,
la suma se convierte en una integral sobre todos los estados clasicos posibles del sistema. € en
mecénica clésica es el Hamiltoniano H (p, q), la funcién de particién por particula puede escribirse

entonces
4clas N/~--/e_BH(pi’qi)6pi6qz‘ (142)
Donde i =1,2,...,s

Aunque esta qgqs €s s6lo una conjetura, se seguird con esta idea. Se considera un gas ideal mono-
atémico, se tiene que

2rmkT\ %2
Qtrans(va T) = <h2> \%4 (143)
El Hamiltoniano de un atomo de gas ideal monoatémico es su energia cinética
H= (2 +p2 +p?) (1.4.4)
2m Y T o
de acuerdo con esto
z t Dy + P
Gelas ~ / /ew { P py & } 0p20py0p.0wdydz (1.4.5)
entonces se tiene
00 3
qclas ™~ Vv {/ 66p2/2m6p} = (QkaT)g/QV (146)

Al relacionar lo obtenido en mecéanica clasica, con lo obtenido en la funcién ¢srqns de mecdnica
cudntica, hay un factor h? que no aparece en la mecéanica clésica. La funcién de particién no tiene
dimensiones, h tiene dimensiones de momento por longitud, entonces se debe asumir que

q= Ze Pei 7/ / _’BHH] 10p;0¢; (1.4.7)
J

Ahora para sistemas de N moléculas, de mecdnica cudntica sabemos que

gV
Q= (1.4.8)
que llevaria a que
1 1 s
QO( MH;VZI {}LS//e BHJHj_lépjiéji} (149)

Donde H; es el Hamiltoniano de la molécula j-ésima.

Si renombramos pi1,pi2; ..., P1s COMO P1, P2, ..., Ps, también pa1, pea; ..., P2s COMO Ps i1, Ps42, e Psts
la ecuacién (1.4.8) se escribe como:

1 B -
Q = W//e P55 I, 6pida (1.4.10)

]' — s
— W//e BHTIN 5pida (1.4.11)

12
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Donde H es el Hamiltoniano del sistema de N moléculas, esta forma sugiere el limite cldsico de )
para sistemas de N particulas que interactian, de la siguiente forma:

Q= N']l“LSN /"'/eiﬁH(p’Q)CSPCSq (1.4.12)

La notacién (p, ¢) representa el conjunto de p;-s y q;-s que describen todo el sistema y dp, dq representa
Hj»glépj&qj se asume que el limite clasico de Q(V, V,T) estd dado por

_BE, 1 _
Q:Ze BE; NN /.../e BH(P.9) 5p5q. (1.4.13)
j

Donde s es el nimero de grados de libertad de cada molécula.
Por ejemplo, para un gas monoatémico,

1
2m 4
j=1

Si se sustituye en () se obtiene

1 [ 2mmkT\*N/?
Qutas = =i (h?) Zn (1.4.15)
donde Zpy es
Zn :/ e U@L KT 0 Sy (1.4.16)
1%

es la integral de configuracion clasica El problema con esta integral es que se requieren 3 coordena-
das para describir la posicion de 1 particula, si tenemos N particulas se requerirdan 3N coordenadas
y por lo tanto 3N integrales, luego N ~ 1023, asi que serfa imposible realizar tal niimero de inte-
grales.

Las fuerzas intermoleculares dependen de la distancia relativa entre las moléculas. Si podemos
ignorar la interaccién entre las particulas, tendriamos que Zy = V¥ y entonces la funcién de
particién queda como:

qN
Q=1 (1.4.17)
con 3/2
gV, T) = <27”:2]“T> v (1.4.18)

El punto clave es que g es de la forma f(T)V que deja directamente la ecuacién de estado de gas
ideal. Asi tenemos que

N
[g(V, T)]

QIN.V.T) = £

(1.4.19)

1.5. Funcidon de distribucion radial

Aunque la expansién del virial se puede usar para describir la interaccién entre las moléculas,
tiene un radio de convergencia mas alla del cual las series ya no representan la presion, pues es muy
dificil encontrar mas alla del segundo coeficiente del virial. La expansion del virial no es facilmente

13
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aplicable para liquidos, pues son muy densos y se debe considerar la interaccién entre todas las
moléculas, no solamente a pares, por eso se introdujeron nuevas técnicas.

Para llegar a la funcién de distribucién radial, se partird de considerar N particulas en un volumen
V' con cierta temperatura 7. Se desea conocer la probabilidad de que una molécula 1, se encuentre
localizada en un diferencial de volumen drq que estd en la posicién 71, la molécula 2 en un diferencial
de volumen dry en 73 ...hasta llegar a la molécula N. Esta probabilidad esta dada por [2, 1]

e PUNGry . dry

PM (7, k) = Z
N

(1.5.1)

donde Zy es la integral de configuracién. La probabilidad de que la molécula 1 esté en el diferencial
de volumen d7_:1, en 71, la molécula n esté en el diferencial de volumen d?jn, en 7, independien-
temente de la configuracién de las N — n moléculas restantes, se obtiene integrando sobre las
moléculas n 4+ 1 hasta N, es

(1.5.2)

Ahora la probabilidad de que cualquier molécula esté en d;l en 71 y de que cualquier molécula
esté en dr, en r,, independientemente de la configuracién del resto de las moléculas es

N! U
— mﬂ (7, ey 77) (1.5.3)

Esto es porque tenemos N posibilidades para la primera molécula, N — 1 para la segunda etc.
La funcién de distribucién mas sencilla es pM) (7). La cantidad p)(77)dri es la probabilidad de
que una molécula esté en dry, para un cristal ésta es una funcién periédica. Para un fluido tenemos

1 o N

5 [ A = 0 = (1.5.4)
Se define ahora la funcién de correlacién ¢ (77, ..., ...75,) como

P () = ptg™ (A ..7) (1.5.5)

g™ es una funcién de correlacién debido a que si las moléculas fueran independientes entre si,
p™ serfa p”, el factor (™) corrige la independencia, es decir, indica la relacién que existe entre las
moléculas debido a su interaccion. Esta g nos da una densidad local alrededor de una molécula. La
funcién de correlacion multiplica la densidad de todo el sistema para obtener una densidad local,
la funcién ¢(7) es llamada funcién de distribucion radial. Es importante por dos razones [1] :

= Si asumimos que la energia potencial total del sistema de N particulas es aditiva a pares,
escribimos
Un (7, TR) = Y u(rij) (1.5.6)

i<J

donde la suma va sobre todos los pares de moléculas, todas las funciones termodindmicas del
sistema pueden escribirse en términos de g(7)

= La funcién de distribucién radial puede determinarse mediante difracciéon de rayos X para
distintos materiales [2].
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1.6. RELACION DE LAS FUNCIONES TERMODINAMICAS CON G(R)

1.6. Relacién de las funciones termodinamicas con g(r)

Se deriva una ecuacién para E en términos de g(7). Usando la ecuacién

ZN

QN = N7ASN (1.6.1)
se puede escribir
E = SNkp k2 (94N (1.6.2)
2 or )yv
= gNkT—i-U
donde su
— o [UeBYdr...dr7,
g Lo JUCdridr (1.6.3)

ZN

el primer término en la ecuacién (1.6.2) es el promedio de la energfa cinética y el segundo término
es el promedio de la energia potencial. Si se asume la adicién a pares ecuacién (1.5.6), U es la suma
de los N(N — 1)/2 términos, los cuales dan todos el mismo resultado al realizar la integral con
respecto a r7 y hasta rx. Usando u(r12) como el potencial tipico para estos N(N — 1)/2 términos
en U, tenemos

U = N(éVT;U/.../e*ﬂUu(m)dﬁ...dﬁv (1.6.4)
_ N(N2_1)//u(rlg){f"'fe_ﬁzrjvdr}’"'dﬁv}dﬁdr‘é (1.6.5)

1 N o g
= 5//U(Tlg)p(Q)(Tl,Tg)dTlde
N2

= — Aqr?
ST u(r)g(r)dmrdr

La energfa interna total E entonces es

E _§+ p
NET ~— 2 2kT

/OOO u(r)g(r, p, T)4nridr (1.6.6)

Hemos escrito g(r, p, T') explicitamente como funcién de p y de T asi como de r para enfatizar que
depende de estas variables.

Ahora se considerard la presién. Para un volumen grande la presién es independiente de la forma
del recipiente que contiene al gas, por conveniencia, asumimos que el contenedor es un cubo. La

presion p estd dada por
Z
p—kr (29 _ g (2o (1.6.7)
oV ) nr oV Jnr

‘71/3
ZN /
0

Antes de diferenciar Zy con respecto a V', se cambian las variables de integracion de tal forma que
los limites de la integral queden constantes y U sea una funcién explicita de V. Sean las variables
x, 9, etc. donde zx = V1/32), Entonces

Donde
.../e*ﬁdeldyldzl...dedyNdzN (1.6.8)

1 1
Zn :VN/ / e PVdx)...dzy (1.6.9)
0 0
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U= > u(ry) (1.6.10)

1<i<j<N
y
2 2 1/2
rij = (@i =)+ (v — ;) + (20 — 2)°] (1.6.11)
1/2
= VV3[(a] — ) + (g —v)* + (= — 27 (1.6.12)

Por lo tanto

1 1
<8ZN> :NVN*1/ / e PUda!,..d2)y
v N,T 0 0

N 1 1
—V—T/ / e AU (gg) da}..dzy  (1.6.13)
0 0

ouy du(rgy) drs; ri; du(rij)
(av)‘ > dry AV > 3V dry (1.6.14)

1<i<j<N 1<i<j<N

donde

Ahora que la derivada con respecto a V ha quedado fuera, se trasforma a las variables originales
Z1,...,2n. NGtese que si se integra sobre la sumatoria, N(N — 1)/2 da resultados idénticos [1].
Finalmente se obtiene

ﬁanN 2)
TV dridr 1.6.1
< v >NT 6VkT// drlz (r1,7%)dridrs (1.6.15)

Sustituimos la ecuacién (1.6.15) en la ecuacién (1.6.7) y se obtiene

2 00

—=p— —— ru’(r)g(r)élwrgdr (1.6.16)

Que es la llamada ecuacién de la presion, ella estd completamente relacionada con la funcién de
distribucién radial.

1.7. La funcion de correlacion directa

Se requiere generalizar las funciones de distribucién para sistemas abiertos, se puede establecer

pg\?) (r1,...,7). La probabilidad de observar n moléculas en dri, ..., dr, en 71, ..., 74, independiente-

mente de N es
p(") = Z pg\?)PN (1.7.1)
N>n

donde Py es la probabilidad de que el sistema abierto contenga N moléculas, ella estd definida
como [1]

ePNEQ(N,V,T) 2Nz~

Py = —
N 2, V,T) NIZ

(1.7.2)

Si sustituimos las ecuaciones (1.5.2) y (1.5.3) en la ecuacién (1.7.1) nos queda

N

N=n+1

P (1) =

(] —
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1.8. ECUACION DE ORNSTEIN-ZERNIKE (OZ)

Donde U; denota el potencial intermolecular total del sistema de j particulas. Nétese que

/.../p(")(l,...,n)dr_i...drz = (1.7.4)

ZN
é 3 ~ _ZZ)' _ (1.7.5)
N>n
> PN ) = (1.7.6)
N>n

N!
si tomamos el caso n = 2 tenemos

//p<2>(1, 2)drdi = <(NN_'2)'> = (N(N —1)) = N2 - N? (1.7.8)

de donde
//p(l) PV (7)) dridrs = (N)? (1.7.9)

Restando la ecuacién (1.7.9) de (1.7.8) nos queda

= =9

N2-N
// )(171,73) — pD () p D (7 )} dridrfy = = — 1= pkTr 1 (1.7.10)

Donde k es la compresibilidad isotérmica. Para un fluido la ecuacién (1.7.10) queda [1]

kT (gg) =1+ p/ [g(r) — 1] dF (1.7.11)

1.8. Ecuacién de Ornstein-Zernike (OZ)

Ahora se introduce una funcién de correlacién total h(rq2) tal que [1]
h(ri2) = g(ri2) — 1 (1.8.1)

Ornstein y Zernike (1914) propusieron una divisién de h(r12) en dos partes, una parte directa y
una indirecta [1]. La parte directa estd dada por una funcién c(r12) llamada funcidn de correlacion
directa. La parte indirecta es la parte debido a la influencia directa de la molécula 1 en la molécula
3, la cual a su vez ejerce influencia en 2, directa o indirectamente a través de otras particulas.
Este efecto es ponderado por la densidad y promediado sobre todas las posiciones de las moléculas
vistas como la molécula 3.

Podemos escribir la funcién de correlacién total como [1]

h(ri2) = c(ri2) + P/C(le)h(T%)dT_é (1.8.2)

Esta ecuacién es la llamada ecuacién de Ornstein-Zernike (OZ) y es considerada la ecuacién que
define la funcién de correlacién directa. La funcién de correlacién directa no es tan intuitiva como
g(r) pero tiene una estructura més simple.

La OZ tiene la propiedad de que si multiplicamos ambos lados por eik-(r2=r1) y se integra con
respecto a dri y drs se obtiene [1]

/ h(ra)e® T2 di di = / c(r12)e T2 di dr

+p///C(Tlg)eiﬁ‘r_éir_ih(’l"gg)d’f‘_id’f‘_éd’f'_é (1.8.3)
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1.9. RELACIONES DE CERRADURA

Si ahora denotamos la transformada de Fourier de h(r) y ¢(r) por h(k) y é(k) tenemos que

h(k) = é(k) + ph(k)é(k) (1.8.4)

1.9. Relaciones de cerradura

Ahora se necesita resolver la ecuacién de Ornstein-Zernike, se puede observar que en la ecuacién
OZ, tenemos las incégnitas h(ri2) y ¢(ri2), entonces falta otra ecuacién para poder determinar
estas funciones desconocidas. Se establece una nueva relacién llamada relacion de cerradura, es
una aproximacién dada para c(riz).

Entre las relaciones de cerradura se encuentra la aproximacién Hypernetted chain (HNC), donde
la ecuacién es [2]
c(r) = h(r) — In[h(r) + 1] — Bu(r) (1.9.1)

Otra relacién de cerradura es la ecuacién de Percus-Yevick (PY)

c(r) = (1 — eﬁ“(r)) g(r) (1.9.2)

La ecuacién Percus-Yevick es méas ttil cuando el potencial es fuertemente repulsivo y de corto
alcance.

También estd la Aproximacién Esférica Media (MSA) [2]. Existe una variedad de modelos de fluidos
en la teoria de liquidos para los cuales el potencial par consiste en una interaccion de esferas duras
mas una cola. La cola normalmente es atractiva, pero no necesariamente tiene simetria esférica.
Estos sistemas han sido estudiados con la aproximacién esférica media (MSA) [2] .

La forma general del potencial con simetria esférica es

v(r) = oo parar <o (1.9.3)

= 1(r) parar >o (1.9.4)

donde o es el didmetro de esfera dura. La MSA estd definida en términos de la funcién de distri-
bucién y de la funcién de correlacién directa por

g(r)=0 parar <o (1.9.5)
c(r) = —pui(r) parar >o (1.9.6)

La MSA da mejores descripciones de las propiedades de un fluido con potencial pozo cuadrado,
que las descripciones dadas por la aproximacion HNC o PY. La caracteristica mas atractiva de
MSA es que su ecuacién integral puede resolverse analiticamente para un ntimero de modelos de
potencial de interés fisico como los sistemas i6nicos, incluyendo los fluidos tipo Yukawa, el cual
puede modelar diferentes sistemas dependiendo del alcance de potencial dado por z [2] .
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Capitulo 2

Método de factorizacion de Baxter

La ecuacién OZ es una expresion que requiere ser resuelta para obtener las funciones de corre-

lacién (h) y (c) en todo el dominio de r, pero eso requiere un método especial de trabajo, debido
a que en muchos problemas al obtener la solucién de las integrales en diferentes aproximaciones,
la funcién de correlacién directa c(r) se hace cero (en el caso de PY o MSA para un potencial
de rango finito) o se puede aproximar a cero (en el caso HNC, por ejemplo) para r mayor que
algiin pardmetro R. Uno de los tratamientos usados para resolver la OZ fue dado por Baxter, él
buscé soluciones a la ecuacién OZ para fluidos desordenados basdndose en asumir que c(r) es de
rango finito [6].
El método para resolver problemas con valores en la frontera usando transformadas integrales
es comparativamente facil en ciertas regiones; sin embargo, hay muchos problemas fisicos en los
que aunque se pueden hacer las transformadas, éstas no dejan una solucién explicita. La técnica
que soluciona muchos de estos problemas fue desarrollada por Weiner y Hopf (Weiner and Hopf
1931) [7] . La idea de esta técnica consiste en examinar la integral en el espacio k de Fourier y
buscar una factorizacion de la transformada de una de las funciones requeridas en una suma o
producto de funciones que tienen propiedades identificables, analiticas en regiones separables del
plano complejo k. La contribucién clave de Baxter fue observar que la técnica de Weiner-Hopf
desarrollada para analizar ecuaciones de una dimensién como la ecuacién OZ, podia llevarse a tres
dimensiones. Esto se debe a la observacién de que para n impar, la n-dimensional transformada de
Fourier de una funcién f(7) donde 7 € R™ la cual sélo depende de || se reduce a una transformada
de Fourier de una dimensién, transformada después de realizar las integrales sobre los angulos.
Una vez que el problema estd en el lenguaje de transformadas de Fourier de una dimensién, la
factorizacién procede normalmente. Baxter probé que su método es el mdas general y fructifero
cuando se usa para solucionar las integrales de aproximacién de potenciales intermoleculares
simples, pues da soluciones exactas.

2.1. Meétodo de factorizacion para un gas monodisperso
Se comienza asumiendo que la funcién de correlacion directa es de rango finito es decir
¢(r)=0parar >R (2.1.1)

y que el fluido es desordenado, es decir,
/h(r)df'< 00 (2.1.2)
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Multiplicamos ambos lados de la ecuacién (1.8.2) por eikT

todo el espacio, encontramos que

e integramos con respecto a 7 sobre

/h(rlg)e“;'FdF: /[C(’]"lg) +p/c(rfg)h(rﬁ'g)dr_é]eik'FdF (2.1.3)
y obtenemos por teorema de convolucién que:
h(k) = é(k) + pé(k)h(k) (2.1.4)

donde h(k) y é(k) son las transformadas de Fourier en tres dimensiones de h(r) y ¢(r), dependiendo
sélo de la magnitud k del vector k. .
Usando coordenadas esféricas polares, con el eje a lo largo del vector k, encontramos que

2m ™ o0
h(k) / d(b/ d9/ dr - 2 senfe™ 0 p(r) (2.1.5)
0 0 0

dr [
= ?/0 sen(kr) - rh(r)dr (2.1.6)
= 47r/0 cos(kr)J(r)dr (2.1.7)
y
~ 47 [
ék) = %, sen(kr) - rc(r)dr (2.1.8)
= 471'/0 cos(kr)S(r)dr (2.1.9)
donde -
() = / dt - thit), (2.1.10)
y

S(r) = /OO dt - te(t) (2.1.11)

Entonces la ecuacién (2.1.4) puede re-arreglarse como

[1+ ph(E)][1 — pé(k)] =1, (2.1.12)
Ahora es conveniente definir una funcién
Ak) = 1-pe(k) (2.1.13)

R
= 1—47r,0/ drcos(kr)S(r)
0

Como nuestro sistema es un fluido desordenado, de acuerdo a la ecuacién (2.1.2) tenemos que h(k)
debe ser finita para k real, de las ecuaciones (2.1.12) y (2.1.13) se sigue que A(k) puede tener valores
diferentes de cero en el eje real k. Si escribimos k£ = x + ¢y para una y limitada en algin intervalo
(yo <y < 1) , del teorema de Riemann-Lebesgue [6] ¢(k) y A(k) tienden uniformemente a cero y
uno respectivamente cuando || — co. Existe un intervalo |y| < e dentro del eje real donde A(k) no
tiene ceros. Como A(k) es una transformada de Fourier sobre un intervalo finito es regular a través
del plano complejo, y en particular dentro del intervalo |y| < €. Por lo tanto, de la informacién
anterior se deduce que la funcién logA(k) es regular dentro de |y| < e y tiende uniformemente a
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cero cuando |z| — oco. Entonces si consideramos el contorno 7 tenemos del teorema de Cauchy que
cuando |y| < e

. 1 [ logA(K)dk'
A = — | —— 2.1.14
log A(k) omi [Y K —k ( )
= logQ(k) + logP(k)
donde - R
A 1 77 logA(K')
l k) =— dk———= 2.1.1
o0Q) = 5= [ AT (2:.15)
y et N
. 1 [ logA(k')
logP(k) = — dk———= 2.1.1
ogP) = 5 [ a2 (21.16)
haciendo la sustitucién k" = —k en las ecuaciones (2.1.15) y (2.1.16) y notando de la ecuacién
(2.1.9) que A(k) es par, de donde se puede ver que
logP (k) = logQ(—k) (2.1.17)

La funcién logQ(k) es regular en el dominio y > —¢, entonces de las ecuaciones (2.1.14) y (2.1.17)
se sigue que dentro de |y| < ¢,

A(k) = Q(k)Q(—k), (2.1.18)

donde Q(kj) es regular y no tiene ceros en el dominio y > —e.
Dentro del intervalo |y| < e, es claro de (2.1.15) que cuando |z| — oo

logQ (k) ~ 0(z™1) (2.1.19)

Qk) ~140(z™") (2.1.20)

Por lo tanto la funcién 1 — Q(k) es Fourier integrable a lo largo del eje real y una funcién Q(r)
puede definirse como,

2mpQ(r) = i/oo dk - e {1 - Q(k)} (2.1.21)

21 J_ o

Para k real, Q*(k) = Q(—k) donde * indica complejo conjugado. Por tanto, de la ecuacién (2.1.21)
se sigue que Q(r) es una funcién de valor real.

Ahora, se puede mostrar que Q(r) y ¢(r) son diferentes de cero en el mismo rango. Para y > 0,
Q() tiende a uno cuando |k| tiende a infinito. Por lo tanto, para r < 0 debemos cerrar la ecuacién
(2.1.21) alrededor de la mitad superior del plano donde Q(k) es regular y donde estamos seguros
que la integral alrededor del contorno extra es cero. Encontramos que

Q(r) =0 parar <0. (2.1.22)

Para obtener el comportamiento de Q(r) para r > R es necesario notar que la funcién debe ser

invertida en la mitad inferior del plano, debe ser la continuacién analitica de 1 — Q(k) en la mitad
inferior del plano. Claramente estd dado por:

1-Qk) =1 — Ak)/Q(—k), (2.1.23)

ya que para |y| < e, Q(k) y Q(—k) son funciones analiticas de k y para k en la mitad inferior
del plano el lado derecho es analitico en k. De hecho, ya que A(k) es regular en cualquier punto
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y Q(—k) es regular y no tiene ceros en la mitad inferior del plano, el lado derecho de la ecuacion
(2.1.23) y el integrando de (2.1.21) son funciones regulares de k en la mitad inferior del plano. Se
puede ver de la ecuacién (2.1.15) que Q(—k) — 1 cuando y — —oo. De la ecuacién (2.1.11) y de
resultados estdndar de las transformadas de Fourier de rango finito tenemos que A(k‘) y por tanto
Q(k) tiene la forma asintética

A(k) ~ e+t (2.1.24)
cuando y es grande y negativa. As{, cuando r > R la integracién de (2.1.21) puede cerrarse alrededor
de la mitad inferior del plano, quedando

Q(r)=0parar >R (2.1.25)

Ahora se debe invertir la transformada de Fourier de la ecuacién (2.1.21) para obtener

R
Q(k) =1— 27rp/0 dr - e**Q(r) (2.1.26)

Combinando las ecuaciones (2.1.13), (2.1.18) y (2.1.26) podemos invertir la relacién del espacio de
Fourier entre ¢(k) y Q(k) para obtener

R
S(r)=Q(r) — 27rp/ dtQ(t)Q(t —r) para0 <r < R (2.1.27)

s

Note de (2.1.11) y de (2.1.27) que cuando Q(r) — 0, como r — R, asegurando continuidad de Q(r)
en r = R. La ecuacién (2.1.27) después de derivar puede escribirse en la forma

R
re(r) = —Q'(r) + 2mp / &Q (Q(t — ) (2.1.28)

s

Esto sugiere buscar una ecuacién que involucre sélo h(r) y Q(r).
Esto puede hacerse primero notando de la ec. (2.1.7) que h(k) puede escribirse como

h(k) = %/oo dr - e™*" J(|r]) (2.1.29)

— o0

y la ecuacién (2.1.12) puede escribirse en la forma (usando (2.1.13) y (2.1.18) )

O(k) = [1 +pﬁ(k)] - [Q(—k)} (2.1.30)
Multiplicando (2.1.30) por e~**" e integrando con respecto a k de —oo a co obtenemos
R
—-Q(r)+ J(r) — 27rp/ dtQ(t)J(Jr —t|]) =0 parar >0 (2.1.31)
0

La integral del lado derecho es cero, ya que para r > 0 debemos cerrar la integral alrededor de
la mitad inferior del plano-k donde Q(—k) es regular, no tiene ceros y tiende a la unidad como
|k| = oo la ecuacién (2.1.31) puede derivarse para obtener

R
rh(r) = —=Q'(r) + 27Tp/0 dt(r —t)h(|r —t))Q(t) parar >0 (2.1.32)

Las ecuaciones (2.1.28) y (2.1.32) son los resultados principales obtenidos por Baxter y deja una
forma particular y util de la ecuacién de Ornstein-Zernike [6] .

Finalmente puede notarse que la relacién con el inverso de la compresibilidad puede escribirse
como

KgT

A continuacién se mostrard un ejemplo en el cual se aplica la factorizacién de Baxter, en el que
usando la aproximacién PY para esferas duras, se puede encontrar una solucién para la OZ.

7 (5,),, = [1reio] =10 = [e0] (2.1.33)
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2.2. Aplicacion de la factorizacion de Baxter: La aproxima-
cion Percus Yevick para esferas duras

Las funciones de correlacién para la aproximacion PY son

h(r)=-1 r<R
ce(r)=0 r>R (2.2.2

[\
—_
~— ~—

Como para la aproximacién PY para esferas duras, ¢(r) es de rango finito, se puede utilizar la
factorizacién de Baxter [6]. Si sustituimos (2.2.1) en la ecuacién (2.1.32) queda una ecuacién
integral de Fredholm para @Q’'(r) de primer tipo con nicleo degenerado [8] . Por lo tanto, usando
la continuidad de Q(r) en r = R se obtiene (Baxter 1968)

Q(r)=a(r? = R?) +b(r — R) (2.2.3)

donde -
a=1- pr/o dtQ(t) = O(0) (2.2.4)
b=2mp /R dt - tQ(t) (2.2.5)

La ecuaciones (2.2.4) y (2.2.5) cuando se combinan con la ecuacién (2.2.3) quedan dos ecuaciones
lineales para a y b las cuales se pueden resolver para obtener

1+ 2n
—3nR .
b= m con n = ERSp (227)

Ahora, si se combina la ecuacién (2.2.4) con la ecuacién (2.1.33) e integrando con respecto a p,
encontramos que
P 14n+n?

= 2.2.8
o () (22
donde P€ denota la presion de compresibilidad. De la ecuacién
P 2mp dd)
— = drr 2.2.9
et B / Lor) (2.29)
notando que dd;(:) se convierte en —0(r — R)kgT en el caso de esferas duras la presién del virial

P? estd dada por

PY 1+ 20+ 33
=144ng(R") = ———1 2.2.10
pksT () (1—mn)? ( )
donde, de la ecuacién (2.1.32)
b 1 2
G(R) = h(R*) +1—a+ 2 = L0/ (2.2.11)

R (1-n)2

La factorizacién de Baxter deja una ecuacién espacial real para h(r), la ecuacién (2.1.32), la cual
para un valor dado de r, requiere solo los valores de h(t) en el rango r — R < t < r. Esto permite
célculos numéricos simples de las funciones de correlacién.
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2.3. Factorizacion de Baxter para un mezcla de esferas du-
ras

La factorizacién fue extendida por Baxter para una mezcla de esferas duras (1970) [6]. La
ecuacion OZ para el caso de un fluido compuesto de M especies distintas, con densidad de ntimero
po con (a=1,2,..,M). Esta estd dada por (Baxter, 1971) [6]

hasr) = cas(r +Zpy [ (0507 = 50 2:3.1)

donde h~g(r) es la funcién de correlacién total para una particula de especie a localizada en el
origen y una particula de especie 8 localizada a una distancia r del origen; de manera similar, para
la funcién de correlacién directa cog(r). Se asume que c,5(r) es de rango finito, ésto es

(Ra + R/g)

Cap(r) =0, r>Ryp = 5 ) (2.3.2)

donde R, (a =1,..., M) son algunos pardmetros. Al asumir esto, Baxter demostré que la factori-

zacion de la OZ para una mezcla de esferas duras es posible.

Multiplicando la ecuacién (2.3.1 ) por (papg)l/QeiE'F e integrando respecto a 7 sobre todo el espacio,

se obtiene, en notaciéon matricial

H(k) = C(k) + C(k)H(). (2.3.3)

Donde k = |k| y H(k) y C(k) son matrices M x M cuyos elementos son las transformadas de
Fourier en tres dimensiones de (paps)'/?has(r), (paps)'/?cas(r) respectivamente. Andlogamente
a las ecuaciones (2.1.5) y (2.1.11), se realizan las integrales y se obtiene

H(k) =2 /O h drcos(kr)U (1) (2.3.4)

k) = 2/000 drecos(kr)V (r) (2.3.5)
donde U(r), V(r) estan dados por
Ur) = / dsH(s) (2.3.6)

Vr)= / dsC(s) (2.3.7)
donde H(s), C(s) son matrices cuyos elementos estdan dados por
Heop(s) = 2m(papp)t/*shap(s) (2.3.8)

Cop(5) = 27(paps)/2scas(s) (2.3.9)

La ecuacién (2.3.3) puede escribirse como:
[I - C“(k)] [I + H(k)] ~1, (2.3.10)

donde I es la matriz identidad. Para un fluido desordenado, las integrales en la matriz H (k) serfan
finitas para todo k real. Ademas de la ecuacién (2.3.2) notamos que, como C'(k) es la matriz de
transformadas de Fourier de rango finito, los elementos de C'(k) son funciones de k.

Para M = 1( es decir, sistemas de un componente) la factorizacién de Weiner-Hopf de I — C Ek)
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ya se derivo en la seccién anterior. Para M > 1 no existe un teorema riguroso de la factorizacion
(Noble 1958). Sin embargo, Baxter sugirié la siguiente factorizacién, basdndose en la observacién
de que I — C(k) es simétrico y una funcién par de k

I—Ck)=QT(-k)Q(k) (2.3.11)
Los elementos de Q(k) son de la forma

Ra .
Qap(k) = Sap — / i dre’™ " Qup(r) (2.3.12)

Sap

donde se ha introducido el conjunto de pardmetros
Sap = (Ra — Rﬁ)/? (2.3.13)

Invirtiendo la relacién del espacio de Fourier dada en la ecuacién (2.3.11) y usando la ecuacién
(2.3.5) obtenemos, para So3 < r < Rap

Vaﬁ(|"”‘ Qab’ Z/dtha Q%B r +t) (2.3.14)

donde la integracién con respecto a t es sobre el rango en el cual la integral existe, es decir,
|Syal << min[Ryqa, Ryg — 1] (2.3.15)

podemos reescribir la ecuacién (2.3.10) como

Q(k) [I+ﬁ(k)] = [QT(fk)} (2.3.16)

Invirtiendo la transformada de Fourier, queda para r > Squg

045(|T a5r+2/ dtQa'y 7,6(|7”*t|), (2317)

Como en el caso de un solo componente, la inversa de la transformada de Fourier de [QT(—k‘)] e

encuentra que es cero cerca del contorno alrededor de la mitad inferior del plano. Baxter también
derivé las siguientes propiedades de la funcién Q.s(r) [6]:

Qap(r) =0, 1 <Sap, 1> Rag, (2.3.18)
Qap(Rap) =0, (2.3.19)
Qap(Sap) = Qpa(Spa) (2.3.20)
Se define un nuevo conjunto de funciones gng(r) por
Qap(r) = 2m(papp)"*qas(r), (2.3.21)
Entonces las ecuaciones (2.3.14) y (2.3.17) pueden diferenciarse para obtener
reas(Irl) = —gas(r) +21) _ p, / dtqya (t)d,5(r + 1) (2.3.22)
gl
donde So3 < r < Rap y el rango de integracién estd dado por la desigualdad (2.3.15) y
Ray
rhas(|r|) = —qgg(r) + 27 Z P /S dtqo~ (&) (r — t)hyg(|r —t]) (2.3.23)
o ay

para r > S,3. Por lo tanto la ecuacién OZ para mezclas se ha transformado a una forma en la cual
se desacoplan las funciones hog(r) v cas(r). Ademds, para Sog < r < Ryg, la ecuacién (2.3.23)
involucra cada funcién h,g(s) sélo sobre el rango (0, Ryg). La prima en las ecuaciones (2.3.22) y
(2.3.23) indica que es la derivada con respecto a r.
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2.4. Solucion de la ecuacion de Ornstein-Zernike para una
mezcla de esferas duras mas una cola de Yukawa

A continuacién se presentan los resultados obtenidos por Ginoza para un fluido de esferas duras
més una cola de Yukawa [10] , donde al final, se introduce un pardmetro llamado I'. En esta seccién
identificamos los parametros R; con los didmetros o;.

Blum y Hoye estudiaron la ecuaciéon de Ornstein-Zernike con la condicién usual de esfera dura y
de forma més general con términos de Yukawa [9]:

K™
cij(r) = Z %e”"r para r > 0;; = (0; + 0;)/2 (2.4.1)

n

donde ¢;;(r) y 0; son la correlacién directa y el didmetro del i-ésimo tipo de esfera respectivamente,

mientras K l(]n ) y z, son parametros dados también en el caso de MSA. Ellos obtuvieron la solucién
como un conjunto de ecuaciones no lineales, la solucidn de estas ecuaciones era muy complicada,
para reducir este problema se estudié el caso de coeficientes factorizables, que se definen como [10]

(n) _ gon 3(n) 4(n)
K;;" = K"d;"d; (2.4.2)

En el caso de estos coeficientes las ecuaciones acopladas no lineales se simplifican de forma
significativa y en el caso de un solo término de Yukawa la solucién estd dada por funciones
racionales de un parametro I'. A continuacién se muestra la solucién de Blum y Hoye.

2.4.1. Solucién de Blum y Hoye, el caso mas general

Se considera un fluido formado de una mezcla de esferas duras, donde la densidad de ntmero
del j-ésimo tipo de esferas con didmetro o; se denota como p;. La ecuaciéon de Ornstein-Zernike en
el formalismo de Baxter relaciona c¢;;(r) con la funcién de correlacién h;;(r) mediante una matriz

Q(k). El elemento (i, ) de Q(k) es de la forma &;; — (pip;)*/?Qi;(k), donde

Qij(k) = h dre™™ Q;;(r), con\;; = (0 —0;)/2 (2.4.3)
Ap

Se debe notar que este formalismo asume que en el estado liquido del sistema Q(k) es no singular
en la mitad superior del plano k-complejo asi como en el eje real [10].

Blum y Hoye estudiaron esta ecuacién con la condiciéon usual de esfera dura y la ecuacién de
cerradura dada en la ec. (2.4.1) y obtuvieron la siguiente solucién [10] :

Qi = ZD(” —znr (2.4.4)
donde
1 g 72 T —Zn 044
B = Gr—op)r = XA+ (r —oy) @4—20( " eTETE) g s> Ay
= 0 en otro caso. (2.4.5)
En la ecuacién (2.4.5)
m 2m
Bi=x0itx 2 um, (2.4.6)
2m 1
Aj=%x (1 +56B + ZMJW> ; (2.4.7)
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y
) = -D + 3" qu(z) DL (2.4.8)
l
donde
l
A=1-7(3/6 (2.4.10)
Yij(8) = 27Gi;(s)p; /s (2.4.11)
i = Zp Cff (20) D\ =0 (2.4.12)
y
Z peCM (2,) DIV =0 (2.4.13)
con
Gij(s / dr-re”*"(1 4 hi;(r)) (2.4.14)
1
= Z 012’715[(8)630”801\:[/[(801) + %‘tﬂ (2.4.15)
1+ so
= orm(s)e sorpi(—s0r) — . - (2.4.16)
Uy(z)=[1-2/2—(1+x/2)e "] [z (2.4.17)
y
o1(z) = (1 -2 —e®)/2? (2.4.18)

De la definicién de B;, A; y C’Z(Jn ) podemos ver que estdn determinadas por el conjunto

{DI(J"),%] (zn)}, el cual esta definido por el conjunto de soluciones fisicas de las siguientes ecua-

cidnes algebraicas:
ZWKi(;L)/Zn = ZDSL) [%‘ — mQji(izn) (2.4.19)
1

Z 27T§il(zn |: ij PZQU (Zzn):| = [(1 + Zna'i/Q) Aj + Znﬁj} e Fnii /Z»,QI_
l

Y I e Gatzmen ol (2.4.20)
—~ Zn +2m J

Donde Q;;(iz,) estd definida por la ecuacién (2.4.3) y sustituyendo las ecuaciones (2.4.4) y (2.4.5)
en la ecuacién (2.4.3 ) queda

e~ Q”(zs) = 0'13\111(80'5)Aj + 0'[2901(807)5]'

Zn01 _ =501 1 — =501 —Znp A
cm (€ _ e 4 pME L9401
+ ; { I s+ 2n s Rt s+ zn ( )

Podemos transformar la ecuacién (2.4.19) y la ecuacién (2.4.20) en alguna forma conveniente en la

que todos los términos queden en orden de Dgl). Sustituyendo la ecuacién (2.4.21) en la ecuacién
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(2.4.20) y usando las ecuaciones (2.4.6 )-(2.4.18 ), se obtiene, después de hacer dlgebra [10] lo
siguiente:

—ZmO 1
1,] Zn ZZDU ™) ot [2Zpl9il(zn)gtl(zm) +Et(znvzm) _Tti(zmyzn) s
l

donde

2w , T
Wis(s) = =3 CH()ps (14 222 ) +35(s)se* = 570, > pronQa(s), (2.4.22)
l

2 )
Qi(s) = chb(s)mtn — Yi(s)e* 7 soppo(sor) — O,

2 1 =z
Tit(s,2) = SKCf(S)Pin(Z)Pt + /)5@%5#

1
i) zz: prni(s)e [wt<z)ez"“ 8%(1 +eT (1= e ) + 0y (1 "

)
- po(z) =(1—€e")/x

Similarmente obtenemos de la ecuacién (2.4.19 )

2 n ] n) — 2
_ iK( ) e~ #n0i/2 + ZD( ) —2n01/2 |:5ij — Kﬂ\lll(znoj)pm? (1 + 2220) - 2901(Zn0'j)Pl0l0'J2':|

Zn

nm) —z o 1
— S A | b el o)

- ZZZZ” et /2 | ZWy (2,0,)0% Y proi€ui(zm) + Vi <zn,zm>] =0 (2.4.23)
1
donde
Z(” m) _ Zp D(")D(m)e (Z,Her)UL/Q
Zn — Zm | €% 4 3
Y;j(zn, zm) = P g 5jt + qul(Znt)Znt Ct (Zm)pt
n n m
Zn — 2

+

22, = {[eo((zn + 2m)aj) = o((zn = 2m)as)e™ "7 | 75750 (2m )™ }

2.4.2. El caso de los coeficientes factorizables

Se considera el caso espacial de la ecuacién (2.4.2). Multiplicando ambos lados de la ecuacién
(2.4.19) por /p;, se obtiene K™ = D™ Q(iz,,)", donde los elementos (i,7) de K™ y D(m)

son 27rKi(]m), /05 /%m ¥ Dgn)‘ /p;, respectivamente. Esta ecuacién, la no singularidad de Q(zzm) y

la ecuacién (2.4.1) nos permiten escribir Dgn) en la forma

DY = —dMa{M =il (2.4.24)

Esto hace el problema més simple, las ecuaciones (2.4.8) y (2.4.24) son ahora:

O(n) d(”) B(n) Zn a(n)eznaj/27 2.4.25
7 J
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donde
B =" zuya(zn)d (2.4.26)
l

luego, usando las ecuaciones (2.4.24) y (2.4.26) obtenemos de las ecuaciones (2.4.6), (2.4.7), (2.4.12),
(2.4.13), (2.4.15 ), (2.4.16)

5, = %Uj N ZNmagﬁ), (2.4.27)
| e W),
4=z <1+ ) Azp (2.4.28)
donde
2
A(n) = ATr Cli(zn)ptd(”)efznﬂt/2 (2429)
t
_om > (M) gzan/2 | LH 0120 /2 (1) 2000/
= A ;plal [\Ill(zncrl)alBl e (0120)? )
PO = 23| TECH ) + OV )] pd e (2430

= (= Az/mA™ +3  proy {@O(ZnUZ)Usz(")ez””’/Q + dz(n)e_zm/ﬂ
l

Como se ve de las ecuaciones (2.4.24)-(2.4.30) el problema se reduce a determinar el conjunto
{agn), BJ(") }
Este conjunto es determinado por las ecuaciones (2.4.22) y (2.4.23), las cuales se pueden simplificar

con la ecuacién (2.4.24). Multiplicando —dl(n)exp(—znal/2) a ambos lados de la ecuacién (2.4.22)
sumando sobre 4 y usando las ecuaciones (2.4.29) y (2.4.30) y

Xl(”) = — Z Qt,»(zn)dgn)e_z"‘”/2 (2.4.31)
= dMem o2 4 g B et 2y (2n0,) + 0, AT (2.4.32)
obtenemos
3 [ p(nm) | plnm) _ T(mm)} alm™ = —om!™ (2.4.33)
donde -
I = B e 3/2 4 (14 200,/ DA + T, 3 pon X",
1
Do =3 px M x ™, (2.4.34)
l
y
T(n,'m) _ éz A(n)A(m) + zfm Zpld(n)d(m)e—(Zn-i-Zm)Uj/Q (2435)
P n Zn ¥ Zm ! 1
B(n Znoj /2 Bl(m)ezmaj/Q Zn
1 —Zn o] 1 _ p RAmOy
+ sz - { g e e
B(") 20 /2 (m) 2 — 2.
d m —zmal/2 1 n m _znoy
+ Zpl {l € ( +zn+zme )}
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Similarmente, poniendo las ecuaciones (2.4.2) y (2.4.24) en (2.4.23) nos queda

2r K (™) ]
d(") —#noi/2 4 Za(") { i — 7\1, (Znaj)plo (1 + QCAQJl)_

n ™ 1
+3a” [—Zwl(znaj)pmlaf (2.4.36)
p ]

2z, 7 J

1 ) _ 1 m) |
+Z{d( lemzme 7/2+§<P0(Z7L0j)ajx(‘ )

™ nm n m
——U(z0j)0 ZpkakX( —I—Y Zplal )al( =0

2

donde
— —2n0;
Yj(n,m) — Zn2z Zm {Ze +Z] ,dém)e—zmoj/Q_anqll(zngj) A(m)}
(M) _2mos/2
“n % e o o:BY " e*mTi
R {[@0(("“’"”’">%>—soo«zn—zm)oj)e ud }

El conjunto {al(-n), Bl(n)} es determinado en base a las ecuaciones (2.4.33) y (2.4.36).

2.5. El caso de un término de Yukawa

Se tomar4 el caso especial de las ecuaciones de cerradura (2.4.1) y (2.4.2) que son el caso de un
sélo término de Yukawa. Se deben quitar todos los subindices y superindices que especifican cada
término en el lado derecho de la ecuacién (2.4.1). Blum [10] encontré que para el modelo primitivo
usado para representar las soluciones electroliticas las propiedades termodindmicas quedan en
términos de la carga y el tamano de iones, por medio de una funcién racional que implica un solo
pardmetro. Esto se basa en que si aplicamos la relacién de simetria Q;;(\i;) = Qji(Aji) [10]. De
las ecuaciones (2.4.4), (2.4.5), (2.4.24), (2.4.25), (2.4.27) y (2.4.31) se puede ver que la relacién de
simetria significa que X;/a; es independiente del tipo de componente. A continuacién se define el
parametro I' como

I, = -I'X; (2.5.1)

Ahora se consideran las ecuaciones (2.4.29), (2.4.31), (2.5.1) con la ecuacién (2.4.34) como un
sistema de ecuaciones lineales acopladas para {X;}, {B;} y An(= AM) aunque el sistema incluye
el pardmetro desconocido I'. Eliminando B; de las ecuaciones (2.4.31) y (2.5.1) usando (2.4.34) nos
queda

Xi+&Y poXi+ 0y = N (2.5.2)
l
donde
£ - (m/28)07 o (204)
v 14+ QD()(ZO’i)O'iF ’
b 1 + QD()(ZO'I')O’Z‘F
y

diefz(ri/2
1+ po(z0)0;T.

i =

La ecuacién (2.5.2) queda
X; = Z; — ANY;, (2.5.3)
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donde
= — & Zl PLOIM
LMY moiE
y
A= & Yo PO .
L+ poi&

Por otro lado, al eliminar {B;} de las ecuaciones (2.4.29) y (2.4.31) y usando (2.5.3) queda

$ > mof |(Zi—die” Zgl/z)iwl(jgl)+d€7wl/21tiaflé2}
Ay = A o (zo1) (z01) (2.5.4)

T W, (zo
— X2 mo} wo((wf; (Yi+ o)

Noétese que el lado derecho de las ecuaciones (2.5.3) y (2.5.4) son funciones racionales de I' cuando
usamos la ecuacién (2.5.4) para Ay en la ecuacién (2.5.3).
De la ecuacién (2.4.31) y de las ecuaciones (2.4.33) y (2.5.1), se obtiene

a;=2I'X;/D, D= pX} (2.5.5)
l

y

0'7;Bi = (Xz — die—zoi/2 — O'iAN)e_ZUi/2/(p0(ZJi) (256)
Con el uso del lado derecho de las ecuaciones (2.5.3) y (2.5.4), vemos que el lado derecho de
las ecuaciones (2.5.5) y (2.5.6) son funciones racionales de I'. Como la solucién de Blum y Hoye
estd dada por el conjunto {a;, B;}, también estd dada por funciones racionales de T'.
Finalmente, I' estd determinado por la ecuacién (2.4.36) la cual debe escribirse de forma conveniente
usando la ecuacién (2.5.5) y queda de la siguiente manera

2 2Te*73/2 2Te*73/2
— K+ ——A{[1 Z T X; _—
2T | 5oy X, + 030 AI<: X x| =0
,K CTj 1(zaj)2pl l+0j 1(ZUJ') +7+ Zpldl l**U]gDO 20 Zplal 1
l
(2.5.7)

Multiplicando la ecuacién (2.5.7) por p;jo;\; y sumando en j, se tiene

F2 18 7TC2
— 1 '+ —== E = .D.
D + 7K + D7 {Yo;ple-‘r |: +Y ( + + ):| o X 0 (2.5.8)

donde

Zo = pioii/
j

L+ ZPHH&}
!

L+ ZPzszzl
I

En el caso de los coeficientes factorizables definidos por la ecuacién (2.4.2), la solucién queda dada
(n) B(n)

Yo = —(27/A2%) > pjoim;/

J

por el conjunto {a } en lugar del conjunto {Dgl), Yij (zn)} El conjunto estd determinado

por las ecuaciones (2.4.33) y (2.4.36). Como la ecuacién (2.4.33) es el sistema de ecuaciones lineales
(n)

para el conjunto {ai }, se puede resolver y el resultado es [10]:

al™ = —22" /= (2.5.9)
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donde Z es el determinante de la matriz = donde los elementos (n,m) estdn dados por
Dlm) L plnm) _ piman) - mientras que _( ™ es el determinante de la matriz égn) la cual se obtiene
al reemplazar el vector columna n de = con el vector columna cuyo elemento [ es ﬂgl). Ahora, el

n)} en base a las ecuaciones (2.4.36) y (2.5.9). Esto

se puede hacer por computadora, entonces la condicién de coeficientes separables da una solucién
simple [10].

En el caso de un sélo término de Yukawa existe un método de simplificacién adicional para el
problema y la solucién queda en términos del pardametro I' el cual se puede determinar al resolver
la ecuacién (2.5.7).

problema final es determinar el conjunto {Bl(

Se puede aplicar este resultado a la solucion de la OZ para la aproximacién MSA, para un
sistema de esferas cargadas, pero neutro en su totalidad, en el cual las particulas interactian
unas con otras por interacciones tipo Coulomb apantalladas [10]. Para el sistema, K = —(8/eo)
y d; = z;, donde 3, g9 y z; son el inverso de la temperatura, la costante dieléctrica y la carga
del electrén de la particula i-ésima, respectivamente. Este resultado se reduce [10] en el limite de
z — 0 con Y p;z; = 0. En este sentido el resultado es una generalizacién de la solucién de Blum
para un primer modelo de una solucién electrolitica, esto se vera en el siguiente capitulo [9] .

2.5.1. Una ecuacion simple para I

El pardmetro T" puede ser determinado por la ecuacién [10] :

1"2 Zrezaj/Z

5+7TK+7DCZJ {[1+Q00(ZO'])U]F] X]}

ZFeZUj/Q 3 (e~ 71—4-207
+D7dj { Atpo z0j)0 ZPZUIXZ (zaj)aj X ;pl {1 +ol + > + 5A } X =0

(2.5.10)

El tercer término de la ecuacién (2.5.10) tiene un subindice j que especifica el tipo de componente.
Por consistencia de la teoria, se requiere que el valor de I' determinado por la ecuacién (2.5.10) sea
independiente de cada componente.

A continuacién se presenta la demostracion del hecho que I" es independiente de cada componente.
La ecuacién que define a I' es:

. s
Bje*i/? 4+ (1 +0;2/2)An + NG > po X = -TX; (2.5.11)
1
donde
Xj = dje_zrrj/2 + O'ijezaj/QQO()(ZO'j) + O'jAN (2.5.12)
y
Ay = A22 Zpl [ 01%) \Ifl(zal)olBle”J/Q} (2.5.13)

- A—ZQ Z o1 {(1 + 201/2)67'201'/2]
1

Primero nétese la identidad [10]

220y (2) = —1+ (14 2/2)po(z) (2.5.14)
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Usando las ecuaciones (2.5.14), (2.5.12) y (2.5.11) se puede obtener
(alz)lell(zal)UlBlewl/z = ol'X;+ %U?ZPjUij
J

+(1 + 20y /2)(X; — dje=*71/2) (2.5.15)

Al sustituir en la ecuacién (2.5.13) queda

5 SA } X, (2.5.16)

2w 20 (a0
Ay = *@;pz {1++01F+
Se puede observar que al usar las ecuaciones (2.5.11) y (2.5.16) para el segundo y tercer término
de los términos que estdn dentro de las llaves de la ecuacién (2.5.10) respectivamente y al usar las
ecuaciones (2.5.14) y (2.5.12) para el resultado, se demuestra que el factor dentro de las llaves de
la ecuacién (2.5.10) es igual a dje~*°3/2. Entonces la ecuacién (2.5.10) se convierte en

I?+7KD+:I'=0 (2.5.17)
Como D es una funcion de I' de la forma

D =) z;X}(I) (2.5.18)

es una funcién mondtona decreciente en la regién de los valores positivos de I, la ecuacién (2.5.17)
unicamente determina una solucién fisica. Ahora que se tienen las ecuaciénes (2.5.17) y (2.5.18)
tenemos que la tinica incégnita es I', por lo tanto, es importante conocerla, para tener determinadas
todas las ecuaciones. Se debe resolver la ecuacién (2.5.17) y encontrar el valor fisico de T', éste es
el objetivo principal de esta tesis.
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Capitulo 3

Comparacion de métodos para
hallar el parametro I'

La importancia de encontrar el parametro I' radica en que se pueden expresar las propiedades

termodindmicas de fluidos tipo Yukawa en la aproximacién MSA, en términos de este pardmetro.
Para encontrarlo se tiene que resolver la ecuacién (2.5.17) que es una ecuacién de cuarto grado.
Se han realizado distintos procedimientos para resolver esta ecuacién y encontrar el pardametro
T'. El objetivo de esta tesis es resolver la ecuacién de cuarto grado de forma directa y después
encontrar la raiz fisica correcta, como predmbulo se mostrardn métodos realizados anteriormente
para hallar el parametro I' y también se mostraran las propiedades termodindmicas para los fluidos
tipo Yukawa, una vez que se tiene cual es la raiz fisica.
A continuacién se citard la solucién de Ginoza [11] para la aproximacién MSA para la solucién
de la OZ usando el método de Baxter. Para este caso consideraremos esferas duras del mismo
tamano interactuando unas con otras por medio del potencial tipo Yukawa. Las propiedades ter-
modinamicas de esta mezcla son determinadas usando la ecuacién de OZ, que podemos escribir en
la forma

hij(r) = ci(r) +pY /dﬁciz(lﬁ — ™)y (r1) (3.0.1)
l

donde p es la densidad de nimero y ¢; es la concentraciéon de esferas de especie . En la seccién

anterior vimos que para factorizar esta ecuacion Baxter introdujo una matriz [11] Q(k) cuyos
elementos son de la forma &;; — p(c;c;)*/2Q;; (k) donde Q;; tiene la forma

Qij(k) = /0 h drQq;(r)e'*” (3.0.2)
y satisface
&i(k) = / divci;(r)e'™ " (3.0.3)
= Qij(k) + Qji(—=k) — p>_ aQu(k)Qu(~k)
1
Podemos expresar la ecuacion OZ en el formalismo de Baxter como

2nre;i(r) = —%Qij(r) + pz < /000 dtdirQil(t +7)Qu(t) (3.0.4a)
1
d oo
2mrhi;(r) = _EQM (r) + 27rpz a /0 dthg ([t —r|)(r —t)Qu;(t) (3.0.4b)
l
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la ecuacién (3.0.4a) es la representacién en el espacio real de (3.0.3) mientras que la ecuacién
(3.0.4b) se obtiene de (3.0.1) y de (3.0.3) usando que la matriz de Baxter Q(k) es no singular [11].
La MSA para el caso de n componentes y un solo término de Yukawa, como ya habfamos mencio-
nado se define por las siguientes relaciones de cerradura:

hij =-1 (’l" < O') (305&)

Kij _
Cij = Tje /o (1> o) (3.0.5b)

donde o es el diametro de la esfera dura. Se puede definir el caso factorizable en la forma
Kij = KeZZiZj (305C)

y sin perdida de generalidad, se asume que ), chf =1.
Como ya habfamos mencionado Blum y Hoye resolvieron las ecuaciones (3.0.4a) y (3.0.4b) con las
relaciones de cerradura (3.0.5a) , donde las soluciones son [11]

LA;r(r — o)+ Bj(r — o) + Cy(e /7 — e?)
Qij(r) =< +Dijje /7 (r <o), (3.0.6)
Dijefzr/a (7" > O').

Los coeficientes estan definidos por un nimero de ecuaciones relacionadas a las soluciones acepta-
bles del sistema de ecuaciones no lineales y no se citan porque son muy largos.

Ginoza mostré que en el caso factorizable, como (3.0.5¢) el sistema de ecuaciones no lineales se
puede escribir como una ecuacién no lineal de un parametro I' y las expresiones para los coeficientes
de las ecuaciones (3.0.6) adquieren una forma mds simple. Después de unos célculos y de hacer
adimensional la ecuacién usando o, se obtienen los siguientes resultados de [10].

2T 3n T
Ai=— 1+ — —Pna; 3.0.7
J A( +A>’+n Na’] ( a)
us
ﬂj = O’Z + O'ANCLJ' (307b)
Dij = —azZiajez (307(3)
B; —z/2
Ci' = 0‘2 (ZZ — ez ) Cljez (307d)
donde 1o 3
Py = 77;7 (1 24T+ A”) D (3.0.82)
12n 1 3n
1 - 0 _2(r)o—
Bie?!? = ipzj:chj /dr [hij(r) + 1] —e (r/e=1) (3.0.8¢)

= -I'X;+ (a0 +aql') D,y

WFXZ

- 3.0.8d
% =35, ( )
Zi— 7 Z
X, = 3.0.8
b0 +1 ' &1 + B (3.0.8¢)
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Dy =Y ¢ X} (3.0.8f)
J

con

z= ZCij
J

nzéwpﬁ
A=1-n
1—e"7?
Po(z) = p,
1—lz—(1+41z)e>
wl(z): 2 (3 2)

z
_q.m _12m z, 3n
‘1’0—1+A¢0(2’) A 1(2) (1+2+A)

21 = golz) — 2 (2)
IRt
M= A2 <1 + 2 >

1 3n\ 3n
= 14 = 20 2
o a1< +2z+A) A
Como podemos ver todos los coeficientes de (3.0.7a-3.0.7d) y
TI", que como se habfa mencionado satisfacen la ecuaciéon

(3.0.8a-3.0.8f) estdn en términos de

I? 42T = ——1Dy(T) (3.0.9)

donde
Dy(T') = Z X2

Como ¢;;(k) se obtiene de (3.0.2) y de (3.0.3) y (3.0.6) también es una funcién racional de I'. El
problema se reduce a resolver la ecuacién (3.0.9), esta ecuacién tiene varias soluciones y se debe
saber cual es la solucién aceptable.

A continuacién se muestran tres distintas formas de encontrar el parametro I', la primera es el
método realizado por Ginoza y publicada en 1990, la segunda forma es la realizada por Henderson,
Blum y Noworyta publicada en 1995, la més reciente, es la realizada por Herrera et al. en 1996.

3.1. Método realizado por Ginoza (Método grafico)

Las diferentes soluciones para [' y la eleccion de la solucion correcta

La ecuacién (3.0.9) puede escribirse explicitamente usando las ecuaciones (3.0.8¢) y (3.0.8f)
como sigue:

flz;2,m,0) =—0 conz =T/z (3.1.1a)
donde )
+x
f(z;2,m,6) = I BT (3.1.1b)
(¢oza+1)2 (P122+P0)?
k
0= ;77 b0 = ¢o(2) (3.1.2)
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§=2°

Para demostrar las diferentes soluciones de (3.1.1a), f(z; z,7,d) se muestra en la figura (3.1) como
funcién de x con z = 1, n = 0,125 y § = 0,5. En ésta figura, las soluciones de (3.1.1a) corresponden
a las intersecciones de la curva y la linea horizontal dada por el valor de —6. Se puede ver de la
figura que hay seis diferentes soluciones para x: AB, BC, CD, DE, EF y FG.

G A
f
0.034
E Core y
: D \/O x
1-0p3
B

Figura 3.1: Gréfica de f(x;z,7,d) como funcién de z, donde z =1, n = 0,125, § = 0,5

Esta es la caracteristica general de (3.1.1a) con 0 < < 1. En los casos especiales de § =0y 1,
sélo hay cuatro soluciones.
Las soluciones asintéticas de (3.1.1a) de estas seis soluciones en || < 1 se pueden obtener facilmente

y son las siguientes:
6 )
:Z?AB:*f2 17§+7 0,
z

o
rpo=—14 0| 170 g 0
pe = 22 [(oz — 1)2 " (B1z— ®g)2]
1/2
vop = L [©/20 =90
“ Doz 1— ¢oz ’
2
IDE = —@ — XCD,
1/2
s [ (6722300 1"
Tprp=—"F—*+ | ¥
<I>1z (I)()((I)O — @12)
23,
TFG = —@ — TEF

Ahora se discutira la eleccion de la solucién aceptable. Para investigar la relacion entre las soluciones
de (3.1.1a) y la no singularidad de Q(k), es conveniente iniciar con la forma original de (3.1.1a) que
es la ecuacién (3.0.9) . En este caso, esta tltima ecuacién puede escribirse usando (3.0.5¢) (3.0.7c)
y (3.1.2) como

B = Q(iz/0)4,

/

donde los I-componentes de los vectores A y B son alcl1 2 y *27T0Zlcll/2/277 respectivamente. Esta

ecuacién y la no singularidad de Q(k) dejan lo siguiente:

270
21

[Q;S(iz/o)}ij Z; <Z{'>1/2, 0] < 1 (3.1.3)

T

a; =
J
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donde Qp5(iz/0) es la matriz de Baxter correspondiente al sistema de esferas duras (6 = 0). La
ecuacién (3.1.3) es una consecuencia directa de la no singularidad de Q(k) en la mitad superior del
plano complejo k y todas las soluciones de (3.1.1a) que no satisfacen (3.1.3) deben ser eliminadas.
Ahora, calculando el comportamiento asintético de a; en |8] < 1 con el uso de las ecuaciones
(3.0.8d-3.0.8f), se puede mostrar ficilmente, entre las soluciones obtenidas, solo x4 es compatible
con (3.1.3). Por lo tanto la dnica solucién aceptable es xap. Ademds, como la discusién de la
solucién se basa en la no singularidad de la matriz de Baxter, para completar la eleccién de la
solucién aceptable, es necesario investigar la no singularidad de Q(k) para las soluciones en AB.
Pastore [11] investigd el problema en detalle para un sistema mé&s general de HSY, estas mismas
soluciones pueden usarse también. De acuerdo a esta relacién, los resultados de Pastore [11], Q(k‘)
es no singular en la parte superior del plano complejo y en el eje real para las soluciones en AB
excepto en la vecindad del punto B. Para confirmar que la vecindad del punto B no es solucién,

se puede tomar el caso de § = 1, por ejemplo, det [Q(k)} =0 en Re(ko) =0y Im(ko) = 0,0375
para la solucién en el punto B, donde z = —0,360 y § = 0,0537 (o K* = 6/n = 0,430). Entonces
se puede concluir que las soluciones aceptables de (3.1.1a) estdn en el tramo AB excepto en la
vecindad del punto B.

Potenciales termodindmicos para un fluido de esferas duras tipo Yukawa
(E,FyS)

A continuacién se derivardn expresiones analiticas simples para la energia interna FE, la energia
libre de Helmholtz F' y la entropia S por particula basindose en los resultados obtenidos en la
seccién anterior.

Con el uso de la definicién de B; dada por (3.0.8¢c), E se expresa como

K

donde B = (kgT)~*, con kp que es la constante de Boltzmann y T la temperatura y
B = chszjez/Q
J
La cual puede escribirse usando (3.0.8¢c), (3.0.8¢) y (3.0.8f) como

¢l + 1 D1+ Py
Sustituyendo la ecuacién (3.1.5) en (3.1.4) da la expresién deseada para E en términos de T'.
Con el objetivo de obtener una expresién para la energia libre de Helmholtz F' debemos consi-
derar K en (3.0.5¢) y (3.0.9) como un pardmetro de acoplamiento. Para el sistema que estamos
considerando, el teorema de Fenyman dice que [11]

K K/
BF — g — Sus _/ dg B(I), (3.1.6a)
0

donde T es la solucién aceptable de (3.0.9) con K’ en lugar de K y

5 - 1 m; 3/2 n(4 — 3n)
= = E . - —c. P A S A 1.
SHs 5 +j 1 {cjlog l (2 2) c]logc] (1 )2 , (3 6b)

m; y h son la masa de la i-ésima especie de esfera y la constante de Plack dividida entre 27
respectivamente. Por otro lado, podemos obtener de las ecuaciones (3.0.9) y (3.1.5)
K T%?+: d

s = Wa dTB(F) = —Dy(I')
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respectivamente. Transformando la variable de integracién de K’ a I en (3.1.6a) y usando las
ecuaciones de arriba, se puede realizar la integral de (3.1.6a), la cual puede hacerse en el tramo
AB que es aceptable, como se discutié en la seccién anterior. El resultado queda como sigue:

3 K 1 /1 1
F==-- — —B(I)+ — | ZI?+ -2I? 1.
PE =5~ Snus 0()+6n(3 —|—2z) (3.1.7)
Sustituyendo (3.1.4) y (3.1.7) en S = 3(F — F) queda
1 /1 1

Podemos ver de (3.1.4), (3.1.7) y (3.1.8) que las cantidades termodindmicas estan dadas en términos
de funciones racionales simples de I'. Cuando la condicién de carga neutra se impone (Z = 0) o
(6 = 0), estas expresiones se reducen a expresiones correspondientes de Hafner et al. Para ver méds
sobre esto se puede consultar la referencia [12] de nuestra referencia [11].

Como una aplicacién de nuestra teoria termodinamica, se investiga el efecto de la carga que no es
neutra, que es la condicién § # 0 en las siguientes cantidades

AE:B(E—EHs):9{(1_6)F+5[(1—a1)f‘_a0]}

n ¢0F+1 @1F+q)0
1 /1., 1
AS =S8~ Sysg=—— | 2T% + T2
Hs 6n<3 o7 >

Donde Fys y Sgs son E y S para una mezcla de esferas duras (K = 0) y tenemos, usando (3.1.4)
(3.1.5) y (3.1.8).

Este efecto puede ser incorporado a la dependencia de las cantidades en . Este parametro esté en el
rango 0 < § < 1y § = 0 significa una carga neutra. Las figuras (3.2) y (3.3) son los resultados para
AE y AS respectivamente. En cada figura, se muestran los casos § = —0,3, —0,2,-0,1,0,1,0,15 y
0,2. Se puede observar una discontinuidad en la curva 8 = 0,2 ésto se debe a que no hay solucién
de (3.1.2) para 6§ = 0,2, lo cual ha sido interpretado por Waisman (Waisman 1973) como una
separacién de fase del sistema [11] . Estos resultados muestran obviamente el efecto de la carga no
neutra, una condicién que en las funciones termodinamicas es significante.

Lo -03 -
AE i
) -]
-01
Q1
o 015 3
02
B2 -
o 0.5 5 1

Figura 3.2: AE como funcién de 9§, donde z = 3 y n = 0,4. Los numeros de las seis curvas dan los
valores de 6. La ecuacién (3.1.1a) no tiene solucién para 0 pequenos para 6 = 0,2

A continuacién se pesentara otra forma de resolver la ecuacién no lineal.
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Figura 3.3: AS como funcién de ¢, donde z = 3 y n = 0,4. Los niimeros de las seis curvas dan los
valores de . La ecuacién (3.1.1a) no tiene solucién para 0 pequenos para § = 0,2

3.2. Meétodo realizado por Henderson, Blum y Noworyta

Expansion inversa de la temperatura de algunos parametros derivados de
la solucién de la aproximacion esférica media de la ecuacion integral para
un fluido tipo Yukawa

Waisman obtuvo una solucién analitica para las funciones de correlacién y las funciones termo-
dindmicas para un fluido cuyo potencial par es dado por un potencial tipo esfera dura mas una cola
tipo Yukawa (1.3.7). La solucién de Waisman se obtuvo usando la MSA, tomando las ecuaciones
(1.9.5) junto con la ecuacién OZ. Aunque analiticas, su solucién incluye seis ecuaciones algebraicas
no lineales con seis incégnitas. Usando las férmulas de Waisman, Henderson et al. obtuvieron los
coeficientes de més bajo orden en la densidad y expansiones inversas en temperatura de estos seis
parametros desconocidos. Los coeficientes de la expansién en la densidad se obtuvieron analiti-
camente. Sin embargo, los coeficientes de la expansién inversa de la temperatura se obtuvieron
numéricamente.

Subsecuentemente, varios autores [12] han simplificado mucho los resultados de Waisman. En vis-
ta de estos desarrollos vale la pena regresar a la expansién inversa de la temperatura y obtener
expresiones analiticas para los coeficientes de méas bajos ordenes. Estas expresiones son de interés
no solo para los fluidos tipo Yukawa, también para otros fluidos.
En este caso se usan las expresiones obtenidas por Ginoza para un fluido simétrico en didmetro y
también en la amplitud de la interaccién e. [12]. Todo queda expresado en términos del pardmetro
T" el cual es determinado por

DT +2)(1+yl)? +zw=0 (3.2.1)

donde z = ¢/kpT (kp es la constante de Boltzmann y T es la temperatura)

_ 6n
w= g2 (3.2.2)
b = W (3.2.3)
y
2 e Ll-—eF B 1—2/2—(1+2/2)e"*
V=20 e s T T eI+ 50 (3:24)

Por simplicidad y sin pérdida de generalidad, se asume que el didmetro intermolecular es unitario,
es decir 0 = 1. Ademss, la fraccién de empaquetamiento es:

3
Tpo
n=—" (3.2.5)
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donde p = N/V es el nimero de moléculas dividido entre el volumen. Los polinomios L(z) y S(z)
estan dados por

L(z) =12n[(1+n/2)z + 1+ 27] (3.2.6)
S(z) = (1 —n)22% + 6n(1 —n)2? + 18?2z — 12n(1 + 27) (3.2.7)
Si I' se expande en potencias de x
r=> a"T, (3.2.8)
la ecuacion 4.1.1 nos lleva a que los coeficientes son
I'y=0 (3.2.9)
w
rh=—-—— 3.2.10
1= ( )
w?
[y = ——(1+221) (3.2.11)
z
w3
Ty = —— (24620 + 72%4)?) (3.2.12)
Y 4
r, = —%(5 +2024) + 362202 + 30250°) (3.2.13)
Usando estos resultados se puede obtener el pardmetro v de Waisman [12]
2[ap + (n — 1)|T
v=-2U = 3.2.14
Do(1+T'y) ( )

donde U es la parte de la energia termodindmica derivada de la energia potencial, donde

L(z)
= 3.2.15
0= gy (3:215)
12n(1 2
ap = M (3.2.16)
22(1 =)
Expandiendo v en potencias de x deja series similares a la ecuacién (3.2.7) con
v =0 (3.2.17)
2a 22L(2)
= =" Y7 3.2.18
T8, T e 7 L(2) + 8(2) (3:2.18)
2w(ag — 1 — ageh)
= — 3.2.19
s o ( )
2w? (o — 1 — agy)(1 + 329))
=— 2.2
v T (3.2.20)
4w (o — 1 — 1+4 62242
vy = Ao ao)1 1429 +62797) (3.2.21)
z @0
10w* -1- 1 112292 + 112393
z (b()
En adicién a U, la energia libre A y la presiéon pueden obtenerse de
— == —Up, 2.2
NkgT 2 zn: n o (3.2.23)
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(p _pO) 1 " a’Un

donde Ag y po son las expresiones conocidas de la energia libre y de la presiéon de un fluido de
esferas duras. Por ejemplo, en la aproximacién de Carnahan y Starling [12]

AO 4 — 377
=3lnA—1+1 2.2
NipT 3in —l—np—l—n(l_n)Q (3.2.25)
Y 2 3
1% 1 —
Po¥ _+n+m —n (3.2.26)

NkgT (1-mn)3

Las derivadas 86“" pueden obtenerse de las ecuaciones (3.2.8)- (3.2.22).

A partir de estos coeficientes se tiene que el desarrollo en teoria de perturbaciones para el caso
completo de la energia interna en la MSA, de acuerdo con Ginoza [11], se puede escribir de la
siguiente manera

NkgT ~— ¢ol' +1

arl' + ag T
S+ Py Pl +1

} —8A (3.2.27)

T+ 0,

La expresién para la presién de exceso APP = P — Py donde Py es la presién para un sistema de
esferas duras, fue hallada por Herrera et al. , se puede expresar como [14] :

(o) =5 G im) - (05 < () -] e

donde
Py = % {(1;2") T r} X, (3.2.29)

y

N EIESTEY (3:2.80)
o) = L o) - D) 3231)
P1(2) = ;13 ( - % ~(1+ g) e‘z> (3.2.32)
o(2) = e *L(2) + 5(2) (3.2.33)
o S(z) = (1 —n)%22 +6n(1 — )2 + 18922 — 12n(1 + 2n) (3.2.34)
L(z) =127 ((1+ g) 2+ 1+2) (3.2.35)

Finalmente, se puede obtener una expresion para la funcién de correlacién par y

x
= — 3.2.36
YT 1 yT)? (8.2.36)
donde, en la aproximaciéon Carnahan-Starling
(1+n/2)
= —— 2.
W= (3.2.37)
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3.3. METODO PROPUESTO POR HERRERA ET AL.

Al expander en series similar a la ecuacién (3.2.7) queda

1
3’

2wy

Y1 =
Y2 =
_ w
Y3 = Z3¢(2)
_ 2w
Yqa = 25(1)%
_ why
Y5 = 2702

2 b)
2®§

(24 729),

(2 + 929 + 152%9%),

(10 + 5521) + 1322242 + 14323¢3),

(3.2.38)

(3.2.39)

(3.2.40)

(3.2.41)

(3.2.42)

En este procedimiento se reportan resultados analiticos para los coeficientes en la expansién de
temperatura inversa para la energia y para funciéon de correlacién par. Algo interesante es la
precision de la expansién en series. Las series se aproximan mejor en las z pequenas porque las
temperaturas relevantes son mayores y por tanto = es pequenia. En la tabla ( 3.1) se dan los valores
de temperatura critica, densidad y temperatura para z grandes. La concordancia de resultados
obtenidos de formulas exactas y de expansién en series muestra que la expansién también es 1til

incluso para z grandes.

AR A
z=10
valorexacto(MSA) | 0.362 | 0.653 | 0.335
valorseries(MSA)* | 0.370 | 0.639 | 0.358
z=9
valorexacto(MSA) | 0.530 | 0.473 | 0.187
valorseries(MSA)* | 0.541 | 0.472 | 0.207

Tabla 3.1: Propiedades de fluidos tipo Yukawa en puntos criticos. Con T* = kgT/e, p* = po

p* = po?/e, @ hasta el quinto orden.

3.3. Meétodo propuesto por Herrera et al.

Método iterativo

3

)

Este es otro método para calcular el pardmetro I', fue propuesto por Herrera et al. [14]. Consiste

en escribir la ecuacién

I?+7KD+2I'=0

Con D de la forma

D= Z piX7(D)

de la siguiente manera

K
Tppr=————— Y X7y
+1 (Fn ¥ Z) l PLA ( )

(3.3.1)
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La primera iteracion debe satisfacer que en el limite de la densidad cero se tiene un sistema de
esferas duras, entonces cuando n = 0, Iy = 0, la primera iteracién es:

K
I'y = L PZXZQ(O) (3.3.2)
l

Haciendo las iteraciones es posible calcular el parametro de escalamiento para obtener las propie-
dades termodinamicas del sistema. Las iteraciones subsecuentes serian:

K
I =— X7 (T
2 F1+z;pl z( 1)
K
Fn+1:*1_‘ +ZZ'OZX12(F")

l

donde n > 2, dependiendo del niimero de iteraciones que se desee realizar, aunque con 8 iteraciones
se tiene una convergencia suficientemente buena, la cual es capaz de producir resultados que se
comparan bien con los obtenidos por otros métodos.
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Capitulo 4

Método exacto y soluciones
electroliticas

En esta seccion incluimos la contribucién principal de esta tesis, ya que resolvemos de forma
exacta la ecuacién para el parametro I' y hacemos el calculo de las propiedades termodindmicas
sin necesidad de hacer aproximaciones o ajustes a funciones funciones conocidas.

4.1. Método exacto

Los métodos anteriores fueron usados sin tratar de resolver el problema de manera exacta. Se
uso un método perturbativo para hacer teoria de perturbaciones con el que se obtuvo el parametro
de escalamiento. En esta tesis se resuelve el problema de forma exacta utilizando el método de
Cardano. Una vez resuelto, se requiere encontrar la raiz fisica que nos sirva para determinar la
termodindmica, para elegir la raiz fisica se deben establecer criterios de eleccién, justamente es lo
que hacemos en este trabajo y constituye una de las aportaciones de esta tesis.

Para realizar por el método directo se tomard la ecuacién (4.1.1) obtenida por Ginoza [12]. Se parte
de esta ecuacién que es una ecuacién de cuarto grado y se resuelve por el método de Cardano.
Tenemos la ecuacion

DT+ 2)(1+yI)? + 2w =0 (4.1.1)

con x = €/kpT, en esta ecuacién todos los términos estdn determinados como se puede ver en la
seccién (3.2). Podemos escribir la ecuacién (4.1.1) de la forma
Tw

249z, 120
; S Nt 57 ZW—F%F—&—W:O (4.1.2)

Ahora se tiene una ecuacién de cuarto grado, que tiene cuatro raices como solucién. A continuacién
se resolverd la ecuacién cuartica que es de la forma

4+

M 4+al 402+ +d=0

y después se procederd a ver cual de las cuatro es la raiz fisica correcta. En la ecuacién (4.1.2)

a_2+wz
R
1+ 29z
b:T
z
Ty
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Siguiendo la férmula de Ferrari-Cardano, las cuatro raices I'1 2 3 4 estdn dadas por [15]

r :inQ22_4(P_R)—9 (4.1.3)

’ 4
y
—Q +/Q? — 4(P
Igq= @ @ PR _a (4.1.4)
’ 2 4
Donde P se determina al resolver la ecuacién cibica
4 _ 2
ps_Lp2_,p PP T (4.1.5)
2 8
donde
_ 8b— 3a?
P=""3
~ 8c— dab + a3
N 8
- 256d — 64ac + 16a2b — 3a*
N 256
Q v R se determinan por las ecuaciones
p=2P-Q?
q=—2QR
r=P?—R?

Se requiere resolver la ecuacién cibica (4.1.5), donde la raiz cibica estd dada por

Pi={-8/24VA+{/-s2—VA-a/3 (4.1.6)

con

__P
A 2
=—r
_4p7“—q2
¢= 8
donde ) 5
S t
A=|— -
(3)+(5)
con
t_3B7A2
3
y

243 —9AB +27C
27

Esta primera raifz (4.1.6) es una raiz real, nuestra ecuacién ctibica tiene un raiz real y dos raices
imaginarias, la raiz que nosotros requerimos es la real, pues es con la que se resuelve la ecuacién
cuértica, las otras dos raices las podemos obtener con

S:

_ giﬁ(u—v)i (4.1.7)

Pyg—=——’
23 2 37 2
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con

u=1\/—q/2+VA

v=4/—¢/2-VA

Ahora que tenemos la raiz real P; de la ecuacién cubica podemos obtener las cuatro raices I' de
la ecuacion cuartica, simplemente haciendo P = Pj, tenemos todos los términos de las ecuaciones
(4.1.3) y(4.1.4) determinados y entonces podemos resolver.

Ahora que se tienen las cuatro raices de la ecuacién (4.1.2) es importante determinar cual de las
cuatro es la raiz fisica. Para determinar cual es la raiz fisica, se graficaron las cuatro I' en funciéon
de la fraccién de empaquetamiento n, para poder aplicar los criterios de eleccién de la raiz correcta.
A continuacién se presenta un ejemplo donde se puede apreciar el grafico de las cuatro raices, se
grafica n de 0 a 0.6, que son los valores que puede tomar la fraccién de empaquetamiento. Como

[ln]
I I L I Ly

L 0.1 0.2 0.3 0.4 6
—05+
sof T T o

L ,o \.\

o .
L 4 ~. - - I,
2 ~,

L7 ’sQ\

rd ’\.\
-15H s,

] ~

i S

§ bl TS

i b T T

Y

Figura 4.1: Gréfica de T" en funcién de 7, para ¢/kgT = 120(K) (Argén liquido), T' = 150K y
z=18

se puede observar en la figura 4.1 , la grafica muestra que sélo tenemos dos raices reales para 7
entre 0 y 0,6. Uno de los criterios que se debe aplicar para la eleccién de la raiz fisica correcta es
que se debe tomar la raiz mas cercana a cero para garantizar la condicién de estabilidad, por lo
tanto, para la eleccién de la raiz fisica correcta sélo podemos elegir entre una de estas dos raices
I’y y I's. Todo los puntos que estén por debajo de la linea donde el discriminante de la ecuacién
cuartica sea cero, no son raices fisicas de la ecuacion, en este caso I's. También debemos considerar
las curvas que estén por encima de la curva que nos indique una transicién de fase, que son los
puntos en donde la compresibilidad se hace infinita, por lo tanto se puede decidir que la raiz fisica
correcta es la raiz I';.

Los pardmetros usados corresponden con los que caracterizan un gas de Ar, ver referencia [1] .
Estos pardmetros fueron obtenidos por Henderson et al. [19]

A continuacién se presenta una comparacién de los distintos métodos analizados en esta
tesis para hallar el parametro de escalamiento I', con el fin de demostrar que los distintos métodos
son utiles debido a que los tres presentan resultados similares y que el método exacto brinda
muy buenos resultados al elegir la raiz fisica correcta. Sin embargo, debe mencionarse que la
coincidencia queda limitada a cierto rango de temperaturas, ya que a temperaturas muy bajas
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las raices difieren de forma notable y por tanto se predice un comportamiento fisico diferente
dependiendo del método utilizado.

En la figura 4.2 se muestra el pardmetro de escalamiento I' hallado mediante los métodos
perturbativo, iterativo y por el método exacto o directo para Argén liquido (¢/kp = 120/ K)

0.00F |
-005}F 1
-010} 1
= -01s5f .
= [
-020f
r m. perturbativo
—025- — m. exacto H
[ — m. iterativo
-0.30 }\ P e et HE R H S E S R I
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6

Figura 4.2: Pardmetro I' como funcién de la fraccion de empaquetamiento 7, para T = 150K,
z=18

Ahora que se conoce el pardmetro I' se puede determinar la termodindmica para un fluido
simétrico en didmetro y en la interaccién, porque estd completamente determinada por I'. En
las figuras 4.3, 4.4 y 4.5 se muestran graficas de la energia interna de exceso en funcién de z.
Los graficos de la energia de exceso fueron obtenidos mediante la ecuacién (3.2.27), se usaron los
valores para I' obtenidos por los métodos perturbativo (ec. (3.2.8)), iterativo (ec. (3.3.1)) y exacto
(ec. (4.1.3))

Herrera et al
- Método exact
- Hendersonet e

]

2 4

Figura 4.3: Energia de exceso en funcién de z, paran =025 A=1y J =0,3

En las figuras 4.6 y 4.7 se muestran las graficas de la ecuacién de estado obtenida por Herrera
et al. para la presidn, ec. (3.2.28), se grafica la ecuacién con los resultados obtenidos para encontrar
I" con los tres métodos.
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E-B

Nkg T

-10r ! Herrera et al
- Método exact:
- Hendersonet &

]

-8 -6 -4 -2 0 2 4

Herrera et al
- Método exact:
- Hendersonet e

]

2 4

Nkg T

Figura 4.5: Energia de exceso en funcién de x, paran =025 A=0,5y 6 =0,5

4.2. Soluciones electroliticas

Una solucién es una mezcla homogénea de especies quimicas dispersa en una escala molecular
y que constituye una sola fase termodindmica [21] . La parte més abundante se llama solvente y
soluto a la que esta presente en la solucién en menor cantidad. Las sustancias llamadas electrolitos
son sustancias que al disolverse en ciertos solventes se disocian en iones, parcial o totalmente. A
aquellos que se disocian en una gran proporcién se les conoce como electrolitos fuertes. A una
solucién en la que se ha disuelto un electrélito se le llama solucién iénica.
Nuestro sistema de interés es el de soluciones de electrélitos fuertes. En las soluciones iénicas debe
considerarse la interaccion de particulas cargadas, esta interacciéon se da mediante un potencial
tipo Coulomb. Por simplicidad, se representan los iones como esferas duras de didmetro o con la
carga del i6n localizada en el centro de la esfera. Para fines practicos el solvente puede considerarse
un medio continuo de constante dieléctrica uniforme €, también se asume que los iones son de un
material con la misma constante dieléctrica que el solvente. Este es un modelo comtin usado para
representar soluciones de electrélitos fuertes y es conocido como el modelo primitivo de soluciones
electroliticas. Este modelo primitivo sugiere tratar la solucién como un gas mezcla de esferas duras
con carga negativa y positiva contenidas en un volumen V y cierta temperatura 7', en el que la
primera desviacién de un caso ideal seria considerar el segundo coeficiente del virial, que como
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50F | 2

35F \ :

oF . ;
25F \\\ - exacto it
[ - iterativo ]

20F T~ perturbativo

-
——
b — .
15F g S -
b —_—
Il I I I I Il I I I I Il I I I I Il I I I I Il I I I I Il I I I I

2 3 4 5 6 7 8

Figura 4.6: Presién en funcién de n~! para z = 10 y T = 42K

w0 | -
L | 1
L | 1
- L 1 1
€ |2 osl ! J ]
[ 1 a1 ]
11 - exacto
r W - iterativo

0.0 I | ,L perturbativo
L PR L L IR L L L
1 2 3 4 5 6 7 8

7t

Figura 4.7: Presién en funcién de n~! para z =10 y T = 20K

habiamos visto para sistemas de dos componentes es
% = p1+ p2 + Bu(T)piz2 + Bia(T)p1pa + Baa(T)ps + ... (4.2.1)
B

donde en el limite termodindmico (N y V' — oo, con N/V fijo)
B1o(T) = —471'/ [675“12(7")71] r2dr (4.2.2)
0

para el modelo primitivo de una solucién iénica u12(r) es

wra(r) { oo sir<
12 =
g (o04+0-)
po S1r > 3

(04+0-)
2 (4.2.3)

donde ¢4 y q— son las cargas de los iones positivos y negativos, respectivamente. Si sustituimos esto
en la ecuacién (4.2.2) se encuentra que la integral diverge, fisicamente esta divergencia es debido al
hecho que el potencial de Coulomb es de largo alcance y la interacciéon de dos particulas contenida
en el segundo coeficiente del virial nos da una contribucién infinita. Por lo tanto, el largo alcance
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del potencial de Coulomb requiere un trato especial.
Se considera primero la energia libre electrostatica de Helmholtz del modelo primitivo de N7 aniones
y N5 cationes con N1 = No

A=A A° (4.2.4)

y por definicién se tiene que
A=—kpTInQ (4.2.5)

con @ la funcién de particién del sistema total

1

AV es la energfa libre del sistema de esferas duras. El Hamiltoniano del sistema es:

i = sz Z quzjr T3 Zupd rij) i#J (4.2.7)
7 E| 1 ]‘

donde u°? es el potencial de esfera dura. La parte electrostética de la energia puede ser escrita
como

1 -
=3 > qi(%) (4.2.8)
J
Interesa sobre todo saber el promedio estadistico del potencial ¥,(r;), es decir

f fw] Tj)e e BUNGr . .dry
[ [ e BUNdry...dry

< Y(r)) (4.2.9)

de (4.2.4) se puede ver que el valor medio del potencial puede escribirse en la siguiente forma

< >= (aA) con j=1,2,..,N (4.2.10)
8qj

la diferencial total de A, a V' y T constantes es

N

dA =" < ;> dg (4.2.11)
j=1

Se acostumbra introducir el pardmetro de acoplamiento de carga A de la siguiente manera ¢; =
(zje)A con 0 < A < 1. Asi, usando esto en la ecuacién (4.2.11) e integrando se obtiene

A= A= "(ze) /01 < 1hi(N) > dA (4.2.12)

J

Puede verse entonces que uno de los problemas centrales es obtener < t;(A) > que es el potencial
promedio que actiia sobre el i6n j cuando todos los deméds iones tienen una carga ¢; = (z;e)A. Esto
es porque si conocemos < 9;(A) > conocemos entonces de la ecuacién (4.2.4) la termodindmica
del sistema.
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4.2.1. La teoria de Debye-Huckel (DH)

La teoria de Debye-Huckel proporciona un método muy elegante para calcular < 1;(A) >.
Primero se calcula el promedio del potencial electrostatico tomando fija a la particula 1 en 77 y
utilizando la ecuacién de Poisson, se relaciona con una densidad de carga

2.1 S dm —

V(< yp(rr) >) = -~ < p(7,r1) > (4.2.13)
donde ! < p(7,77) > es la densidad de carga en el punto 7 dado que el ién 1 estd en 77 y todos los
demads iones han sido promediados canénicamente en todo el volumen. Para calcular el potencial
promedio notemos que la cantidad

P< () >=T< () > - (4.2.14)
es el potencial electrostatico promedio en 7 debido a todas las particulas excepto a la particula 1 que
estd fija en 71. Entonces, si evaluamos ésto en 7] tendremos el potencial promedio que buscamos.
Este puede ser determinado resolviendo la ecuacién (4.2.13) si la densidad de carga es conocida.
La densidad de carga puede ser escrita de manera exacta en la siguiente forma

2
L < p(i ) >= " Coqugls(7,17) + q10(F — 17) (4.2.15)
s=1

donde C es la concentracién y g;, representa la probabilidad de que tengamos un ién del tipo s en
7 dado que un i6n del tipo j estd en el origen. A esta funcién la llamaremos funcién de distribucién
radial interionica, ya que se puede ver que coincide con la funcién de distribucién radial definida
en la teoria de liquidos.

La primera aproximacién en la teoria de D. H. conciste en dar una expresiéon para la probabilidad
gij(r) suponiéndola simplemente como un factor de Boltzmann de la forma

e Pul <api(r) > sir>R
5.0 = { vilr) > sir> K (42.16)

Resultando asi la ecuacién de Poisson-Boltzmann
47 2
V2i(r) = —— > Cugee P#9) r> R (4.2.17)
€ s=1

donde ¢1 =< (r) >.

La segunda aproximacién de D. H. se hace para linealizar la ecuacién de Poisson-Boltzmann (PB)
expandiendo la exponencial y queddndose con el término de primer orden. El término de orden
cero es nulo debido a que el sistema es eléctricamente neutro. Asi la ecuacién PB (4.2.17) queda

V2¢.(r) = K%¢1(r) r>R (4.2.18)
con

4
K% = ?”ﬁ 3O (4.2.19)

que es una ecuacion lineal fdcil de resolver. Suponiendo las condiciones de frontera: ¢;(r) se anula
en el infinito y que la funcién y sus derivadas son continuas en r = R, se encuentra que la solucién
es

v e(LEER (4.2.20)

q€

{‘“ VT si0<r<R
e(1+KR)r

sir>R
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Usando la ecuacién (4.2.13) se obtiene finalmente

q K

T ER (4.2.21)

< ”L[Jj >= —
Este es el potencial promedio que actia sobre el j-ésimo i6n fijo en el origen y es debido a todos
los demds iones de la solucién. Usando la ecuacién (4.2.21) se puede escribir las propiedades ter-
modindmicas en términos de K, se puede consultar nuestra referencia [1] para mayor detalle. Sin
embargo, la propuesta de DH esta limitada a muy bajas concentraciones y se deben usar otros
métodos mas avanzados para tener una mejor aproximacion tedrica que reproduzca los resultados
experimentales.

4.3. Ecuacién analitica de estado para un gas de esferas du-
ras tipo Yukawa; mezcla electroneutra

Se le ha dado especial interés a modelos de esferas duras que interactiian mediante colas tipo
Yukawa, sean atractivas o repulsivas. Para una mezcla de esferas duras de igual didmetro o, la
interaccion entre particulas de especies ¢ y j se puede expresar como

oo sir<o
wij = e~#r=a)/e (4.3.1)
—E&4j sir>o
r/o
En este caso se analiza una mezcla electroneutra, que es el modelo que representa satisfacto-
riamente a los electroélitos, satisface la relacion

D ez =0 (4.3.2)
J

donde c; representa la fraccién molar de los componentes y z; sus valencias. Para una mezcla
electroneutra de particulas que interactian con un potencial tipo Yukawa, la ecuacién (4.1.1) de
Ginoza se puede escribir [20]

DT+ 2) (¢l + 1)? = —zw (4.3.3)
donde el pardmetro x se relaciona con la temperatura y las valencias mediante
o= P (4.3.4)
ZiZj
Donde 8 = 1/kpT. Los factores ¢y y w en la ecuacién (4.3.3) estan definidos por
1—e7?
¢0 = P (435)
z
y
w = 6nA, (4.3.6)
donde

A=Y ¢z, (4.3.7)
J

y n es la fraccion de empaquetamiento.
Siguiendo el anélisis de Henderson et al. el parametro I' puede expandirse en potencias de x de la
siguiente manera

I=Y Tna" (4.3.8)
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Sustituyendo estas series en la ecuacién (4.3.3) los coeficientes I'; se encuentran de la misma
manera que para la ecuacién de Ginoza de un fluido tipo Yukawa de un solo componente. Para los
coeficientes I'g hasta I's se obtiene lo siguiente

Iy = 0; (4.3.9)
I =-2 (4.3.10)
z

w2

].—‘2 = —?(1 + 22(;50) (4311)
w® 22
Iy = —?(2 + 6z2¢9 + T27¢7) (4.3.12)
w* 2,2 3,3
Ty = =~ (5+ 20200 + 362245 + 30:°65) (4.3.13)
Y 5

s = —15—9(14 + 7020 + 1652262 + 22068 2% + 14367 2%) (4.3.14)

La energia interna de exceso se puede expresar en términos de I' como

E—E, r
- A 43.15
NkgT 1+ ol " ( )

donde Fj denota la energia interna del sistema de esferas duras. Similarmente, expandiendo la
energia interna de exceso en potencias de x se obtiene

E—-FE .
J

los coeficientes e; pueden obtenerse [20] y son los siguientes

eo =0 (4.3.17)
w

=—— 4.3.18
€1 2 ( )

w2
ez = ——5 (1+32¢0) (4.3.19)

2w 9 .9
ey = ——5 (1 +4z¢o + 627¢p) (4.3.20)
— _57w4 242 3.3
€4=-—3 (14 5zpo + 11295 + 112°¢y) (4.3.21)
5

e5 = *%(14 + 842¢0 + 234222 + 3642395 + 27322 ¢7) (4.3.22)

Conociendo estos coeficientes se puede obtener la energia libre de Helmholtz de exceso y la presién,
de la siguiente manera [20]

A*AO CL’j
= T 4.3.2
NkpT 3’;6];‘“ (4.3.23)
y 5 )
P — Do e;
=\ i 4.3.24
oknT xzj:papjﬂ (4.3.24)
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4.3. ECUACION ANALITICA DE ESTADO PARA UN GAS DE ESFERAS DURAS TIPO
YUKAWA; MEZCLA ELECTRONEUTRA

Ecuacién de estado analitica EOS

Siguiendo el procedimiento usado por Duh y Mier y Terén [20] para el caso de un componente
de Yukawa, se puede obtener una aproximacién analitica explicita para el caso de una mezcla
electroneutra. La energia libre de Helmholtz puede expresarse de la siguiente forma simple:

A— Ao 2’3 dF(Y)
=—— |F(x) - FY)-(x—-Y 4.3.2
i = e |[F - FO) = (-1 (43.25)
en donde )
P k) LN (4.3.26)
z
y
y = 2%, (4.3.27)
z
Por conveniencia se define la funcién F(u) de una variable arbitraria v como
F()——ll (1 —2u) —2in(l — )—§ _ +1 (4.3.28)
u) =—7ln u n L 3.

La energfa interna de exceso, el potencial quimico y la presién pueden quedar en términos de F'(u)
y sus derivadas

E—E, [ (dF(x) dF(Y)\ Y2 d*F(Y)

NkBTO__Gn[ ( dy  dY )_mo dy?2 ] (4.3.29)
i — poi  z22° dF(x) dF(Y) d*F(Y)
kBTO __677)\{ ( dx  dy )‘Y(X_Y) a2 ] (4.3.30)
y

p—po 2 dF(Y)] 22 (0x [dF(x) dF(Y) )% d*F(Y)
ot reo - ) - (-S| S OX [ R ] S B
(4.3.31)

Las propiedades de un sistema de esferas duras pueden calcularse usando la férmula de Carnahan
y Starling (CS) [20] . La CS energia libre de Helmholtz y la presién pueden escribirse como

Ao 4—31’}
=3lnA—-1+1 4.3.32
NioT 3in +np+77(1_n)2 (4.3.32)
Y 2,3
1 —
Po kAt (4.3.33)

pkpT (T—mn)?

donde A es la longitud de onda térmica de de Broglie.
La figura 4.8 es una gréfica de la energia interna de exceso contra x para el caso binario
simétrico 1 : 1 (21 = 1,29 = —1), con z = 6 y una densidad total n = 0,25. Este es un sistema
equimolar (¢; = ¢o = 0,5) donde 71 = 12 = /2. La figura 4.8 muestra resultados de la MSA | las
lineas punteadas son resultados de las series de la ecuacién (4.3.16), truncadas hasta la segunda,
cuarta y sexta potencia de x, respectivamente; la linea discontinua es el resultado de la EOS que
es la ecuacién (4.3.29), la linea continua delgada es la ecuacién (4.3.15) resulta con el método
de iteraciones propuesto por Herrera et al., finalmente la linea continua gruesa es la ecuacién
(4.3.15) resulta mediante el método exacto. Como puede verse, los valores de convergencia de
las series de la MSA no son uniformes dentro del intervalo mostrado en la gréfica. Las series
convergen monétonamente a la energia MSA para x > 0. Sin embargo para = < 0 la convergencia
de las series es oscilatoria y muy lenta. Se necesitarian mas términos de las series para tener una
mejor representacion de la energia interna para x < 0 y z = 6. Se obtiene un comportamiento
similar para otros valores de z. En la misma figura se muestran resultados obtenidos mediante la
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aproximacién dada por la ecuacién (4.3.29) etiquetada con EOS. La aproximacién dada por esta
férmula es cercana a la MSA. Las series tuncadas hasta el sexto orden, T'Sg, es casi tan buena
como FOS para z > 0.

La interacciones entre particulas de Yukawa en una mezcla pueden ser atractivas o repulsivas
dependiendo del signo del pardmetro x.

De acuerdo con la ecuacién (4.3.1), para x < 0 las colas de Yukawa son repulsivas entre
particulas de la misma especie, mientras que son atractivas entre particulas de diferente especie
(€11 = €92 = —e12 < 0). Resultados para el factor de compresibilidad Z = p/pkgT como funcién
de la fraccién de empaquetamiento 77 se muestran en las figuras 4.9, 4.10, 4.11, 4.12 y 4.13 | donde
se presentan varias isotermas de un sistema binario 1 : 1 con z = 8. En la figuras las curvas
continuas son las encontradas al resolver el factor de compresibilidad por el método exacto usando
la aproximacién MSA y la ecuacién (3.2.28), las curvas discontinuas son resultados de la EOS que
es la ecuacién (4.3.31). La curva « = 0 corresponde al sistema de esferas duras, las otras curvas
son para r = —2, —4, —6, —8 respectivamente.

4.4. Comparacion con resultados obtenidos mediante simu-
lacién usando método Monte Carlo
A continuacion se presentan los resultados que obtuvimos para el factor de compresibilidad Z,

usando la MSA resuelta por el método exacto, comparados con resultados ya existentes que se
obtuvieron mediante simulaciones de Monte Carlo [22], figuras (4.14) y (4.15).
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Figura 4.8: Energia interna de exceso como funcién de = con n = 0,25, para un sistema simétrico
1:1con ey = €99 = —€19, 1 = co = 0,5y z=06. Se muestra con lineas punteadas la energia
de exceso obtenida mediante el método de perturbaciones con 2, 4 y 6 términos, con una linea
sélida delgada la obtenida por el método propuesto por Herrera et al., con una linea discontinua
la obtenida mediante la EOS y con una linea sélida gruesa la obtenida con el método exacto, para
sistemas electroneutros

S S S S [ Y Y N S i |
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
n

Figura 4.9: Factor de compresibilidad Z = p/pkpT en funcién de n para una mezcla electroneutra
simétrica con z = 8 y x = —2. Se grafica la MSA resuelta con el método exacto y la EOS. La MSA
se presenta con una linea continua y la EOS con una linea punteada
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Figura 4.10: Factor de compresibilidad Z = p/pkpT en funcién de n para una mezcla electroneutra
simétrica con z = 8 y = —4. Se grafica la MSA resuelta con el método exacto y la EOS. La MSA
se presenta con una linea continua y la EOS con una linea punteada

Figura 4.11: Factor de compresibilidad Z = p/pkpT en funcién de n para una mezcla electroneutra
simétrica con z = 8 y x = —6. Se grafica la MSA resuelta con el método exacto y la EOS. La MSA
se presenta con una linea continua y la EOS con una linea punteada

Figura 4.12: Factor de compresibilidad Z = p/pkpT en funcién de n para una mezcla electroneutra
simétrica con z = 8 y x = —8. Se grafica la MSA resuelta con el método exacto y la EOS. La MSA
se presenta con una linea continua y la EOS con una linea punteada
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Figura 4.13: Factor de compresibilidad Z = p/pkpT en funcién de 7 para una mezcla electroneutra
simétrica con z = 8 y x = 0. Esta grafica representa el sistema de esferas duras al cual los dos
métodos convergen cuando se trata de x =0

Figura 4.14: Factor de compresibilidad Z = p/pkpT en funcién de *p con z = 2,5. Los puntos son
resultado de las simulaciones de Monte Carlo [22]
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Té=l.7

Figura 4.15: Factor de compresibilidad Z = p/pkpT en funcién de *p con z = 1,8 . Los puntos
son resultado de las simulaciones de Monte Carlo [22] y las lineas el resultado obtenido de manera
exacta
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Conclusiones

Con la mecanica estadistica se describi6 el comportamiento de gases no ideales. Se encontré que
las propiedades termodinamicas de estos sistemas quedan en términos del pardmetro de acopla-
miento I', que es un resultado obtenido por Ginoza al resolver la ecuacién de OZ.

Se resolvié la ecuacién cuartica para I' por el método exacto, y se compararon los resultados ob-
tenidos con los resultados ya existentes.

Resolver la ecuacién de Ginoza para I' mediante un método exacto proporciona resultados maés
reales porque se resuelve directamente la ecuacién que se plantea usando la aproximacién MSA,
como se pudo ver. Si se resuelve la ecuacion por otros métodos como el método de perturbaciones
o el método en el que se encuentra I' haciendo iteraciones, hay un valor para el que el resultado
empieza a diverger y ya no se puede tomar este resultado como el resultado correcto, el método
exacto proporciona resultados més directos pues no se hace aproximaciones de aproximaciones,
solo se utiliza la aproximacién esférica media, de esta manera podemos ver que el método exacto
brinda buenos resultados.

Comparando las valores para I' graficados en funcién de la fraccion de empaquetamiento 7, figura
4.2, y obtenidos por los tres métodos presentados, se puede ver que se obtienen valores muy simi-
lares, pero hay un intervalo desde 0,1 hasta 0,3 para n donde los valores para I' si son distintos
dependiendo del método usado, donde el método exacto y el iterativo son mas cercanos, no asi el
perturbativo.

Al comparar la termodindmica obtenida se puede ver que para los distintos valores de § y para
valores positivos de z los tres métodos dan buenos resultados, se puede ver en las figuras 4.3, 4.4 y
4.5, pero para valores negativos las series divergen a partir de z = —2. Para la presién en funcién
de n~!, figura 4.6, se obtienen buenos resultados para z = 10 y para temperaturas arriba de 40K
a medida que la temperatura desciende por debajo de 40K las graficas para la presién empiezan a
diverger, figura 4.7 el método exacto e iterativo dan resultados muy similares, el método pertur-
bativo se aleja un poco de los otros dos.

Una aplicacién de las ecuaciones de estado para gases de esferas duras mas un término de Yu-
kawa es el caso de soluciones electroliticas, donde se considera un fluido con cargas positivas y
negativas, pero neutro en su totalidad. Se estudi6 la ecuacién analitica de estado y se encontré la
termodindmica usando esta ecuacién y después se comparé con la termodindmica para electrolitos
obtenida con el método exacto usando la MSA. Como puede verse, la EOS da una buena repre-
sentacién de la ecuacion de estado para ese valor de z. La concordancia entre la EOS y la MSA
mejora gradualmente cuando el rango de interaccién se disminuye, figura 4.8, es decir, cuando z
aumenta. Para z > 8, EOS da una excelente aproximacion a las propiedades termodindmicas de
la MSA. Se presenta una comparacién para el factor de compresibilidad obtenido con la EOS y el
método exacto usando la MSA para distintos valore de x en las figuras 4.9, 4.10, 4.11 y 4.12.
Ecuaciones analiticas explicitas para las propiedades termodinamicas de una mezcla electroneutra
de esferas duras tipo Yukawa fueron presentadas. Usando una expansién inversa de la tempera-
tura, el método de iteraciones y el método exacto, se obtuvo una aproximacion para la energia
interna. Para x < 0 la expansién en serie hasta el sexto orden es insatisfactoria porque presenta
una convergencia muy lenta y oscilatoria. Los valores negativos de = corresponden a un sistema
fisico interesante donde particulas de igual tamano de una misma especie se repelen unas a otras
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mediante colas de Yukawa, mientras que particulas de diferente tipo se atraen unas a otras con la
misma dependencia matematica.

El trabajo realizado en esta tesis permitié analizar y estudiar como se construyen las ecuaciones
de estado para gases no ideales, ademads la manera en que se incluyen con expresiones matematicas
las interacciones entre las particulas para describir el comportamiento de un gas, partiendo del
concepto teodrico de funciones de distribucion. Se analizaron las soluciones a estas ecuaciones de
estado y se pudo ver como se puede encontrar la termodindmica de estos sistemas y escribirla en
funcién de pardametros que describen al sistema. Al estudiar las distintas soluciones existentes , se
puede ver la dificultad y las limitantes de los diferentes métodos, asi como las ventajas de usar
un método que dé un resultado exacto. Se pudo observar como los resultados obtenidos sélo son
validos para ciertos rangos dependiendo del método usado y que para los tres métodos estudiados
hay valores donde convergen y dan el mismo resultado, pero para ciertos valores los resultados ya
no son similares y debe considerarse entonces cual es el mas éptimo para usarse.
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