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Resumen

El objetivo de este trabajo es proporcionar una nueva relación entrópica de incertidumbre mediante
la utilización de la teoŕıa de mediciones generalizadas en mecánica cuántica y la relación que existe con
la perturbación en las mediciones [1, 12].

En primer lugar se revisan algunos aspectos de álgebra lineal tales como espacios vectoriales, en
particular, los espacios de Hilbert. También se repasa un poco sobre operadores y sus propiedades.

Se lleva a cabo una revisión de los postulados y cuadros de la mecánica cuántica, además del Principio
de incertidumbre de Heisenberg.

Las mediciones generalizadas se revisan exhaustivamente en la cuarta parte, ah́ı, se estudia el operador
densidad y su utilidad para facilitar el estudio de sistemas cuánticos complejos y se introduce el formalismo
de los POVM(Positive Operator Valued Measured por sus siglas en inglés) [2–5,18].

Los POVMs son una parte fundamental en el desarrollo del trabajo y junto con el teorema de Naimark
[18], establecen las bases para la medición de sistemas cuánticos compuestos.

Después se repasa el concepto de entroṕıa desde el punto de vista de la mecánica estad́ıstica y de la
teoŕıa de la información. A partir de ah́ı se muestran algunos ejemplos de relaciones entrópicas y se revisa
a fondo el trabajo de Masanao Ozawa [1], donde se propone la Relación de incertidumbre generalizada de
Ruido - Perturbación, de donde se tomó la idea de la realización de este proyecto.

Finalmente se propone la Relación Entrópica de incertidumbre de mediciones generalizadas y la Re-
lación Entrópica de Incertidumbre para la perturbación con sus debidas conclusiones.
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Introducción

Las ciencias exactas abarcan muchas áreas del conocimiento, entre ellas, la bioloǵıa, qúımica, ma-
temáticas y f́ısica, y siendo esta una gran área de estudio de la naturaleza, seŕıa imposible plasmar todos
y cada uno de los tópicos de los que la f́ısica se compone y forma parte.

La mecánica cuántica es una de las partes fundamentales de la f́ısica, dentro de este formalismo se
estudian los fenómenos de la naturaleza desde sus componentes más pequeñas.

El esfuerzo de los f́ısicos por entender las cosas más fundamentales ha llevado al desarrollo de una
teoŕıa cuántica sólida y fuerte. Entre estos cimientos destaca el llamado Principio de Incertidumbre [1–13].

En esta tesis se tratará de explicar lo que es una relación de incertidubre [9, 13] en el contexto de
la mecánica cuántica, entre otras cosas, su utilidad y significado. Se dará un repaso a las herramientas
matemáticas necesarias para la comprensión de este tema además de ideas y conceptos f́ısicos que nos
permitirán entender cuantitativamente de lo que estamos hablando.

El mundo en el que vivimos está formado por millones y millones de elementos, a los que llamamos
part́ıculas, y estas, como su nombre lo indica, son elementos diminutos y unitarios a los cuales no podemos
distinguir sin la ayuda de algún aparato, e inclusive hasta nuestros d́ıas, es sólo posible saber de su
existencia mediante mediciones indirectas [1, 3]. Es por esto que a nuestra escala macroscópica vemos lo
que nos rodea como un continuo, no como un enorme rompecabezas donde cada pieza esta unida a la
otra perfectamente.

Un hecho clave en esta tesis y en la mecánica cuántica es que debido a nuestro tamaño es imposible
tratar con un sólo elemento de ese rompecabezas sin alterar su estado, es decir, al tratar de conocer alguna
propiedad del sistema, nosotros perturbamos irremediablemente alguna propiedad de este [1, 9, 10]. Esta
idea se tratará a fondo más adelante.

Aśı, es la escala de lo medido y el que mide, desde el punto de vista del que mide, determinante en
la explicación de la naturaleza, es esto lo que nos imposibilita a conocer perfectamente los secretos del
universo, no es posible tener un precisión infinita para medir algo que no podemos ver a simple vista.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Espacios de Hilbert

Para comenzar a hablar acerca de los espacios de Hilbert, recordemos algunas propiedades y defini-
ciones de los espacios vectoriales [6, 14–16].

Definición: Un espacio vectorial complejo V es llamado un espacio con producto interior, si hay una
función compleja p, q sobre V � V que satisface las siguientes condiciones para todo u, v, w P V y α P C.

pv, vq ¥ 0 y pv, vq � 0 ô v � 0

pu, v � wq � pu, vq � pu,wq
pu, αvq � αpu, vq
pu, vq � �pv, uq

Esta función p, q es llamada un producto interior.
Notemos que de las propiedades segunda, tercera y cuarta obtenemos que pu, αv � βwq � αpu, vq �

βpu,wq y que pαu, vq � sαpu, vq. Esta es una convención que deberemos recordar, el producto interior se
considerará lineal y lineal conjugado por la derecha.

Definición: Dos vectores u y v, en un espacio con un producto interior V , son ortogonales si pu, vq � 0.
Una colección tuiu de vectores en V es conocido como un conjunto ortonormal si pui, uiq � 1 para toda
i y pui, ujq � 0 si i � j.

Teorema. Cada espacio vectorial con producto interior es un espacio lineal normado con norma:
}u} � pu, uq 1

2 .
Definición: Sean v, w dos vectores en V , la distancia entre estos, que se simboliza como dpv, wq, se

define como la norma de su diferencia, dpv, wq � }v � w}.
Definición: Un conjunto es un espacio métrico, si a cualquier pareja pu, vq de elementos del conjunto

se le puede asociar un número ρpu, vq, que llamaremos la distancia entre los elementos y cumple con las
siguientes propiedades:

ρpu, vq � ρpv, uq.
ρpu, vq ¥ 0 satisfaciendose la igualdad en el caso en que u � v

ρpu, vq ¤ ρpu, aq � ρpb, vq
Siendo V un espacio vectorial con producto interior, también es un espacio métrico y por lo tanto

podemos usar el análisis matemático para tratarlo; de este sólo tomaremos los conceptos de ĺımite y
completez.

Definición: Supongamos que V es un espacio métrico, entonces la sucesión tv1, v2, � � � u P V es
convergente si existe v P V tal que @ϵ ¡ 0, DM P Z, tal que si n ¡M ñ ρpvn, vq   ϵ, es decir,

ĺım
nÑ8

vn � v
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES
1.2. OPERADORES

Definición: Sea V un espacio métrico, entonces la sucesión tv1, v2, � � � u P V es de Cauchy si @ϵ ¡
0, DM P Z tal que si q, p ¡M , entonces ρpvq, vpq   ϵ

Definición: Se dice que un espacio métrico es completo si toda sucesión de Cauchy es convergente.
Definición: Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial complejo con producto interior, el cual

como espacio métrico es completo.

1.2. Operadores

Ahora recordemos algunas cosas acerca de operadores [14, 15].
Ya que el producto interior nos permite relacionar V con V �, de igual manera un operador de V Ñ V

puede identificarse con uno que va de V � Ñ V �.
Definición: Sea V un espacio vectorial, para un operador A : V Ñ V definimos, A:, como su adjunto

hermitiano por la siguiente relación:

pv,Apwqq � pA:pvq, wq @v, w P V

En notación de Dirac tenemos que v Ñ |vy, w Ñ |wy, Apvq � A|vy y aśı pv,Apwqq Ñ p|vy, A|wyq �
xv|A|wy, luego �xv|A|wy � xw|A:|vy.

Definición: Un operador es autoadjunto si es igual a su adjunto hermitiano, es decir A : V Ñ V es
autoadjunto ô A � A:.

Teorema: Un operador A : H Ñ H, con H un espacio de Hilbert, es autoadjunto ô pv,Apvqq P
R @v P H.

Definición: Sea A : H Ñ H y v P H diferente de cero, tal que Av � λv, con λ un escalar, cuando
esto sucede, se dice que v es un vector propio o eigenvector de A y que λ es su valor propio o eigenvalor
correspondiente al vector v.

Teorema: Los eigenvectores y eigenvalores de operadores autoadjuntos tienen tres propiedades cru-
ciales [6].

Los eigenvalores de operadores autoadjuntos son reales.

Los eigenvectores de operadores autoadjuntos que tienen diferentes eigenvalores son ortogonales.

Los eigenvectores de operadores autoadjuntos forman una base para el espacio al que pertenecen.
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Caṕıtulo 2

Mecánica cuántica

2.1. Preliminares de mecánica cuántica

El estudio del comportamiento de la naturaleza a un nivel microscópico se puede realizar mediante el
formalismo de la mecánica cuántica; el cual está basado en una serie de máximas o axiomas, a los cuales
se les conoce como postulados [2].

Postulado 1. Asociado a cualquier sistema f́ısico aislado hay un espacio vectorial complejo con producto
interior (esto es, un espacio de Hilbert) conocido como el espacio de estados del sistema. El estado del
sistema está completamente descrito por su vector de estado, el cual es un vector unitario del espacio de
estados de un sistema.

Postulado 2. La evolución de un sistema cuántico cerrado está descrita por una transformación uni-
taria. Esto es, el estado |ψy del sistema al tiempo t1 está relacionado al estado |ψ1y del sistema al tiempo
t2 por un operador unitario U que depende sólo de los tiempos t1 y t2,

|ψ1y � U |ψy. (2.1)

Postulado 2’. La evolución en el tiempo del estado de un sistema cerrado está descrita por la ecuación
de Schrödinger,

i~
d|ψy
dt

� H|ψy. (2.2)

En esta ecuación, ~ es una constante f́ısica conocida como la constante de Planck cuyo valor debe ser
determinado experimentalmente. El valor exacto no es importante para nosotros. En la práctica, es común
absorber el factor ~ en H, haciendo ~ � 1 efectivamente. H es un operador autoadjunto fijo conocido
como el Hamiltoniano del sistema cerrado.

Postulado 3. Las mediciones cuánticas están descritas por una colección tMmu de operadores de me-
dición. Estos son operadores que actúan en el espacio de estados del sistema que se está midiendo. El
ı́ndice m se refiere a las salidas de las mediciones que pueden ocurrir en el experimento. Si el estado del
sistema cuántico es |ψy inmediatamente antes de la medición, entonces la probabilidad de que el resultado
m ocurra está dado por

ppmq � xψ|M :
mMm|ψy, (2.3)

y el estado del sistema después de la medición es

Mm|ψyb
xψ|M :

mMm|ψy
. (2.4)

3



CAPÍTULO 2. MECÁNICA CUÁNTICA
2.2. LOS CUADROS DE LA MECÁNICA CUÁNTICA

El operador de medición satisface la ecuación de completez,¸
m

M :
mMm � I. (2.5)

Para el caso de mediciones de Von Neumman, los operadores de medición son los proyectores Pm.
Recordando siempre que los proyectores provienen de los eigenvectores de observables del sistema.

Postulado 4. El espacio de estados de un sistema f́ısico compuesto es el producto tensorial de los
espacios de estado de los sistemas f́ısicos componentes. Más aún, si tenemos sistemas numerados de 1 a
n, y el sistema número i está preparado en el estado |ψiy, entonces el estado compuesto del sistema total
es |ψ1y b |ψ2y b � � � |ψny.

2.2. Los cuadros de la mecánica cuántica

En el desarrollo de la teoŕıa cuántica a lo largo de la historia, se hicieron dos distintas formulaciones
vectoriales espaciales o cuadros [7,8]. Uno, el principal y más usado, el de Schrödinger y el otro, el cuadro
de Heisenberg, el cual es menos usado pero igualmente aceptado. Cabe mencionar que existe un tercer
cuadro en la mecánica cuántica, conocido como cuadro de interacción o cuadro de Dirac, el cual no
utilizaremos en esta ocasión. Si se desea saber más de este tema vea [7].

2.2.1. El cuadro de Schrödinger

Supongamos un sistema cuántico cuyo estado está representado por una función de onda, la cual
representa el estado del sistema a un tiempo t: |ψptqy.

La evolución temporal de nuestro sistema está dada por:

|ψptqy � Upt0, tq|ψpt0qy (2.6)

donde, Upt0, tq es el operador unitario de evolución temporal del sistema y |ψpt0qy el estado inicial del
sistema al tiempo t0.

Sea L̂ un operador autoadjunto que representa un observable de nuestro sistema, este actúa sobre uno
de sus eigenvectores y se obtiene un eigenvalor Lj , es decir, obedece la ecuación de eigenvalores:

L|Ljy � Lj |Ljy (2.7)

Debido a que L̂ es un operador autoadjunto, sus eigenvectores forman una base del espacio de estados
del sistema, es decir, cualquier función de onda se puede escribir como una combinación lineal de estos
eigenvectores:

|ψptqy �
¸
j

cj |Ljy (2.8)

donde cj es el producto interior entre los eigenvectores del operador y el estado del sistema: xLj |ψptqy.
La probabilidad de encontrar al sistema en el estado Lj es, entonces:

|xLj |ψptqy|2 (2.9)

2.2.2. El cuadro de Heisenberg

Comenzaré diciendo que la existencia de otro cuadro equivalente al de Schrödinger se asegura consi-
derando dos puntos cruciales:

Los operadores correspondientes a observables conservan su espectro de eigenvalores.

El producto interior de estados f́ısicos con eigenvectores con el mismo eigenvalor son iguales en
ambos cuadros.
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CAPÍTULO 2. MECÁNICA CUÁNTICA
2.3. EL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE DE HEISENBERG

Partiendo del cuadro de Schrödinger se obtiene un nuevo cuadro aplicando un operador unitario de
evolución a los estados y operadores. Cada vector de estado cambia de |ψptqy a U :pt0, tq|ψptqy tal que
U :pt0, tq|ψptqy � Upt, t0q|ψptqy � |ψpt0qy. En este nuevo cuadro, denominado cuadro de Heisenberg, los
vectores de estado del sistema son constantes e iguales a sus valores al tiempo inicial t0. Denotaremos a
estos vectores como: |ψpt0qy � |ψyH .

Los observables, que en el cuadro de Schrödinger son operadores independientes del tiempo (a me-
nos que tengan una dependencia expĺıcita del tiempo), se representan en el cuadro de Heisenberg por
operadores con dependencia temporal, tal que:

L̂Hptq � U :pt0, tqL̂Upt0, tq (2.10)

Notemos que al tiempo t0 tenemos que:
L̂Hpt0q � L̂ (2.11)

Es decir, al tiempo inicial, el operador de Heisenberg es igual al operador de Schrödinger.
En cuestión de los eigenvectores correspondientes a mismos eigenvalores, estos sólo difieren en los dos

cuadros por la transformación unitaria Upt0, tq, tal que:

|Lj , tyH � U :pt0, tq|Ljy (2.12)

o equivalentemente
|Ljy � Upt0, tq|Lj , tyH (2.13)

Debido a la conexión entre los dos cuadros mediante una transformación unitaria, las amplitudes de
probabilidad o productos internos son iguales para ambos casos:

xLj |ψptqy � xLj , t|ψyH (2.14)

2.3. El principio de incertidumbre de Heisenberg

El principio de incertidumbre es sin duda una de las expresiones matemáticas más enigmáticas y que
lleva consigo un gran significado f́ısico, el cual viene respaldado por la teoŕıa cuántica desarrollada a lo
largo del Siglo XX [1–13].

Heisenberg publicó en 1927 [11] el principio de incertidumbre para la posición y el momento de un
sistema; esta relación declara que existe una cota superior para la precisión en que se pueden medir dichas
propiedades del sistema.

δxδp ¥ ~
2

(2.15)

El significado de δx y δp no fue adecuadamente expuesto ni explicado por Heisenberg en su documento
original. Fue hasta 1929 [11,12] que Robertson les dio la interpretación estad́ıstica a tales cantidades como
las desviaciones estándar de la posición y el momento.

σ2
x � xx2y � xxy2 (2.16)

σ2
p � xp2y � xpy2 (2.17)

La relación de incertidumbre en su presentación más general fue propuesta por Robertson y Kennard
[1, 6, 11,12].

σpÂqσpB̂q ¥ |xψ|rÂ, B̂|ψy|
2

(2.18)

Esta relación tiene fallas, en el sentido de que no es cierta en todos las casos posibles, ya que su
dependencia del estado del sistema en esos casos hace que la cota superior sea cero, lo cual no nos da
información y la convierte en una relación trivial en el sentido de que las desviaciones estándar siempre
son cantidades positivas [9, 10,12,13].

Ahora veremos la demostración del Principio de Incertidumbre generalizado de Heisenberg.
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CAPÍTULO 2. MECÁNICA CUÁNTICA
2.4. PRUEBA DEL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE GENERALIZADO

2.4. Prueba del principio de incertidumbre generalizado

Para realizar esta demostración, necesitareos de 2 resultados [6]:
Desviación estándar: Está definida como el segundo momento probabiĺıstico, en notación de Dirac

tenemos que la desviación estándar asociada a un observable Q en un estado determinado es

σ2
Q � xpQ̂� xQyq2y � xpQ̂� xQyqΨ|pQ̂� xQyqΨy (2.19)

Desigualdad de Schwarz: @v, w P V espacio vectorial, tenemos que

|xv, wy| ¤ }v}}w} (2.20)

Prueba [14, 16]: Si w � 0, la relación se cumple trivialmente. Ahora, supongamos que w � e es un
vector unitario, esto es e P V y }e} � 1. Si c es la componente de v a lo largo de e, entonces v � ce
es perpendicular a e y por ende, perpendicular a ce. Ahora por el teorema de pitágoras (Si v, w son
perpendiculares, entonces }v � w}2 � }v}2 � }w}2), tenemos que:

}v}2 � }v � ce}2 � }ce}2
� }v � ce}2 � c2

Entonces, c2 ¤ }v}2, aśı que |c| ¤ }v}. Finalmente, si w es arbitrario � 0, entonces e � w
}w} es un vector

unitario, aśı que por esto tenemos que: ����Bv, w

}w}
F���� ¤ }v}.

Entonces

|xv, wy| ¤ }w}}v}.

Como se queŕıa demostrar.
Ahora veamos la prueba del Principio de Incertidumbre [2]:
Supongamos dos operadores autoadjuntos A y B, con |ψy un estado cuántico. Supongamos que

xψ|AB|ψy � x � iy, donde x y y son reales. Notemos que xψ|rA,Bs|ψy � 2iy y xψ|tA,Bu|ψy � 2x.
Esto implica que:

|xψ|rA,Bs|ψy|2 � |xψ|tA,Bu|ψy|2 � 4|xψ|AB|ψy|2

Por la desigualdad de Schwarz para los vectores Aψ y Bψ:

|xAψ,Bψy|2 � |xψ|AB|ψy|2 ¤ xψ|A2|ψyxψ|B2|ψy

dónde, recordemos que la norma de un vector v es: }v} � axv, vy. Combinando estas dos últimas ecua-
ciones obtenemos:

|xψ|rA,Bs|ψy|2 ¤ 4xψ|A2|ψyxψ|B2|ψy

Ahora supongamos que C y D son dos observables. Substituyendo A � C � xCy y B � D � xDy
en la última ecuación y recordando la definición de desviación estándar , aśı obtenemos el Principio de
Incertidumbre generalizado de Heisenberg:

σCσD ¥ |ψ|rC,Ds|ψy|
2
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Caṕıtulo 3

Mediciones generalizadas en
Mecánica cuántica

3.1. El operador densidad

Ya hemos formulado la mecánica cuántica usando el lenguaje de vectores de estado. Una formulación
alternativa es posible si utilizamos una herramienta conocida como el operador densidad omatriz densidad
[2,3,18]. Esta formulación es completamente equivalente a la que hab́ıamos revisado, la diferencia radica
en que proveé un lenguaje más convencional que nos permite pensar con mayor facilidad en escenarios
que suceden en la mécanica cuántica.

3.2. Ensambles de estados cuánticos

El operador densidad nos proveé de medios convenientes para describir sistemas cuánticos cuyo estado
nos es desconocido. Más precisamente, supongamos que un sistema cuántico está en uno de los estados
|ψiy, donde i es un ı́ndice, con pi su respectiva probabilidad. Llamaremos a tpi, |ψiyu un ensamble de
estados puros. El operador densidad para este sistema está definido como:

ρ �
¸
i

pi|ψiyxψi|. (3.1)

Supongamos, por ejemplo, que la evolución de un sistema cuántico cerrado está descrita por un
operador unitario U . Si el sistema estaba inicialmente en el estado |ψiy con probabilidad pi, entonces,
después de la evolución, el sistema estará en el estado U |ψiy con probabilidad pi. Aśı, la evolución del
operador densidad está descrita por la ecuación:

ρ �
¸
i

pi|ψiyxψi| Ñ
¸
i

piU |ψiyxψi|U : � UρU :. (3.2)

Las mediciones son también algo que es fácil describir mediante el lenguaje del operador densidad.
Supongamos que realizamos una medición descrita por los operadores de mediciónMm. Si el estado inicial
era |ψiy, entonces la probabilidad de obtener el resultado m es

ppm|iq � xψi|M :
mMm|ψiy � trpM :

mMm|ψiyxψi|q (3.3)

Por la ley de la probabilidad total, la probabilidad de obtener el resultado m es

ppmq �
¸
i

ppm|iqpi

�
¸
i

pitrpM :
mMm|ψiyxψi|q

� trpM :
mMmρq
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CAPÍTULO 3. MEDICIONES GENERALIZADAS EN MECÁNICA CUÁNTICA
3.3. PROPIEDADES GENERALES DEL OPERADOR DENSIDAD

Podemos también conocer el estado del sistema después de haber obtenido el resultado m en la
medición. Si el estado inicial del sitema era |ψiy entonces:

|ψm
i y �

Mm|ψiyb
xψi|M :

mMm|ψiy
(3.4)

Aśı, después de la medición, que dio como resultado m, tenemos un ensamble de estados |ψm
i y cada

uno con probabilidad ppi|mq. El operador densidad correspondiente ρm es

ρm �
¸
i

ppi|mq|ψm
i yxψm

i | �
¸
i

ppi|mqMm|ψiyxψi|M :
m

xψi|M :
mMm|ψiy

. (3.5)

Por probabilidad elemental, ppi|mq � ppm, iq{ppmq � ppm|iqpi{ppmq. De esta manera obtenemos:

ρm �
¸
i

pi
Mm|ψiyxψi|M :

m

trpM :
mMmρq

� MmρM
:
m

trpM :
mMmρq

(3.6)

Es conveniente introducir algunos conceptos para completar el estudio del operador densidad. Un
sistema cuántico, cuyo estado |ψy es conocido con exactitud es llamado un estado puro. En este caso, el
operador densidad es simplemente ρ � |ψyxψ|. En otro caso, ρ es un estado mezclado, es decir, una mezcla
de diferentes estados puros en el ensamble para ρ. Un estado puro satisface que trpρ2q � 1, mientras que
para un estado mezclado trpρ2q   1.

Por último, imaginemos que un sistema cuántico está preparado en un estado ρi con probabilidad pi;
el sistema está descrito por la matriz densidad

°
i piρi.

Prueba [2]. Supongamos que el operador densidad ρi proviene de el ensamble tpij , |ψijyu de estados puros.
Aśı, la probabilidad de tener el estado |ψijy es pipij . Entonces el operador densidad del sistema es:

ρ �
¸
ij

pipij |ψijyxψij |

�
¸
i

piρi. (3.7)

Donde ρi �
°

j pij |ψijyxψij |. De esta manera, decimos que ρ es una mezcla de estados ρi con probabilidad
pi. Un ejemplo de la utilidad de este resultado se observa cuando por alguna razón perdemos nuestro
registro en el cual obtuvimos el resultado m. Nosotros tenemos entonces un sistema cuántico en el estado
ρm con probabilidad ppmq, pero no conocemos el valor actual de m. El estado de tal sistema debera ser

ρ �
¸
m

ppmqρm

�
¸
m

trpM :
mMmρq MmρM

:
m

trpM :
mMmρq

�
¸
m

MmρM
:
m. (3.8)

3.3. Propiedades generales del operador densidad

El operador densidad fue introducido con el afán de describir ensambles de estados cuánticos, pero en
esta sección, nos apartaremos de este punto de vista y mostraremos una descripción más intŕınseca. La
clase de operadores que son los operadores de densidad está caracterizada por el siguiente teorema.
Teorema [2]:(Caracterización de operadores densidad). Un operador ρ es un operador densidad asociado
a algún ensamble tpi, |ψiyu si y sólo si satisface las siguientes condiciones:

(Condición de la traza) ρ tiene traza igual a uno.
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CAPÍTULO 3. MEDICIONES GENERALIZADAS EN MECÁNICA CUÁNTICA
3.3. PROPIEDADES GENERALES DEL OPERADOR DENSIDAD

(Condición de positividad) ρ es un operador positivo.

Prueba.
Supongamos que ρ � °i pi|ψiyxψi| es un operador densidad. Entonces

trpρq �
¸
i

pitrp|ψiyxψi|q �
¸
pi

� 1,

aśı la condición de la traza se satisface. Supongamos un vector arbitrario |ϕy en el espacio de estados. De
esta manera

xϕ|ρ|ϕy �
¸
i

pixϕ|ψiyxψi|ϕy

�
¸
i

pi|xϕ|ψiy|2 ¥ 0

de esta forma se cumple la condición de positividad.
Inversamente, supongamos que ρ es cualquier operador que satisface las condiciones de traza y posi-

tividad.
Aśı, como ρ es positivo, tiene que tener una descomposición espectral

ρ �
¸
j

λj |jyxj|.

notemos que |jy son ortogonales y además que λj son positivos y reales. De la condición de traza obtenemos
que
°

j λj � 1, entonces, un sistema en el estado |jy con probabilidad λj tendrá un operador densidad ρ,
es decir, el ensamble tλj , |jyu es el ensamble correspondiente al operador densidad ρ.

Ahora revisemos los postulados de la mecánica cuántica en términos del operador de densidad [2].

Postulado 1: Asociado a cualquier sistema f́ısico aislado existe un espacio vectorial complejo, que
tiene un producto interior (esto es, un espacio de Hilbert), conocido como el espacio de estados del
sistema. El sistema esta completamente descrito por el operador de densidad, que es un operador
positivo ρ con traza uno, que actua sobre el espacio de estados del sistema. Si un sistema cuántico
está en el estado ρi con probabilidad pi, entonces el operador de densidad del sistema es

°
i piρi.

Postulado 2: La evolución de un sistema cuántico cerrado está descrita por una transformación
unitaria. Esto es, el estado ρ de un sistema al tiempo t1 está relacionado con el estado ρ1 del sistema
al tiempo t2 por un operador unitario U que depende sólo de los tiempos t1 y t2,

ρ1 � UρU :. (3.9)

Postulado 3: Las mediciones cuánticas están descritas por una colección tMmu de operadores de
medición. Estos son operadores que actuan sobre el espacio de estados del sistema que está siendo
medido. El ı́ndice m se refiere a los resultados de las mediciones que pueden ocurrir en el expe-
rimento. Si el estado del sistema cuántico es ρ inmediatamente antes de la medición entonces la
probabilidad de que el resultado m ocurra está dado por

ppmq � trpM :
mMmρq, (3.10)

y el estado del sistema después de la medición es

MmρM
:
m

trpM :
mMmρq

Los operadores de medición satisfacen la ecuación de completez¸
i�1

M :
mMm � I

Postulado 4: El espacio de estados de un sistema f́ısico compuesto es el producto tensorial de
espacios de estados de cada sistema f́ısico que lo compone. Más aún, si tenemos sistemas numerados
de 1 hasta n, y el sistema i está preparado en el estado ρi, entonces el estado compuesto del sistema
total es ρ1 b ρ2 b � � � ρn.
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CAPÍTULO 3. MEDICIONES GENERALIZADAS EN MECÁNICA CUÁNTICA
3.4. EL OPERADOR DENSIDAD REDUCIDO

3.4. El operador densidad reducido

Tal vez la aplicación más profunda del operador densidad es como una herramienta descriptiva para
subsistemas de un sistema cuántico compuesto [2, 18]. Una descripción es proporcionada por el operador
densidad reducido, que es el objeto de estudio de esta sección. El operador densidad reducido es muy util,
si no indispensable en el análisis de sistemas cuánticos compuestos. Supongamos que tenemos un sistema
f́ısico A y uno B, cuyos estados están descritos por un operador densidad ρAB . El operador densidad
reducido para el sistema A está definido por

ρA � trBpρABq (3.11)

donde trB es un mapeo de operadores conocido como la traza parcial sobre el sistema B. La traza parcial
está definida por:

trBp|a1yxa2 b |b1yxb2|q � |a1yxa2| trp|b1yxb2|q (3.12)

De manera más general, supongamos que el estado del sistema compuesto es ρAB � ρ b σ, entonces el
operador densidad reducido para el sistema A es:

ρA � trBpρb σq � trpσqρ � ρ (3.13)

3.5. POVMs

El tercer postulado de la mecánica cuántica(3.10) se refiere a las mediciones y hace énfasis en describir
estad́ısticamente la medición, esto es, nos da una regla para obtener las respectivas probabilidades de los
diferentes resultados de la medición, y además, permite describir el estado del sistema después de la me-
dición. Para estos y muchos otros casos existe una herramienta matemática que describe espećıficamente
las mediciones conocida como POVM(El acrónimo POVM en inglés significa Positive operator-valued
measured) [2–4, 18]. La teoŕıa de POVMs es ampliamente utilizada y tiene su origen en la descripción
general de las mediciones.

Supongamos una medición descrita por los operadores de medición Mm, esta se realiza sobre un
sistema cuántico descrito por el estado |ψy. Entonces la probabilidad de obtener el resultado m está dado
por ppmq � xψ|M :

mMm|ψy. Supongamos que definimos

Πm �M :
mMm (3.14)

Entonces, Πm es un operador positivo tal que
°

m Πm � I y ppmq � xψ|Πm|ψy. Aśı el conjunto de
operadores Πm es suficiente para determinar las probabilidades de los diferentes resultados de las
mediciones. Los operadores Πm son conocidos como los elementos POVM asociados con la medición. El
conjunto completo tΠmu es conocido como un POVM. Como un ejemplo de un POVM, consideremos
una medición proyectiva descrita por los operadores Pm donde Pm son los proyectores tales que
PmPm1 � δmm1Pm y

°
m Pm � I. En esta instancia todos los elementos POVM son los mismos que los

operadores de medición, es decir, Πm � P :
mPm � Pm.

Los operadores POVM son positivos y satisfacen
°

m Πm � I. Ahora supondremos que tΠmu es algún
conjunto arbitrario de operadores positivos tal que

°
m Πm � I. Demostraremos que existe un conjunto

de operadores de medición Mm que definen una medición descrita por el POVM tΠmu. Definamos
Mm � ?

Πm vemos que
°

mM :
mMm � °m Πm � I y por lo tanto el conjunto tMmu describe una

medición con POVM tΠmu. Por esta razón es conveniente definir un POVM como cualquier conjunto de
operadores tΠmu tal que: (a) cada operador Πm es positivo; y (b) la relación de completez

°
m Πm � I

es obedecida, expresando este hecho que la suma de las probabilidades es uno. Para completar la
descripción de POVMs, notemos de nueva cuenta que dado un POVM tΠmu, la probabilidad de obtener
el resultado m está dado por ppmq � xψ|Πm|ψy.

En conjunto, los operadores de detección Mm representan una generalización de los proyectores Pm,
mientras los elementos POVM Πm generalizan P 2

m. El postulado para las mediciones cuánticas puede ser
reformulado como sigue [18]:
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CAPÍTULO 3. MEDICIONES GENERALIZADAS EN MECÁNICA CUÁNTICA
3.6. EL TEOREMA DE NAIMARK

[i Las cantidades observables están asociadas a POVMs, es decir, descomposiciones de la identidad°
m Πm � I en términos de operadores positivos Πm ¥ 0. Los posibles resultados m etiquetan los

elementos del POVM y la construcción puede ser generalizada al espectro continuo.

[ii Los elementos de un POVM son operadores positivos expresables como Πm � M :
mMm donde los

operadores de detección Mm son operadores genéricos con la única restricción
°

mM :
mMm � I.

[iii (Regla de Born) La probabilidad de que un resultado particular sea encontrado como el resultado
de la medición es pm � TrrMmρM

:
ms � TrrρM :

mMms � TrrρΠms.
[iv (Regla de reducción) El estado después de la medición es ρm � 1

pm
MmρM

:
m si la salida es m.

[v Si realizamos una medición pero no registramos los resultados, el estado post-medición está dado
por ρ̃ � °m pmρm � °mMmρM

:
m.

Debido a que la ortogonalidad ya no es un requerimiento, el número de elementos de un POVM no tiene
restricciones y aśı tampoco el número de posibles resultados de la medición [2,3]. La formulación anterior
generaliza tanto la regla de Born como la de reducción, y dice que cualquier conjunto de operadores
que satisfacen [ii] corresponden a operaciones leǵıtimas que llevan a una distribución de probabilidad
apropiada y a un conjunto de estados post-medición. Este esquema es llamado una medición generalizada.
Note que en [iv] asumimos un mecanismo de reducción que env́ıa estados puros a estados puros.

3.6. El teorema de Naimark

El teorema de Naimark [18] básicamente dice que cualquier medición generalizada que satisface los
postulados anteriores puede ser vista como una medición estándar en un espacio de Hilbert más grande,
y rećıprocamente, cualquier medición estándar que involucre más que un sistema f́ısico puede ser descrita
como una medición generalizada en uno de los subsistemas. En otras palabras, si centramos nuestra
atención en una porción de un sistema compuesto donde una medición estándar toma lugar, entonces
las estad́ısticas de las salidas y los estados post-medición del subsistema pueden ser obtenidas con las
herramientas de las mediciones generalizadas. En general, tenemos

Teorema(Naimark) [18] Para cualquier POVM dada
°

x Πx � I, Πx ¥ 0 en un espacio de Hilbert HA

existe un espacio de Hilbert HB, un estado ρB � |ωByxωB|, una operación unitaria U , UU : � U :U � I,
y una medición proyectiva Pm, PmP

1
m � δmm1Pm en HB tal que Πm � TrBrI b ρBU

:I b PmU s. La
disposición se llama una extensión de Naimark del POVM. Rećıprocamente, cualquier disposicón donde
el sistema está acoplado a otro sistema, a partir de ahora llamado la ancilla, y después de la evolución, se
realiza una medición proyectiva en la ancilla puede ser visto como la extensión de Naimark de un POVM,
i. e. uno puede escribir la regla de Born pm � TrrρAΠms y la regla de reducción ρA Ñ ρ � 1

pm
MmρAM

:
m

al nivel del sistema, en términos de los elementos del POVM Πm � TrBrIbρBU :IbPmU s y los operadores
de detección Mm|ψAy � xm|U |ψA, ωBy.

Una vez establecidos todos los requerimientos para nuestro objetivo, dedicaremos ahora espacio para
revisar las relaciones entrópicas. Un desarrollo más amplio de los temas vistos en esta sección se pueden
revisar en [2, 18]
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Caṕıtulo 4

Principio de incertidumbre Ruido
perturbación y relaciones entrópicas

4.1. Entroṕıa

El origen de la palabra entroṕıa es griego(entropia, tropos), y significa punto de inflexión o trans-
formación. El primero en usar tal término fue Rudolph Clausius en 1864, quién postuló la segunda ley
de la termodinámica. Tal ley f́ısica, dice que no puede existir un móvil perpetuo y que la entroṕıa en
un sistema aislado siempre incrementa. El concepto de Entroṕıa lleva consigo una sutileza intelectual
que todav́ıa en nuestros d́ıas es dif́ıcil de comprender debido, entre otras razones, a sus implicaciones
universales [2]. Tiempo después L. Boltzmann le dio una nueva definición a la entroṕıa como una medida
natural del desorden en un sistema f́ısico. Los precursores y fundadores de la teoŕıa de la información(L.
Szilárd, H. Nyquist, R. Hartley, J. von Neumann, C. Shannon, E. Jaynes y L. Brillouin) relacionaron de
muchas maneras la medición de la información y la cantidad de desorden en un sistema material, lo cual
no es para nada intutivo, ya que la cantidad de información podŕıa parecernos lo opuesto a la cantidad
de desorden [2].

En mecánica estad́ıstica, la derivación de la entroṕıa se basa en el trabajo de Boltzmann.
Ahora, consideremos un sistema con N part́ıculas, cada una de las cuales puede ocupar uno de los m
estados microscópicos, que corresponden a una determinda enerǵıa Ei (i � 1...m), y llameremos Ni al
número de part́ıculas ocupando el microestado de enerǵıa Ei. El número total de part́ıculas en el sistema
es:

N �
m̧

i�1

Ni, (4.1)

y la enerǵıa total del macrosistema es

E �
m̧

i�1

NiEi. (4.2)

Tenemos N part́ıculas cada una con m posibles estados energéticos, y cada estado con una población Ni.
El número de maneras W de acomodar las N part́ıculas en estas m cajas de poblaciones Ni está dada
por:

W � N !

N1!N2!...Nm!
(4.3)

Cuando el número de part́ıculas N es grande, obtenemos el siguiente ĺımite:

H � ĺım
NÑ8

logW

N
� �

m̧

i�1

pi log pi, (4.4)
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CAPÍTULO 4. PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE RUIDO PERTURBACIÓN Y
RELACIONES ENTRÓPICAS

4.2. RELACIÓN DE INCERTIDUMBRE DE ROBERTSON

donde pi � Ni

N representa la probabilidad de encontrar la part́ıcula en el microestado de enerǵıa Ei. Como
se formuló, el ĺımite H puede ser intrepretado como representando el valor promedio de la cantidad
� log pi, esto es, H � �xlog py. Este resultado se convirtió en el teorema de Boltzmann, cuyo autor
llamó “entroṕıa”H [2].

La definición de Shanon de la entroṕıa es algo diferente y surge de la búsqueda de una definición
mejorada y comprensiva de la medición de la información.
Supongamos una variable aleatoria X, que puede tomar N valores, cada uno con probabilidad pi (i �
1...N). La función, H buscada para medir la cantidad de información debe cumplir tres requerimientos
[2, 17]:

(1) H � Hpp1, p2, ..., pN q es una función continua del conjunto de probabilidades pi;

(2) Si todas las probabilidades fueran iguales (siendo, pi � 1
N ), la función H debe incrementar monóto-

namente con N ;

(3) Si cualquier ocurrencia se divide en dos posibilidades sucesivas, la H original debe dividirse en una
suma ponderada de los valores individuales correspondientes de H.

La única función que satisface esto, según la demostración de Shanon [2] es:

H � �K
Ņ

i�1

pi log pi, (4.5)

dondeK es una constante positiva arbitraria, que podemos hacerK � 1, ya que la definición del logaritmo

aplica a cualquier elección de base (K � logp x

logq x con p � q números reales positivos). Es claro que una

notación equivalente de esta ecuación es:

HpXq � �
¸
xPX

ppxq log ppxq �
¸
xPX

ppxqIpxq, (4.6)

donde x es un śımbolo de la fuente X y Ipxq es la medición de la información asociada. En teoŕıa de
información(TI) la entroṕıa juega un papel central.

Notemos que mientras que en la definición de Boltzmann, la entroṕıa es un ĺımite asintótico, para
Shanon, la entroṕıa es un valor promedio de la cantidad Ipxq � � log ppxq y está definida para un número
finito de elementos. La entroṕıa es entonces la cantidad promedio de información por elemento.

Si tenemos una distribución de probabilidad donde todos los elementos tienen la misma probabilidad,
es decir, ppxq � 1

N , su entroṕıa asociada es [2, 17]:

H � �
¸
xPX

ppxq log ppxq � �
Ņ

i�1

1

N
log

1

N
� logN, (4.7)

4.2. Relación de incertidumbre de Robertson

Como ya vimos en la sección de preliminares, el principio de incertidumbre generalizado, es una parte
fundamental en nuestro estudio. La siguiente relación se cumple para cualesquiera observables A, B y
cualquier estado ψ

σpA,ψq, σpB,ψq ¥ |xψ| rA,Bs |ψy|
2

(4.8)

Donde σpX,ψq2 � xψ|X2|ψy � xψ|X|ψy2 para un observable X y un estado ψ.
La aparición de relaciones de incertidumbre diferentes dentro de la mecánica cuántica y en otras

ramas de la f́ısica fue un suceso que no se hizo esperar en el mundo cient́ıfico, como ejemplo puedo citar a
Küpfmüller [11], que en 1924 derivó su relación de incertidumbre para analizadores lineales de frecuencia.
La teoŕıa de la información surge en los años cuarenta [11], y junto con ella Shanon y la entroṕıa que
lleva su nombre. La entroṕıa de Shanon es una generalización de la medida de incertidumbre que en 1928
propuso Hartley [11].
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CAPÍTULO 4. PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE RUIDO PERTURBACIÓN Y
RELACIONES ENTRÓPICAS

4.3. RELACIÓN DE INCERTIDUMBRE UNIVERSALMENTE VÁLIDA DE RUIDO -
PERTURBACIÓN.

S � �
ņ

i�1

P pxiq lnpP pxiqq (4.9)

donde P pxq es la probabilidad de que un evento dado ocurra.
Dicha medida de incertidumbre es bastante interesante de estudiar y analizar con cuidado. En

conjunción con la mecánica cuántica se han realizado trabajos que tienen como meta la obtención de
relaciones de incertidumbre con base en la entroṕıa de Shanon, tal es el caso de los trabajos de Deuscht
y Partovi [9, 10], en los cuales se llega a relaciones de incertidumbre que no dependen del estado del
sistema, y por lo tanto son más generales en ese sentido. Un factor importante que se debe mencionar es
que tales relaciones dependen más de cómo se miden ciertas cantidades f́ısicas que matemáticamente se
representan como operadores (ya que son observables) según la mecánica cuántica.

La entroṕıa de Shanon es entonces expresada como:

S � �
ņ

i�1

|xαi|ψy|2 ln |xαi|ψy|2 (4.10)

donde |xαi|ψy|2 es la probabilidad de encontrar la part́ıcula en un estado con eigenvalor αi.
Para el caso particular presentado por Deustch, la relación de incertidumbre para dos operadores Â

y B̂ en el caso de espectros discretos es:

SÂp|ψyq � SB̂p|ψyq ¥ 2 ln
2

1� suptxa|byu (4.11)

Partovi realizó una generalización a partir de dicha relación, la cual contempla espectros continuos y
operadores de proyección no sólo dados por la relación de completez.

SÂp|ψyq � SB̂p|ψyq ¥ 2 ln

�
2

supi,j}π̂Â
i � π̂B̂

j }

�
(4.12)

4.3. Relación de incertidumbre universalmente válida de ruido
- perturbación.

En el trabajo de Masanao Ozawa [1], se desarrolla la idea de encontrar una relación de incertidumbre
para el ruido y perturbación. El concepto de perturbación es común en el contexto de la mecánica
cuántica debido a la interacción que se da en la medición. Mientras, el ruido que Ozawa maneja, se
relaciona al aparato de medición y a su incapacidad de poder darnos resultados con toda presición. Un
punto importante que hay que decir es que Ozawa utilizó el cuadro de Heisenberg en el desarrollo de su
trabajo.

Supongamos un aparato A que mide un observable A con algún ruido. Para evaluar el ruido, es
necesario describir el proceso de medición. La interacción de la medición se supone desde un tiempo t0 a
un tiempo t0�∆t entre el objeto S y el sistema P, que denominaremos prueba. Llamamos Û al operador
unitario que representa la evolución temporal del sistema compuesto S+P. Justo antes de la medición
el objeto S se encuentra en un estado arbitrario |ψy y la prueba en un estado |ξy, el estado del sistema
S �P es |ψy b |ξy � |ψb ξy, donde en la notación se omite el sub́ındice H para denotar a los vectores en
el cuadro de Heisenberg.
Introducimos el operador de ruido, NpAq y el operador de perturbación, DpBq.

NpAq �Mout �Ain

DpBq � Bout �Bin (4.13)

donde Mout y Bout son los observables de prueba y Ain y Bin son los valores teóricos que debeŕıan
obtenerse.

Donde M̂out, B̂out, Âin y B̂in están dados por Âin � Â b Î, B̂in � B̂ b Î, B̂out � Û :pB̂ b ÎqÛ y
M̂out � Û :pÎbM̂qÛ en el cuadro de Heisenberg. Es decir, los operadores llevan la dependencia temporal
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4.3. RELACIÓN DE INCERTIDUMBRE UNIVERSALMENTE VÁLIDA DE RUIDO -
PERTURBACIÓN.

en este caso.
M , B son observables en diferentes sistemas, aśı, rMout, Bouts � 0. Entonces

rNpAq, DpBqs � rMout �Ain, Bout �Bin

� rMout, Bout � rMout, Bin � rAin, Bout � rAin, Bin

� �rMout, Bin � rAin, Bout � rAin, Bin (4.14)

rNpAq, Bin � rMout �Ain, Bin

� rMout, Bin � rAin, Bin (4.15)

rAin, DpBqs � rAin, Bout �Bin

� rAin, Bout � rAin, Bin (4.16)

Entonces
rNpAq, DpBqs � rNpAq, Bin � rAin, DpBqs � �rAin, Bin (4.17)

Aśı,
}xrNpAq, DpBqsy � xrNpAq, Biny � xrAin, DpBqsy} � }xrAin, Biny} (4.18)

Entonces, usando la desigualdad triangular [14]

}xrA,Bsy} � }xrAin, Biny} � }xrNpAq, DpBqsy � xrNpAq, Biny � xrAin, DpBqsy}
¤ }xrNpAq, DpBqsy} � }xrNpAq, Biny � xrAin, DpBqsy}
¤ }xrNpAq, DpBqsy} � }xrNpAq, Biny} � }xrAin, DpBqsy} (4.19)

Se define el ruido [1] ϵpA,ψ,Aq como:

ϵpA,ψ,Aq � xpMout �Ainq2y 1
2 � xN2pAqy 1

2 (4.20)

y la perturbación [1] ηpB,ψ,Aq como:

ηpB,ψ,Aq � xpBout �Binq2y 1
2 � xD2pBqy 1

2 (4.21)

y en general el cuadrado medio es mayor o igual que la desviación estándar:

σ2pÂ, ψq � xÂ2y � xÂy2 (4.22)

SpÂ, ψq � xÂ2y 1
2 (4.23)

Aśı,

σpÂ, ψq �
�
xÂ2y � xÂy2

	 1
2

(4.24)

y
xÂ2y ¥ xÂ2y � xÂy2, (4.25)

pues los valores esperados son positivos. Entonces

S ¥ σ (4.26)

Por tanto:
ϵpA,ψ,Aq ¥ σpNpAq, ψ b σq (4.27)

ηpB,ψ,Aq ¥ σpDpBq, ψ b σq (4.28)

ñ ϵpA,ψ,AqηpB,ψ,Aq ¥ σpNpAq, ψ b σqσpDpBq, ψ b σq (4.29)
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4.3. RELACIÓN DE INCERTIDUMBRE UNIVERSALMENTE VÁLIDA DE RUIDO -
PERTURBACIÓN.

Usando la relación de incertidumbre de Robertson, tenemos:

ϵpA,ψ,AqηpB,ψ,Aq ¥ |xrNpAq, DpBqsy|
2

(4.30)

Sustituyendo en Ec. (4.19):

ϵpAqηpBq � |xrNpAq, Biny � xrAin, DpBqsy|
2

¥ |xrA,Bsy|
2

(4.31)

ϵpAqηpBq � |xrNpAq, Biny|
2

� |xrAin, DpBqsy|
2

¥ |xrA,Bsy|
2

(4.32)

Usando la relación de Robertson en los términos con conmutador:

|xrNpAq, Biny|
2

¤ σpNpAqqσpBq ¤ ϵpAqσpBq (4.33)

|xrAin, DpBqsy|
2

¤ σpAqσpDpBqq ¤ σpAqηpBq (4.34)

Obtenemos la relación de incertidumbre generalizada de ruido-perturbación [1]:

σpAqηpBq � ϵpAqσpBq � σpAqηpBq ¥ |xψ|rA,Bs|ψy|
2

(4.35)
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Caṕıtulo 5

Reformulación del principio de
incertidumbre ruido- perturbación
en términos de la entroṕıa de Shanon

El trabajo de encontrar nuevas formas de caracterización del principio de incertidumbre nos abre un
gran campo de trabajo, donde nuevas formas y herrramientas nos son útiles para realizar la tarea. La
cuestión aqúı es encontrar nuestra unidad de medición para la incertidumbre y luego proporcionar una
nueva relación de incertidumbre.

En nuestro caso, primero daremos una relación entrópica de incertidumbre de medición generalizada
para dos observables del sistema.

5.1. Relación entrópica de incertidumbre de medicionces gene-
ralizadas.

Supongamos que tenemos un sistema cuántico compuesto, formado por un sistema S y un sistema
de prueba P . El sistema S tiene un estado descrito por ρS y el sistema de prueba tiene un estado
ρP � |wP yxwP |.

El sistema S tiene dos cantidades medibles A y B. Podemos medir la cantidad A mediante una
medición proyectiva, PA, sobre el sistema.

Existe una operación unitaria U tal que ΠA � trP rIb ρPU :IbPAU s. Aśı, la probabilidad de obtener
la cantidad A al realizar la medición es:

pA � trArρSΠAs (5.1)

La entroṕıa de Shanon asociada a esta probabilidad es:

SA � �
¸
A

pA ln pA �
¸
A

trArρSΠAs ln trArρSΠAs (5.2)

Ahora, el estado del sistema después de haber obtenido un resultado A es:

ρSA � 1

pa
trP rUρS b |wP yxwP |U :Ib PAs (5.3)

Ahora queremos saber cuál es la probabilidad de obtener el valor B al medir el observable B. Para
eso utilizamos otra medición al sistema S mediante el sistema de prueba P . Donde la probabilidad de
obtener el valor B es:

pB � trρSAΠB (5.4)
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CAPÍTULO 5. REFORMULACIÓN DEL PRINCIPIO DE INCERTIDUMBRE RUIDO-
PERTURBACIÓN EN TÉRMINOS DE LA ENTROPÍA DE SHANON

5.1. RELACIÓN ENTRÓPICA DE INCERTIDUMBRE DE MEDICIONCES GENERALIZADAS.

con ΠB � TrrIb ρPU
:Ib PBU s.

La entroṕıa asociada a esta probabilidad es:

SB � �
¸
B

trrρSAΠBs ln trrρSAΠBs (5.5)

Ahora queremos acotar la suma de las entroṕıas anteriores

SA � SB � �
¸
A

TrrρSΠAs lnpTrrρSΠAsq �
¸
A

TrrρSAΠBs lnpTrrρSAΠBsq

� �
¸
A

TrrρSΠAs lnpTrrρSΠAsq
¸
B

trrρSAΠBs �
¸
B

TrrρSAΠBs lnpTrrρSAΠBsq
¸
A

trrρSΠAs

� �
¸
AB

trrρSΠAstrrρSAΠBspln trrρSΠAs � ln trrρSAΠBsq

¥ �
¸
A,B

trrρSΠAstrrρSAΠBs
�
1� 1

trrρSΠAs � 1� 1

trrρSAΠBs



� �
¸
A,B

trrρSΠAstrrρSAΠBs
�
2� 1

trrρSΠAs �
1

trrρSAΠBs



� �2
¸
A,B

trrρSΠAstrrρSAΠB �
¸
A,B

trrρSAΠBs �
¸
A,B

trrρAΠAs

(5.6)

Dónde se usa el hecho de que

lnx ¥ 1� 1

x
(5.7)

De esta manera econtramos la Relación entrópica de incertidumbre para mediciones geralizadas.
Ya obtenido este resultado, supongamos ahora un sistema compuesto, cuyo estado está representado

por ρA b ρB en el cual medimos un observable Q. La probabilidad de obtener el resultado q es

pq � trrρAΠqs (5.8)

El estado del sistema después de obtener el resultado q es

ρAq � 1

pq
MqρAM

:
q (5.9)

Luego, realicemos otra medición de mismo observable, ahora, la probabilidad de obtener el resultado q1

es

pq1 � trrρAqΠq1s (5.10)

Podemos relacionar estas mediciones a la entroṕıa de la perturbación de la medición del observable Q
mediante la suma de las entroṕıas asociadadas a cada medición y debido a la relación entrópica para me-
diciones generalizadas obtenemos la relación entrópica de mediciones generalizadas para la perturbación.

SQ � S1Q ¥ �2
¸
q,q1

trrρSΠqtrrρAqΠq1s �
¸
q,q1

trrρAqΠq1s �
¸
q,q1

trrρqΠqs (5.11)
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Conclusiones

El resultado más importante de este trabajo se refleja en las ecuaciones (5.6) y (5.11) que son propuesta
de relaciones entropicas de incertidumbre. En ellas se utiliza el formalismo de mediciones generalizadas
y por tanto son diferentes a cualquier relación de incertidumbre realizada anteriormente. El introducir
dos mediciones en el proceso de medición, es algo discutible y que lleva a otro nivel estos procesos. Las
relaciones de incertidumbre son un tema que actualmente se encuentra en efervescencia y cuya importancia
crece d́ıa con d́ıa.
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